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RESUMO

A aplicagdo da dlgebra para resolver problemas estd presente desde as civilizagdes an-
tigas e hoje ela é utilizada por profissionais de diversas dreas. Apesar dessa utilidade
pratica, os estudantes do ensino médio a consideram muito abstrata e sem aplicacdes.
Esta pesquisa tem como objetivo apresentar uma aplicacdo dos contetidos de Matrizes,
Determinantes e Sistemas Lineares, através da Modelagem Matematica na Economia.
Para tanto, apresentamos uma proposta de oficina com atividades envolvendo o modelo
econdmico de Leontief, utilizando o software Maxima nas resolugdes, para alunos de 2°

ou 3° ano do ensino médio.

Palavras-chave: Matrizes; Modelagem Matemaética; Modelos Econdmicos de Leontief;
Software Maxima.



ABSTRACT

The application of algebra to solve problems has been present since ancient civilizati-
ons, and today it is used by professionals in various fields. Despite its practical utility,
high school students consider it very abstract and without applications. This research
aims to present an application of the content of Matrices, Determinants, and Linear Sys-
tems through Mathematical Modeling in Economics. To do so, we propose a workshop
with activities involving the Leontief economic model, using the Maxima software for

solving, for 2nd or 3rd-year high school students.

Keywords: Matrices; Mathematical Modeling; Leontief Economic Models; Maxima

Software.
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1 INTRODUCAO

A histéria da Matematica revela que o estudo de matrizes, determinantes e sis-
temas lineares, aconteceram em civilizacdes muito antigas. Desde a sua apari¢do no
papiro de Ahmes (ou Rhind), um documento egipcio muito antigo, observa-se que o
conceito de equacdes lineares era utilizado como um essencial instrumento para resol-
ver problemas. Na mesma época, na Babilonia antiga, usava-se problemas com duas
equagoes lineares de duas incognitas. Mais tarde surgiram os conceitos de determinan-
tes, seguidos de matrizes, aplicados na resolu¢@o de problemas.

Segundo Boyer e Merzbach (2012) a dlgebra Babildnica era mais moderna,
pois eles resolviam sistemas de equagdes por substitui¢do e, utilizavam o método para-
métrico na maioria das vezes, enquanto os egipcios, resolviam equagdes lineares sem a
sofisticacdo dos babilonicos, pelo fato de que seu sistema de numeragdo era primitivo.
Os egipcios estimavam uma resposta inicial, realizava os calculos e depois realizava
uma correg¢ao final.

Hoje em dia a Teoria de Matrizes é um conhecimento essencial tanto para ma-
tematicos como para varios profissionais como engenheiros, economistas, fisicos, cien-
tistas da computagcio, estatisticos, bilogos etc. Apesar disso, alguns topicos da Algebra
Linear, abordados no ensino médio, sao considerados pelos alunos secundaristas como
muito dificil principalmente pelo seu nivel de abstracao.

O presente trabalho em relagdo aos procedimentos técnicos € definido como
uma pesquisa bibliografica. No primeiro momento pesquisamos 0s materiais que pos-
suem relacdo com o tema, depois foram feitas as andlises do material selecionado e por
fim fundamentamos nosso trabalho.

Pesquisa define-se como “um procedimento formal, com método de pensa-
mento reflexivo, que requer um tratamento cientifico e se constitui no caminho para
conhecer a realidade ou para descobrir verdades parciais.” (MARCONI; LAKATOS,
2002, p.155).

Segundo Gil (2002) o desenvolvimento da pesquisa bibliogréfica € feita atra-
vés de materiais ja desenvolvido, sobretudo livros e artigos cientificos. "A principal
vantagem da pesquisa bibliogréfica reside no fato de permitir ao investigador a cober-

tura de uma gama de fendmenos muito mais ampla do que aquela que poderia pesquisar
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diretamente"(GIL, 2002, p.45)

A escolha deste tema teve como principal motivacdo trazer para os estudantes
uma alternativa de como a Algebra Linear, apesar de ser abstrata, poder ser aplicadas
em contextos bem concretos. Além disso, temos consciéncia que através da contextua-
lizagdo dos contetidos matematicos, 0 ensino se torna mais atraente e eficaz.

Este trabalho tem como objetivo geral mostrar uma alternativa de contextuali-
zacdo dos contetddos de matrizes, determinantes e sistemas lineares, através da modela-
gem matematica e as relacdes existentes com a matriz insumo-produto de Leontief.

Especificamente, temos como objetivos:

1. Mostrar a importancia da modelagem matematica para a compreensao e entendi-
mento dos conteddos.

2. Identificar os conteidos matemaéticos presentes no modelo de Leontief.

3. Apresentar uma maneira de trabalhar com os conteudos de modo mais atrativo e
significativo para os estudantes.

4. Apontar as contribuicdes de simples conceitos matriciais na resolucao de proble-
mas na economia.

5. Mostrar a importancia do uso de recursos computacionais no processo de ensino
aprendizagem da Matematica.

6. Utilizar o MAXIMA como ferramenta para auxiliar na resolucdo dos problemas
evolvendo a matriz de Leontief.

Para alcancar nossos objetivos, estudamos este modelo utilizando um recurso
computacional, o Software MAXIMA. Segundo os PCNs o educando deve “compreen-
der conceitos, procedimentos e estratégias matematicas, e aplica-las a situagdes diversas
no contexto das ciéncias, da tecnologia e das atividades cotidianas.” (PCN, 2000, p. 95)

Este trabalho esta estruturado em cinco capitulos. No primeiro capitulo € apre-
sentado a introdugdo, onde sdo expostos a justificativa pela escolha do tema, os objetivos
e a estruturagdo deste trabalho.

No segundo apresentamos algumas abordagens presentes nos documentos ofi-
ciais da educagcao, PCN e BNCC. Depois fizemos uma breve revisao histéria do surgi-
mento dos conceitos, que sao necessarios a esta proposta, matrizes, determinantes e de
sistemas lineares. Finalizamos o capitulo com a apresentacdo destes conteudos.

Ja no terceiro capitulo falamos do modelo econdmico de Leontief, iniciando
com a temdtica modelagem matemadtica, a sua importancia e a aplicagcdo da mesma na
economia. Depois apresentamos o economista Wassily Leontief, seguido da andlise ao
seu modelo e as aplicagdes por meio dos conteidos abordados, nos modelos aberto e
fechado.

No quarto come¢amos mostrando a importancia de usar uma tecnologia como
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suporte no ensino da matemadtica, seguido da apresentacdo do software escolhido para
trabalhar com estes conteudos, que foi 0o MAXIMA, e por fim, deixamos algumas su-
gestdes de atividades, que podem ser aplicadas com estudantes do 2 ou 3 ano do ensino
médio utilizando o software indicado. Finalizamos o trabalho com o quinto capitulo

onde apresentamos e discutimos os resultados desta pesquisa.



2 Matrizes, Determinante e Sistemas Lineares

Neste capitulo apresentaremos os conceitos de matriz, determinantes e siste-
mas lineares. Utilizamos como referencias nesta parte do texto e no decorrer do traba-
lho, os documentos oficiais da educagdo, que sdo os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

2.1 Parametros Curriculares Nacionais

Os Parametros Curriculares Nacionais sao diretrizes elaboradas pelo Governo
Federal Brasileiro que servem para orientar os professores de todo o pais sobre o cotidi-
ano escolar, os conteidos fundamentais e também nortear nas suas praticas pedagdgicas.

J4 a Base Nacional Comum Curricular € um documento normativo que esta-
belece o conjunto organico e progressivo de aprendizagens essenciais que devem serem
desenvolvidos pelos alunos no decorrer das etapas e modalidades da Educacdo Bésica
de maneira que os direitos de aprendizagem e desenvolvimento, presentes no Plano Na-
cional de Educagdo (PNE), sejam garantidos aos estudantes. E uma referéncia nacional
para as escolas formularem seus curriculos.

No nosso dia a dia estamos fazendo uso das matrizes e nem sempre perce-
bemos, temos exemplos simples como a dire¢@o e identificacdo de certas informagdes
dispostas em tabelas, ao olhar as notas escolares, a classificacao do seu time do cora-
¢do, o elemento quimico na tabela periddica e outros exemplos mais complexos, como
a criptografia, através de acesso a um banco, e-mail, cartdo de crédito, fazer compras

pela internet etc.

“Contudo, as matrizes ndo sdo simplesmente uma ferramenta de nota-
cdo para resolver sistemas de equagdes; elas também podem ser vistas
como objetos matematicos de vida prépria, existindo uma teoria rica e
importante associada a elas, que tem uma grande variedade de aplica-
¢des praticas. E o estudo de matrizes e tépicos relacionados que cons-
titui a 4rea matematica denominada “Algebra Linear”.(ANTON; ROR-
RES, 2012, p. 581)

Por conta das suas variadas aplicacOes a dlgebra linear € usada em diversas dreas para

resolver problemas. Assim, segundo Anton e Rorres (2012) ndo podemos olhar as ma-
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trizes apenas como ferramenta para resolver os sistemas lineares como muitas vezes €
visto na escola.

Segundo os PCN (2000) “a aprendizagem na area de Ciéncias da Natureza,
Matematica e suas Tecnologias indica a compreensao e a utilizacdo dos conhecimentos
cientificos, para explicar o funcionamento do mundo, bem como planejar, executar e
avaliar as acoes de intervenc¢do na realidade.” O aluno pode desenvolver esta competén-
cia quando € ensinado o conceito de matrizes de maneira contextualizada.

Para a BNCC (2018) os alunos devem desenvolver habilidades para interpretar
e construir modelos, resolver e formular problemas matematicos envolvendo nogdes,
conceitos e procedimentos quantitativos. Os alunos devem desenvolver habilidades que
lhe servirdo para resolver problemas ao longo da sua vida. A competéncia 3 especifica
para a matemaética no ensino médio, nos diz que o aluno deve:

» Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos matematicos para inter-
pretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando
a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solu¢des propostas, de modo a
construir argumentagdo consistente.
Em continuacdo a BNCC (2018), ainda destaca que o uso de tecnologias possibilita
diferentes experiéncias que facilita as aprendizagens, reforcando assim a capacidade de
pensar de modo légico, de formular e testar conjecturas, de avaliar se o raciocinio é
valido e de produzir argumentagdes.

Assim, trabalhando com estes conteidos de maneira contextualizada, apli-
cando por exemplo a modelagem através da matriz de insumo e produto, dentre as varias
outras modelagens disponiveis, que estes conteidos permitem ser modelados, podemos
fazer com que os estudantes alcance as habilidades propostas por estes documentos, e

ser for utilizado algum software podemos enriquecer ainda mais a aprendizagem..

2.2 Como Surgiram os Conceitos

Uma das provas mais antigas da utilizagdo dos conceitos de sistemas lineares
estd no Papiro de Ahmes (ou Rhind) que é um documento egipcio que foi produzido
através de um material original, de cerca de 2000 a 1800 a.C.. Este material é a fonte
principal do conhecimento de matemadtica do Egito segundo Boyer e Merzbach (2012).

De acordo com Boyer e Merzbach (2012), no papiro de Ahmes ha muitos pro-
blemas aritméticos que se referem a objetos concretos como paes e cerveja, porém ha al-
guns que podem ser considerados como algébricos. Nestes, ndo sao trabalhados objetos
concretos, nem exige operagdes sobre nimeros conhecidos, mas pedem o equivalente a

solugdes da forma
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X+ax=boux+ax+bx=c
com a,b e c conhecidos e x desconhecido. O valor desconhecido eles chamavam de aha
ou pilha.

Este tipo de problema nao era resolvido como as solucdes que temos hoje, mas
utilizava o método semelhante ao que hoje em dia € chamado de falsa posicdo ou regra
de falso. Era adotado um certo valor, provavelmente falso, para a pilha, depois eram
feitas as operacdes que estavam a esquerda do sinal da igualdade. Depois, o resultado
encontrado era comparado ao resultado desejado e por meio de propor¢des chegava-se
a resposta correta.

Para Boyer e Merzbach (2012) enquanto no Egito os registros foram feitos em
papiro, na Babil6nia eram feitos em tdbuas de barro, que eram mais dificeis de estragar.
Nestas tdbuas foram encontrados textos que mostram conhecimento algébrico, dentre
outros, de uns 4.000 anos atrds, ou seja mais ou menos na mesma época que foram
feitos os registros no Egito.

Segundo os autores, a dlgebra atingiu um nivel mais alto na Mesopotamia.
Problemas no periodo babil6nico sobre as equacdes quadraticas de trés termos eram
resolvidos sem muita dificuldade porque eles desenvolveram operacdes algébricas fle-
xiveis.

Enquanto no Egito se tratavam muito de equagdes lineares, na babilonia ndo
teve tanta atencdo. De acordo com Boyer e Merzbach (2012) os babildnicos claramente
a achavam muito simples para ser dado muita atencdo. Mas foram encontrados alguns
problemas babildnicos utilizando estes conceitos. Um problema por exemplo, pede um
peso x de uma pedra se x + 7 + 1—11§ € uma mina. Em um outro problema da Babil6nia
antiga contém duas equacdes lineares simultineas com duas incégnitas chamadas de
primeiro anel de prata e segundo anel de prata, respectivamente.

Chamando de x e y respectivamente as incognitas citadas acima e escrevendo
utilizando as notagdes atuais teremos, . 0

X X

TR T
Podemos notar uma semelhancga para resolver problemas por meio dos sistemas lineares
com os dias atuais, a diferenca estd no fato que eles ndo usavam letras como incognitas,
mas utilizavam palavras.

Em relacdo ao conceito de determinante conforme Boldrini et al. (1980), em
250 a.C. ja havia nog¢des do uso de determinantes no livro chinés Nove Capitulos sobre
a Arte Matematica de autor desconhecido. Enquanto j4 se usava este assunto no Oriente
a muito tempo, segundo o autor, no Ocidente comegou a ser usado de maneira eventual
a partir do século XVII.

Segundo SOUSA, SABINO e SABINO (2017) foi no ano de 1683 que o mate-
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matico japonés Seki Kowa, definiu a ideia de determinante como polindmio que associa
a um quadrado de nimeros. Ele sistematizou um procedimento chinés antigo para o
caso de duas equacdes, porém nao mostrou para casos gerais. Em sua obra, tem varios
exemplos de sistemas de equacdes lineares em forma matricial.

Ja no ocidente foi o matemdtico G. W. Leibniz (1649 — 1716) que iniciou em
1683, a definicdao de determinantes, em uma correspondéncia que enviou para o mate-
matico francés G. F. Antoine, mais conhecido como o Marqués de L.'Hospital (1661 —
1704), segundo SOUSA, SABINO e SABINO (2017). Ele utilizou combinag¢des de co-
eficientes para resolver sistemas de equacdes lineares e encontrou um modo de indexar
estes coeficientes com nimeros.

De acordo com Boldrini et al. (1980) os matematicos G. W. Leibniz (1646 —
1716) e G. Cramer criaram a regra de Cramer, que era um método de resolucdo de
sistemas através de determinantes, que foi publicado em 1750. O determinante dos ele-
mentos de uma matriz nos fornece informagdes importantes, por isso € utilizado em
muitas aplicacdes em vdrias dreas.

Para os autores Hazzan e lezzi (1977) os determinantes sdo utilizados para
resumir expressoes matematicas complicadas. Porém, nao é possivel calcular o deter-
minante de todas as matrizes, apenas de matrizes quadradas, isto, de ondem n. E quanto
maior a sua ordem, mais dificil serd para calcular o seu determinante.

Segundo Boldrini et al. (1980) foi a partir do século XIX que este estudo co-
mecgou a acontecer de maneira mais sistemadtica através do tratado de A. L. Cauchy
(1789 — 1857) seguidos dos trabalhos de C. G. Jacobi (1804 — 1851). Depois disto
o conceito de determinante como nimero ligado a uma matriz quadrada se propagou
muito, ganhando forca, por ser essencial na resolucdo de sistemas.

J4 o termo matriz, conforme Bernardes e Roque (2016) foi introduzido pelo
matematico britanico J. J. Sylvester (1814-1897), em um problema de natureza geomé-
trica. Somente depois de oito anos que A. Cayley (1821-1895) definiu as operagdes
com matrizes e enunciou as propriedades dessas operacdes. Boldrini et al. (1980) afir-
mam que foi A. Cayley (1821-1895) que também deu o primeiro significado da palavra
matriz, denotando-a como o lugar onde algo é gerado ou criado.

Podemos perceber que os problemas surgiram em formas de equagdes linea-
res e sistemas lineares. Por isso Bernardes e Roque (2016) dizem que hd uma inversao
na ordem em que alguns conceitos mateméticos hoje sdo apresentados, com o surgi-
mento dos mesmos. Segundo as autoras, a no¢ao de determinantes, sistemas lineares,
transformacodes lineares surgiram antes do conceito de matrizes.

Os autores SOUSA, SABINO e SABINO (2017) também concordam e afir-

mam que o estudo de sistemas de equacdes lineares deu origem inicialmente ao estudo
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dos determinantes e depois ao das matrizes. Segundo os autores, a histéria dos sistemas
de equacodes lineares nos mostra que houve diversas contribui¢des de muitos matemati-
cos em relacd@o as notagdes, 0s conceitos e os teoremas, € que estes foram modificados

e aperfeicoados ao longo do tempo.

2.3 Matrizes.

Para escrever esta secao foram utilizados as seguintes referéncias, Anton e Ror-
res (2012), Boldrini et al. (1980), Lay (1999), Hazzan e lezzi (1977) e Pinheiro e Silva
(2016)

E muito comum encontramos informacdes organizadas em linhas (horizontais)
e colunas (verticais) em formato retangulares, essa estrutura recebe o nome de matrizes.
Ela estd presente em vdrias dreas porque a sua estruturacao facilita a consulta e a in-
terpretacdo das informacdes representadas nela. Por exemplo, abaixo temos uma tabela

mostrando as notas de trés alunos refentes aos 1 ano, 2 ano e 3 ano do Ensino Médio.
1° Ano | 2° Ano | 3° Ano

Aluno 1 8,9 9,7 6.8
Aluno 2 5,6 8,7 8,8

Aluno 3 8.9 8,0 9,1
Podemos escrever os dados numéricos desta tabela como uma matriz
8,9 9,7 6,8

Ms.3= 15,6 8,7 8,8
8,9 8,0 9,1
De maneira geral podemos caracterizar qualquer matriz de ordem m X n , onde

m representa o nimero de linhas e n o niimero de colunas, como apresentado abaixo:

ayp a2 ... aij ... Qin
ay azp ... azj ... az
Mysn = = [aij]mxn-
ail app aijj Ain
aml Am2 .- Admj .- Qmp
O conjunto de todas as matrizes reais de ordem m x n é denotado por M"*"*(RR)

ou M(R)xp-
Destacamos algumas matrizes de acordo a particularidades especias que pos-
suem, como nimero de linhas ou de colunas ou alguma caracteristica especifica sobre

seus elementos. Sao elas:

Definicao 2.1 A matriz que possui s6 uma linha e n colunas é chamada de matriz linha.



20

Exemplo 2.1 Matriz linha:
M15:[10 90 1 8: Mlzz[l 9].

Definicao 2.2 A matriz com apenas uma coluna e n linhas é chamada matriz coluna.

Exemplo 2.2 Matriz coluna:
9

7 2
My = . ; M3 = |2
2

5

Definicao 2.3 A matriz onde todos os elementos sdo nulos é chamada de matriz nula.
Exemplo 2.3 Matriz nula:
Mo — 0 00 O Mor — 0
*“lo oo o 7 ol
Definicao 2.4 A matriz que possuem a mesma quantidade de linhas e colunas é cha-
mada de matriz quadrada.

Exemplo 2.4 Matriz quadrada:

| 2 12 11 10
My = [1 3] ; Mz = |10 11 12
12 11 10

Quando uma matriz é quadrada ela possui duas diagonais, a principal e a secun-
ddria. A diagonal principal é composta pelos termos que o nimero da linha € igual ao
nimero da coluna, ou seja, 0s termos a;; onde i = j. Assim 0 termos aj1,a22,d33, -..Gmn
pertencem a diagonal principal. Os elementos destacados de vermelho nas matrizes

abaixo pertencem a diagonal principal.

g bir bia b3

11 an

My = L . ] ; M33 = |byy Doy b2
S b31 b3y b33

A diagonal secunddria é composta pelos os termos em que i+ j =n-+ 1, ou
seja, pelos termos: aj,,a2,—1,a3,-2,...,a,1. Os elementos destacados de vermelho
nas matrizes abaixo pertencem a diagonal secunddria.
aip ap

; M3z = by axn bxn

bi1 by ais
as| azz]

M22=[

a1 bz azs
As matrizes quadradas possuem uma subclassificacdo em termos dos seus elementos

Definicao 2.5 Uma matriz é dita diagonal se todos os elementos fora da diagonal prin-

cipal sdo iguais a zero, ou seja a;; = 0 se i # j.
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air 0 0 O 0
0 ann 0 0 0
0 0 a3 O 0
M, ., =
mxn 0 aij 0
0O 0 : 0
0 0 O 0 amn
Exemplo 2.5 Matriz diagonal:
1 0 0
Ms;=10 2 0]; My = 2 0
33 ; 2=y gl
0 0 13

Observacao 2.1 Note que quando i = j pode acontecer a;j = 0. Por exemplo a matriz

nula é também diagonal.

Definicao 2.6 Uma matriz de ordem n (com n > 2), em que os elementos da diagonal

principal sdo iguais a 1 e os outros sdo iguais a zero é denominada matriz identidade.

1 00 0
010 0
I,=10 0 1 0
00O 0
00O 1
Para ilustrar as matrizes a seguir s@o matrizes identidades de ordem 2 e 3,
respectivamente.
1 00
L= [1 0] ; =101 0
01

0 01

Definicao 2.7 A matriz de ordem n onde os elementos abaixo da diagonal principal sd@o

todos nulos, ou seja, a;j = 0 para todo i > j é chamada de matriz triangular superior.

a a2 aiz ... QA
0 axy axy .. ay,
Mnxn: 0 0 asy ... dazp
0 0 0 .. am
As matrizes abaixo sdo exemplos de matriz triangular superior:
091 4
213
Mo — 0 0] Ma—l0 2 6l Mas— 00 6 4
22—00, 33= ; 44—0005
0 0 2
00O0O
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Definicao 2.8 A matriz de ordem n onde os elementos acima da diagonal principal sd@o

todos nulos, isto é, a;j = 0 para todo i < j. é chamada de matriz triangular inferior.

_a11 o o0 ... 0 ]
a a»n 0 ... O
M,v,= |az1 ax a3 ... O
_al’ll ap2 aApz ... a”n_
As matrizes abaixo sdo exemplos de matriz triangular inferior:
00O
200
: ’ ¥ 135 9 0
4 6 9
09 9 1

2.4 Operacoes entre Matrizes

Nesta secdo apresentaremos as principais operacdes entre matrizes.

Definicao 2.9 Duas ou mais matrizes sdo iguais se elas possuem a mesma ordem e
além disso os seus elementos correspondentes (elementos com os mesmos indices) sao
iguais, ou seja, A = [aijlmxn € B = [bij];xs sdo iguais se m = r,n = s a;j = b;j, para

i=1,2,....mej=1,2,...,n.

O item a) representa um exemplo de matrizes iguais. Por outro lado os itens b) e ¢),

apresentam matrizes diferentes.

a)
9 14 32 20 .
7| = pois aj; = by1,a12 = b1a,a21 = byy e ax = by,
27 0 2 0
b)
3 2 3 -2
ois a bipea by,
[_1 O]#L 0] pois aip # b1z € ax # by
c)

3.2 3 260
[ ] 7 [ 1 0 1 9] pois possuem o nimero de colunas diferentes .
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2.4.1 Adicao de Matrizes

Para somar duas matrizes € necessdrio que a ordem delas sejam iguais, assim
basta somar os elementos de uma matriz com os elementos correspondentes da outra.

Dada duas matrizes A = [ajj|mxn € B = [bijlmxn, @ soma da matriz A com a
matriz B € igual a matriz C = [¢jj]ux, tal que ¢;j = a;j+b;j paratodoi=1,2,...,me
todo j=1,2,...,n.

Note que para calcular a diferenga entre matrizes A e B € M(R),,«,, basta
somente somar a matriz A com a oposta da matriz B, ou seja, A—B = A+ (—B).

O préximo resultado traz as principais propriedades da soma entre matrizes.
Nao fizemos a demonstracdo das seguintes propriedades mas os mesmos podem ser

encontradas no livro Hazzan e Iezzi (1977).

Proposicio 2.1 Dadas as matrizes A = [a;j], B = [bjj]eC = [cij] € Myuxn(R) quaisquer,
as seguintes propriedades sdo vdlidas:

A1. Comutatividade: A+ B = B+ A;

Ay. Associatividade: (A+B)+C=A+ (B+C);

As. Existéncia de elemento neutro: Existe O € My, «,(R) tal que A+ O = A;

Ay. Existéncia de elemento oposto: Existe (—A) € My x,(R) tal que A+ (—A) = O.

2.4.2  Produto por Escalar

Dado um matriz A = [a;j]mx, € um nimero real k, k-A € a matriz kA = [ka;j]mxn

O proximo resultado traz as principais propriedades do produto por escalar cuja

demonstracdo pode ser facilmente realizada pelo leitor.

Proposicdo 2.2 Dadas as matrizes A = [a;j],B = [bij| € Minxn(R) e 0, B € (R) quais-
quer, as seguintes propriedades sdo vdlidas:

M. o(BA) = (aB)A;

M. (a+B)A=0aA+BA;

M3. a(A+B) = aA+ aB,

My 1-A=A

2.4.3 Produto de Matrizes

Dado duas matrizes A e B, s6 é possivel fazer a multiplicacdo de A por B se a
quantidade de colunas da matriz A for igual a quantidade de linhas da matriz B. Sejam
A de ordem m X n, e B de ordem n X p entdo A - B € uma matriz C de ordem m x p. Um

elemento c;; da matriz C € dado por
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Cik:Z;leaijbjk,izl,Z,---,mek:1,2,---,p

2
Exemplo 2.6 Sejam A= |1 3 2}] 3eB: 1 . Assim,
L X

_ 4 3x1

2
AB=[1 3 2] [1]  =[12+3 1424 =+3+8| = [13] = |a]

1x3 1x1
-4 3x1

O préximo resultado traz as principais propriedades do produto de matrizes. A

demonstracdo do mesmo pode ser encontrada em Lay (1999).

Proposicao 2.3 As seguintes propriedades sdo vdlidas:

Pi. (A-B)-C=A-(B-C),VA € Myyxn(R),B € My p(R),C € Mpyy(R);
Py, A-(B+C)=A-B+A-C,YA € Myn(R),B,C € M, ,(R);

P;. (A+B)-C=A-C+B-C,VYA,BE My(R), C € My »(R);

Py a(A-B)=(0A)-B=A-(0f),VA € Myn(R),B € M,y ,(R);

Ps. Dada A € Myxn(R),I,,-A=A-In=A;

Observacao 2.2 Geralmente o produto matricial ndo é comutativo.

i 1 0 20
Exemplo 2.7 Sejam Ay = 3 e Byy = ol Note que,

2
. (1 0 2 0]  [1-240-1 1-0+0-0] [2 0]
:3 2:2X2 :1 2:2X2 :3-2+1-1 3-o+2-2: :8 4:
e 10 (221403 2.0402] (20
12 3 2 {11423 104220 |7 4]
L 12x2 L 42x2 L _ L i

Assim, A - B # B-A. Portanto o produto matricial ndo sempre é comutativo.

2.5 Determinantes

Quando a matriz é quadrada podemos associa-la a um valor real por meio de
uma fun¢@o que chamamos de determinante. Essa fun¢do € importante porque auxilia
na solucdo de sistemas de equagdes lineares e permite saber se a matriz possui ou nao

inversa.

Definicao 2.10 Dados n objetos distintos ay,as, ... ,a,—1,a,, cada ordenagdo dos n ob-

jetos distintos é chamamos de permutagdo.

Definicao 2.11 Dada uma permutagdo dos inteiros 1,2,...,n, chamamos de inversdo

quando os inteiros precede outro menor que ele.
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Definiciio 2.12 Seja [a;j| uma matriz quadrada, definimos o seu determinante como
det[a;j] = Yi_ (1) a1j,azj, - anj,, onde j = j(j1,j2, " , jn)- indica o niimero de in-
versoes da permutagdo j(ji,j2, -, Jjn)- € k indica esta soma se estende por todas as n!

permutagoes de (1,2,--- ,n)

Observagoes:

* Se a permutacdo (ji, 2, -, j,). tem nimero par de inversdes, entdo (—1)/ do
termo correspondente da somatdria terd sinal positivo, caso contrario, serd nega-
tivo.

* Em cada termo da somatodria existe apenas um elemento de cada linha e apenas
um de cada coluna.

Existem vdarias maneiras para calcular um determinante. Se a matriz for de or-
dem 2 ¢ facilmente calculado, fazendo a multiplica¢do da diagonal principal subtraida
da multiplicacdo da diagonal secundaria. Se for de ordem 3, normalmente usa-se o
método conhecido como regra de Sarrus para calcular o determinante. Matrizes que
possuem ordens maiores que 3 sdo utilizados outros métodos ou propriedades para fa-

cilitar o calculo como os apresentados nos teoremas abaixo.

Teorema 2.1 Teorema Fundamental de Laplace. Considere A uma matriz de ordem
n > 2, o determinante de A é a soma dos produtos das entradas d e qualquer linha (ou

qualquer coluna) pelos respectivos cofatores. equivalentes
A demonstracio pode ser encontrada no livro de Hazzan e Iezzi (1977)

Teorema 2.2 Seja A uma matriz de ordem n.

(a) Se multiplicar uma constante k por todos os elementos de uma linha (ou uma co-
luna), o detA serd também multiplicado por k.

(b) Se duas linhas (ou duas colunas) da matriz A sdo trocadas de lugar, o det A muda o
sinal.

(c) Se multiplicar os elementos de uma linha (ou coluna) por uma mesma constante e
depois somar com os correspondentes da outra linha (ou coluna) obteremos o mesmo

determinante
2.6 Sistemas Lineares
Uma equagdo linear € uma equagdo da forma
aix)+axxo + -+ apx, = b, 2.1

onde x1,x3,- -+ ,Xx, sd0 as incognitas, a,az,- - ,a, sdo ndmeros reais que cha-

mamos de coeficientes, sendo que nem todos os a, sdo nulos e b € um nimero real que
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é chamado de termo independente.

Quando temos b = 0, a equacdo (2.1) tem a forma
aixi+axxo+ -+ apx, =0, 2.2)

que chamamos de equacdo linear homogénea nas incégnitas xy,x2,- -+ ,Xp.

Exemplo 2.8 Equacdées lineares com 3 e 4 incognitas

4
?X—Zy+8z:l() X1 +x2 —5x3+8x4 =0
A solugdo da equagdo linear (2.1) é uma sequéncia formada por ndimeros reais, (01,0, - ,0;)

que satisfaz a equacdo, ou seja,
ajo +axop + - -+ a,o, = b.
Um conjunto com um ndmero finito de equacdes lineares forma um sistema de
equagoes lineares, ou apenas sistema linear:
Sejam um sistema com m equagdes e n incognitas
anxi+apxy+ -+ aipx, = b
a1 x1 +axxy + -+ axyx, = ba

Am1 X1 + Ay X2 ++++ + QpXn = by
Podemos escrever este sistema na forma matricial utilizando a defini¢do de

produto de matrizes.

ayy app - ap | |X1 by
a1 axp - axy| |x by
aml Am2 *°* Amn Xn b,

As matrizes abaixo sdo chamadas de matrizes dos coeficientes e matriz dos

termos independentes, respectivamente:

ayl app -+ ap b

a1 axp - axy by

aml Am2 - Amn by,
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A solug@o de um sistema com n incdgnitas € uma sequéncia formada por n

nimeros (0,0, -+ ,0,) que satisfaz todas as equagdes que formam o sistema.

Exemplo 2.9 Considere o sistema com duas equacgoes lineares e duas incognitas
x+2y=6
x—2y=10

Temos como solugdo para este sistemax=4ey=1.

Exemplo 2.10 Considere o sistema com trés equacoes lineares e trés incognitas

3x+2y—z=6
2x+3y=38
x—y+tz=-2
A solucdo desse sistemaéx=1,y=2ez=—1.

Observacao 2.3 E possivel interpretar essas solugoes geometricamente como pontos

nos espagos bi e tridimensionais.

Ao resolver um sistema podemos encontra pelo menos um solucao ou nio encontrar ne-
nhuma solugdo. Se o sistema linear possuir pelo menos uma solugdo dizemos que ele €
possivel ou consistente e se nao tiver solugdo chamamos de impossivel ou inconsistente.
O método principal para se resolver um sistema de equacdes lineares € através
de operacdes algébricas no sistema, de modo que gerem uma série de sistemas equiva-
lentes cada vez mais simples, até que seja possivel determinar se o sistema € consistente.
Abaixo apresentaremos as operagdes tipicas que sdo chamadas de operacoes elementa-
res com linhas de uma matriz.
1. Multiplicar uma equacao por uma constante nao nula.
2. Trocar duas equacoes entre si.
3. Multiplicar uma equacio por uma constante e somar a outra equacao.
Para resolver um sistema utilizando este método geralmente escrevemos a ma-
triz aumentada ou matriz completa que consiste em acrescentar a matriz dos coeficien-

tes a coluna formada pelos termos independentes das equagdes do sistema.

Exemplo 2.11 Considere o sistema e a sua matriz aumentada dada por
xX+y+2z=2 1 1 2 2
3x+2y+4z=1 e 3 2 41
4x—y+3z=3 4 —1 3 3
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Aplicando as operagoes elementares com linhas na matriz aumentada, teremos

o seguinte resultado:

1 00 -3

01 0 =3,

001 4
onde a solugcdo é x = -3,y = -3,z =4.

Uma matriz desta forma € ditamatriz escalonada reduzida por linhas. Porém
para ser possivel escrever uma matriz desta maneira a matriz deve ter as seguintes pro-
priedades.

1. Se uma linha ndo possuir todos os elementos sendo zeros, entdo o primeiro ndmero
nao nulo da linha € um 1. Chamamos esse nimero 1 de pivo.

2. As linhas constituidas inteiramente de zeros se existirem, entdo elas estdo agrupadas
juntas nas linhas inferiores da matriz.

3. Em quaisquer duas linhas consecutivas que ndo compdem sé em zeros, o pivd da
linha inferior estd mais a direita do que o pivd da linha superior.

4. Cada coluna que tem um pivO possui zeros nas demais entradas.

Quando escalonamos uma matriz aumentada de um sistema de equacdes line-
ares e transformamos em forma reduzida por linhas através de uma sucessao de opera-
¢oOes elementares nas linhas teremos o conjunto solug@o visivel ou podemos conseguir

equagoes lineares a forma paramétrica.

2.6.1 Matriz Inversa

Definicao 2.13 Seja A uma matriz quadrada. Se for possivel achar uma matriz B de
mesma ordem tal que AB = BA = I, entdo A é considerada inversivel (ou ndo singular)

e B é ainversa de A. Caso contrdrio, A é ndo inversivel ou singular.

Observacao 2.4 A relacdo AB = BA = I continua vdlida se trocar A por B, de maneira
que se A for invertivel e B uma inversa, entdo também é vdlido que B é invertivel e que
A é uma inversa de B. Deste modo, se

AB=BA=1,

falamos que A e B sdo inversas uma da outra.
Observacio 2.5 A matriz B é representada por A~

Exemplo 2.12 Sejam

2 =5 35
A= e B = .
-1 3 1 2

Note que
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2 -=5| [3 5 10
A-B= . = =1

-1 3 1 2 01

35 2 =5 10
B-A= . = =1

1 2 |-1 3 0 1

Portanto, A e B sdo inversiveis e uma ¢é inversa da outra.

2.6.2 Matrizes Elementares

Definicao 2.14 Chamamos de matriz elementar a uma matriz de ordem n resultante da

matriz identidade 1, através de uma tinica operagdo elementar sobre linhas.

Exemplo 2.13 Abaixo temos matrizes elementares e as operagcoes com linhas que as

2OL—>L
011 2,

produzem.

01

1 3
Ly — L+ 3L,
0
0 L1 < Ls.
1

S O =
S = O

Teorema 2.3 Considerando A uma matriz inversivel e n um inteiro ndo negativo, entdo
(a) A~ é inversivel e (A=)~ = A.
(b) A" é inversivel e (A7)~ = A™" = (A~1)",

(c) kA é inversivel sendo k um escalar qualquer ndo nulo e (kA)~' =k~ 1A~!

Teorema 2.4 Sendo E uma matriz elementar, resultado de operagcoes com as linhas de
I, e sendo A uma matriz m x n, o produto EA é a matriz resultante da operagdo com

linhas efetuadas em A.

Teorema 2.5 Toda matriz elementar é inversivel, e a inversa também é uma matriz

elementar.

Nao fizemos a demonstracao deste teorema mas, a mesma, podem ser encon-

tradas no livro Anton e Rorres (2012).

Teorema 2.6 Sendo A uma matriz n X n, entdo as seguintes afirmagoes sdo equivalen-

tes.
1. A é inversivel;
2. AX = 0 possui apenas a solucdo trivial;

3. A forma escalonada reduzida por linhas de A é I,;
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4. A pode ser decomposta como um produto de matrizes elementares.

Demonstracdo:
(1) = (2) Supondo que A seja inversivel e que Xy seja uma solucdo qualquer

de AX = 0. Entdio temos que A~ !, temos
AN AX) =A 0= (ATA)X)=0=1-Xp =0,

ou seja, Xo = 0. Assim, AX = 0 possui apenas a solugdo trivial.

(2)= (3) Como A - X = 0 possui apenas a solucdo trivial, isto implica que a
matriz aumentada do sistema € equivalente, por linhas, a uma matriz R que ndo possui
linhas nulas além da ultima linha. No entanto, a Unica matriz aumentada com essa
propriedade € a matriz identidade. Logo R = I,,.

(3) = (4) Suponhamos que I, seja a forma escalonada reduzida por linhas
de A. Pelo Teorema 2.4 essas operacdes podem ser executadas através de uma matriz
elementar apropriada. Deste modo, podemos achar matrizes elementares Ey, E», ..., Ej
tais que

Ey---Er-E1-A=1,.

Como, pelo Teorema 2.5, as matrizes Eq,E», ..., Ej sdo inversiveis temos que
A=(E) (B~ (B~ .

(4) = (1) Considerando A como um produto de matrizes elementares temos

que A € um produto de matrizes inversiveis e, consequentemente, € inversivel.

2.6.3 Algoritmo da inversdo

Para encontrar a inversa de uma matriz inversivel A, deve-se fazer operacoes
elementares nas linhas da matriz A de forma a transform4-la em uma matriz identidade.
Estas mesmas operacdes deve ser aplicado a matriz identidade de mesma ordem que A.

O resultado encontrado sera a matriz inversa de A.

Exemplo 2.14 Considere a matriz

112
A= |3 4 2
1 05

Iremos a seguir reduzir A a matriz identidade através das operacoes com linhas
e, ao mesmo tempo, encontrar A~ aplicando essas operacdes em Iy. Colocamos entio

a matriz identidade a direita de A, escrevendo uma matriz da forma
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4| o
Ao executar as operagbes com as linhas dessa matriz de modo que o lado esquerdo

esteja reduzido a I as mesmas operacées transformardo o lado direito em A=, de

maneira que a matriz final terd o formato

o

Resolvendo
1 12 1 00
342|101 0|Ly—=Ly—3Ljels—Lz—Ly,
1 05001
1 1 2 1 00
0 1 —4 | =3 1 0| Lzs—Lz+Ly,
0 -1 3 -1 0 1

(11 2 1 00
01 —4 | =3 1 0| Lz — —Ls,
00 —1 | —4 11
11 2 1 0 0
1 =4 | =3 1 0 |Lh—Ly—4l3el; — L —2L3,
00 1 4 -1 -1

1109 2 2
010 | 13 =3 —4|L—L—L,,
001 | 4 -1 —1
1 00| -4 5 6
010 | 13 =3 —4].
0 01 4 -1 -1
Logo
-4 5 6
A'=113 -3 —4]|.
4 -1 -1

Se A ndo for inversivel, entdo, pelas partes (a) e (c) do Teorema 7, ndo € pos-
sivel reduzir A a I,, por operacdes elementares com linhas. Assim, em algum momento
serd visivel o surgimento de uma linha de zeros no lado esquerdo das matrizes juntadas

em algum ponto do algoritmo de inversdo. Ocorrendo isso, podemos parar as contas e
deduzir que A ndo € inversivel.

Teorema 2.7 Sendo A uma matriz inversivel n X n, entdo para cada matriz B de ordem

n x 1 o sistema de equacées AX = B tem exatamente uma solucéo, que é X = A~'B.

Demonstracdo: Como B = B, multiplicando o lado esquerdo por AA~! temos
que AA"'(B)=B=A(A"'B)=B,dai AX =B=X=A"'B. Assim, X =A"'B ¢
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uma solucdo de AX = B. Vamos mostrar que essa € a Unica solucdo, supondo que Xy
seja uma solucio qualquer vamos mostrar que, necessariamente, Xy é a solucio A~ 'B.
Se Xo for uma solucdo arbitréria, entdo AXy = b. Multiplicando por A~! os dois

lados dessa equacdo, teremos Xo = A~ 'B.

2.6.4 Um problema fundamental

Supondo uma matriz A de ordem m X n fixada. Encontre todas as matrizes B
de ordem m x 1 que torne o sistema AX = B consistente.

Sendo a matriz A inversivel, podemos resolver este problema pelo Teorema 7
afirmando que, com qualquer matriz B de tamanho m x 1 o sistema linear AX = B tem
uma tnica solu¢io X = A~!B. Caso A nio seja quadrada, ou sendo quadrada, porem
ndo invertivel, entdo pelo Teorema 7 ndo pode ser aplicado. Geralmente a matriz B deve
satisfazer algumas condicdes para garantir que AX = B seja consistente. O proximo
exemplo mostra os métodos das operacdes sobre linhas que podem ser usados para

determinar tais condigdes.

Exemplo 2.15 Determinando consisténcia por eliminacdo.
X1 +x +2x3 =b;
X1 +x3 = b2 .
2x1 +x1 +3x3 =b3
Solugdo: Vamos escrever a matriz aumentada reduzir escalonando, como segue:

112 b
1 01 by| Lo > Ly—Liels— L3 —2Ly,
21 3 bs

1 1 2 by

0 -1 -1 br—by | Lr = —Lo,
0 —1 -1 bz —2by

1 1 2 by
0 1 1 b1 —by | Ly — L3+ Lo,
0 -1 -1 b3 —2b;

112 by

0 1 1 b1 —by

0 0O b3 —b1—by
Podemos notar por meio da terceira linha da matriz, que este sistema tem uma solucdo
se, e SO se, b1,by e bz satisfazem a condi¢do
bs+bry+by =00ubs=>b;+b;
Esta condigdo pode ser expressa afirmando que, Ax = b é consistente se, e so se, b é

uma matriz do tipo



com by e by arbitrdrios.

by
by
b1+ by
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3 Modelo Economico de Leontief

Iniciamos este capitulo falando, brevemente, sobre a importancia da contextu-
alizacdo dos contetdos por meio da modelagem matemdtica e sobre a utilizacio desta
modelagem na economia. Apresentaremos também quem foi Wassily Leontief, sua ma-
triz insumo e produto e em seguida faremos uma andlise da sua teoria no modelo aberto,
com o objetivo de mostrar as relagcdes existentes entre os setores de uma economia e de
como um impacto em qualquer setor afeta também os outros setores. Por fim deduzimos

a férmula dos dois modelos econdmicos de Leontief.

3.1 Modelagem Matematica

Sabemos da grande importancia que os conceitos matematicos possuem, pois
nos auxiliam na resolu¢do de problemas do cotidiano. Porém nas escolas, muitas vezes,
este conhecimento € transmitido de maneira muito mecanica, de modo que os estudan-
tes ndo vém significados no que esta estudando, o que faz com que os alunos sintam
dificuldades e fiquem desmotivados para aprender.

Diante disso, se faz necessdrio buscar alternativas que deixe este ensino mais
atraente, onde o conteudo seja contextualizado, para que o aluno tenha participagao ativa
com os contetidos trabalhados. O conhecimento matematico ndo pode ser transmitido
como um conhecimento pronto, acabado, mas que sempre estd em construgao.

Segundo Caldeira (2009) para quebrar este determinismo e a imutabilidade
que se mostra presente na matematica escolar € necessario conseguirmos identificar
uma maneira de conhecer a Matematica, como um conhecimento que vive entre nds, na
sociedade. Podemos conseguir este objetivo trabalhando com a contextualizacdo que

segundo os PCN’s

“O tratamento contextualizado do conhecimento € o recurso que a es-
cola tem para retirar o aluno da condi¢do de espectador passivo. Se
bem trabalhado permite que, ao longo da transposi¢do didética, o con-
tetido do ensino provoque aprendizagens significativas que mobilizem o
aluno e estabelecam entre ele e o objeto do conhecimento uma relagio
de reciprocidade. A contextualizag@o evoca por isso dreas, Ambitos ou
dimensdes presentes na vida pessoal, social e cultural, e mobiliza com-
peténcias cognitivas ja adquiridas."(PCN, 2000, p. 78)
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Por meio da modelagem matemadtica conseguimos trabalhar com os conteu-
dos de maneira contextualizada. Segundo Barbosa (2003) o ambiente de Modelagem
permite a problematizag@o e investigacdo, “o primeiro estd relacionado ao ato de criar
perguntas e/ou problemas ja o segundo, a busca, selecio, organiza¢do e manipulacdo de
informacdes e reflexdo sobre elas.”(BARBOSA, 2003, p.4)

Ele dd como exemplo que se o professor passar uma atividade em que os es-
tudantes facam um estudo sobre o impacto da contribui¢do social, que € o imposto
cobrado pelo Governo Brasileiro para manutencdo do sistema previdencidrio, no sala-
rio das pessoas. Os estudantes teriam que buscar formas de resolver, assim eles iram
"formular questdes, buscar dados, organizi-los, aborda-los matematicamente, avaliar os
resultados, tracar novas estratégias, etc."(BARBOSA, 2003, p.4)

Barbosa (2003) resume a Modelagem, como um ambiente de aprendizagem
onde por intermédio da matematica permite que os alunos questionem e investiguem,
situacdes com referéncia na realidade. O autor ainda diz que a Modelagem contri-
bui para um desenvolvimento de sociedades democréticas, pois ela possibilita que as
pessoas participem mais nos debates e nas tomadas de decisdes sociais que envolvem
aplicacdes da matematica.

Caldeira (2009) concorda com esta afirmacao quando diz que: "Pensar a Mode-
lagem Matemaética como um dos possiveis caminhos de uma nova forma de estabelecer,
nos espacos escolares, a insercao da maneira de pensar as relacdes,dos conhecimentos
matematicos e a sociedade mais participativa e democrética."(CALDEIRA, 2009, p.1)

Ao trabalhar com Modelagem Matematica podemos levar problemas do mundo
real, ou até mesmo, pedir para os alunos sugerir temas do seu contexto social e depois
do tema escolhido os estudantes devem buscar maneiras para resolver. Assim eles per-
cebem que existem relac@o entre a matemadtica e a realidade deles.

Porém devemos ter cuidado na aplicacao de atividades através da Modelagem
Matematica, pois estas deves ser feita com objetivos claros e bem planejados. Os autores
Araujo e Barbosa (2005) fizeram uma investigacao sobre como os alunos interpretam o
desenvolvimento de atividades de Modelagem Matematica e perceberam que € necessa-
rio que investigue situacdes reais nas aulas, que as atividades devem acontecer em um
contexto escolar, além disso o professor deve acompanhar o que o aluno esteja fazendo
tanto nos trabalhos fora ou dentro da sala de aula.

Os PCN (2000) também orientam em relagdo aos cuidados na contextualiza-
¢do, ao afirmar que podemos generalizar a contextualiza¢cdo como recurso que permite
uma aprendizagem significativa pois associa com experiéncias da vida cotidiana ou com
os conhecimentos obtidos por si mesmo. Porém é necessario cuidado para que gene-

ralizacdo nao induza a banalizacdo, podendo tirar o cardter sistematico, consciente e
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deliberado que fundamental aprendizagem escolar.

3.2 A Economia e a Modelagem Matematica

Dentre as diversas maneiras de modelar o ensino da matematica, através da
Algebra Linear, utilizaremos a modelagem no ambito econdmico, através do modelo de

Matriz de Insumo e Produto. Segundo os PCN’s

"Uma das formas significativas para dominar a Matemadtica é entendé-la
aplicada na andlise de indices econdmicos e estatisticos, nas projecdes
politicas ou na estimativa da taxa de juros, associada a todos os signi-
ficados pessoais, politicos e sociais que nimeros dessa natureza carre-
gam.”(PCN, 2000, p.81)

Para Thalenberg e Picchetti (2017) a matemética comecou a ser essencial para
o desenvolvimento da teoria econdmica no final do século XIX. Segundo os autores
desde o século XVIII até a Revolucdo Marginalista * a matematica e a ciéncia econd-
mica transformaram-se permitindo a aplicagdo através da modelagem no pensamento
econdmico.

Eles continuam dizendo que no século XVIII, a Economia Politica trata de
temas como o valor, a estrutura de pregos e a distribui¢do de renda, com Adam Smith,
John Stuart Mill e Davi Ricardo. Logo depois surgem novas formulacdes sobressaindo
a teoria cldssica com Leon Walras e William Jevons falando sobre valor-utilidade e da
estrutura de precos. Segundo eles, os representantes da Revolugdo Marginalista: Walras,
Menger e Jevons, foram os primeiros economistas que explicaram o funcionamento da

economia através da modelagem matematica.

2A revolucdo marginalista foi um movimento econdmico que surgiu no final do século XIX. Segundo
Rebelo (1996) o conceito de “utilidade marginal decrescente” foi desenvolvida por Jevons, Menger e
Walras, de maneira independente e sem ter conhecimento um da obra do outro. Jevons publicou sua
obra em 1871, apesar de ja ter apresentado versdes preliminares de sua teoria, que ndo tiveram grandes
repercussdes, em 1862 e em 1866. Menger também publicou no mesmo ano sua obra Principios de
Economia Politica, ja4 Walras publicou Principios de Economia Pura em 1873.

Rebelo (1996) afirma que desde os precursores da economia sempre discutia o tema valor, o que ex-
plicaria o valor das mercadorias, porque uma mercadoria tem um valor de troca mais do que outra, o que
determina essa taxa de troca. Cita também um exemplo concreto “por que um quilo de trigo € trocado
por trés quilos de arroz, ou por uma dizia de mag¢as?” (REBELO, 1996, p.6).

Existiam duas versdes para explicar a taxa de troca entre duas mercadorias, uma que estaria relacionada
a razdo entre as quantidades de trabalho envolvida em cada uma delas. E a outra relacionava a questio
da demanda e escassez. Na revolucdo marginalista optou pela segunda ideia, ou seja, o preco do produto
€ determinado pela oferta e demanda e ndo pelo custo de produgdo. “A revolu¢do marginalista foi a
retomada da teoria do valor utilidade, com o emprego de conceitos mateméticos de célculo diferencial”
(REBELO, 1996, p.6).
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O calculo teve impactos diretos sobre a teoria econdmica, possibilitando
a apreensdo numérica de conceitos como retornos marginais decrescen-
tes, custos e receitas marginais e maximizacdo de utilidade; alguns ja
previstos teoricamente nas formulacdes de Ricardo, e outros incorpora-
dos a teoria pelos marginalistas.” (THALENBERG; PICCHETTI, 2017,

p-5)

Para Bianchi (2013) a matematizacdo da economia, que é chamada de ‘vi-
rada de modelagem’(modelling turn), € estabelecida como uma revolu¢do formalista,
ela confirmou o estilo analitico uniforme que era uma defini¢do da teoria econdmica da
época. Este movimento foi associado a esfor¢os da guerra nos Estados Unidos. Nasceu
na 2*.Guerra Mundial e se fortaleceu no periodo da Guerra Fria, através dos 6rgaos de
seguranc¢a nacional, com patrocinio a diferentes modelos matematico, a principio com
propositos bélicos.

Hoje em dia os conteidos matemadticos sdo muito utilizados na economia, no-
tamos que conceitos relacionados a dlgebra, cdlculo e estatistica, dentre outros, estdo
interligados com a economia. Segundo Anton e Rorres a "teoria das matrizes tem tido
muito sucesso na descri¢do da inter-relagdo de precos, producdo e demanda em sis-
temas econdmicos"(ANTON; RORRES, 2012, p. 581). Neste trabalho destacamos a
modelagem feita através da Algebra Linear no modelo econémico de Leontief, onde é
usado a teoria de matrizes como instrumento para calcular parametros que satisfacam

um objetivo almejado para a economia.

3.3 Wassily Leontief

Segundo Guilhoto (2011) Wassily Leontief nasceu em Sao Petersburgo em 05
de agosto de 1906, ingressou na Universidade de Leningrado, aos 15 anos em 1921 e
formou-se em economia em 1925. Depois ele fez doutorado na Universidade de Berlim

terminando em 1928.

Figura 1 — Wassily Leontief (1906 - 1999).

Fonte:Melo (2021).

Guilhoto (2011) afirma que a tese defendida por Leontief apresentou um mo-
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delo de dois setores de insumo-produto que foi construido para descrever a producao, a
distribui¢do, e o consumo. Este modelo é uma modelagem econdmica que utiliza mé-
todos matriciais para estudar as relacdes entre diferentes setores de uma economia. Ele
trabalhou na Universidade de Kiel entre 1927 e 1930. E também na China como con-
sultor do Ministério das Estradas de Ferro 1928 /29. Depois foi trabalhar nos EUA no
National Bureau of Economic Research, Nova Iorque em 1931.

Leontief tornou-se professor no departamento de economia da Universidade
de Harvard, EUA em 1932. Nesta universidade ele comegou a construir as primeiras
matrizes de insumo-produto para a economia americana. Em 1936 e 1937 ele publicou
o0 modelo matemadtico junto com as matrizes, segundo Guilhoto (2011)

Recebeu o prémio Nobel em 1973, como reconhecimento da grande importan-
cia para a economia mundial. Trabalhou até 1975, como professor na Universidade de
Harvard, depois se tornou professor no departamento de economia da New York Uni-
versiy entre os anos de 1975 a 1999 e faleceu em 05,/02/1999 de acordo com Guilhoto
(2011).

Segundo Guilhoto (2011), os trabalhos de Leontief sempre relacionaram a teo-
ria com a aplicacdo. Para Polenske (2000) apud (GUILHOTO, 2011), foram cinco areas
da Economia Aplicada que Leontief contribuiu: i) automacao; ii) desarmamento; iii)

meio ambiente; iv) comércio internacional; e v) andlise espacial e mundial.

3.4 Matriz Insumo-Produto

A Matriz Insumo e Produto que é o modelo criado pelo russo Wassily Leontief,
¢ usada em muitos paises para fazer avaliacdes da economia, em diferentes campos. No
Brasil por exemplo, o IBGE faz uma avaliagdo sobre a interligacdo setorial da econo-
mia a cada 5 anos utilizando esta matriz. Através disto € possivel obter uma visdo da
estrutura de produ¢do do Brasil.

De acordo com Marques (2017), no Brasil, a constru¢do dessa matriz inciou na
década de 1970 e o objetivo era a criagdo de um marco estrutural para o Sistema de Con-
tas Nacionais (SCN). Além disso, que fosse também um instrumento que propiciasse o
desenvolvimento das estatisticas econdmicas em forma de quadros macroecondmicos.
As matrizes utilizavam como base os censos demogréficos, econdmicos e agropecud-
rios. O autor ressalta a importancia deste modelo ao dizer que:

"A economia de Insumo-Produto € vista como uma parte importante de ané-
lise da ciéncia econdmica, tanto na perspectiva tedrica como na prética do planeja-
mento."(MARQUES, 2017, p.8) Segundo ele, as primeiras matrizes apresentadas foram

para os Estados Unidos nos anos de 1919 e 1929, depois varios paises comecaram "a



39

elaborar quadros de insumo-produto como forma de retratar a economia e como ferra-
menta que auxilia na formulacdo de politicas publicas e avaliacdo de impacto de novos
investimentos."(MARQUES, 2017, p.8)

Segundo Schmitz, Viero e Cezaro (2023), matrizes de insumo produto sdo ma-
trizes formadas por entradas ndo-negativas que podem ser usadas para definir as estru-
turas de preco de equilibrio e a produgdo precisa para atender a demanda. Isso € feito
por meio dos parametros (coeficientes técnicos de producdo) que exprimem as interde-
pendéncias existentes entre as industrias, sendo possivel indicar os niveis de producdo
que satisfacam as metas da economia, possibilitando o planejamento e o crescimento
econdmico.

Para analisar uma economia geralmente dividi-se em setores e observa-se como
acontece a interacdo entre eles. Se for uma economia simples, pode dividi-la em trés
setores: manufatura, agricultura e servigos, por exemplo. Geralmente, um setor produz
certos produtos e utiliza insumos de si mesmo e dos outros setores. No setor agricola
por exemplo, tem como produto o trigo, mas utiliza insumo de méquinas agricolas,
energia elétrica e alimento para alimentar seus trabalhadores do setor de manufaturas,
de servigos e de seu proprio setor.

Sendo assim, Anton e Rorres (2012) afirmam que a economia é como uma rede
onde circulam os insumos e os produtos entre os setores; o estudo destes fluxos é o que
se chama de andlise de insumo-produto. Para medir os insumos e os produtos utiliza-
se as unidades monetdrias (d6lares, ou milhdes de dolares, por exemplo, geralmente
denotado pelo cifrdao $), mas pode ser utilizadas outras medidas.

Insumo € cada um dos elementos necessdrios para produzir mercadorias ou
servicos como: matéria-prima, equipamentos, capital, horas de trabalho etc. E produto
¢ aquilo que € produzido ou resultado da producao ou ainda aquilo que € produzido para
venda no mercado.

Porém nem sempre os fluxos de uma economia acontece do modo esperado,
conforme Anton e Rorres (2012). Os autores citam um exemplo que aconteceu nos
Estados Unidos da América na segunda Guerra Mundial, onde eles precisaram fabricar
50.000 avides e para isso era necessdrio a constru¢ao de bastante fabricas de aluminio.
Por conta disso precisou-se de uma demanda muito grade de componentes a base de
cobre, de maneira abrupta, ocasionando uma falta de cobre. Isso foi resolvido porque
o cobre foi substituido por prata. Eles teriam antecipado esta escassez se tivesse uma
andlise de insumo-produto moderna.

Através da matriz insumo-produto podemos detectar a falta ou excesso de um
insumo e as consequéncias caso aconteca um destes problemas. Assim, essa matriz

¢ um instrumento capaz de identificar com antecedéncia algum problema que possa
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acontecer futuramente, sendo possivel a busca por solugdes que resolvam o problema,
evitando que os setores da economia sejam afetados.

Algo muito relevante neste modelo é o fato de que apesar de utilizar concei-
tos simples da dlgebra linear "€ visto como uma parte importante de andlise da ciéncia
econdmica, tanto na perspectiva tedrica como na pratica do planejamento."(MARQUES,
2017, p. 8). Ele continua dizendo que desde que este modelo foi criado, muitos paises
comecaram a usa-la como ferramenta para auxiliar na elaboracdo de politicas publicas
e também para avaliar o impacto de novos investimentos.

Existem muitas adaptagdes deste modelo criado por Leontief de acordo com

Schmitz, Viero e Cezaro (2023), mas iremos trabalhar com o modelo aberto e o modelo fechado.

Segundo Anton e Rorres (2012) a maioria dos setores geram produtos mas pode exis-
tir, ainda que poucos, setores que ndo produzem e apenas que consomem, o setor dos
consumidores, por exemplo. Estes setores sdo chamados de setores abertos. Se uma

economia possui pelo menos um setor aberto é chamada de economia aberta, caso con-

trario, € chamada de economia fechada.

3.5 Analise da Teoria Insumo Produto no Modelo Aberto

Esta secdo foi elaborada a partir do artigo de Guilhoto (2011) que mostra como
funciona uma economia aberta simples. Isto nos permitem ver como acontece a interli-
gacdo dos setores na economia.

Segundo o autor, uma economia € composta por um grande nimero de ativida-
des diversificadas, e a mesma atua na maioria das vezes para equacionar a demanda e
a oferta. Para Guilhoto (2011) , Leontief conseguiu fazer uma fotografia econdmica da
propria economia com a tabela de insumo-produto pois através dela é possivel verificar
as relagdes entre os setores, quais setores suprem com seus servigos e produtos e quais
setores compram e de quem compram.

A tabela de insumo-produto é uma visdo tnica e compreensivel de como fun-
ciona a economia, ela mostra como acontece a interdependéncia dos setores envolvidos.
Ao mesmo tempo que os setores compram e vendem entre si existe um setor individual
que relaciona particularmente e diretamente, com um niimero relativamente pequeno de
setores. Mas mesmo assim, por conta da dependéncia os setores estdo interligados, di-
retamente ou indiretamente. A Figura 2 mostra de uma forma esquematica, as relagdes

fundamentais de insumo-produto.
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Figura 2 — Rela¢oes Fundamentais de Insumo e Produto.

|
Demanda  Prod.
Final Total

. Setores Compradores -
—| merapes twporacs

— Vendas
Produgio Total —— Compras

Fonte: Haddad (2023).

Essa matriz é dividida em blocos retangulares, cada bloco é representada por
uma matriz. O bloco do consumo intermedidrio é formado por uma matriz quadrada e
informa as compras e vendas que acontecem dentro dos setores. O bloco da demanda fi-
nal (que € chamada também de demanda externa) representa os gastos que acontece fora
dos setores. J4 o bloco da producao total (ou demanda total) € a soma da demanda inter-
medidria com a demanda final. Temos também o bloco das importacdes, dos impostos
e do valor agregado.

Percebe-se, através deste esquema, que as vendas dos setores acontecem dentro
do processo produtivo nos diversos setores compradores da economia ou sdo consumi-
das pelos diferentes componentes da demanda final. Por exemplo: familias, governo,
investimento, exportagdes. Enquanto que para produzir precisam de insumos, impos-
tos sdo pagos, importam-se produtos e gera-se valor adicionado como: pagamento de
saldrios, remuneragdo do capital, e da terra agricola, além da geracdo de emprego. Os

modelos abaixo mostrarao com mais detalhes de como funciona este modelo.

Figura 3 — Uso dos bens no modelo de Insumo-Produto.

Exportacdes 44— Produtos Domésticos Produtos Importados

L LL,LLJ.

Governo
e
Outras Demandas

Consumo das

Produciio Corrente Formacio de Capital Familias

Fonte: Guilhoto (2011).

Na figura 3 podemos perceber como acontece a utilizacdo dos bens domésticos
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e importados na producdo corrente de outros bens, para formar capital, no consumo das
familias, pelo governo e outras demandas. Neste modelo apenas os produtos domésticos
sao considerados como exportados, por isso os produtos importados precisam antes da

exportacao passar por um processo de produgdo interna.

Figura 4 — Insumos utilizados no processo produtivo.

Produtos Domésticos

T
T T T T T

Insumeos Insumos
Domésticos Importados

Trabalho Capital Terra

Fonte: Guilhoto (2011).

A figura 4 mostra uma combinac¢do de insumos domésticos, insumos importa-
dos, trabalho, capital e terra (no caso dos produtos agricolas) que sdo necessarios para
a producgdo dos produtos domésticos. Por fim pode ser feito uma combinagdo das duas

figuras anteriores para mostrar como ocorre a integracao deste modelo na figura abaixo.

Figura 5 — Fluxograma do modelo de Insumo-Produto.

Demandas por Produtos Finais
Produtos Domésticos (Exportagies, Consumo das Familias,
Gastos do Governo, Investimentos, etc.)

N ]

Insumos Insumos Insumos Primdirios
Domésticos Importados (Trabalho, Capital, e Terra)

Produtos
Importados

Fonte: Guilhoto (2011).

Agora, a figura 5 mostra que para a producdo de produtos domésticos foram
usados insumos domésticos. As industrias usam estes produtos domésticos além dos
insumos importados e insumos primdrios (trabalho, capital, e terra) como insumos inter-
medidrios (exportacdes, consumo das familias, gastos do governo, investimentos, etc).

Através da remuneracdo do trabalho, capital e terra agricola é gerada a renda.
O governo obtém a receita dos impostos pagos pelas empresas e pelos individuos. Se-

gundo o modelo existe equilibrio em todos os mercados da economia. Mostraremos
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um exemplo citado por Guilhoto (2011), para explicar como funciona as relagdes dos
insumos e produtos presentes no modelo de insumo-produto.

O setor agricola compra do setor siderirgico de modo indireto ao comprar as
maquinas agricolas (tratores, colheitadeiras, etc.), mas os materiais necessarios para a
fabricacdo dessas mdquinas sdo compradas da industria siderdrgica pelo setor de maqui-
nas agricolas o que acaba tendo uma ligacdo entre a agricultura e a siderurgia, mesmo
que de maneira indireta.

Do mesmo modo, a industria siderirgica compra mais de maneira indireta da
agricultura. Mas quando a agricultura vende para o setor de processamento de alimentos
provoca demandas para a industria sidertrgica, pois serd preciso fabricar os caminhdes
que transportam os produtos agricolas e pelas mdquinas que industrializam os produtos
agricolas. Assim este ciclo vai se repetindo mostrando que setor siderdrgico relaciona
com o da agricultura.

Segundo o autor a intensidade dessas relagdes podem variar ao citar por exem-
plo, se houver um aumento da demanda por automdéveis nacionais as fabricas automobi-
listicas aumentam a producdo. Isso induz as industrias de pecas fabricarem mais (pneus,
vidros, transmissores, motores), que vao demandar mais insumos dos seus fornecedores.
Este processo ¢ chamado de multiplicador. Porém alguns setores se envolvem mais nas
compra do que outros, tanto de modo direto como indireto, sendo assim os resultados
obtidos por estes multiplicadores por conta das demandas, geram impactos diferentes
na economia.

No entanto, além deste efeito multiplicador (multiplicadores do tipo I) pro-
vocados pela demanda por insumos intermedidrios existe também os ocasionados pela
demanda por insumos primdrios, apesar de serem um pouco diferente. Quando tem
uma demanda maior pela mao-de-obra, as familias consomem mais pois terdo mais
renda, ocasionando uma por produtos finais. Fazendo com que os setores produtores
fabriquem, que por sua vez necessitard de mais insumos, inclusive mao-de-obra, ge-
rando aumento do poder de compra, que motivard aumento na demanda final, e isso vai
acontecendo até haver um equilibrio no sistema financeiro. O aumento do emprego oca-
sionado pelo aumento na demanda do consumo das familias é conhecido como efeito
induzido (multiplicadores do tipo II).

No caso do modelo fechado ndo existe a demanda final ou demanda externa,
tudo que € produzido € dividido dentro dos proprios setores. Nas proximas duas subse-
coes iremos deduzir as férmulas para os dois sistemas econdmicos: o modelo aberto ou

de producao e o modelo fechado ou de input-output.
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3.6 Modelo Aberto ou de Producao

Nesta secdo apresentaremos economias de um setor aberto determinando os
niveis de produg@o necessarios para que o setor produtivo seja capaz de satisfazer a
demanda do setor aberto, além de sustentar a si mesmo. Utilizamos como referéncia o
livro: Algebra Linear com Aplicacdes de Anton e Rorres (2012). A figura 6 mostra um

exemplo de economia aberta contendo trés setores fechados e um aberto.

Figura 6 — Modelo de economia com trés setores fechado e um aberto.

Manufatura

~3N

Setor

aberto

Servigos

Agricultura

7//'/'//////}//

Fonte: Anton e Rorres (2012).

Supondo uma economia aberta simples, com um setor aberto e trés setores
produtivos: manufatura, agricultura e servicos. Adotaremos a unidade monetdria em
(R$), como unidade de medida, para os insumos e produtos. Os insumos necessarios
pelos setores produtivos, para se produzir uma unidade monetaria de valor de produto

estdo de acordo aos dados da tabela abaixo.

Insumo requerido para produzir R$ 1,00
Fornecedor | Manufatura | Agricultura Servicos
Manufatura R$ 0,50 R$ 0,10 R$ 0,10
Agricultura R$ 0,20 R$ 0,50 R$ 0,30
Servicos R$ 0,10 R$ 0,30 R$ 0,40

Para analisar, geralmente usamos apenas a tabela sem as legendas expressa em
forma de matriz, que nomeamos de C. Esta matriz C é chamada de consumo interme-
didrio ou matriz de consumo que mostra as quantidades compradas e vendidas destes

trés setores.
0,50 0,10 0,10

0,20 0,50 0,30
0,10 0,30 0,40
Temos que os setores que estdo na segunda linha sdo os setores compradores

C=

(Manufatura, Agricultura e Servicos) e os que estdo na segunda coluna (Manufatura,
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Agricultura e Servigos) sdo os setores vendedores. Podemos observar que sdo os mes-
mos setores, pois eles compram de si mesmo e dos outros. Por isso, a matriz formada
pelos coeficientes técnicos sempre serd uma matriz quadrada. Podemos separar a matriz

em vetores coluna

0,50 0,50 0,10
Cy=10,20|,C2= |0,50| ,C3= 0,30
0,10 0,30 0,40

que mostram os insumos necessarios para a producdo de R$ 1,00 de produto pelos
setores de manufatura, agricultura e servigos, respectivamente. Eles sdo chamados de
vetores de consumo. Assim C| nos mostra que o setor manufatureiro compra R$ 0.50
de si mesmo, R$ 0.20 da agricultura e R$ 0.10 de servigos para produzir uma unidade
monetdria, R$ 1,00, de valor de produto.

Continuando com este mesmo raciocinio para os demais setores e chamando
de dy,d> e d3 as unidades monetdrias que os setores necessitam que a economia forneca
de bens manufaturados, produtos agricolas e servigos, temos:

d; unidades monetarias de bens manufaturados

d> unidades monetdrias de produtos agricolas

dz unidades monetérias de servicos

Chamamos de vetor d, o vetor que contem estes nimeros de vetor de demanda
externa. Vimos que os setores produtivos consomem seus proprios produtos, por isso o
valor em unidades monetdrias de seus produtos devem cobrir sua prépria demanda além
da externa. Chamamos estes valores necessarios de:

x1 unidades monetarias de bens manufaturados

x> unidades monetérias de produtos agricolas

x3 unidades monetarias de servigos

O vetor que contém os nimeros xi,x2 € x3 € chamado de vetor de producdo

da economia e representamos por x. Assim podemos escrever a matriz mostrada acima

Ccomo:
0,50 0,50 0,10 0,50 0,10 0,10] [x
x1- 10,20 +x2-10,50| +x3-10,30| = 0,20 0,50 0,30| - |x2| =C-x
0,10 0,30 0,40 0,10 0,30 0,40| |x3

Chamamos o vetor Cx de vetor demanda intermedidria da economia. Caso esta
demanda intermedidria seja atendida, ao subtrair o valor da producdo total, representado
pelo vetor x, do valor consumido pela demanda intermedidria Cx, se existir uma sobra
ela é usada para atender as necessidades da demanda externa, Denominando de d o vetor

da demanda externa, logo x deve satisfazer a equacdo abaixo.

x—Cx=d. (3.1)
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Colocando o vetor x em evidéncia, obtemos:

(I-C)-x=d. (3.2)

A matriz [ — C e a equagdo (I — C) - x = d sdo chamados de matriz de Leontief

e equacdo de Leontief, respectivamente.

Exemplo 3.1 Considerando a economia descrita anteriormente. Suponha um setor
aberto. Suponha também que a demanda para produtos manufaturados, produtos agri-
colas e servigcos seja no valor de R$ 7.900, R$ 3.950 e de R$ 1.975, respectivamente.

(a) Essa demanda serd atendida?

(b) Caso seja atendida, qual o vetor de produgdo x que atende exatamente essa
demanda?

Solugdo:

A matriz de consumo, o vetor de produgdo e o vetor demanda externa sdo

0,50 0,10 0,10 X 7.900
C= 10,20 0,50 0,30|,x= |x2|.d=|3950
0,10 0,30 0,40 X3 1975

Para que esta demanda seja atendida é necessdrio que a equagdo de Leontief

seja satisfeita pelo vetor x. Devemos resolver o sistema linear (I —C)-x = d, se for

possivel:
1,00 0,00 0,00 0,50 0,10 0,10 [ 0,50 —0,10 —0,10
0,00 1,00 0,00| — (0,20 0,50 0,30 = |—-0,20 0,50 -0,30
0,00 0,00 1,00 0,10 0,30 0,60 | —0,10 —0,30 0,60

0,50 —0,10 —0,10] [x; 7.900
(I-C)x=d< |-0,20 0,50 —0,30]-|x2| = 3950
-0,10 —-0,30 0,60 | [x3 1975
Escalonando chegamos a este sistema
1,00 0,00 0,00 | 27.500

0,00 1,00 0,00 | 33.750

0,00 0,00 1,00 | 24.750
Portanto sdao produzidos valores de R$ 27.500 de produtos manufaturados, R$ 33.750

de produtos agricolas e R$ 24.750 de servicos, assim este sistema € possivel e a econo-

mia é capaz para atender a esta demanda.

Podemos generalizar essas ideias para economias abertas com n setores pro-
dutivos. Sendo assim, a matriz de consumo, o vetor de producdo e o vetor demanda

externa t€ém a forma representado abaixo:
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Cl1 €12 ... Clj .. Clp X1 d;

€21 €22 ... C2j ... C2p X2 d2
C = s X = y d =

cit1 Cpp ... C,’j ... Cip Xi d,'

Cnl Cn2 oor Cnj --+ Cmp Xp d,

Pela sua prépria condigio, temos que todas as entradas sdo ndo-negativas.
* ¢jj € o valor monetdrio do produto pertencente ao i-€simo setor que 0 j-€simo
setor precisa para produzir um produto que vale de uma unidade monetéria.
* x; € o valor monetdrio do produto que pertence ao i-€simo setor
* d; € o valor monetdrio do produto do i-ésimo setor que € necessdrio para atender
a demanda do setor aberto
Utilizando a defini¢do de c;; e de x;, podemos notar que o valor da produ-
¢do da i-ésima industria que € preciso para todas as k industrias produzirem um total
especificado pelo vetor de producdo x € dado pela expressao:
Ci1X1 + cioXx2 + + CigXk
Mas essa quantidade € a i-ésima entrada do vetor coluna Cx, assim podemos
concluir que a i-ésima entrada do vetor coluna
x—Cx
representa o valor que sobra da producdo da i-ésima inddstria que estad disponivel para
atender a demanda externa. Como o valor da demanda externa pelo produto da i-ésima

industria € a i-ésima entrada do vetor demanda que chamamos de d, teremos a equacao

(I-C)x=d.

Para atender precisamente a demanda sem faltas ou sobras. Logo sendo dado
a matriz C e o vetor demanda d o propdsito € encontrar um vetor producdo x > 0 que

satisfaca a equagao 3.2 como veremos no préoximo exemplo.

Exemplo 3.2 Uma cidade possui tem trés industrias principais: uma mina de carvdo,
uma usina elétrica e uma rede ferrovidria local. Para gerar 1 de carvdo, a mina precisa
comprar R$ 0,25 de eletricidade para seu equipamento e R$ 0,25 da ferrovia para
suas necessidades de transporte. Jd para gerar R$ 1 de eletricidade, a usina precisa
de R$ 0,65 de carvdao para o combustivel, R$ 0,05 de sua propria eletricidade para
equipamento auxiliar e R$ 0,05 da ferrovia para transporte. Para fornecer R$ 1 de
transporte, a rede ferrovidria precisa de R$ 0,55 de carvdo para combustivel e R$
0, 10 de eletricidade para seu equipamento auxiliar. Uma determinada e a usina recebe

pedidos de fora da cidade, de R$ 25.000 de eletricidade. Ndo hd demanda externa para
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a ferrovia. Quanto cada uma dessas trés indistrias deve produzir nessa semana para
atender exatamente suas proprias demandas e a demanda externa?
Solugdo:
Chamando o periodo da semana em questdo de:
x1 = valor da produgdo total da mina
X2 = valor da produgdo total da usina
x3 = valor da producdo total da ferrovia

Escrevendo a matriz de consumo do sistema através das informacoes dadas,

temos:
0 0,65 0,55
E= 10,25 0,05 0,10
0,25 0,05 0
O sistema linear (I —C)x = d, serd:
1 0,65 —0,55] [x 50.000
—-0,25 0,95 —0,10{ - (x| = [25.000
0,25 —0,05 1 X3 0

A matriz de coeficientes a esquerda é inversivel e a solugcdo é dada por:
756 542 470 50.000 102.087
x=1I-C)"l.d= % 220 690 190]| - [25.000| = | 56.163
200 170 630 0 28.330
Logo, a produgdo total da mina, da usina e a da ferrovia deveria ser de R$
102.087, R$ 56.163 e R$ 28.330, respectivamente.

Voltando a equagéo (3.2),
(I-C)x=d,
se a matriz de Leontief / — C for inversivel entdo terd solugdo tnica para cada vetor

demanda d. Sendo assim podemos escrever
x=({-C)! (3.3)

Temos ainda que se a matriz (I — C)~! tiver apenas entradas nio negativas,
entdo a equacdo (3.3) terd uma tnica solug¢do ndo negativa x, qualquer que seja d > 0.
Isto significa que qualquer demanda externa pode ser satisfeita e por isso, essa é uma

situacdo bastante desejdvel. A seguinte defini¢do descreve esse caso.

Definicao 3.1 Uma matriz de consumo C é produtiva se a matriz [ — C for inversivel e
for vdlido

(I-C)"'>0

Existem alguns critérios simples que d4 a garantia de que uma matriz de con-
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sumo seja produtiva. O primeiro estd apresentado no seguinte teorema.

Teorema 3.1 Dada uma matriz de consumo C, ela é produtiva se, e somente se, existe

um vetor producdo x > 0 tal que x > Cx.

A condi¢do x > Cx diz que possivelmente existe alguma tabela de producao onde cada
inddstria produza além do que consome. Este Teorema possui dois coroldrios importan-
tes. Supondo que todas as somas das entradas nas linhas da matriz C sejam menores do

que 1, e se

entdo Cx € um vetor coluna que possui essas somas de linhas como entradas. Isto implica
dizer que x > Cx e, portanto, estd satisfeita a condi¢do do teorema. Dai, chegamos ao

seguinte corolario:

Corolario 3.1 Uma matriz de consumo C é produtiva se a soma das entradas de cada

linha de C for menor do que 1.

Corolario 3.2 Uma matriz de consumo C é produtiva se a soma das entradas de cada

coluna de C for menor do que 1.

De acordo com a definicdo das entradas da matriz de consumo C, percebemos
que a soma das entradas da j-ésima coluna de C € o valor total da producdo de todas
as k industrias que € preciso para produzir uma unidade de valor do produto da j-ésima
inddstria. A j-ésima industria, portanto, € dita lucrativa se essa soma da j-ésima coluna
for menor do que 1.

Portanto o Coroldrio 2 garante que a matriz de consumo serd produtiva quando

todas as k indastrias do sistema econdmico também forem lucrativas.

Exemplo 3.3 Analisando a matriz de consumo do exemplo 17 temos que:
0 0,65 0,55
E=10,25 0,05 0,10
0,25 0,05 O
Notamos que a soma de cada uma das trés colunas é menor do que 1, o que
dd a garantia de que as trés industrias sdo lucrativas. Por consequéncia do Coroldrio
2 a matriz de consumo C é produtiva. Pode verificar isso também através das contas do

exemplo 2, jd que (I —C)~' é ndo negativa.

Exemplo 3.4 Seja uma economia aberta simples, com um setor aberto e trés setores

produtivos: manufatura, agricultura e servigcos. Iremos adotar a unidade monetdria em
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(R$) como medida para os insumos e produtos e para produzir uma unidade monetdria

de valor de produto serdo de acordo aos dados da tabela abaixo:

Manufatura Agricultura Servicos | D. externa | V. Producdo
Manufatura 20 30 25 18 93
Agricultura 15 12 8 25 70
Servigos 7 18 33 24 82

Qual o impacto na producdo dos trés setores se houver um aumento da produ-
cdo de 20% na demanda final do setor 1?

Primeiro vamos encontrar a matriz intersetorial e a matriz dos coeficientes
técnicos.

Matriz das transagoes intersetoriais ou Matriz Z

20 30 25
15 12 8
7 18 33

Para encontrar a matriz dos coeficientes técnicos, é necessdrio lembrar que o
vetor coluna produgdo d deve ser igual ao vetor linha produg¢do producdo para que a

economia esteja equilibrada, assim teremos:

Manufatura Agricultura Servigos | D. externa | V. Produgdo
Manufatura 20 30 25 18 93
Agricultura 15 12 8 25 70
Servicos 7 18 33 24 82
Vetor produgdo 93 70 82

Logo, para calcular o coeficiente técnico c;j, basta dividir cada z;; pela producdo da

coluna j,ou seja:

Matriz dos coeficientes técnicos ou matriz C
0,22 0,43 0,30
0,16 0,17 0,10

0,08 0,26 0,40
Calculando I — C, temos

1 0 0] J[0,22 0,43 0,30 0,78 —0,43 —0,30
01 ol—10,16 0,17 0,10| = |-0,16 0,83 —0,10
00 1 0,08 0,26 0,40 ~0,08 —0,26 0,60

Calculando a matriz inversa de Leontief, encontramos
1,62 1,15 1,00
(I1-C)'= 10,36 1,53 0,43
0,37 0,81 1,99
Para gerar os impactos utilizaremos o modelo de impacto de Leontief:
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x=(I-C)"ld.
Como o aumento é de 20% na producdo da demanda final do 1 setor temos:
3,6
Ad=| 0
| 0
Assim, o impacto nos trés setores serd de
1,62 1,15 1,00] [3,6 5,84
0,36 1,53 0,43 01]=1129
0,37 0,81 1,99] 0 1,34

5,84 para o primeiro, de 1,29 para o segundo e 1,34 para o terceiro setor. No total
essa economia teve um impacto de 8,47 por conta do aumento de 20% de aumento na
demanda do primeiro setor. Isso nos mostra como os setores estdo relacionados entre
si, mesmo o impacto sendo no primeiro setor acaba atingindo todos os setores por conta

da interligacdo entre eles.

3.7 Modelo Fechado ou de Input-Output

Falaremos do modelo fechado de Leontief, mostrando resultados sobre matri-
zes ndo negativas que sdo adotados para encontrar as estruturas de precos de estabili-
dade. Utilizamos como referencia o livro: Algebra Linear com aplicacdes, de Anton e
Rorres de 2012.

Para facilitar a compreens@o veremos abaixo um exemplo simples utilizando o

modelo fechado, depois apresentaremos a teoria geral.

Exemplo 3.5 Exemplo de economia fechada
Trés amigos se reuniram para fazer consertos em suas trés casas, eles possuem profis-
soes diferentes sendo um pedreiro, um eletricista e um hidrdulico. Eles combinaram de

cada um trabalhar 10 dias no total segundo a tabela abaixo.

Trabalho executado pelo
Dias de trabalho na casa do | Pedreiro | Eletricista | Hidrdulico
Pedreiro 2 1 6
Eletricista 4 5 1
Hidrdulico 4 4 3

Eles combinam que devem trabalhar a mesma quantidade de dias, pagar e re-
ceber um saldrio didrio justo, mesmo no dia que cada um for trabalhar na sua casa
receberd a didria. Seus saldrios normais sdo na faixa de R$ 100,00, mas eles combi-
naram de adaptar seus saldrios de maneira que saiam empatados. Assim o total que
cada um pagard serd também o mesmo valor receberd. Chamando p; o saldrio didrio

de cada um, temos:
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p1 = saldrio didrio do pedreiro,
p2 = saldrio didrio do eletricista,
p3 = saldrio didrio do Hidrdulico.

Como devem haver um equilibrio, nenhum pode sair ganhado mais do que o
outro por este periodo de dez entdo

Total de gasto = Total recebido.

Assim, o pedreiro pagard 2p1 + pa + 6p3 pelos concertos da sua casa e rece-
berd 10py por ter trabalho os dez dias nas trés casas, igualando estas duas equagoes
teremos a equagdo de equilibrio do pedreiro. Continuando com este raciocinio encon-
traremos as equagoes de equilibrio dos demais, todas estdo apresentadas abaixo:

2p1+p2+6p3 =10p)
4p1+5p2+p3 = 10p2

4p1+4p2+3p3 = 10p3
Dividindo todas as equacoes por 10 e colocando na forma matricial teremos:

072 071 076 P1 P1
0,4 0,5 0,1 |p2| = 1p2|- (3.4)
0a4 074 073 P3 p3

Ao subtrair o lado esquerdo do direito, teremos a equacdo (3.4) rescrita como
0,8 —-0,1 —0,6 D1 0
-0,4 0,5 —=0,1|-|p2| =10
-0,4 —-0,4 0,7 D3 0

Resolvendo este sistema encontramos a solugdo:

D1 31
p2l =S 321,
P3 36

onde s é uma constante qualquer. Os profissionais pode escolher do modo que seja con-
veniente para os trés. Por exemplo se colocar s =3, os saldrios didrios correspondentes

serdo: R$ 93, R$ 96 e R$ 108, vejamos que é um valor proximo de 100.

Podemos perceber neste exemplo as caracteristicas principais do modelo fe-
chado de Leontief. Temos que a soma de cada coluna da matriz de coeficientes é 1 na
equagdo x. isto mostra que o produto do trabalho de cada um dos proprietarios estd
bem distribuido entre eles, nas propor¢des dadas pelas entradas da coluna. Diante disso
devemos encontrar precos de maneira que o total gasto por cada um dos proprietdrios
seja o mesmo total que cada um receberd de saldrio, sendo assim esse sistema estard em
equilibrio.

Fazendo a andlise para um modelo geral, considerando um sistema econdmico

com k industrias. No decorrer de um periodo determinado, cada industria gera um pro-
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duto, que seré totalmente utilizado, de modo combinado pelas industrias, este produto
pode ser bem ou servigo. Sendo assim, se faz necessdrio encontrar precos adequados
para cada produto de modo que cada industria receba um total igual ao que foi gasto por
ela. Esta estrutura de precos € o que retrata uma posi¢ao de estabilidade para a economia
Para um certo periodo fixo de tempo podemos escrever:
* pi = preco que a i-ésima industria cobra pela sua produgdo total;
* ¢;; fracdo da produgdo total da j-€sima industria que € comprada pela i-ésima
industriaonde i,j € 1,2,3,... k.
Logo, por defini¢do temos:
)pi>0, i=1,23,....k
i)e;>0; i,j=1,2,3,...k
i) ejjt+exj+...+e;=1, j=123,.. k.
Com as k industrias teremos o seguinte vetor preco:

P1
P2
p:
Pk
E a matriz abaixo como matriz de troca ou matriz de input-output

el el a3 ... €l
€ ey ex3 ... ey
E=|e3 e e33 ... ez
€kl ey €3 ... ik

Pela condigdo iii) todas as somas das colunas da matriz de troca sdo iguais a 1.
Como vimos no exemplo anterior para que os gastos das industrias sejam iguais

aos valores recebidos a equac@o matricial abaixo deve ser verdadeira.

Ep=p (3.5)

ou
(I-E)p=0. (3.6)

Esta equagdo (3.6) é um sistema linear homogéneo para o vetor preco p. Se a
matriz [ — E possuir determinante igual a zero, este sistema terd uma solugdo ndo trivial.
Como esta matriz é uma matriz de troca entdo a equagdo (3.6) sempre terd solugdes ndo
triviais para o vetor preco p. Além da equacdo (3.6) precisar ter solu¢des nao triviais é
necessdario que os precos p; dos k produtos sejam nimeros nao negativos, ou seja, p > 0,

para que este sistema econdmico tenha sentido.
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Geralmente consideramos que, sendo A um vetor qualquer ou matriz, a notagdao
A > 0 significa que cada entrada de A € ndo negativa, e a notagdo A > 0 significa que
cada entrada de A € positiva. De maneira andloga, A > B significa A—B >0eA > B
significaA — B > 0.

E um pouco mais dificil mostrar que a equacio (3.6) tem uma solugdo nio
trivial com p > 0 do que mostrar que existem solu¢des ndo triviais. Sendo assim enun-

ciamos o teorema abaixo, que resolve essa situacao.

Teorema 3.2 Se E for uma matriz de troca, entdo Ep = p sempre tem uma solugcdo ndo

trivial p cujas entradas sdo ndo negativas.
Exemplo 3.6 Matriz de Troca

Seja E a matriz

E =

D= N —

!
e
Temos entdo que (I —E)p=0¢
5 0| |pt| |0
) G-l
Resolvendo esta equac¢do matricial temos:
{ bpr +0.p =0

—3P1+0-p2=0
donde p; = 0e py = s, onde sé uma constante qualquer. Logo,

e

Como que s é uma constante qualquer e portanto para todo s > 0 temos uma

solucdo nao trivial p > 0
Exemplo 3.7 Matriz de Troca

Seja E a matriz

!

Temos entdo que (I —E)p=0¢
1 0 P1 . 0
o1 {p) -l
Resolvendo esta equacdo matricial temos:
1-p1+0-pp=0
0-pr+1-pp=0
Logo, temos entdo que (I — E)p = 0 tem como solucdo geral
1 0
0 1

p=s- +1-

Y
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onde e e t sdo constantes quaisquer e independentes. Teremos solugdes ndo triviais
p > 0 para quaisquer s > 0 e ¢ > 0, considerando ndo ambos nulos.

Temos que s € uma constante qualquer e portanto para todo s > 0 temos uma
solugdo ndo trivial p > 0

Analisando estes dois exemplos temos que o Exemplo 21 nos mostra que exis-
tem casos onde um dos precos deve ser zero para poder ocorrer a condi¢do de equilibrio.
Ja o exemplo 22 mostra que existem situagdes onde é preciso que um dos precos seja
zero para que ocorra a condi¢do de equilibrio. Nenhum desses situagdes retrata uma
estrutura econdmica realmente interdependente. Abaixo mostraremos um teorema que
estabelece as condic¢des suficientes para impedir que ocorra qualquer um destes dois os

Casos.

Teorema 3.3 Suponhamos que uma matriz E de troca possua todas as entradas de E™
positivas, para algum inteiro positivo m. Entdo, existe uma solugdo linearmente inde-

pendente de (I — E)p = 0 e ainda pode ser escolhida com todas as entradas positivas.

Exemplo 3.8 Exemplo aplicando o teorema anterior
Utilizando a matriz do exemplo 20, temos que sua matriz de troca é:
0,2 0,1 0,6
E=10,4 0,5 0,1
0,4 0,4 0,3
Como E > 0 entdo satisfaz a condicdo do teorema de E™ > 0 é satisfeita para m = 1.
Consequentemente temos a garantia da existéncia de uma solugcdo linearmente inde-
pendente para (I — E)p = 0 de maneira que torne p > 0. No exemplo dado temos que a
solugcdo é
31
p= 132
33



4 Propostas de Oficina para o 2 ou 3 Ano do Ensino Médio

Neste capitulo apresentamos a importancia do uso da tecnologia nas aulas, o
software MAXIMA e por fim descrevemos a proposta de uma oficina. Nosso objetivo
com esta oficina € mostrar uma maneira contextualizada para trabalhar os contetidos
de matrizes, determinantes e sistemas lineares, através da matriz insumo-produto de

Leontief, com o auxilio de um software.

4.1 Importancia do Uso da Tecnologia no Ensino da Matematica

E importante fazer uso das tecnologias existentes para facilitar a compreensao
dos conceitos matematico. Analisando a histéria da computagdo podemos perceber que
desde o dbaco, que é considerada a primeira calculadora, ele foi criado com a inten¢do

de auxiliar o homem a resolver os problemas existentes na época.

Figura 7 — Abaco, a primeira calculadora da histéria.

Fonte: Gugik (2009).

Segundo Gugik (2009), o dbaco teve seu primeiro registro no ano de 5500 a.C.,
pelos povos da Mesopotamia e depois foi utilizado por outras culturas. Os povos antigos
utilizavam o dbaco para a realizacao de célculos do dia-a-dia, principalmente nas dreas
de comércio de mercadorias e desenvolvimento de construgdes civis. O dbaco pode ser
visto como a primeira maquina de calcular, porque apesar de bastante simples, era muito
eficiente na resolug@o de problemas matematicos.

De acordo com o autor, durante muitos séculos, houve desenvolvimento e aper-

feicoamento, do dbaco, este instrumento permaneceu por muito tempo como a principal
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ferramenta de calculo. Com a necessidade de maneiras mais eficientes para efetuar cél-
culos foram surgindo outras maquinas como, Régua de Calculo, Maquina de Pascal até
chegar nos computadores modernos que temos hoje.

Para Silva (2023) a educagdo possui um desafio para tornar conceitos como
matrizes, determinantes e sistemas lineares, menos abstrato. Com a tecnologia e in-
formacgao bastante presente, os alunos ndo sentem o interesse pela educagcdo formal.
Sendo assim, o ensino deve ser dindmico de maneira que possibilite uma aprendizagem
prazerosa, que motive os estudantes a realizar as atividades propostas.

O autor continua dizendo que podemos utilizar as tecnologias na sala de aula
de modo que possibilitem aulas dinamicas relacionadas ao cotidiano dos estudantes, por
meio de ferramentas que eles tenha uma certa familiaridade em favor de um ensino de
Matematica de qualidade e que tenha relagdo com as necessidades reais dos sujeitos.

Conforme a BNCC (2018), as instituicdes escolares podem ‘“‘selecionar, produ-
zir, aplicar e avaliar recursos didéticos e tecnoldgicos para apoiar o processo de ensinar
e aprender” (BNCC, 2018, p.17) e os PCN’s afirma que ’Nao ha o que justifique memo-
rizar conhecimentos que estdo sendo superados ou cujo acesso € facilitado pela moderna
tecnologia."(PCN, 2000, p. 14)

Segundo a BNCC (2018) no Ensino Fundamental, a drea de Matemadtica tem
como foco a compreensdo de conceitos e procedimentos em seus varios campos € no de-
senvolvimento do pensamento computacional, intencionando a resolucao e formulagao
de problemas em contextos diferentes.

Ja no Ensino Médio, na 4drea de Matematica e suas Tecnologias, os estudantes
devem estruturar os conhecimentos aprendidos na etapa anterior além de incorpora os
novos, aumentando a gama de recursos utilizados para resolver problemas mais com-
plexos. Também devem construir uma visdo mais agregada da Matemdtica, com outras
areas do conhecimento e da aplica¢do da mesma a realidade.

Continua dizendo que no Ensino Médio, as culturas juvenis e a cultura digital
possuem uma relacao intima, assim € necessario ampliar e aprofundar as aprendizagens
construidas nas etapas anteriores, pois 0s jovens ndo sao apenas consumidores inseridos
na cultura digital e sim protagonistas.

Por isso segundo a BNCC (2018) devemos reconhecer as potencialidades das
tecnologias digitais para a execucdo de muitas atividades referentes a todas as areas
do conhecimento, em diferentes praticas sociais € a0 mundo do trabalho. Uma das
competéncias para diversas dreas definidas na BNCC, nos diz que devem permitem aos

estudantes:
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“usar diversas ferramentas de software e aplicativos para compreender e
produzir conteddos em diversas midias, simular fendmenos e processos
das diferentes dreas do conhecimento, e elaborar e explorar diversos re-
gistros de representacdo matemadtica; e utilizar, propor e/ou implemen-
tar solucdes (processos e produtos) envolvendo diferentes tecnologias,
para identificar, analisar, modelar e solucionar problemas complexos
em diversas areas da vida cotidiana, explorando de forma efetiva o raci-
ocinio 16gico, o pensamento computacional, o espirito de investigacdo
e a criatividade.” (BNCC, 2018, p.474)

Segundo a BNCC (2018) o uso de tecnologias proporciona aos estudantes al-
ternativas de experiéncias e facilita a aprendizagens ajudando na capacidade de racio-
cinar logicamente, de formular e testar conjecturas, avaliar a validade de raciocinios e
construir argumentagdes. Abaixo sdo apresentadas duas habilidades que devem serem
desenvolvidas nos alunos de acordo com a BNCC

* (EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e
de outras dreas do conhecimento, que envolvem equacdes lineares simultaneas,
usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais

* (EM13MAT302) Construir modelos empregando as funcdes polinomiais de 1° ou
2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

Hoje existem uma gama variada de softwares que podemos fazer uso para faci-
litar a percepc¢ao do que é ensinado, desenvolver o raciocinio do estudante tornando uma
aprendizagem mais significativa. Entre os diversos software existentes iremos trabalhar

com 0 maxima.

4.2 Software Maxima

Para facilitar a compreensdo da matriz insumo-produto faremos uso do soft-
ware MAXIMA. Utilizamos o Capitulo 5 do livro, Recursos Computacionais no Ensino
de Matemadtica de Giraldo, Caetano e Mattos (2012) como referéncia principal.

Os softwares matematicos que integram recursos numéricos, graficos e simbo-
licos conhecidos como sistemas de computagdo algébrica (CAS, abreviacdo do termo
em inglés Computer Algebra Systems) s@o vistos como poderosas calculadoras cien-
tificas, que fazem cdlculos enormes e geram graficos com muita exatidao e flexibi-
lidade . Mas o mais notdvel é a capacidade que se tem de trabalhar com expres-
soes simbdlicas que representam objetos matemadticos. Por exemplo pode ser efetuado
2v/16x 4 V16x2 = 10,/x

A importancia de poder fazer cdlculos simbdlicos é que ndo ocorrem erros cau-
sado por arredondamentos ou aproximacdes, como ocorre com cdlculos numéricos. Mas

isso ndo significa que estas ferramentas ndo tenha suas limitagdes, elas podem mostrar
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resultados inesperados ou aparentemente contraditérios, até mesmo em um simples con-
texto. Por isso a necessidade de conhecer os conceitos matematicos trabalhados mesmo
em poderosos sistemas de computagao algébrica.

O aluno deve desenvolver a consciéncia para analisar criticamente os resultados
independente do uso de qualquer um dos poderosos recursos simbdlicos dos sistemas
de computagdo algébrica. Os resultados fornecidos por estes sistemas devem contribuir
para o enriquecimento dos conhecimentos matemdticos dos alunos, porém ndo podem
substitui-los. Por ser natural os estudantes valorizarem mais os resultados do compu-
tador do que seus proprios conhecimentos matematicos € importante que o professor
desenvolva a atitude critica.

Existem uma variedade de sistemas de computacao algébrica com variadas sin-
taxes de programacdo. O MAXIMA € uma boa opg¢do para trabalhar nas aulas por ser
gratuito para download e possui uma interface wxMaxima também gratis. Além disso,
oferece um conjunto de atalhos que tornam o programa consideravelmente mais amiga-
vel. Sendo assim ele pode contribuir muito para o ensino basico de Matematica.

SegundoANDRADE (2015) este programa estd em desenvolvimento desde
1969. O nome original era Macsyma e foi elaborado nos laboratérios do MIT, nos
Estados Unidos. Pode ser utilizado para simplificar expressdes algébricas e trigono-
métricas, efetuar cdlculos com matrizes e com ndmeros complexos, construir diver-
sos tipos de graficos, fatorar polindmios, resolver diversos tipos de equacdes e siste-
mas etc. Ele é um Sistema de Computagdo Algébrica de uso geral, funciona em va-
rios sistemas operacionais como Windows e Linux e estd disponibilizado no endereco
www.maxima.sourceforge.net.

Na interface wxMaxima podemos digitar os comandos diretamente na linha
de comando. Quando for encerrar cada bloco de comando € necessdrio pressionar ao
mesmo tempo as teclas Shift e Enter. As entradas e respostas serdo registradas nas linhas
denotadas pelos simbolos %i e %o, respectivamente, (abreviagdes das expressdes em
inglés input e output).

Podemos resolver um sistema de equagdes lineares, através do comando lin-
solve. Acessando o menu superior do wxMaxima, temos a op¢do Equagdes, depois

clica em Resolver sistema linear.



60

Figura 8 — Resolver sistema linear.

04,0 (Windows 10 (build 226

View Célula Maxima

Lefeside to the "=
Right side to the °=

Plot

Points

Diagram title

Resolver sistema de equagdes lineares

Fonte: Elaborada pela autora.

Por exemplo temos o sistema abaixo

x+2y = 6

4.1
x—=2y = 10 @1

Quando clicamos em Resolver sistema linear, serd aberto uma caixa para digi-
tar o numero de equagdes (abaixo, a esquerda), logo em seguida abrird outra caixa para

digitar cada uma das equagdes e as incognitas (abaixo,a direita).

Figura 9 — Escrevendo sistema linear.

@ wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 22621), 64-bit edition) [ ndo salvo’

Arquivo Editar View Célula Maxima Equacdes Matrix Calculo Simplificar List Grafico Numérico  Ajuc

L - i‘ ‘ B s &5 & & | Maths
Greek Letters x
® wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 22621), 64-bit edition) [ néo salvo
Arquivo Editar View Célula Maxima Equacdes Matrix Calculo Simplificar @ Fwe s Resolver sistema linear
OE & \ BE|Ele D ®0rxadC Equation 1: x+27y=6
Greek Letters x &€ mp o T W )
Equation 2:  x - 2%y = 10
@ Pve e » X b w
N8 Lk Av Resolversistema.. — O ~ 3
I r A0 A = n Variaveis: Xy
E TP @TOD Nimero de equagdes:
DR 0 R I ¢ ¥ Q oK Cancelar
rae A =n
o U e oK Cancelar Mathematical Symbols ~ x
v oy
Mathematical Symbols X 1

Fonte: Elaborada pela autora.

A solucdo do sistema serd apresentado pelo software.

Figura 10 — Solucao do sistema linear .

64-bit edition) [ ndo salvo*]

ws 10 (build 2262

Célula Maxima FEquacdes Matrix Calculo Simplificar List Grafico Numérico Ajuda

0@ & s @ 0 s =] |o » & 8@

linsolve([x + 2-y = 6, x = 2-y = 10], [x, y]);
[x=8,y=-1]

Maths

Fonte: Elaborada pela autora.
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Para inserir matrizes no MAXIMA existe diversas formas, uma das maneiras
¢ através do comando matrix, ao acessar no menu superior a op¢ao Matriz, em seguida

Introduzir matriz.

Considerando a matriz associado ao sistema linear (4.1)

A b2 4.2)
N .
Ao entrar no comando matrix no wxMaxima,serd aberto uma caixa para indicar
a quantidade de linhas e de colunas (abaixo, a esquerda), em seguida serd aberto outra

caixa para digitar cada uma das entradas da matriz (abaixo, 4 direita).

Figura 11 — Inserindo matrizes.

' [

rquivo Editar View Célula Maxima Equagdes Matrix Calculo Simplificar List Grafico Numérico Ajuda

Arquivo Editar View Célula Maxima Equacdes Matrix Calculo Simplifica Gréfico Numérico _Ajuda
B OE|l&|le & | Maths v & &~ ‘ ‘ [ o \«\> \ Maths v
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lemp oo e m oot 1 0
0o x U w Type: | general . fo x v ow 20 0
raoea n e raoea n oK & g
1o wa 500 ancelar

oK Cancelar

Mathematical Symbals X
I

h
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Plot using Draw, x Plot using Draw x
20 D)
| 3D
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| implicit Piot Implicit Plot

Parametric Plot
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Points
| Diagram title

| Diagram title

{Maxima is ready for input. - i Maxima is ready for input.

Fonte: Elaborada pela autora.

A matriz definida serd apresentada pelo software.

Figura 12 — Matriz.

x_Calculo Simplificar List Grafico Numérico _Ajuda

Iwalas A+ B D mams v
Greek Letters x

a By s e Tf‘z”lx(

ne « k Av [1,-2‘]

Enpooto )

o XV w 12

SEEIN I

1o wa

Expressio |
Implicit Plot
Parametric Plot

Points

Diagram title

Viaxima is ready for input.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Outra maneira para inserir matriz € digitando diretamente no ambiente
matrix([linha 1], [linha 2], ...),
onde as linhas sdo digitadas entre colchetes. Utilizando o exemplo de matriz anterior
temos:
A:matrix([1,2][1,-2]);

em seguida da Ctrl Enter, para aparecer a matriz como mostra a figura abaixo.

Figura 13 — Matriz A.

64-bit edition) [ ndo

Maxima Equacbes Matrix Calculo Simplificar List
O E

A:matrix([1,2].[1, =2]):

e

= o)

a By & & ¢

n 8 1 kK A w 12
1 -2

Fonte: Elaborada pela autora.

Temos também os comandos determinant e invert para calcular o determinante
e a inversa de uma matriz, respectivamente. Abaixo iremos calcular o determinante da

matriz A que foi definida em (4.2).

Figura 14 — Inserindo determinantes.

Greek Letei x .
matrix
« B v e b 2](
ne Lk Av [1'_2']
£ mp o T )
° X ¥ oW 12
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o A Wathematical Symbols X 4
% >y
Matns

aB v s =g - > - |

ne LKk A

€ oot - -

o x v w < n

rae A zn
2 a w o

Peve Plot using Draw x

Mathematica Symbls 20

oo ED)
Expressio

- Implicit Plot
Parametric Plot

. Points

E n
Diagram title

I 1152 x 80%px B Tamanho: 631K8 Maxima is ready for input.

Fonte: Elaborada pela autora.

Como o determinante deu um niimero nao nulo, podemos calcular a inversa da

matriz.
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Figura 15 — Encontrando a matriz inversa.

wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 22621), 64-bit edition) [ ndo salvos 1

matrix(
.2,
[1,-2]
)
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13
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, Lo
Ao v L

S

nt-by-element) product

Fonte: Elaborada pela autora.

Ou pode digitar diretamente os comandos determinant(M) e invert(M), onde M
representa a matriz quadrada que se deseja encontrar o determinante ou a sua inversa. E
possivel escrever também a matriz identidade digitando o comando ident(n), sendo que
a constante n indica a ordem da matriz.

Abaixo estdo os comandos de algumas operacgdes bdsicas que podem ser feitas
com matrizes que utilizaremos nas atividades.

* M+ N Adicao de matrizes de mesma ordem.

M — N Subtracdo de matrizes de mesma ordem.

M .N Multiplicagcdo de matrizes, se o nimero de colunas de M for igual ao nimero
de linhas de N.

M" 0 € a matriz identidade

* M -1 € a matriz inversa de M.

* echelon(M) Escalonamento da matriz M
Vimos que todo sistema linear pode ser escrito na forma matricial. Escrevendo o sistema
linear do exemplo (4.1), trabalhado no inicio desta subsec¢@o nesta forma como mostrado

abaixo:
1 2 X 6

1 =2 |y 10
Podemos resolver este sistema multiplicando a matriz inversa de A pelo vetor
(6, 10). Usamos um ponto para representar o produto entre matrizes e vetores e usar o
comando M —1 para calcular a inversa no MAXIMA. Comparando com a solucdo que

obtivemos em (4.1) notamos que coincidem, como o esperado.
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Figura 16 — Resolvendo sistema.
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Fonte: Elaborada pela autora.

Existem uma variedade de comandos mateméticos neste software que podem
ser utilizados em vdrios contetdos, apresentamos apenas alguns que podem ser usados

na Algebra Linear, contetido trabalhado na nossa pesquisa.

4.3 Oficina

O professor deve sempre se atualizar e buscar alternativas de atividades con-
textualizadas, sempre que possivel, de madeira que facilite a aprendizagem dos seus
alunos. O objetivo desta oficina é proporcionar uma atividade que relaciona a teoria
com a prética, mostrando que os conteidos de matrizes, determinantes e sistemas linea-
res podem serem vistos de um modo mais concreto por meio da Modelagem Matemadtica
através da Matriz Insumo e Produto de Leontiel. Ressaltamos a importancia de realizar
esta oficina, para que os estudantes vejam uma utilidade destes conteidos.

De acordo com Fontana e Paviane (2009) oficina é uma maneira de construir
conhecimento, através da acdo, intentando a base tedrica. Segundo as autoras “numa
oficina ocorrem apropriacao, construcao e produgdo de conhecimentos tedricos e prati-
cos, de forma ativa e reflexiva. (FONTANA; PAVIANE, 2009, p. 78)

Esta oficina deverd ser aplicada a alunos do 2 ou 3 ano do ensino médio que
ja viram os conteudos propostos. A escola deve possuir um laboratério de informatica
com computadores suficientes para colocar 2 ou 3 estudantes por computador. E preciso
baixar o software maxima, antes da oficina, nos computadores que serdo utilizados. E
necessdrio que o professor pesquise sobre quem foi Wassily Leontief, sobre sua matriz
insumo produto e também saiba utilizar o software maxima.

Podera realizar a oficina em 3 encontros de 2 horas/aulas, totalizando 6 ho-

ras/aulas, onde cada hora/aula corresponde a 50 minutos. No primeiro encontro devera
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ser apresentado o objetivo da oficina, quem foi Wassily Leontief, seu modelo e o apli-
cativo MAXIMA. Em seguida deverd ser feito um breve resumo, dos conceitos j4 estu-
dados da Algebra Linear, que serfio utilizados na oficina e mostrar algumas operagdes
no MAXIMA. No segundo encontro devera apresentar o modelo e mostrar, através de
exemplos, como funciona a aplicacdo da Matriz Insumo Produto. Ja no terceiro en-
contro deve-se entregar a atividade proposta em material xerocado, para os estudantes
realizarem.

A avaliacdo dos estudantes ocorrerd durante o desenvolvimento das atividades
propostas. E necessério reservar uns 15 minutos finais do dltimo momento da oficina
para a aplicacdo de uma atividade de reflexao, que como sugestdo no momento 3, com
0 objetivo de avaliar se os objetivos propostos neste trabalho foram alcangados.

Ressaltamos que apresentamos uma sugestao que cabe ao professor adequar de
acordo a realidade da sua escola e da sua turma. Durante a oficina o professor deve ser
o mediador, sempre estimulando os seus estudantes a desenvolverem as atividades com
pensamento critico, criativo e se necessario compartilhar suas ideias com os colegas. A
seguir trazemos uma sequéncia diddtica como sugestio de aplicacdo da oficina.

Encontro 1
Temas: - Apresenta¢io do modelo do Leontief, dos conceitos da Algebra Linear e do
software MAXIMA
Tempo estimado: - 100 minutos
Contetddo: - Modelo econdmico, matriz, determinante, sistema linear e operacdes no
MAXIMA.

Objetivo:

* Apresentar o modelo de Leontief

* Lembrar os conteidos propostos

* Conhecer o software MAXIMA

* Fazer algumas opera¢des no MAXIMA
Estratégias de Ensino: - Apresentar, através de slides, quais os objetivos desejados com
a aplicacdo da oficina, quem foi Wassily Leontief, o seu modelo, a importancia deste
modelo. Depois mostrar os contetidos da Algebra Linear que serdo utilizados nas ativi-
dades e apresentar o software Maxima. No quadro, o professor podera fazer uma breve
revisdo dos conteddos. Por fim pedir que os alunos facam algumas operagdes no MA-
XIMA.
Recursos didaticos: - Data show, quadro e pincel.
Avaliacdo: - Participacao dos alunos durante a apresentacao e a explanac¢ao dos conteu-

dos;
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Sugestao para Encontro 1
Topicos que podem ser apresentados nos slides e explicado para a turma, pelo professor.
Objetivo da oficina
* Mostrar uma aplicacio da Algebra Linear, apesar abstrata, na economia.
* Apresentar o MAXIMA
Quem foi Leontief?
* Wassily Leontief nasceu em Sao Petersburgo na Russia em 1906
* Formado em economia
* Publicou a economia do insumo produto 1941
* Recebeu o prémio Nobel em 1973.
O que € a matriz Insumo produto?
« E uma matriz que representa as relagdes existentes entre os setores de uma eco-
nomia
Quem faz essa matriz no Brasil?
* IBGE
* Em niveis regionais sdo os 6rgaos de contas regionais
Pra que serve?
* Faz diagnéstico das estrutura produtiva do nivel territorial
* Direciona as decisdes que influencia toda a dindmica do mercado.
« E usada em muitos paises para fazer avalia¢des da economia.
* Analisar os efeitos da instalacdo de uma empresa, de um setor em determinada
regifo.
Como acontece o estudo de uma economia através desta matriz ?
* Divide em setores e analisa a interacao entre eles.
* Insumo: matéria-prima, equipamentos, capital, horas de trabalho etc.
* Produto € aquilo que € produzido ou resultado da produgao.
Conteudos matriciais aplicados no modelo de Leontief

* Matriz quadrada: Matriz identidade

Subtragdo e multiplicagdo de matrizes
* Matriz linha e matriz coluna ou vetor linha e vetor coluna
* Determinante: Matriz inversa
* Sistema Linear
* Escalonamento
Software MAXIMA
« E um software gratuito — possui um conjunto de atalhos que facilita o uso do

programa.
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* QOpera nos sistemas operacionais — Windows e Linux
Depois o professor pode pedir ao aluno para inserir uma matriz qualquer, de-
pois calcular o determinante, calcular a matriz inversa, neste momento o professor deve
estd atento ao fato do aluno saber que somente serd possivel calcular a inversa se o
determinante for diferente de zero. O professor pode pedir para escrever um sistema
linear e depois mostra como resolver utilizando o comando: Resolver sistema linear
e também escalonando usando o comando echelon(M). Pode pedir para escrever a ma-
triz identidade usando o comando ident(r). Pode também inserir matrizes e depois fazer
subtragdes e multiplicacdes entre as matrizes, observando sempre as ordem das matrizes
que possibilita estas operacgoes.
Aula 2
Temas: - Matriz insumo produto
Tempo estimado: - 100 minutos
Conteddo: - Matrizes, determinantes e sistema lineares, software Maxima e o modelo
de Leontiel
Objetivo:
* Apresentar o modelo de Leontiel.
* Ver uma aplicacdo destes conteidos na economia
Estratégias de ensino: Comecar mostrando uma matriz insumo produto. Falar como
funciona o modelo. Entregar os exemplos que serdo feitos, em material impresso e
resolver junto com eles utilizando o software, explicando cada passo e tirando as dividas
que forem surgindo.
Recursos didaticos: - Data show, computador, internet e material xerocado.
Avaliacdo: - Participac@o dos alunos durante a explanacdo e a resolu¢do dos exemplos
no computador;
Sugestao para aula 2
Iniciar mostrando a representacdo de uma matriz insumo produto, explicar cada bloco
de matrizes, falar sobre setores abertos e fechados. Explicar se uma economia possui
pelo menos um setor aberto entdo essa economia € chamada de economia aberta.

Modelo aberto ou de producdo.
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Figura 17 — Representaciao de uma matriz insumo produto.

| Setori | | Sctorj |

]
Demanda = Prod.
Final Total

T ]

= Importagdes Importagdes
— Vendas
Producio Total —— Compras

Fonte: (HADDAD, 2023).

Exemplo de economia aberta com trés setores produtivos € um aberto.

Figura 18 — Economia aberta.

Manufatura Agricultura

Servigos

(ANTON; RORRES, 2012).

O professor ird entregar as questdes abaixo, em material impresso. Depois deve
resolver explicando e apresentando o modelo de aberto de Leontief.
Questdo 1 Economia aberta simples
Seja uma economia aberta simples, com um setor aberto e trés setores produtivos: ma-
nufatura, agricultura e servigos. A tabela abaixo mostra os valores gastos e produzidos

por cada setor.

Manufatura Agricultura Servicos | D. Intermediaria | D. Externa | V. Producio
Manufatura 20 12 6 38 22 60
Agricultura 18 14 21 53 17 70
Servigos 8 24 24 56 24 80

a) Apresentar os blocos da matriz e dizer o que cada bloco representa?
O professor deve apresentar cada bloco e explicar que:
* Vetor demanda intermediaria € igual a soma dos gastos de trés setores
* Vetor producgio € igual a demanda intermediaria mais a demanda externa.
Matriz das transagdes intersetoriais Z representa os valores monetarios que circula entre

0s setores



69

20 12 6
Z= 118 14 21
8 24 24

Deve explicar por exemplo que a primeira linha representa as vendas feitas pelo setor
de manufaturas, explicar a mesma coisa para as outras linhas e fazer o mesmo com as

colunas. Vetores linhas representa as vendas

lm:[zo 12 6}, la:[ls 14 21], lsz[s 24 24].
Vetores COlunaS representa as compras
20 12 6
sm= 18], sa= 14|, s = |21
8 24 24

Vetor da demanda externa d, representa o gasto fora dos setores da economia e o vetor

producdo x, que representa o total produzido pele economia.

22 60
d=|17| e x= 170
24 80

b) Calcular o coeficiente técnico

Agora o professor ird mostrar como calcula o coeficiente técnico. Explicar que cada
elemento z;; da matriz Z, deve ser dividido pelo total produzido pelo setor 1, cada z;» da
matriz Z, deve ser dividido pelo total produzido pelo setor 2 e cada z;3 da matriz Z, deve
ser dividido pelo total produzido pelo setor 3,

Matriz das transacoes intersetoriais ou Matriz Z e vetor produgdo x

20 12 6 60

Z[18 14 2l|e  x= |70

8 24 24 80
20 18 8 12 14 24 § 21 24
60 60 60 70 70 70 80 80 80

Matriz dos coeficientes técnicos
0,33 0,17 0,08

0,30 0,20 0,26

0,13 0,34 0,30
O professor explicard que essa matriz dos coeficientes técnicos mostra a porcentagem

de insumos e produtos que € gasto para produzir uma unidade monetdria de valor de

produto.

Observacao 4.1 O professor deve explicar: Como existem vdrias unidades de medidas,
litro para liquido, grama para massa, watt-hora para energia, por exemplo. Assim
ficariam complicadas utilizar uma tabela com unidades de medidas diferentes uma para
cada tipo diferente de produto, assim se adota uma unidade para todos e a unidade que

é mais utilizada é a unidade monetdria.
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Depois deve falar que ao multiplicar a matriz dos coeficientes pelo valor total
que € produzido (vetor producdo), em uma determinada economia terd o valor que € pre-
ciso ser utilizado pelos setores para que a economia continue funcionando, produzindo.

0,33 0,17 0,08 60

0,30 0,20 0,26|- |70

0,13 0,34 0,30 80
Depois deve explicar que se a economia produz mais do que gasta, entdo ao retirar do
total produzido o valor que foi gasto para produzir terd uma sobra. Esta sobra serd

utilizado para atender a demanda externa. Assim podemos representar
60 0,33 0,17 0,08 60 22

701 — 10,30 0,20 0,26( - (70| = |17
80 0,13 0,34 0,30 80 24
c¢) Escrever a equacao de Leontief

O professor deve explicar que podemos reescrever a equagdo mostrada acima utilizando
a linguagem matricial, como

x—Cx=d
em seguida explicar que podemos colocar o vetor x em evidéncia e assim apresentar a

matriz e a equacao de Leontief.

(I-C)-x=d
e [-C Matriz de Leontief
s (I-C)-x=d Equagdo de Leontief

Fazendo os cédlculos no MAXIMA os alunos podem verificar que a equacdo de Leontief
¢ satisfeita como mostra a figura abaixo. Aproximando os valores encontrados verao
que corresponde ao vetor demanda dado. Cabe salientar que os valores produzidos
pelo MAXIMA ndo sdo exatos em virtude das operagdes em pontos flutuantes que o

computador realiza.
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Figura 19 — Calcular o vetor demanda.

I: ident(3); Matriz identidade de ordem 3;
100
010
001

C:matrix([0.33,0.17,0.08],[0.3,0.2,0.26],[0.13,0.34,0.3]); Matriz dos coeficientes técnicos
0.33 0.17 0.08
03 02 026
0.13 034 0.3

D: | = C; Matriz resultado da subtragdo da matriz identidade menos a mantriz dos coeficientes técnicos
0.6699999999999999 -0.17 —0.08
-03 0.8 -0.26

-0.13 -0.34 0.7

x:matrix([60],[70],[80]); Vetor produgdo x

d:D.x; Vetor demanda d
21.9
17.2

24.4

Elaborada pela autora.

d) Apresentar quando uma matriz de consumo C € produtiva
Depois o professor pode falar que quando uma economia produz o suficiente para aten-
der os gastos dos setores que participam dela e também € capaz de atender uma demanda
externa falamos que essa economia € produtiva. Em seguida deve apresentar a defini¢ao

abaixo:

Definicdo 4.1 Uma matriz de consumo C é produtiva se existir (I —C)~" e for vdlido
(1-c)~'>o0.

Ap0s apresentar a definicao deve falar ao aluno que supondo que s tivesse a matriz dos
coeficientes técnicos e que fosse necessario analisar se a economia € produtiva ou nao
pode-se usar essa definicao. Além disso, deve explicar que antes de calculara a inversa

¢ preciso verificar o determinante da matriz I -C.
Figura 20 — Calculando determinante.

D: | = C; Matriz resultado da subtragio da matriz identidade menos a mantriz dos coeficientes técnicos
0.6699999999999999 —0.17 -0.08

-0.3 0.8 -0.26

-0.13 -0.34 07

determinant(D); Determinante da matriz | -C
0.2580459999999999

Elaborada pela autora.
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Como o determinante € ndo nulo entdo € possivel calculara a inversa.

Figura 21 — Calculando inversa.

D: | - C; Matriz resultado da subtragdo da matriz identidade menos a mantriz dos coeficientes técnicos
0.6699999999999999 -0.17 -0.03

-0.3 0.8 026

-0.13 -0.34 0.7

determinant(D); Determinante da matriz | —-C
0.2580459999999999

E:invert(D); Inversa da matriz | - C

1.827581128946002  0.5663656510854635 0.4193050851398589
0.9447927888826025  1.7772025142804  0.7680801097478746
0.798307278547236  0.9684319849949237  1.879509854832084

Elaborada pela autora.

Como todas as entradas da inversa dessa matriz sdo valores positivos entao:
(I-C)"'>0
logo, essa economia € produtiva
e) Apresentar como podemos calcular o vetor produ¢do quando a matriz I — C
¢ inversivel
Depois o professor pode mostrar ao aluno que a equacdo de Leontief pode ser rescrita,
ao multiplicar os dois lados pela matriz (I —C)~!, como:
x=(I-C)"'d

ao resolver esta equagﬁo, encontramos:

Figura 22 — Calculando vetor producao quando a matriz / — C é inversivel.

E:invert(D); Inversa da matriz| - C

1.827581128946002 0.5665656510854655 0.4193050851398589
0.9447927888826025  1.7772025142804  0.7680801097478746
0.798307278547236 0.9684319849949237 1.879509854832084

d:matrix([22],[17],[24]): Vetor demanda d

x:E.d; Vetor producéo x
59.90172294862157
69.43180673213303
79.13434038892291

Elaborada pela autora.
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Podemos verificar que aproximando os valores encontrados, teremos os mes-

mos valores do vetor producdo x
60

70
80

Neste momento o professor pode explicar que com essa nova formulagdo da
equacao de Leontief é possivel aplica-la sempre que for preciso encontrar o vetor pro-
ducdo e for dado a matriz dos coeficientes técnicos e o vetor demanda externa e a matriz
I — C for inversivel.

f) Verificar se a economia é produtiva sendo dado a matriz dos coeficientes
técnicos e o vetor produgao
O professor pode dizer ao aluno que existe outra maneira de verificar se a economia €
produtiva ou ndo, caso tenha além da matriz dos coeficientes técnicos o vetor producao

e em seguida apresenta o seguinte teorema:

Teorema 4.1 Dada uma matriz de consumo C, ela é produtiva se, e somente se, existe

um vetor producdo x > 0 tal que x > Cx.

Pelo teorema basta calcular CX e verificar se € menor ou maior do que o vetor x para

certificar se a economia € produtiva ou nio. Calculando com o Maxima teremos
Figura 23 — Verificando se a matriz € produtiva.

C:matrix([0.33,0.17,0.08],[0.3,0.2,0.26],[0.13,0.34,0.3]);Matriz dos coeficientes técnicos
0.33 0.17 0.08
03 02 026
0.13 034 03

x:matrix([60],[70],[80]); Vetor de producao;
60
70
80

v.C.x; Vetor resultado do produto da matriz dos coeficientes técnicos pelo vetor de producao
38.1
52.8

35.6

Elaborada pela autora.

Como podemos verificar x > Cx.assim essa matriz € produtiva. Pode explicar

que aproximando os valores teremos justamente o vetor demanda que foi apresentado
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no inicio
38
53

56
Pode também mostrar ao aluno que ao subtrair o vetor produ¢do x do vetor Cx entdao

teremos o vetor demanda como foi explicado no inicio e também mostrado na equagao
de Leontief.

x-Cx=d
60 38 22

70| — |53 = |17
80 56 24
Questado 2 Sociedade entre amigas
Duas amigas, uma cabeleireira (C) e outra manicure (M) resolveram colocar um saldo
para trabalhares juntas, conforme mostra a tabela.
Cabeleireira (C) | Manicure (M)
Cabeleireira (C) R$ 0,40 R$ 0,20

Manicure (M) R$ 0,25 R$ 0,15
(a) Construa uma matriz de consumo para essa economia. Resposta

O professor pode explicar ao aluno que neste caso a matriz apresentada ja é a matriz dos
coeficientes técnicos

Basta escrever a matriz com o uso do software. Como o software usa virgula
para separar os elementos deve substituir a virgula por ponto na hora de digitar os nu-

meros decimais. Como temos 2 setores entio serd uma matriz 2 x 2.
Figura 24 — Escrevendo a matriz C.

C:matrix([0.4,0.2],[0.25,0.15])
0.4 0.2
0.25 0.15

Elaborada pela autora.

(b) Quais valores de C e M devem ser produzidos para essa economia gerar
negocios de R$ 10.000,00 de servicos de cabeleireira e R$ 8.000,00 de servicos de
manicure?

Pode explicar ao aluno que temos a matriz dos coeficientes técnicos e temos
o vetor demanda externa, que devemos encontrar o vetor produgdo x. Para encontrar
€ necessdrio usar a equagdo de Leontief, ou seja devemos resolver o sistema linear
(I—C)-x=d, se for possivel. Primeiro o estudante deve escrever a matriz identidade de

ordem 2, depois deverd subtrair a matriz identidade da matriz dos coeficientes técnicos,
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ou seja, calcular (I -C).
Figura 25 — Calculando I-C.
C:matrix([0.4,0.2],[0.25,0.15]);

0.4 0.2
0.25 0.15
I:ident(2);
10
0 1
| -C;

0.6 -0.2
-0.25 0.85

Elaborada pela autora.

Aplicando na férmula (I —C) - x = d, teriamos
0,6 —0,2| |x;| |10000
[—0, 25 0, 85] LJ B [ 8000 ] ’
agora podemos escrevendo como um sistema linear e utilizar o comando, Resolver equa-
¢ao linear, terifamos

0,6x1 — 0,2x, = 10000
—0,25x1 4 0,85x, = 8000

Figura 26 — Resolvendo sistema utilizando o comando linsolve.

linsolve([0.6-x_1 -0.2-x_2 =10000, -0.25-x_1 +0.85-x_2 =8000], [x_1,x_2]);
rat: replaced 0.6 by 3/5 = 0.6

rat: replaced -0.2 by -1/5 = -0.2

rat: replaced -0.25 by -1/4 = -0.25

rat: replaced 0.85 by 17/20 = 0.85

{ 505000 365000 }
X = X =
I 23 2 23

Elaborada pela autora.

Como o resultado estd em fragdo digitamos, fpprintprec: 4 \$, antes de linsolve

e ,numer depois da matriz e d4 Shift Enter novamente, obtemos
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Figura 27 — Resolvendo sistema utilizando o comando linsolve, resultado em
decimal.

linsolve([ x +y = 11, 2-x = y = 4], [x, ¥]):
[x=5.y=6]

fpprintprec:4 \$ linsolve([0.6-x_1 - 0.2-x_2 = 10000, —-0.25-x_1 + 0.85-x_2 = 8000], [x_1, x_2]), numer;
replaced 0.6 by 3/5 = 0.6

: replaced -0.2 by -1/5 = -0.2

replaced -0.25 by -1/4 = -0.25

replaced 0.85 by 17/20 = 0.85

—~+

ra

—~+

ra

—~+

ra

—~+

ra

4 4
[x1=2.196 10 ._x2=1.58? 10 }

Elaborada pela autora.

Como encontramos valores para o vetor producdo entdo € possivel atender a
demanda e o vetor producdo x é
21960

15870 |
Portanto o saldo devem produzir R$ 21.960,00 e R$ 15.870,00 respectiva-

mente, para poder gerar negécios de R$ 10.000,00 de servicos de cabeleireira e R$
8.000,00 de servicos de manicure.
Outra alternativa de resolucdo seria escrever a matriz aumentada e fazer o es-

calonamento por meio do comando echelon(M).

Figura 28 — Escrevendo a matriz aumentada M.

M:matrix([0.6,-0.2,10000],[-0.25,0.85,8000]):
0.6 -0.2 10000
-0.25 0.85 8000

echelon(M):

rat: replaced 0.6 by 3/5 = 0.6

rat: replaced -0.2 by -1/5 = -0.2
rat: replaced -0.25 by -1/4 = -0.25
rat: replaced 0.85 by 17/20 = 0.85

1 1 50000
3 3
365000

23

Elaborada pela autora.

Como o resultado estd em fracdo digitamos, fpprintprec: 4 \$, antes de echelon
e ,numer depois da matriz e da Shift Enter ou Ctrl Enter novamente, para obter
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Figura 29 — Escrevendo a matriz aumentada M, com resultado em decimal.

M:matrix([0.6,-0.2,10000],[-0.25,0.85,8000])
0.6 -0.2 10000
-0.25 0.85 8000

fpprintprec:4 \$ echelon(M), numer

rat: replaced 0.6 by 3/5 = 0.6

rat: replaced -0.2 by -1/5 = -0.2
rat: replaced -0.25 by -1/4 = -0.25
rat: replaced 0.85 by 17/20 = 0.85

4
1 -0.3333 1.667 10

4
0 1 1.587 10

Elaborada pela autora.

Neste caso obtemos o mesmo valor de x;, basta agora substituir na primeira
equagdo para encontrar o valor de x;.

Nesta questdo o professor pode falar ao estudante que ele pode verificar se a
matriz (I-C) possui inversa, caso sim pode apenas multiplicar essa inversa pelo vetor
demanda para encontrar os valores do vetor produ¢do, como mostramos na questao 1,
através da equacdo:

x=(I-C)"ld.

Modelo fechado ou de input-output

O professor voltar a equacdo de Leontief, x — Cx = d que ja apresentado e
explicar que agora no modelo fechado ndo exite uma demanda externa. Tudo que é
produzido pelos setores sdo distribuidos pelos préprios setores e apresentar o seguinte
exemplo.

Questao 3
Uma sociedade € constituida de dois engenheiros, um engenheiro civil (EC), um elétrico
(EE). Suponhamos que a manter a sociedade funcionando o engenheiro civil gasta R$
0,30 de seus servicos e R$ 0,60 dos servicos do engenheiro elétrico, ja o engenheiro
elétrico gasta R$ 0,70 dos servicos do engenheiro civil ¢ R$ 0,40 dos seus proprios
servigos. Devemos encontrar precos p| € p para as didrias cobradas pelos engenheiros
de modo que haja equilibrio de uma economia fechada sendo que a didria deve ter o
menor prego de 5007

Resposta: Primeiro mostrar a tabela com os dados da questao
Servigos (EC) | Servicos (EE)
Servicos (EC) 0,30 0,60
Servicos (EE) 0,70 0,40
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O professor deve explicar que a matriz formada por estes valores neste modelo
¢ chamado de matriz de troca ou matriz de input-output e € denominada de E.

Agora deve escrever matriz de troca E no Maxima.
Figura 30 — Escrevendo a matriz de troca E .
E:matrix([0.3,0.6],[0.7,0.4]);

0.3 0.6
0.7 0.4

Elaborada pela autora.

Como na questao, os precos devem satisfazer a condicao de equilibrio de uma
economia fechada entdo a equacdo matricial seguinte deve ser satisfeita
(I-E)P=0
O professor deve explicar que o vetor p representa o vetor preco

Devemos calcular I — E e verificar o seu determinante.

Figura 31 — Calculando determinante da matriz de troca.
E:matrix([0.3,0.6],[0.7,0.4])

0.3 0.6

0.7 0.4

llident(2);

10

01

Al -E;

0.7 -06

-0.7 0.6

determinant(A);

0.0

Elaborada pela autora.

Deve explicar ao estudante que como o determinante da matriz de coeficientes

I — E € zero, entdo existe uma solugdo ndo trivial para o vetor preco p. E para encontrar

a solucao devemos escrever o sistema linear e utilizar o comando resolver sistema linear
(I-E)P=0

e -
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Chamamos o vetor P de
X

y
Resolvendo este sistema obtemos como solugdo, onde o simbolo %rl € uma

constante

Figura 32 — Figura 4.26: Resolvendo o sistema usando o linsolve.

linsolve([0.7-x —=0.6-y =0, -0.7-x +0.6-y =0], [x, y])
rat: replaced 0.7 by 7/10 = 0.7

rat: replaced -0.6 by -3/5 = -0.6

rat: replaced -0.7 by -7/10 = -0.7

rat: replaced 0.6 by 3/5 = 0.6

solve: dependent equations eliminated: (2)

6 %rl
[x= 7r ,y:%rl}

Elaborada pela autora.

Assim a solugdo deste sistema é
X 6

=S
y 7
sendo s uma constante arbitraria. Essa constante é um fator de escala, que os engenhei-

ros podem escolher de modo que favorega os dois. Por exemplo, podem colocar s = 80,
fazendo com que a didria tenha valores de 480 e 560 respectivamente, valores proximos
de 500.

Assim

€ uma tal solucao.
O professor deve finalizar reforcando que:

* No modelo aberto, uma parte da producdo € dividido entre as préprias industrias,
com o objetivo de manté-las ativas, mas € necessario que haja outra parte, alguma
producdo liquida, para satisfazer a demanda externa.

* No modelo aberto, os precos o fixos, € o objetivo € definir os niveis precisos de
producdo das industrias que seja capaz de satisfazer a demanda externa.

* No modelo fechado os produtos de todas as industrias sdo divididos apenas entre
as préprias industrias.

* No modelo fechado, fixamos a produ¢do das industrias, e o objetivo € encontrar
um preco da produgdo que seja conveniente para gerar uma estabilidade, onde os

gastos sejam iguais aos ganhos



80

Aula 3 Temas:- Resolu¢do da atividade proposta
Tempo estimado:- 100 minutos
Conteddo: - Matriz, determinante e sistema linear, software Maxima e o modelo de
Leontiel
Objetivo:

* Resolver a atividade proposta
* Mostrar algumas aplicagdes de matriz, determinante e sistema linear no modelo
de Leontiel.

Estratégias de ensino: Entregar a atividade em material xerocado e orientar os estu-
dantes a resolverem com o auxilio do software. Durante a atividade o professor deve
percorrer por cada dupla ou trio para verificar como estd o desenvolvimento da atividade
e se necessdrio tirar alguma duvida dos estudantes.
Recursos didaticos: - Computador, internet € material xerocado.
Avaliacdo: - Participacdo dos alunos na resolucdo da atividade.

Questoes da atividade proposta para a aula 3

A atividade € composta por cinco questdes que estdo apresentadas abaixo, onde
a primeira questdo o estudante responderd no proprio material recebido. A primeira
questdo serd utilizada para identificar se os alunos compreenderam cada bloco da matriz
insumo produto, o que cada um significa, as relagdes existentes entre eles. As outras
quatro questdes serdo realizadas no Maxima, podendo fazer algumas anota¢des no ma-

terial que contém as questoes.

4.3.1 Economia Aberta Simples

Suponha que exista uma economia aberta simples, com um setor aberto e trés
setores produtivos: manufatura, agricultura e servicos. Adote a unidade monetaria em
(R$) como medida para os insumos e produtos. A tabela abaixo mostra o valor de

produto para produzir uma unidade monetaria.

Manufatura Agricultura Servicos | D. Intermediaria | D. Externa | Producdo Total
Manufatura 10 20 25 20
Agricultura 15 15 10 25
Servigos 20 15 20 30

a) Preencha a tabela com demanda intermedidria e com a demanda total. O que repre-
sentam as colunas: Demanda Intermedidria e Producdo Total ?

Resposta
Espera que os alunos percebam que a demanda intermedidria € igual a soma das vendas

intersetoriais que cada setor vende a si mesmo e aos outros setores. Assim, o setor
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de Manufatura por exemplo, vende 10 para si mesmo, 20 para agricultura e 25 para
Servicos. Devem perceber também que a que a Producdo Total corresponde a soma

da Demanda intermedidria com a demanda externa. Logo, eles devem obter o seguinte

resultado
Manufatura Agricultura Servigos | D. Intermedidria | D. Externa | Producao Total
Manufatura 10 20 25 55 20 75
Agricultura 15 15 10 40 25 65
Servicos 20 15 20 55 30 85

b) Identifique os vetores de consumo de cada setor. O que eles significam?
Resposta
Os estudantes deverdo escrever os vetores e sinalizar que cada vetor representa o que é

comprado por cada setor, de si mesmo e dos outros setores.

10 20 25
Vm = |15 5 Va = |15 5 Va =110
20 15 20

¢) Escreva a matriz de consumo intermedidrio? O que essa matriz representa?
Resposta
Os estudantes deverdo escrever a matriz e sinalizar que ela representa tudo que € com-

prado e vendido pelos setores.

10 20 25
Z=115 15 10
20 15 20

d) Construa a matriz de coeficientes técnicos C

Resposta
Utilizando calculadora o estudante ira pegar cada elemento z;; da matriz Z e dividir pelo
total produzido pelo setor 1, cada z;» dividir pelo total produzido pelo setor 2 e cada z;3
dividir pelo total produzido pelo setor 3,

Ou poderd usar o software, primeiro digitando a matriz de consumo interme-
diario

Figura 33 — Figura 4.26: Escrevendo a matriz Z.

Z:matrix([10,20,25],[15,15,10],[20,15,20])
10 20 23
15 15 10
20 15 20

Elaborada pela autora.
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Depois criar a matriz A com os valores do vetor produgdo, onde os elementos de
cada coluna serdo os mesmos valores que estdo no vetor producdo. Coluna 1 € formada
pelo primeiro elemento do vetor producdo x, coluna 2 pelo segundo elemento e coluna
3 pelo terceiro elemento.

Figura 34 — Escrevendo a matriz A.

Z:matrix([10,20,25],[15,15,10],[20,15,20]):
10 20 25
13 13 10
20 15 20

A:matrix([75,65,85],[75,65,85],[75,65,85])
75 65 85
73 63 83

75 65 85

Elaborada pela autora.

Agora basta dividir a matriz Z pela matriz A para encontrar a matriz dos coefi-
cientes técnicos C.

Figura 35 — Encontrando a matriz C, matriz dos coeficientes técnicos.

Z:matrix([10,20,25],[15,15,10],[20,15,20]):
10 20 25
15 15 10
20 15 20

A:matrix([75,65,85),[75,65,85],[75,65,85]):
75 65 85
75 65 85

75 65 85

C: ZIA;

Elaborada pela autora.

Como o Maxima é um software de computagdo simbdlica, o resultado mos-
trado serd um numero fraciondrio, caso queira em representacdo decimal deve-se usar

comando, fpprintprec: nimero de digitos, seguido do simbolo, $, antes da divisio,
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C = A/B e depois da divisdo colocar o comando, numer, seguido de ponto e virgula,

como mostra a figura abaixo

Figura 36 — Escrevendo a matriz dos coeficientes técnicos em valores decimais.

Z:matrix([10,20,25],[15,15,10],[20,15,20]):
10 20 25
15 15 10
20 15 20

A:matrix([75,65,85],[75,65,85],[75,65,85]):

fpprintprec: 2\$ C: Z/A, numer;
0.13 0.31 0.29
0.2 023 0.12
0.27 0.23 024

Elaborada pela autora.

assim obtemos a matriz dos coeficientes técnicos C.

A questdo abaixo € importante porque alguns alunos ou os pais trabalham em
oficinas, assim estéd dentro da vivéncia do aluno. Nesta questao o aluno terd que utilizar
a equacdo de Leontiel para resolver e poderd fazer de varias maneiras diferentes com o

uso do Maxima.

4.3.2 Oficinas de Conserto de Veiculos

Duas oficinas de conserto de veiculos, uma que trata da parte mecanica (M) e
outra de lataria (L), utilizam uma os servigos da outra conforme mostra a tabela.
Mecéanica (M) | Lataria (L)
Mecanica (M) R$ 0,50 R$ 0,25

Lataria (L) R$ 0,25 R$ 0,10
(a) Construa uma matriz de consumo para essa economia.

Resposta
Basta escrever a matriz com o uso do software. Como o software usa virgula para se-
parar os elementos deve substituir a virgula por ponto na hora de digitar os nimeros
decimais. Como temos 2 setores entdo serd uma matriz 2 X 2, a primeira coluna repre-

senta as compras para o setor da mecanica e a segunda para a da lataria. Ja a primeira
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linha o fornecedor € a mecanica e a segunda linha € a lataria

Figura 37 — Escrevendo a matriz C da oficina de conserto de carros.

C:matrix([0.50,0.25],[0.25,0.10])
0.5 0.25
0.25 0.1

Elaborada pela autora.

(b) Quais valores de M e L devem ser produzidos para essa economia gerar
negocios de R$ 7.000, 00 de servicos mecanicos e R$ 14.000,00 de servigos de lataria?
Para encontrar estes valores é necessdrio que a equagdo de Leontief seja sa-
tisfeita pelo vetor X, ou seja devemos resolver o sistema linear (I — C) -x = d, se for
possivel. Primeiro o estudante deve escrever a matriz identidade de ordem 2, depois

dever4 subtrair a matriz identidade da matriz dos coeficientes técnicos, ou seja , calcular
I-0).

Figura 38 — Calculando a matriz / — C da oficina de conserto de carros.

C:matrix([0.50,0.25],[0.25,0.10])
0.5 0.25
0.25 0.1

l'ident(2)
10
01

E:I-C
05 -0.25
-0.25 0.9

Elaborada pela autora.

Aplicando na férmula (I — C) - x = d teriamos

0,5 —0,25] {x;| | 7000
0,25 0,90 | |x2| |14000|
Agora, escrevendo como um sistema linear e utilizar o comando, Resolver equagao

linear, teriamos

0,5x1 —0,25x, = 7000
—0,25x; +0,9x; = 14000
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Figura 39 — Calculando a matriz / — C da oficina de conserto de carros.

C:matrix([0.50,0.25],[0.25,0.10]):
0.5 0.25
0.25 0.1

l:ident(2);
10

01

E:[-C:;
05 -0.25
-0.25 0.9

Elaborada pela autora.

Figura 4.33: Calculando através do linsolve, questdo da oficina de conserto de carros
' linsolve([0.5-x_1 — 0.25-x_2 = 7000, —0.25-x_1 + 0.9-x_2 = 14000], [x_1,x_2]):
rat: replaced 0.5 by 1/2 = 0.5
rat: replaced -0.25 by -1/4 = -0.25
rat: replaced -0.25 by -1/4 = -0.25
rat: replaced 0.9 by 9/10 = 0.9
[x 784000 _ 700000 }
131 T2 31

Fonte: Elaborada pela autora
Como o resultado estd em fragdo digitamos, fpprintprec: 4 \ $, antes de linsolve

e , numer depois da matriz e d4 Shift Enter novamente, obtemos

Figura 40 — Calculando através do linsolve, questao da oficina de conserto de
carros, resultado em decimais.

foprintprec:4 \$ linsolve([0.5-x_1 - 0.25-x_2 = 7000, —-0.25-x_1 + 0.9-x_2 = 14000], [x_1,x_2]), numer;

rat: replaced 0.5 by 1/2 = 0.5

rat: replaced -0.25 by -1/4 = -0.25
rat: replaced -0.25 by -1/4 = -0.25
rat: replaced 0.9 by 9/10 = 0.9

4 4
[x1=2.529 10 ._x2=2.258 10 }

Elaborada pela autora.

como encontramos valores para o vetor produgdo entdo é possivel atender a

demanda e o vetor producdo x é
25290

22580
Portanto a oficina de mecanica e de lataria devem produzir R$ 25.290,00 e

R$ 22.580,00 respectivamente, para poder gerar negocios de R$ 7.000,00 de servigos
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mecanicos e R$ 14.000,00 de servicos de lataria
Outra maneira de resolver seria verificando o determinante dessa matriz. De-
pois de verificar o determinante dessa matriz, notamos que ¢ um nimero diferente de

zero entdo podemos calcular a sua inversa.

Figura 41 — Calculando a matriz inversa.

E:I-C;
05 -0.25
-0.25 09

D:determinant(E);
0.3875

F.invert(E);
2.32258064516129  0.6451612903225806
0.6451612903225806 1.290322580645161

Elaborada pela autora.

Encontrando a inversa aplicamos a equacao abaixo:
x=(I-C)"'.4,
ou seja, podemos multiplicar a inversa de (I-C) pelo vetor e verificar se é possivel aten-

der a demanda,
Figura 42 — Resolvendo usando a inversa.

F: invert(E);
16 0.53
053 1.8

x: F.d; Vetor producao x
5.610°

3
7.510
Elaborada pela autora.

assim encontramos o mesmo vetor producao é:
25290

22580
Uma terceira alternativa de resolugdo seria escrever a matriz aumentada e fazer

o escalonamento por meio do comando echelon(M)
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Figura 43 — Resolvendo utilizando o escalonamento.
M:matrix([0.5,-0.25,7000],[-0.25,0.90,14000]);

0.5 -0.25 7000
-0.25 0.9 14000

fpprintprec:4 \$ echelon(M), numer;

rat: replaced 0.5 by 1/2 = 0.5

rat: replaced -0.25 by -1/4 = -0.25
rat: replaced -0.25 by -1/4 = -0.25
rat: replaced 0.9 by 9/10 = 0.9

1 -0.5 14000

4
0 1 225810
Elaborada pela autora.

Neste caso obtemos 0 mesmo valor de b, porem € preciso substituir na primeira
equacdo para encontrar o valor de a.

A questdo abaixo estd também inserido dentro do contexto do alunos pois aqui
na nossa cidade algumas fabricas de refrigerantes fordo instaladas. O aluno podera usar

a defini¢do abaixo, que vimos no capitulo 3, para responder:

Definiciio 4.2 Uma matriz de consumo C é produtiva se existir (I —C)~" e for vdlido
(I1-C)"'>0

4.3.3 Fdbrica de Refrigerante

Suponha que voce é o prefeito de uma cidade e recebe propostas de uma fa-
brica de refrigerante, que planeja instalar-se na cidade que vocé governa. Ela apresenta
as propostas e vocé junto com sua equipe de Administragdo e da Secretaria do Meio
Ambiente devem analisar a proposta para poder liberar ou ndo, a licenca que ela precisa
para fazer a instalacdo no seu municipio. Serd que ird compensar a instalacdo dessa
empresa? Deve ser feitas anélises sobre quais os impactos positivos e negativos.

Negativos temos como exemplos: quantos m> de dgua serd utilizada por ano na
producdo dos refrigerantes? Qual influéncia este gasto terd na distribui¢do da dgua para
a populac@o? Quais as consequéncias danosas para o meio ambiente no subsolo onde
serd retirada a dgua?

Positivos temos com exemplos: quais os efeitos da instalagdo sobre o PIB (pro-

duto Interno Bruto)? na geracao de empregos? e no pagamento de impostos?
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Depois que foram feitas as andlises foi produzida a matriz abaixo que mostra
a relacdo destes impactos. Utilizando os conceitos aprendidos sobre matriz Insumo e
Produto verifique se essa instalac@o trard um retorno favoravel para a sua cidade, ou seja

se serd produtivo esta instalacao:

Setor 1 | Setor 2 | Setor 3
Setor 1 | R$ 0,30 | R$ 0,20 | 0,30
Setor2 | R$0,20 | R$0,40 | 0,10
Setor 3 | R$ 0,10 | R$ 0,20 | 0,30

Resposta
O estudante deverd encontra a inversa da matriz (I-C), para isso basta verificar se essa

matriz possui inversa, se possuir, encontrar a inversa.
Figura 44 — Calculando determinante da questao fabrica de refrigerante.

C:matrix([0.30,0.20,0.30],[0.20,0.40,0.10],[0.10,0.20,0.30]);
0.3 0.2 0.3
0.2 0.4 0.1
0.1 0.2 0.3

ident(3);
100
010
001

I:ident(3) -C;
0.7 -02 -0.3
-02 06 -0.1
-0.1 -0.2 0.7

determinant(l);
0.22

Elaborada pela autora.

Como o determinante € ndo nulo, entio essa matriz € inversivel e sua inversa é
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Figura 45 — Calculando a matriz inversa da questao fabrica de refrigerante.

I:ident(3) -C
0.7 -02 -0.3
-02 06 -0.1
-0.1 -0.2 0.7

determinant(l)
0.22

fpprintprec:2% invert(l), numer

1.8 0.91 091
0.68 2.1 0.59
0.45 073 1.7

Elaborada pela autora.

Como a inversa da matriz (I-C) tem apenas entradas ndo negativas entdo ela é
produtivas, deve ser aceita a sua instalagdo, pois o retorno que ela trard para a cidade
compensard os gastos com a instalagao.

Com a crescente evolugdo e a necessidade do uso da tecnologia, esta questao
trabalha também com conceitos que fazem parte do dia a dia dos estudantes. Nesta
questao, como foi dado a matriz dos coeficientes técnicos e o vetor producdo o estudante

podera utilizar o teorema abaixo, que foi apresentado no capitulo 3.

Teorema 4.2 Matriz de consumo produtiva
Dada uma matriz de consumo C, ela é produtiva se, e somente se, existe um vetor

produgdo x > 0 tal que x > Cx.

4.3.4 Projetos da Web

Uma companhia produz projetos de web, desenvolve software e presta servicos
de rede. Considere a companhia como uma economia aberta descrita pela tabela dada,

onde o insumo é em unidades monetdrias (R$) necessarias para R$ 1,00 de produto.

Insumo requerido para produzir R$1

Projeto de web | Software | Rede
Projeto de web 0,40 0,20 0,45
Software 0,30 0,35 0,30
Rede 0,15 0,10 0,20
Suponha que vetor produgdo dessa economia seja
19578
x= 16346

6839
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verifique se essa economia € produtiva.
Resposta: Utilizando o teorema da matriz de consumo produtiva, basta escrever

a matriz dos coeficientes técnicos C e o vetor producdo x e depois multiplicar C por x.

Figura 46 — Verificando se a economia é produtiva .

C:matrix([0.40,0.20,0.45],[0.30,0.35,0.30],[0.15,0.10,0.20]);

0.4 0.2 045
03 035 03
015 0.1 02

x:matrix([19578],[16346],[6839]).
19578
16346
6839

C.x;
14177.95
13646.2
5939.1

Elaborada pela autora.

Como
19578 14177,95
x=116346| > Cx = | 13646,2
6839 5939,1

entdo essa economia € produtiva. Isso pode ser explicado pelo fato de que Cx representa
0s gastos que sdo feitos por todos os setores da economia, como o vetor producdo x é
maior do que os gastos Cx, essa economia produz mais do que gasta.

Como as escolas aqui na nossa cidade possuem estudantes que moram na zona
rural, entdo € comum termos alunos que trabalham junto com suas familias em planta-

¢oes.

4.3.5 Vizinhos em Equilibrio

Trés vizinhos t€ém hortas nos fundos de suas casas. O vizinho A planta tomates,
o vizinho B planta milho e o vizinho C planta alface. Eles concordam em dividir a
colheita entre eles como segue: A recebe % dos tomates, 1 do milho e % da alface; B
recebe % dos tomates, % do milho e % da alface; C recebe dos % tomates, % do milho e %
da alface. Que precos os vizinhos devem dar as suas respectivas colheitas para satisfazer

a condi¢do de equilibrio de uma economia fechada se a colheita de menor preco deve
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Resposta: Primeiro deve escrever matriz de troca E no Maxima.
Figura 47 — Escrevendo a matriz de troca da questao Vizinhos em Equilibrio.

E:matrix([1/2,1/3,1/4],[1/3,1/3,1/4],[1/6,1/3,1/2])

1 1 1
2 3 4
1 1 1
3 3 4
1 1 1
f 3 2

Elaborada pela autora.

Como na questao, os precos devem satisfazer a condicao de equilibrio de uma
economia fechada entdo a equacdo matricial seguinte deve ser satisfeita
(I-E)P=0
Assim, teremos:
0,35 0,5 0,30
0,25 0,20 0,30

0,4 0,3 04
Calcular I — E e verificar o determinante.
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Figura 48 — Calculando determinante da matriz de troca da questao vizinhos em
equilibrio.

E:matrix([1/2,1/3,1/4],[1/3,1/3,1/4],[1/6,1/3,1/2]):

1 1 1
2 3 4
1 1 1
3 03 4
1 1 1
6 3 2
I:ident(3):
100
010
001
Al-E
1 1 1
2 4
1 2 1
33 4
1 1 1
6 32

determinant(A);
0

Elaborada pela autora.

Como o determinante da matriz de coeficientes I — E € zero, entdo existe uma
solugdo ndo trivial para o vetor prego p.
Para encontrar a solucao iremos escrever o sistema linear e utilizar o comando

resolver sistema linear

1/2 —1/3 —1/4| |x 0
—-1/3 2/3 —1/4| [y| = |0
—-1/6 —-1/3 1)2 Z 0
Escrevendo o vetor P como
X
y .
V4

Obtemos como solugdo, onde o simbolo r1 € uma constante.
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Figura 49 — Encontrando a solucao da questao vizinhos em equilibrio.

linsolve([x/2 -y/3 -z/4 =0, —x/3 + 2-y/3 -z/4 =0, —x/6 —y/3 + z/2= 0], [x,y,z])
solve: dependent equations eliminated: (3)
_ 9 %r] _ 15 %r]

8 Y 16

X ,z=%r1}

Elaborada pela autora.

Portanto a solucao deste sistema é

P1 18
p2|l =S 15 5
P3 16

sendo s uma constante arbitrdria. Essa constante é um fator de escala, que os vizi-
nhos podem escolher de modo que favoreca todos. Por exemplo, podem colocar s = 6,
fazendo com que a colheita tenha valores de 108,90 e 96 respectivamente, valores pro-
ximos de 100.

Analisando a matriz de troca
0,35 0,5 0,30
E= 10,25 0,20 0,30
0,4 03 0,4
podemos notar que E >,0 entdo é satisfeita com param = 1 a condi¢cdo E” >0
do Teorema 22. Daf garante que existe exatamente uma solucdo linearmente indepen-

dente de (I — E)p > 0 que pode ser escolhido com p > 0. Assim

¢ uma tal solugao.
Abaixo € apresentado o questiondrio que deve ser aplicado faltando uns 15
minutos para o término da oficina.
Questionario Autoavaliativo
O questiondrio abaixo deve ser aplicado apds a oficina para fazer uma andlise de como
os alunos viram essa nova apresentacao do contetido que ja tinha sido visto por eles.
1) Como vocé avalia oficina?
() Ruim
() Boa
() Otima
2) A metodologia trabalhada na oficina facilita o entendimento dos conceitos matrici-
ais?
() Muito
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() Médio

() Pouco

3) Como voce avalia o uso do software na resolu¢io dos problemas envolvendo concei-
tos de matrizes?

() Ruim

() Boa

() Otima

4) Depois dessa participagdo nesta oficina vocé considera estes conteddos importantes
de serem aprendidos na escola?

() Sim

() Nao

5) Vocé considera como inovadora o modo de apresentar estes conteidos, como foram
mostradas na oficina, em relacdo as aulas tradicionais do seu dia a dia?

() Sim

() Nao

6°) O uso da contextualizagdo destes contetidos através da matriz insumo produto con-
tribui para uma aprendizagem com mais significado para o aluno?

() Muito

() Médio

() Pouco

7) Faca alguma observagdo sobre a oficina, o que voc€ mais gostou? qual o seu nivel de

satisfacao?



5 CONSIDERACOES FINAIS E PERSPETIVAS FUTURAS

Neste trabalho procuramos mostrar ao professor de Matematica do Ensino Mé-
dio uma maneira diferente de trabalhar Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares.
Para isso utilizamos a Modelagem Matemadtica na Economia e uma das principais moti-
vagdes foi a dificuldade que os docentes do ensino médio possuem em apresentar exem-
plos praticos com estes conteudos.

Ressaltamos também a importincia da utilizagdo de softwares nas aulas e do
recurso oficina, mecanismos importantes que permitem transmitir o conhecimento de
modo mais atrativo e significativo.

Como € sabido, € fundamental a contextualizacao dos contetidos matematicos,
porque permitem ao estudante reconhecer a presenca da matemdtica em nossas vidas
e assim perceber a necessidade do seu ensino na escola. O educando precisa perceber
que os conhecimentos matematicos sdo essenciais na resolucdo de varios problemas da
sociedade desde a antiguidade.

E importante também que o professor conheca e faca uso das novas tecnolo-
gias existentes. O Software MAXIMA ¢é uma ferramenta que permite aos estudantes
explorar, resolver, conjecturar e desenvolver a criatividade e o raciocinio 16gico nas re-
solucdes das atividades. Este software oferece uma variedade de op¢des para explorar
vdrios conceitos matemadticos e muitos relacionados a manipulacio algébrica que é uma
das dificuldades dos estudantes.

A realizac@o de uma oficina € relevante, pois permite que os alunos participem
ativamente do seu processo de ensino e aprendizagem, podendo explorar uma maneira
diferente de aprender, com mais interacdo e também ter a oportunidade de perceber a
utilidade dos conteudos aprendidos na escola. Além disso, o professor conhecerd uma
metodologia diferente, que possui um grande potencial no processo ensino e aprendiza-
gem.

Segundo Monteiro et al. (2019) a oficina € um instrumento de apoio didatico
e pedagodgico que permite os alunos superar as dificuldades, aprenderem de forma des-
contraida, sem a pressdo da sala de aula. “A questdo fundamental das oficinas € inovar
e transmitir os conteddos de uma forma mais simples e descontraida, trazendo o as-

sunto escolar para o cotidiano dos alunos. Mostrando-os que o aprender e o ensinar ndo



96

sdo préticas mecanicas, mas sim praticas prazerosas e divertidas.” (MONTEIRO et al.,
2019, p.01)

Na escolha e elaboracdo das atividades, procuramos propor problemas que es-
tivessem relacionados com o dia a dia dos estudantes, com o objetivo de facilitar ainda
mais a compreensdo por parte deles e também fazer com que se sintam inseridos no
contexto dos problemas.

Por outro lado, existem dificuldades que podem ser encontradas para a aplica-
¢do de algumas atividades que precisam do uso da tecnologia e da internet. Além disso,
o uso de softwares deve ser planejada, com objetivos claros, de modo que aluno veja
como um suporte para melhorar o seu desempenho nos contetudos.

Era nossa intencao aplicar esta oficina, mas ndo foi possivel por diversos fato-
res: falta de laboratdrios de informatica, laboratérios com demanda muito grande para
as aulas da propria escola e os chromebooks disponibilizados na escola ndo possuem
memoria para que seja baixado o software MAXIMA. Pretendemos aplicar esta ofi-
cina assim que for possivel e com os dados obtidos escrever um artigo e submeter para
revistas da drea de Educacao Matematica.

Esperamos que esta proposta de trabalho possa contribuir para que os profes-
sores vejam como uma op¢do a mais de inovar a sua prética docente, ou seja, uma
possibilidade de atividade que transforma o estudante em protagonista do seu conheci-

mento.
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APENDICE A

ATIVIDADE ENCONTRO 2
Questao 1 Seja uma economia aberta simples, com um setor aberto e trés setores pro-
dutivos: manufatura, agricultura e servigos. A tabela abaixo mostra os valores

gastos e produzidos por cada setor.

Manu Agri Serv | D. Intermediaria | D. Externa | V. Producdo
Manu | 20 12 6 38 22 60
Agri 18 14 21 53 17 70
Serv 8 24 24 56 24 80

a) Apresentar os blocos da matriz e dizer o que cada bloco representa.

b) Calcular o coeficiente técnico.

c¢) Escrever a equacio de Leontief.

d) Apresentar quando uma matriz de consumo C € produtiva.

e) Apresentar como podemos calcular o vetor producdo quando a matriz (I — C)
€ inversivel.

f) Verificar se a economia € produtiva sendo dado a matriz dos coeficientes técni-
cos e o vetor producio.

Questio 2 Duas amigas, uma cabeleireira (C) e outra manicure (M) resolveram colocar
um saldo para trabalhares juntas, conforme mostra a tabela.
Cabeleireira (C) | Manicure (M)

Cabeleireira (C) R$ 0,40 R$ 0,20

Manicure (M) R$ 0,25 R$ 0,15
(a) Construa uma matriz de consumo para essa economia.

(b) Quais valores de C e M devem ser produzidos para essa economia gerar ne-
gocios de R$ 10.000,00 de servigos de cabeleireira e R$ 8.000,00 de servigos de
manicure?

Questao 3 Uma sociedade é constituida de dois engenheiros, um engenheiro civil (EC),
um elétrico (EE). Suponhamos que a manter a sociedade funcionando o enge-
nheiro civil gasta R$ 0,30 de seus servicos e R$ 0,60 dos servigos do engenheiro
elétrico, ja o engenheiro elétrico gasta R$ 0,70 dos servigos do engenheiro civil

e R$ 0,40 dos seus proprios servigos. Devemos encontrar precos p; € py para as
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didrias cobradas pelos engenheiros de modo que haja equilibrio de uma economia

fechada sendo que a diaria deve ter o menor preco de 5007



APENDICE B

ATIVIDADE ENCONTRO 3
Informacoes que serao utilizadas para responder a atividade.
1. Modelo aberto
e x—xC=d
s (I-C)x=d
s x=(I-C)"d
2. Modelo Fechado
s (I-E)p=0
3. Defini¢ao
Uma matriz de consumo C é produtiva se existir (I —C)~! e for valido
(I1-0)"'>0
4. Teorema
Dada uma matriz de consumo C, ela é produtiva se, € somente se, existe um vetor

producdo x > 0O tal que x > Cx.

Questao 1 Suponha que exista uma economia aberta simples, com um setor aberto e
trés setores produtivos: manufatura, agricultura e servicos. Adote a unidade mo-
netaria em (R$) como medida para os insumos e produtos. A tabela abaixo mostra

o valor de produto para produzir uma unidade monetaria.

Manuf Agric Serv | D. Intermed | D. Ext | Prod Total
Manufatura 10 20 25 20
Agricultura 15 15 10 25
Servigos 20 15 20 30

a) Preencha a tabela com demanda intermedidria e com a demanda total. O que
representam as colunas: Demanda Intermedidria e Producao Total ?

b) Identifique os vetores de consumo de cada setor. O que eles significam?

¢) Escreva a matriz de consumo intermedidrio? O que essa matriz representa?

d) Construa a matriz de coeficientes técnicos C

Questao 2 Duas oficinas de conserto de veiculos, uma que trata da parte mecanica (M)
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e outra de lataria (L), utilizam uma os servicos da outra conforme mostra a tabela.
Mecéanica (M) | Lataria (L)
Mecéanica (M) R$ 0,50 R$ 0,25

Lataria (L) R$ 0,25 R$ 0,10
(a) Construa uma matriz de consumo para essa economia.

(b) Quais valores de M e L devem ser produzidos para essa economia gerar nego-
cios de R$ 7.000, 00 de servicos mecénicos e R$ 14.000, 00 de servicos de lataria?
Questao 3 Suponha que vocé é o prefeito de uma cidade e recebe propostas de uma
fabrica de refrigerante, que planeja instalar-se na cidade que vocé governa. Ela
apresenta as propostas € vocé junto com sua equipe de Administracdo e da Se-
cretaria do Meio Ambiente devem analisar a proposta para poder liberar ou ndo,
a licenca que ela precisa para fazer a instalagdo no seu municipio. Sera que ird
compensar a instalacdo dessa empresa? Deve ser feitas andlises sobre quais os
impactos positivos e negativos.
Negativos temos como exemplos: quantos m> de dgua serd utilizada por ano na
producdo das cervejas? Qual influencia este gasto terd na distribui¢do da dgua para
a populacao? Quais as consequéncias danosas para o meio ambiente no subsolo
onde serd retirada a dgua?
Positivos temos com exemplos: quais os efeitos da instalacdo sobre o PIB (pro-
duto Interno Bruto)? na geracao de empregos? e no pagamento de impostos?
Depois que foram feitas as andlises foi produzida a matriz abaixo que mostra a
relacdo destes impactos. Utilizando os conceitos aprendidos sobre matriz Insumo
e Produto verifique se essa instalacdo trard um retorno favoravel para a sua cidade,
ou seja se serd produtivo esta instala¢ao:
Setor 1 | Setor 2 | Setor 3
Setor 1 | R$ 0,30 | R$0,20 | 0,30
Setor 2 | R$ 0,20 | R$ 0,40 | 0,10

Setor 3 | R$ 0,10 | R$0,20 | 0,30
Questdao 4 Uma companhia produz projetos de web, desenvolve software e presta ser-

vicos de rede. Considere a companhia como uma economia aberta descrita pela
tabela dada, onde o insumo é em unidades monetérias (R$) necessérias para R$

1,00 de produto.
Insumo requerido para produzir R$1

Projeto de web Software Rede
Projeto de web 0,40 0,20 0,45
Software 0,30 0,35 0,30
Rede 0,15 0,10 0,20

Suponha que vetor produgdo dessa economia seja
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19578
x= (16346

6839
verifique se essa economia € produtiva.

Questiao 5 Trés vizinhos tém hortas nos fundos de suas casas. O vizinho A planta
tomates, o vizinho B planta milho e o vizinho C planta alface. Eles concordam
em dividir a colheita entre eles como segue: A recebe % dos tomates, % do milho
e % da alface; B recebe % dos tomates, % do milho e % da alface; C recebe dos
% tomates, % do milho e % da alface. Que precos os vizinhos devem dar as suas
respectivas colheitas para satisfazer a condi¢ao de equilibrio de uma economia

fechada se a colheita de menor prego deve ter um preco de R$ 100?



