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RESUMO

SILVA, Tainnah Rabelo Carneiro da. Consideracfes sobre o ensino de funcdes
no ensino fundamental e a linguagem matemaética. 2023. 98 f. Dissertacéo
(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) - Instituto de
Matemética e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2023.

O estudo de Funcgdes é um dos principais conteados do 1° ano do Ensino
Médio, porém a base das informac6es para um bom entendimento do assunto se inicia
nas séries finais do Ensino Fundamental. Durante esse periodo, o aluno precisa se
familiarizar com as diferentes formas de escrever em linguagem matematica e
fundamentar conceitos algébricos iniciais, correlacionando-os com o cotidiano.
Contudo, sem um bom entendimento das regras dessa linguagem (que sao diferentes
da linguagem natural), o aluno apresenta inumeras dificuldades, tanto em
compreender 0s conceitos apresentados quanto em fazer as devidas correlagdes. A
partir da experiéncia da autora em uma escola municipal do Rio de Janeiro, com
turmas dos Anos Finais do Ensino Fundamental, o presente estudo tem por objetivo
sugerir melhorias no ensino dos conteudos relacionados a Funcdes, desde o 7° ano,
sendo um dos focos, a forma de apresentar adequadamente a linguagem matematica.
Para isso, foi feita uma andlise dos curriculos bésicos e materiais do Ensino
Fundamental, presentes nessa escola, para elaborar e apresentar possiveis
intervencdes que visam diminuir as dificuldades observadas em sala de aula,
auxiliando o aluno a se apropriar mais da linguagem matematica, por meio do estudo
de sua gramatica.

Palavras-chave: Ensino de FungBes. Gramética da Linguagem Matemética. Ensino
Fundamental.



ABSTRACT

SILVA, Tainnah Rabelo Carneiro da. Considerations concerning the teaching of
functions in elementary school and mathematical language. 2023. 98 1.
Dissertacao (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT)
- Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Rio de Janeiro, 2023.

The study of Functions is one of the main contents of the 1st year in the High
School, but the basis of information for a good understanding of this subject begins in
the final series of the Elementary School. During this period, the student needs to
familiarize himself with the different ways of writing in mathematical language and
substantiate initial algebraic concepts, correlating them with the daily life. However,
without a good understanding of the rules of this language (which are different from a
natural language), the student has several difficulties, both in understanding the
presented concepts and also in making the necessary correlations. Based on the
author's experience in a municipal school in Rio de Janeiro, with classes in the final
years of the Elementary School, the present study aims to suggest improvements in
the teaching of contents related to Functions, as soon as possible, mainly presenting
properly the mathematical language. For this, an analysis of the basic curricula and for
some materials of the Elementary Education, present in this school, was carried out in
order to elaborate and present possible interventions that aim to reduce the difficulties
observed in the classroom, helping the student to understand more of the
mathematical language, through the study of your grammar.

Key words: Teaching Functions. Grammar of Mathematical Language. Elementary
School.
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INTRODUCAO

Por diversas vezes, na pratica docente em uma Escola Municipal do Rio de
Janeiro, € observado um afastamento dos alunos com relacdo a Matematica. Do 6°
para o 7° ano do Ensino Fundamental, a postura dos alunos quanto a essa disciplina
ja mostra uma mudanca; muitos ja comecam a demonstrar desinteresse e a verbalizar
gue nao gostam da disciplina, por ndo entenderem seus conceitos e sua aplicabilidade
no dia a dia. Se houver a oportunidade de atender uma turma no 6° e no 9° anos, é
possivel notar mais significativamente essas atitudes, que tornam o trabalho do
professor mais desafiador.

Nos Anos Finais do Ensino Fundamental, os alunos séo instigados a um maior
grau de abstracdo, além de reverem conceitos importantes previamente
apresentados. A faixa etaria desse periodo (de 11 a 14 anos para alunos com a
relacdo idade-série adequada) condiz com a passagem da terceira para a quarta fase
do desenvolvimento infantil descrita por Jean Piagetl. Por essa razédo, segundo os
curriculos de base nacional, a organizacao curricular da Matematica incita o aluno a
analisar mais seus processos e raciocinios do que as mecéanicas de operar com
nameros. A experiéncia mostra que as dificuldades surgidas nesse momento
obstruem o processo de aprendizagem do aluno, criando barreiras que prejudicam o
pleno uso das habilidades matematicas. Essa experiéncia € corroborada por estudos
como os de Ribeiro (2001) e de Gil (2008). O primeiro destaca erros comuns dos
alunos relacionados ao conceito de equagdo, sua manipulacdo e, em certos casos, a
falta de atencdo. Por sua vez, o segundo faz um levantamento de dificuldades por
meio de pesquisa e entrevista com alunos e professores, e destaca, em alguns blocos
de atividades, a dificuldade com a abstracgéo.

Nesse periodo, quando o ensino formal da Algebra se inicia, as dificuldades de
compreender signos? matematicos levam muitos alunos a “desistirem” da Matematica,
isto €, a acreditarem ser impossivel a compreensao desse conteudo. Ao apresentar

conceitos matematicos mais abstratos, a linguagem matematica envolvida nesse

1 Em suas pesquisas, Piaget descreve quatro fases do desenvolvimento infantil: sensério-motor (de 0
a 2 anos), pré-operacional (de 2 a 7 anos), de operacdes concretas (de 7 a 12 anos) e de operacdes
formais (a partir dos 12 anos). E nesse ultimo estagio que a crianca desenvolve o pensamento
abstrato e tem a capacidade de melhor compreender processos matematicos sem o auxilio de
recursos mais concretos. (SCHIRMANN, 2019)

2 Signo é “uma unidade linguistica que consiste na combinag&o de uma imagem acustica (o
significante) e de um conceito (o significado).” (SIGNO, 2022).
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periodo se torna um fator complicador, se 0 aluno ndo compreender de fato as regras
pré-estabelecidas e, principalmente, os significados dos signos utilizados.

Paralelo a isso, muitos alunos que possuem raciocinio mais rapido apresentam
resisténcia a se utilizar de muitos desses signos (que, para eles, podem ser confusos
e sem sentido) para resolver um problema aplicado, para o qual obtém o resultado
sem uma escrita apropriada. Por um lado, evidenciar a escrita adequada auxilia 0s
alunos a melhor entender um conteudo ou problema, por exemplo; por outro, ressaltar
os significados das palavras em linguagem matematica, de modo que essa escrita
faca mais sentido, se mostra fundamental para a devida compreensdo do assunto
tratado.

Segundo a BNCC (2017), “O Ensino Fundamental deve ter compromisso com
o desenvolvimento do letramento matemético [...]". Consequentemente, é justamente
nesse periodo que as bases para um estudo aprofundado dos conceitos matematicos
sdo construidas. Assim, entende-se que o0s elementos presentes na linguagem
matematica devam ser apresentados adequadamente nesse periodo. Considerando
a linguagem mateméatica como uma linguagem propriamente dita, o estudo de sua
gramatica, feito pelo professor, tem a finalidade de compreender melhor as regras que
aregem e apresentar aos alunos a escrita mais apropriada a cada etapa de ensino.

E a partir desse ponto de vista que se optou por estudar, neste texto, a forma
como os conceitos de funcdo e de seus elementos sao apresentados em sua base.
Dentre os diversos assuntos tratados no Ensino Fundamental, a escolha de Fungodes
como objeto deste estudo vem da importancia do tema e do fato de que as bases para
tal conteddo sédo apresentadas ao longo da maior parte dos Anos Finais do Ensino
Fundamental.

O desenvolvimento deste trabalho tem, por finalidade, por um lado analisar o
gue se espera do Ensino Fundamental (particularmente em relacdo a Funcgdes); por
outro lado, propor formas de apresentar a linguagem matematica de modo a contribuir
e ampliar a capacidade de entendimento do aluno quanto aos conceitos relativos ao
conceito de funcdo no ensino basico e quanto a sua forma de se expressar na escrita.
Desta forma, no primeiro capitulo, sdo apresentados o0s curriculos basicos e a
importancia da linguagem mateméatica, bem como os estudos sobre sua gramatica. Ja
no segundo capitulo, revisam-se 0s conceitos mateméaticos tratados no Ensino

Fundamental, com a finalidade de dar o embasamento para o professor relativo a esse
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conteudo especifico, e sdo analisados os materiais disponibilizados para os alunos
presentes em uma escola do municipio do Rio de Janeiro. Por fim, no terceiro capitulo,
apresentam-se as propostas sobre como introduzir a linguagem matematica em cada
momento e quais assuntos podem ser destacados, assim como uma correlagdo com
a escrita adequada e a modelagem matematica. Essas propostas sdo exemplificadas
com atividades, e sao divididas ao longo dos trés dultimos anos do Ensino

Fundamental.
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1 A LINGUAGEM MATEMATICA E OS CURRICULOS MINIMOS

Para se analisar o estudo de FungBes no Ensino Fundamental, é preciso
primeiro ter contato com o que se espera desse assunto no periodo considerado. Por
entender que o conhecimento matematico € construido e aprofundado com o passar
dos anos, foi verificada a necessidade de observar os curriculos gerais do Ensino
Fundamental, focando nos Anos Finais. Os objetivos sdo identificar os contetdos
relacionados a Funcgbes, assim como quais as expectativas com relacdo a
aprendizagem do aluno sobre esses conteudos, e relacionar com os estudos feitos
sobre a gramatica da linguagem matematica.

Assim, na Secédo 1.1, sdo identificados o que se espera da Matematica nos
curriculos da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), nos Parametros Curriculares
Nacionais (PCN) e no curriculo da Secretaria Municipal de Educa¢do do Rio de
Janeiro. Na Secao 1.2, sdo destacados 0s objetivos relacionados especificamente a
Funcdes nos curriculos ja citados. Por fim, na Secédo 1.3, sdo apresentados alguns
dos estudos sobre a gramética da linguagem matematica, referentes aos assuntos

relacionados a Fungdes, principalmente os tratados em Algebra.

1.1 Objetivos da Matematica nos curriculos minimos

A partir da Lei de Diretrizes e Bases da Educacédo Nacional (LDB) de 19963,
foram editados documentos que regulamentam o curriculo nacional do Ensino
Fundamental. O primeiro deles, de 1997, sdo os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN). Esse documento destaca que, durante a educacdo basica, o aluno deve
aprender a buscar conhecimento ao longo de sua vida, fora da escola; ou seja, criar
ferramentas que possibilitem um processo de aprendizado constante (BRASIL,1997,
p. 28). Essa ideia introduz a premissa de que o Ensino Fundamental constitui a base
onde é estruturado o pensamento do aluno nos anos seguintes.

Atualmente, a principal referéncia curricular é a Base Nacional Comum

% Lei n® 9394/1996.
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Curricular (BNCC), publicada em 2017 pelo Ministério da Educacgéo, descrita como
“‘um documento de carater normativo que define o conjunto organico e progressivo de
aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das
etapas e modalidades da Educacgéo Basica” (BRASIL, 2017, p. 7). Por essa razéo, e
sendo um documento nacional, espera-se que todas as escolas (publicas e
particulares) sigam suas diretrizes. Ao longo desse documento, estdo descritas as

competéncias que devem ser construidas com os alunos em cada fase, sendo que,

Na BNCC, competéncia é definida como a mobilizacdo de conhecimentos
(conceitos e procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e
socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da
vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho
(BRASIL, 2017, p. 8).

Assim, considera-se 0 conhecimento escolar como uma ferramenta de atuacéo
no mundo. Por esse motivo, os curriculos individuais das escolas (e, por
consequéncia, as aulas desenvolvidas pelos professores) devem visar ndo sé os
conteudos a serem apresentados em cada ano, mas também sua correlacdo com a
vivéncia do aluno, além de proporcionar a este as ferramentas necessarias para que
ele desenvolva a capacidade de fazer essas correlagdes sozinho.

Ao tratar de Matemética nesses curriculos, essa orientagdo torna-se mais
evidente. Os PCN, em sua descricdo da area de Matematica, destacam que “A
atividade matematica escolar ndo é ‘olhar para coisas prontas e definitivas’, mas a
construcdo e a apropriacdo de um conhecimento pelo aluno, que se servira dele para
compreender e transformar sua realidade.” (BRASIL, 1997, p. 19).

A BNCC, por sua vez, afirma que

[...] espera-se que eles [o0s alunos] desenvolvam a capacidade de identificar
oportunidades de utilizagdo da matemética para resolver problemas,
aplicando conceitos, procedimentos e resultados para obter solugbes e
interpreta-las segundo os contextos das situacfes (BRASIL, 2017, p. 265).

Nota-se, portanto, que ambos os documentos reforcam a ideia de que o
conhecimento deve se tornar algo funcional para os alunos. Em outros termos, néo se
deve simplesmente saber manipular um objeto matematico, mas sim saber como ele
se apresenta na realidade e quais de suas particularidades auxiliam o aluno a atuar
nesse mundo.

Para se alcancar esse objetivo, os documentos nacionais identificam um
aspecto importante no estudo da Matematica: as representacfes em sua linguagem.
Segundo os PCN,

No ensino da Matematica, destacam-se dois aspectos basicos: um consiste
em relacionar observacdes do mundo real com representacfes (esquemas,
tabelas, figuras); outro consiste em relacionar essas representagfes com
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principios e conceitos matematicos. Nesse processo, a comunicacdo tem
grande importancia e deve ser estimulada, levando-se o aluno a “falar” e a
“escrever” sobre Matematica, a trabalhar com representacdes graficas,
desenhos, construcdes, a aprender como organizar e tratar dados (BRASIL,
1997, p.19).

A comunicagdo, a qual o texto se refere, pode ser feita de diferentes maneiras.
Uma delas, € utilizando uma linguagem proépria, denominada a linguagem matematica,
constituida por um conjunto de simbolos proprios (denominados suas letras e que
formam o alfabeto dessa linguagem), assim como por formacdes utilizando tais letras
e que admitem algum significado matematico (formagcBes essas denominadas
palavras e que formam o vocabulario dessa linguagem). Vale destacar que a
linguagem matematica ndo possui oralidade (GRANGER, 1974 apud SILVEIRA,
2014), necessitando, portanto, de uma lingua natural para ser verbalizada.
Consequentemente, e, em particular, em sala de aula, a comunicagéo oral sobre
Matematica é sempre feita em uma lingua natural, sendo usada tanto pelo professor
(para explicar os conceitos) quanto pelo aluno (para expor seu pensamento).

A partir dessa ideia, € destacado na BNCC que o aluno deve desenvolver o
letramento matematico durante o Ensino Fundamental. O sentido dado a essa
expressdo esta descrito no documento Matriz de Avaliacdo de Matematica - PISA*
2012:

Letramento matemético é a capacidade individual de formular, empregar, e
interpretar a matematica em uma variedade de contextos. Isso inclui
raciocinar matematicamente e utilizar conceitos, procedimentos, fatos e
ferramentas matematicas para descrever, explicar e predizer fenémenos.®

Entende-se, entdo, letramento matematico como a compreensao da
Matematica que o aluno deve desenvolver, assim como a habilidade de aplicar esse
conhecimento de modo mais amplo. Esses aspectos ndo sdo somente dos conceitos
matematicos, mas também de sua escrita, considerando que para se comunicar e

aprofundar seu conhecimento matematico é imprescindivel o uso da linguagem

matemaética.

4 O Programme for Internacional Student Assessment (PISA), é uma avaliacéo desenvolvida pela
Organizagéo para a Cooperacéo e Desenvolvimento Econdmico (OCDE) que visa “medir como os
estudantes que se aproximam do final da escolaridade obrigatoria adquiriram os conhecimentos e
habilidades essenciais para a plena participacdo na sociedade” (Disponivel em:
<http://www.oecd.org/pisa/pisaproducts/37474503.pdf>. Acessado em: 12 out 2021). Apesar de
nao fazer parte da OCDE, o Brasil é avaliado desde o inicio do programa. O carater politico dessa
avaliacdo faz com que ela sirva de parametro para os curriculos nacionais do Ensino Fundamental,
0 que dita a base para curriculos individuais das escolas.

5 Essa definicéo esta disponivel no site:
<https://download.inep.gov.br/acoes_internacionais/pisa/marcos_referenciais/2013/matriz_avaliaca
0_matematica.pdf>. Acessado em: 28 mai 2021
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Além disso, a BNCC ainda destaca que a Matematica “precisa garantir que 0s
alunos relacionem observac6es empiricas do mundo real a representacdes (tabelas,
figuras e esquemas) e associem essas representacdes a uma atividade matematica
(conceitos e propriedades), fazendo inducgdes e conjecturas” (BRASIL, 2017, p. 265).
Essa garantia € obtida com a transmissdo de contetdos, mas também com as
diferentes formas de se expressar matematicamente. O processo de usar a linguagem
matematica para descrever um problema do cotidiano € chamado de modelagem
matemética (ALMEIDA, SOUSA, TORTOLA, 2015), e tem destaque fundamental
nessas orientagoes.

As reflexdes levantadas nos PCN e na BNCC servem de base e estdo
presentes no curriculo desenvolvido pela Secretaria Municipal de Educacao do Rio de
Janeiro anualmente. Devido a pandemia de Covid-19, foi analisado o curriculo
municipal disponibilizado pela prefeitura no comecgo de 2020, estabelecendo todos os
conteudos previstos para os anos do Ensino Fundamental. Por conta das dificuldades
gue surgiram apo6s o periodo de fechamento das escolas, os curriculos de 2021 e
2022 foram adaptados para que o aluno tivesse acesso a assuntos do ano anterior.
Tendo em vista que esses curriculos diminuiram a quantidade de contetdos
programados para 0 segmento correto e que seu carater é temporario (para atender
uma demanda imediata), este estudo utiliza o curriculo original como objeto de andlise
(isto €, aquele utilizado no periodo pré-pandemia). O motivo principal dessa escolha
foi reconhecer que o original condiz com os objetivos previstos na BNCC e com aquilo
que se deseja que os alunos desenvolvam, devendo voltar a ser adotado o quanto
antes, a fim de minimizar efeitos prejudiciais no futuro. Além disso, a autonomia do
professor em sala de aula, no municipio, permite que esses conteudos sejam tratados
da forma adequada.

De acordo com as orientagfes curriculares, disponibilizadas no inicio de 2020

O Curriculo de Matematica da Secretaria Municipal do Rio de Janeiro enfatiza,
em sua proposta pedagaogica, a importancia de que os conceitos matematicos
sejam construidos a partir de situacdes contextualizadas, significativas,
utilizando o conhecimento prévio dos alunos, aprimorando sua capacidade de
abstracdo e autonomia na resolucdo de problemas, com uma metodologia
significativa que promova o desenvolvimento integral (Prefeitura, 2020, p. 2).

Assim como para outras areas, a aprendizagem do aluno esta vinculada a
forma de ele expressar seu conhecimento. Como a maneira de se exprimir
matematicamente é feita por meio da linguagem matematica, ao longo dos Anos

Iniciais 0 aluno deve aprender a lidar adequadamente com ela.
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Tanto a contextualizacdo quanto a aplicabilidade da matematica estdo
diretamente relacionadas com a ideia de expressdo em linguagem matematica. Para
resolver qualquer problema aplicado, o aluno deve ler e interpretar o problema,
identificando quais conceitos devem ser utilizados, e depois escrever as informacdes
em linguagem matematica (utilizando seu vocabulario e sua graméatica) e, s6 entéo,
realizar as operacfes necessarias para se chegar ao resultado. Esse procedimento (a
modelagem matematica) foi descrito por Biembengut e Hein (2000) por meio das
etapas de Interacdo, Matematizacdo e Modelo Matemético, que envolvem,
respectivamente, a familiarizacdo com o problema, sua formulacéo e a interpretacéo
da solucédo, dentre outras subetapas.

Da mesma forma que os PCN e a BNCC descrevem o Ensino Fundamental
como a base (conforme dito anteriormente), o curriculo da Prefeitura destaca que “As
habilidades desenvolvidas nos anos iniciais visam a construir a base para 0s
conhecimentos a serem adquiridos nos anos seguintes e, a partir dela, os
conhecimentos matematicos no Ensino Fundamental desenvolvem-se de forma
sequencial.”. Isso demonstra uma preocupagao em estabelecer uma base que permita
ao aluno raciocinios cada vez mais avancados, com o0 passar dos anos. Como, em
geral, um professor especialista em Matematica néo leciona turmas de Anos Iniciais,
essa ideia de evolucédo dos conhecimentos deve ser desenvolvida a partir do 6° ano,

tendo em vista tanto os Anos Finais quanto o Ensino Médio.

1.2 Elementos de Func¢des nos Curriculos

No que diz respeito especificamente a Fun¢gdes no Ensino Fundamental, a
BNCC posiciona esse contetido na unidade tematica Algebra e determina que o aluno
deve entender seu principio ao mesmo tempo em que utiliza suas representacdes
para resolver problemas (BRASIL, 2017), conforme descrito na 62 habilidade do 9°

ano (codigo® EFO9MAO06). Porém, o estudo dos requisitos necessarios para a correta

6 Cada habilidade descrita na BNCC possui um codigo indicando o periodo da educag&o basica
(Ensino Fundamental ou Ensino Médio), o ano a que se destina, a disciplina em que ela esta inserida
e o numero da habilidade, de maneira sequencial. Por essa razdo, o codigo EFO9MAO06 (relativa ao
contedudo de Fungdes) corresponde a 62 habilidade referente a disciplina de Matematica do 9° Ano do
Ensino Fundamental.
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compreensao do conceito de fungcdo comeca antes disso. Observando a definicdo

dessa unidade tematica, destaca-se que

A unidade tematica Algebra, por sua vez, tem como finalidade o
desenvolvimento de um tipo especial de pensamento — pensamento algébrico
— que é essencial para utlizar modelos matematicos na compreenséo,
representacdo e analise de relacdes quantitativas de grandezas e, também, de
situacOes e estruturas matematicas, fazendo uso de letras e outros simbolos
(BRASIL, 2017, p. 270).

E possivel notar, no final dessa citacdo, o reconhecimento da necessidade em
saber se expressar adequadamente em linguagem matematica. Para isso, é de
grande importancia a compreensdo de sua gramatica, o que € tratado com mais
detalhes na Sec¢éao 1.3.

Além disso, esse documento também frisa que as ideias de equivaléncia,
variacao, interdependéncia e proporcionalidade sdo a base dessa unidade temética
(BRASIL, 2017). Esses conceitos permitem representar relacdes entre variaveis,
podendo gerar fun¢des baseadas nessas ideias.

Considerando que as unidades tematicas séo tratadas ao longo de todo o
Ensino Fundamental, o pensamento algébrico deve ser estimulado desde os Anos
Iniciais e sua escrita comeca a ser formalizada a partir do 7° ano desse ciclo. Até o
inicio da formalizacdo algébrica, as ideias mais exploradas sdo as relacdes de
proporcionalidade entre quantidades (por meio de problemas praticos e com uma
escrita onde o aluno justifique seu pensamento).

Ainda identificando os assuntos relacionados a Funcgdes, o plano cartesiano é
uma ferramenta importante para uma de suas representacdes e esta presente no
curriculo do Ensino Basico. Na unidade tematica Geometria, destaca-se esse topico
como o principio da Geometria Analitica, area que relaciona a Geometria e a Algebra.
Nos Anos Iniciais, os alunos s&o incentivados a fazer atividades envolvendo
coordenadas (dizer a posicdo de um objeto em um plano com semieixos vertical e
horizontal demarcados, por exemplo). Nos Anos Finais, as atividades focam em
representacdes de pontos na reta numeérica, evoluindo para sua representacdo no
préprio plano cartesiano, onde também devem ser representadas graficamente, por
retas, equacdes de 1° grau com duas variaveis.

A nocao de conjunto também comeca desde os Anos Iniciais com conjuntos de
objetos, muitas vezes utilizados para que os alunos identifiguem a quantidade de
elementos e associem a um nimero. Durante os Anos Finais, inicia-se a formalizacao

dos conjuntos de natureza numérica, assim como a apresenta¢do de novos numeros
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gue compdem esses conjuntos. Os nimeros naturais sdo estudados desde o inicio do
Ensino Fundamental; ja os inteiros, os racionais e, por fim, os reais sao desenvolvidos
a partir do 7° ano, apresentando suas particularidades e caracteristicas especificas.
Em geral, a ideia de conjuntos nao é estendida a outros campos da Matematica, como
a Geometria, por exemplo.

Esses aspectos gerais fazem parte da BNCC e do curriculo da Prefeitura da
Cidade do Rio de Janeiro, sendo que o segundo expande e detalha as habilidades
previstas na primeira. Desse modo, sao apresentadas a seguir (Subsecao 1.2.1) as
habilidades relacionadas a Fungdes previstas no documento nacional para cada
segmento dos Anos Finais (a partir do 7° ano). Posteriormente (Subsecédo 1.2.2), é
feita uma analise das semelhancas e particularidades do documento municipal em

relacdo ao nacional.

1.2.1 Habilidades na BNCC

bY

Devido a Matematica apresentada na escola ter um carater crescente de
aprofundamento e abstracdo, € possivel identificar assuntos correlacionados com
Funcdes desde os Anos Iniciais. Porém, considerando somente os Anos Finais
destaca-se, a seguir, algumas habilidades especificas na BNCC que contemplam os
conceitos diretamente relacionados a Funcgoes.

No 7° ano, a 132, a 142 e a 152 habilidades se referem a linguagem algébrica e
a sua escrita adequada. Elas incluem a diferenciacdo entre incognita e variavel, a
identificacdo de sequéncias recursivas e a escrita para expressar a regularidade de
determinadas sequéncias numéricas (BRASIL, 2017). Ainda nesse ano, a 172 e a 182
habilidades tratam de problemas envolvendo grandezas direta e inversamente
proporcionais e de equacfes do 1° grau; isto sugere que o aluno utilize a linguagem
matematica adequada para descrever os problemas relativos a esses topicos, para
entdo resolvé-los (BRASIL, 2017).

Com respeito ao 8° ano, a 72 habilidade da BNCC possui uma relacao préxima
com o conceito de funcdo, descrevendo a necessidade de se representar uma
equacdo linear do 1° grau com duas incégnitas no plano cartesiano (BRASIL, 2017).

Aléem disso, a 92 habilidade indica iniciar o estudo das equac¢des polinomiais do 2° grau
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do tipo ax? = b (isto é, aquelas cujo monémio do 1° grau possui coeficiente nulo); a
112 habilidade trata novamente de sequéncias recursivas (e a construgcdo de um
algoritmo), e as 122 e 132 habilidades abordam novamente a proporcionalidade,
inclusive indicando representa-la no plano cartesiano (BRASIL, 2017).

Por fim, no 9° ano, a 42 habilidade determina o estudo dos conjuntos numéricos
e a 62 habilidade define o que deve ser apresentado para os alunos de Ensino
Fundamental sobre Fungbes, como foi dito anteriormente. Nesta Ultima, esta descrito
que o aluno precisa “Compreender as fungdes como relagdes de dependéncia univoca
entre duas variaveis e suas representacdes numerica, algébrica e grafica e utilizar
esse conceito para analisar situacdes que envolvam relagcdes funcionais entre duas
variaveis.” (BRASIL, 2017). Essa descrigédo traduz a ideia citada pela BNCC desde o
principio: o aluno deve compreender o objeto a ponto de estar apto a utiliza-lo de
forma préatica em sua realidade, sendo possivel perceber um foco na ideia geral do
objeto e seu reconhecimento no dia a dia, por meio de suas representacoes.

Vale observar que a BNCC nao desenvolve amplamente os objetivos dessas
habilidades, se limitando a informaces muito basicas sobre o que é esperado. E
provavel que isso se deva as diferentes realidades regionais do pais, permitindo assim
gue seus estados e municipios (assim como as escolas particulares) desenvolvam um

curriculo mais préximo a vivéncia de sua populacao e, por consequéncia, do aluno.

1.2.2 Habilidades no Curriculo da Prefeitura da Cidade do Rio de Janeiro

A partir dessas habilidades apresentadas na BNCC, cada escola, bem como
cada Secretaria de Educacdo dos estados e municipios, definem um curriculo,
ampliando as habilidades a serem desenvolvidas e correlacionando diretamente com
os conteudos abordados em cada ano escolar. Observando o curriculo disponibilizado
pela Prefeitura da Cidade do Rio de Janeiro em 2020, sdo destacados a seguir 0s
conteudos e as habilidades dos Anos Finais que se relacionam diretamente com a
BNCC e com o conteudo de Funcdes.

No 7° ano, o foco da Algebra permanece em apresentar ao aluno a linguagem
algébrica, além de tratar de sequéncias e propor¢des. Por esse motivo, os contelddos

abordados nesse ano, a partir do 2° bimestre, sdo: pensamento algébrico, expressoes,
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equacdes, proporcionalidade, razbes, proporcdes e escalas (sendo os trés ultimos
tratados apenas no 4° bimestre). Esses conteudos estdo relacionados com 16
habilidades descritas em Prefeitura da Cidade do Rio de Janeiro (2020). Duas destas
merecem destaque por sua importancia para 0s anos seguintes, assim como para o
estudo de Funcgdes. S&o elas: a diferenciacdo entre incognita e variavel, e a
compreensao da linguagem algébrica mediante problemas representados por
expressodes e equacdes (que também sado previstos na BNCC).

No 8° ano, por sua vez, diferenciam-se 0s conjuntos numéricos, com énfase
nos conjuntos dos numeros racionais e dos irracionais. Embora ja se utilize as
representacdes fracionaria e decimal (finito) de niUmeros racionais, nesse periodo o
aluno é apresentado as dizimas periodicas. A partir disso, uma das habilidades visa a
identificacdo de quais nUmeros s&o racionais e quais sao irracionais. Essa questédo
ndo é destacada na BNCC, porém o trabalho com o conjunto dos nimeros racionais
corresponde a 13 habilidades do curriculo da prefeitura nesse periodo.

Ainda nessa fase, amplia-se o estudo das expressdes algébricas, iniciado no
7° ano, reforcando o pensamento abstrato e representando, no plano cartesiano,
equacbes de 1° grau com duas variaveis (seguindo a orientacdo do documento
nacional). Os contetidos de Algebra a serem abordados nesse periodo sdo: variaveis,
expressodes algébricas, equacdes de 1° grau com uma incognita, inequacdes de 1°
grau com uma incognita e sistemas de equacfes de 1° grau com duas incognitas.
Nesse momento, o trabalho com as inequacdes se limita a suas resolucdes. Porém,
ao aprofundar o estudo de fung¢des no 1° Ano do Ensino Médio, esse assunto é
fundamental para a analise de informacdes e interpretacéo de graficos. Além disso, é
no estudo dos sistemas de equacdes de 1° grau que o aluno € levado a representar
essas equagdes em um plano cartesiano. A secdo de Algebra é dividida em 31
habilidades, o que demonstra uma preocupac¢do com contetdos algébricos.

Por fim, no 9° ano, as fun¢des constituem uma parte especifica do curriculo.
Seus casos particulares (afim, linear e quadratica) sdo estudados tanto por meio de
suas representacdes algébricas quanto graficas, assim como seus elementos
principais (por exemplo, coeficientes, raizes e vértice, no caso da quadratica) e
problemas aplicados. Esse contetdo faz parte do 3° e do 4° bimestres de Prefeitura
da Cidade do Rio de Janeiro (2020).

Nos dois primeiros bimestres, alguns assuntos necessarios para esse

aprendizado também séo estudados. No primeiro bimestre, tem-se a descricdo dos
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nameros reais, assim como sua ordenacgéo e posicionamento na reta numerica. Além
disso, as equacdes do 2° grau sao estudadas no segundo bimestre.

Com relacdo a distribuicdo dos conteudos nas habilidades previstas nesse
curriculo, tém-se: numeros reais, divididos em 14 habilidades; equacdes de 2° grau,
descritas em 10; e Func¢des, tratadas em 21 (estas Ultimas estdo nas Figuras 1 e 2).
Na organizacédo desse curriculo, as habilidades que sdo consideradas essenciais para
o aluno desenvolver no periodo proposto sdo destacadas em negrito. Dentre as
relacionadas a Fungdes, cinco’ sdo essenciais, sendo uma sobre a ideia geral (como
indica a BNCC), duas sobre plano cartesiano e duas relacionadas a representagao
gréfica de Funcdes.

Nota-se que, apesar de funcéo ser um conceito importante e permear diferentes
areas da Matemadtica, o curriculo inclui mais habilidades que a BNCC, porém mantém
uma abordagem superficial.

Figura 1 — Trecho 1 do curriculo da Prefeitura da Cidade do Rio de Janeiro®

AT OBJETOS DE
1* a» 3 & CONHECIMENTO

Identificar as fungdes como relagdes de dependéncia univoca entre duas
variaveis @ suas represantagdes (numérica, algébrica e grafica) e utilizar
este conceito para analisar situagdes que envolvem relagdes funcionais
entra duas variaveis.

Interpretar graficos ndo convencionais de fungdes que representam siluagbes
da vida real.

Resolver problemas que envolvam a razdo entre duas grandezas de
espacies diferentes, como velocidade e densidade demografica.

Assodar uma equacdo linear de 17, com duas varidwais, a uma reta no plano
canesiano. Nocaode fungio.

Reconhecer a raiz ou zero da funclio do 1° grau, e assoda-lo com o ponio no
qual o seu grafico intlercepta o eixo das abcissas,

Grafico de funcao.

Reladonar a solugio de sislemas de duas equagies do 1° grau com duas

ariaveis a sua representa eomélirica no plano caresiano.
B w309 P Proporcionalidade.

Haborar & resolver problemas gque envolvam relagdes de
proporcionalidade direta ou inversa entre duas ou mais grandezas,
inclusive escalas, divisdes em partes proporcionais e taxa de variacdo,
em contextos socioculturais, ambientais e de outras dreas.

ALGEBRA

% ® Fungdo do 1° grau.

Fungdo do 2° grau.
Construir e analisar grficos de fungdes, relacionando-os a sua

representagdo algébrica e obs ervar seucompartamento. . ® *
Reconhacer s& um grafico no plano cartesiano é de uma fungio ou ndo. ks
Reconhecer fungao polinomial do 2° grau ou quadratica. x

Reladonar os 2eros ou raizes de uma fungdo guadralica com as raizms de
umaequagao do 2° grau.

Reladonar o wértice da parabola que representa uma fungdo quadmtica
coma o ponto no qual o wvalor da funglo & maxmo ou minimo, com ou sem o ®
us o de recurs os computacionais.

Determinar o wérlice da parabola que representa uma funglo quadralica como
o que tem abcissaigual 3 média das raizes dafungdo.

Fonte: Prefeitura da Cidade do Rio de Janeiro, 2020, p. 85

" As Figuras 1 e 2 ilustram sete habilidades em negrito, porém, duas (a 32 e a 72 habilidades descritas
no quadro) estéo relacionadas ao contetddo de proporcionalidade e ndo necessariamente seréo
tratados com func¢des.

8 Observa-se que o curriculo utiliza a nomenclatura Fungdo do 1° grau e do 2° grau, que ndo sio
adequadas, como discutido nos Capitulos 2 e 3.



24

Figura 2 — Trecho 2 do curriculo da Prefeitura da Cidade do Rio de Janeiro

= COMPONENTE CURRICULAR — MATEMATICA
ANO u BIMESTRE OBJETOS DE
HABILIDADES CONHECIMENTO
1" F i 3 4°
Reconhecer a simetria existente no grafico da funcéo do 2° grau.
%
Determinar as coordenadas do vértice de uma parabola a partir da
fungo. X
Relacionar o discriminante & os coeficientes com a parabola descrita Fungéio do 2° grau.
%
pela fungao. Localizag#o de pontos no
Interpretar informagdes apresentadas por meio de coordenadas plano cartesiano.
caresianas. * x x X
< Representar pontos no plano cartesiano e seus guadrantes. Grafico de fungdo do 17 grau
> * * x * | (reta). Raiz da fungsin do 1°
w
Q Canstruir o grafico de uma fungdo, a partir de pares de solugbes de grau.
< sua equacio ou cujas coordenadas safisfazem a lei de formaco da %
fungio.
Grafico de funcéo do 2° grau
Eshogar o grafico de uma fungio quadrdtica. % (pardbola). Raiz da fungio
Reconhecer que a concavidade da pardbola representa uma fungio do 2° grau.
quadratica muda. X
Determinar as coordenadas do wértice de uma parabola a partir de
seu grafico. X
Interpretar graficos de fungbes quadriticas: ponto do wértice e zeros
da fungdo. X

Fonte: Prefeitura da Cidade do Rio de Janeiro, 2020, p. 86

1.3 Linguagem Matemaética e sua Gramaética

Nas orientacbes gerais dos curriculos apresentadas na Secdo 1.1, e nas
habilidades descritas na Secdo 1.2, percebe-se um enfoque na importancia de se
expressar adequadamente em linguagem matematica. Para isso, € necessario que
tanto o professor quanto o aluno a compreendam.

De acordo com Ribeiro (2004), uma linguagem é algo que se refere a qualquer
tipo de representacdo do pensamento, como sinal, simbolo, gesto ou som. Dessa
forma, a expressdo escrita do pensamento matematico é feita por meio de sua
linguagem propria. Embora esse pensamento seja oralmente expresso em uma lingua
natural, para a escrita, utiliza-se um alfabeto préprio, constituido por algarismos e
simbolos matematicos, além de letras dos alfabetos latino e grego (CUNHA,
VELASCO, 2019). Ainda que essas letras ndo possuam um som proprio, elas admitem
significados matematicos que dependem do contexto em que estdo sendo
empregadas. Por exemplo, em Algebra, letras mailsculas do alfabeto latino
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usualmente nomeiam conjuntos ou matrizes. Sendo assim, a palavra A pode significar
“um conjunto” ou “uma matriz”, dependendo do contexto. Em Geometria, por sua vez,
letras mailsculas latinas geralmente expressam nomes de pontos. Logo, nesse
contexto, a mesma palavra “A” significa “um ponto”. Os algarismos e simbolos
matematicos sao utilizados para representar, respectivamente, constantes
conhecidas®, e relacbes e operacdes, por exemplo; as letras mintsculas do alfabeto
latino, por sua vez, representam constantes desconhecidas, variaveis, retas, entre
outros elementos; e as letras do alfabeto grego s&o utilizadas para representar
determinadas constantes irracionais (como ) e alguns elementos geométricos (como
planos, por exemplo).

Em seus estudos, tanto Cunha e Velasco (2019) quanto Farias e Costa (2020)
consideram a linguagem matematica como uma linguagem propriamente dita, e que
por essa razdo, necessita de regras para estabelecer a comunicagdo. Cunha e
Velasco (2019) reforcam que essas regras formam a gramatica dessa linguagem e 0s
signos utilizados séo as letras de seu alfabeto. Portanto, entende-se que a linguagem
matematica também possui um alfabeto proprio e uma gramatica, a partir dos quais
entende-se que a expresséo 2 + 3 = 5 € compreensivel, ao passo que, por exemplo,
23+4+= 5 ndo possui significado.

Desde os Anos Iniciais do Ensino Fundamental, o aluno jA comega a lidar com
a linguagem matematica. Esse primeiro contato, muitas vezes, se limita a algarismos
e simbolos mateméaticos béasicos (como operadores aritméticos e relacionais, por
exemplo). Nos Anos Finais do Ensino Fundamental, orientado pelo professor
especialista, 0 aluno passa a conhecer outros elementos da linguagem matematica,
como os utilizados para expressar as variaveis e 0s objetos geométricos. Esses
elementos séo representados por letras do nosso alfabeto (latino), ja sendo, portanto,
conhecidas pelos alunos devido a seu uso no dia a dia, na lingua portuguesa (e que
estdo, nesse contexto, associadas a sons, ao passo que, em linguagem matematica,
estdo associadas a conceitos). Esse é o ponto onde a falta de compreensao da
linguagem matematica interfere no aprendizado do aluno. Assim sendo, novas regras
devem ser apresentadas, juntamente com esses elementos, para que o aluno
compreenda como utiliza-las, desde o inicio.

Refor¢gando os documentos destacados nas Segbes 1.1 e 1.2, Farias e Costa

9 Alguns numeros irracionais sdo representados por letras, tais como m, e, etc.
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(2020, p.158) ressaltam a aprendizagem como “a capacidade de interpretarmos,
entendermos, enfrentarmos e buscarmos soluc¢des para situacdes novas a partir das
ferramentas cognitivas que construimos com nossas experiéncias”. Essa ideia
evidencia a necessidade de uma alfabetizacdo em linguagem mateméatica adequada,
sempre adaptando ao nivel de maturidade do aluno.

Diferentemente da alfabetizacdo em lingua materna, onde o aluno aprende todo
o alfabeto e as regras de construcdo de palavras nos Anos Iniciais, uma alfabetizacéo
em linguagem matematica possui estagios de acordo com o nivel de escolaridade do
aluno. Essa ideia se traduz em apresentar apenas as letras do alfabeto da linguagem
matematica que se relacionam com um novo conceito e explicar as regras para isso,
tomando cuidado com o aprofundamento da escrita. Por exemplo, ao apresentar a
ideia de retas paralelas, ndo € necessario escrever toda a sentenca que define esse
conceito (asaberr,s | (3a | r,s ca),r Nns = @, ou seja, duas retas coplanares que
nao se intersectam), mas pode-se apresentar o signo //, que indica paralelismo,
escrevendo simplesmente r //s.

Ao estudar a gramatica da linguagem matematica, Cunha e Velasco (2019)
identificaram regras especificas em relacdo as diferentes areas da Matematica. Por
exemplo, em Algebra, conforme dito anteriormente, um conjunto é usualmente
representado por uma letra maiuscula do alfabeto latino; em Geometria, por sua vez,
uma reta (que é um conjunto de pontos) é representada por uma letra minuscula latina.
As diferencas encontradas levaram os autores a identificar diferentes dialetos da
linguagem matematica de acordo com a area a que se referem. Dessa forma, os
autores identificaram ainda os dialetos Aritmetiqués, Algebrés, Logiqués e
Geometriqués (relativos, como os préprios nomes indicam, a Aritmética, Algebra,
Légica e Geometria, respectivamente).

Ao estudar o conceito de fungéo no Ensino Bésico, usualmente foca-se em dois
tipos de representacfes (a algébrica e a gréfica), que exigem do aluno determinados
conhecimentos de Algebra e de Geometria.

Para lidar com a expressdo algébrica de uma funcdo, o aluno deve
compreender como as variaveis sdo representadas, o significado de expressdes que
as relacionam e o conceito de equagdes. Para uma representacdo mais completa,
também € necessario que ele saiba representar um conjunto e indicar o dominio e o
contradominio da funcéo. Essas necessidades implicam em, desde o 7° ano, aprender

as letras do alfabeto da linguagem matematica presentes no estudo de expressdes
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algébricas, compreendendo seu significado, e ndo tratando como um objeto
“‘emprestado” da lingua portuguesa.

O devido conhecimento de nocbGes basicas de Geometria Analitica (que,
conforme dito anteriormente, consiste em relacionar Geometria a Algebra) auxilia na
representacdo grafica de fungcbes. Nesse sentido, o aluno deve compreender que
retas e planos sdo conjuntos constituidos por pontos, e se utilizar de conceitos
algébricos para, primeiro, representar 0s conjuntos numéricos em uma reta
(denominada reta numérica) e, em seguida, construir o plano cartesiano,
possibilitando a expressao gréafica desejada.

Para que exista uma melhor apropriacdo de um signo, € importante que seu

significado esteja bem claro para o aluno, como defendem Ponte, Branco e Matos:

Ao longo do ensino basico, as atividades realizadas pelos alunos devem
contribuir para que eles desenvolvam o sentido de simbolo. Continuando a
valorizar o simbolismo, mas promovendo a sua apropriagdo em contextos de
trabalhos significativos (...) (PONTE; BRANCO; MATOS, 2009, p. 76).

Baseando-se, entéo, nos estudos de gramatica da linguagem matematica e nas
diretrizes elencadas na BNCC, a apresentacao das regras de escrita nessa linguagem
passa a ser fundamental para uma escrita correta e esta de acordo com o letramento
matematico descrito para o periodo. Para entender o significado dos objetos
matematicos apresentados, € importante que o aluno tenha contato com a forma
correta de se expressar.

Uma ferramenta importante para tratar o significado e a escrita em linguagem
matematica é o processo de modelagem matematica. Isso acontece, pois ele tem o
objetivo de ligar os conceitos matematicos com a realidade, como dizem Biembengut
e Hein (2000). Se desconectada da realidade, a Matematica se torna, para grande
parte dos alunos, apenas um emaranhado de “letras”, “formulas” e “procedimentos”
sem sentido algum, aumentando ainda mais o desinteresse e a apatia por parte deles.

Com o objetivo de uma atividade ter mais sentido para o aluno e possibilitar
uma maior interacdo, € necessario conhecer as etapas do processo de modelagem;
sao elas: promover uma pesquisa a respeito do tema a ser estudado, identificar os
conteudos matematicos aos quais esse tema esta relacionado, escrever
adequadamente em linguagem matematica a expressao que descreve o0 problema,
analisar os dados obtidos a partir de sua resolucao e validar o modelo. Todas essas
etapas implicam uma maior participagdo do aluno e um trabalho de mediacdo do

professor, o que possibilita uma correlacdo dos conteidos dados em aula com a
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realidade em que o aluno vive. Essa possibilidade s6 se confirma se a situacao-
problema envolver algo palpavel para ele. Com isso, qualquer atividade com esse
intuito deve passar por uma avaliacdo (por parte do professor) sobre a realidade

desses estudantes. Fernandes (2012, p.23) destaca:

Percebe-se que o ato de ensinar pode basear-se no contexto sociocultural
dos individuos envolvidos no processo de aprendizagem, proporcionando-
Ihes o desenvolvimento e estruturacéo do pensamento l6gico matematico, da
criatividade, do compreender e apreender 0s conceitos e conhecimentos. E,
assim solidificar os principios matematicos, com o intuito de intervir em sua
realidade social, histérica e cultural quando necessario.

Deste modo, faz parte do papel do professor utilizar em sala de aula exemplos
e atividades que sejam condizentes a realidade do aluno. Considerando que muitos
materiais didaticos sao utilizados em ambito nacional, a regionalizacdo das atividades
depende diretamente do contato do professor com a turma e a observacdo das
peculiaridades de cada turma.

Além do distanciamento de alguns problemas apresentados, os alunos
costumam ter dificuldades em interpreta-los e identificar as ferramentas matematicas
mais adequadas para resolvé-los. E possivel observar dois pontos onde essas
dificuldades se originam. O primeiro ocorre quando da interpretacdo do texto
apresentado, que depende nao so6 dos significados das palavras da lingua portuguesa
como também da compreensdo geral do texto, permitindo sua expressao em
linguagem matematica. O segundo ocorre justamente na expressdao do problema
nessa linguagem. Esses problemas podem ser minimizados se o aluno tiver mais
seguranca e uma maior apropriacdo do vocabulario da linguagem matematica,
referente a seu nivel escolar. Portanto, a apresentacéo de tal vocabulario, alinhado ao
real significado dos conceitos matematicos, é fundamental para uma maior
aprendizagem do aluno e um maior aproveitamento, no sentido de obter as

competéncias descritas na BNCC.
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2 CONCEITOS MATEMATICOS RELACIONADOS A FUNCOES

Uma das formas de o aluno conhecer a pronancia de uma palavra, ao iniciar os
estudos de leitura da lingua natural, é por intermédio de seu significado. Na chamada
rota lexical de pronuncia, o aluno tem “um reconhecimento visual do item escrito, e 0
leitor tem acesso ao significado daquilo que esta sendo lido antes de emitir a pronancia
propriamente dita.” (Capovilla et al., 2004). Isso pode ser observado desde o primeiro
estagio de aquisicéo de leitura e escrita, conhecido como estagio logograficol?, onde
a crianga comecga a “ler” identificando a palavra escrita como uma imagem que
representa um determinado significado.

A partir desse raciocinio, € possivel observar uma associacdo das palavras
escritas com imagens que trazem a representacédo do objeto em algumas atividades
propostas para 0os Anos Iniciais nos materiais didaticos oferecidos pela Prefeitura do
Rio de Janeiro, tanto nos de lingua portuguesa quanto nos de lingua estrangeira
(Figuras 3 e 4). Nessas atividades, o aluno € levado a associar a palavra a sua
imagem.

Figura 3 — Atividade do 1° ano do Ensino Fundamental de lingua portuguesa

2.LEIAOS NOMES ABAIXO EESCREVA-OSDEACORDO COMAS IMAGENS.
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Fonte: Secretaria Municipal de Educagéo, 2022, p. 17
Essas vivéncias originam a seguinte reflexdo: conhecer o significado de uma
palavra é fundamental para a compreensdo da lingua, pois dessa forma € possivel
comunicar o que se esta pensando de maneira adequada. Nao é diferente com a
linguagem matematica: deve-se correlacionar as palavras escritas nessa linguagem

com seu(s) significado(s). Por exemplo, a expressdo escrita em linguagem

10 Segundo Capovilla et al. (2004), nesse estagio, “a crianga trata o texto como se fosse um desenho,
ndo atentando ao cAdigo de correspondéncias entre determinadas letras e combinacdes de letras
(isto é, grafemas) e seus respectivos sons da fala (isto €, fonemas).”.
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matematica 2x, pode significar “o dobro de um numero” ou “o produto de dois por um
namero”, dentre outros significados.

Figura 4 — Atividade do 1° ano do Ensino Fundamental de lingua inglesa
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. ﬁ I HAVE A BLACK CAT. ]

Fonte: Secretaria Municipal de Educagéo, 2022, p. 14

Porém, enquanto na lingua materna tem-se o contato com seu vocabulério
desde o nascimento e aprende-se seu alfabeto desde pequeno, na linguagem
matematica ambos sdo apresentados conforme o aluno avanca nos anos escolares,
e certos vocabulos (por exemplo, x?) se limitam ao ambiente escolar. Isso porque
muitos conceitos matematicos requerem certo grau de abstracdo para serem
desenvolvidos, exigindo assim, uma maior maturidade do aluno.

Em relacdo ao estudo de Funcgdes, sdo apresentados, ainda nos Anos Finais
do Ensino Fundamental e de forma superficial, apenas uma introdugdo ao assunto,
bem como algumas de suas caracteristicas. Por essa razdo, foi identificada uma
tendéncia por parte dos materiais, em simplificar tanto os conceitos quanto suas
respectivas escritas, 0 que, na maioria das vezes, causa confusdo tanto na
compreensao inicial quanto no aprofundamento nos anos futuros.

Sem compreender os significados de modo adequado, e realizando calculos de
maneira mecanica, o aluno tende a distanciar a Matematica de seu cotidiano e a
encontrar mais dificuldades para entender o porqué de aprender essa disciplina. E
com o gradual aprofundamento dos conceitos, os assuntos das séries futuras fazem
menos sentido ainda para o aluno, causando um impacto negativo também em outras
disciplinas que envolvem calculos matematicos, como a Fisica e a Quimica, por
exemplo.

Assim, inicia-se este capitulo com as definicbes matematicas de Relacgdes,

Funcdes, Expressdes e Equacbes, baseadas em Domingues e lezzi (2018) e Lima et
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al (2006), buscando deixar mais claros ao leitor certos aspectos importantes dessas
definicbes (Secdo 2.1). Em seguida, analisam-se como tais conceitos s&o
apresentados nos livros didaticos e no material didatico da Prefeitura do Rio de

Janeiro, disponiveis em uma escola municipal (Se¢éo 2.2).

2.1 Principais Conceitos

Um dos principais conceitos matematicos relacionados a Func¢fes, que o0s
alunos estudam ainda no Ensino Fundamental, € o de relacdo. Em lingua portuguesa,
essa palavra tem, como um de seus significados, uma “ligagdo que existe entre
pessoas, coisas ou fatos” (RELACAO, 2022); isso implica dizer que é necessario
informar quais objetos estdo se relacionando. Esse ndo é o Unico significado da
palavra relacdo, mas € 0 que mais se aproxima de seu sentido matematico; nesse
caso, 0s objetos que se relacionam sao elementos de conjuntos. No entanto, existem
algumas particularidades a mais que caracterizam uma relacdo, descritas a seguir.

Dados dois conjuntos nao vazios quaisquer, é possivel formar pares
ordenados tomando os elementos de ambos, na ordem em que 0S conjuntos sao
descritos. O modo mais amplo de formar esses pares € por meio do produto
cartesiano. Define-se o produto cartesiano de dois conjuntos, como 0 conjunto de
todos os pares ordenados de elementos de ambos. Em outros termos, o produto
cartesiano de A por B, nomeado por A X B, é definido por:

AxB={(a,b)la€eAbeB}.

Por exemplo, o produto cartesiano do conjunto A = {1,2,3} pelo conjunto

B = {4,5, 6} é dado por
AxB=1{(1,4),(1,5),(1,6),(2,4),(2,5),(2,6),(3,4),(3,5),(3,6)}.

Embora os subconjuntos dos numeros reais sejam 0s mais utilizados em
produtos cartesianos, 0s conjuntos A e B nao precisam ser necessariamente
numéricos. Um exemplo de conjuntos ndo numéricos sao o0 conjunto M =
{Ana, Bianca, Carla} de maes e o conjunto C = {Daniel, Enrico, Felipe} de criancas,
onde Ana é mée de Enrico, Bianca é mae de Felipe e Carla é mae de Daniel. O produto
cartesiano de um conjunto por outro é dado por

M x C = {(Ana, Daniel), (Ana, Enrico), (Ana, Felipe), (Bianca, Daniel),
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(Bianca, Enrico), (Bianca, Felipe), (Carla, Daniel), (Carla, Enrico), (Carla, Felipe)}.

Por sua vez, uma relacdo?!! entre os elementos de dois conjuntos é qualquer
subconjunto do produto cartesiano de um pelo outro; em outros termos, R é uma
relacdo entre os elementos de A e B quando R € A x B. Além disso, diz-se que dois
elementos estao relacionados (segundo uma certa relagéo) quando o par ordenado
composto por eles for um elemento de tal relacéo; isto €, dois elementos a € Ae b €
B estdo relacionados (segundo uma relacdo R) quando (a,b) € R. Nesse caso,
também se escreve a R b. Usualmente, o primeiro conjunto de uma relacao também é
conhecido como o conjunto de partida, e 0 segundo como o conjunto de chegada.

Voltando aos conjuntos A e B, dois exemplos de relacdes entre eles séo
R, ={(1,4),(1,6),(3,6)} e R, = {(2,4), (3,6)}. J& nos conjuntos de maes e filhos, tém-
se como exemplos as relacdes R; = {(Ana, Daniel), (Bianca, Enrico), (Carla, Felipe)}
e R, = {(Ana, Enrico), (Bianca, Felipe), (Carla, Daniel)}.

Ha relacbes para as quais 0s pares ordenados que as compdem constituem o
conjunto solucéo de determinadas sentencas abertas'?. Esse é o tipo de relacdo mais
estudado em Matemédtica, pois seu carater generalizado permite analisar as
propriedades que a sentenca aberta origina. Por exemplo, as relacbes R, e R,

supracitadas sdo exemplos desse tipo de relacdo, pois também podem ser descritas

como R, ={(a,b) e AX B | b = 2a} (que relaciona um namero em A a seu dobro em
B, se existir) e R, = {(x,y) € M x C| x € mae de y} (que relaciona cada mae em M a
seu filho em C.

Outras formas de representar uma relagéo, principalmente de subconjuntos de
nameros reais, sdo por meio de sua representacdo gréafica no plano cartesiano e de
um esquema (também conhecido como diagrama) de flechas. A representacao grafica
de uma relacdo consiste em expressar os pares ordenados constituintes dessa
relacdo em um plano cartesiano (isto €, em um sistema cartesiano de eixos
perpendiculares em um plano). Nesse caso, 0s elementos do primeiro conjunto da
relacdo sdo representados em um dos eixos (denominado eixo das abscissas) ao

passo que os elementos do segundo conjunto sdo representados no outro eixo (dito

11 Este estudo é limitado as relagGes binérias, por serem as tratadas ao longo dos Ensinos
Fundamental e Médio.

12 De acordo com Alencar Filho (1986), uma sentenca aberta é uma expresséo p(x) que se torna uma
afirmagéo (falsa ou verdadeira) quando se substitui a variavel x por qualquer um dos elementos de
um conjunto 4 dado. Dessa forma, chama-se p(x) de sentenca aberta em A.
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eixo das ordenadas). A Figura 5 ilustra a representacéo grafica da relacao R,, definida
anteriormente. Por sua vez, o esquema de flechas consiste em escrever,
separadamente, os elementos de cada um dos conjuntos dentro de linhas fechadas
sem interse¢ao (denominados diagramas de Venn), e ligar, utilizando flechas, cada
elemento do primeiro conjunto com seu correspondente no segundo, se existir. A
Figura 6 ilustra o esquema de flechas da relacdo R,. Esse esquema € mais utilizado
para conjuntos ndo humericos e para conjuntos numericos finitos, mostrando a relagéo
entre eles.

Figura 5 — Representacao gréfica de R,
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Fonte: A autora, 2023
Figura 6 — Esquema de flechas de R,
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Fonte: A autora, 2023

E possivel também fazer a anélise da relacéo inversa a proposta. Por exemplo,
nos conjuntos de maes e filhos, pode-se relaciona-los com a afirmativa “é filho de”;
essa é a inversa da relacdo R,. A relacéo inversa de uma determinada relacéo é
aguela em que sédo tomados os pares ordenados em ordem inversa da relagéo

original. Em outros termos, a relacdo inversa da relacdo R de A em B é determinada
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pelos pares (x,y), com x € B e y € A, onde (y,x) € R. Nomeia-se a inversa de uma
relac@o por meio do acréscimo do sufixo superior “—1” ao nome de tal relacao; isto é:
R1={(x,y)€EBxA|(y,x) ER}.

Retornando aos conjuntos A=1{1,23} e B={456} e a relacdo
R, ={(14),(1,6),(3,6)} vista anteriormente, tem-se que sua inversa €
R:™' ={(4,1), (6,1),(6,3)}. Por inverter a ordem dos pares ordenados, a representacéo
grafica e o esquema de flechas da relacao inversa sofrem alteracdes se comparadas
com a original. No caso, do esquema de flechas costuma-se alterar o sentido da
flecha, simplesmente, mantendo o0s conjuntos na posicdo original. A Figura 7
apresenta a relacdo R;?, inversa da relacdo R,. Entretanto, na representacao gréfica,
a mudanca € mais significativa, pois 0s conjuntos passam a ser representados em
eixos diferentes, o que modifica a posi¢do dos pontos. A Figura 8 ilustra a relacdo R; !,
inversa da relagéo R,.

Figura 7 — Esquema de flechas de R;*!
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Figura 8 — Representacgao gréafica de R,
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Fonte: A autora, 2023
Por sua vez, funcdes sdo casos particulares de relacdo, onde cada elemento

do primeiro conjunto esta relacionado a apenas um elemento do segundo conjunto.
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Em outros termos, uma relacdo R de A em B é dita uma fungédo quando
Va€ A,3'b€B | (a,b) ER.

Nesse caso, a relagdo R é usualmente renomeada por f (ou g, ou h, por
exemplo; ou seja, letras mindsculas latinas, geralmente a partir de f). No entanto, em
vez de se escrever f € A X B, se escreve f : A —» B. Além disso, substitui-se a f b por
f(a) = b. Diz-se também que b é a imagem de a por f. A escrita f(a), ou
genericamente f(x), chama-se notacao funcional, e deve ser utilizada mesmo que se
mude o nome da fung&o para se adaptar a um problema. Assim, por exemplo, em um
exercicio onde o perimetro de um quadrado esta em termos da medida x de seu lado,
pode-se nomear a funcdo'® como P, desde que se use a notacdo funcional P(x) ao
escrever as informacoes.

E muito frequente que as fungdes possuam uma sentenca aberta p(x) que
indique a imagem de um elemento por esta funcdo, em termos desse elemento; no
caso de funcbes relacionando subconjuntos dos numeros reais, essa sentenca
geralmente é descrita por uma expressao algébrica. Tal expressao é denominada lei
de formacédo da fungéo. (ou expressao algébrica da fungéo). Por exemplo, a funcao
f+ R - Rdada por f(x) = 2x + 1 indica a imagem (a saber, f(x)) de um elemento x
gualguer no conjunto dos nameros reais em funcdo do préprio elemento x. Nesse
caso, a expressao f(x) =2x + 1 é a lei de formacao dessa fungdo. Uma escrita um
pouco mais avancada de uma fungéo (e ndo muito utilizada no Ensino Fundamental)
é:

f:A-B
x - f(x).

Por exemplo, a funcdo f : R — R, descrita pela lei de formacao f(x) = 2x + 1,

também pode ser expressa por
f:R->R.
x - 2x + 1.

Além disso, na fungéo, o primeiro conjunto é denominado o dominio da funcao
e 0 segundo, o seu contradominio. O subconjunto do contradominio constituido pelas
imagens dos elementos do dominio € chamado de imagem da funcdo. Esse

subconjunto é descrito, em linguagem matematica, por

13 Ao tratar de perimetro, costuma-se utilizar a letra maitiscula, pois o p mintsculo em Geometria, no
assunto de poligonos, tem o significado de semiperimetro. Ainda assim, o ideal é sempre que
possivel utilizar a notagdo funcional corretamente.
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Im(f)={yeB | 3xeA,f(x)=y}
ou, equivalentemente, Im(f) = {f(a) € B | a € A}. O nome Im(f) pode igualmente
ser representado por f(4).

Por se tratar de um caso particular de relacdo, uma fungcédo também pode ser
expressa tanto por um esquema de flechas quanto por uma representagcéo grafica,
sendo que esta Ultima consiste justamente na representacédo do grafico da funcdo no
plano cartesiano. Ressalta-se aqui que o grafico* de uma funcédo consiste no conjunto
dos pares ordenados formados pelos elementos do dominio e suas respectivas
imagens pela fungdo; em outros termos, o grafico de uma funcdo f: A - B é o
conjunto Gr(f) = {(x, f(x)) | x € A}. Como dito anteriormente, o esquema de flechas
€ mais utilizado para representar conjuntos ndo numéricos ou conjuntos numeéricos
finitos, ao passo que o grafico costuma ter uma representacdo em um sistema de
eixos coordenados. No caso de funcdes reais (cujos dominio e contradominio séo
subconjuntos dos numeros reais e, portanto, com uma variavel), essa representacao
gréfica é feita no plano cartesiano.

Outro conceito importante, e bastante estudado no Ensino Fundamental, € o de
raiz de uma funcéo, que consiste em um valor do dominio cuja imagem pela fungéo
dada é igual a zero. Determinar esse valor pode ser significativo para uma analise da
representacao grafica ou tratar de uma informacéo relevante em um problema. Vale
destacar que esse valor corresponde a primeira coordenada do ponto de intersecéo
da representacao grafica de f com o eixo das abscissas (isto €, o ponto (x, f (x)), com
f(x) =0).

As fungdes (por serem casos particulares de relagdes) também possuem uma
relacdo inversa, embora nem sempre essa relacdo seja também uma fungéo. Caso o
seja, a funcdo é chamada de invertivel e sua inversa € nomeada (assim como na
relacdo) acrescentando o sufixo superior “—1” ao nhome da funcéo; ou seja, se uma
dada funcdo f : A —» B é invertivel, com f(x) = y, entdo sua inversa, nomeada por
f~1, é tal que f~*(y) = x. E possivel demonstrar que, para ser invertivel, uma fungéo
precisa ser bijetiva, ou seja, necessita ter injetividade e sobrejetividade.

Uma funcgdo é dita injetiva quando elementos distintos de seu dominio possuem

imagens distintas (ou, equivalentemente, quando dois elementos que possuem a

14 Apesar de essa ser a definicdo mais adequada de grafico de uma fungéo, esse conceito néo
costuma ser tratado no Ensino Basico, de maneira geral. Na maioria das vezes, apresenta-se a
representacao grafica como o grafico.
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mesma imagem Sao necessariamente iguais). Em outros termos, uma fungéo f : A —»
B é injetiva quando
V(ay,a; | ag # ay), fla)) # f(az) (0u,V (ag, az | flay) = f(az)), a1 = ay).

Por sua vez, uma funcdo € sobrejetiva quando todo elemento de seu
contradominio é a imagem de algum elemento do dominio. Em outros termos, uma
fungéo f : A - B é sobrejetiva quando

VbeB,3a€A | f(a) =b.

Por fim, uma funcado é dita bijetiva quando ela for injetiva e sobrejetiva. Isto
equivale a dizer que cada elemento do contradominio € imagem de apenas um
elemento do dominio. Em outros termos, uma funcéo f : A —» B é bijetiva quando

Vb € B,3la€ A| f(a) = b.

A bijetividade se torna necessaria para a fungdo ser invertivel, pois se em
determinada func&o houver mais de um elemento do dominio com a mesma imagem
ou se nem todos os elementos do contradominio forem a imagem de algum elemento
do dominio, a relacéo inversa ndo € uma fungéo. O conceito de funcéo inversa (assim
como os de injetividade e de sobrejetividade) ndo é usualmente tratado no Ensino
Fundamental, pois é considerado um pouco mais profundo, se afastando assim do
objetivo principal do ultimo ano do Ensino Fundamental: apresentar o conceito de
fungéo.

Além das func¢des reais, tratadas com maior frequéncia nesse periodo, existem
fungbes cujo dominio é o resultado de um produto cartesiano; isto €, uma funcgéo f :
A X B — C que associa a cada par ordenado (a,b) € A X B um elemento ¢ € C. Alguns
exemplos desse tipo de fung¢édo sdo as operacfes de adicdo de numeros reais e de
potenciacdo de numeros reais com expoente natural positivo. A primeira € uma funcéo
gue associa cada par de numeros reais a sua soma; ou seja, € uma fungédo s : R X
R — R definida por s(a, b) = a + b, paratodos a, b € R. A segunda, por sua vez, € uma
funcdo que associa a cada numero real e a cada numero natural, a poténcia do
primeiro referente ao segundo; de outro modo, € uma funcéo p : R x N* - R definida
por p(a,n) = a™, para todos a € R e n € N*. Em ambos 0s casos, a sentenca que
define a funcéo é a operacao realizada com os elementos do par ordenado.

Tratando de relacdes e de fungdes nos Ensinos Fundamental e Médio, em
geral, uma sentenca aberta que relaciona elementos de dois conjuntos é representada

por meio de uma expressao algébrica (como dito anteriormente). De acordo com o
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dicionario online Michaelis, o significado gramatical de expressao é “qualquer unidade
lexical (palavra, frase, dito ou sentenca)” (EXPRESSAO, 2022). Assim, fazendo um
paralelo com a lingua portuguesa, entende-se que expressdes algébricas sao
unidades lexicais relativas a Algebra. Mais formalmente, expressdes algébricas s&o
“‘expressdes formadas a partir de elementos de um corpo (conjunto dos numeros reais,
racionais, complexos, entre outros) e de uma ou mais variaveis usando as operacoes
algébricas de adigao, subtracdo, multiplicagdo, divisdo e potenciagdo.” (KRANTZ,
2000 apud MIRANDA, 2019). Isso implica que essas expressdes podem conter signos
gue indicam operacfes matematicas e signos que representam valores conhecidos
ou valores desconhecidos, sendo obrigatoria a presenca de, pelo menos, um valor
desconhecido. Portanto, x e 4x — 7y sao exemplos de expressdes algébricas, porém
18 e 5—9 ndo o sdo, pois, a primeira representa um ndmero e a segunda, uma
expressao aritmética (ou seja, unidades lexicais relativas a Aritmética, formadas por
valores conhecidos e operacdes). Dentre as expressdes algébricas mais usuais nesse
periodo, destacam-se as polinomiais, cuja compreenséo € fundamental para o devido
entendimento das funcdes afins e quadraticas. Os valores desconhecidos nas
expressdes algébricas podem representar variaveis ou incégnitas (dependendo de
seu significado em uma expressao e em determinado contexto) e sédo representados
por letras minusculas do alfabeto latino. Chamam-se variaveis os valores
desconhecidos nas expressodes, que sofrem variacbes (por isso, 0 nome); ja as
incégnitas sdo valores, em principio desconhecidos (dai seu nome), que tornam uma
sentenca aberta verdadeira e cujo(s) valor(es) se deseja(m) determinar.

ExpressGes algébricas que contém uma igualdade sdo denominadas
equacdes. O Dicionario de Termos Matematicos define equagcdo como uma
“‘declaracdo que afirma que duas expressfes matematicas tém o mesmo valor’
(traducao livre; DOWNING, 2009). Com essa definicdo, consideram-se tanto as
equacdes aritméticas (contendo apenas valores conhecidos) como as algébricas
(contendo pelo menos um valor desconhecido). O objetivo de uma equacao aritmética
é determinar se ela é uma proposicéo'® verdadeira ou falsa (isto é, se exprimem ou
ndo uma verdade matematica; por exemplo, 45+ 3 = 7 é falsa). Por outro lado, o
objetivo principal das equacdes algébricas no Ensino Fundamental é determinar os

valores desconhecidos que figuram nelas (as incognitas). Neste texto, as equacoes

15 Uma proposicdo € uma afirmag&o que pode ser verdadeira ou falsa.
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algébricas sdo denominadas simplesmente por equag¢des, em concordancia com
Zambuzzi (1965):

A toda sentenca aberta, que encerra a relacdo de igualdade e que se torna
verdadeira para determinados valores das variaveis, da-se o nome de
equacdo. Para que as sentencas se tornem verdadeiras € necessario que se
dé as varidveis valores que pertencam a um determinado conjunto universo.
(ZAMBUZZI, 1965 apud MIGUEL, FIORENTINI e MIORIM, 1992, p. 47)

Tém-se como exemplos de equacoes:

a) x%+ 8x =9, equacdo do 2° grau com uma incégnita;

b) 3(x+4) =5(x—7), comparacdo entre duas expressdes algébricas, com

uma incognita;

c) y =2x+9, equacdo do 1° grau com duas incognitas;

d) f(x) =3x+ 5, lei de formag&o de uma fungdo com uma variavel.

No ultimo exemplo, o valor desconhecido € chamado de variavel porque a lei
de formacdo de uma funcao determina o valor da imagem de cada um dos possiveis
valores do dominio (a imagem de um elemento por f varia de acordo com o valor da
variavel). Essa distincdo entre variaveis e incognitas deve ser apresentada
constantemente aos alunos, ndo s6 por fazer parte dos curriculos basicos, mas
também para que o0s conceitos matematicos fiquem claros. Oliveira e Laudares (2015)
defendem a necessidade de o aluno fazer uma conexado entre as palavras variavel e
incégnita, da lingua portuguesa, e seu respectivo significado matematico. Deste modo,
variavel se refere a “algo que esta sujeito a variagdo” (VARIAVEL, 2022) e incognita
se refere a “aquilo que é desconhecido e que se deseja descobrir’ (INCOGNITA,
2022).

Existem ainda situagcbes em que um valor desconhecido representa uma
constante desconhecida, isto €, um valor pré-determinado que, por alguma razéo, ndo
foi dito no referido contexto. Por exemplo, a sentenga “Hoje, Marcos possui o triplo da
idade de seu filho, Alan” pode ser descrital®, em linguagem matematica, como
m = 3a, onde m e a representam, respectivamente, as idades que Marcos e Alan
possuem hoje. Nota-se que ambas as idades sao constantes (pois sao dois valores
fixos, indicando suas idades na data de hoje), e desconhecidas (pois ndo se sabe
exatamente quais sdo seus valores). As constantes desconhecidas também séao

representadas por letras do alfabeto latino (em geral, as iniciais a, b, c, etc.) e podem

16 Na escrita da expressdo m = 3a, optou-se por utilizar nomes mnemonicos para as constantes
desconhecidas que representam as idades de Marcos e Alan.
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ser substituidas por valores conhecidos, associados ao contexto do problema. Por
exemplo, ao apresentar propriedades aritméticas, utilizam-se usualmente, nos casos
gerais, as letras a, b e ¢, como, por exemplo, para descrever a propriedade distributiva,
a(b + c) = ab + ac. Como tal propriedade é valida independentemente das constantes
a, b e ¢ escolhidas, sempre que considerar necessario, pode-se substitui-las por
guaisquer outros valores (conhecidos ou desconhecidos; como em
3(x+2) = 3x+3x2).

Cada valor conhecido de uma incdgnita, em um conjunto de busca, presente
em uma equacdo e que a torna uma proposicdo verdadeira, € denominado uma

solucdo dessa equacédo. Além disso, o conjunto de todas as suas solucdes é dito seu

. ~ ~ ~ ~ 3
conjunto solucéo. Por exemplo, na equacéo 2x? — 11x = —12, as solucdes sédo x = 5

e x = 4 (e seu conjunto solucdo consiste em S = {2 4}), se o conjunto de busca for o

dos numeros reais, por exemplo; porém, ao considerar o conjunto dos numeros
naturais como o conjunto de busca, a solucdo é somente x =4 (e seu conjunto
solucdo S = {4}). Por sua vez, se considerado o conjunto dos numeros reais
negativos, a equacdo nao possui solucdo (sendo seu conjunto solucdo, portanto,
S =0). Em geral, no Ensino Fundamental, buscam-se as solu¢fes reais de uma
eqguacdao e, na maioria das vezes, essa informacao € omitida.

As equacgles que apresentam mais de uma incognita podem possuir infinitas
solucdes reais, pois infinitos pares (ou ternos ou grupos de quatro ou mais valores)

podem tornar a afirmativa verdadeira. Por exemplo, na equagao y — 2x = 9, 0s pares
(—2,0) e (1,11) séo duas de suas possiveis solucdes. Esse tipo de igualdade tem

um carater condicional, quando se deseja determinar os pares (x,y) que satisfazem
essa condi¢cdo, ou relacional, quando considera determinar o valor de uma das
variaveis em termos da outra. (MIRANDA, 2019)

Dentre essas igualdades relacionais, destacam-se duas que surgem no
contexto do Ensino Fundamental e que podem ser associadas a fungdes: as formulas

e as identidades. As férmulas indicam o procedimento a ser desenvolvido para se

n(n-3

chegar a um determinado resultado; € o caso de d = > ), gue representa a

guantidade de diagonais de um poligono convexo qualquer (relacionado a seu
namero de lados). Por sua vez, as identidades indicam sentencas verdadeiras para

guaisquer valores que substituir as constantes, representando uma propriedade
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universal em determinado ambiente matematico, é o caso de a? = b%+ c?,
considerando b e ¢ as medidas dos catetos de um triangulo retangulo e a a medida
de sua hipotenusa, pois € uma relacdo valida para qualquer triangulo retangulo.

E interessante observar que, por serem sentencas abertas, todas essas
igualdades podem induzir fungdes; porém, elas ndo sao de fato funcdes. A primeira é
uma expressao de célculo do niumero de diagonais de um poligono de n lados; a
segunda é uma propriedade de triangulos retangulos. Para se descrever uma funcdo
cuja lei de formacao seja uma dessas igualdades, é necessario explicitar os conjuntos
relacionados e, em alguns casos, € preciso escrever essas equacfes como uma

equacado equivalente. Por exemplo, considerando novamente a expressao

a? = b% + ¢? (no contexto do paragrafo anterior), obtém-se a = Vb2 + ¢2 como uma
equacao equivalente a ela (devido ao contexto, a, b e ¢ séo positivos). Essa
expressdo, por sua vez, induz uma lei de formacdo de uma funcdo, a saber,

a(b, c) = Vb? + c2, que expressa a hipotenusa em termos dos catetos). Principalmente
guando se tratam de férmulas, o uso da palavra “fungéao”, da lingua portuguesa, ao
descrever a relacdo entre essas varidveis (0 numero de diagonais em funcdo do
namero de lados do poligono), pode levar a um mal entendimento do conceito de
funcao.

Ainda no contexto do Ensino Fundamental, as funcdes reais que fazem parte
do contetdo programado para esse periodo sdo as afins (e as lineares, como caso
particular) e as quadraticas. Uma funcdo afim é uma funcdo cujos dominio e
contradominio sdo o conjunto dos numeros reais (logo, em particular, € uma funcéo
real), em que a lei de formacéo indica que a imagem de um valor € obtida por meio de
uma expresséao polinomial do tipo ax + b com coeficientes?’ reais constantes; ou seja,
uma funcéo afim f € descrita na forma

f:R->R
x—ax+b
onde a,b € R (LIMA et al, 2006), sendo denominados coeficiente de proporcionalidade

e coeficiente independente, respectivamente. O tipo mais comum de ser estudado é

17 De acordo com Downing (2009, p. 47), “coeficiente & um termo técnico para algo que esta
multiplicando outro item (usualmente aplicado a uma constante multiplicando uma variavel).”
(Traducdo livre). Desse modo, a e b da lei de formacéo da fun¢éo afim séo coeficientes dessa
funcgéo.
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da expressédo polinomial de primeiro grau*® com coeficiente independente n&o nulo,
ou seja, a # 0 e b # 0. No entanto, a definicdo abrange dois outros tipos de funcao,
gue sao entdo considerados casos particulares da funcéo afim: a funcéo linear e a
funcdo constante. Uma funcdo linear é aquela cuja lei de formacdo é do tipo
f(x) = ax, ou seja, o coeficiente b € nulo; ja& uma funcéo € dita constante quando sua
lei de formacéao é entdo do tipo f(x) = b, ou seja, o coeficiente a é nulo, e a expressao
polinomial € de grau zero. Em relacdo a apresentacdo no Ensino Basico, pode-se
inverter a ordem, primeiro definindo a funcao linear para, posteriormente, apresentar
as funcdes afins como suas generalizacdes, tendo em vista que é mais comum
construirmos exemplos praticos com a proporcionalidade observada diretamente nas
funcdes lineares.

Detalhes importantes sobre fungdes afins, tratados no Ensino Fundamental,
sdo sua raiz, sua representacdo grafica e seus coeficientes. A raiz de uma funcgéo afim

(ndo constante) pode ser calculada pelo simétrico do quociente do coeficiente
independente pelo coeficiente de proporcionalidade, ou seja, x = — Z, a Unica solucao
da equacao ax + b = 0 (como dito anteriormente).

Ja a representacao gréfica, no plano cartesiano, do grafico de uma fungéo afim
corresponde a uma reta ndo vertical*® e a demonstragédo presente em Lima et al (20086,
p.100) parte da prova de que quaisquer trés pontos desse grafico sao colineares. Essa
reta intersecta os eixos coordenados em dois pontos significativos: o ponto de
coordenadas (—S, 0), uma vez que —S € a raiz da funcao, e o ponto (0, b). A Figura
9 ilustra a representagcdo grafica de uma funcdo afim (a saber,
fiR- R, f(x) =2x — 3), exemplificando essas informacdes (ou seja, 0s pontos G O)

e (0,—3)). Por ser uma reta, basta determinar dois pontos para esbocar essa
representacdo?’. Em geral, os pontos de intersecdo com os eixos coordenados sdo
mais faceis de se determinar.

Quanto aos coeficientes de uma funcédo afim, € muito comum denomina-los

18 O grau de uma expressao polinomial € dado pela maior soma dos expoentes das variaveis em
cada monbémio.

19 Uma reta vertical no plano cartesiano ndo representa uma fung&o, pois um Gnico valor no primeiro
conjunto tem infinitas correspondéncias no segundo, e a equacao que caracteriza essa reta € do tipo
x = b, sendo b alguma constante. Por sua vez, uma reta harizontal no plano cartesiano é a
representacao grafica de uma fungdo constante (do tipo f(x) = b).

20 Um postulado da Geometria afirma que dois pontos no plano determinam uma reta, isto &, existe
uma Unica reta contendo dois pontos distintos dados.
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coeficientes angular e linear da funcédo, em alusdo aos respectivos coeficientes da
equacdo reduzida da reta que a representa graficamente. No entanto, essa
nomenclatura (para as funcdes) é desaconselhada, visto que pode reforcar uma
inadequada equivaléncia entre fungéo e equacédo. Além disso, considerar o coeficiente
a do monémio de primeiro grau como a taxa de variagdo da funcédo é mais adequado,
devido ao carater de proporcionalidade que esse termo acarreta (LIMA, 2006). Por
sua vez, o coeficiente independente b indica uma translacéo vertical da representacéo
gréfica da funcédo afim f(x) = ax, além de indicar a imagem de zero pela funcéo.

Figura 9 — Representacdo grafica de uma fungéo afim

Fonte: A autora, 2023
Por sua vez, as funcBes quadraticas sdo fungdes cujos dominio e

contradominio sdo também o conjunto dos nimeros reais e cuja lei de formacgéao indica
gue a imagem de um valor é dada por uma expressédo polinomial do segundo grau,
com coeficientes reais constantes; em outros termos, uma funcdo quadratica f €
descrita por
f:R->R
xPax?+bx+c

onde a,b,c € R, com a # 0. De maneira geral, as analises importantes relacionadas a
essa funcédo, durante o Ensino Fundamental, sdo suas raizes, seu valor maximo (ou
minimo) e sua representacado grafica.

As raizes de uma funcdo quadréatica sdo obtidas por meio do calculo das

solucdes da equacdo ax? + bx + ¢ = 0, usualmente feito da seguinte maneira
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_ —b+Vb?—4ac e —-b—Vb2—4ac

x —
1 2a 2a

Xy = ,
sendo a, b e ¢ os coeficientes da funcdo (esse método de calculo € comumente
chamado de férmula de Bhaskara).

A representacéo gréafica de uma fungéo quadratica é uma parabola?!. O vértice
da parabola indica o ponto de maximo (ou de minimo) da funcdo; em outros termos,
esse ponto possui como ordenada o maior (ou o menor) valor que a funcdo pode
assumir.

Por desconsiderar informagcBes geométricas da parabola (visto que esse nao é
0 objetivo no estudo de funcdes), a construcdo da representacédo gréafica se baseia em
pontos significativos, como o vértice, suas raizes e o ponto onde ela intersecta o eixo
das ordenadas (isto €, o ponto (0, f£(0)), equivalente a (0, ¢)). Além disso, utiliza-se da
simetria da pardbola em relacdo a seu eixo?? para auxiliar em seu esboco. Por sua
vez, o vértice tem como abscissa o valor médio entre as raizes e, a partir desse valor,

obtém-se sua ordenada. Utilizando-se as formulas que determinam as raizes da

~ - ~ b A
funcdo, tem-se que as coordenadas do vértice?® sdo (_Z’ _E)’ onde A representa

a expressao b? — 4ac, chamada de discriminante da equacao.

Além disso, o célculo do discriminante permite verificar se a funcao possui duas
raizes reais distintas, duas raizes reais iguais®* ou ndo possui raiz real, indicando
assim, em quantos pontos a representacao grafica dessa fungao intersecta o eixo das
abscissas. Isso ocorre, pois no célculo das solu¢cbes da equacéo, deve-se obter a raiz
quadrada da expressdo b? — 4ac; logo, para se ter solucées reais, o discriminante
deve ser maior que ou igual a zero. Se o discriminante for positivo, entdo a funcao
possui duas raizes reais distintas e, portanto, sua representacao grafica possui dois
pontos em comum com o eixo das abscissas. Por sua vez, se o discriminante for nulo,
entdo a funcdo possui duas raizes reais iguais e, consequentemente, sua
representacao grafica intersecta (na verdade, tangencia) o eixo das abscissas em
apenas um ponto. Por fim, se o discriminante for negativo, entdo a funcédo ndo possui

raizes reais e, portanto, sua representacdo grafica ndo intersecta o eixo das

21 para uma defini¢do precisa de parabola, o leitor pode consultar Delgado, Frensel e Crissaff (2017,
p. 146)

22 O eixo de uma parabola ¢ a reta vertical que passa por seu vértice, e também pode ser chamado
de reta focal (Delgado, Frensel, Crissaff, 2017).

2 A abscissa e a ordenada do vértice da parabola sdo usualmente nomeadas por xy € yy,
respectivamente.

24 Nesse caso, diz-se também que a equagdo possui apenas uma raiz, com multiplicidade dois.
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abscissas.

Outra informacao importante que auxilia o esboc¢o da representacéo gréafica da
funcéo é o valor do coeficiente a. O coeficiente do monémio de segundo grau indica
a posicdo da pardbola (mais precisamente, de sua concavidade) e,
conseguentemente, determina se o vértice é ponto maximo (ou de minimo) da funcéo.
Caso esse coeficiente seja positivo, entdo a parabola possui concavidade voltada para
cima (e, portanto, a fungcdo possui como valor minimo a ordenada do vértice). Caso
contrario, a concavidade esta voltada para baixo (e a fungdo possui como valor
maximo a ordenada do vértice). Para exemplificar, a Figura 10 é a representacao
grafica de uma funcdo quadratica (a saber, f:R-> R, f(x) =x2—x—2) com
concavidade voltada para cima e duas raizes reais distintas. Além das raizes,

representadas nos pontos (—1,0) e (2,0), também estdo marcados na representagao
gréfica o ponto (0, —2) e o vértice G —%)

Figura 10 - Representacao grafica de uma funcéo quadratica

-4

Fonte: A autora, 2023
Outro assunto tratado ainda no Ensino Fundamental, e que se relaciona com

Funcdes, sao as inequagdes. Elas partem de desigualdades que segundo Downing
(2009, p. 182) sao “declaracdes do tipo ‘x € menor que y’, escrito como x < y, ou ‘x é
maior que y’, escrito como x > y.”; ou seja, desigualdades sdo comparacdes entre

valores, onde um é maior que o outro. Tais compara¢gfes sao feitas por meio de
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expressdes algébricas (assim como as equacdes) e inclui os casos onde um valor
maior do que ou igual ao outro, representado por a = b (ou equivalentemente, um
valor € menor do que ou igual ao outro, representado por b < a). Alguns exemplos de
inequagbessdo8x +7 > 10,3x —2<x+9,4(x -5 <y+6xe5y+3)=6(x—9).

Em geral, as manipulacdes algébricas, feitas em uma equacdo para se
determinar o valor de uma incognita, também podem ser realizadas nas inequacdes,
porém com atencdo as multiplicagcdes. Isso porque ao multiplicar uma desigualdade
por um valor negativo, altera-se sua relacdo. Por exemplo, embora 4 < 5, tem-se que
4 x (—3) > 5x (—3), pois =12 > —15.

Esse estudo de inequacdes ndo costuma ser diretamente conectado com
fungbes no periodo escolar estudado, porém é de extrema importancia para a analise
de sinais feita no Ensino Médio. Essa analise se reflete no uso préatico de funcgdes,
diretamente relacionado com a interpretacdo de como a funcdo se comporta em
determinada parte do dominio.

Com o intuito de reforcar ideias importantes, resume-se que fungédo € uma regra
gue relaciona elementos de dois conjuntos, podendo ser expressa ou nao por uma
equacdo. A equacado é uma afirmativa que contém uma igualdade cujo intuito é indicar
gue as expressdes intermediadas pelo sinal de igualdade tém o mesmo valor.
Dependendo do contexto uma equacao com duas variaveis pode representar a lei de
formacédo de uma funcéo, mas para isso é necessario identificar o objetivo e diferenciar
a escrita. Caso se apresente para o aluno a equagéo y = 2x + 3, por exemplo, ndo se
deve afirmar que seja uma funcdo, pois pode ser a equacdo de uma reta, a
modelagem de um problema em que uma das variaveis assume um valor especifico
ou simplesmente uma relacdo entre x e y. A funcdo que pode ser induzida a partir
dessa equacdo deve ser escrita da forma f(x) = 2x + 3, além de informar seus
dominio e contradominio.

Além disso, ndo é possivel desconsiderar a importancia dos conjuntos
numeéricos envolvidos na funcdo, pois a partir de uma mesma lei de formacgéo é
possivel obter fungcdes com caracteristicas completamente diferentes. Por exemplo,
com f(x) =x2%, tomando f: R - R, tem-se que f ndo € injetiva nem sobrejetiva.
Porém, assumindo f : R, —» R, obtém-se f injetiva, mas ndo sobrejetiva. Por sua vez,
afuncédo f: R - R,, f € sobrejetiva, mas néo injetiva. Por fim, f é bijetiva quando
f: Ry - R,
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Muitas das definicdes e descri¢cdes aqui apresentadas devem ser adaptadas ao
vocabulario e ao nivel de conhecimento do aluno, mas sem perda de conceitos. Por
exemplo, dizer que uma expresséo algébrica € uma expressdo matematica com pelo
menos um valor desconhecido, representado por letras do alfabeto latino, faz sentido
e é mais compreensivel para o aluno. Porém, reduzir o conceito de funcéo a sua lei
de formacao é desassociar 0 objeto matematico de algumas de suas caracteristicas

fundamentais.

2.2 Anélise de materiais didaticos

As definicdes apresentadas na secdo anterior ttm o objetivo de destacar os
objetos mateméticos em discussédo e o de comparar com os materiais disponibilizados
para os alunos. Lembra-se que, tendo em vista que as realidades das escolas sdo
diferentes, e os materiais variam de acordo com essa vivéncia, esse estudo foca nos
materiais disponiveis em uma escola municipal, situada na zona oeste do Rio de
Janeiro.

No municipio do Rio de Janeiro, existem dois tipos de materiais didaticos
disponiveis: os livros didaticos aprovados no Programa Nacional do Livro Didatico
(PNLD, dos quais os professores selecionam um modelo para sua respectiva escola
a cada trés anos) e o Material Didatico Escolar, produzido e fornecido pela Prefeitura,
em formato de apostila e separado por semestres?>.

O Material Didatico Escolar mais recentemente recebeu o nome de Material
RioEduca, e € entregue em todas as escolas municipais do Rio de Janeiro.
Essencialmente, o Material RioEduca é uma apostila de exercicios criada por
professores da rede municipal e que orienta a avaliagdo bimestral da rede. Durante
alguns anos, cada disciplina possuia sua apostila e havia mais espago para contetdos
curriculares; porém, a partir de 2019, o material se tornou Unico para todas as
disciplinas, apresentando também um menor detalhamento dos conteudos.

Os livros didaticos do PNLD, por sua vez, possuem diversos modelos que ficam
disponiveis para o professor, porém, os alunos sé possuem acesso a apenas um

modelo, selecionado pelos professores para a escola durante um determinado

25 Até 2019, essa separacdo era feita por bimestres.
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periodo. A cada trés anos, os professores da disciplina recebem diversas colecdes e
devem avaliar a que mais se adequa a realidade do aluno e a proposta da escola,
selecionando assim a colecdo completa que sera utilizada com os alunos do 6° ao 9°
ano. Na prética, apesar de algumas vezes o livro didatico ter exercicios mais
completos, a prioridade é utilizar o Material RioEduca (pois este é propriedade do
aluno, ao passo que o livro didatico é usado por mais duas turmas, o0 que requer,
portanto, um manuseio mais controlado). Em outras palavras, o Material RioEduca é
de posse do aluno, ao passo que o livro didatico € de posse da escola, para o uso do
aluno apenas durante um periodo determinado.

Os professores possuem autonomia em sala de aula, e ttm em maos esses
dois materiais para elaborar suas aulas. Buscando uma comparacdo entre as
atividades disponiveis para os alunos e o contetdo indicado para o professor sobre
0s assuntos desse estudo, foi feita uma breve avaliacdo de como eles abordam o
assunto Funcdes, analisando ainda como a linguagem matematica é apresentada
(além de examinar qual seu possivel impacto na compreensao dos conceitos).

Durante o ano de 2021 (quando esta pesquisa foi feita), na escola estudada
existiam oito colecdes diferentes de livros para a consulta do professor. As colecdes
sdo. Mazzieiro e Machado (2012), Dante (2015), Souza e Pataro (2015), Longen
(2018), Pataro e Balestri (2018), Silveira (2018), Bianchini (2018) e Chavante (2018).
Dentre essas, as quatro ultimas foram disponibilizadas para a escolha dos professores
no final de 2019, com inicio de uso com os alunos em 2020, sendo a colecao de
Silveira (2018) a escolhida para ser utilizada pelos alunos; as demais séo de escolhas
anteriores e ainda servem de consulta para o professor durante o preparo das aulas.

Particularmente em relacdo aos livros de 9° ano dessas cole¢des, o Unico que
trata de dominio e imagem de uma funcéo, descrevendo suas definicbes completas,
€ 0 Mazzieiro e Machado (2012). Nessa apresentacdo, destaca-se também a escrita
em linguagem matematica?® e a definicdo de imagem (Figura 11).

No livro disponivel para os alunos, Silveira (2018, p.128) define funcéo
descrevendo que “Quando relacionamos duas grandezas, e para cada medida da
primeira grandeza corresponde uma Unica medida da segunda grandeza, dizemos
gue a segunda grandeza é func¢ado da primeira.” (grifo do autor). Essa definicdo néo é

completa, pois nédo trata dos conjuntos envolvidos e ainda utiliza a palavra grandeza,

26 No entanto, n&o é utilizada nesse livro uma tipografia matematica especifica para a linguagem
matemética.



49

gue ndo é bem empregada aqui.

Figura 11 — Definicao de funcéo no referido livro didatico

Dados dois conjuntos A e B, uma funcio de A em B € uma regra que associa a
cada elemento de A um unico elemento de B.

Ao conjunto A, da-se o nome de “dominio da funcio”, e ao conjunto B, 0 nome
de “contradominio da fun¢do”.

Designando a fungao por f, escrevemos: f: A =+ B (que se 1€ f de A em B), sig-
nificando que, a cada elemento x do dominio A, corresponde um tinico elemento
y =f(x) de B, chamado de imagem de x pela fungdo f, ou também valor da funcdo
fno ponto x. O conjunto que contém todas as imagens dos elementos do dominio
chama-se “conjunto imagem da fungdo”.

Fonte: Mazzieiro e Machado, 2012, p. 89.

Por sua vez, Chavante (2018, p.145) ndo define funcéo: apresenta um exemplo
e desenvolve que “[...] podemos escrever a formula y = 4x e dizer que y esta em
funcdo de x. Essa férmula € chamada lei de formacgao da funcao, e relaciona as
variaveis x e y.” (grifo do autor). Além de néo definir funcéo apropriadamente, a palavra
“formula” ndo deve ser utilizada nesse contexto, sendo mais bem substituida na frase
por “expressao algébrica”, que representa, de fato, a natureza da lei de formacao.

Assim como Chavante (2018), tanto Pataro e Balestri (2018) quanto Bianchini
(2018) iniciam o conteudo de Fungbes com exemplos, porém dizem que “a grandeza
y é funcdo da grandeza x se ha entre elas uma correspondéncia tal que, para cada
valor de x, exista um unico valor de y.” (BIANCHINI, 2018, p. 217). Dante (2015) e
Longen (2018), por sua vez, definem fungdo simplesmente como “relacdo de
dependéncia entre duas grandezas.” (LONGEN, 2018, p. 204), ao passo que Souza e
Pataro (2015) ndo apresentam uma definicdo formal, dizendo simplesmente que
situagbes que relacionam cada valor de uma variavel a um Unico valor na outra se
tratam, em geral, do conceito de funcéo. Isso demonstra que, apesar de a maioria dos
livros ter o cuidado de associar fungdo a uma relacdo univoca, néo fica claro que os
elementos que se relacionam fazem parte de conjuntos que devem ser informados
previamente. Além disso, alguns usam a palavra “grandezas” para se referirem as
varidveis, o que ndo € ideal de uma maneira geral, pois s6 é valido em alguns
exercicios contextualizados, como 0s que relacionam velocidade e distancia, por
exemplo.

Quanto a escrita em linguagem matematica, Longen (2018), além de Pataro e
Balestri (2018), ndo s6 apresenta a notacdo f(x), para indicar a imagem de um
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elemento pela fungédo, como a utiliza mais do que os outros autores analisados, além
disso, utilizam outras nomeacdes (além de f), como por exemplo, g(x), h(x), A(x)
(para uma questdo envolvendo éarea) e P(x)(para uma questdo envolvendo
perimetro). A maioria dos livros utiliza mais y (inadequadamente) e s6 informa que
f(x) também é uma notacéo possivel. Nesse caso, a palavra f(x) & mais utilizada
somente nas questdes onde se quer identificar o valor da imagem em fungédo de um
dado x (por exemplo, determinar o valor de f(2) em relacdo a funcéo f: R - R, com
f(x) =4x —5). Por sua vez, a notacdo f:A — B aparece em Chavante (2018),
Mazzieiro e Machado (2012), e Pataro e Balestri (2018), com as indicagdes de leitura
como sendo “f de A em B.” (CHAVANTE, 2018, p. 146) e em Longen (2018) com a
leitura sendo “f € uma funcéo de A em B.” (LONGEN, 2018, p. 206).

Os livros de Souza e Pataro (2015), Longen (2018), Pataro e Balestri (2018) e
Chavante (2018) sdo os unicos que utilizam o esquema de flechas para ilustrar a
representacao de uma fung¢ao, porém, sem tratar de relagcdo em geral.

Além disso, ao apresentar problemas praticos, e modela-los por meio de uma
funcdo, os livros ignoram a andlise do dominio, implicito no problema, e o consideram
sempre como o conjunto dos numeros reais. Por exemplo, em Souza e Pataro (2015),
a primeira situacdo apresentada € um problema em que a funcéo descrita representa
o aluguel de um quarto em uma pousada em termos de uma parte fixa e da quantidade
de dias de hospedagem, e é afirmado que esse € um exemplo de uma funcéo afim
(Figura 12), quando, na verdade, trata-se de uma funcdo f:N - R (0 que néo
caracteriza funcao afim). Nesse caso, o livro apresenta somente a lei de formacao,
desconsiderando os outros elementos que caracterizam esse tipo de fungéo.

Ao explicitar o conceito de grafico, a maioria dos materiais trata do dominio
como todo o conjunto dos numeros reais; somente os livros Mazzieiro e Machado
(2012) e Silveira (2018) apresentam exemplos de gréficos de fun¢des cujo dominio é
0 conjunto dos numeros naturais. Por outro lado, no livro da colecdo Dante (2015), é
comentado, em um exemplo, que o grafico apresentado néo é definido como funcéo
ao considerar a variavel como real, porque nem todos 0s numeros reais possuem uma
imagem correspondente (Figura 13). Porém, quando a variavel é considerada no
intervalo apresentado (onde todos os valores possuem uma imagem), aquele gréafico
se torna a representacdo de uma funcdo. Esse exemplo € interessante, pois faz uma

reflexdo sobre o dominio da funcédo, mesmo esse livro ndo tratando desse conceito. A
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complementagdo dessa atividade é escrever essa funcdo de forma completa, por

exemplo, essa €& a representacdo grafica de uma fungdo f:4 - R, onde

A={x€eER|1<x<4}.

Figura 12 — Problema exemplificando uma funcéao afim no referido livro didatico

Funcao afim

PP O R R R A

Carlos e sua familia vao alugar um quarto em
uma pousada de praia. O aluguel corresponde a uma
parte fixa de R$ 85,00, referente a taxa de limpeza

mais R$ 390,00 por dia.

Para calcular o valor do aluguel, podemos escre-
ver uma férmula. Para isso, chamamos de y =f(x)
o valor do aluguel e de x o nimero de dias de

hospedagem.

f(x) = 390x + 85

Dessa maneira, f(x) =390x + 85 é a lei de formagao da fungao que expressa o valor
do aluguel de acordo com o némero x de dias. Essa fungdo é denominada fungao afim.

Fonte: Souza e Pataro, 2015, p. 93

Figura 13 — Exemplo de representacao grafica com discussao de dominio

NSRS DO ISEET SSX

Considerando x um numero real qualquer,
este grafico nao define uma funcao, pois, para
x = 5, por exemplo, nao existe y correspon-
dente.

Mas, considerando x real de 1a 4, este
grafico indica uma fungdo, pois, para todo
x real do intervalo 1= x =< 4, existe sempre
um unico y.

Fonte: Dante, 2015, p.79

Os livros mais recentes se preocupam em ter pelo menos uma parte dos

exercicios dedicada a problemas aplicados. Porém, € notada uma maior tendéncia em

se focar nas expressbes algébricas dessas fungcbes e suas manipulagdes,

desconsiderando seus dominios e contradominios, como Chavante (2018), por

exemplo (Figura 14). Nesse exercicio, tem-se, novamente, uma funcéo f:N - R, o

gue poderia ser discutido em sala, para fixar os conceitos. Além disso, € exigido do

aluno somente célculos simples, que poderiam leva-lo a ndo se expressar com a

linguagem matematica adequada (seja por suas dificuldades, seja por um raciocinio

mais rapido), também existe o problema de chamar a lei de formacédo da funcédo de

“férmula”. Dessa maneira, 0 aluno pode apresentar dificuldades de associar esse
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exemplo ao aprofundamento de fungcéo no Ensino Médio.

Figura 14 — Exemplo de exercicio sobre funcdes

Nota: A escrita em vermelho é o gabarito indicado para cada item no livro.
Fonte: Chavante, 2018, p. 147

Ha somente uma questao em Silveira (2018) que trata da andlise do grafico,
sem ser necessario obter as leis de formacao das fungdes representadas. Por mais
simples que seja essa questdo (Figura 15), o fato de estar incluida no capitulo de
Funcdes reforca a ideia de que, em determinados casos, ndo é necessaria uma lei de
formacéao para analisar certos atributos de uma funcédo, assim como a Figura 11. Em
geral, questdes de analise de tabelas e graficos ndo séo vinculadas a ideia de funcéo,
0 que pode ser prejudicial, considerando que o aluno, nesse nivel, pode ndo associar
fungbes a essas outras representacoes.

O unico livro didatico que menciona os coeficientes angular e linear do grafico
€ Mazzieiro e Machado (2012). ApGs um primeiro momento, o livro descarta a
expressao “do grafico”, o que poderia levar o aluno a associar esses termos a funcéo.
Além desse livro, o Material RioEduca de 2018 (Gltimo ano em que apresentou
conteudos) menciona os coeficientes angular e linear de fungdes afins, omitindo que
essa nomenclatura € referente a reta, que é a representacao grafica da funcéo, e ndo

a funcgéo.
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Figura 15 — Exercicio de analise de grafico

@3 Observe o grafico e responda as questdes.

a) Qual é a distincia percorrida pelo ciclis-
ta 1 em duas horas? 20 km

b) Qual é a distancia entre os ciclistas apds
trés horas da partida? 10 &m

Fonte: Silveira, 2018, p. 153

Observando o Material RioEduca, notam-se algumas caracteristicas diferentes
das apresentadas nos livros didaticos mencionados. Ele aborda o conceito de produto
cartesiano, mas nao o de relacbes; tampouco correlaciona funcdes a produto
cartesiano. O esquema de flechas (chamado pelo material de diagrama) e os
conceitos de dominio e imagem fazem parte do conteado abordado, porém nas
atividades seguintes, as funcdes passam a ser consideradas somente pela sua lei de
formacao, sem utilizar a expressao f: A — B. Esse material ndo usa as homenclaturas
“funcao afim” e “funcédo quadratica”, mas as nomenclaturas funcio polinomial de 1° e
2° grau, respectivamente. Vale destacar que fungbes constantes ndo sao funcdes
polinomiais de 1° grau (mas sim de grau zero), e ndo sado abordadas nesse material.

Acompanhando a maioria dos livros, tem-se que a notacdo f(x) ndo é muito
bem apresentada, sendo introduzida por meio de um exemplo (Figura 16) e depois
usada somente nos primeiros exercicios. E possivel perceber ainda que o enunciado
comeca com “Considere a fungéo f definida de R em R” porém, ao apresentar a lei
de formagéo, é escrita uma expressao utilizando y no lugar de f(x).

De maneira geral, os exercicios de Secretaria Municipal de Educacao (2018)
ndo se afastam muito do que foi visto nos livros, porém, apresenta os conteudos de
forma mais resumida e com algumas falhas. Vale destacar que, nesse documento, o
editor de texto matematico também ndo é muito utilizado, exceto para as variaveis x
ey.

Com relacdo a conteudos nao listados no curriculo minimo, um destaque
interessante em Mazzieiro e Machado (2012) s&o exercicios que apresentam funcdes

cujo dominio € um produto cartesiano (apesar de nao expressar esse conjunto
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explicitamente) e o contradominio é um conjunto qualquer. Mais especificamente, sdo
apresentadas questdes envolvendo funcdes obtidas a partir da operacédo de adicao,
do maximo divisor comum (MDC) e do minimo multiplo comum (MMC), por exemplo.
Os autores incluem ainda um exercicio (Figura 17) envolvendo rotacbes de um
hexégono regular (em torno de seu centro), cujo dominio é o produto cartesiano do
conjunto de vértices pelo conjunto dos angulos multiplos de 60°; e o contradominio é
0 proprio conjunto dos vértices do hexagono. A lei de formacao dessa fungéo associa
cada par do dominio ao ponto que corresponde a posi¢cdo que o vértice do par ocupara
guando o hexagono for rotacionado do angulo dado, em torno do centro do hexagono.

Figura 16 — Notacédo de funcédo no Material RioEduca

NOTAGAO DE FUNCAO

Considere a fungdo f definida de IRem IR, tal que y = 2x - 1:

e aj
Parax=2 teremosy=22-1= 5 Hide s COMplstar,
Parax =3 teremosy=23-1= o ”
“~
Parax=4 teremosy=24-1= .
o)
IR IR

-

Dizemos que:
e 3 é aimagemde 2 pelafungédof. — f(2)=

* 5 ¢ aimagemde 3 pelafunggof. — f(3)=

e 7 & aimagemde 4 pelafungdof. — f(4)=

Fonte: Secretaria Municipal de Educacéo, 2018, p. 21
Vale destacar que o autor ndo explicita os conjuntos dominio e contradominio

da referida fungéo, e somente apresenta a lei de formac¢éo no enunciado do exercicio.
Entdo, uma complementacdo dessa atividade é denominar como V' o conjunto dos
vértices do hexagono e G o conjunto dos angulos multiplos de 60°; em outros termos,
V={AB,C,D,E,F} ={v,,0,,V3,14,Vs5,V5} € G={n€N|n=60kke€N}. Assim a
funcdo?’ r apresentada no exercicio é descrita por

r:VxXaG->V

Wi, g) » v;

27 Na atividade o nome da funcéo esta com letra maitscula, porém, como foi dito, o ideal € utilizar
letras minUsculas do alfabeto latino.
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onde v; € obtido por meio da rotacdo do vertice v;, em torno de 0, pelo angulo g.

Figura 17 — Exercicio sobre rota¢cées em um hexagono.

Neste exercicio vocé vai imaginar rotacdes do hexagono regular da
figura, em torno do ponto O, no sentido anti-horario, para estabelecer
correspondéncias entre seus vértices, usando a funcdo cuja lei € definida
assim:

R(v, n) = v,

onde v, € o vértice correspondente a posigdo que ocupara o vertice
v, girando o hexagono em torno do ponto O, n graus, no sentido anti-

-horario.
Agora, escreva em seu caderno o que deve £ b
substituir as interrogacdes em cada item a seguir,
como no exemplo:
R(F, 60%)=A
F C

R(B, 180°) = R(F, 360°) =

R(C, 240°) = R(C, 420°) =

R(D, 300°) = A B

Fonte: Mazzieiro e Machado, 2012, p. 94
E importante notar que Mazzieiro e Machado (2012) possui uma proposta

diferenciada, pois expde poucas definicbes e discute todo o conteido por meio de
exercicios. Por esses motivos, ele ndo € um livro de facil entendimento, porém pode
ser rico para a consulta do professor.

Dos livros mais recentes, Silveira (2018) traz o estudo de sinais, e trata de
inequacdes depois de fungdes, seja nas funcdes afins, seja nas quadraticas. Isso pode
ocasionar um ganho na compreensdo do aluno, além de facilitar o estudo de
inequacdes por meio de uma representacdo grafica. E importante destacar que, no
curriculo do Ensino Fundamental, o estudo de inequacdes do 1° grau € feito no 8° ano
(como apresentado na Secédo 1.2) e as inequacdes do 2° grau ndo sdo abordadas
nesse periodo escolar. Isso ndo impede que se faca um estudo de sinais nas funcdes,
a partir da representacdo gréfica, ainda no 9° ano, em vez de aguardar o Ensino
Médio. O objetivo é observar o comportamento da funcdo, buscando facilitar uma
interpretacdo, no caso de exercicios aplicados. Além disso, esse estudo também
permite auxiliar a compreensao das inequacdes de 1° grau e iniciar os estudos das de
2° grau.

Para verificar como séo definidas as expressdes algébricas e as equacbes, foi

realizada uma busca desses conceitos nos livros de 7° e 8° anos das mesmas
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colecdes citadas, além da verificacdo do Material RioEduca desses mesmos anos.

Com relagcédo a expressdes algébricas, os livros didaticos definem, em geral,
como “Expressdes que contém numeros e letras [...]” (DANTE, 2015, p. 118) ou “[...]
expressdes em que aparecem letras no lugar de numeros [...]" (SOUZA, PATARO,
2015, p. 152). Definigcdes desse tipo podem reforcar a ideia de que se esta “fazendo
contas com letras” e induz a falta de compreensao do uso desses signos do alfabeto
da linguagem matematica; o ideal seria definir, no minimo, como expressdes
matematicas com pelo menos um valor desconhecido (como dito na Sec¢éo 2.1) e, s6
entdo, explicar como representar esses valores. Bianchini (2018), por sua vez, sO
apresenta exemplos, isto €, ndo define expressdes algébricas.

Nota-se ainda que alguns exemplos praticos, tratados no 7° ano e que sao
modelados por expressdes algébricas e equacdes, podem induzir funcbes. O Material
RioEduca, por vezes, usa o mesmo tipo de exemplo prético (envolvendo perimetro)
para desenvolver uma expressao algébrica no 7° ano e uma funcdo afim no 9° ano.
Enquanto no 7° ano espera-se que 0 aluno escreva somente uma expressao algébrica
com uma variavel (Figura 18), no 9° ano, a modelagem esperada do problema é na
forma de equacao (Figura 19).

Figura 18 — Exercicio de expressao algébrica no 7° ano

2- Como representar o perimetro de um rets‘angnln_.cujn comorimento

e -
mede o dobro da largura? FIQUE LIGADO !

Perimetro € a medida do

x contorno de uma figura.

2x

3- Como representar o perimetro de um pentagono regular com lado de
medida y?

4- Como representar o perimetro de um tridngulo equilatero de
lado m?

m ’
Dic@
Para somarmos y +y +y + y + y, podemos considerar: 5. y = 5y.

Para somarmos m + m + m, podemaos escrever: 3 . m = 3m.

Fonte: Secretaria Municipal de Educacéo,7° ano, 2018, p. 21

De modo geral, o uso dos signos x, y, a, b, etc. ndo é justificado nos materiais
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didaticos, variando entre as letras conforme os exercicios se desenvolvem. Em geral,
os livros definem variaveis como as letras em expressfes algébricas (SILVEIRA,
2018, p. 134) e incognitas como 0s elementos desconhecidos que aparecem em
equacdes (BIANCHINI, 2018, p. 121). Porém, como foi abordado na Secédo 2.1, €
necessario analisar o contexto. Além disso, constantes desconhecidas também séo
representadas por letras, e (como diz seu nome) nao constituem variaveis.

Figura 19 — Exercicio de perimetro no conteudo de fun¢des no 9° ano

4- Considerando o retangulo apresentado a seguir, determine:

35

a) o perimetro em fungéo de x:

b) o perimetro para x = 15:
L%

Fonte: Secretaria Municipal de Educacgéo, 2018, p. 28

As equagdes costumam ser definidas por “uma igualdade onde ha pelo menos
uma letra” (SOUZA, PATARO, 2015, p. 157), e em Mazzieiro e Machado (2012) sao
apresentados exemplos de equagédo sem uma definicdo formal. Por somente terem
contato com esse termo em Algebra, nenhum material usa a expressdo equacio
algébrica, ou seja, nos materiais de ensino basico a palavra equacédo é sinbnima de
equacao algébrica e as equacdes aritméticas ndo sao estudadas (p. 38). Alguns livros,
como Bianchini (2018) e Dante (2015), além de Secretaria Municipal de Educacao
(2018), ao tratarem de um sistema de equac¢des com duas variaveis, apresentam o
método de solucdo grafica superficialmente. Apesar de entender o ganho que isso
poderia trazer, é importante questionar se o aluno compreende a diferenca entre o
esboco das retas definidas a partir das equacfes apresentadas e o gréfico de uma
funcao afim.

A partir dessas observacdes, percebe-se que, apesar de a BNCC mencionar o
letramento mateméatico durante o Ensino Fundamental, muitos desses materiais ndo
apresentam as definicbes corretamente, tampouco se utilizam com frequéncia das

palavras correspondentes ao vocabulario da linguagem matematica que definem
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esses elementos. Mesmo trazendo muitos exercicios aplicados, o destaque dado a lei
de formacédo (em detrimento de seus dominio e contradominio) pode resultar em
dificuldades futuras do aluno, como, por exemplo, ao se deparar com uma lei de
formacao que ndo seja Unica para todos os elementos do dominio (como na definicao
de uma funcéo definida em partes). A tendéncia nesses materiais é levar o aluno a
manipular os objetos matematicos sem se apropriar adequadamente dos conceitos e

de suas ideias fundamentais.
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3 PROPOSTAS DE ATIVIDADES

Ao observar os exemplos nos livros didaticos, destacam-se algumas aplicagces
do conceito de funcéo que justificam seu estudo aprofundado. A proporcionalidade,
presente nas funcbes lineares e afins, permite criar situacdes relacionadas ao
cotidiano do aluno, facilitando a conexao do conceito matematico com seu significado.
Contudo, apesar de alguns livros abordarem o conceito de fungcdo dessa forma, eles
geralmente o tratam de modo incompleto.

A ideia intuitiva, presente em nossa sociedade, de relacdes entre grandezas
(como o gasto com hospedagem de uma viagem em termos da quantidade de diarias,
por exemplo), tem o poder de trazer ao aluno a identificagdo com o contetdo. Ao tratar
das funcbes quadréticas, essa correlacdo se torna um pouco mais complicada, e
relaciond-las com o Movimento Retilineo Uniformemente Variado, por exemplo
(realizando ainda, se possivel, algum experimento pratico), pode auxiliar nessa
correlagao.

No entanto, a modelagem a partir de problemas aplicados ndo é a Unica forma
de aprimorar esse estudo no Ensino Fundamental. Baseado nos estudos
apresentados no primeiro capitulo, destaca-se a aptiddo, por parte do aluno, em
transmitir seu pensamento em linguagem matematica corretamente. Desse modo, as
propostas desse trabalho envolvem apresentar, desde a introducdo do estudo da
Algebra, as regras da linguagem matematica e os elementos necessarios para o aluno
compreender o estudo de Funcdes, no final do Ensino Fundamental e comeco do
Ensino Médio.

Este capitulo se divide de acordo com a série a que se destinam essas
intervencdes (7°, 8° e 9° anos, respectivamente nas Secdes 3.1, 3.2 e 3.3). Todas as
sugestdes estao de acordo com os curriculos mencionados no primeiro capitulo desta

dissertacéo e visam engrandecer o estudo do conceito de funcdo em sua base.

3.1 Propostas para o 7° ano

Nesse ano escolar, inicia-se formalmente o estudo da Algebra. Em alguns
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materiais, 0 aluno comeca a ter contato com o pensamento algébrico ainda no 6° ano,
a partir de atividades e problemas envolvendo calculos com operacdes inversas, por
exemplo. Nesses casos, a incognita costuma ser representada por quadrados,
estrelas, pontos de interrogagcdo ou quaisquer outros simbolos, evitando assim sua
representacao usual (a saber, por meio de letras). Considerando que os curriculos
posicionam a linguagem algébrica no 7° ano, sendo nessa fase que os alunos
compreendem melhor conceitos abstratos, propde-se apresentar alguns dos
principais elementos dessa linguagem nesse ano.

Durante esse periodo, o maior problema identificado ao longo da pratica da
autora € a dificuldade dos alunos em reconhecer que as letras do alfabeto latino
também fazem parte do alfabeto da linguagem matematica, e sdo usadas para formar
palavras nessa linguagem. Portanto, devem ser propostas atividades de leitura e
escrita de expressdes algébricas. Os objetivos sdo reforcar as palavras que indicam
resultados de operacdes, apresentar os elementos da linguagem matematica que
representam valores desconhecidos, estabelecer o padrdo de leitura para as
expressoes algébricas a partir desse ponto e, por fim, modelar expressdes a partir de
problemas.

Um bom exemplo s&o atividades em que o0 aluno deve transcrever um texto da
lingua portuguesa para a linguagem matematica e vice-versa (Atividades 1 e 2). Esse
tipo de atividade é visto em alguns materiais, sob o titulo de linguagem algébrica, e
agui destacam-se alguns pontos que merecem atencéo, ao tratar uma atividade desse
tipo. O objetivo € ensinar aos alunos como fazer a transcricdo, apresentando os
elementos da linguagem mateméatica que representam valores desconhecidos e
associando, também, certos termos da lingua portuguesa as operacdes matematicas.
Palavras como dobro, triplo, soma, diferenca, quadrado entre outras, que remetem as
operacgdes bésicas, devem ser de conhecimento prévio do aluno; se ndo o forem, o
professor deve apresentar o significado de cada uma. Esse passo inicial tem por
objetivo permitir que os alunos entendam esses significados e se acostumem com
uma leitura mais adequada. Os termos escritos em vermelho, a seguir, indicam

exemplos daquilo que se espera como resposta em cada item.

Atividade 1. Complete o quadro com a expressao em linguagem algébrica das
frases a sequir.
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. Expressdo em linguagem
Frase em lingua portuguesa "
matematica
O dobro de certo niumero 2X
A soma de certo nimero com trés y+3
A diferenca entre o triplo de algum 3 — 12
namero e uma dazia
O quociente de qlgum namero por y=8ou?
olto 8
A soma do quadrado de certo 246
namero com seis
O produto de vinte por algum 20
namero
O dobro da soma de certo numero 2y +4)
com quatro
O simétrico do quadrado de certo 2
namero
A diferenca entre a terca parte do ,
quadrado de algum namero e seu T 4«
quadruplo ’

Atividade 2. Escreva o significado das expressoes abaixo:

a) 4x o quadruplo de certo nimero ou o produto de quatro por certo numero.
b) 7y o produto de sete por certo namero.

c) x+ 12 a soma de algum namero com doze.

d) 8x — 9 a diferenca entre o produto de oito por algum nimero, e nove.

e) % a sexta parte de certo nimero ou 0 quociente de certo nimero por seis.

f) (—x)? o quadrado do simétrico de certo niimero.
g) y? — 2y adiferenca entre o quadrado de certo nimero e seu dobro.
h) 3(x — 4) o triplo da diferenca entre algum namero e quatro.

E importante que o professor faca a correcio da atividade durante a aula,
perguntando o que os alunos responderam em cada item. Dessa forma, sera possivel
identificar possiveis erros comuns a varios alunos e corrigi-los imediatamente, assim
como enfatizar a existéncia de diferentes respostas corretas para um mesmo item.
Além disso, sugere-se que no gabarito da Atividade 1, o professor se utilize de
diferentes vocabulos para representar as respostas. O ideal é utilizar as palavras da
linguagem matematica que significam constantes desconhecidas (a saber, a, b ou c),
pois sdo as que melhor representam a expressao “certo numero”. No entanto, neste
trabalho foram utilizadas as palavras que significam variaveis ou incégnitas, pois serao
as mais empregadas pelos alunos. Uma expresséo que melhor indicaria o uso de uma
variavel seria “certo valor’ ou ainda “certa variavel” (mas para esta, o aluno ja deve

conhecer o significado de variavel).



62

Em primeiro lugar, a leitura das expressdes em aula deve ser ajustada. Para
gue o aluno desenvolva a compreensao de que x, por exemplo, representa, de modo
geral, uma variavel ou uma incégnita, é importante fixar essas ideias por meio da
leitura. Uma leitura soletrada?® da expresséo 4x — 9 (a saber, quatro “xis” menos nove)
pode ocasionar dois problemas: a omissdo da nocdo de produto (ou de fator
multiplicador, dependendo do contexto), e a leitura de x como uma letra do alfabeto
latino (n&o traduzindo portanto seu significado matematico). Uma leitura melhor é “a
diferengca entre o quadruplo de certo numero e nove”, consistindo em uma leitura
interpretada®®, assim como “a diferenga entre o produto de quatro por certo valor, e
nove” (ou, por exemplo, “a diferenga entre o quadruplo de certo valor € nove”). Em
uma leitura interpretada, sédo enfatizadas as operacdes realizadas e os significados
matematicos de cada palavra. Vale destacar que essa leitura deve ser adaptada de
acordo com 0 contexto em que a expressdo esta inserida. Assim, as atividades em
gue os alunos devem escrever, em linguagem matematica, a expressao que
corresponde a frases do tipo “a soma do quadrado de certo nimero com seu dobro”
devem ser estimuladas, para que eles aprendam a representacdo adequada; e o
inverso (escrever em lingua portuguesa o significado de uma expressdo matematica)
deve ser feito para que eles facam a leitura correta. Além disso, indica-se fazer essa
leitura durante toda a vida escolar, evitando, ao maximo, as leituras soletradas.

Vale ressaltar que, ao realizar uma leitura interpretada, utiliza-se a palavra
“certo” em vez de “um” (mais usual). Na frase “a diferenca entre o quadruplo de um
valor e nove”, a palavra “um” é artigo indefinido, com o sentido de qualquer ou algum
(pronomes indefinidos), dependendo do contexto; porém, € frequente o aluno ter a
falsa compreensédo de que a variavel tem valor 1 (nesse caso), o que o leva, as vezes,
a substitui-la por esse valor. A palavra “certo”, ou mesmo a palavra “qualquer”,
substituindo o artigo indefinido “um”, elimina essa dualidade, por serem pronomes
indefinidos.

E importante lembrar que as palavras “soma’, “diferenca’, “produto”,

28 De acordo com Cunha e Velasco (2019) uma leitura soletrada de uma expressdo matematica é
aquela em que se |é cada letra separadamente. Em lingua portuguesa, seria como ler a palavra
“casa” como “cé”, “a”, “ésse”, “a”. Enquanto na linguagem natural as letras representam fonemas, em
linguagem matemética elas representam significados. Assim, a leitura das palavras formadas € feita
por meio da unido dos significados que cada parte da palavra representa (assim como a leitura da
palavra “casa” é a uniao dos fonemas de cada letra).

2 Uma leitura interpretada de uma expressdo matematica € aquela que explicita o seu significado, de
acordo com Cunha e Velasco (2019). Para isso, é necessario que o leitor reflita sobre a expressao

como um todo e compreenda o que ela representa, para, em seguida, prosseguir com a leitura.
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“‘quociente” e “quadrado” se referem ao resultado das operag¢des de adi¢ao, subtracéo,
multiplicacéo, divisdo e potenciacdo (de expoente 2), respectivamente. Essa ideia
deve ser bastante reforcada com os alunos, para que eles entendam que a leitura
interpretada de 2a como o “dobro de certo valor” refere-se ao resultado da operacao
de multiplicagdo de 2 por a (associada ao calculo do dobro), e que para determinar
esse resultado deve-se realizar a operacdo que a origina. Essa € uma sultil
diferenciacdo, mas a compreensdo e a utilizacdo dos termos corretos, permite
melhorar o vocabulario matematico do aluno e diminuir suas dificuldades ao ler
expressdes escritas em linguagem matematica.

Aliado a leitura, as ferramentas que o aluno necessita para se expressar devem
ser apresentadas desde o inicio, enfatizando a escrita correta e seus usos adequados.
Inicialmente, o professor apresenta aos alunos que valores desconhecidos sao
usualmente representados, em linguagem matematica, por letras do alfabeto latino, e
reforca que esse grupo de vocabulos fazem parte do alfabeto da linguagem
matematica tanto quanto os numerais. Em um primeiro momento, utilizam-se
diferentes letras para mostrar a possibilidade de se expressar dessa forma; contudo,
€ importante ficar claro que as letras do alfabeto da linguagem matematica que
representam incognitas ou variaveis reais sao, em geral, x, y e z. Todas essas letras
devem ser escritas no quadro com letra cursiva e deve ser utilizado o ambiente
matematico para representa-las nos materiais didaticos e avaliagbes. E interessante
destacar, nesse periodo, que as outras letras do alfabeto latino também possuem
significados importantes e deve-se indicar seu uso, mesmo que nao se aprofunde.
Apresentar, por exemplo, que a e b costumam representar constantes reais
desconhecidas, que r, s e t sdo usualmente nomes de retas (em Geometriqués), e
gue m e n costumam representar constantes inteiras € de fundamental importancia
para a devida compreensdo das expressfes matematicas.

Nos materiais impressos, a escrita em ambiente matematico (no Word, por
exemplo, é o ambiente de Equacado) auxilia o aluno a destacar os elementos
matematicos apresentados em um texto (no caso de problemas) e diferencia da
escrita em lingua portuguesa, reforcando a ideia de que séo linguagens diferentes.
Em manuscritos, por sua vez, essa diferenciacdo € mais complicada, pois implicaria
usar uma forma diferente de escrever para as letras do alfabeto da linguagem
matematica que fazem parte do alfabeto latino. Contudo, a escrita cursiva adequada

acostuma o aluno a visualizar esses elementos. O professor, entdo, deve apresentar
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a escrita manuscrita corretamente e destacar que o aluno também deve escrever
dessa forma, reforcando em todas as aulas, até que isso esteja bem estabelecido com
a turma.

Uma diferenciacdo recomendada é entre o x (que representa variavel, por
exemplo) e o operador de multiplicacdo x. Muitos alunos, ao verem pela primeira vez
a expressao 3x — 8, assim como outras desse tipo, interpretam-na (erroneamente)
como o produto de 3 por —8 (que, na verdade, se escreve como 3 X (—8), uma
expressao que os alunos aprenderam anteriormente, no mesmo ano, ao tratar de
operacfes com numeros inteiros). Escrever a expressao 3x — 8 inadequadamente,
tanto em editores de texto quanto de forma manuscrita, como 3x — 8, pode reforgar a
interpretacdo errada, e deve ser evitado. Isso se reflete em muitos casos quando o
aluno realiza a operacdo de multiplicacdo, acreditando ser uma outra forma de
representa-la, apesar de a expressdo correta do produto ser pontuada com
parénteses. Possivelmente, para evitar que o aluno confunda, os materiais do 7° ano
costumam substituir o operador de multiplicacdo que o aluno conhece pelo operador
-, usado na Algebra. Sabendo que isso pode gerar outras dificuldades, principalmente
o aluno nao identificar a operacdo corretamente, 0 mais adequado € escrever esses
dois elementos de maneira diferente no quadro (tomando cuidado para escrever a
variavel com letra cursiva x, em vez de “x”, para diferencial do operador x) e incentivar
os alunos a fazerem o mesmo.

Uma das particularidades dos dialetos Aritmetiqués e Algebrés, que também
costumam causar dificuldades na passagem da Aritmética para a Algebra, é a
justaposicao (isto é, a juncdo de duas ou mais palavras, sem alteracdo dos elementos
formadores). Cunha e Velasco (2019) destacam que a justaposicédo de palavras que
representam quantidades possui significados diferentes nesses dialetos. Em
Aritmetiqués, uma justaposicado representa uma ideia de adicdo, como em 357
(justaposicao das palavras 3, 5 e 7, que, neste caso, significa a soma de 3 centenas,
com 5 dezenas e com 7 unidades, isto € 300 + 50 + 7), ao passo que, em Algebrés,
representa um produto (isto €, o resultado de uma multiplicacdo), como em ab
(justaposicdo das palavras a e b, que significa o produto de duas constantes
desconhecidas a e b, isto é, o resultado da operagao a x b). Assim, € comum observar
gue, ao substituir uma varidvel por uma quantidade conhecida, os alunos utilizam a

ideia de justaposicao no Aritmetiqués, em vez de realizar a operacao de multiplicacao
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e obter o produto desejado. Por exemplo, ao substituir x por 7 na expresséo 3x — 8, 0
aluno muitas vezes efetua a operacéo 37 — 8 (obtendo 29 como resultado), em vez de
3 X 7 —8(que vale 13), que € a expressao (e seu resultado) correta ao substituir o
valor 7 adequadamente. Mesmo que todos os detalhes de justaposicao ndo sejam
explicitados para o aluno, € importante que o professor reforce a diferenca em ambos
0s casos, tendo como habito fazer uma leitura interpretada de ab como “o produto de
a por b”.

Um outro ponto a destacar diz respeito ao sinal de igualdade. Em Aritmética, o
aluno esta mais acostumado a identificar sinal com seu significado operacional. A
partir da introducédo de equacdes, o significado necessario para que o aluno resolva
as atividades propostas € a ideia de equivaléncia. Esta pode ser tratada inicialmente
com valores, para, em seguida, ser generalizada, como indica a prépria BNCC, nas

orientacdes relacionadas a Algebra, descrita a seguir:

A relacdo de equivaléncia pode ter seu inicio com atividades simples,
envolvendo a igualdade, como reconhecerquese 2 +3=5e5 =4+ 1, entéo
2+ 3 =4+ 1. Atividades como essa contribuem para a compreenséo de que
o sinal de igualdade ndo é apenas a indicacdo de uma operacéo a ser feita.
(BNCC, 2017, p. 270).

Nesse caso, a leitura correta dessas expressées pode comecar a destacar 0s
diferentes significados do sinal de igualdade. Particularmente nesses exemplos da
BNCC, as leituras adequadas s&o “a adicdo de dois com trés resulta em cinco” (em
2+3=5), e “cinco € o resultado da adicdo de quatro com um” (em 5 =4+ 1),
indicando, em ambas, o resultado de operacdes; ao passo que “a soma de dois com
trés equivale a soma de quatro com um” (em 2 + 3 = 4 + 1) indica uma equivaléncia
de expressdes. Como um exemplo algébrico, considere a seguinte igualdade
condicional®’: 7x + 9 = 16. Caso o professor leia soletradamente (“sete ‘xis’ mais nove
€ igual a dezesseis”), o aluno pode n&o entender que o objetivo é determinar o valor
gue a incognita representa e se fixar na nocdo de resultado do sinal de igualdade,
acreditando assim que n&do ha nada para ser feito. Por outro lado, se a leitura for “A
adicado do produto de sete por uma certa incégnita e nove resulta em dezesseis.”, o
proprio termo “incognita” (se bem compreendido anteriormente, um valor

desconhecido que se deseja determinar) indica que o objetivo € descobrir o(s)

30 Os diferentes significados do sinal de igualdade est&o descritos em Miranda (2019), sendo
igualdade condicional aquela que “estabelece uma condi¢do que deve ser satisfeita por certos valores
[...] a fim de que possamos determina-los, ou chegar a conclusao de que eles nao existem.”
(MIRANDA, 2019, p. 45).
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valor(es) condicionado(s) a expressao dada.

Como parte do desenvolvimento do raciocinio matematico, € importante
visualizar um problema e transcrever suas informacdes em linguagem matematica.
Portanto, a modelagem matemética é fundamental nesse periodo, pois corresponde
justamente a descrever um problema em linguagem matematica, a fim de poder
resolvé-lo. O professor deve guiar o aluno, com muitos exemplos, indicando quais
ferramentas sdo as melhores para essas transcricoes.

Um destaque importante na modelagem € o uso de letras por intermédio de um
processo mnemonico. Inicialmente, o objetivo principal € fazer o aluno compreender
gue valores desconhecidos sao representados por letras do alfabeto latino e utilizar
essa escrita a partir de problemas aplicados. Para exemplificar, considere o seguinte

exercicio:

Atividade 3: Ronaldo trabalha como vendedor em uma loja e seu salario € composto
por uma parte fixa de R$1420,00 acrescido de R$ 56,00 de comissédo por cada

produto vendido por ele durante o més.

a) Quais constantes estdo presentes no problema?

b) Quais variaveis estédo presentes no problema?

c) Escreva uma expressao algébrica que representa o salario de Ronaldo em
um més (em termos do numero de produtos vendidos por ele).

d) Com base nessa expressao, calcule a quantia que Ronaldo recebera se

vender em um més 48 produtos.

Os itens a) e b) tém o intuito de acostumar o aluno a buscar essas informacfes
no problema e destaca-las, a fim de modelar mais facilmente o problema apresentado.
Espera-se como resposta, para o item a), que a parte fixa do salario (a saber,
R$ 1 420,00) e o valor unitario de comissao (a saber, R$ 56,00) sdo as constantes do
problema. Ja para o item b), tanto o nimero de produtos vendidos quanto o salario
séo variaveis. Apos algumas atividades desse tipo, sugere-se retirar esses dois itens,
iniciando com perguntas como a do item c), para que o aluno realize esse raciocinio
por conta propria.

Para o item c), espera-se uma resposta do tipo s = 1 420,00 + p X 56,00 (ou,

equivalentemente, s = 1420 + 56p), onde s e p representam, mnemonicamente, o
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salario de Ronaldo em um més e o numero de produtos vendidos por ele nesse
periodo, respectivamente. Vale destacar que, apds os alunos atingirem esse primeiro
objetivo, por meio de diversos exercicios como o exemplo, o professor deve informa-
los quais letras representam varidveis (e incognitas) e quais outras terdo funcdes
diferenciadas na Matematica, como foi dito anteriormente.

Vale ressaltar que uma resposta do tipo 1420,00 + p X 56,00 (isto &, sem
estabelecer uma correlagéo entre o salario mensal e os demais dados do enunciado)
deve ser considerada incompleta, visto que o problema indica que o salario mensal
de Ronaldo deve ser expresso em fung¢éo do numero de produtos vendidos, devendo
ser representado, portanto, por meio de uma equacdo (e ndo por meio de uma
expressao algébrica sem igualdade).

Por fim, espera-se como resposta ao item d) a expressao
s =1420,00 + 48 x 56,00, que resulta em s = 4108,00. E possivel que o aluno
responda primeiro esse item, por compreender o célculo que deve ser feito, porém
sem escrever a expressao algébrica correspondente. Nesse caso, a dificuldade do
aluno nédo esta na interpretacdo do texto, mas na escrita em linguagem matematica.
Caso o aluno apresente a solugcdo sem escrever em linguagem adequada, o professor
deve estimula-lo a escrever a expressao a partir do raciocinio demonstrado. Uma boa
opcao é inverter os itens c) e d) (e incluir mais valores conhecidos), para que os alunos
primeiro facam calculos com valores conhecidos, para depois generalizar. A ideia
principal € que o aluno desenvolva em si a capacidade de refletir sobre os problemas
e explore os diferentes raciocinios, a fim de aumentar suas habilidades.

Os conceitos de expressao, equacdao, variavel e incognita, por exemplo, devem
ficar muito claros nesse periodo. E a indicagdo é que o aluno diferencie variavel e
incégnita da forma correta. Como dito anteriormente, chama-se variavel quando o
valor desconhecido varia em diversos valores na expressao em que ele esta,
enquanto sera chamado de incognita em equacdes onde se deseja determinar esse
valor. Em outros termos, o ideal é utilizar o sentido dessas palavras na lingua
portuguesa para justificar o uso e reforcar o significado matematico, como visto na
Secao 2.1.

A ideia de relacéo entre valores desconhecidos pode (e deve) ser apresentada,
nesse periodo, utilizando-se de exemplos, mantendo o cuidado de representar essa
relacdo por meio de equagdes, ou seja, nomeando todos os valores desconhecidos

gue estdo presentes na relacdo. Considerando que a ideia de relacao entre objetos &
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a base de funcéo, usar esse tipo de exemplo para iniciar o raciocinio algébrico pode
auxiliar na compreensao desses conceitos posteriormente. A seguir, tem-se descrita

uma atividade simples cujo intuito € iniciar essas discussoes.

Atividade 4: Escreva em linguagem matemética as sentencas a seguir:
a) Hugo possui o dobro de balas de sua irméa, Carla.
b) Hoje, Marcos possui o triplo da idade de seu filho, Alan.
c) Verdnica e Jilio possuem juntos uma quantia de R$ 1 320,00 para comprar

uma televisao, e Verdnica possui o quadruplo da quantia de Julio.

As respostas mais adequadas aos itens a), b) e c) sado, respectivamente,
h = 2c, m = 3a (esta vista na Se¢ao 2.1) e v +j = 1 320,00, v = 4/, sendo a resposta
do item c) um sistema de equacfes, comumente escrito como

{v +j = 1320,00
v=4j

No entanto, muitas vezes, sdo esperadas como solu¢des desses itens, simplesmente,
2c, 3a e 4j+j =1320,00, o que nao reflete as relagbes descritas nas sentengas
originais. As duas primeiras descrevem “o dobro de balas de Carla” e “o triplo da idade
de Alan”, respectivamente; j& a Ultima faz parte da resolucdo do problema (ao
substituir v por 4j no sistema original) e ndo da modelagem propriamente dita.

A partir desses exemplos, é possivel iniciar discussfes que impactardo na
compreensao do conceito de fungdo. Uma delas € se os elementos apresentados no
problema podem variar, ou seja, se existe uma relacdo entre variaveis, podendo,
portanto, originar funcdes. No exemplo de Marcos e Alan (item b) acima, nao existe
essa variagao, pois a idade de Marcos nao serd sempre o triplo da de Alan; no entanto,
€ possivel alterar a situacdo de modo a obter uma relacédo entre as idades que nao
esteja determinada por um momento especifico. Por exemplo, o caso em que “Marcos
e trinta e dois anos mais velho do que Alan.” (que pode ser escrita, em linguagem
matematica, como m = a + 32) descreve uma relacdo entre as idades que ocorre
sempre, independentemente do momento; mais especificamente, existe uma relagcéao
permanente entre variaveis (inteiras). Vale destacar que essa relacao origina uma
funcdo que descreve a idade de Marcos em termos da de Alan.

Outra discusséo interessante € em qual conjunto numérico estéo as variaveis.

No caso das idades, os valores sdo nameros naturais, mas é importante também
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apresentar exemplos em que 0s numeros tratados sado racionais. Se forem utilizados
ainda exemplos descritos por uma mesma equacgao, ja se comeca a construir 0s
conceitos completos de relacdo e funcao (ver Atividade 14, na Secdo 3.3). Essas
atividades ndo sdo obrigatérias nesse periodo, porém trazem mais riqueza ao
aprendizado a longo prazo.

Alguns problemas de proporcionalidade também podem ser discutidos, ao final
do ano, quando a turma ja demonstrar habilidades com as equacdes. Durante as aulas
de razéo e proporc¢ao, a inclusdo de perguntas que levem o aluno a destacar a relacao
entre as duas grandezas, e até mesmo, escrever a equagado que represente essa
relacdo, pode ser um principio das discussdes do conceito de funcdo. Para

exemplificar, considere o exercicio:

Atividade 5: Dona Maria pagou R$ 39,60 por 6 kg de farinha de trigo. Quanto ela
pagara por 8,5 kg?.

Primeiro, é necessario perceber que o valor a ser pago pela farinha de trigo é
proporcional a quantidade que se deseja comprar. Portanto, a razdo entre o valor a
ser pago por determinada quantidade de farinha de trigo e essa tal quantidade precisa
ser constante, e pode ser identificada pela relagdo ja conhecida (a saber, paga-se

R$ 39,60 por 6 kg). Logo, uma propor¢éo que modela o problema é: 39% = é; desta

forma x indica o valor a ser pago por 8,5 kg de trigo. Nesse caso, pode-se determinar
o valor de x multiplicando-se por 8,5 em ambos os membros da igualdade ou mesmo
utilizando-se a propriedade de proporgcbes que afirma que o produto dos meios
equivale ao produto dos extremos. Apés os calculos, obtém-se que o valor pago por
8,5 kgde farinha é R$ 56,10.

A discussao proposta aqui é levar os alunos a compreender o significado de
cada elemento da proporcao, em vez de simplesmente utilizar a regra de trés. Desse
modo, pode-se destacar que a primeira razdo (assim como a segunda razao)
corresponde ao preco a ser pago por 1kg de trigo. Logo, o valor da incégnita
x também pode ser determinado por meio do produto da quantidade de trigo que se

deseja comprar (a saber, 8,5 kg) pelo preco de 1 kg de trigo (determinado, conforme
dito anteriormente, por %, gue resulta em R$ 6,60). Apés a realizacdo desse

exercicio, o professor pode escrever (juntamente com os alunos) a expressao que
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representa a relacdo entre a quantidade de quilos e o preco final, que neste caso é
_ 39,60
T 6

de farinha de trigo considerada.

g (ou ainda, p = 6,60 - q), onde p é o preco final e g é a quantidade de quilos

Por ser o ano em que os alunos iniciam as atividades algébricas, é importante
gue, apesar de simples, os exercicios estabelecam uma base adequada, ndo s6 com

relacdo a manipulacéo algébrica, mas também com respeito a linguagem.

3.2 Propostas para o 8% ano

O ideal é que o aluno chegue ao 8° ano sabendo determinar o valor de uma
incognita e manipular expressfes mais simples. Além disso, todos os topicos
destacados nas propostas do 7° ano devem ter sido implementados. Caso isto nado
tenha acontecido, ao revisar os conteudos no comec¢o do ano, ou ao iniciar assuntos
relacionados, o professor deve apresentar resumidamente essas ideias e as colocar
em prética em seu dia a dia. O periodo de adaptacédo da turma ao professor permite
essas intervencdes e, com o0 tempo, os alunos se acostumam com uma linguagem
mais adequada.

No inicio do 8° ano, € definido o conjunto dos nameros racionais e alguns
exemplos de numeros irracionais sdo apresentados, de acordo com o curriculo
analisado nesta dissertacdo. Sendo assim, indica-se que, nesse momento, a
linguagem de conjuntos seja apresentada para os alunos, assim como os operadores
relacionais de incluséo e de pertinéncia. Apresentar os diagramas de Venn com 0s
conjuntos numéricos € um bom iniciador e serve para que o aluno se familiarize com
a relacéo de inclusao que os envolve. Inicialmente, o professor desenha no quadro
retangulos (ou elipses), representando 0s conjuntos numéricos. Junto com a turma,
ele apresenta a caracteristica de cada conjunto e acrescenta exemplos de niumeros
no conjunto correspondente. A Figura 20 apresenta um modelo de um resultado final
dessa dindmica. Além disso, pode-se construir uma atividade com esse quadro,
listando nimeros para que os alunos incluam na parte correta.

Apoés essa apresentacdo, pode-se propor atividades usando conjuntos finitos,

com as representacbes adequadas (nome do conjunto sendo uma letra latina
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mailscula, elementos representados em lista, separados por virgula e entre chaves;
por exemplo, A = {1,2,3}). E sugerido que as operacdes como unido e interse¢ao
ainda ndo sejam apresentadas, por se tratar de um aprofundamento. Porém, tanto a
escrita quanto a leitura interpretada dos conjuntos devem ser introduzidas nesse
momento, assim como as leituras de expressdes que representam essa relacdo de
inclusao.

Figura 20 — Diagrama de Venn representando o conjunto dos numeros reais

1,25 —9,3333 ... I
3 ﬁ
—152 -1 2 i
N 4
1
2 47 _38 V15 V48
65
g 3 w
entre outros
entre outros
0,89 —5,848484 ... entre outros entre outros

Fonte: A autora, 2023
As atividades 6 e 7, a seguir, também tratam a relacéo de inclusdo: uma com
conjuntos numeéricos finitos e outra com o conjunto dos numeros reais e seus
subconjuntos mais habituais (niGmeros naturais, inteiros, racionais e irracionais). Os
objetivos dessas atividades séo familiarizar o aluno com a forma de nomear conjuntos
numéricos quaisquer em Algebrés (a saber, por letras latinas mailsculas), as palavras
do vocabulario da linguagem matematica que representam as relacdes de inclusédo e

pertinéncia e as relacdes existentes entre 0s conjuntos numeéricos infinitos.

Atividade 6: Observando os conjuntos A, B e C abaixo, complete 0os espacos em
branco com €, ¢, € e &, indicando a existéncia (ou nao) das relagcdes de pertinéncia
e incluséo, conforme o caso.

A={-5-3,-1,1,3,5}

B—{01132537}
- 121 121 121 I2

C =1{0,1,2,3}

a) =5 _B(-5¢B)
b) -3 A (-3 €A
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)2 C(CegC)
d -1 B(-1¢B)
e) 3. _A(BeA
f) 3__ B(3€B)
g) C___A(C¢ZA
hy C__B(Cc<B)

Atividade 7: Leia as afirmativas abaixo, identificando se sdo verdadeiras ou falsas, e

corrija as falsas.

a) 36 € N Verdadeira, pois V36, que corresponde a 6, € um numero natural.
b) 2,15 € Q Verdadeira, pois 2,15 € um numero racional.

c) +2 ¢l Falsa, pois v2 é um nimero irracional, ou seja, v2 € I.

d) m € Q Falsa, pois T ndo € um numero racional, ou seja, T ¢ Q.

e) —4 € Q Verdadeira, pois —4 é um namero inteiro, logo também é racional.
f) 0 ¢ R Falsa, pois 0 € um numero real, ou seja, 0 € R.

15 . . 15 P -
Q) -5 € Z Verdadeira, pois —<» que corresponde a —3, € um namero

inteiro.
h) 12 ¢ N Falsa, pois 12 € um nimero natural, ou seja, 12 € N.

Na Atividade 6, estuda-se o significado das palavras € e C e suas negacgdes. A
frase —3 € A (resposta correta do item b)) significa “o trés negativo € um elemento do
conjunto A”. A frase C € B (resposta correta do item h)), por sua vez, significa que “C
é um subconjunto3! de B”. A leitura das negagbes é feita de forma analoga. Por
exemplo, a frase —5 ¢ B, do item a), pode ser lida como “o cinco negativo ndo é um
elemento do conjunto B”; ao passo que C £ A significa “C ndo é um subconjunto de
A”. A proposta € ler essas expressfes dessa maneira com a intencédo de facilitar a
compreensao do aluno quanto as palavras apresentadas e incluir a explicacao do que
€ um subconjunto.

Na Atividade 7, o objetivo € o aluno identificar quais elementos pertencem ou
nao a cada um dos conjuntos indicados, avaliando através das caracteristicas de cada

conjunto se a sentenca € verdadeira ou falsa. Para isso, é importante que ele tenha

31 Considera-se neste texto que a palavra “C” representa a relagéo de inclus&o entre conjuntos,
sendo, portanto, lida como “ser subconjunto de” (ou “estar contido em”). Ressalta-se que, nesse caso,
0s conjuntos relacionados podem ser iguais. Caso fosse utilizada neste texto a no¢éo de subconjunto
préprio (ndo usualmente apresentada no Ensino Basico), a palavra “c” seria utilizada; em outros
termos, “c” significa “ser subconjunto préprio de" (ou “estar contido propriamente em”, ou ainda “estar
estritamente contido em”).
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compreendido o significado de € e ¢. Além disso, ao fazer a corre¢do, o professor
pode destacar a leitura interpretada das expressdes. Assim, em vez de ler a expressao
—4 € Q como “menos quatro pertence a ‘qué’ ”, a leitura indicada é “o quatro negativo
€ um numero racional”’. Pode-se ainda fazer uma outra atividade com a leitura de
expressdes como as verdadeiras. Vale destacar que usar identificadores®? (em vez do
nome) de um determinado nimero auxilia o aluno a analisar o significado destes, e
evita erros como “toda representacéo fracionaria ndo identifica um numero inteiro” ou
“a raiz quadrada de um numero qualquer € sempre irracional”.

Além do trabalho com os conjuntos numéricos, € no 8° ano que se inicia o
estudo dos polinbmios, o0 que pode auxiliar os alunos nas representacdes futuras das
leis de formacao de certas funcdes (a saber, as fungdes polinomiais). Nesse caso, é
de extrema importancia compreender que os coeficientes dos monémios que
constituem um polinbmio sdo constantes usualmente representadas por letras a, b e
¢, por exemplo (quando forem desconhecidas) ou por numerais (quando conhecidas).
Como sugerido, caso essa diferenciacao nao tenha sido feita, € necessario que o seja
neste momento. A devida compreensao do conceito de polinbmio e das operacdes
gue os envolvem auxilia tanto no entendimento de operagbes com fungbes
(futuramente) quanto na determinacdo de funcdes equivalentes e que facilitem a
construcdo de sua representacao grafica.

E importante que o professor relembre as propriedades das operagdes
aritméticas para tratar das operagdes com polindbmios. Essas propriedades devem ser
relembradas usando inicialmente nimeros, para depois serem generalizadas. Esse
processo € necessario para que o aluno compreenda a necessidade de utilizar as
propriedades e realize os procedimentos de célculos com polinbmios de forma
adequada. Por exemplo, antes de propor exercicios baseados na distributividade da
multiplicacéo pela adicdo (isto é, para todos a,b,c € R, a(b + ¢) = ab + ac), pode-se
fazer exemplos comparando os valores de 8x(3+4) e de 8x3+8x4,
identificando, assim, a equivaléncia dessas expressodes. Para o aluno, iniciar com algo
mais familiar possibilita uma progresséo de assunto de maneira mais tranquila.

Outro tema significativo, nesse periodo, é representar retas no plano

cartesiano, a partir de sua equacéo, facilitando assim a construcao da representacéo

32 De acordo com Cunha e Velasco (2019), “um identificador, geralmente uma locugéo, indica uma
das diferentes formas (operagdes) de obter o objeto [matematico] em questao”.
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gréfica de funcdes afins. Portanto, o aluno aprender a esbocar uma reta no plano
cartesiano nesse momento, auxilia na construcdo do grafico no ano seguinte.
Atividades simples servem ao proposito inicial, como, por exemplo: “Represente
graficamente a reta descrita pela equacédo y = 3x — 4”. Para encontrar a solucdo, o
aluno deve ser orientado a escolher alguns valores reais para x (dois sdo suficientes,
pois, conforme visto anteriormente, dois pontos determinam uma reta) e determinar
os valores de y correspondentes.

E interessante também apresentar equacdes equivalentes a essa, como 3x —
y=4 (ou mesmo y—3x+4 =0), pois isso possibilita a ndo associagdo entre
equacao e lei de formacgao de uma funcgéo afim. Vale destacar que tal associagédo néo
ocorreria nessa fase, visto que, no 8° ano, ainda nao se conhece o conceito de funcao.
Além disso, facilita o uso do método grafico para determinar a solu¢cdo de um sistema
de equacodes lineares (isto é, polinomiais de primeiro grau) com duas variaveis, ja que
as equacdes em um sistema costumam ser apresentadas da forma ax + by = c.

As inequacdes polinomiais de 1° grau, também presentes no 8° ano, devem ser
interpretadas (por meio de uma leitura adequada) com o intuito de compreender
melhor seu significado. Desta forma, entende-se que tdo importante quanto saber
manipula-las é compreender seu sentido. Além disso, é positivo mostrar aos alunos a
representacao grafica do conjunto solucao das inequacdes. Por exemplo, considere a

seguinte questao:

Atividade 8: Expresse graficamente o conjunto constituido pelas solugdes reais da
inequacao 4x + 5 < 17.

Em primeiro lugar, € importante interpretar seu significado. Nesse caso, busca-
se determinar todos os valores de uma incognita cuja soma de seu quadruplo com
cinco seja inferior a dezessete. Em seguida, deve-se manipular a inequacao, por meio
de propriedades algébricas, com o intuito de obter outra inequacao (equivalente a ela)
em que a variavel esteja isolada no primeiro membro. Dessa forma, € possivel
determinar o conjunto solu¢do da inequacdo original. No exemplo dado, apds a
referida manipulacéo algébrica, obtém-se x < 3. Em outros termos, o conjunto solugao
da inequacéao original € dado pelo conjunto constituido pelos valores reais inferiores a
3;istoé, S ={x e R|x < 3}.
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Para a representacdo grafica desse conjunto solucdo, basta tracar a reta
numeérica e ressaltar sobre ela os valores pertencentes a tal conjunto. E necessario
também enfatizar que 3 ndo € um elemento de tal conjunto, pois 3 nao € inferior a si
mesmo. Para expressar graficamente a exclusdo desse valor, usualmente pée-se um
pequeno circulo aberto sobre ele (Figura 21).

Figura 21 — Representacao do conjunto solugcéo da inequacao (Atividade 8) na reta

numeérica

Fonte: A autora, 2023
Nesse periodo, a modelagem tem também um papel fundamental. Como os

alunos devem estar familiarizados com expressdes algébricas, as atividades de
modelagem devem se fazer ainda mais presentes, levando a equac¢des polinomiais
de primeiro grau mais complexas, ou a inequacées. Como exemplo, considere o

seguinte problema:

Atividade 9: Qual a idade atual de Marcos, sabendo que, daqui a dois anos, a soma

do dobro de sua idade com ela mesma sera igual a 24 anos?

Nesse caso, o problema é modelado por uma equacao do tipo 2(m + 2) +
(m+2) = 24, sendo m a idade atual de Marcos. Ao manipular essa expressao
algébrica, em geral, utiliza-se a distributividade para escrever 2(m + 2) da forma 2m +
4 e, posteriormente, soma-se essa expressao a m + 2. No entanto, vale ressaltar que
nao existe a necessidade de se utilizar essa propriedade. Com efeito, como a soma
do dobro de um valor com ele mesmo é equivalente ao triplo desse valor, logo
2(m+2) + (m+ 2) = 3(m + 2). Assim, a equacao original é equivalente a 3(m + 2) =
24. Portanto, a terca parte do primeiro membro equivale a terca parte do segundo.
Assim, tem-se m + 2 = 8 e, consequentemente, m = 6.

O mesmo pode ser feito com as inequacdes, conforme indica o0 proximo

exemplo:

Atividade 10: Camila deseja fechar um plano de internet para sua casa e,
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pesquisando nas principais empresas, chegou a dois planos para 500 Mb:
Empresa A: R$ 35,00 e R$ 0,45 a cada Mb a mais utilizado.
Empresa B: R$ 59,00 e R$ 0,25 a cada Mb a mais utilizado.

A partir de quantos Mb a mais, 0 plano da empresa B passa a ser mais

vantajoso que o da empresa A?

Primeiro, € necessario determinar as equacfes que indicam quanto Camila

pagara pelo plano em cada empresa:

pa = 35,00 + 0,45n e pg = 59,00 + 0,25n,
onde p, e pp indicam os valores a serem pagos nos planos das empresas A e B,
respectivamente, e n indica o numero de Mb utilizados além do plano.

Para que o plano da empresa B seja mais vantajoso, seu valor final deve ser
menor que o da empresa A. Assim, busca-se determinar os valores de n de modo
gue a seguinte inequacao seja verdadeira:

Pp < Pa-

Substituindo pelas expressdes obtidas, tem-se:

59,00 + 0,25n < 35,00 + 0,45n

Manipulando algebricamente essa inequacéo, obtém-se n > 120, ou seja, para
gue o plano da empresa B seja mais vantajoso, deve-se usar mais de 120 Mb a mais
por més.

Para se chegar a inequacdo que soluciona o exercicio, cada aspecto do
problema deve ser anotado, facilitando que o aluno identifique seus elementos.

De maneira geral, o foco do 8° ano é desenvolver melhor as habilidades
algébricas, permitindo assim a apresentacao de conceitos mais elaborados nos anos

seguintes.

3.3 Propostas para o 9% ano

Conforme dito anteriormente, o 9° ano é o momento em que 0s alunos sdo
formalmente apresentados ao conceito de funcdo. Nessa fase, supbe-se que 0s

alunos ja saibam trabalhar bem com equacdes (inclusive as polinomiais de 2° grau,
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tratadas nesse mesmo ano, antes de fungdes) e com expressdes em geral.

Ao fim desse ano, espera-se que o0s alunos tenham o embasamento necessario
para o aprofundamento de fungcbes (a ser realizado no ano seguinte, sentindo-se
assim seguros para avancar no contetdo) e que saibam expressar corretamente, em
linguagem matemética, os assuntos relacionados ao tema. Embora a orientacdo da
BNCC seja focar em situacdes praticas, 0s principios que caracterizam uma funcao
devem ser bem sedimentados para que, no ano seguinte, ao lidar com conjuntos, o
aluno nao acredite que funcao passou a ser um contetdo completamente diferente
(isto é, desconectado da nocdo de conjunto). Antes de iniciar propriamente a no¢ao
de funcéo, € necessario apresentar (caso ainda ndo tenha sido feito) o conceito de
produto cartesiano. Para isso, € importante tratar de exemplos praticos (mais
concretos), como a separacdo da prépria turma em dois grupos e identificar quais
duplas podem ser formadas com um elemento de cada. Caso a turma seja muito
grande, pode-se selecionar apenas alguns de seus elementos em cada grupo,
facilitando a visualizacdo do produto cartesiano de um pelo outro. Para ilustrar

considere a seguinte atividade33:

Atividade 11: Liste dois grupos de alunos da sua turma: aqueles que se sentam na
fileira da esquerda da sala, e aqueles que se sentam na fileira direita. Quais sdo todos
0s pares possiveis selecionando um aluno da fileira da esquerda e um aluno da fileira

direita, nessa ordem?

Considerando-se a hipétese de que, a esquerda, estdo os alunos Rodrigo,
Pedro, Larissa e Beatriz, enquanto na fileira da direita estdo os alunos Emily, Melissa
e Nathan. Desse modo, oS conjuntos formados sao
E = {Rodrigo, Pedro, Larissa, Beatriz} e D = {Emily, Melissa, Nathan}. Todos os pares
gue podem ser formados constituem o produto cartesiano de E por D. Logo, nesse
caso, tem-se:

E x D = {(Rodrigo, Emily), (Rodrigo, Melissa), (Rodrigo, Nathan),
(Pedro, Emily), (Pedro, Melissa), (Pedro, Nathan), (Larissa, Emily), (Larissa, Melissa),

(Larissa, Nathan), (Beatriz, Emily), (Beatriz, Melissa), (Beatriz, Nathan)}.

33 para ilustrar possiveis respostas para as Atividades 11, 12 e 13, sio feitas suposicées de escolhas
dos alunos de uma turma.
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E importante também observar que o par (Rodrigo, Emily), por exemplo, néo é
o mesmo que (Emily, Rodrigo), pois os pares sdo ordenados. Além disso,
(Emily, Rodrigo) néo pertence a E X D (mas sim a D x E). Uma vantagem desse tipo
de atividade é enfatizar que produtos cartesianos podem ser feitos com conjuntos de
gualquer natureza (ndo apenas 0S numeéricos).

Essa atividade também é valida para relembrar a construcdo de conjuntos em
diagramas e apresentar o esquema de flechas.

A partir dai (ainda utilizando exemplos praticos e conjuntos nao
necessariamente numéricos), introduz-se, formalmente, o conceito de relacdo. Para
isso, propde-se explicar aos alunos que relacdo é um subconjunto qualquer do produto
cartesiano, mesmo a palavra subconjunto ndo sendo usual para eles (caso a turma
nao tenha aprendido no ano anterior, conforme a orientacdo na Secéo 3.2, cabe ao
professor explicar esse conceito). Um exemplo de uma relagdo usando grupos de

alunos de uma turma pode ser obtida da seguinte maneira:

Atividade 12: Voltando aos conjuntos da Atividade 11, pede-se as alunas do conjunto
E que indiguem quem elas acham que s&o os dois alunos mais dedicados do conjunto
D.

Desse modo, cada uma das duas alunas de E forma, com seus escolhidos em
D, dois pares ordenados. Por fim, o conjunto constituido pelos quatro pares
ordenados, assim definidos, forma uma relacdo R de E em D. Por exemplo, caso
Larissa e Beatriz do conjunto E tenham escolhido, em D, os alunos Emily e Nathan, e
Melissa e Nathan, respectivamente, a relacdo R € dada por

R = {(Larissa, Emily), (Larissa, Nathan), (Beatriz, Melissa), (Beatriz, Nathan)}.

Apoés a descricdo da relacdo, é importante ressaltar que a relacdo € um
subconjunto do produto cartesiano (por definicdo), e que isso se Vverifica
particularmente para R. Para isso, basta notar que cada par ordenado de R pertence
a E x D (conjunto esse obtido na Atividade 11). Além disso, deve-se observar que R
e E x D sao conjuntos distintos, nesse caso (para isso, basta notar que, por exemplo,
(Larissa, Melissa) € R, mas que (Larissa, Melissa) € E x D). Essa etapa é importante,
pois ajuda a diferenciar as no¢oes de relacao e de produto cartesiano.

Nesse ponto, € essencial estabelecer a correta expressdao, em linguagem
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matematica, dos objetos envolvidos, além de interpreta-los de forma adequada. Por
exemplo, de acordo com a relacdo R definida, tem-se (Larissa, Nathan) € R. Isso
significa que “Larissa e Nathan estéo relacionados, segundo a relacéo R”. Além disso,
a expressao (Larissa, Nathan) € R é sinbnima de “Larissa R Nathan” (isto €&, elas tém
precisamente o0 mesmo significado).

Por fim, € possivel ainda identificar uma regra que estabeleca a relacéo
R definida. Nesse caso, deve-se notar que e R d se, e somente se, e € uma das alunas
de E, e o aluno d foi escolhido, em D, pela aluna e.

Vale ressaltar que, da forma que a atividade foi desenvolvida, os conjuntos (a
saber, E e D), cujos elementos estdo sendo relacionados, sao evidenciados. Com
isso, compreende-se mais profundamente o conceito de relacdo, fundamental para o
entendimento de funcdes, que é tratado logo em seguida.

Como visto na Secdo 1.2, os curriculos minimos ndo abordam os conjuntos
presentes na relacdo, e, consequentemente, na funcédo. Porém, o ideal € que o0s
objetos matematicos sejam apresentados desde o inicio de forma adequada, com as
definicdes corretas adaptadas a idade e ao entendimento do aluno. Por isso, a ideia
de apresentar dois conjuntos quaisquer e definir uma funcao entre eles exemplifica de
maneira clara os trés elementos presentes nesse conceito (a saber, dominio,
contradominio e lei de formacéo), permitindo que o aluno prossiga para o Ensino
Médio com o conhecimento correto desse assunto. ApOs a apresentacao, por parte
do professor, do conceito de funcéo, propde-se a seguinte dindmica com a turma:

Atividade 13: Ainda com os conjuntos E e D, da Atividade 11, solicita-se que cada
aluno em E (e ndo mais apenas as meninas) escolha, obrigatoriamente, apenas um
aluno em D para representante de turma. Feito isso, responda as perguntas:

a) Quais sdo o conjunto dominio e o conjunto contradominio dessa fungéo?

b) Qual a imagem de cada integrante do conjunto E por essa fun¢édo?

c) Qual é o conjunto imagem?

d) Existem elementos do contradominio que ndo constituem imagem de algum

elemento de E? Qual(is)?

O item a) tem o objetivo de destacar os conceitos de dominio e contradominio,

além de identificar se o aluno reconhece qual é cada conjunto. Por mais que seja uma
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pergunta simples, é importante nessa fase introdutéria do conteido. Espera-se como
resposta que o dominio é o conjunto E e o contradominio é o conjunto D.

Para ilustrar as outras respostas, supde-se que Larissa tenha escolhido
Melissa, e que Rodrigo, Pedro e Beatriz tenham escolhido Nathan. Nesse caso,
Melissa é a imagem de Larissa por essa funcao (assim como Nathan € a imagem de
Rodrigo, de Pedro e de Beatriz por essa mesma funcdo). Em outros termos,
denotando por f : E — D tal funcdo, tem-se como resposta do item b):

f(Larissa) = Melissa e f(Rodrigo) = f(Pedro) = f(Beatriz) = Nathan.

Consequentemente, como resposta do item c), a imagem dessa fungcdo é
constituida apenas por Melissa e Nathan; isto €,

Im(f) = {Melissa, Nathan}.

Nota-se que Emily, embora pertenca ao contradominio, ndo é imagem, por f,
de elemento algum de E, por ndo ter sido escolhida por colega algum. Portanto, a
resposta do item d) é: sim, Emily. Essa é uma observacdo importante que ajuda a
estabelecer diferencas entre os conjuntos imagem e contradominio.

E importante também salientar o porqué de a relacdo R definida na Atividade
12 nédo constitui uma funcédo de dominio E (0 que ajuda a enfatizar que nem toda
relacdo é uma funcdo). De fato, tal relacdo R ndo é uma funcdo (de dominio E) por
dois motivos: existem elementos em E (a saber, os meninos) que nao estado
associados a algum em D, e existem elementos de E (exatamente as duas meninas)
gue estdo associados a mais de um elemento em D. Em outros termos, apés as
atividades do tipo 12 e 13, indica-se fazer essa comparacéao, evidenciando o porqué
tem-se uma fungéo na Atividade 13 e nao na Atividade 12.

Depois dessa apresentacéo inicial, a proposta é tratar de funcdes envolvendo
conjuntos numeéricos e cujas leis de formagcdo sejam provenientes de equacdes
envolvendo exemplos do cotidiano. Nesse sentido, exemplos sobre compras de
produtos, bem como relac¢des entre a distancia e o preco de uma corrida de taxi (ou
de mototaxi, por exemplo), sdo positivas para o aprendizado, sendo fundamental a
discusséo sobre quais conjuntos estdo envolvidos nas fun¢des. Essa é uma questao
importante de ser abordada, para que o aluno entenda que uma funcdo afim, por
exemplo, recebe esse nome n&o so pela lei de formagéo, mas também pelos conjuntos

gue estdo sendo relacionados (a saber, o conjunto dos numeros reais). Por exemplo:
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Atividade 14: Em cada item, dé o que se pede:

a) Emum supermercado, a caixa de leite custa R$ 5,79. Descreva uma funcéo
gue relaciona a quantidade de caixas compradas com o valor final da
compra.

b) Um armarinho vende o metro de TNT por R$ 5,79. Descreva uma fungéo
gue relaciona a quantidade de metros de tecido comprado com o valor final
da compra.

c) As funcdes obtidas nos itens a) e b) sdo as mesmas? Por qué? Caso nao

sejam, qual a diferenca entre elas? E quais sao as semelhancas?

Destaca-se, nessa atividade, que é solicitado que o aluno descreva a fungao.
Dessa forma, as respostas aos itens a) e b), respectivamente, sdo f:N* — R, f(x) =
579%x e f:R} — R, f(x) = 5,79x. Em ambas, a lei de formacao é obtida pelo produto
do valor unitario de produto pela quantidade comprada; a diferenca esta na forma de
calcular essa quantidade. No item a) sao caixas de leite, contadas em unidades; por
isso, o dominio é o conjunto dos numeros naturais positivos. Uma consequéncia dessa
informagédo é que a representacédo grafica dessa funcéo séo pontos isolados alinhados
(isto €, sobre uma mesma reta). Por outro lado, no item b) tém-se metros de tecido
como o objeto a ser comprado, logo, como, em geral, € permitida a compra de partes
de um metro, a quantidade de tecido comprado néo precisa ser necessariamente
inteira, podendo ser considerada, entdo, um namero real3* positivo. A representacdo
grafica dessa funcdo €, portanto, continua (uma reta). Em ambos os casos, o
contradominio, por sua vez, € o conjunto dos nimeros reais, pois valores monetarios
nNao precisam ser necessariamente inteiros (mesmo que na pratica s6 se utilizem
representacdes decimais com duas casas decimais, o que gera uma discusséo sobre
0 conjunto imagem, novamente). Assim, a resposta ao item c) € “Nao, elas séo
diferentes, pois ndo possuem 0 mesmo dominio, embora tenham o0 mesmo
contradominio e a mesma lei de formacé&o”. A discusséo sobre a representacdo grafica
dessas funcbes deve vir apés a apresentacdo dessa ideia, porém, serve de exemplo

34 vale destacar que, na pratica, a quantidade de tecido pode ser considerada um nimero racional.
Nesse caso, o dominio dessa funcdo seria o conjunto dos nimeros racionais positivos. Porém, em
geral, a distingdo que se faz é se o dominio da funcao é composto por valores "discretos"
(quantidades, por exemplo), sendo entdo representados pelo conjunto dos nimeros naturais ou
inteiros, ou se é composto por valores "continuos" (como distancias, alturas, metros, quilogramas, por
exemplo), sendo nestes casos representados pelo conjunto dos niimeros reais.
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para mostrar que nem sempre a representacao gréfica sera continua.

Conforme dito anteriormente, essa atividade pode ser proposta no 7° ano, com
algumas alteracdes. Em vez de solicitar a funcdo nos itens a) e b), o enunciado do
exercicio pode ser “Descreva uma expressao que represente a relagdo entre o preco
e aquantidade...”. Ja no item c¢) pode-se fazer perguntas que levem o aluno a perceber
gue as caixas de leite sdo contadas em nameros naturais, enquanto o tecido pode ser
vendido em partes fracionarias (como no 7° ano ainda néo foi apresentado o conjunto
dos numeros reais, a discusséo fica somente no campo dos ndmeros racionais). Uma
possibilidade € dividir esse item em outros com perguntas como: “Podemos comprar
meia caixa de leite? E meio metro de tecido?” e “Que numeros usamos para contar as
caixas de leite? E que tipo de numeros usamos para representar metros?”. O objetivo
dessa atividade no 7° ano é comecar, informalmente, a construir o conceito de relacdo
(e, consequentemente, de funcéo).

E interessante também partir de exemplos da vivéncia dos alunos, permitindo
gue eles proponham exemplos, cabendo ao professor as devidas correcbes, se
necessarias, para que as atividades sejam modeladas por funcbes possiveis de
trabalhar nessa fase.

De forma geral, orienta-se que o aluno aprenda, nessa etapa, 0s conceitos de
dominio, contradominio, lei de formacdo e conjunto imagem, levando-o a
compreender o conceito de funcéo por completo, e evitando, assim, que ele associe
esse objeto com a expressao algébrica apenas. Indica-se também que, em todas as
atividades, o dominio e o contradominio estejam destacados no enunciado ou sejam
pedidos no problema, mesmo que ambos sejam o conjunto dos nUmeros reais.

Uma outra forma de reforcar essas ideias, mostrando diferentes tipos de
funcbes, é tratar de exemplos de funcdes cujo dominio é resultado de um produto
cartesiano. Essa € uma atividade extra e que deve respeitar o processo de avanco da
turma, tendo o objetivo de incitar questionamentos positivos, e levar o aluno a refletir
mais sobre a Matematica. Ao utilizar como exemplos as proprias operacdes basicas,
ou construir uma situacado concreta com a turma, amplia-se o conceito de funcdes e
justifica-se mais seu estudo. Um exemplo inicial é a partir da adicdo, como
apresentado na Secéo 2.1. Para isso, define-se, com a turma, uma fungao f (ou s,
caso se opte por uma nomenclatura mnemonica) que associe cada par de nUmeros
reais ao resultado da adicao (isto €, a soma) do primeiro com o segundo. Nota-se que

o dominio dessa funcdo é R x R (ou equivalentemente, R?). Além disso, como a
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operacédo de adicdo é fechada, o contradominio é R. Em suma, tem-se que a funcéo
f pode ser descritapor f: RXxR — R, com f(x,y) =x+y.

Mazzieiro e Machado (2012) também apresentam exemplos desse tipo de
funcdo, utilizando as ideias de maximo divisor comum (MDC) e de minimo mdultiplo
comum (MMC), ditos anteriormente. A Atividade 15 é baseada em um exercicio
proposto em seu livro, e inclui o destaque para o dominio (N x N) e o contradominio
(N) dessas funcdes. Essas propostas podem ser incorporadas nas aulas de forma

natural.

Atividade 15: Considere as fun¢cbes que associam a cada par ordenado de nimeros
naturais dados seu maximo divisor comum e seu minimo multiplo comum,
respectivamente:

f:NxN-N, f(x,y) = mdc(x, y)

g:NxXN - N, gx,y) = mmc(x,y)

Para cada par ordenado de numeros, use as leis dessas funcfes e determine
a imagem por f e por g.

a) (5,77 f(5,7)=1,9(5,7) =35

b) (12,16) f(12,16) =4, g(12,16) = 48

c) (6,18) f(6,18) =6, g(6,18) = 18

Conforme foi apresentado na Secao 2.1, as diferentes formas de representar
uma funcdo, como o diagrama de flechas e a representacdo grafica, devem ser
apresentados também com as ideias iniciais de funcdo e sempre incluindo as
discussBes sobre os conjuntos. Indica-se quais sdo o dominio e o contradominio, e
abre-se a discussédo de qual é aimagem. Essas discussfes ndo precisam se prolongar
por muitas aulas, mas € indispensavel que acontecam.

Com respeito as representacdes graficas, inicialmente o aluno deve identificar
guando um grafico no plano cartesiano representa uma funcdo. Em geral, utiliza-se a
regra de observar se uma linha vertical intercepta o grafico em dois pontos. Mesmo
gue se utilize esse artificio, deve-se explicar o motivo pelo qual esse artificio € valido;
ou seja, é importante que fique evidente que qualquer reta vertical sé deve possuir um
ponto em comum com a representacdo grafica da funcéo, pois isso indica que o

elemento do dominio (representado no eixo das abscissas) em que essa reta passa
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s6 possui uma imagem pela fungéo.

Em se tratando da escrita de uma funcdo, um ponto de extrema importancia
nesse ano € a utilizacdo das notacdes f(x) e de f: A — B. Essas expressdes fazem
parte da forma correta de se escrever fun¢des, mas sdo pouco exploradas no Ensino
Fundamental. Conforme dito anteriormente, a orientacdo é, ao descrever a lei de
formacdo de uma fungao, se utilizar “f(x)”, e ndo “y”, sob pena de poder haver
confusdo com os conceitos de funcdo e de equacdo. Além disso, ao representar tal
funcéo graficamente, no plano cartesiano, recomenda-se renomear o eixo y (isto €, o
eixo das ordenadas) por f(x), indicando, portanto, o eixo no qual se deve localizar a
imagem de cada x por f. Por exemplo, as expressbes y=3x+4 e f(x) =3x+4
representam objetos matematicos diferentes e, portanto, sao lidos de formas
diferentes; a saber “o valor de uma incognita € igual a soma do triplo de outra com
quatro” e “a imagem de x por uma funcéo f é igual a soma do triplo de x com quatro”,
respectivamente.

A notacédo f: A — B (e, em particular, f : R = R) ndo costuma ser apresentada
nos materiais didaticos do 9° ano, conforme observado anteriormente. Além disso,
quando usados, geralmente ndo sédo explicados corretamente (os livros usualmente
leem f : A - B como “f de A em B”, quando o ideal é ler “uma funcao f de dominio A
e contradominio B”). As discussdes propostas sobre o dominio e o contradominio
ressaltam a importancia dessa escrita e enfatizam o conceito de fun¢cdo de forma
completa. Esse tipo de informacdo deve aparecer nos exercicios aplicados, e deve
ser exigido do aluno que, ao modelar um problema, ele apresente quais conjuntos
estdo descritos na questao, usando essa informag&o. Caso isso nao seja feito, a
modelagem do problema fica descrita de modo incompleto, o que pode levar a
associagOes erradas no momento da resolugéo. Por exemplo, considere o seguinte

exercicio:

Atividade 16: Em uma papelaria, cada lapis custa R$ 0,40.
a) Estabeleca uma funcéo que expresse 0 preco pago na compra de uma
guantidade qualquer de lapis em termos dessa quantidade.
b) Qual o nmero maximo de lapis que se pode comprar com R$ 15,00?

¢) Quanto de troco recebe-se pela compra de tal quantidade?



85

Uma resposta esperada para o item a) esse exercicio é f:N - R, com f(n) =
n-0,40 (ou, equivalentemente f(n) = 0,40n). Nota-se que, por se tratar de uma
guantidade (de lapis), a variavel desse problema € um numero natural (por esse
motivo, foi escolhido N como dominio). No entanto, como o0 pre¢co ndo é
necessariamente um valor natural (mas sim real), e o produto de um nimero natural
por um numero real é sempre real, o contradominio utilizado foi o conjunto R. A
indicacdo é que o exercicio seja formulado dessa maneira (pedindo a funcéo e nédo
somente a lei de formacéo), e que a resposta também seja completa.

Os itens b) e c) reforcam a questdo do dominio, pois ao resolver a equacgao
0,40n = 15,00 (obtida ao se notar que o item b) apresenta uma possivel imagem da
funcéo e pede o valor de n que corresponde a essa imagem), o aluno obtém n = 37,5,
0 que nédo condiz com o problema. Desse modo, a resposta ao item b) é que o valor
maximo de lapis é 37, por ndo ser possivel calcular f(37,5), considerando o dominio
como o0 conjunto dos numeros naturais. A resposta ao item c) €, entdo a diferenca
entre R$ 15,00 e f(37), que é igual a R$ 14,80, ou seja, recebe-se R$ 0,20 de troco.

No terceiro e no quarto bimestres do 9° ano, além da ideia geral de funcéo,
também s&o apresentadas as fun¢des afins e quadraticas. E muito comum encontrar
materiais (principalmente na internet) associando fungdes afins a “fungdes de primeiro
grau”. No entanto, essa nomenclatura € considerada inadequada, pois funcdo nao
possui grau (LIMA et al, 2006); o mesmo se aplica as quadraticas. Por sua vez, a
nomenclatura “fungao polinomial do 1° grau” (assim como, “funcéo polinomial do 2°
grau) € aceitavel, mas nao considera as funcdes constantes (que, pela definicao
usada, sdo um tipo de fungdo afim, como dito anteriormente). No entanto, ao
considerar a nomenclatura funcdo polinomiais de no maximo grau 1, inclui-se as
constantes, estando assim mais de acordo com a definicdo de funcédo afim. Ainda
assim, o ideal € se utilizar os nomes corretos da funcédo, objetivando acostumar o
aluno a esses termos; isto é, afins e quadréaticas. Além disso, € importante reforcar
gue essas fun¢des tém como dominio e contradominio o conjunto dos nimeros reais.
Portanto, é fundamental destacar esse fato ao longo das atividades (principalmente
0os problemas aplicados), e diferenciar das funcdes que possuem como lei de
formagdo uma expresséo polinomial de primeiro ou segundo grau, mas n&o sao afins
ou quadréticas, pois seu dominio ou contradominio ndo séo o conjunto dos nimeros
reais, como a da Atividade 16, vista anteriormente.

Com relacédo as funcdes afins, a sugestéo € destacar a funcao linear, com o



86

nome apropriado. O inicio dos estudos também deve ser feito mediante um exemplo
concreto, se atentando em escolher um problema que possua dominio e
contradominio corretos. Como as expressoes polinomiais que os alunos ja estudaram
sdo somente as de 1° e 2° graus, é possivel que alguma atividade ja proposta tenha
resultado em uma funcédo afim, linear ou quadratica (como é o caso do item b) da
Atividade 14, que € uma funcéo linear). Pode-se retornar a esses exemplos, ou propor
outros semelhantes como o preco de determinado produto comprado a quilo
(exemplificando uma funcdo linear), e o preco pago no aluguel de um carro a partir da
guilometragem rodada (caracterizando uma funcdo afim, pois, nesse caso, para o
aluguel existe uma taxa inicial fixa). Em ambos os casos, o dominio é o conjunto dos
nameros reais, por mais que na pratica sejam utilizadas aproximacoées.

Construir a representacao grafica desses dois tipos de funcdes, e comparar as
peculiaridades de cada uma, sao tarefas de grande importancia para ajudar o aluno a
diferenciar uma funcdo afim (n&o linear) de uma linear. A discussado do papel das
constantes também é indispensavel e o aluno pode visualizar sua interpretacdo
nessas construcdes. Existem ferramentas de geometria dindmica (como o Geogebra,
por exemplo), que permitem, ao esbocar a representacdo grafica dessas funcoes,
alterar ambos os coeficientes, o que auxilia muito na interpretacdo de seus
significados. No entanto, por compreender que a realidade em uma escola municipal
nem sempre permite 0 acesso a esse tipo de ferramenta, a proposta é fazer uma
atividade em grupo que permita essa visualizacdo e que reforce ainda a construcéo
das representacgdes graficas.

Nesse sentido, a atividade sugerida é dividir a turma em grupos e pedir para
gue cada um construa, em papel quadriculado (para evitar diferencas de escala), as
representacdes graficas de funcbes afins obtidas por meio da alteracao de cada um
dos coeficientes. A quantidade de exemplos pode depender da quantidade de alunos
de cada grupo, mas o indicativo é que se tenham seis exemplos em cada grupo, e
descritos da seguinte forma. O primeiro, que servira como base, € a funcdo identidade
(cuja lei de formacdo € f(x) =x), uma funcéo linear com taxa de variacdo 1 e
coeficiente independente 0. O segundo e o terceiro, por sua vez, sao funcdes afins,
obtidas a partir de f (mantendo-se sua taxa de variacdo, a saber, 1), cujos coeficientes
independentes sdo um positivo e um negativo (por exemplo, 2 e —3, gerando as
funcbes g,(x) = x+ 2 e g,(x) = x + (—3), sendo esta Ultima equivalente a g,(x) =

x —3). O guarto e o quinto exemplos sdo fungdes afins, obtidas a partir de f
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(mantendo-se seu coeficiente independente, a saber, 0), cujas taxas de variacdo sao
uma positiva e uma negativa (por exemplo, as fungdes afins cujas leis de formacéao
sdo hy(x) = 3x e h,(x) = (—2)x, sendo esta Ultima equivalente a h,(x) = —2x). Por
fim, o sexto exemplo € uma funcéo afim, obtida a partir de f, cujos taxa de variacéo e
coeficiente independente sdo ambos distintos dos de f (por exemplo, a funcao afim
cuja lei de formacédo é p(x) = 3x + 2). Desse modo, é possivel analisar ndo somente
0 que acontece com a representacdo grafica quando se altera um dos coeficientes,
mas também é possivel analisar quando essas representacfes serdo paralelas e
guando serdo concorrentes. A atividade a seguir descreve o modelo a ser proposto
para os alunos, sendo o ideal que cada grupo receba um conjunto diferente de

funcdes, mantendo somente a fungao original f.

Atividade 17: Construa, no plano cartesiano, as representacfes gréficas das
seguintes funcdes e depois responda as perguntas.
fx)=x, g1(x) =x+2, g,(x) =x—3, hy(x) =3x, hy,(x) = —2x e p(x) = 3x + 2
a) Observando as representacfes gréficas das fungbes f, g, € g, 0 que
acontece com o grafico de uma funcdo quando se altera o coeficiente
independente?
b) Observando as representaces gréficas das fungbes f, h; e h,, 0 que
acontece com o grafico de uma funcéo quando se altera a taxa de variagao?
c) As representacdes gréaficas das funcbes h; e p possuem algum ponto em
comum?
d) Observando a lei de formacdo das funcbes do item c), o que podemos
perceber?
e) O gue as representacdes graficas das funcdes g, e p possuem em comum?
E o que possuem de diferente?

f) E as leis de formacéo das funcdes g, e p?

A sugestdo é esbocar as representacdes graficas em uma mesma folha
guadriculada (se possivel com cores diferentes), facilitando a identificacdo das
mudancgas de uma para outra, e as respostas as perguntas propostas (Figura 22).
Espera-se que os alunos identifiquem no item a) que as retas dadas pelas

representacdes graficas das funcdes se deslocam verticalmente, ou seja, o valor em
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gue tais retas intersectam o eixo das ordenadas muda. Ja no item b), o ideal é
observar que o angulo com o eixo das abscissas se altera, o que pode ser identificado
pela variacdo entre as imagens (por exemplo, destacar que, na h;, as imagens
crescem trés unidades a cada unidade de crescimento de um valor do dominio, o que
altera a inclinacdo da reta e ilustra a proporcionalidade presente em funcfes desse
tipo). Do item c) em diante, o objetivo é observar que algumas retas sédo paralelas, e
outras se intersectam no mesmo ponto do eixo vertical. Assim, a resposta do item c)
€ “Nao, elas sao paralelas” e do item d) € “Elas possuem a mesma taxa de variagao”.
Ao passo que, no item e) “Elas s6 possuem em comum o ponto de coordenadas (0, 2).
A inclinacdo das retas, e por consequéncia, todos os demais pontos, séao diferentes.”
e, no item f), “As leis de formacao possuem o mesmo coeficiente independente”.

Figura 22 - Representacoes graficas das seis funcdes

2
\ 1 7
\ /
h /

b4
N 6

Fonte: A autora, 2023

Essas orientacbes também sdo vdlidas para as funcdes quadraticas,
apresentadas no ultimo bimestre, porém com algumas ressalvas. Ao se propor
diferentes fungdes, a andlise das alteracdes nos coeficientes dos monémios de grau
2 e 0 (ou seja, os termos a e c¢) sao mais faceis de serem observadas. A alteracdo no
coeficiente a modifica a concavidade da parabola, ao passo que o coeficiente ¢
provoca uma translacéo vertical. No entanto, a variagdo do monémio de primeiro grau
(a saber, b) ndo é tdo simples de ser analisada, pois ela provoca uma variacao do

vértice que nao seria facilmente concluida pela observacdo de poucos exemplos.
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Assim, para propor essa atividade para as func¢des quadraticas, sugere-se que as
variagdes e perguntas foquem somente nos coeficientes a e c.

Conforme observado anteriormente, a andalise do vértice da pardbola também
faz parte do curriculo, e deve ser feita nesse periodo. A representacdo grafica da
funcdo auxilia a visualizacdo do porqué o vértice € chamado de ponto de maximo ou
de minimo, mas a interpretacdo dos problemas aplicados que solicitam esses valores
costuma trazer a tona algumas dificuldades. Muitas vezes o aluno ndo sabe identificar
em um problema quais sdo as variaveis independente e dependente, dificultando sua
associagdo com x e f(x), 0 que ocasiona em ndo saber qual das coordenadas do
vértice deve ser calculada para resolver o problema. Para minimizar essa dificuldade
de interpretacdo, ao longo dos exemplos aplicados, o professor deve destacar o
significado da lei de formacéo, evidenciando as diferencas entre as variaveis do
problema apresentado. Quanto mais acostuma-se os alunos a procurar o significado
da expressao nos problemas, mais ensina-os a interpretar, permitindo que eles se

apropriem dos conceitos matematicos. Como exemplo, observe a atividade a seguir.

Atividade 18: Na figura a seguir, 0 quadrado externo tem lados de medida 12 cm, e
0s segmentos AP, BM, CN e DQ tém a mesma medida, x cm. Determine:

. g a) O valor de x para que a area da regido sombreada do

2 guadrado seja maxima.

b) O valor dessa area maxima.

Para solucionar esse problema, primeiro o aluno deve escrever a equagéo que
representa a area da regido sombreada em funcdo da medida x. Considerando que
cada lado do quadrado ABCD possui 12cm e que o segmento BM mede x (por
hipotese), segue que o segmento AM mede a diferenca entre ambos, isto €, 12 — x.
Consequentemente, os catetos AP e AM do triangulo retangulo AMP medem x e
12 — x, respectivamente. Por outro lado, como a area de um tridangulo retangulo pode

ser calculada como a metade do produto dos catetos, conclui-se que a area de AMP
x(12—x) . in ~ .
vale — Por fim, como os quatro triangulos sombreados sé&o congruentes entre si

(pois possuem catetos respectivamente congruentes), suas areas sao as mesmas, e,

portanto, a area a(x) da regido sombreada pode ser calculada por
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a(x) =4 x @ (ou, equivalentemente, a(x) = —2x2 + 24x).

Em seguida, é importante determinar o dominio e o contradominio da fungao
obtida. Como os pontos M, N, P e Q sdo tomados nos lados do quadrado original, tem-
se que x varia de 0 a 12; em outros termos, a funcdo a tem como dominio o intervalo
[0, 12], que também pode ser representado em sala como A ={x € R|0 < x < 12}.
Como a area é sempre um valor real ndo negativo, pode-se tomar o contradominio
como R, (isto é, o conjunto dos nimeros reais nao negativos), ou mesmo como R.
Feito isso, € interessante questionar quando a area sombreada € minima e quando é
maxima. Caso seja possivel o trabalho com um programa de geometria dinamica, é
importante mostrar o que acontece com a area ao variar os pontos M, N, P e Q nos
segmentos de reta que os contém. Caso ndo seja possivel a utilizacdo do programa,
pode-se construir o grafico dessa funcao para uma melhor analise (Figura 23). Nota-
se que, caso x tenha valor 0 ou 12, os pontos M, N, P e Q coincidem com os préprios
vértices do quadrado original e, portanto, a regido sombreada possui area 0 (o valor
minimo possivel). Por outro lado, por ter a concavidade voltada para baixo (pois
a <0), a funcdo possui valor maximo (justamente no vértice). A partir dessa
discusséo, verifica-se que a resposta do item a) é o valor da abscissa do vértice da
parabola que representa o grafico da funcéo area (a saber, x = 6) e, para responder
ao item b), basta determinar a imagem dessa abscissa pela funcdo (a saber,
a(6) = 72).

Figura 23 — Grafico da funcéo obtida na Atividade 18.
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As atividades aqui propostas sdo algumas sugestdes, podendo sempre ser
adaptadas e incrementadas a critério do professor. Os principais pontos que devem
ser levados em consideragcao na criacdo de novas atividades séo, de modo geral, 0
ajuste da leitura, a apresentacdo correta dos elementos e o uso adequado da
linguagem. Estes aspectos devem permear toda a introducéo do conceito de Fungodes

e seus topicos no Ensino Fundamental.
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CONSIDERACOES FINAIS

A ideia de relagdes (e, por consequéncia, de funcdes) fazem parte do cotidiano
do ser humano; a concepgdo matematica dessa ideia € uma forma de analisar padrdes
e permitir intervencdes em diversas areas. No entanto, apds a analise bibliografica,
percebe-se que isso nao parece ficar claro para o aluno do Ensino Fundamental. Ao
dialogar com alunos dessa etapa, nota-se o discurso de ndo compreender para que
servem determinados conteudos e um desanimo com o aprendizado matematico,
justificado pelas dificuldades de compreenséo, principalmente entre os que estdo em
situacdes de vulnerabilidade.

Visando melhorar esse aspecto através da linguagem matematica, notou-se
gue a abordagem de Funcgdes, feita nos Anos Finais do Ensino Fundamental, possui
pontos que possibilitam melhorias para a apresentacdo desse conceito e que podem
ser feitas mesmo antes de tratar de funcdes. Além disso, o estudo da escrita e leitura
em Matematica permitem uma distingdo de elementos matematicos e tem o objetivo
de facilitar a compreenséao dos conceitos desde sua base.

Revisar os conteudos relacionados a FungBes se mostrou importante para
centralizar os conceitos, identificando aqueles que possam ser abordados no Ensino
Fundamental. Desse modo, as propostas apresentadas respeitam o0 que é exigido
nesse periodo, assim como, aquilo que pode engrandecer o estudo e o embasamento
necessario para os proximos anos escolares.

Apesar de os documentos norteadores desenvolverem mais esse conceito no
Ensino Médio, € observado que o conteddo matematico é construido ao longo dos
anos escolares anteriores. Em outras palavras, para uma boa compreensdo de
conceitos mais elaborados, é necessario que a base seja feita corretamente. Assim,
ajustar a apresentacdo da linguagem matematica no inicio da Algebra e, por
consequéncia, no Ensino Fundamental, influenciard ndo s6 no ensino de Funcdes,
mas também na forma que os alunos encaram a Matematica.

Vale ressaltar que o presente trabalho foi desenvolvido entre os anos de 2020
a 2023, durante o periodo de pandemia de Covid-19 e adaptac¢6es de curriculo. Existia
0 intuito inicial de aplicar as atividades propostas em sala de aula, o que nao foi
possivel. Assim, a aplicacdo e, por consequéncia, as observacdes dessas dinamicas

serdo feitas em momento oportuno.
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Espera-se que o presente trabalho sirva de orientagédo aos professores do
Ensino Fundamental de como aprimorar suas aulas do ponto de vista da linguagem
matematica, principalmente na Algebra. Com isso, visa-se melhorar a relagcdo dos

alunos com a Matematica e diminuir suas dificuldades ao longo do ensino basico.
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