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RESUMO

A representagao dos numeros reais por meio de fragdes continuas é composta por uma parte
inteira e uma parte decimal, em que a parte decimal é escrita na forma de fragdo com numerador
unitario e denominador expresso por meio de soma de numeros inteiros e fragdes também de
numerador unitario. Seu estudo teve inicio por volta do século XVI e tem aplicacdes em Algebra
e Aritmética, permitindo aproximagao de numeros irracionais por meio de racionais. No estudo
dessas aplicacdes sao exploradas equacdes diofantinas lineares, de Pell, congruéncias, deter-
minantes, e analise de nimeros algébricos por meio do Teorema de Liouville. A representagao
em fragbes continuas de numeros racionais é realizada pelo Algoritmo da Divisédo, enquanto
para os irracionais é infinita e, para os numeros quadraticos (que sao raizes de uma equagao
do 2 grau), periddica, o que é crucial para resolugdo das equagdes de Pell. A possibilidade de
implementacao do estudo de fragdes continuas nas etapas finais do ensino fundamental e no
meédio € discutida, baseada na Base Nacional Comum Curricular, e o trabalho é finalizado com
uma proposta didatica para o ensino desses conceitos.

Palavras-chave: Fracoes continuas. Convergentes. Equacoes de Pell. Teorema de Liouville.



ABSTRACT

The representation of the real numbers by means of continued fractions is composed by an
integer part and a decimal part, in which the decimal part is written in a fraction form with a
unitary numerator and denominator, expressed by the sum of the integers and fractions, also with
a unitary numerator. The studies began around the 16th century and are applicated in Algebra
and Arithmetic, allowing the approximation of irrational numbers through rational ones. In these
studies, linear Diophantine and Pell’'s equation, congruences, determinants and the analysis of
the algebraic numbers through Liouville’s Theorem are explored. The representation in continued
fractions of rational numbers is carried out by the Division Algorithm, while for irrational numbers
is infinite and for quadratic numbers (that are roots of a 2nd degree equation) it is periodic, which
is crucial to solve Pell’s equation. The possibility of implementing the continued fractions studies
in final stages of primary and secondary education is discussed based on the National Common
Curricular Base, and this study ends with a didactic proposal of teaching these concepts.

Keywords: Continued fractions. Convergent. Pell's equation. Liouville’s theorem.
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1 INTRODUCAO

Por volta do século XVI, as fragcdes continuas emergiram como uma valiosa ferramenta
na resolugao de problemas algébricos que abrangiam nimeros irracionais, tais como raizes de
equacoes quadraticas e a constante de Euler. Foi justamente usando o conceito de fracoes
continuas que se provou pela primeira vez a irracionalidade de 1.

As fracdes continuas tém uma variedade de aplicacdes em Algebra e Aritmética. Uma
dessas aplicacdes envolve a aproximacao de um nimero irracional por um nimero racional, em-
bora com um erro de aproximacdo. Lembrando que a parte decimal de um numero irracional é
infinita e ndo periédica, este método é particularmente importante. Por exemplo, 0 nimero de Eu-
ler, a base dos logaritmos naturais, com cinco casas decimais é aproximadamente 2,71828. Uma
aproximacao desse numero pode ser obtida pelo nimero racional 87/32, que equivale a 2,71875
na forma decimal. Uma comparagédo dos dois numeros revela um erro de aproximadamente
1074,

O objetivo deste estudo é explorar a aplicacao pratica de fracbes continuas na resolugao
de problemas aritméticos e algébricos. Para tanto, serdao examinadas as propriedades e concei-
tos fundamentais das fragdes continuas essenciais a sua aplicagdo. A estrutura deste trabalho
€ descrita a seguir.

No Capitulo 2, é apresentada uma breve abordagem histérica sobre as fragcdes continuas,
descrevendo as contribuigbes que alguns matematicos contribuiram para o seu desenvolvimento.

No Capitulo 3, é apresentado um estudo geral de fragdes continuas, iniciando com os
conceitos basicos de uma fracao continua: sua definicdo, como escrever um namero racional
qualquer na forma de fragdo continua aplicando apenas algoritmo de divisdes sucessivas de
Euclides, e também o processo inverso, de transformar uma fragdo continua simples em um
namero racional. Depois sao trabalhadas as propriedades das fragoes continuas dentro do uni-
verso dos numeros racionais e irracionais. O capitulo encerra abordando os nimeros irracionais
sobre o olhar das fragdes continuas infinitas.

O Capitulo 4 enfoca a aplicabilidade das fragdes continuas para resolver problemas,
muitos dos quais sao resolvidos por métodos bem conhecidos, como as equacgdes diofantinas
que aplicam o algoritmo das divisdes sucessivas de Euclides. E, outros problemas onde a fragao
continua é essencial para encontrar a solugao, como é o caso das equacodes de Pell. Serdo
abordadas também as congruéncias lineares, os nimeros irracionais quadraticos € sua relagéo
com as fragdes continuas periddicas, determinantes e nimeros algébricos. Para cada topico
serdo apresentadas as demonstragdes e exemplos para aplicar a teoria.

O estudo desse trabalho finaliza com os capitulos 5 e 6, onde no Capitulo 5 sera discutida
a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), com objetivo de justificar o estudo das fracoes
continuas na educacgao basica. E, terminando com a proposta de uma sequéncia didatica sobre
fragbes continuas no Capitulo 6.
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2 ASPECTOS HISTORICOS

As fragdes continuas ganharam destaque e comegaram a despertar interesse dos mate-
maticos por volta do século XVI, inicialmente no estudo de raizes de equagdes quadraticas, onde
a solugao é um numero irracional. A raiz positiva de uma equagao do segundo grau, mostra-se
de uma forma interessante quando escrita na sua representacdo em fragdes continuas, que sera
explorada ao longo desse trabalho.

Antes das equacoes algébricas, no século VI o matematico e astrobnomo hindu Arybhata
(Figura 1) na resolucao de equacgoes diofantinas, usou um método parecido com o que chama-se
atualmente de fragao continua. A ele, também é atribuida, segundo Sautoy (2019), a aproxima-
¢ao de m =~ 3,1416, onde o0 mesmo encontrou 39.968 km para a circunferéncia da Terra, valor
muito préximo do aceito atualmente de 40.075 km.

Figura 1 — Aryabhata (476-550).

& &

h '_

Fonte: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Aryabhata_l/

Na era moderna, os primeiros registros de fragées continuas séo atribuidos a Pietro Anto-
nio Cataldi (1548-1626). Cataldi estudou principalmente os numeros perfeitos e os Elementos de
Euclides. No campo da Algebra, foi no estudo sobre raizes de equagdes quadraticas que usou o
que chama-se hoje de fragbes continuas infinitas (fracdo continua para nimeros irracionais).

O processo feito por Cataldi, segundo Boyer e Merzbach (2012), consistia no seguinte:
para expressar /2 considere a seguinte equacao x+1 = V2. E elevando ambos os membros a
segunda poténcia, obtemos

x2+2x=1.

Colocando x em evidéncia,
1
X+2

X-(x+2)=1 = X =

Substituindo sucessivamente x por no membro direito da equacao (1), obtemos

X+2
1
2t —3—
2+
24...
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O feito de Cataldi abriu um novo caminho na representacao das solugdes de equacgdes
quadraticas que possuem como solugdes numeros irracionais. Essa solugdo mostra que “apa-
rentemente” tem-se um processo periédico na representagdo de um namero irracional quando
escrito na forma de fragbes continuas, um fato que contrasta com a representagdo na forma
decimal que é justamente ndo periddica.

Ja o matematico inglés John Wallis (Figura 2) no estudo de aproximagdes do nimero
irracional 17, chegou na seguinte aproximagéao:

m 2-2-4-4-6-6-8...
271.3.3.5:5.7-7...

Figura 2 — John Wallis (1616-1703).

1 al
Fonte: http://ecalculo.if.usp.br/historia/wallis.htm

Wallis foi o primeiro a usar o termo fragédo continua, iniciando o estudo das propriedades
que envolvem uma fragdo continua, Lorio (2016).
Ja em 1650 o matematico inglés Willian Brouncker (Figura 3) reescreveu uma aproxima-

cao para 1 feita por Wallis:
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Figura 3 — Willian Brouncker (1620-1684).

ks T

Fonte: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Brouncker/

As fragdes continuas também foram trabalhadas pelo matematico Leonhard Euler, ele
escreveu 0 numero e (nimero de Euler) como uma fragcdo continua infinita:

e=2+ 1 . (2)

1 1
+ 1

1
1

2+
1+

1+
4+ .

Figura 4 — Leonhard Euler (1797-1783).

Fonte: http://clubes.obmep.org.br/blog/leonhard-euler/

Euler também estudou as propriedades das fragdes continuas infinitas, referente a perio-
dicidade das solu¢des de equagbes quadraticas na forma de fragdes continuas.

Também, no estudo da periodicidade das fracées continuas, o matematico italiano Jo-
seph Louis Lagrange (Figura 5) estudou os nimeros irracionais quadraticos e sua expansao em

forma de fragao continua infinita.
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Figura 5 — Joseph Louis Lagrange (1736-1813).

Fonte: http://ecalculo.if.usp.br/historia/lagrange.htm

Na representacado em fracdes continuas dos nlimeros irracionais quadraticos (niUmeros
irracionais que sao raizes de equacdes do 2° grau), destacamos dois teoremas fundamentais,
um deles é devido a Euler e outro devido a Lagrange. Esses dois teoremas serao apresentados
e demonstrados no capitulo de aplicagoes.

Um dos maiores feitos dentro das fragdes continuas é atribuido ao matematico suico
Johann Heinrich Lambert (Figura 6), que em 1768 usando a expansdo em fragdes continuas de
tg(x), demostrou pela primeira vez a irracionalidade de 1. A expresséao obtida por Lambert foi:

Segundo Eves (2011) Lambert demonstrou que se x for um racional diferente de zero,
entdo tg(x) é irracional, como tg(1r/4) = 1, logo 1 é irracional.

Figura 6 — Johann Heinrich Lambert (1738-1777).

Fonte: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lambert/

Essa é considerada a primeira prova formal da irracionalidade de 17, um feito surpreen-
dente para a época, possivel gracas ao desenvolvimento das fracées continuas.
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Esses foram alguns dos matematicos que de alguma forma estudaram e contribuiram
para o estudo das fragbes continuas. O desenvolvimento dos estudos de fragdes continuas é
relativamente recente e ainda pode gerar novas descobertas nos mais diferentes campos da
matematica.
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3 FRACOES CONTINUAS

As fragdes continuas sdo expressdes matematicas usadas para representar nimeros
reais. Elas sao divididas em dois grupos, o das fragdes continuas finitas e o das fragdes continuas
infinitas.

As fracOes continuas finitas sdo usadas na representacdao de numeros racionais, por
exemplo

15 1
— =1+

T
9 1+-—
2

Ja as fragcdes continuas infinitas representam nimeros irracionais, € o caso do nimero
de Euler apresentado na equacéo (2), por exemplo.

3.1 FRAGCOES CONTINUAS SIMPLES

As fragbes continuas simples serdo empregadas na resolucao de alguns problemas
que serao explorados nesse estudo, por exemplo, as equacdes diofantinas e as congruéncias
lineares. Para tanto, precisamos definir o conceito de fragdo continua.

Definicao 1 Uma fracdo continua é toda expressao da forma

b
ai + s
bz
ag+———
a4 4o
em que ay € um numero inteiro, e demais termos ao, as, ..., S40 numeros inteiros positivos.
Quando os termos b1, bo, ..., forem unitarios, a fracdo continua é chamada de simples
1
al + 1
as + 1
az+—
34 + P

Uma fragéo continua simples pode ser finita, nesse caso, é da forma

Por exemplo,

5+
Para encontrar a representacdo em fragdes continuas de um namero racional, é funda-
mental o conhecimento do Algoritmo de Divisdes Sucessivas de Euclides. Euclides (Figura 7) foi
um matematico grego conhecido pela compilagao e publicacao dos livros conhecidos como Os
Elementos.
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Figura 7 — Euclides de Alexandria.

N2

Fonte: http://ecalculo.if.usp.br/historia/euclides.htm

O Teorema da Divisao Euclidiana diz que:

Teorema 1 Sejam a e b numeros inteiros tal que b # 0. Entdo, existem dois unicos numeros
inteiros q e r, taisque a=b-q+r, com0 < r < |b|. Chamamos b de divisor, a de dividendo, q de
quociente e r de resto.

Demonstracao: Consideremos dois casos: b> 0 e b < 0. Para o primeiro caso, considere o
conjunto
S={a-b-x:x€Z,a-b-x > 0}.

Vamos mostrar que o conjunto S é nao vazio. De fato, a—b(—|al) € S, pois
a-b(-lal) =a+b-|a| = a-b(-|al]) > a+|al = a—b(-|al]) > 0.

Ademais, o conjunto S é limitado inferiormente pelo 0. Assim, pelo Principio do Menor Inteiro?,
S possui um menor elemento que chamaremos de r. Portanto, 4 g € Z tal que r = a—b- g, ou
seja,a=b-q+r.

Vamos mostrar que r < b. Com efeito, suponha que r = b, logo,

a=b-g+b=a=>b-(qg+1).

Assim, a—-b-(g+1) =0 e, portanto, 0 € S é o menor elemento de S. Assim, r =0 = b, contradizendo
o fato de b #0. Por outro lado , se r > btemos que da € N tal que r = b+a, com 0 <a < r. Logo,

b+a=a-b-g=a=a-b-g-b=a=a-b-(gq+1) €S,

contradizendo a minimalidade de r em S. Logo, 0 < r< b.
Falta ainda mostrar que q e r séo definidos unicamente. Para isso, considere que

a=b-q+r=b-q' +r.

' Ver: https://cesad.ufs.br/ORBI/public/uploadCatalago/17394716022012Matematica_Para_o_Ensino_
Fundamental_Aula_4.pdf
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Com q,q’,r,r’ inteiros, 0 < r<b, 0 < r’ <b. Temos entdo, -b<—r < r'—r < r’ < b e, portanto,
| —r| < b. No entanto, b-(q—q’) = r' —r, implica em

Ibllg—d'| = |’ =r| < bl

ou seja, s6 é possivel se g = ¢’ e, consequentemente, r = r’.
No segundo caso (b < 0), basta aplicar o caso anterior para ae |b|. B

Exemplo 1 Efetue a divisdo euclidiana de 39 por 5.
Temos que, 0 quociente é 7 e o resto 4, podendo escrever
39=5-7+4.
Exemplo 2 Efetue a divisdo euclidiana de -85 por 3.

Temos que, 0 quociente é -29 e o resto 2, podendo escrever
—85=3-(-29) +2.

A divisao euclidiana sera uma ferramenta empregada para encontrar a fracao continua
finita de um namero racional.

Vale ressaltar que na representacdo em fragées continuas de um numero racional na
forma a/b, onde a,b sao inteiros positivos, se a< b, entdo a; = 0, uma vez que o quociente da
divisado euclidiana é zero.

A seguir sera demonstrado que todo numero racional pode ser escrito na forma de uma
fracdo continua simples, e que toda fracdo continua simples representa um numero racional.
Mas, antes da demonstracdo serdo apresentados alguns exemplos utilizando o Algoritmo da
Divisao.

39
Exemplo 3 Encontre a fragao continua do numero racional R

Ao efetuar a divisao euclidiana de 39 por 8 obtemos como quociente 4 e resto 7, assim

podemos escrever
39 7
? =4+ g (4)

7
Dividindo numerador e denominador da fragao P na equacao (4) por 7, obtemos

39 _,, 1 .
5 45 ()
7

Efetuando agora a divisdo euclidiana de 8 por 7, obtemos quociente 1 e resto 1, e substituindo
na equacao (5)

— =4+ T (6)

A equagao (6) € a representacao em fragdo continua procurada.
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75
Exemplo 4 Encontre a representacdo em fragao continua do numero FYR

Efetuando as divisdes euclidianas sucessivas de 75 por 31, obtemos:

75 = 2-31+13, (7)
31 = 2-13+5, (8)
13 = 2-5+3, 9)
5 = 1-3+2, (10)
3 = 1:2+1, (11)
2 = 1-2+0. (12)
Das equacdes (7) - (12), podemos escrever
75 1
— =2+ . (13)
31 2
2+—1
2+1—1
T
1+
2

Quando a representagao em fragdes continuas de um numero racional é extensa, pode
ser util a simplificagao na notagao

1
3—1 =2+ 5 =1[2;2,2,1,1,2]. (14)
2+ 3
1

1+
1+—
2

5
Exemplo 5 Encontre a representacdo em fragao continua do numero TR

Note que, nesse caso temos que o numerador da fragdo € menor que o denominador, ao
efetuar a divisao euclidiana de 5 por 11 o quociente é zero e o resto é 5. Portanto,

(15)
A equacao (15) € um exemplo de fragcao continua em que a; = 0, pois 0 numerador €
menor que o denominador.
~ - . . 23
Exemplo 6 Encontre a representacdo em fragdo continua do numer: 13

Nesse caso, temos que o numero racional é negativo. Sabemos que

26 23 13
< < .
13 13 13
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23
Da equagéo (16) obtém-se que —2 € o maior inteiro menor que 13" Portanto, adicionando —2 a

. 23
fracéo TV obtemos

23 3 1 1

24— =24 =24 — . (17)
13 13 13 1
3 3

Vamos mostrar agora que todo nimero racional pode sempre ser escrito na forma de

uma fragdo continua simples.
Teorema 2 Todo numero racional pode ser representado por uma fragcdo continua simples finita.
Demonstragao: Sejam a, b € Z tal que b > 0. Ao efetuar a divisdo euclidiana de a por b, obtém-se

2 a n onde O<ri<b (18)
—=al+— .
b 1 b <K<

r
Da equacéo (18) dividindo numerador e denominador da fragao ;j por r{, temos

1
1ty
I

=a onde O<ri<b. (19)

ol o

Efetuando a divisdo euclidiana de b por ry, obtemos

b r
—=612+—2 onde O<nro<ry. (20)
g g

Substituindo a equacgao (20) na equacao (19), concluimos que

onde O<ro<ry. (21)

r
Novamente, dividindo a fracéo r_2 por r», e efetuando a divisdo euclidiana de ry por r», obtendo
1

3 onde 0<rz<ro. (22)

2
a3+—3
ro

Pelo Algoritmo da Divisao podemos efetuar as divisdes sucessivas até encontrar o resto igual a

ao +

0, o que é garantido pelo Principio da Boa OrdenagéoZ. Assim,

1

1
32+—1

a+ .o+ —
an

Concluimos, entao, que todo numero racional pode ser escrito na forma de fragdo continua

= 31 + (23)

Tl o

simples. &

Demonstramos acima que todo nimero racional possui representacao em fragao conti-
nua simples e, agora, veremos que a reciproca também é verdade.
2 Ver: https://cesad.ufs.br/ORBI/public/uploadCatalago/15253016022012Fundamentos_de_Matematica_aula_19.pdf
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Teorema 3 Toda fracdo continua simples finita pode ser escrita como um numero racional.

A prova do teorema segue do fato de que QQ é um corpo fechado nas operagdes de
adicado e muItipIicagéoB. Uma vez que dada a representagdo em fracao continua de um namero
. , r \ . ~
racional, o processo de chegar ao numero na forma — se resume as operagdes de soma fracdes.

s
|

A seguir apresentaremos um exemplo.

Exemplo 7 Escreva a fragdo continua a seguir na forma de um ndmero racional

1

7+ ; 3
U
2+ —
4
Efetuando as adigbes correspondentes
. 1 . 1 . 1 . 1 . 9 226
+—1— +—1— +—4— +3—1— +3—1—3—1.
3+ 3+ 3+ = —
1 9 9 9

2+ — —
4
Definicao 2 Duas fragcdes continuas sao iguais se, e somente se, seus termos correspondentes

sdo iguais.

Com base nessa definicdo podemos enunciar o teorema seguinte que assegura que a

representacdo de numeros racionais em fragdes continuas € Unica.

Teorema 4 Todo numero racional pode ser representado por apenas uma fragdo continua sim-
ples.

Demonstracao: Consideremos duas fragcdes continuas

1 1
e b1+

a+
a + 1 bo +

a+ o+ — bs+ .+ —
an bn
, . r ~
Se elas representam 0 mesmo numero racional —, entao
s

r 1 1
—=aq+ =b1+
S

bo +

3
az+ o+ — b3+ . +—
3 a 3 b,

ao +

Temos que ai € o maior inteiro menor que —, por outro lado by também é o maior inteiro
s

r . . . .
menor que —, ou seja, a = b1. Assim, podemos escrever a seguinte igualdade
s

3 Ver: https://sca.profmat-sbm.org.br/profmat_tcc.php?id1=6774id2=171054354



Capitulo 3. Fragbes Continuas 24

r r r
——ai=——by=—
S1
Note que,
.l , L 1 (24)
—=——a1= <1.
sy s 1
32 + —1
a+ o+ —
3 an
Da mesma forma,
n_olp 1 1 (25)
—=—=D1 = <1.
s1 s | 1
bo + 3
by+ .+ —
3 br
Igualando as equacoes (24) e (25), obtemos
g 1 1 26
s 1 - 1 ' (26)
a + -1 bg + 1
az+ .o+ — b+ .+ —
3 an 3 bn
Podemos escrever a equacgao (26) da seguinte forma
S 1 1
A ao + ] =bo + 3 .
r
bz + ——— ag+——
) 1 . 1
. b
an an

S . : ) e s
Temos que SN 1, pois 9. Assim, temos que a» € o maior inteiro menor que —1, da mesma
g 59 g
. . o . S .
forma bo € também o menor inteiro maior que —1, ou seja ao = bo. Analogamente, obtemos que
n
az=bsz,a4="by,...,an=bp.
Portanto, todo nimero racional pode ser escrito de uma Unica maneira na forma de fragéo

continua simples.

3.2 CONVERGENTES

Os convergentes ou reduzidas de uma fragdo continua simples sdo nimeros racionais
obtidos a partir da prépria fragao continua. Os convergentes fornecem algumas propriedades
Uteis na resolugdo de problemas que serdo abordados nesse trabalho, como as ja citadas
equagdes diofantinas. E por meio do convergente de uma fragdo continua infinita que sera

possivel aproximar um numero irracional por um racional, admitindo determinado erro.

s T ~ . . ‘
Definicao 3 Seja — =[a1;an,as, .. .,an] uma fragdo continua simples. O seu convergente cp € a
S
expansdo em fragdo continua até o n-ésimo termo correspondente.

Resumidamente ¢, é o truncamento de uma fragao continua dada no n-ésimo termo.

Para clarificar o definicdo acima considere o seguinte exemplo.
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157
Exemplo 8 Determine os convergentes do numero racional 30"

Sua representagao em fragcao continua é

5+4—1
HE
3+ =
Temos que,
c1 = 5
c 5 1 21
= +—=—,
2 4”4
1 68
c3 = =5+ T=13
4+ —
3
c 5 1 157
= + = .
4 1 730
4+ 3
3+
2

Calculando os convergentes a partir da definicao de fragao continua, apresentada na equacao
(3), obtemos que o primeiro convergente é

C1=—=ay. 27
1=y A (27)
O segundo convergente €
r. 1 aj-ax+1
02=—2=a1+—= e (28)
S2 ap ap
O terceiro convergente é
1 1
= + — = B —
‘s a 1 a a-az+1
ao+— _
as as
as ay(ap-az+1)+as
= a1 + =
as-az+1 as-az+1
aj-ap-az+aj+az az(a -ax+1)+ay
- as-az+1 - a-az+1
az-ro+r
- wevhi (29)
So-az+ 54

Seguindo 0 mesmo procedimento, encontra-se o quarto convergente

I, aqg-r3+r
C4=_4=u_ (30)
S4 Aa4-S3+So

Aparentemente, a formula para encontrar o n-ésimo convergente é

'n an- + 1
cp= -1 Sn it n2 (31)
Sn  a@n-Sp-1+Sp-2
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Analisando a equacao (31) para n =3 obtém-se a equacao (29), para n = 4 obtém-se
a equacao (30). Mostrando que a formula é vadlida paran=3 e n=4.Paran=1en=22¢
necessario fazer algumas escolhas, pois

r a-n+r-

a_sar- (32)
S1 ai - Sg+S1

c ro a-rH+n (33)
2= So - 32-S1+S()-

C{ =

Segundo Moore (1964), para que as equacoes (32) e (33) sejam validas é necessario que r_4 =0,
s1=1,n=1esy=0.

Assim a formula apresentada na equagao (31) é valida para n=1,2,3,4. A prova que ela
¢é vélida para todo nimero natural ser4 feita a seguir.

Proposicao 1 Dada a expansao em fragbes continuas simples[ay;ao, as, ..., an], 0 seu n-ésimo

convergente é dado por
n _an-In1+np-2

Cnh = = .
Sn dn-Sp1+Sp-2

Demonstracao: Sera feita aplicando o principio de inducao matematica® sobre n.

[) Para n=1 ja mostramos que a formula é vélida.

Il) Suponha agora que ela é valida para algum n € N, vamos mostrar que ela é valida
para n+1.
Hipétese de inducao, neste caso, é

I'n an-I'nq+rn2
Ch=—=—"7-/"9"H—/—".
Sn  a@n-Sp1+Sp-2
Assim, vamos demonstrar que
I+l @ns1(@n - Int + Mn2) + M
Sn+1 @ns+1(@n- Sp—1 +Sp-2) + Sp—1

Cnl =

Com efeito, sabemos que

Cnyt = a1+ 1
ao +

1
as+

) 1
. +an+

an+1

como sendo o ultimo termo da fragdo continua simples e aplicando a

1
(an+ )'rn_1+rn_2
an+1

Cnt1 = 1 .
(an+ ) . Sn_‘] +Sn_2

Considerando ap +

- an+1
equacéo (31), obtemos

ani1
Ver: https://www.obmep.org.br/docs/apostila4.pdf

4
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Note que, na equagdo acima o numerador € 0 denominador podem ser reescritos como duas
fracoes, ambas com denominador an,1:

(@n-ans1+1) - In1+apyt M-
an+1

an-aps1+1) Spq+anst - Sp2’
an+1

Cn+t = (

Efetuando a divisdo das fragées do numerador pelo denominador,

dn-dnyl " I'n1+In1+any1 - I'n2

dn-dni1 - Sp—1 +Sp-1 +ans1 - Sp-2

Cny1 =

Colocando an,.1 em evidéncia,

an+1(@n - M1+ ’-2) + -1
an+1(an- Sp—1 +Sp-2) + Sp—1

Cn+t1 =

Aplicando a hipétese de indugao, chegamos em

Ans1 - In+In—

Cn+t =
dn+1 - Sn+Sp

Portanto, pelo principio da indugao matematica a formula apresentada na equagao (31) é valida
paratodone N. l

3.3 PROPRIEDADE DOS CONVERGENTES

Anteriormente deduzimos uma férmula para determinar o convergente de uma fragao
continua e provamos a validade para qualquer n natural.

Antes de explorar e aplicar as propriedades dos convergentes, sera exemplificado o
célculo dos convergentes para a fragcao 179/79.

179 1
=2+ .
79 1
34—
1 1
M

3+ =
5

Para melhor visualizagcdo dos convergentes os dados foram organizados na tabela a seguir.

Tabela 1 — Calculo dos convergentes da fragao 179/79.

n|-1011[2]3]| 4 5
an 2(3|1] 3 5
ml|O0[1]2]7|9]|34|179
sp|1/0|1]3|4]15| 79




Capitulo 3. Fragbes Continuas 28

Analisando a diferenca entre os produtos cruzados r, - Sp—1 —n—1 - Sn, VEMOS que

1-1=0-0 = +1,
2.0-1-0 = -1,
7-1-2.3 = +1,
9.3-7-4 = -1,
34-4-9-15 = +1,
179-15-34.79 = 1.

As diferencas nos produtos cruzados dos convergentes parecem fornecer sempre +1 e —1.
Aparentemente, uma possivel formula para a diferenga dos produtos cruzados parece ser

'n-Sp1—In1 - Sn=(-1)". (34)

Para analisar a validade da equacao (34) para qualquer n € N, vamos organizar a tabela
de convergentes a seguir.

Tabela 2 — Andlise da diferenga dos produtos cruzados.

n -1 0 1 21 31| 4
an a | a | ay | a4
m| r=0|rn=1|rn|r|rK|n
Sn| S-1=1]85=0]|5 |5 |S3| %4

A diferenga de produtos cruzados dos dados da Tabela 2, fornece os seguintes resultados.
Paran=0
rg-8-1—r-1-sg=1-1-0-0=1.

Paran=1
ry-Sg—rg-s4=r-0=-1-s41.

Da equacéo (27), sabemos que sq = 1, logo
r-so—rg-sy=r-0=-1.
Para n = 2, a diferenca de produtos cruzados é
ro-Sy—ry - Sp. (39)

Anteriormente, das equacdes (28) obtivemos que ry = a4 - a» + 1, e da equacéo (27) que aq = r1,
e da Tabela 2 que iy = 1. Da mesma forma, temos so = ao, Sg = 0, s1 = 1, substituindo esses
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dados na equacao (35),

rp-S1—r1-82 s1(az-r+r)—ri(az-s1+sop)

= a-rM-5+S1-np—n-a-s1—rn-S
= S1-10—r-%

1-1-r1-0

= 1.

A férmula conjecturada tem validade para n=0,1,2, e a sua validade para qualquer n € N sera
provada por indugéo sobre n.
n r

I'n ~ ,
—, ..., — Odafracdo continualay;ao,as,...,anl,

Proposicao 2 Dada a sequéncia de convergentes o S
1 92 n

temos

'n“Sp1—In-1-Sp=(-1)".

Demonstracao: Sera feita aplicando o principio de indu¢gdo matematica sobre n.

I) Ja provamos a validade da equacao (34) para n=0.

Il) Suponhamos agora que ela é valida para algum n € N, vamos mostrar que ela também
é valida paran+1.

A hipétese de indugao, neste caso, é

n*Spq—In-1-Sn=(-1)".

Assim, vamos demonstrar que

n+1
Inet - Sn—rn-Sps1 = (1) (36)
Sabemos da equagao (31) que
I'n = an-In1+rIno,
Sn = an-Sp1 +Sp-2-
Logo,
fny1 = anpit-Intrin-, (37)
Sny1 = apit1-Sn+Sp-1. (38)

Portanto, a partir das equacgdes (37) e (38) obtemos a seguinte cadeia de igualdades.

n+1 " Sn—"In" Sni1 (@nst - n+rne1)  Sn—rn(@nst - Sn+ Spet)
= Sn-any1 - In+Sn-In1—"n"8@ns1 - Sn—"n-Sp—1
= Sn*In-1—"n"Sp—1

= (=1)-(rn-sp—=1-=8n"rp-1).
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Aplicando a hipétese de inducao
et - Sn=n-Snvt = (1) (=1)" = (=)™,

Portanto, pelo principio de indugdo matematica a equagao (34) é valida paratodo n€ N. i
Outra propriedade dos convergentes é a relagao entre o seu numerador e denominador,

enunciada a seguir.
Teorema 5 Em um convergente, 0s termos rp € Sp S0 primos entre si.

Demonstragdo: Sabemos que
n
n*Sp1—In-1-Sn=(-1)".

Seja b o maximo divisor comum de r, e sp, € escrevemos b = (rp, Sp). Temos que b|ry e b|sp,
logo b|(rn - Sp—1—"rn-1 - Sn), com isso b|(—1)" e, consequentemente, b = 1. Portanto, r, e s, sé&o
primos entre si. B

Vamos analisar agora, a aproximagao que existe entre a fracdo continua e o seus con-
vergentes.

. 179

Retomando os convergentes que foram calculados para a fragéo ETR podemos reescre-

ver 0s convergentes na forma mista e fracionaria.

Tabela 3 — Aproximagao entre uma fracao continua e seus convergentes.

Cq Co C3 C4 C5
5 7 9 34 179
3 4 15 79
1 1 4 21
2 2— 2— 2— 2—
3 4 15 79
2 |2,3333 | 2,25 | 2,2667 | 2,2658

Analisando a Tabela 3 percebe-se que alternadamente os convergentes sdo menores e maiores
que o numero racional. Ainda, que os convergentes impares sd0 menores e 0S pares maiores

que a fracao continua, segue entao
2<2,25<2,2658 < 2,2667 < 2,3333.
Vamos demonstrar agora a validade dessa observagao para qualquer fragao continua simples.

Teorema 6 Em uma fracdo continua simples os convergentes impares formam uma sequéncia
. ~ r i ..
crescente de numeros que séo todos menores que — (exceto o dltimo convergente que ¢é igual
s
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caso a quantidade de convergentes seja impar). Ja os convergentes pares formam uma sequén-
. , ~ . r - ‘
cia decrescente de numeros que sdo todos maiores que — (exceto o ultimo convergente que é
s
igual caso a quantidade de convergentes seja par). Formando a sequéncia

r
C1<C3<C5<...<—<...<Cg<C4<Cp. (39)
S

Demonstracao: Analisando a diferenga entre dois convergentes consecutivos,

n
'n In1 In"Sp1—5n"I'n+ (-1)
Ch—Cpq=—— = = : (40)
Sn Sp-1 Sn - Sp—1 Sn—1+Sn

A equacao (40) é positiva para todo n par, o que nos leva a concluir

co—c1>0 = ©o>cy,
c4—Cc3>0 = c4>cC3,

cs—c5>0 = cg> s,

Provando que os convergentes impares sdo sempre menores que 0s convergentes pares con-

secutivos.

Vamos mostrar agora que os convergentes pares formam uma sequéncia decrescente e
0s convergentes impares uma sequéncia crescente. Para isso, vamos analisar a diferenca entre
os termos pares e impares,

'n In2 'In"Sp2=Sn"In-2

Ch—=Cp2=—_—-—
Sn  Sp-2 Sn*Sp-2

Da equacéo (31), obtemos

(@n-In-1+r-2) Sp2—(an-Sp-1+Sp-2) -2
Sn-Sp-2

Ch—Cp2=

Efetuando as multiplicagcbes no numerador, concluimos que

an-In1-Sp2+In2-Sp2—an*Sp-1-m2—Sn2"In-2

Ch—Cp-2=
Sn-Sp-2

E, colocando a, em evidéncia no numerador, obtemos

an(rp—1 * Sp-2—"In-2 " Sp-1)
Ch—Cp2= Sn-Sno .
n* Sn—

Substituindo agora a equagéao (34) acima, chegamos em

an- (-1)™"
n=onp = T 1)
n-Sn-

Analisando a equacao (41), percebe-se que se n for par, entdo ¢ch,—cp— < 0, ou seja

C4—Co <0 = c4<0o,

cg—C4<0 = cg<Ca,
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Por outro lado, seguindo o mesmo raciocinio, se n for impar, entdo c,—cpo >0,

c3—c1>0 = cq>cs,

cs—c3>0 = e3> 05,

Anteriormente, provamos que 0s convergentes impares sio sempre menores que 0S convergen-
tes pares. Portanto,

r
C1<C3<05<...<—=<...<Cpg<C4<0Co,
S

provando o teorema. B

3.4 FRACOES CONTINUAS E NUMEROS IRRACIONAIS

Vamos introduzir as fracées continuas de nimeros irracionais, abordando um classico
problema de geometria, a propor¢cao aurea. A solugao da proporgéo aurea sera mostrada de
duas maneiras, a primeira por fracées continuas, e a segunda da maneira algébrica convencio-
nal.

L . - L. X ,
Definicdo 4 Dois segmentos x e y sdo comensuraveis se — € Q, ou seja, pode ser represen-
y

tado como uma fragéo continua simples.

Com a definicao de comensurabilidade, é possivel enunciar a proporgcao aurea, feita na
sequéncia.
X+y X
Xy

Teorema 7 Se dois segmentos x e y estdo na proporgao aurea, isto é, , entdo eles

sdo incomensuraveis.

Vamos mostrar que se x e y estdo na proporgao aurea, entdo eles sao irracionais. A
proporcao aurea diz que

X X
X_xX+y (42)
y X
Como x e y sdo segmentos, podemos considerar que y > 0, logo
X X+y
— = >1,
y X
Vamos mostrar por absurdo que x < 2y, suponhamos que x > 2y. Portanto,
X X 2X +2 3x 3
o X_ Xty _2x+2y 8x 3 (43)
y X 2x 2x 2

obtendo um absurdo, pois ndo existe numero racional que satisfaca a equacao (43). Logo,
necessariamente x < 2y.

Com isso, concluimos que o primeiro quociente da Divisdo Euclidiana de x por y é 1, onde
podemos escrever

x=1-y+(x-y) =
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X_
dividindo numerador e denominador da fracao Ty por x—y, obtemos

’ 1
) =1+ ¥y .

X-y
Para encontrar o quociente da divisdo de y por x—y, vamos usar a subtracoes de segmentos.
Para isso, considere

X X+y o y X
y X y X
subtraindo as duas equacgdes, obtemos
X_Yy_xty X xy_y o Y _X
y y X X X X=y y

Ou seja, o quociente procurado € 1. Repetindo sucessivamente o Algoritmo da Diviséo,
ele serd infinito e todos os quocientes sdo unitarios. Podemos entao, escrever

X 1
—=1+
y

¢= (44)

1+

1+ 3

1+
1+°
Ou seja, x e y sdo incomensuraveis, em outras palavras, a proporgao aurea € irracional. B
Com a linguagem algébrica usual, podemos encontrar o valor da proporcao aurea de
maneira algébrica. Da equacao (42),
}{/= x;y :>x-x=(x+y)-y:>x2=x-y+y2 :>x2—x-y—y2=0.

Aplicando a féormula resolutiva para equagdes do 2° grau

—v)2—-4.1-(=y2
LV y)241 (y):x=y+)2/¢5_

Dividindo a equagéo por y, obtemos

x 1+
y 2
Nesse problema representamos uma medida geométrica de duas formas diferentes, na

IS

primeira a analise por fragbes continuas forneceu uma expressdo periddica e infinita, e na
segunda encontramos a raiz positiva de uma equagao quadratica. Essa relagao entre raizes de
equagdes quadraticas e fragdes continuas infinitas sera explorada no decorrer desse trabalho.

Uma relacédo importante dos convergentes, como ja citado anteriormente, é a aproxi-
macao de numeros irracionais por meio de um racionais. O processo € simples e fornecera
aproximagodes considerando um erro de aproximacao.

Para encontrar as aproximacdes, precisamos calcular os convergentes, e para determi-
nar os convergentes € necessario ter a representagdo em fragées continuas. Para isso, sera
apresentado, na forma de exemplo, um método para encontrar a representagdo em fracoes
continuas de ndmeros irracionais da forma /D, quando D ndo é um quadrado.
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Exemplo 9 Encontrar a aproximagdo em fracao continua para o nimero v/11.

Sabemos que 3 < /11 <4, logo a4 = 3, e assim

1
V11 =3+ = (45)
Isolando a, obtemos
1 v/11+3
a-= - - (46)
V11-3 2

"
Temos que, 3<a<4,logo a=3+ 5 Agora, isolando b, concluimos que,

b=v11+3, (47)

1
onde,6<b<7,0useja, b=6+ s Isolando c,

c- @*3. (48)

Concluimos que ¢ = a. Portanto, encontramos a representacido em fracdes continuas de /11,
que é periddica. Substituindo repetidamente as equagbes (46) - (48), na equacgao (45), obtemos
a representacao procurada,

3

+
6+...

A partir da representacao acima em fracdo continua simples podemos calcular alguns con-
vergentes para aproximar o irracional /11 por numeros racionais. A Tabela 4 mostra cinco
convergentes de v/ 11.

Tabela 4 — Aproximagdes de /11 por convergentes.

n 1 2 3 4 5
Aproximagao ¢, 3 3,333333 | 3,315789 | 3,316667 | 3,316583
|Erro 3,17-1071 [ 1,67-1072 | 8,36-107% | 4,22-10™° | 4,18-10™°

Com o erro obtido em cada caso na Tabela 4, concluimos que ndo é necessario muitos conver-
gentes para se obter erros surpreendentemente pequenos.

Veremos agora algumas propriedades das fragdes continuas quando aplicada para nu-
meros irracionais. Mas, antes demonstramos um lema auxiliar.

Lema 1 Sejam[ay;ao,...,an] uma fracdo continua com a; > 0 e (ri/s;) sua sequéncia de con-

vergentes, comi=1,...,n. Entdo, o conjunto de numeros reais cuja representagao por fracées
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continuas comega com aiy;ao, as, - .., an € o intervalo

{;_77} U {lar;a....anala>1}

.
In In—In-
Sn’ Sn+ Sp—1

lai;ap,a3,...,an)

>,senépar.

I'n=I'n1 'In L,
(—"_,— , sen é impar.
L \Sn+Sn—1 Sn

E, afungcdo G: (0,+) — l(a;ao, as, ..., an), dada por G(a) = [ay; a0, as, . . .,an, ] € mondtona,
sendo crescente para n impar e decrescente para n par.

Demonstracao: O menor valor possivel para a; € 1, assim aplicando a féormula do n-ésimo
convergente nos extremos do intervalo /(1, +o), obtemos
f'n—1+7In-2 I'n

G(1) = e lim G(a)=—.

© Spq +Sp2 A—r+e0 Sn

ou seja, G(1) é o convergente quando a, é 1, e G(a) tende ao ultimo. Temos dois casos a
considerar, quando n for par, ou quando n for impar. Se n é par, do Teorema 6, provamos que
0s convergentes pares formam uma sequéncia decrescente de nimeros maiores que ﬁ. Note
que por ser tratar de uma fragao continua infinita a igualdade nunca ocorre. Assim, temsgs

G((1,+0)) = (

In In1+Inp2 )
,——— |.
Sn Sp-1+Sp-2
E, se n é impar, também do Teorema 6, provamos que 0s convergentes formam uma sequéncia
, I'n . . ~
crescente de numeros menores que —, onde a igualdade também néo ocorre. Logo,
Sn
'n1+In2 r_n)
Sp1+Sp2 Sn

G((1,+0)) = <

. ~ . I'n .
Portanto, ao unir a fracao continua — com G((1, +o)), concluimos que
Sn

lai;ap,a3,...,an)

{;_:}U{[a1;a2,...,an,or],a>1}

Il
—N
S
——
C
jo
<
g
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Teorema 8 Dados os inteiros ay, a», as,... com ap > 0,Yn > 1, existe um unico numero real a

(irracional) cuja representagcdo em fragées continuas € [a1; as,as, . . .].

Demonstracao: Considerando que

I'n a@n-Ipn1+ino
ch=—=——"-——"2
Sn  a@n-Sp1+Sp-2

Das propriedades dos convergentes, sabemos

ron Iepy2 py3 opd
— < < < .
S2n  Sop+2  S2n+3  S2n+1

Agora, considerando o intervalo fechado

{’?n f2n+1}
Ih=|—,——|.
S2n S2n+1

Temos que, Iny1 C In, Vn > 0, formando uma sequéncia de intervalos encaixados®. Logo,

2n
2ne1 _ Tan _ Iopst -S2n—S2n+t “fon (1)
S2n+1 S2n S2n+1 * S2n S2n+1 - S2n

Con+1 —Con =

A expressao acima tende a zero quando n tende ao infinito. Portanto, existe a € R, tal que

() In={o.

Assim, como para todo n > 0, temos

r r
[a1;82.a3,. .., 8pp] = =2 < a < =04
Son Son+1

=[a1;az,a3,...,a2n41]-

Do lema anterior segue que [a1;a»2,a3,...,82,] € [a1;a2,a3,-..,a2441] Pertencem ao intervalo
l(a1; a0, as,...,asp). Portanto, o também pertence a |, onde a representagédo de a comega com
[a1;a0,a3,...,a0p] € € infinita, ou seja, a € irracional, logo podemos representa-lo,

a=[ay;an,as,. ..,

[ |
Com base no teorema e no lema anteriores, é possivel determinar a diferenca entre um

namero real e um convergente qualquer desse namero.

Teorema 9 Para todo n € N, temos

' ot 1
Sn Sn*Sn+1 Sp
E, ainda,
In 1 1 1
X——| < 5 ou - < 5
Sn 2-s5 Sn+1 2'Sn+1

5 Ver: https://www.Incc.br/ alm/cursos/analise07LNCC/analisel.pdf
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'n I'ny1

Demonstracao: Seja x um nimero real, logo ele pertence ao intervalo {

} , e da equacédo
Sn Sn+1

(34), sabemos que
Tnet - Sn—"n - Spet = (=1)",

que pode ser rescrita da forma,
'ny1 In (-1 )n

-— = : (49)
Sn+1 Sn Sn Sn+1
Assim, obtemos que o comprimento do intervalo é
In+1 _ﬁ _ (_1)n _ 1
Sn+1 Sn Sn - Sn+1 Sn - Sn+1
E portanto,
' 1 1
X——| < ——< 3. (50)
Sn Sn-Sn+1 Sp

Suponhamos por absurdo, que sao validas as desigualdades

I 1 r 1
x—-21 > 5 e ‘x— n s 5
Sn 23n Sn+1 2'Sn+1
; n Int
Como x pertence ao intervalo | —, , temos
Sn Sn+1
r r r r =" 1
n n+1 n+1 n
X——|+|x— =|——=—|= = .
Sn Sn+1 sn+1 sp Sn -+ Sn+1 Sn - Sn+1
Com isso,
1 I a1 1 1
T s Ak = o7 2
Sn* Sn+1 Sn Sn+1 2-sp 2-sp.4
Tomando a igualdade,
1 1 1 1 $2,1+82
=5> 215 2 = =0 2 2
Sn - Sn+1 2'Sn 2'Sn+1 Sn - Sn+1 2'Sn'5n+1

Reduzindo ao mesmo denominador comum, obtemos
2:Sn-Sppq = sfm +s?,,
que pode ser reescrita na forma
0= s,27+1 —2:Sn" Sn41 +s?, =  0=(Sp4+1 —sn)z.

Concluimos que
Sn+1 = Sn,

0 que é um absurdo, pois da equacao (31), temos

Sn—Snp-2
Sn=an-Sp—1 +Sp-2 = Sn1=—"1—"">,

n
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note que, a igualdade ocorre apenas no caso especifico para n =2 onde por definicdo sg = 0,
e ainda somente se ap» = 1, ou seja, para fragdes continuas de numeros irracionais temos

obrigatoriamente sn,1 # sp. Portanto, por absurdo concluimos que

1

< .
2
2"Sn+1

I'n
X__
Sn

_ I'n1
Sn+1

<

1 ‘
ou X
2
2'Sn

|

Nesse capitulo foram estudadas algumas propriedades das fragées continuas relaciona-
das aos numeros reais. Essas propriedades serdo necessarias para aplicar as fragoées continuas
em problemas de Algebra e Aritmética propostas no capitulo seguinte.

Foi escolhido aplicar as fragées continuas nos temas de equagdes diofantinas lineares,
congruéncias lineares, equacgdes de Pell, determinantes e propriedades dos nimeros algébricos.
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4 APLICACOES DE FRAGCOES CONTINUAS

Este capitulo aborda a utilizagao de fragées continuas na solugdo de problemas em
Algebra e Aritmética. As fragdes continuas sao vistas como uma alternativa para a resolucéo de
problemas, embora existam outros métodos resolutivos disponiveis, com excec¢ao das equagdes
de Pell, que serdo solucionadas exclusivamente por fragdes continuas.

4.1 EQUAGOES DIOFANTINAS LINEARES DE DUAS VARIAVEIS

Em matematica diversos problemas recaem na resolugao de equacgdes lineares, desde
uma até varias incégnitas, quando essas solugdes sdo inteiras, temos o que é chamado de
equacdes diofantinas.

Essas equagdes recebem esse nome em homenagem a Diofantino de Alexandria, ndo
se sabe ao certo em que periodo viveu e sua origem. Diofantino publicou varios trabalhos entre
eles 130 problemas envolvendo equacdes de 1°e 2°grau.

Figura 8 — Diofantino.

—

Fonte: https://matematicaaserio.com.br/historia-da-matematica/diofanto-de-alexandria/

As equacdes diofantinas em geral sdo resolvidas aplicando-se sucessivamente o Algo-

ritmo da Divisao.

Definicao 5 Uma equacdo diofantina linear de duas variaveis é a equacao da forma ax + by = c,
em que a,b e ¢ € 7, onde as solugdes séo inteiras. Um par ordenado (xy, yo) € Z, é solugdo da
equacio, sea-xg+b-yg =cC.

Nem sempre uma equagao diofantina admite solugdo. A proposi¢do abaixo fornece uma
condigao necessaria e suficiente para a existéncia de solugdes para uma equagao diofantina
qualquer.

Proposicao 3 A equacdo a-x+b-y =c onde a,b, c € 7 admite solucdo em 7. se, e somente
se, (a,b)|c.
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Demonstracao:
(=) Seja o (a,b) = d, ou seja, d|a e d|b, logo existem inteiros k e t, taisque a=k-d e
b = t- d. Substituindo na equacao diofantina,

(k-d)-x+(t-d)-y=c = d-(k-x+t-y)=c.

Logo, d|c.
(<) Sabemos que (a,b) = d, e d|c. Logo, existe um k € Z tal que k - d = ¢, basta resolver
a equacao
a-x+b-y=d,

multiplicando a equacgéo por k, obtemos
k-(ax+by)=k-d = a-(k-x)+b-(k-y)=c,

provando a proposicao. l

Sabe-se ainda que uma equacao diofantina admite uma familia de solugdes inteiras, que
podem ser obtidas a partir de uma solug&o particular xg e yg qualquer. Faremos a demonstracéo
na sequéncia.

Proposicao 4 Seja xg e yp uma solugao particular da equagao diofantinaa-x+b-y = ¢, onde
(a,b) = 1. Entao, as solugbes x, y em 7. da equagao sao

X=Xg+b-t
teZ.

y=Yo—a-t,
Demonstracao: Seja x e y uma solugdo da equacdo a-x+b-y = ¢, logo
a-xo+b-yp=a-x+b-y=c.
Podemos escrever
a-(x=xo) =b-(yo-y). (51)
Como (a,b) = 1, segue que b|(x—xp). Logo,
X—=xp=b-t = X=Xp+b-t.
Substituindo x —xg na equacéo (51), obtemos
b-w-y)=abt = y=p-at

Note ainda, que x=xg+b-te y = yg—a- t, sdo solugdes da equacéo diofantina a-x+b-y = c,
pois
a-x+b-y=a-(xo+b-t)+b-(yop—a-t)y=a-xo+b-yp=c.

Provando a proposicdo.ll
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A solucado de uma equacao diofantina pode ser encontrada por meio de fragdes continuas.
Partindo da equacéo (34),
'n“Sp—1—In-1 - Sn=(-1)".

Substituindo r; e sp da equacgao acima por a e b, respectivamente, obtemos

a-sp1—b-rpq1=(-1)"

Se n for par, entao
a-(sp-1)+b-(=rp—q) =1.

Multiplicando a equacgao acima por ¢
a-(c-sp-1)+b-(-c-rp—)=c¢,

nos mostra que a equacéo diofantina a- x+b- y = ¢ possui solu¢cdo x =c-Sp_1 e ¥y =—C-rp—1. No
caso de n ser impar, basta multiplicar a equagao por —1.
No exemplo a seguir a equagao diofantina sera resolvida inicialmente pelo Algoritmo da

Divisao aplicado sucessivamente e, posteriormente, por fragdes continuas.
Exemplo 10 Encontre a solucdo da equacéo diofantina31-x+11-y =2.

A equacéo diofantina dada possui solugdes, pois (31,11) =1 e 1|2. Aplicando o Algoritmo

da Divisdo sucessivamente, obtemos

31 = 11.249,
11 = 9:1+2,
9 = 2-4+1.

Isolando os restos nas divisdes euclidianas acima podemos escrever

1 = 9-2.4
= 9-(11-9)-4
= 9-11-4+9-4
= 9.(5)-11-4
= (31-11-2)-5-11-4
= 31-5-11-10-11-4
= 31-(5)—11-(14)
= 31-(5)+11-(-14).

Multiplicando a ultima equagao por 2,

2=31-(10)+11-(-28),
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Ou seja, as solucdes particulares procuradas sdo x =10 e y =-28.
1
Vamos analisar agora a representagéo em fragdes continuas de 'ER
31 1

ﬁ=2+—1

Portanto, os convergentes sao

Tabela 5 — Convergentes da fracao 31/11.

n|-1[o[1][2] 3] 4
an 2142
m| 0]1]2]3]14] 31
sn| 1]0[1][1]5 |11

Para n =4, temos
r4-S3—1I3-54 = (—1)4.

Substituindo os valores do quarto e terceiro convergentes
31-5—14-11 =1.
Multiplicando a equagéo acima por 2
31-(10) +11(-28) = 2.

_ I x=10+11-t
Portanto, a solu¢ao geral procurada é teZ

y=—28-31-1,
Exemplo 11 Determine os multiplos naturais de 11 e 9 cuja soma é igual a 80.
O problema pode ser reescrito na forma da equacao diofantina
11-x+9-y =80,

em que 11x e 9y representam os mdltiplos de 11 e 9, respectivamente. A representacdao em

fragbes continuas de 11/9 é

11 1
?=1+ 1"
4+ —

2

Os seus convergentes sdo dados na Tabela 6.
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Tabela 6 — Convergentes da fragao 11/9.

n|-170(1}]2| 3
an 114] 2
ml|O0O|1]1]5 11
sp|1/0]1]14] 9

Para n= 3, temos
r3-so—ra-s3 = (-1)°.

Substituindo os valores do terceiro e segundo convergentes, obtemos
11-4-5.9=-1 = 11-(-4)+9-(5) =1.
Multiplicando a equagao acima por 80
11-(=320) +9 - (400) = 80.
Portanto, a solugéo geral é

=-320+9-t
teZ

y =400-11-t,

Para encontrar a solugao do problema, temos que x >0 e y > 0. Logo, da restricdo x > 0, temos

320
-320+9-t>0 = 9:-t>320 = tz?%35,55.

De y > 0, obtemos
400
400-11-1>0 = —11-1>-400 = (< - ~36,66.

Logo,
400 320
>t> —

R
Portanto, a Unica solugdo inteira é t = 36. Assim, 0s Unicos niUmeros com essa propriedade sao:

)

=-320+9-(36) = 4
y =400-11-(36) =4

Logo, 0s numeros procurados sdo 9-4 =36 € 11 -4 = 44, de fato 36 + 44 = 80.

4.2 CONGRUENCIAS

A aritmética dos restos € um tépico de matematica que possui varias aplicagdes dentro
da teoria dos nameros.
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Dado um numero natural m e dois inteiros a e b, dizemos que eles sdo congruentes

médulo m, se os restos das suas divisées euclidianas por m sao iguais, € escreve-se
a=>b mod m. (52)

Antes de explorar a resolucdo de congruéncias lineares por fragdes continuas, vamos

mostrar alguns exemplos.

Exemplo 12 Temos que, 3 e 24 sdo congruentes mdodulo 7, pois 0s restos da Divisdo Euclidiana
de 3 e 24 por 7 s&o iguais a 3:

3 = 7-0+3.

24 = 7-3+3.
E indicamos por

3=24mod?7.

Quando os nimeros nao sao congruentes moédulo m, dizemos que eles sao incongruen-
tes.

Exemplo 13 Temos que 12 e 21 ndo sdo congruentes modulo 5, pois 0s restos na divisdo
euclidiana por 5 sdo 2 e 1, respectivamente. Logo

12 = 5.-2+2.

21 = 5-4+1.
E indicamos por

12 #£ 21 mod 5.

Vamos encontrar a solugdo da congruéncia linear a- x = b mod m, aplicando fragbes
, . . rm a oo -
continuas. Para isso, considere — = —. Substituindo na equacéo (34), temos
Sn m

n
a-Sp1—Ipn-1-m=(-1)".

Isolando a- sp—1,
a-sp-1=01"+rpq-m (53)

Considere a congruéncia a- x = (—1)" mod m. Da equagéo (53), tomando a- x = a- S,_1, obtemos

a-x=a-spq1=(-1)"+rq1-m=rpq-m+-=1".
Dividindo r,—1 - m+(=1)" e 1 por m, os restos serédo (—1)" e 1, respectivamente. Assim, se n é
par, entdo a solucdo procurada da congruéncia é s,_1. No caso de n ser impar, basta tomar
—Sn_1, substituindo
(~1)"+rpq-m

) = —rpq-m+ (=)™,
a

a-x=a(-sp1)=a- (—
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Dividindo —rn_1 - m+ (=1)™1 por m, o resto é (-1 1 , assim se n é impar, entao a solucao
n—1
procurada da congruéncia é —sp_1.

Portanto, da solucdo de a-x = (-1)" mod m, multiplicando ambos os lados da congruén-
cia por b, temos:

Se n é par,
a-(spi)=1modm = a-(b-sp_1)=b mod m.

Entao, a solugao procurada é b- sp_4.
Se n é impar,

a-(-sp—q)=1modm = a-(-b-sp—1)=b mod m.
Entao, a solucdo procurada € —b- sp_1.

Exemplo 14 (PROFMAT ENQ - 2022.2) Resolva a congruéncia
17 - x =82 mod 165.

17
Escrevendo 165 na forma de fracao continua, temos

17 1
@=0+ 1 .
9y ——————

1+
2+

E os seus convergentes sdo

Tabela 7 — Convergentes da fragao 17/165.

ni-110(1|2] 3| 4|5 6
an 0(9] 1 2 | 2 2
m|iOof(1{oj1| 13| 7|17
sp|1/0]1]9/10|29 |68 | 165

Temos n par, entao

17-68 =1 mod 165 = 17-(82-68) =82 mod 165.

Ou seja,
x=5.576 mod 165.

Reduzindo 5.576 em modulo 165 o resto é 131. Portanto,
x=131 mod 165.

Esse exemplo pode ainda ser resolvido usando a relagao entre congruéncias e equagdes diofan-

tinas, ou aplicando-se o Teorema Chinés dos Restos®.
6

Ver: https://sca.profmat-sbm.org.br/profmat_tcc.php?id1=5711id2=171053338
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Exemplo 15 Resolva a congruéncia7 - x =1 mod 60.

Note que, resolver a congruéncia 7- x =1 mod 60 é equivalente a resolver a equagao
diofantina 7- x—60- y = 1. Aplicando o Algoritmo da Divisdo Sucessivamente

60 = 7-8+4, (54)
7 = 4-1+3, (55)
Da equacéo (56), obtemos
1=4+3-(-1),
e da equacéo (55)
3=7+4-(-1).

Ou seja,
1=4+3-(-1)=>1=4+[7+4-(-1)]- (1) =1=4-(2)+7 - (-1).

Agora, da equacéao (54), obtemos
4=60-7-8,

substituindo na equagao obtida anteriormente, temos
1=4.(2)+7-(-1)=1=[60-7-8]-2+7-(-1) = 1=7-(17) +60- (2).
Que pode ser reescrita na forma de congruéncia
7-(-17)=1 mod 60.

Assim, a solucao é

x=-17 mod 60.

Por outro lado, podemos resolver a congruéncia dada por fragdes continuas. Com efeito,

como
7 1
& =0+—1,
84—

seus convergentes sao
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Tabela 8 — Convergentes da fragao 7/60.

n|-10(1[2[3| 4] 5
an o/8|1] 1] 3
m| 0|1 jo0(1 1] 2] 7
sp|1/0|1]8|9]|17 |60

Nesse caso, temos n impar, assim a solucao procurada é —b- s,_1. Logo,
(=7)-17 =1 mod 60.

E a solugao geral, é
X =-17 mod 60.

4.3 FRAGOES CONTINUAS PERIODICAS E EQUAGOES QUADRATICAS

Algumas fragdes continuas sdo periddicas como as abordadas na Secgéo 3.4. Nessa
secgao vamos analisar algumas propriedades envolvendo esse tipo de fragdes continuas.

Definicao 6 Uma fracdo continua periddica é aquela que apresenta periodo (repeticdo) a partir

de algum termo a;, i € N, ou seja, a representacdo continua é da forma(ay;ao,...,a;,8j+1,- - -, j+kl-
No caso em que o periodo iniciar a partir do termo ay, a fracdo continua é chamada de pura-
mente periddica.

Sao exemplos de fracdes continuas periédicas:

Exemplo 16 Fragbes continuas periddicas:

V13
J19

[3;1,1,1,16].
[5;2,1,1,2,10 | .

Exemplo 17 Fragbes continuas puramente periodicas:

V1343
V19+5

[61.1.1,1].
[10;21,1,2].

A seguir vamos analisar as propriedades dessas fragdes continuas, para posteriormente
aplica-las na resolucao de problemas.

Definicao 7 Chama-se irracional quadratico o numero irracional que é raiz de uma equagao
polinomial do segundo grau a- x°+b-x+c=0, onde b>~4-a-c> 0 e diferente de um quadrado
perfeito.
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Anteriormente na analise da propor¢do aurea encontramos um irracional quadratico,

chamado de numero de ouro

1++/5 1
5 =1+ ]
1+
1+

1+

]

1+
Note que, a fragcdo continua que representa o nimero de ouro é puramente periddica. A seguir
veremos dois teoremas sobre a periodicidade das fragcdes continuas.

Teorema 10 (EULER) Se x € uma fragdo continua periddica, entao x & irracional quadratico.

Demonstracao: Seja x = [a1;ap0,...,an-1,Xk], uma fragdo continua e periédica, onde xx =
[@n;ans1,- - -»ansk]- Aplicando a equacéo (31) para a fragao continua x, temos

Xn'r + 1 . rn_2_Sn_2'X
X = M, isolando xp = Xp= ——.
Xn*Sp-1+Sp-2 Sp—1 - X—Ip—
Para algum valorde n € N, e k € N, temos x, = Xp,k, OU S€ja,
In2—Sn2"X I'nik—2—Sn+k-2 X
Sp—1-X—In—1  Sp+k=1"X—Inik—1

que pode ser reescrita na forma
Ax?+Bx+C=0, (58)

onde,

Sn—1* Sn+k-2—Sn-2 * Sn+k-1,
B

I'n-2* Sn+k—1 +8Sn-2 " I'nek=1—Sn~1 * 'n+k—2—Fn—1 * Sp+k=2»
C = Ina Inik—2—"n-2"Tnik—1-

S Snik— . . =
Note que, o coeficiente A #0 pois, 211 o 2tk o50 fracOes irredutiveis pela equacéo (34), e
Spn—2  Sn+k-2

S Sn+k— . , . . . . .
n=1 2tk Note ainda, que x & irracional por hipétese, assim B2—4-A- C > 0 e livre

assim —
Sp2  Spik-2
de quadrado perfeito, provando o teorema. Bl

Teorema 11 (LAGRANGE) A fragdo continua de um numero irracional quadratico x é periédica.

Demonstracao: Vamos mostrar que existem n € N, e k € N, tais que x, = x5, . Neste caso,
existem a, b,c inteiros tais que ax?+bx+c= 0, onde b?—4ac >0 e Vb2 —4ac irracional.
Da equagéao (31):
X = 'n1-Xn+Ip2 , (59)
Sp—1 - Xn+Sp-2

substituindo a equagéo (59) em ax?+bx +c =0, obtemos

2
rn— - Xn+1, r Xn+I'n—2
a(u) +b.(fH—rF>+C=0,

Sp-1-Xn+Sp-2 Sp-1-Xn+Sp-2
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desenvolvendo o quadrado,

2 2 2
M4 Xg+2 I -In2 Xn+Iy o -1 - Xn+ -2
a | - 5 5 +b-| ———— ) +¢c=0,
S 1 Xn+2-Sp1-Sp2 Xn+Sp o Sp—1*Xn+Sp-2

reduzindo ao mesmo denominador comum, obtemos

2 .2 2 2
a-(rp_1 Xp+2-fn— -2 Xn+ Iy 2)+ b (rn—1 - Xn+rn-2) - (Sp—1 - Xn+Sp-2) +C-(Sp—1 - Xn+Sp-2)" = 0.

Efetuando os produtos,

2 2 2
a-(r_q-Xg+2-Ifn1-In—2-Xn+Io)

2
+b-(In—1 " Sp—1 - Xp +Sp—2 " I'n—1 " Xn+Ip—2-Sn—1 Xn+Ip2Sp-2)

+c-(sf,_1 -x,2,+2-sn—1 -s,,_g-xn+s,27_2)=0,

colocando em evidéncia x,2,, e Xp, podemos escrever
An-X2+Bp-Xp+Cn=0, (60)
onde
An = a-r,2,_1 +b-In1-Sp1 +c-sf,_1.
Bn = 2-a-rpq-f2+b-('n1-Sp2+M-2-Sp-1)+2:C-Sp1 - Sp-2.
Cnh = a-r§_2+b-rn_2-sn_2+c-s,2,_2=A,,_1.

Vamos mostrar que existe M > 0, tal que 0 < |Ap| < M para todo n € N. Sabemos que,
A =12 2
n=a-h1+b-In1-Sp1+C-Sp_4,

podemos reescrever a equacao anterior na forma

2 e In—1
Ap=s, 4| a 5 +b- +C |,
Sp1 Sn1

e, de forma fatorada

I _ I'm-
An=a-s%_1 (x— n_1>-<x— n1)’
Sn—1 Sn—1

onde x e X, sdo as raizes quando A, = 0. Das propriedades de moédulo de um nimero real,
podemos escrever

M- o
|A,,|=a-s,2,_1- x—- -‘x—ﬁ ,
Sn—1 Sn—
e, da equacéao (50), temos
Sn-1 Sp1
Logo,
_
Al < & |x= 1|,
n—1
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Na desigualdade anterior,

— I'n1
X——+(Xx—x
Ty (x=x)

n—1

|Anl < a- = |Apl < a-

- I'n—1
(X—x)+ (x—a) ‘ ,

da desigualdade triangular, sabemos que 0 médulo da soma é menor ou igual a soma dos

|Anl < a-(Ix=x|+1) = |[An| < M:=a-(]x—x|+1).

modulos. Assim,

I'n—1
X__

Sn—1

|Anl < a- (IX x|+

Novamente, da equacéao (50), temos

Ademais, como Cp = Ap—1, concluimos que |Cp| < M para todo n € N. Falta ainda mostrar que
B, também é limitado. Para isso, sabemos que o discriminante da equacao (60) é

B2—4-An-Cn,
vamos resolver separadamente B, e 4- A, - Cp. De Bj,, obtemos
Bh=2-a-rpq1-rpo+b-rn1-Spp+b-rpo-Sp1+2-C-Sp1-Sp-2,
elevando a segunda poténcia
2 2.2 .2 2 2 2 2 2 2
Br=4-a-r; 4 - rjo+b"- 1 Spo+b™- ,,_2 Sp_q+4- c? “Sp_1"Spo+4-a-b-ry 4 Ino-Spo
+4-a-b-rp1- n_2 Sp—1+8-a-C-fn-1-r—o Sp—1 Spo+2- b? - -2 Sp—1 * Sp—2
+4-b-C-rp— - Sp—1 -sn_2+4-b-c-rn_2-sn_1 - Sp-2.

E,

—4~A,,~C,7=—4-(.av~r§_1 +b-rp-q-Sp—1 +c's%_1)'a~rn_2+b-r§_2'sn_2+c~s%_2,

desenvolvendo os produtos, obtemos

—4-Ap-Ch=—4- a- ,%_1 n_2—4-a-b-r,%_1 -rn_g-sn_2—4-a-c-r,2,_1 -3,2,_2
2 2
—4-a-b-rpq-rh5-Sp-1—4- b “In-2-Sp—-1-Spp—4-b-C-rn1-Sp-1-Spo

2 2 2 2 2 2
—4-a~c-r,,_2~sn_1—4-b-c-rn_2-sn_1 -sn_1—4-c “Sp_1°Sho-

Agora, efetuando B%—4-An- Cp, juntando os termos semelhantes, e com algumas manipulagdes,
chegamos em

85_4‘An‘ Cn=b*" (frn—1-Sp-2—In-2- 3n—1)2_4‘a' C-(fp—1-Sp2—In2- 3n—1)2a
logo, da equacao (34), sabemos que rp—1 - Sp2—"rn—o - Sp—1 = (—1)". Assim,
B2-4-Ap-Cph=b’-4-a-c.

Portanto,
B2-4-Ap-Ch=b?—-4-a-c= B2 <4.-A,-Ch+b’—4-a-c,
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anteriormente provamos que |Ap| < M, e que |Cp| < M, assim

B2<4-MPib?-4-a.c=By<M:=V4 M2+b2—4-a-c.

ou seja, Ap, Bp, Cp sao limitados. Assim, existe um namero finito de solugbes e, portanto, de
xp. Entdo, obrigatoriamente temos x, = x4, para algum valor de n € N e kK € N*. Com isso
conclui-se a prova. i

O Teorema de Lagrange é a reciproca do Teorema de Euler, conforme encontrado em
Martinez et al. (2018), no entanto, devido a motivos histéricos, optamos por apresenta-los sepa-
radamente.

Exemplo 18 Encontre a equacao quadratica associada a fracdo continua puramente periédica

Desfazendo a escrita da fragdo continua, obtemos

4x +3

X = 3x2+2x=4x+3 = 3x2—2x-3=0.
3x+2

Cujas raizes séao

o 1£+v10
==

4.4 |IRRACIONAIS QUADRATICO REDUZIDOS

Um irracional quadratico reduzido vai permitir entender a forma da representacao em
fragcdes continuas para um namero da forma V/N, conforme explorado em Olds (1963).
A equagao ax?+bx+c =0 com a,b,c inteiros e a > 0, tem as raizes da forma

X_—b+\/b2—4-a-c_P+\/5 o X,_—b—\/b2—4-a-c_P—\/5
- 2a T Q - 2a oQ

onde
P=—b, D=b’-4-a.c e Q=2-a>0.

Assumindo que D > 0 e ndo quadrado perfeito, entdo as raizes sao nimeros da forma
P 1
A+ B+v/D, sendo A= 5° B= reL ambos racionais.

Definicao 8 Um numero irracional quadratico x é chamado de reduzido se for maior que 1 e o
seu conjugado x' estiver entre -1 e 0.
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Supondo que x é quadratico reduzido, temos

P+\/5
Q

P
Q

S

X = >1, e —-1<x'= <0.

As condicdes x > 1 e x’ >—1 implicam que x + x' > 0, assim

P+vD P-\/D 2P
+ =—>

0 P>0.
Q a ~Q = g

Da condicdo x’ < 0, temos

P—-+/D
C;/_<0 = P-v/D<0 = 0<P<+D.
Agora, da condigéo x > 1, temos

P+\/5
Q

>1 = P+\/5>Q,

e, de x' >—1, temos

P_Q\/5>—1 = P-vD>-Q = VD-P<Q.

Ou seja, se x é irracional quadratico reduzido, entao os inteiros P, Q e D satisfazem

0<P<vVD e VD-P<Q<vVD+P<2VD. (61)

Dessas desigualdades podemos concluir que dado D livre de quadrado, existem apenas
um numero finito de irracionais quadraticos reduzidos associados a ele que podem ser escritos

D
, uma vez que, P<+v/De Q<2D.
Também, note que

na forma

P?—D=(-b)?>-(b°-4-a-c)=4-a-c=2-¢c-Q.

Vamos agora, analisar se existem irracionais quadraticos reduzidos associados a D.
Veremos que esse conjunto de irracionais quadraticos reduzidos associados, ndo € um conjunto
vazio. Considerando D > 1, e livre de quadrado perfeito, temos

X=A+\/5,

onde A é o maior inteiro menor que v/D. Com essa definicao, segue imediatamente que x é um
irracional quadratico reduzido, pois € maior que 1, € o seu conjugado fica entre -1 e 0.
A equacdo quadréatica cujas raizes sdo x e x’, definidas acima, é

(x-(2+vD))-(x-(r-vD)) =0.
Desenvolvendo o produto, obtemos

X°2—2.A-x+M2-D=0.
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Queremos mostrar que se x € um numero irracional quadratico reduzido, entao

1
X=a4+—,
X1

onde, a; € maior inteiro menor que x e, x;y € um numero irracional quadratico reduzido associado
a D. Substituindo x = a4 + 1/x4, em a-x2+b-x+c= 0, obtemos

1\? 1
alaj+— | +blaj+— ) +c=0.
Xq X1

Desenvolvendo a poténcia, efetuando os produtos e reduzindo ao mesmo denominador, obtemos
2 2
(@a-aj+b-aj+c)-xy+(2a-a1+b)-xy+a=0.

Logo,
P1++/Dy

Xq 01

onde
Pi=—(2-a-ay+b) e Q1=2(a-a$+b-a1+c).

Note, ainda, que
2 2 2
Di=(2-a-a1+b)"-4-a-(a-aj+b-aj+c)=b"-4-a-c,

ou seja, Dy = D. Portanto, x; é um irracional quadratico associado a D. Falta ainda, mostrar
que ele também é reduzido. Sabemos que a; é o maior inteiro menor que x, entdo xqy > 1.

Mostraremos agora que o conjugado esta entre -1 e 0. Para isso,

1 a;-xy+1
X=a1j+—=—"7- = Xxy'X=a1-X4+1 = xy-x—-a-xy=1 = xq= .
X1 X1 X—ay

Assim, o conjugado &

logo,
1

x’—a1

1
/ / / /
Xy = = Xy-(X-a)=1 = x—a1=7 = - a—x,
1

><|_L
—_—~

como aj—x’ > 1, concluimos que:

1

/
-—>1 = 1<-x,

X1
temos a1 > 1 e, por hipotese, —1 < x’ < 0. Portanto 0 <—x] < 1, ou ainda que —1 < x{ < 0. Ou seja,

X1 € um irracional quadratico reduzido associado a D.

Definicao 9 Seja x uma fragcdo continua puramente periddica, x = [ aj; ao, - . ., an |, definimos a
fracdo continua puramente periddica reversa de x, como 3 = an;an—,...,a1 |.
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A fracdo continua periddica reversa definida acima, € também um numero irracional
o . . 1
quadratico reduzido. Note que, 3 = ——, € 0 seu conjugado ,8’ =——.Dofatode x>1e-1<x'<0,
X X

implica diretamente em 8> 1 e -1 <’ <0.

Teorema 12 Se x é um irracional quadratico reduzido tal que x > 1 é uma raiz de uma equagao
quadrética com coeficientes inteiros, e a raiz conjugada x' esta entre -1 e 0, entdo a fragdo
continua de x é puramente periodica.

Demonstracao: Sabemos que x é da forma

_P+\/5 1

=a1+—,

X
Q Xq

em que ai; é 0 maior inteiro menor que x (chamaremos de quociente completo), além disso

provamos que xq € um irracional quadratico reduzido associado a D, da forma

P1+\/5
=—>
Q1

Xq 1.

Repetindo o mesmo processo, obtemos

1
X{=ax+—,
X2

onde ao é o maior inteiro menor que xy, €
Po + \/5
=—>1,
Qe

que também, é um irracional quadratico reduzido associado a D. Temos entao

a 1 1
XxX=a+l+— = Xy=a+— =x=ai+
Xq X2 1
as+—
X2

X2

Continuando o processo, vamos gerar a sequéncia de equagoes,

1

X = a1+—,
0 X
y
Xy = as+—,
X2
1
Xp1 = an+_—,
Xn
como, Xg = X, X1, X2, ..., sd0 todos irracionais quadraticos associados a D, e
1
X=a4+ 1
a + 1
ag+ .+

an+.'
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¢ irracional, esse processo € infinito. No entanto, mostramos anteriormente que existe um namero
finito de irracionais quadraticos associados a D, o que nos leva a concluir que esses irracioanis
quadraticos em algum momento se repetem. Vamos supor, que a sequéncia

XO,X1,X2,...,Xk_1,Xk,...,X/_‘],X/,...

tem todos os coeficiente acima completos e distintos até x;_1, € que o primeiro que ocorreu
antes é x;. Temos, entao, que x; = xk, para algum 0 < k < /. Note que k =0, é o caso particular
do namero de ouro.
Vamos provar que

() Uma vez que um quociente completo é repetido, todos os quocientes completos
subsequentes sdo repetidos, ou seja, xx = x;, implica em Xx,.1 = Xj41, Xk2 = X)42, ... Basta
lembrar, que 1

= Xl = al+1 + )
k+1 X]+1

pelo fato de ax.1 € a1 serem 0s maiores inteiros menores que xx = x;, concluimos que ak,1 =

Xk = k41 +

aj.1. Segue entao, que sucessivamente vamos obter, que Xk 1 = Xj41, Xk+2 = X[42, .-

(1) O primeiro quociente completo, x = xg, é repetido, ou seja, a sequéncia x = xg, X1, Xo, . . .

gera uma fracao continua puramente periodica.
Vamos mostrar que xx = x; para 0 < k < /, implica em Xx_1 = X_1, Xk—2 = X|_2, Xp = X|_k. Para
isso, vamos utilizar os conjugados dos quocientes completos xx = x;, ou seja, x,’( = x,’, lembrando

ainda, que
1 1
X, X
e, desde que k #0, temos
1 1
Xk—1 =38k + _— e X1 =a+—,
Xk X|
e seus conjugados
/ 1 / 1
X1 =8ak+— e X—q=4a+—-
X X
k /
1
Lembrando que 3 = ——, temos
Xk
/ 1 1 / 1 1
Xy q1=ak+— = ——F=a— X4 = Pk=ak+ e fLi=a+-—. (62
Xk X} Bk 1

Lembrando que, xx—1 e x;—1 sao reduzidos, temos, de imediato, que
—1<X;(_1<0 e —1<X;_1<0,

de modo que,
1
O<—X_q4==—<1 e 0O<-x_4= 1,

1
— <
Bk B
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com isso, mostramos que ax € a;, da equagdo (62), séo os maiores inteiros menores que S e
B, ou seja, ak = a;. Portanto,

1 1
ak+—y=4a+— = Xk—1 = X|—1.
X
k /
Acabamos de mostrar que xx = X; implica em xx_1 = x.—1. Note que, se k—1 #0, ou seja,
se x, nao for o primeiro quociente completo reduzido, entdo, o argumento pode ser repetido
k vezes para provar que Xx—o = Xj_2, Xk—3 = X|—3, ..., até encontrar o primeiro x, e obtermos
Xk—k = X0 = Xj—k = Xs-
Com isso, ao efetuar a expansao em fragcdes continuas do irracional quadratico reduzido

X, obtivemos a sequéncia

X = a+—,
X1
1
X1 = a+—,
X2
1
Xs2 = ds-1+_—)
Xs—1
1 1
Xs—1 = dast_—=4as+—,
Xg X

onde x, Xy, X2, ..., Xs—1 S@0 todos distintos, e xs = x onde se inicia a repeticdo. Note ainda, que
como para todo xx > 1, existe um maior inteiro menor que xi, a sequéncia ai, ap, as,...,an,

também se repete. Assim,

1 1
=Xp=a1+—.
s+1 X1

Portanto, a fracdo continua de x tem a forma x =[ aj;ao, ..., as |, que é uma fragao continua

Xs = dg41 +

puramente periédica, provando o teorema. B
O principal resultado associado aos irracionais quadraticos reduzidos é a forma da ex-
pansao em fragdes continuas de V/P.

Proposicao 5 Seja P um inteiro positivo que ndo é quadrado perfeito. Entdo, a representacao
em fragées continuas de /P, é da forma

1 -
VP=as+ = ai;ap,a3,..,2 a1 |. (63)
a +

ag+ .+
apn— +
2-a1+
32+"-

Demonstracao: Note que, /P +ay é um irracional quadratico reduzido, pois v/P+a1 > 1, uma
vez que por hipbtese P é inteiro e positivo livre de quadrado. E, o seu conjugado a; —v/P esta
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entre -1 e 0. Assim, conforme demonstrado anteriormente, a sua reapresentacao em fracoes
continuas é puramente periodica.
Considere a expansao em fracdes continuas de VP,

VP=aj+ ! . (64)

a +

az+ -+
an_1+

]

an+ -
Somando a; em ambos os lados da equacao (64), obtemos

1

\/I_3+a1 =2-a1+ (65)

a +
as+ -+
an_1+

1

an+ .
A partir de algum ponto a fragdo continua da equacgéao (65) é repetitiva da forma 2 - a1, a», .., até

algum termo que chamaremos de ap,. Assim, temos

y
\/I_3+a1 =2-a1+

. =[2-a;a,...an . (66)

ao +

az+ .+

an_1+ 1
an+
2-a1+

32+"

Entao, para obter a expansao em fragao continua de \/P, basta subtrair ai em ambos
0s membros da equagéao (66), e obter

\/E= [31;32,...,3,-,,2'31 }

Provando a proposicao. B
A expansao em fragdes continuas de /P, sera util para encontrar as solucdes da equa-
¢céo de Pell.

4.5 EQUAGAO DE PELL

Segundo Eves (2011), Euler equivocou-se ao atribuir a John Pell (Figura 9) a criagédo do
método de solugdo para esse tipo de equagéao, pois na verdade, o método foi desenvolvido por
Lord Brouncker (Figura 3).
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Figura 9 — John Pell (1611 - 1685).

Fonte: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Pell/

Definicao 10 Uma equacgao diofantina quadratica é chamada de equacao de Pell se for escrita
da forma
x2—Py? =1, (67)

onde P é um inteiro positivo, e x, y inteiros.

Geometricamente a equagao de Pell é uma hipérbole, por exemplo, a equagao X2 —2y2 =1
tem sua representacao grafica com dominio e imagem nos numeros reais (Figura 10), por uma

hipérbole de vértices sobre o eixo x.

Figura 10 — Solucao geométrica da equacao de Pell.

Nesse exemplo, pelo grafico (Figura 10), é facil verificar que o par ordenado A= (3,2) é
solucdo da equacao, pois 32—2-22 = 1.
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No entanto, nem sempre é facil esbocar o grafico de uma hipérbole para encontrar uma
solugao visualmente. Ao resolver uma equacao de Pell procura-se encontrar apenas as solu¢des
inteiras e positivas.

Por sorte, as fragdes continuas podem ser empregadas para encontrar as solugdes intei-
ras da equacao de Pell, sem a necessidade do esbo¢o grafico, ou de tentativas que demandariam
muito tempo.

Teorema 13 Seja ¢, 0 n-ésimo convergente da representacdo em fragbes continuas de VP,
onde P ndo é um quadrado, e que n é o numero de termos imediatamente anteriores ao termo
2-aq. Se n for par, entdo a solucdo da equacéao de Pell x2— Py2 =1éx=rey=spy senfor
impar entdo a solugdo é x = ro, € y = Sop, para todon > 1.

Demonstracao: Anteriormente, na Proposi¢ao 5 demonstramos que a representagao em fragoes
continuas de todo nimero na forma /P é

\/I_°=a1+ ! 1
a + 1
as+ 1
.an+ 3
2-a1+—
ag+"
Ou seja,
\/l3=a1+ ! 3
a + 1
as+ 1
“.an+ 3
a+a
a2+'-
Que pode ser reescrita na forma
1
\/l_°=a1+ ]
a + 1
as+ 1
.an+a1 -

Dessa forma, o termo ap,q da fragao continua é aq + V/P. Logo, o (n+ 1)-ésimo convergente

pode ser escrito como
Fn+1 VP = Ans1 - In+/n—

Sn+1 an41*Sn+ Sp-1

(31 +\/13) “In+In-
(a1+VP)-sn+sp1

Cnst =

Substituindo a1, obtemos

VP=

Ap6s algumas manipulacdes algébricas,

\//_D- [<a1 +\/F’> -Sn+Sn_1] = <a1 +\/I—3> In+In-.
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Desenvolvendo os produtos em cada membro da equacao, obtemos
a4 -sn'\/l_3+sn'P+s,,_1 VP= a4 -rn+rn-\/l_3+r,,_1,
e, agrupando os termos semelhantes
Sn-P+(aq -sn+sn_1)-\/l_3= ai - n+rn- +r,,-\/5.
Por comparagéo da igualdade acima, obtemos

sn,P=a1.rn+rn_1 = rn_1=sn-P—a1-I’n. (68)

a1-Sn+Sp1=Ir'n = Sp—{=In—aj-Sn. (69)

Substituindo as equacgdes (68) e (69) na equacéo (34), obtemos
fn-(fn—a1-Sp)=Sn-(Sn- P—a1 - )= (-1)",
efetuando os produtos
r,%—a1 -rn-rn-sn—s% “P+ay-rp-sp=(-1)",
agora, agrupando os termos semelhantes, chegamos em
r2—p.s2=(-1)".

Ou seja, se n é par, entdo r, e s, sdo solucdes da equacao de Pell x2—Py2 =1. E, se nfor
impar, entdo as solugdes sdo ro, € Sop, UMa vez que 2n é sempre par, provando o teorema. B

Exemplo 19 Encontre uma solugdo da equagdo x°—34y? = 1.

Primeiramente, escrevamos /34 na forma de fragao continua, isto é,

1
\/34=5+5. (70)
Isolando a
V34+5
a= 9+ . (71)

Note que a estd compreendido no intervalo 1 < a< 2, ou seja,

1

a=1+-—.
b
Isolando b
b_\/34+4
=
onde 4 < b< 5, logo
1
b=4+—.
c
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Isolando ¢
co V34 +4
=g
onde 1 < ¢ < 2. Analogamente
1
c=1+-—.
d
Isolando d
d=v34+5,
onde 10 < d < 11. Seguindo
1
d=10+—.
e
Isolando e
_ V3445
=5
Ou seja, e = a e com isso obtém-se a representagao periédica procurada
1
V34 =54+ 3
1+ p 3
* 1
1+
10+...

Como n =4 (quatro termos antes do termo 2 - a4), a solu¢do procurada é c4. Assim,

1 35
— =
1+ 3 6

4+—
1

C4=5+

Portanto, a solugao procurada € x = 35 e y = 6, que, de fato, pode ser verificada através de
352-34.62 = 1225-34.36 = 12251224 = 1.
Exemplo 20 Encontre a solugdo da equacdo x°—41y? = 1.

A representacdo em fragdes continuas de v/41 (seguindo o0 mesmo procedimento do

exemplo anterior), é

1
V41 =6+—1
2+

3
2+
12+...

Nesse caso, n = 3 (irés termos antes do termo 2 - a1). Portanto, a solugédo é o convergente cg,

que é dado por
1 _ 2049

1 320

Cg =6+
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Portanto, a solugao procurada é x = 2049 e y = 320, que, de fato, pode ser verificada através de
20492 —41-320° = 4.198.401—41-102.400 = 4.198.401—4.198.400 = 1.
As equacbes de Pell admitem uma familia de solugdes, conforme veremos a seguir.

Teorema 14 Seja P um numero inteiro positivo que ndo é quadrado perfeito. Seja (x1,y1) uma
solucdo particular equacao x2— Py2 =1, entao a familia de solugées (xn, yn) dessa equagao
satisfaz

xn+yn-\/l_3=<x1+y1-\/l—3>n. (72)
Demonstracao: Note que,
Xn+Yn VP =(x1+y1-VP) - (xg+y1-VP) -+ (x1 +y1 - VP),
Por outro lado, sabemos que o conjugado de um produto é o produto dos conjugados. Logo,
Xn—Yn VP =(x1=y1-VP)-(xi—y1 - VP)- - (x1—y1 - VP).
De onde podemos escrever,
Xn=Yn VP = <X1 -V '\//_’>n- (73)

Agora, vamos provar que xp € ¥n séo solugdes da equacao (67). Para isso, fatorando x,%— Py,%,
obtemos

X,Z,—Py,% = <Xn+Yn‘\/'B> : <Xn—}’n'\//—°> ;
substituindo as equacdes (72) e (73), obtemos
n
<X1 + Y ~\//_°> - (X1 -y -\//_’>
[ n
= |1 +y1-VP)- (x1 -y ‘\/F’)}

- n
= x12—x1~y1-\/l_3+x1~y1-\/l_3—y12~P]

n
2 2
Xp—Pyp

- 10
= x12—P-y1}
1_n

= 1,

provando o teorema. B
Por exemplo, aplicando para para n = 2, temos

(X1 +y1- VP,
X2+2.x1-y1VP+y? . P,
X12+y12-P+2-x1 -y1\/l?’.

Xo+y2-VP
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Portanto,
2. .2
Xo =Xy +y7-P, e Yo=2-X{Y1.

Retomando o caso da equacao x2 —34y2 =1, onde a solugéo encontrada foi o par (35,6), outra
solugéo sera

Xp=x2+y?. P =35%1+6234=2449.
yo=2-x1-y1 =2-35-6=420.
Verificando

2.449° 34 -420° = 5.997.601—34 - 176.400 = 5.997.601—5.997.600 = 1.

4.6 DETERMINANTES

Os determinantes serdo aplicados para encontrar 0 n-ésimo convergente de uma fragao
continua, sem a necessidade de descobrir 0s convergentes anteriores, 0 que pode ser Util.
Partindo da equacao (31), o numerador do n-ésimo convergente é

an' rn_1 +rn_2 = rn.
Subtraindo r, em ambos os lados da igualdade, obtemos
an-rfn— +rm-—o—r=0.

Para o entendimento do procedimento que pretendemos demonstrar considere uma fracao
continua de cinco termos. Assim,

ay-n+r4—n =

ao-rH+np—ro =

ay-ro+r—r3 =

ag-r3+ro—re =

O o o o o

as-rp+ri3—rs =

Por definicdo, -1 =0e rp =1, logo
ai-n+r1—-rn=0 = a;-1+0-n=0 = aj=n.

Assim, podemos escrever

—no= —a,
a-r—rp = -1,
rn+ag-rn—r3 = 0,
lro+aq-r3—rg = 0,

r3+as-rp—rs = 0,
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que é um sistema linear de 5 equacées e 5 incégnitas. Aplicando a regra de Cramer para resolver

o sistema, mais especificamente para encontrar r5, que € o numerador do ultimo convergente,
obtemos

-1 0 0 0 -a
a -1 0 0 -1

az —1 0
1 a4 -1 0
0 1 a O
s =
-1 0 0
a -1 0
1 a -1 0
0 1 a -1 0
0O 0 1 a -1

O denominador tem determinante igual a (—1)5, visto que é uma matriz triangular. Para determi-
nar o numerador, é conveniente permutar a Ultima coluna até que ela ocupe a posicdoda 1° o
que resulta em um total de 4 trocas de sinais pelas propriedades dos determinantes, assim

-a¢ -1 0 0 O
-1 a -1 0 O
)10 1 a -1 0
0 0 1 a -1
0 0 0 1 as
i ()8
Agora, trocando o sinal da nova primeira coluna, obtemos
ag -1 0 O
1 a -1 0
~1°-]0 1 a3 -1
0 0 1 a -
0 0 0 1 a5

Is =

(-1)°

Em sintese foram feitas n—1 trocas de sinais nas permutagdes, e uma troca de sinal na 1°
coluna, totalizando n—1 +1. Com isso foram feitas n trocas de sinais, que de modo geral sera

simplificado pelo denominador. Assim, obtém-se uma férmula para o calculo do numerador do
quinto convergente
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De maneira anéloga, obtém-se que o denominador do quinto convergente é dado por

ag -1
1 ap
0 1
0 O
0 O

ap
1
0
0

0
—1
as

1

0

1
ag
]
0

Portanto, temos que para o quinto convergente

a; -1
ap

0
1

0 O

0 O
-1 0].
as -1

1 a5

0
—1
as4

1

0
0
-1

as

0

C5 =

o O O =

1
0
0

as
1
0

—1
as
1

0
1
as

as
1
0
0

—1
as
1
0

0

1

a4
]

0
0
1

as

Generalizando, podemos obter uma férmula para o n-ésimo convergente, demonstrada

na sequéncia.

Teorema 15 Dada uma fracdo continua simples [a1; a0, as,

é dado por
onde
a -1 0 0
1 ao -1
0 1 a
Ry = o
1 an

Cn

Rn

) Sn—1’

Sn1

Demonstracao: Sera feita por indugao sobre n.

ap

as

-1
as

...,an], 0 seu n-ésimo convergente
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l) Para n=2
a; -1

1 a| aj-ap+1 1
Co = = =a1+—.
ap a a

II) Agora, supondo que a expressao é valida para n—1, vamos provar que é vélida para

. n—1 ;. ,
n. Seja Cn—1 = S_ O n-ésimo convergente e da forma
n—2

1
Ch=aq+

ao +

3
as+ 1
Cotapq+—

L

1
Considerando o ultimo termo igual a ap—1 + P e aplicando a equagéo (74) para n—1, obtemos
n

a -1 0
1 ao -1
0 1 a3
Rp—1 = : :
0 0 O an-o —1
1
0O 0 O 1 apq1+—
an
E, ainda que
a -1 0
1 as -1
0 1 aq
Spo= . :
0 0 0 - apo —1
1
o 0 0 -+ 1 ap1+—
n
Para termos a validade é necessério que
- an - Rn—1 3 Rn
n = = .
an-Sp2 Sp
Note ainda que o determinante R,_1, é igual ao determinante
a -1 0 --- 0 0 0
1 a —1
0 1 a3
0 0 O an-o —1 0
1 1
0 0 O 1 apq1+— —
n an
0O 0 0 O 0 0 1
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pois, escolhendo a ultima linha do determinante acima, e aplicando o desenvolvimento dos

cofatores, obtemos

a -1 0 - 0
1 ao —1
0 1 a3
R : : D =1-Rp.
0 0 0 - ap, -~ 0
1 1
00 0 - 1 apq+— —
an an
0O 0 0 O 0 0 1

Ainda, pelas propriedades do determinante, ao somar um mdultiplo de uma linha/coluna a uma
outra, o determinante é preservado. Assim somando a ultima coluna a pendultima, obtemos

a -1 0 .- 0

1 ao —1

0 1 a3

Rp1=|: = °: . : :

O 0 0 - apo - 0
1

o o o -- 1 an-1 —
an

0O 0 0 O 0 1 1

Também pelas propriedades dos determinantes, ao multiplicar uma linha ou uma coluna por um
namero real o determinante sera multiplicado por esse nimero. Assim, multiplicando a dltima

coluna do determinante anterior por ap, obtemos

a -1 0 .- 0
1 ao —1
0 1 a3
an Rpq=an-|i i . i i il.g,
0O 0 O an—o -1 0
1
0O 0 O 1 an-1 ——
an
0O 0 0 O 0 1 1

Assim pela hipétese de inducao an - R—1 = Rn. Analogamente, prova-se que an- Spo = Sp_1,
concluindo a demonstracdo. B

Exemplo 21 Encontre o quarto convergente da fragdo continua simples

128 1

37 3+ ] .
24— —

5+

1+
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Aplicando a equacao (74), temos

3 -1 0 O
1 2 -
o1 5 -1
R, |0 O 1 1 45
“8% " 24 o 18
5 -1
0 1

Os determinantes possibilitam encontrar um convergente especifico sem a necessidade
dos anteriores, diferentemente da maneira usual de construgdo de todos os convergentes ante-
riores, feito pelo processo descrito na se¢éo de convergentes.

Nao necessariamente é um processo mais facil, uma vez que os determinantes de ordem
superior demandam aplicacao de processos mais sofisticados, como o Teorema de Laplace ou
o método dos cofatores. O objetivo da secao € puramente relacionar fragdes continuas com o
calculo dos determinantes.

4.7 NUMEROS ALGEBRICOS

Nessa secao serdo estudadas algumas propriedades dos numeros algébricos usando
fracdes continuas.

Definicao 11 Um ndmero real x é dito algébrico de grau n se é raiz do polinémio
f(z)=ag+ai-z+ap-2°+---+ap-2", (75)
onde ag,ay,as, ..., an € Z, e an #0.

A seguir, apresentamos o Teorema de Liouville, que € um teorema de andlise complexa

utilizado para verificar se um ndmero é algébrico ou transcedente (que nao € algébrico).

Teorema 16 (Liouville) Considere x um numero algébrico de grau n. Entdo existe uma constante
C = C(x) >0 tal que
X——|>— (76)

a
para todos a,b € Z, comb>0 e x 7!5.
Demonstracao: Como x é algébrico de grau n, ele verifica uma equacao do tipo
2 n
f(zy=cp+C1-Z+Cp-Z2°+---+Cp-2 =0,
com ¢;j € Z e cp # 0. Dessa forma, podemos fatorar o polinémio na forma

f(2) = (z=x) - 9(2), (77)
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onde g(z) é um polinémio de grau n—1. Portanto, existe 6 > 0, tal que
9(2) #0,Vz € Vg =[x-06,x+0].

a a
Existem duas possibilidades, 5 € Vsou b ¢ Vs.
a
I) Considere que 5 € Vs.

a a
Nesse caso temos g <E) #0. Fazendo z = b na equacao (77), obtemos

a a a
()= () 0(5) &
b 5 %) 95 (78)
Que pode ser reescrita na forma

a a a\2 a\n
s 1(5) wrer(p)re(p) +“'+C"'(5>_

AT )

b
Multiplicando 0 membro direito da equacao anterior pela fragéo o’ obtemos

n n

a X_co-b”+c1-a-b”‘1+--~+c -a
b~ pn. (f)
I\b

a
Como b" #0, eg(5> #0, temos que ¢y b"+c¢1-a-b" ! +---+¢"-a" #40. Se ndo, teriamos

a , e
X = 5 0 que é um absurdo, pois x é irracional. Logo,

> 1.

‘co-b”+c1 ca-bm "

Considerando M > 0 tal que |g(z)| < M, para qualquer z € V. Temos,

‘ aj |cg-b"+ci-a-bm M 4oxc-a" J T
i = > .
b bn_g(_> M- b"
b
. a
Il) Considere agora, que 5 ¢ Vs.
Como b > 1, entdo
a 1)
‘X—— >6>—.
b b

Escolhendo
C=min ! 6
- M+1)’ 2"’

Podemos tirar algumas consequéncias do Teorema de Liouville. A primeira delas é que

provamos o teorema. Ml

todo numero racional na forma x = c¢/d verifica a equagao

dx—c=0.
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Consequentemente, todo nimero racional é algébrico de grau 1.
A segunda observagao nos diz respeito aos numeros transcendentes. Dado x € [0,1),
para toda constante C > 0, verifica-se que

1
Agora, tomando C > 0 existe um k tal que C > o é suficiente notar que x nao é algébrico de

k
ordem k, pois ndo verifica o Teorema de Lioville, conforme segue

Essa secdo teve por objetivo verificar algumas propriedades dos numeros algébricos
tendo como ferramenta as fragdes continuas. O Teorema de Liouville, segundo Rezende Jorge
(2006), é um limitador da ordem de aproximagdes dos numeros algébricos por fragdes continuas,
sendo de grande importancia para a teoria dos nimeros transcendentes.

Pelo Teorema de Liouville concluimos que existe um numero limitado de aproximacgdes
racionais para os numeros algébricos que sao irracionais quadraticos em fungéo da constante
C. Ja, o Teorema de Lagrange mostra a relagao entre a periodicidade da expansao em fragdes
continuas desses numeros.
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5 FRAGCOES CONTINUAS E A BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR

O objetivo da secéo é discutir possibilidades para introduzir o estudo das fragdes conti-
nuas na educacgao basica, tendo como respaldo a Base Nacional Comum Curricular, a BNCC,
que é o documento de referéncia nacional para estados € municipios elaborarem seus curriculos.

A BNCC tem carater normativo na medida em que define um conjunto de habilidades e
competéncias gerais, com o objetivo de abranger todo o territério nacional, procurando definir
parametros minimos para a formacgao de todos os estudantes, independente da regiao do pais

[...] espera-se que a BNCC ajude a superar a fragmentacao das politicas educa-
cionais, enseje o fortalecimento do regime de colaboracao entre as trés esferas de
governo e seja balizadora da qualidade da educacéo. Assim, para além da garantia de
acesso e permanéncia na escola, & necessario que sistemas, redes e escolas garan-
tam um patamar comum de aprendizagens a todos os estudantes, tarefa para a qual a
BNCC é instrumento fundamental. (BRASIL, 2018, p. 8).

Alguns estados e municipios elaboram as suas préprias propostas curriculares pautadas
na BNCC, por exemplo, no estado de Santa Catarina o documento de referéncia é chamado de
“Documento do Territorio Catarinense”, ja no municipio de Blumenau é o “Curriculo da Educacao
Bésica do Sistema Municipal de Ensino de Blumenau”, por exemplo.

Vale ressaltar que, se buscarmos “fragdes continuas” na BNCC, nao obtemos nenhum
resultado, o que ndo significa que seja impossivel explorar seu ensino na educagao bésica, uma
vez que

As implicacdes desta teoria nos diferentes dominios da matematica e afins séo inu-
meras e nao param de nos surpreender, a0 mesmo tempo a sua relativa simplicidade
permite a sua exploragdo no ambito dos diversos contelidos do 3° ciclo e secundario
com vantagens para a compreensao das diferentes conexdes que podem estabelecer-
se entre diferentes objetos matematicos que os alunos tendem a compartimentar e a
separar. (PAIXAO, 2012, p. 43).

O componente curricular de matematica trabalha com a ideia de continuidade entre os
anos, abordando um mesmo conteudo nas diferentes séries, criando a ideia de progressao.
Basicamente vai se aprimorando o0 conteudo, iniciando em uma abordagem mais simples e
intuitiva até a formalizacdo do conceito. Assim, ao se pensar no ensino de fracdes continuas,
também se faz necessario pensar na ideia de progressao.

Iniciando pela matriz do 6 ° ano, destacam-se duas habilidades que sao necessarias para
a compreensao do conceito das fragdes continuas:
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Tabela 9 — Habilidades 6 ° Ano.

EFO6MAOQ3 | Resolver e elaborar problemas que envolvam célculos (mentais ou escri-

tos, exatos ou aproximados) com nimeros naturais, por meio de estraté-

gias variadas, com compreensao dos processos neles envolvidos com e

sem uso de calculadora.

EFO06MAQ7 | Compreender, comparar e ordenar fragdes associadas as ideias de par-

tes de inteiros e resultado de diviséo, identificando fragbes equivalentes.
Fonte: (BRASIL, 2018).

Na habilidade EFO6MAO03 sao trabalhadas as operagdes basicas chamadas de opera-
¢bes fundamentais da aritmética, que sao: adigao, subtracdo, multiplicacao e divisdo. A Divisao
Euclidiana dentro dos numeros naturais ndo € uma operacao fechada uma vez que a divisdo de
dois numeros naturais nem sempre € um numero natural. A abordagem do Algoritmo da Divisao
consiste em, obter um quociente e um resto.

Falta ainda para introduzir as fragdes continuas, conhecer o conceito de um namero
racional na sua forma fracionaria. No entanto, nesse ponto o estudante s6 tem os conceitos
de fragdo que trouxe das séries iniciais do ensino fundamental (1° ao 5° ano). Mas, com a
habilidade EFO6MAQ7, onde as fragbes passarao a ter significado como nimero, e nao apenas
como representacdo de quantidades relacionadas a um todo.

Juntando as duas habilidades é possivel uma pequena introdug¢ao das fracdes continuas
no 6 °ano. Por exemplo, ao efetuar a divisdo Euclidiana de 30 por 7, o quociente encontrado é 4
e o resto é 2, é esperado que o estudante consiga escrever a representagao

Agora usando a ideia de equivaléncia de fragdes trabalhadas também na habilidade EFO6MAQ7

30 1
= oas
7

7
2

Efetuando novamente o Algoritmo da Divisdo

30 1
7=4+ 1"
3+

2

Para essa abordagem de fracdes continuas foram usados os conceitos de Divisdo Euclidiana,

fracbes e equivaléncia de fracoes, todos objetos de estudo do 6°ano do ensino fundamental.
Esse raciocinio ja foi tema de uma questao da OBMEP no ano de 2018:

Na igualdade abaixo a,b,c séo inteiros. Determine o valor de c, tal que

10 1
7=a+ 1
b+—

c
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E claramente uma fragdo continua onde o Unico processo a ser feito é a aplicagdo do Algoritmo
da Divisdo sucessivamente, para encontrar que a=1, b=2 e ¢ = 3. Essa questao foi proposta
na prova que é aplicada aos estudantes de 6°e 7°ano do ensino fundamental.

No 7 ° Ano do ensino fundamental destacam-se as habilidades:

Tabela 10 — Habilidades 7 ° Ano.

EF07MA11 | Compreender e utilizar a multiplicacdo e a divisdo de numeros racionais,
arelacao entre elas e suas propriedades operatorias.

EF07MA12 | Resolver e elaborar problemas que envolvam as operagdes com nume-
ros racionais.

Fonte: (BRASIL, 2018).

Seguindo a mesma linha de raciocinio para o 6 ° ano, acrescenta-se as operagées com
nameros racionais, onde além de escrever uma fragdo na sua forma continua, pode ser feito o
caminho inverso. Ainda pela construcao do conjunto dos nimeros inteiros no 7°ano as fragoes
continuas podem estar contidas nos nimeros racionais positivos e também nos nao positivos.

Agora no 8°ano do ensino fundamental destaca-se a habilidade:

Tabela 11 — Habilidades 8° Ano.

EFO8MAOQ5 | Reconhecer e utilizar procedimentos para a obtengdo de uma fracao
geratriz para uma dizima periédica.
Fonte: (BRASIL, 2018).

O processo para obter uma fragao geratriz de um numero racional periédico escrito em
sua forma decimal, emprega a ideia de equacdes do 1° grau, podendo ser abordada também
por fragdes continuas.

Por exemplo, o nimero 0,5 = g Umas das etapas que sao feitas € a de verificagdo do
resultado, ou seja, dividir 5 por 9, assim é obtido a representacao decimal com parte inteira nula
e parte decimal constante de periodo 5.

A fracdo continua esta justamente nessa verificacdo, usando o Algoritmo da Divisao
sucessivamente, o primeiro quociente € 0 e o resto é 5, dividindo 9 por 5, 0 quociente € 1 e 0
resto é 4. Repetindo a divisdo, agora de 5 por 4, temos quociente 1 e resto 1, e a representacao
fica

_ 5
05===0+—r—.
9

1+-—
4

Essa abordagem incrementa o ja discutido para 0 6°e 7 °anos.

E na Ultima etapa do ensino fundamental, no 9° ano, que é introduzida a ideia dos
ndmeros irracionais. Essa transicao dos racionais para os reais nem sempre é tao simples de
entender, uma vez que o conjunto dos inteiros € construido com a ideia dos numeros naturais,
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e 0 conjunto dos racionais construido a partir dos nimeros inteiros, e os irracionais ndo sao
construidos a partir dos racionais, ou seja, um numero natural & inteiro, um numero inteiro
racional, mas um racional n&o é irracional.

Destacam-se no 9°ano as habilidades:

Tabela 12 — Habilidades 9° Ano.

EFO9MAO01 | Reconhecer que, uma vez fixada uma unidade de comprimento, existem
segmentos de reta cujo comprimento nao é expresso por nimero raci-
onal (como as medidas de diagonais de um poligono e alturas de um
tridngulo, quando se toma a medida de cada lado como unidade).
EF09MAOQ2 | Reconhecer um ndmero irracional como um numero real cuja representa-
¢ao decimal ¢ infinita e nao periddica, e estimar a localizagéo de alguns
deles na reta numérica.

EF09MAQ9 | Compreender os processos de fatoracdo de expressodes algébricas, com
base em suas relagdes com os produtos notaveis, para resolver e elabo-
rar problemas que possam ser representados por equacdes polinomiais
do 2° grau

Fonte: (BRASIL, 2018).

Por exemplo, para explorar a habilidade EFO9MAOQO1, pode-se construir um quadrado
de lados iguais a 1, aplicando o Teorema de Pitdgoras, a diagonal ter4 medida igual a V2. A
pergunta que deve ser provocada aos estudantes é: onde esse numero esta localizado na reta
numérica?

Um dos procedimentos que pode ser realizado é estimando a parte decimal por tentativas,
que gera tempo e € um trabalho macante. Uma alternativa a esse processo € o caminho feito por
Cataldi, escrevendo a representacao em fragdes continuas de /2, e estimar seu valor decimal
por meio dos convergentes.

Note ainda que na habilidade EFO9MAQ9 deve ser explorada a resolugdo de equagdes
do 2° Grau por meio de fatoragcdo. Novamente, o processo feito por Cataldi pode ser explorado,
pois usa justamente a fatoracao para encontrar a representacao em fragdes continuas de V2.
O mesmo pode ser feito para encontrar o numero de ouro que é irracional, e é a raiz positiva de
uma equacao do 2° grau.

Esse caminho de resolver uma equacao do 2° Grau por uma estratégia diferente da
formula resolutiva é amparado pela BNCC:

Além dos diferentes recursos didaticos e materiais, como malhas quadriculadas, aba-
Cos, jogos, calculadoras, planilhas eletrénicas e softwares de geometria dindmica, é
importante incluir a histéria da Matematica como recurso que pode despertar interesse
e representar um contexto significativo para aprender e ensinar Matematica. Entretanto,
esses recursos e materiais precisam estar integrados a situagdes que propiciem a re-

flex@o, contribuindo para a sistematizagao e a formalizagéo dos conceitos matematicos.
(BRASIL, 2018, p. 298).

Apesar de no curriculo do ensino fundamental ndo aparecer a resolucido de equagodes
do 2° grau pela férmula resolutiva, ela é facilimente encontrada nos livros didaticos e costuma
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ser ensinada no 9°ano, como uma alternativa a fatoracéo.

Considerando agora a etapa do ensino médio, as fragdes continuas podem ser empre-
gadas na mesma linha de raciocinio que foi explorada no ensino fundamental, tendo a ideia de
continuidade do curriculo, porém é possivel trabalhar com problemas um pouco mais sofisticados
e com técnicas um pouco mais elaboradas do que no ensino fundamental.

Analisando a matriz do ensino médio proposta na BNCC no componente de matematica
e suas tecnologias destaca-se:

Em continuidade a essas aprendizagens, no Ensino Médio o foco é a construgdo de
uma visao integrada da Matematica, aplicada a realidade, em diferentes contextos.
Consequentemente, quando a realidade € a referéncia, é preciso levar em conta as
vivéncias cotidianas dos estudantes do Ensino Médio — impactados de diferentes ma-
neiras pelos avangos tecnoldgicos, pelas exigéncias do mercado de trabalho, pelos
projetos de bem viver dos seus povos, pela potencialidade das midias sociais, entre
outros. Nesse contexto, destaca-se ainda a importancia do recurso a tecnologias digi-
tais e aplicativos tanto para a investigacdo matematica como para dar continuidade ao

desenvolvimento do pensamento computacional, iniciado na etapa anterior. (BRASIL,
2018, p. 528).

Fica evidente a necessidade de um ensino integrador, que consiga conciliar os conteidos
aprendidos com a realidade. O uso das tecnologias digitais, sendo elas na forma de sites, ou
aplicativos para celulares, tem grande relevancia no ensino de matematica e ja é foco de muitas
pesquisas. Com as fragdes continuas, podem ser empregadas ferramentas computacionais,
como o software Geogebra.

Podem ser trabalhadas as habilidades:

Tabela 13 — Habilidades Ensino Médio.

(EM13MAT301) | Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de outras
areas do conhecimento, que envolvem equacdes lineares simultaneas,
usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.
(EM13MAT315) | Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel, um
algoritmo que resolve um problema.
(EM13MAT314) | Resolver e elaborar problemas que envolvem grandezas determinadas
pela razdo ou pelo produto de outras (velocidade, densidade demogra-
fica, energia elétrica etc.).

Fonte: (BRASIL, 2018).

A habilidade EM13MAT301 traz a possibilidade de interdisciplinaridade. E possivel efe-
tuar uma correspondéncia de um circuito elétrico usando as fragcdes continuas, que também
podem ser empregadas para a resolucao de problemas em astronomia, por exemplo.

Observando a habilidade EM13MAT315, trabalhados os conceitos de fragdes continuas
o estudante pode ser capaz de construir um fluxograma para escrever uma fragdo continua
partindo de sua representacao racional, e vice-versa.

Juntando as trés habilidades da Tabela 13, e do que ja foi estudado no ensino fundamen-
tal, pode-se empregar as fracées continuas agora para problemas proximos da realidade. Por
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exemplo, na resolugéo de problemas que envolvem a razdo de semelhanga entre medidas, ou
na proporgao entre duas grandezas, onde a razao de proporgao pode ser racional ou irracional.
As fragOes continuas mostram-se como uma possibilidade, uma alternativa para resolu-
cao de problemas envolvendo conceitos matematicos que sao estudados na educacéao basica.
Apesar de o curriculo néo trazer especificamente o conteudo de fragcdes continuas, ele esta
permeando a base comum que é ensinada aos estudantes, podendo ser explorada.
No préximo capitulo sera discutida uma sequéncia didatica para o ensino de fracdes

continuas.
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6 SEQUENCIA DIDATICA

O objetivo dessa secado é propor uma sequéncia didatica para o ensino de fragbes

continuas, seguindo a seguinte estrutura

1. Objetivo Geral

Apresentar o conceito de fragdes continuas e a sua relevancia em aplicacées nos

problemas de aritmética e algebra.

2. Objetivos Especificos

* Revisar os conceitos de nimeros racionais e irracionais e suas represen-

tacbes;

* Aplicar o Algoritmo de Euclides para escrever a representacdo em fragcoes

continuas de um ndmero racional;

Obter aproximacdes de numeros irracionais por meio das fragcdées conti-
nuas.

3. Metodologia

As aulas ocorrerdo de maneira expositiva e dialogada com a participacao dos estu-

dantes, na sequéncia

4. Materiais

Apresentar uma breve revisdo sobre numeros racionais e irracionais;
Apresentar o Algoritmo de divisdo de Euclides e sua aplicacao para deter-
minar o maximo divisor comum;

Apresentar a definicdo de uma fragao continua e exemplos de como escre-
ver uma fragédo continua partindo da representagéo racional de um fracao;
Encontrar a representagdo em fragdo continua dos nameros irracionais
v/2 e do nimero de ouro @, de forma algébrica e com uso do software

Geogebra;

Usar a metodologia das fragdes continuas para resolver problema de peri-
odicidade.

Canetao, apagador, quadro branco, celular ou computador para acesso ao Geogebra,

lapis, caneta e papel.
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6.1 AULA 1

Para o desenvolvimento dessa aula é sugerido o tempo de 40 a 50 minutos.

Vocé lembra o que é um numero racional, irracional, ou real? Nessa aula vamos relembrar
0S conjuntos numéricos.

Os numeros naturais representados pelo simbolo N sdo formados pelos nimeros

N={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,...}.

O conjunto também pode ser representado utilizando-se uma reta numerada

Os numeros naturais estao relacionados principalmente a problemas de contagem. As
operacoes nesse conjunto sao restritas, sdo bem definidas apenas para a soma e multiplicagéo
de numeros naturais. Ja a operagao de subtragdo a— b néo € possivel quando a for menor do
que b, como é o caso da subtracdo 8—10, pois —2 nao € um nimero natural.

O conjunto dos numeros inteiros representado pelo simbolo Z, pode ser construido
acrescentando ao conjunto dos numeros naturais, todas essas subtragcdes que ndo sao possiveis
em N. Onde 0—-1,1-2,2-3, ..., sdo representadas por —1, ja o0 nUmero —2 é a representacio
das diferencas de 0—2, 1-3, ..., e assim sucessivamente. Logo, o conjunto do nimeros inteiros

tem os seguintes elementos,
Z={..,-5-4,-3,-2,-1,0,1,234,5,...}.

A representag@o dos numeros inteiros em uma reta numerada fica

Note que, a operacao de divisdo nem sempre é possivel em Z, por exemplo, a divisdo
de 5 por —3 nao esta definida nos niumeros inteiros, sendo assim existem niumeros que nao sao
inteiros e que serao representados por outros conjuntos.

O conjunto dos nimeros racionais é representado pelo simbolo QQ e é formado por todos
0s numeros que podem ser escritos na forma de fracao, isto é

@:{Z :a,bEZ,b;/O},

onde a é chamado de numerador e b de denominador. Sao exemplos de nimeros que podem
ser escritos na forma de fragao

1. Todo numero Natural

0
a) 0=—;
]
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18
b) 18=—.

2. Todo nUmero inteiro

3. Os decimais finitos

25
a) 0,25= —

100 4’
11.125 89

10.000 ~ 80°
4. As dizimas periédicas

b) 1,1125=

a) 0,5555...= 0,5 =

72
b) 6,545454... =654 = .

1

Todo ndmero natural é inteiro e todo ndmero inteiro é racional. Temos, portanto, N C Z C Q

(Figura 11).

Figura 11 — NUmeros racionais.

No conjunto dos niUmeros racionais sao bem definidas as operacdes de adicao, subtracao,

multiplicacado e divisdo (quando o divisor nao for nulo).

Existe ainda um tipo de niumero que nao abordamos, que sdo 0s numeros que nao podem

ser escritos na forma de fragao, cuja representacao decimal sdo as dizimas ndo periodicas.

Esses nimeros formam o conjunto dos nimeros irracionais, representados pelo simbolo I. Sdo

exemplos de numeros irracionais

a) O numero pi, cujo simbolo é 11 e seu valor aproximado é 3,14159265359.. .;

b) O nimero v/2 que pode ser representado pela diagonal de um quadrado de lado 1;

)
c) O numero de ouro, cujo simbolo é @ e seu valor aproximado € 1,61803398875...;
)

d) O numero de Euler, base dos logaritmos naturais, representado por e e de valor

aproximado 2,71828182846 .

E com a unido dos conjuntos dos nimeros racionais e irracionais, que formamos o

conjunto dos nimeros reais, representado pelo simbolo R
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Figura 12 — Numeros Reais.

R
Q

-

Com os numeros racionais e irracionais a reta numeérica fica totalmente preenchida como
podemos ver na representacédo abaixo.

Figura 13 — Reta dos numeros reais.

-

Exercicio proposto.

1. Complete com os simbolos de pertence (€) ou de ndo pertence (¢)

a) 4 N

b) —1,233 I

c-m _ Q

dv2 R

e) —g I/

f) 1,9999999... Q

g) 55,25 Z

h) 18-55 N
Gabarito
1. a4 ¢ N

b) —1,233 ¢ I

c) —r ¢ Q

d+v2 € R

e) —g e 7

f) 1,9999999... € Q@

g) 5525 ¢ Z

)

h) 18-55 ¢ N
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6.2 AULA2

Para o desenvolvimento dessa aula é sugerido o tempo de 40 a 50 minutos.

O Algoritmo da Divisao, é usado para determinar a divisdo de dois numeros inteiros. Por
exemplo, para dividir 19 por 5, obtemos quociente e um resto, que sédo 3 e 4, respectivamente.
Assim podemos escrever que 19=5-3 +4.

O Algoritmo da Divisdo pode ainda ser empregado para encontrar 0 maximo divisor
comum entre dois numeros inteiros, chamado de MDC.

Exemplo 22 Encontre o maximo divisor comum entre 0os numeros 848 e 656.

Ao efetuar a divisdo de 848 e 656, obtemos quociente 1 e resto 192. Agora o processo é
dividir o divisor anterior pelo resto obtido.

Assim, dividindo 656 por 192 o quociente € 3 e o resto 80, dividindo 192 por 80 o
quociente é 2 e o resto 32, dividindo 80 por 32 o quociente é 2 e o resto é 16, dividindo 32 por
16 0 quociente é 2 e o resto é 0:

656 = 192-3+80.
192 = 80-2+32.
80 = 32-2+16.
32 = 16-2+0.

O maximo divisor comum de 848 e 616 é 16, e indicamos mdc(848,656) = 16.
Exercicios:
1. Encontre o maximo divisor comum entre:
a) 352 e 416
b) 360 e 288
c) 24e 16
d)

Gabarito
1. a
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6.3 AULA3

Para o desenvolvimento dessa aula é sugerido o tempo de 100 a 120 minutos.
Nessa aula vamos definir uma fracdo continua, que € maneira de representagao de
nameros reais. Uma fracao continua finita é da forma:

r 1
—=ai+
S 1
ao + 1
ag+ .o+ —
an
em que todos os termos ay, ao, ..., a; $a0 nimeros inteiros, e os termos apds ai sdo positivos.
Uma fracao continua finita é chamada de simples caso todos os termos ay, ao, ..., an

forem inteiros.

Para escrever um numero racional na forma de fragdo continua empregamos o Algoritmo
da Divisdo sucessivamente, 0 mesmo empregado para o calculo do MDC.

Lembrando que, um ndimero na representacao fracionaria é escrito sempre em sua forma
irredutivel, o seja, 0 MDC entre o numerador a e denominador b é mdc(a,b) = 1, nesse caso
dizemos que a e b sdo primos entre si.

Exemplo 23 Escreva a representacdo em fragbes continuas do nimero
35
55"
Efetuando a divisao de 35 por 22, o quociente é 1 e o resto 13, dividindo 22 por 13 o
quociente é 1 e o resto 9, dividindo 13 por 9 o quociente é 1 e o resto € 4, dividindo 9 por 4, 0
quociente é 2 e o resto 1, e dividindo 4 por 1 0 quociente € 4 e o resto 0, segue entdo

35=22. (1) +13.

22=13- (1) +o9.

13=9- (1) +4.
9=4. (2) +1.
4=1- (4) +0.
Observe agora que
35 13
—=1+—.
22 22
A fracdo 13/22 pode ser dividida por 13, nesse caso temos
35 ’ 1
E =1+ ﬁ
13
Substituindo a divisdo de 22 por 13
35 ' 1
2" "9
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Dividindo a fragédo 9/13 por 9 e substituindo a divisao de 13 por 9, e sucessivamente repetindo o
mesmo procedimento, obtemos

35 1 1 1
22 9

|
[y
+

35 1
% - O 1

Observe os coeficientes da fragao continua obtida e compare com os quocientes obtidos no
Algoritmo das Divisdes sucessivas (destacados).
Quando a representagado em fragcdes continuas € extensa, pode ser (til a simplificagéo
na notacao
35 1

22 T 1
@ @4_@;1
‘@

= [1 ! 1 11 51 12!4]'

Exercicios:

1. Usando o algoritmo das divisGes sucessivas, encontre a representacao em fracoes
continuas dos numeros racionais

68

E,

44

ﬁ!

C) ?

a)

b)

Gabarito
1. a) [4;1,1,7];
b) [2;1,1,2,3];
c) [0;1,2,2].
As respostas podem ser conferidas pelo PLANETCALC Calculadoras online”, um site
que converte um numero racional para a sua representagdo em fracdes continuas, € vice versa.
A interface da calculadora é de facil manipulacao, conforme mostrado na Figura 14.

7 https://pt.planetcalc.com/8456/
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Figura 14 — Entrada PLANETCALC.

Rational number to continued fraction

Logo abaixo aparecera a representacao em fragdes continuas procurada (Figura 15)
Figura 15 — Resultado PLANETCALC.

Continued fraction
1

1+ .
i L
1 -

e
44

No PLANETCALC ainda € possivel entrar com os coeficientes da fracao continua para obter a

fracdo da forma racional
Figura 16 — Resultado PLANETCALC.

Continued fraction to rational number
..@-ﬁmExa{-ﬂ- O Rounded
CALCULATE

11124

Rational number

22

Continued fraction

1+ 5
1+ T
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6.4 AULA4

Para o desenvolvimento dessa aula é sugerido o tempo de 100 a 120 minutos.

Nessa aula vamos tratar dos niumeros irracionais, alguns deles tem representagdes bem
curiosas quando escritos na forma de fragdes continuas.

O numero de ouro representado por @, possui aplicagdes em diversos campos, principal-
mente na geometria. O nimero de ouro é obtido pela razao ou propor¢ao aurea: Dada uma linha
reta dividida em dois segmentos, estes estdo em proporgao aurea se, e somente se, a linha toda
esta para o maior segmento e 0 maior segmento esta para o menor. Geometricamente

Figura 17 — Proporgéo aurea.

Ao efetuar a divisdo de x por y obtemos

X=1-y+(x-y).

Continuando as divisdes sucessivamente, 0s quocientes sido sempre unitarios, ou seja

1

=1+

(P:

<X

1+

1+ 3

1+

1+,
Com a linguagem algébrica usual podemos encontrar o valor da propor¢cao aurea rapidamente:

X
4 X-X=(X+y)-y = x2=x-y+y2 = x2—x-y—y2=0,

X

< I Xx

gue é uma equacao do 2°grau na incégnita x. Aplicando a férmula resolutiva de equagdes do 2°
grau, obtemos

x2—x«y—y2=0 = X

_Y+VEP-41-(y®) _y+yVs
2 2

ou seja, a razao aurea é
1+

2
A sua principal aplicagdo é o retangulo dureo. Para construir o retangulo aureo, comece

IS

< | X

desenhando um quadrado de lado x, prolongue um dos lados desse quadrado € marque o
seu ponto médio, digamos E. Agora com um compasso coloque a ponta seca em M e a ponta
do grafite no vértice superior B, trace uma circunferéncia até o lado prolongado, obtendo a
intersecao G, essa intersecdo é o vértice do retangulo procurado. Complete o retangulo e
teremos o retangulo aureo
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Figura 18 — Construcao do retangulo aureo.

———

@
@-..

Para o retangulo ser aureo ao ser retirado dele um quadrado, o retdngulo remanescente €
sempre semelhante ao inicial, repetindo esse processo infinitamente as dimensdes do quadrado
tendem a zero, pois sao obtidas pela diferenca dos lados maior e menor do retdngulo. Assim,
obtemos

Figura 19 — Construcao do retangulo aureo.

—

, s |

! |

N

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/retangulos.htm

Vejamos agora um exemplo para encontrar a representacdo em fragdes continuas de

1. Obtenha a representagao em fragdes continuas do numero V2, partindo da equacgéo
2
x“+2x—-1=0.

Solugéo
A equacao pode ser reescrita na forma

x2+2x=1.

Colocando x em evidéncia
X-(x+2)=1. (79)
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Agora note que, podemos escrever a equagao x°+2x-1=0na seguinte forma
(x+1)%=2.
E, elevando ambos os membros a poténcia 1/2, e depois isolando x, obtemos

1
X = .
X+2

(80)

1
Substituindo sucessivamente x por Y+2 no membro direito da equagéo (80), obtemos
X+

1
X=—1=\/§—1.

2+ 3
2+
D4
Ou seja, a representacdo em fragdo continua do nimero /2 é
1
N/ PR
2+ ]
2+
24...

Podemos usar o software Geogebra para encontrar a representacao em fragéo continua

de um numero irracional.

Para isso, digite no campo de entrada: "Fragao...."e selecione o comando "FracadoCon-
tinua". Existem trés opgdes, a primeira fornece imediatamente a fragdo continua do numero
informado com precisao de 1078, na segunda opgao é possivel selecionar a quantidade de
quocientes, chamado de "Nivel", porém nao é possivel exceder a precisdo de 1078 e na terceira
opgao o software escreve a fragdo continua na forma [aj; ao, .. .].

A interface do software mencionada é apresentada na Figura 20. O software é de facil
manipulagéo, gratuito e pode ser usado também pelo aplicativo no celular, tanto para Andriod ou
IOS.

Figura 20 — Fragdo continua no Geogebra.

+ Fra 5 ﬁ

FracdoContinua ¥ FracioContinua @

FragaoEmTexto ’
" o FracioContinua( Numero )
FragoesParciais ’
FracdoContinua{ Numero, Nivel )
FracdoContinua{ Namero, Nivel, Somente Coeficientes truejfaise )

2

Usando a primeira opgao para fracoes continuas no Geogebra, vamos encontrar a repre-
sentagdo do nimero v/2
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Figura 21 — Fracao continua no Geogebra.

1 =~/
textol = "1+ = 1 4% 1
T 5 i
B, lt] 1 _|_
i L 1
uz-i 1] 2 + 1
H, o 2+ T
24 il
T 24 T
24+ il
2—0——1—
2+ﬁ
1

Exercicios propostos.

1. Encontre no Geogebra a representagdo em fragoes continuas dos numeros:
a) V3;
b) O namero de Euler ¢;

c) O ndmero 1.

2. Encontre a solucéo positiva da equacéao x2—5x—1 =0 na forma de fracdo continua.

Observacao: No Geogebra os numeros de Euler e 0 nimero 1 podem ser inseridos

como “e” e “pi”, respectivamente.

Gabarito

1. a) [1;1,2,1,2,1,2,1,2,...];
b) [1,1,2,1,1,4,1,1,6,...];
c) [3;7,15,292,...].

2. Solugao esperada

Da equacéo x°—5x—-1=0, podemos dividir ambos os membros por x, umas vez que ele

diferente de zero, e reescrever a equagao:

x°—5x—1 = 0,
1
x=5—-— = 0,
X
1
X = 5+—.
X

Substituindo x do denominador sucessivamente pela relacdo encontrada, obtemos

1

3 .
5+—1
5+_ 3

- 1

5+—
X

X=5+

Para conferir a resposta no Geogebra é necessario encontrar a raiz positiva da equagao

do 2°grau pela férmula resolutiva, e informar a raiz obtida no campo ndmero.
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6.5 AULAS

O objetivo dessa aula é resolver problemas por meio das fragbées continuas. Considere o
seguinte problema:
1. Um relojoeiro deseja construir duas roldanas dentadas na razao V2 por 1, e que
as roldanas tenham no minimo 20 dentes. Determine algumas possibilidades para a
construcao dessa roldana.
Solucao
Chamando de a e b a quantidade de dentes da roldana maior e da menor, respectiva-

mente, temos

a
—=v2.
b
Anteriormente ja encontramos a representacido em fracées continuas do numero irracional V2,
que é
1
V2=1+ 3
2+ 3
2+
4.

Vamos calcular agora os convergentes (aproximacdes) da fracdo continua, lembrando
que pelo fato da irracionalidade de /2 estamos procurando uma aproximagao. Com seis casas
decimais é temos que /2 vale 1,414214:

* 1°Convergente

» 2°Convergente

» 3°Convergente

5 1 5
+2 2
* 4°Convergente
1 1 1 1 5 17
1 1 2 12 12 12
2+ 2+ 2+ — —
1 5 5 5
2+~ 5
2 2

Vamos analisar os convergentes obtidos e as suas aproximagdes em relagao a V2.

No primeiro convergente a fragdo “1/1” indica que as roldanas teriam um dente cada,
note que a aproximacao em relagdo ao valor da raiz quadrada de 2 nao é tdo boa, temos um
erro de aproximadamente 0,414214.
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Ja no segundo convergente obtemos que a roldana maior tera 3 dentes enquanto a
menor tera 2, apesar de nao atender as condi¢des iniciais do problema, o erro da aproximagao
€ de aproximadamente 0,086.

No terceiro convergente obtemos que a roldana maior terd 7 dentes e a menor 5 dentes,
ainda nao atendendo as condi¢des do problema, porém o erro € de aproximadamente 0,0142.

Por fim no quarto convergente atendemos as condigdes do problema, de as roldanas
terem 20 dentes, encontramos que a roldana maior tera 17 dentes e a menor 12 dentes, e
nesse caso o erro sera de aproximadamente 0,0024. Todos os proximos convergentes também
atenderiam as condi¢des propostas. A seguir apresentamos os 8 primeiros convergentes do
problema

Tabela 14 — Convergentes de /2.

n 11234 5|6 | 7 | 8

Convergentes | 1 3| 7|17 |41 |99 | 239 | 577
J 2 15112 |29 | 70 | 169 | 408

Exercicio proposto.
1. Obtenha uma aproximagao racional para o numero 1 de modo que o erro encontrado
seja menor que um milésimo. Para isso considere que 1 = 3,141592.
Solugao
Podemos escrever que
31415

m=3,1415= ——r.
10000

Aplicando o Algoritmo da Divisédo sucessivamente:

31.415 = 3-10.000 + 1.415,
10.000 = 7-1.415+95,
1.415 = 14-95+85,

95 = 1-85+10,

85 = 8-10+5,
10 = 2-5+0.
Logo, a fragao continua procurada é
3 1
+ 7 1
' 14 1
+ 1 1
HE
8+ —
2

Calculando os convergentes, temos
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* 1°convergente

c1 =3.

* 2°convergente
1 22
Cr=3+==— =3,1429.
7 7

Os demais convergentes ndo sao necessarios, pois para co ja obtemos o erro desejado:
22
m— —|= 0,0013.

Dessa forma as fracdes continuas podem ser empregadas para aproximar numeros irracionais
por meio de nUmeros racionais.
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7 CONCLUSAO

Nosso objetivo central era mostrar aplicagées dentro do campo da algebra e da aritmética
tendo como ferramenta as fragdes continuas. Objetivo esse que pode ser justificado com a breve
abordagem da histéria relacionada com as fragcdes continuas, onde as mesmas mostram a sua
relevancia em temas que nos dias atuais ja estdo bem difundidos.

Como mostrado, as fracbes continuas iniciam com fundamentos matematicos de facil
entendimento devido a sua simplicidade, como é o caso do algoritmo de divisdes sucessivas
de Euclides, indo até conceitos de Algebra mais complexos, como é o caso dos niimeros algé-
bricos. Particularmente, como foi mostrado no Teorema de Liouville, servindo como base para
identificagao também dos nlimeros transcendentes.

As equagbes diofantinas no olhar das fragdes continuas mostram-se como uma alterna-
tiva ao método das divisGes sucessivas, é de extrema relevancia a propriedade dos produtos
cruzados nas tabelas de convergentes, abrindo caminho para generalizagao de outros tipos de
equacbes derivadas das diofantinas, que nao foram abordadas aqui.

Na mesma linha das equacgdes diofantinas, as congruéncias lineares tem seu destaque
como uma ferramenta para a sua resolucdo. No exemplo apresentado de uma questdo do
Exame Nacional de Qualificacdo do PROFMAT, o problema poderia ser resolvido transformando
a congruéncia em uma equacao diofantina, ou pelo Teorema Chinés dos Restos, aqui preferimos
mostrar a simplicidade de sua resolu¢do usando as fragdes continuas.

Ja as equacdes de Pell sdo sem dlvida a beleza da aplicagcao das fragdes continuas, pela
simplicidade do problema e a complexidade de encontrar a sua solugao, possivel em funcao das
fragbes continuas. Para encontrar as solugdes inteiras da equacao de Pell foi necessério estudar
a representagao periddica dos numeros irracionais quadraticos reduzidos, que apresentam a
sua expansao em fracbes continuas de forma periddica.

As aplicagdes para o célculo e determinantes tiveram apenas o olhar da aplicabilidade,
mostrando que é possivel usar determinantes para encontrar os convergentes de uma fracao
continua. E evidente que nem sempre o calculo do determinante serd simples. A secédo dos
numeros algébricos teve a sua relevancia por aplicar o Teorema de Liouville, que é um teorema
de anélise complexa, usado na demonstragéo do Teorema Fundamental da Algebra.

Com isso conclui-se que as fragdes continuas podem ser aplicadas nos diferentes niveis
de ensino, como mostrado no desenvolvimento desse trabalho. Os temas centrais ligados a
educacgdo basica discutidos na secdo da BNCC e da sequéncia didatica podem ser aprofundados
e explorados, de acordo com a necessidade do professor e dos estudantes.

Considerando ainda que o estudo das fracdes continuas é relativamente recente e nao
muito explorado no ensino bésico e nos cursos superiores de formagao de professores, espera-
se que esse trabalho sirva como uma possibilidade para o professor da educagéao basica em
suas pesquisas e estudo no campo das fragdes continuas.
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