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Percebendo que nao ha nada mais trabalhoso na pratica da matematica, nem que
mais prejudique e atrapalhe os calculadores, do que as multiplicacoes, as divisoes, as
extracoes do quadrado e do cubo dos niimeros muito grandes...comecei a considerar
em minha mente através de que tipo de arte certa e rapida poderia remover essas
dificuldades.

John Napier, Mirifici logarithmorum canonis descriptio(1614)



Resumo

Quando John Napier desenvolveu seu estudo sobre logaritmo, ele com certeza nao
imaginou as implicagoes futuras de suas descobertas. O nimero e tem importancia
estratégica nas aplicacoes de vérias dreas do conhecimento cientifico. Esse trabalho tem
como objetivo apresentar o niimero e como limite infinito de uma sequéncia, demonstrar

sua existéncia, irracionalidade e transcendéncia.

Palavras-chave: Algebra, Teoria dos Numeros, Nameros Algébricos.



Abstract

When John Napier developed his study of logarithm, he certainly did not imagine
the future implications of their findings. The number e has strategic importance in
applications from various areas of scientific knowledge. This work aims to present the
number e as the limit of infinite sequence, demonstrating its existence, irrationality

and transcendence.

Keywords: Algebra, Number Theory, Algebraic Numbers.
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1 Introducao

Para apresentarmos a historia do nimero e é preciso emprestar a histéria de outro
objeto importante para a evolugao da matematica, a saber, os Logaritmos.

Logaritmo: palavra de origem grega formada de l6gos (razao, evolucao, discurso)
e aritmos (nimero). Logaritmo significa, literalmente, a evolugdo de um ntmero. O
simbolo log, contracao de logarithm, é devido ao astronomo Kepler.

Os logaritmos foram inventados por John Napier (1550-1617). Seu objetivo era
obter uma forma menos trabalhosa de fazer calculos. E, na época, uma multiplicacao
entre nimeros grandes, por exemplo, era um verdadeiro sacrificio, a ideia era obter o
resultado de uma multiplicacao através de uma operacao mais facil: a soma.

Neper ou Nepier construiu suas tabuas de logaritmos e publicou um tratado: Mirifici
logarithmorum canonis descriptio. Posteriormente, outro matematico, Henry Briggs
(1561-1631) sugeriu o uso da base 10, cujas tabelas com a notagao log de N na base 10
¢ usada até hoje.

E na sequéncia, depois do logaritmo decimal, ensinava-se logaritmos em outras
bases, em especial o famoso In z, significando logaritmos natural ou logaritmo na base
e, ou ainda, logaritmo neperiano.

Para apresentar o ntimero e, vamos supor uma situagao bastante hipotética. Ima-
gine que um banco pague juros de 100 por cento ao ano, apos esse 1 ano, teriamos o
montante de 2 reais para cada 1 real aplicado.

E se os juros fossem creditados semestralmente, ao final de um ano terfamos 2,25
reais. A expressao para esse calculo é a seguinte:

1 1

1+—)"=(14=)>=2,25
L+ =(1+5)7 =2,

Para o crédito trimestral, temos n=4 e o resultado é 2,44141. Ao calcularmos o
resultado para o crédito instantaneo, ou seja, n tendendo para infinito, esse limite é
um nimero irracional chamado ntimero e (ntimero de Euler).

Em termos matematicos:

1

limy, o1+ —)" =
zmﬁ(—i—n) e



e = 2,71828182845904523536028747135266...

Quem efetivamente calculou o ntimero e foi Leonhard Euler, e dizem que a desig-
nacao decorre da inicial do seu sobrenome, mas também existe a versao do que o e se
dava a inicial de "exponencial".

Se aquele banco quisesse creditar juros instantaneos a sua aplicacao de 1 real, a 100
por cento ao ano, vocé teria ao final de um ano o valor de 2,718 reais aproximadamente.

Esse niimero é importante em quase todas as areas do conhecimento, a funcao
x — e, modela fendmenos de vital importancia nos mais variados campos da ciéncia:
fisico-quimicas, biol6gicas, econémicas, agronomicas, geograficas, médicas, sociais, etc.

Este trabalho foi organizado da seguinte maneira: reservamos o capitulo 1 para esta
introducao, o capitulo 2 versa sobre nimeros algébricos e transcendentes, capitulo 3
aborda a existéncia e irracionalidade de e, e dedicamos o capitulo 4 para mostrar sua
transcendéncia. E finalmente no capitulo 5 apresentamos uma aula aplicada ao Ensino

Médio envolvendo os elementos tratados nos capitulos anteriores.



2 Sobre Numeros Algébricos e

Transcendentes

Para ser possivel tratar dos ntimeros algébricos primeiramente devemos introduzir

definicoes e propriedades acerca dos numeros inteiros.

Definig¢ao 2.1. Dados a,b € Z, dizemos que a divide b, e escrevemos alb, se existir

q € Z tal que b = qa.
Exemplo 2.1. a =2, b=4;4=q2 — q = 2.

Definicao 2.2. Um numero p € N e p # 1, € primo se o0s Unicos numeros inteiros
que o dividem sao ele proprio e o 1. Ou seja, p € primo se para todo b € N tal que b|p,
entao b=1p ou b= 1.

(b) Um nimerop € Z, p # 0, p # 1, p # —1 € primo se 0s tnicos nimeros

inteiros que o dividem sao |p|, —1 e 1.
Exemplo 2.2. p=7, b7T<=b=Toub=1.

Definicao 2.3. Seja a € Z. Um numero inteiro b é chamado maltiplo de a se b = aq,

para algum q € 7.
Exemplo 2.3. a =6,¢g=3; 0=63=—0=18.

Definicao 2.4. Dados a,b € 7Z, um nimero natural d é chamado mdxrimo divisor

comum de a e b, denotado por d :== m.d.c(a,b), se salisfaz as afirmacoes abaizo:
(i) dla e d|b,

(ii) se r € Z,€ tal que r|a e r|b, entdo r|d.

Exemplo 2.4. a = 16, b = 32 m.d.c.(16,32) = 16 = d. Pois 16|16 e 16|32 e além disso
se 7|16 e 1|32 entao |16 (por exemplo se r = 4, temos que 4|16, 4|32 e ainda que 4|16).

Observagao 2.1. O m.d.c(a,0) nao existe caso a seja nulo. Além disso, assumimos
que m.d.c(a,0) =1, se a # 0.

10
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Teorema 2.1. (Algoritmo da Divisio). Se a,b € Z, com b # 0, entdo existem (e sao

inicos) q,r € Z com 0 < r < |b|, tais que,

a=qb+r. (1)

Demonstracao. (i) Existéncia.
Caso b > 0. Consideremos o conjunto dos nimeros miltiplos de b ordenados de
acordo com a ordem natural da reta, isto é, o conjunto ..., —3b, —2b, —0b, 0, b, 2b, 3b, ...,

com,

L.—=3b < =20 < =b < 0 < b < 20 < 3b...

Note que disso decorre uma decomposicao da reta em intervalos disjuntos da forma

[gb, (¢ +1)b] = {z € R: ¢b < x < (q+1)b},

com q € Z.
Por exemplo [—3b, —2b] = [-3b, (=3 + 1)b], [20,30] = {x € R: 2b < = < 3b}.
Assim, dado a € Z, este pertence a apenas um desses intervalos e portanto necessa-
riamente é da forma a = gb+r, com g€ Z e r > 0. E claro que r < (¢ + 1)b — gb = b.
Caso b < 0. Aplicamos o teorema no caso demonstrado em (i) para determinar

¢,r € Z, com 0 < r < |b| para escrever:

a=qlbl +r. (2)

fazendo ¢ = —¢, como [b| = —b, (pois b < 0), obtemos de (2) a = gb+r, onde ¢,r € Z
e 0 <r<lb.

(77) Unicidade.

Resta demonstrar que ¢ e r, os quais satisfazem (1) sao tnicos.

De fato, suponha que a =gb+7rea=qgb+7r,com0 < r<|ble0<r <Ib

Assim,

gbp+r=q+r =

r—ry=(q —q)b (3)

Afirmamos que r = ;.

Com efeito, se r # rq, entao: 0 < |ry —r|.

Além disso, |r;1 —r| < b. Pois, podemos admitir, sem perda de generalidade que
r < 1y, consequentemente 7y —r > 0e|ry —r| =1 — 1.

Assim, se ;1 — r = |b], entdo 1 = |b| + r e portanto r; > |b|, que é absurdo.

Também, se 7y —r > |b], entdo 1 > |b| +r > |b|, gerando novamente o absurdo
ry > b.
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Logo pela Lei da Tricotomia,

lry — 7| =ri —r <|b|.

Portanto, do acima segue que

0< |ri—r] < [0 (4)

agora de (3) obtemos,

e =7 = lar — ql[0] (5)
substituindo (5) em (4), obtemos,

0 < g —qllb] < b].

Logo, 0 < |¢1 — ¢q| < 1, 0 que é um absurdo, pois |¢; — ¢| € um nimero inteiro (pois
qgeq €7Zeem Z vale a Lei do Fechamento da Adicao).
Portanto r = ry.
Note que essa igualdade combinada com (3) implica ¢ = ¢, ja que 0 = (¢1 — ¢)b e
b # 0 por hipotese.
]

Exemplo 2.5. a =11,0=5; ¢=2 r=1=— 11 =25+ 1.

Teorema 2.2. Dados a,b € Z (pelo menos um deles nao nulos) existem xq,yo € Z

tais que axg + byo = d, onde d = m.d.c(a,b).

Demonstracao. Limitando-se ao caso em que a > 0 e b > 0.

Seja L = {ax + by | z,y € Z}. Evidentemente existem elementos estritamente
positivos em L (faga-se, por exemplo, x = y = 1). Seja d o menor desses elementos.
Mostremos que d é o maximo divisor comum entre a e b.

(7) d é obviamente maior que zero;

(1) Como d € L, entdo existem xg, yo € Z de maneira que d = axg+ byy. Aplicando

o algoritmo da divisao aos elementos a e d:
a=dg+r (0<r<d).
Das duas tltimas igualdades segue que
a = (axo+byo)g +r

ou, ainda
r=a(l—qxo) +b(—yo)q
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o que vem mostrar que r € L. Sendo r positivo e levando em conta a escolha do
elemento d a conclusao é que r = 0. Dai ficamos com a = dq o que mostra que d|a.
Analogamente se prova que d|b;

(i7i) Se d'|la e d'|b, como d = axy + byy, entdo é claro que d'|d, e portanto
d =m.d.c(a,b). O

Lema 2.1. Sejam a,xo,b,0,d € Z, se d|a e d|b, entao d|(axy+ byp).

Demonstragao. Como d|a (pela defini¢ao 2.1) implica que existe ¢ € Z, tal que a = ¢d.
Também (pela defini¢do 2.1) d|b implica que existe p € Z, tal que b = pd.
Logo,

axg + by = qdxo + pdyy = d(qxo + pyo)-

Observe que K = (qzo + pyo) € Z, (pois vale a lei do fechamento da adigao e
multiplicacdo em Z e q, zo,p, yo € Z).
Portanto, axg + byy = dK, K € 7Z, ou seja,

d|(axo + byy).

Exemplo 2.6. 2|4 e 2|6 = 2|(4x¢ + 6yo), ¥ zo, Yo € Z.

Lema 2.2. Sejar € N um numero primo, e a,b € Z. Se r divide o produto ab entao

r divide a ou b.

Demonstracao. Se r|a, nada temos que provar. Suponhamos que r nao divide a, ou
seja, r € a sao primos entre si.
Logo, pelo Teorema 2.2, existem xg,yg € Z tais que axg + ryy = 1.
Assim,
abxy + rbyy = b. (1)

Como r|ab (por hipotese) e claramente r|rb, logo segue que,

| (abzo + rbyp).

Portanto de (/) segue que rb.

Exemplo 2.7. 1. r =3, a =09, b =5, temos que 3|9.5 e também 3|9.
2. 7r=3,a=29, b= 6, temos que 3|9.6 e também 3|9 e 3|6.

Proposicao 2.1. Seja r € N um nimero primo e a € Z. Se r|p,, entao r|p.
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Demonstracao. Esse resultado segue usando o Principio da Inducao Finita.

Queremos mostrar a veracidade da sentenca.

P(n): “Ser|p,, entdao r|p,vn € N”.

Facamos isso.

Note que, obviamente, P(1) ¢é valida,

P() :rlp = r|p.
Além disso, observe que P(2) também ¢é valida pois se r|p?,e se r|p.p, entao r|p ou

rp, i. &, r|p.
Hipoétese de Indugao . Seja k € N, qualquer.

P(k) : “Se r|p*, entdo r[p.”

Usando a Hipotese de Inducao queremos mostrar que P(k + 1) é valida, ou seja,

k+1

“Se r|p"™, entdo r|p.”

k+1

Observe que r|p"*1 é o mesmo que 7[p”*.p.

Agora, de P(2), segue que r|p* ou r|p.

Por outro lado, temos por Hipotese de Indugdo que r|p* implica que r|p.

k+1 :

Portanto, r[p"*! implica r|p ou r|p, i. é, |p.
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Definicao 2.5. Qualquer solu¢ao de uma equacao da forma

" a, 2" g t+ag=0 (1)

onde cada coeficiente a; € Z,Vi € {0,1,...,n — 1}, € chamado inteiro algébrico.

Exemplo 2.8. 1. Seja b € Z, entao b ¢ um inteiro algébrico, pois b ¢é solucao da
equagdo x — b = 0, a qual é do tipo (1), paran =1 e ag = —b.

2. v/T & um inteiro algébrico, ja que é solucio de 22 — 7 = 0.

3. V24 /3 é um inteiro algébrico.

Uma vez que é solu¢ao de uma equacao do tipo (1).

Abaixo descrevemos como obté-la. Temos que z = \/2 + /3, para chegar a uma
equagao do tipo (1), precisamos aplicar duas quadraturas.

Aplicando a primeira quadratura :

r=1\2+V3=2a2t=(\/2+V3)?=2?=2+V3

Para eliminar o radical que restou, aplicamos outra quadratura:

?=2+V3=>

x2—2:\/§:>

-4 +4=3=

=422 +1=0.

Portanto, 2* — 42% +1 = 0, é a equacao procurada.
4. Todo nimero da forma v/2n, com n € N, é um inteiro algébrico.
De fato,

r=V2n=1"=(V2n)=1"=2n=2"-2n=0,

esta tltima é uma equagao do tipo (1), paran =1, ag = —2n.
5. Para cada a € Z*, o nimero complexo iy/a é um inteiro algébrico, pois é solu¢ao

da equacao 2% + a = 0.

Observacao 2.2. Dos exemplos acima, podemos observar que todos os ntimeros In-
teiros sao Inteiros Algébricos. Também, existem Inteiros Algébricos Irracionais e

Complexos. O Teorema a seguir caracteriza os Inteiros Algébricos Reais.
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Teorema 2.3. Todo nimero inteiro algébrico (real) é um nimero inteiro ou irracional.

Demonstracao. Para provar que um inteiro algébrico nao pode ser um niimero racional
nao inteiro, usaremos o tipo de demonstracao indireta, a saber, reducao ao absurdo.

Suponha por absurdo, que o numero racional x = Z—)[(p,q €Z)eq>1le (pq) =1]
q

satisfaca a equagao do tipo (1), ou seja:

2"+ ap 2" 4 a4 ag = 0.

Entao,
p\" p\" p
(—) + ap—1 <—> + ...+ a (—) +ay=0=
q q q
pn pn—l P
— + p—1—— + .. +a=+a=0=
q q q
p" p! p
— = —Qp-1 o — —a1— — ap =
q" q" q
n—I1
pr=q" (a1 — . — = —ag) =
n __ n— n—1 n
Pt = (=" — o —apg" T — aoq”) =
P =q(—anp" = —apg" T — agd" ).
Considerando,
j=(=an1p" " — ... —apq" 7 — apq" "),

temos que j € Z (pois vale a lei do fechamento, da adi¢do e multiplicacdo em Z) e que
p" = qj, ou seja, q|p"
Agora, seja r um fator primo de ¢, r # 1 (observe que se ¢ for primo podemos
considerar p = ¢); entao r divide p" e pela Proposigao 2.1 isso implica que r|p.
Portanto obtemos que, r|q e 7|p, o que contradiz o fato de (p,q) = 1, (o absurdo

ocorre quando admitimos = como solu¢do da equagao do tipo (1)).
q

]
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Definigao 2.6. (a) Qualquer solugcao de uma equagao polinomial da forma

an®" + ap_ 12"+ Fax+ag =0, a; € Z, para todo i € {0,...,n}

¢ chamado um nimero algébrico. Ou seja, um nimero o € algébrico quando € possivel
encontrar uma equacao polinomial com coeficientes inteiros, da qual o seja raiz.

(b) Um nimero que nao seja algébrico é chamado transcendente.

Os ntimeros algébricos possuem algumas propriedades de fechamento, as quais sao
listadas abaixo.

(1) A soma de dois nimeros algébricos é um algébrico;

(ii) O produto de dois nimeros algébricos é um algébrico;

(iii) O simétrico —a de um nimero algébrico o é algébrico;

(iv) O inverso o' de um nimero algébrico o # 0 é um algébrico.

No que segue, estamos interessados em mostrar a existéncia de nimeros transcen-

dentes. Para tal necessitamos de alguns conceitos.

Definicao 2.7. Um conjunto A é enumerdvel se seus elementos podem ser coloca-
dos em correspondéncia biunivoca com o0s niumeros naturais. Mais precisamente, A €
enumerdvel se existir uma funcao bijetiva, (isto €, uma fun¢ao injetiva e sobrejetiva),

f:N— A

Exemplo 2.9. (a) O conjunto dos niimeros pares positivos é enumeréavel:

Seja P = {2n,n € N}, e considere a seguinte fungio

f: N — P
n — 2n
(1) f é injetora, pois:

Suponha que f(x) = f(y). Queremos mostrar que z = y. Como

fle)=fly) =2x=2y=a=y

Portanto f, é injetora.

(ii) f é sobrejetora, isto & f(N) = P. De fato: - f(N) C P pela definicao de
imagem.

-P C f(N), pois seja b € P, qualquer, entao b = 2n, para algum n, € N. Tomando
x = ng, temos que f(z) = f(ng) = 2n, = b, ou seja, b € f(N), logo b=f(x).

Portanto f é sobrejetora.

Logo por (i) e (ii), f & bijetora.

(b) O conjunto dos ntimeros impares positivos é enumeravel. Basta considerar a

funcao



f: N — I
n — 2n—1
onde I =2n—1,n € N.
A demontragao pode ser feita de modo anélogo ao exemplo (a).

(c) O conjunto Z é enumeravel. Observe a correspondéncia abaixo

oy =3, =2, —1, 0, 1, 2, 3,
r T 1 11117
o5 3 1, 2 4,6

)

Esta correspondéncia pode ser descrita pela funcao definida por partes

f+Z — N

onde

f(n):{2n’ sen >0

—2n+1, sen <0

(1) f é injetora, isto é, x # y = f(z) # f(y), pois:
-sex,y >0, f(z)=2x+#2y=f(y)

-sex,y<0, flx)=-20+1#-2y+1=f(y)

-sex >0ey <0, temos que f(z) =2z ef(y) = -2y +1
dai, f(z) =21 # 2y # =2y # 2y + 1 = f(y);

-se x < 0 ey >0, idem item anterior;
sex=0ey>0(ouy=0ex>0),entdo f(z) = f(0) =1e f(y) =2y, dai
Fly) =2y £ 1= £(0) = f(@)
-sex=0ey<0(ouy=0ex<0), entao

F(@) = F(0) =1 e f(y) = 2y + 1, dai

) = 25+ 141 = [(0) = f(x)

Portanto, pelos casos considerados acima, f é injetora.
(i) f é sobrejetora, isto é, f(Z) = N. De fato,

- f(Z) C N pela definicao de imagem;

- N C f(Z), pois:

seja n € N. Se n é par, entao n = 2k, k € N. Logo, tomando = = k, temos que

Se n é impar, entao n = 2k + 1,k € N, logo tomando x = —k, temos que

n=2k+1==-2(-k)+1=f(-k)= f(z) € f(Z)

portanto por (i) e (ii), segue que f é sobrejetora.
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Logo por (i) e (ii), f & bijetora.
Como f é bijetora, existe g=! : N — Z, assim basta tomarmos f = ¢!
(d) O conjunto dos niimeros racionais é enumeravel.

Mostremos primeiramente que o conjunto dos niimeros racionais positivos é enume-

ravel.
1 1 1 1 1
T3 3 71 5 =
Ve / Ve /"
2 2 2 2 2
1 2 3 4 5
/ e / vd
3 3 3 3 3
1 2 3 4 5
Ve /" v /!
4 4 4 4 4
1 2 3 4 5
/ e / vd
5 5 5 5 5
1 2 3 4 5
Ve

Observe que todos os nimeros da forma ]2, com p,q € Ne g # 0aparecem no quadro

acima. Se o percorrermos seguindo as flechas temos uma ordenacao desse conjunto, a

funcao f

f: N — Q
n — f(n)

¢ definida como f(n) = n-ésimo elemento que encontramos seguindo as flechas. Assim,
mostramos que o conjunto Q" = {z € Q,x > 0} é enumeravel.

A enumerabilidade de Q segue do item (i) do proximo Teorema, lembrando que

Q=Q"UQ U{0},onde @ ={x € Q:z <0}
A seguir demonstramos algumas propriedades sobre conjuntos enumeraveis.

Teorema 2.4. (i) A unido de um conjunto finito e um conjunto enumerdvel é um
conjunto enumerdvel;

(i) A uniao de dois conjuntos enumerdvis é enumerdvel;

(iit) A uniao de um nimero finito de conjuntos enumerdveis é enumerdvel;

(iv) A unido de um conjunto enumerdvel de conjuntos finitos € enumerdvel;

(v) A unigo de um conjunto enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enumerduvel.

Demonstracao. (i) Sejam A = {aj,as,...,a,} conjunto finito e B = {by,by,...} 0
conjunto enumeravel. O conjunto AU B é enumeravel.

De fato a correspondéncia biunivoca entre AU B e N sera assim:
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ai, ..., Qn, b17 b?a
I 1 I
1 n n+l n+4+2

(i) Sejam A = {aj,aq,...} e B = {by,bs,...}, dois conjuntos enumeraveis, entao

AU B é enumeravel, ja que possui a seguinte correspondéncia biunivoca,

ay, b17 a2, b?a as

r 1T 1117

1 2 3 4 5

(iii) Sejam Ay, As, ..., A, conjuntos enumeraveis, queremos mostrar que

AiUAU...UA,, éenumeravel, Vn € N.

Para isso usamos o Principio de Inducao Finita.

(a) k =1 é valida pois A; é enumeravel.

(b) k = 2 & valida pelo item (ii).

Hipo6tese de Inducao: Suponha que seja vélida para k, ou seja, se Ay, A, ..., Ay
sao enumeraveis entao A; U Ay é enumerdvel.

Provemos entao que a propriedade é valida para k + 1.

Ay, ..., Ay, Agyq s30 enumeraveis, entao

ALUA U UAL U Ay

é enumeravel.

Note que

Ay UA U UA U Ay = (AU U A U AL,

Considere A = (A; U ... U Ag), entdo
A1 U AQ U..u Ak U Ak+1 == AUAk-Jrl.

Agora A é enumeravel por Hipotese de Inducdo e AU Ag,; é enumerével por (a).
Portanto Ay U ... U A, U A1 é enumeravel.
Logo pelo Principio de Indugao Finita, (iii) é valida.
(iv) Seja {A;, Ay, ..., Ay, ...} um conjunto enumeravel onde cada A; ¢ um conjunto
finito, para qualquer i € {1,...,n,...}.
Queremos mostar que A; U Ay U ...U A, U ... é enumeravel.
Suponha que Ay = {aq1, ara, ..., a1y, }, Ao = {ao1, ase, ..., a0, }, € Ay = {an1, ana, ..., any, }

Entao,
A1 U A2 U..u An U...= {all,alg, ceny Q1115 A21, Q224 ooy A2y 5 Anl, An2y ooy Apl,, }

Defina a seguinte correspondéncia entre A; U A, U...UA,U... CN.
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ail, .- allla 21, ceey a212) ceey Qn1, ceey anlna
7 7 7 7 7
Loy o b4l ey bl vy LiAlot ot log+1, o Lo

Logo, AU AU ...UA, U ... é enumeravel.

(v) Seja {Ay, Ay, ..., A,, ...} um conjunto enumeravel onde cada A; é um conjunto
enumeravel para qualquer 7 € 1,..,n, ....

Suponha que
P d Ay ={an, az, an3, ..}
Ay = {a21, 22,423, ...
An - {anla Ap2, Qn3, }
Disponha os elementos de A;, As, ..., A,, como a tabela

aii, Qi2, i3,
a1, 22, 23,

Apl, Ap2, Qan3,

Formando flechas como feito em Q% definimos f dada por f(n) = n-ésimo elemento
que encontramos seguindo as flechas. Dessa forma definimos uma correspondéncia
biunivoca entre A; U A U...UA, U... e consequentemente provamos que é um conjunto

enumeravel. O
Teorema 2.5. O conjunto R dos nimeros reais nao é enumerdvel.

Demonstra¢ao. Demonstramos que o conjunto dos niumeros reais z € [0, 1), (isto é,
0 < x < 1) ndo é enumeravel, em virtude da observacao acima segue que R também
nao é enumeravel. Facamos isso, primeiro note que os nameros z € [0,1) tem uma
representacao decimal da forma

0 ay as a..., ().

onde a; é um dos algarismos 1,2,3,4,5,6,7,8 ou 9. Alguns nimeros tem duas repre-
sentagoes da forma (x), por exemplo, % é igual 0,50... ou 0,499...

Para tais niimeros, escolhemos a representacao decimal que termina. Em outras pala-
vras, eliminamos as decimais (x) que a partir de uma certa ordem todos os elementos
sdo 9. Suponhamos que as decimais tipo (%), ou que os niimeros reais no intervalo

[0,1), formam um conjunto enumeravel.

0 an a2 a3
0 921 9292 923

()
0

az1 32 ass
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Agora forme o decimal 0, b;bsbs... do seguinte modo: todos os b;’s sdo diferentes de
Oou9e bl 7£ aiq, bQ 7é a929. E claro que O,blbgbg e 7é O,Gnlangang ..., para todo n,
pois b, # apy,. Logo 0,b1bobs ... ndo esta na tabela (x%) o que é um absurdo, ja que é

um numero real entre 0 e 1. O

Com os resultados anteriores provaremos a existéncia de ntimeros transcedentes no

seguinte teorema.
Teorema 2.6. Existemn numeros transcendentes.

Demonstracao. Dado um polinémio nao nulo com coeficientes inteiros com a,, # 0,

P(z) = apa™ + ... + a1x + aq (%),

definimos sua altura como sendo o ntimero natural

|P| = |an| + ... + |aa| + |aog| +n (xx)

O Teorema Fundamental da Algebra nos diz que P(z) = 0, tem exatamente n raizes
complexas. Todas, algumas ou nenhuma delas podem ser reais. Agora o niimero de
polinomios do tipo (*) com uma dada altura ¢ apenas um numero finito (observe que
é para essa afirmacao que incluimos a parcela n na definicao da altura em (kx)).

Logo, as raizes de todos os polinomios de uma dada altura formam um conjunto
finito, consequentemente o conjunto de todas as raizes de todos os polinomios de todas
as alturas formam um conjunto enumeravel de conjuntos finitos. (Por exemplo, se
P(x) = 3z* — 23+ — 5, entdo |P| = |3| 4+ | — 1| +|0| + |1] + | — 5| + 4, pelo Teorema
Fundamental da Algebra P(z) possui quatro raizes complexas e com essa altura podem
existir até treze polinomios).

Portanto, podemos concluir que o conjunto dos niimeros algébricos reais ¢ enume-
ravel.

Agora, o conjunto dos nimeros reais pode ser considerado como a unido do con-
junto dos ntimeros algébricos reais com o conjunto dos niimeros nao-algébricos reais,
ou seja, o conjunto dos ntimeros reais pode ser considerado como a uniao do conjunto
dos niimeros algébricos reais com o conjunto dos nimeros transcendentes reais. Assim,
como o conjunto R nao é enumeravel, o conjunto dos transcendentes reais deve ser nao
enumeravel, ja que, caso contrario, pelo item (i) do Teorema 2.4, R seria enumera-
vel. Consequentemente, existe um conjunto infinito nao enumeravel de nimeros reais

transcendentes. O



3 Existéncia e Irracionalidade do

Nuamero e

Primeiramente provamos que o ntimero e existe e mais ainda estd compreendido

entre 2 e 3.

3.1 Existéncia do Niumero e

1
Teorema 3.1. O lim,oo(1 + —)" existe e estd compreendido entre 2 e 3.
n

1
Demonstra¢ao. Vamos provar que o lim, (1 + —)" existe.
n

1
Seja u, = (1 +—)"
n

Qualquer que seja n inteiro e positivo, (u,) é uma poténcia de base positiva, por-
tanto, também positiva. Vamos mostrar que u,, é crescente, desenvolvendo o termo

geral segundo a formula do bindémio de Newton:

1 -1 1 -1 —2)...21 1
el a1 k) -2).21 1
n 21 n? n! nn
I 1nn-1) 1nn-1)(n-2) Inn—1)(n—-2)...2.1
=ttt e Ty s B m
ou ainda
1 1 1 1 1 2 1 1 2 n—1
=l (1= +—(1-N1 -+ (-1 - ...1 =
Y +1!+2!( n)+3!( n)( n)+ n!( n>( n) ( n )
temos entao:
1 1 1 1 1 2
o>l (11— ~(1- 1— .
¢ MR i Al TGt DAS e ¥
1 1 2 n—2
(1- )(1 - ) (1= ) = Up—1
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Conclui-se que u, > u,_1 para n inteiro e positivo qualquer. Logo a sucessao u,, é
crescente.
Demonstraremos agora que a sucessao de termo geral u,, ¢ limitada superiormente.
1., 1 1 1
un:(l—i-ﬁ) <1+ﬂ+5+"'+m
e como n! > 2"~! para n > 3 inteiro, temos:

1 1
Un§1+1+§+§+"'+2n_1— 2n_1§

que prova ser 3 maior que qualquer sucessao e, portanto, esta ¢ limitada superiormente.
Entao a sucessao de termo geral u,, = (1—1—5)” sendo crescente e limitada superiormente
tem limite finito.
Vamos provar que 2 < lim, (1 + %)” <3
Sabemos que u, < 3 para todo n inteiro e positivo, portanto
1

Limpyoo(1+=)" <3
n

1 1
h= (It >l =2
u ( —i—n) > —1—1!
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3.2 O Numero e é Irracional

Para mostrar a irracionalidade de e fazemos uso de uma interessante caracterizacao

deste, objeto do préoximo Lema.

Lema 3.1. ) ) )
€:1+ﬂ+5+...+a+... (I)
Demonstracao. Toda funcao de classe C*° pode ser escrita como um polindémio de
Taylor:
"(x "(x (n)(x
Fe) = flo) + 2 (1,0)(3; —ag)+1 ;0)(3; N U T)lf (e — o) +
ou
= fn)(z "
£lo) = flao) + 30 TN (0
n=1 :
No caso particular de f(z) = €*, em torno da origem (ou seja zo = 0), temos:
(0 f"(0 fn)),
f(z) = f(0) + fl(, )(x)+ 2(! )(x2)+...+ n)!( )(w )+ (IT)

Sabe-se que f(n)(z) = e®, Vn € 1,2,..., ouseja, f'(x) = e, f"(x) = e, f"(z) = €”
e assim por diante.
Em particular para 7o = 0 tem-se f™(0)=e’=1 V ne1,2,3...

Note ainda que f(0) = ¢ = 1.
2 1.3 "

Da observacao acima e de (II), segue que e* =1+ % + % + 3 +ot—+.. O
! ! ! q
Teorema 3.2. O numero e é Irracional
Demonstracio. E demonstrado no Lema anterior que:
1 1 1
€:1+ﬂ+a+...+a+... (])

. , . . , . p
Suponha que e seja um niimero racional, isto ¢, e pode ser escrito da forma = com
q

p,q € Z. Suponha ainda que b seja a forma irredutivel, isto é, (p,q) = 1.
q

De (I), segue que:

» 1 1 |
P (14242 - .
PR TR R Dl oo sy
» 1 1 1 |
0<P 1+ttt 0)= =
q ( 1 2! q!) (g+1)!  (¢+2)!
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> 1' (I1)
jmar1d’
mas observe que,
11
@+ (a+1)g!
I 1
(¢+2)!  (¢+2)(g+ 1!
1 1

(@+3)!  (¢+3)(g+2)(g+ 1)

| =1
1 1 1 B
(q+1D! " (g+2) " (¢+3)! T
1 1
a((qﬁ) (q+2)<q+1)) S
1 1 1 1
p <(q+1) + CESIE + o 1)3) + ... (I11)
pois
(@+1)<(g+2)<(¢g+3)<..=
_or o 1
(q+3) (¢g+2)  (¢g+1)
logo
1 - 1 _ 1
(g+2)(q+1) (g+1)(g+1) (¢g+1)%
1 1 1

< )
(g+3)(g+2)(g+1) (¢+1)(g+1)(g+1) (¢+1)°
e assim sucessivamente...

Agora, note que

(1 TRNNE B +)
(¢+1) (¢+1)?* (¢+1)

é a soma dos termos de uma progressao geométrica infinita

( 1 1 1 )
(¢+1) (¢+1)* (¢g+1)3" "
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1 1
Cujo primeiro termo é ( € a razao e . LOgO essa soma, & 1gual a

(g+1) (g+1)
1
(¢+1) 1 (¢+1) 1
(1 N @+l g g
! ((qH))
ou seja,
1 1 1 1
(<q+ N CES R PRV +) =1 U

substituindo (IV) em (III) segue que

| |
it ad
substituindo (V) em (II),
D 11 1 11
O<=-—1+=4+=-4+.+=) < —-
q (+1!+2!+ +'> q'q
P 1 1
O<gl(f-1-2—-= - ) <-<1

! < 12 Cﬂ) q

Observe que o segundo termo da esquerda para a direita da desigualdade acima ¢ um

numero inteiro pois, p,q € 7Z, valem as leis do fechamento na multiplicacao e adicao

temos:
p 1 1 1
()
q! ((q—l)!(p—qéi—q'— —1> -
(a—=Dp—)!—¢'— .. = 1),

Mas isso ¢ um absurdo, ja que é impossivel ter um nimero inteiro positivo menor
que 1.
O absurdo foi supor que e € um niimero racional. Portanto e é um ntimero irracional.

]



4 (O Numero e é Transcendente

Para demonstrarmos a transcendéncia do nimero e precisaremos utilizar os Lemas

4.1 e 4.2 a seguir.
Lema 4.1. Seja P(x) um polinémio de grau r. Definimos a func¢ao real
F(z) = P(x)+ P'(z) + ... + P"(x)

onde P"(x) representa a derivada de ordem r de P. entdo

d - _ -
(e F (@) = —¢ " P()

Demonstracao.

—e *(P(z) + P(x) + ... + P"(z)) + e “(P'(2) + ... + P"(x) + P""}(2)) =

e (—P(x) = P'(z) — ... — P"(x) + P'(z) + ... + P"(z) + P""'(2)) =
e (=P(x) + P"*(x)) =
— 7 (P(@)) =
—e~*P(z)

Lema 4.2. Sejam F(x) e P(x) como no Lema 4.1, entdo
F(k) — ¥ F(0) = — P(K;,)ke?(1=0%)

para todo k > 0 e onde 0, é um nimero entre 0 e 1.

28
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Demonstracao. Defina a funcao

G: [0,k] — R
r o Gr)=eF@
Note que para k > 0, G é continua em [0, k| e derivavel em 0, k[ (j& que e* e F(x)
tém as mesmas propriedades). Entao pelo Teorema do Valor Médio existe ¢ € ]0, k[

tal que
G(k) — G(0) =G'(c).(k—0) =
e *F(k) —e"F(0) = —e “P(c)k =
e *F(k) — F(0) = —k(e °P(c)) (%).
Observe que como ¢ € |0, k[, 3 6, € ]0,1], tal que
c = kb,. (%)

Substituindo (x*) em (%) , temos

e *F(k) — F(0) = —k(e "% P(k6y)).
Multiplicando ambos os membros por €*, tem-se
ebe P F (k) — eFF(0) = —Fk(e %% P(k6))) =F (k) — e*F(0) = — P (k@) keF1-0%) = A,
O

Corolario 4.1. Sejam F(x) e Ay definidos nos Lemas 4.1 e 4.2, e suponha que e
nao seja transcendente, isto €, suponha que e seja algébrico. Entao, existem inteiros
COy Cly ooy C (cOM €, > 0), tais que cpe™ + ... + cre + ¢g = 0, [easo ¢y < 0, considere
(—cn)e+...+(—c1)etco =0=dpe"+...+die+dy = 0, onde d; = (—¢;),V i €0,....,n
e dy > 0/, entao:

coF(0)+ a1 F(1)+ ... + e, F(n) = 1Ay + ... + ¢ Ay

Demonstracdo. Pelo Lema 4.2, temos que Ay = F(k)—e*F(0), entdao parak € 1,...,n,

temos:

ClAl + ...+ CnAn =
c1(F(1) —eF(0) + ...+ co(F(n) —e"F(0)) =
aF()+ ..+ c,F(n)— (c1eF(0) + ... + c,e"F(0)) =
aF(1)+ ...+, F(n)—[F0)(cre+ ... + cpe™)] =
coF(0)+ i F(1)+ ... + ¢, F(n)

= coF(0)+ 1 F(1)+ ... + cnF(n) = 1Ay + ... + ¢, Ap
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O objetivo é mostrar que o lado esquerdo dessa igualdade no Corolario 4.1 é um
numero inteiro nao nulo, nao divisivel por p sendo p € Z, enquanto o lado direito da
igualdade tem modulo menor que 1, caracterizando um absurdo.

Para provarmos o lado esquerdo da igualdade usaremos os Lemas 4.3, 4.4, 4.5, 4.6,

4.7 e 4.8. Ja para o lado direito da igualdade usaremos os Lemas 4.9 e 4.10 a seguir.

Lema 4.3. Vamos definir Q(z) uma funcao polinomial onde:

Qz) = Zajxj,aj €z
=0

j=0,..mep<r, entao

T 3

Q@) =3 oy i<

Jj=t

Demonstracao. Antes facamos alguns exemplos, para r = 4.

4
Q(x) = E a;x) = agr’ + ayx’ + asx?® + azx® + agx’
=0

Q(l)(x) = a1 + 2a2° ' + a3zt + dayat?
QY () = (2 —1)2a92° % + (3 — 1)3aa2® 2 + (4 — 1)daya*2
Q¥ (z) = (3—2)(3 — 1)3asz®® + (4 — 2)(4 — 1)daa*™?
QW(z) = (4 —3)(4 — 2)(4 — 1)4auz**

Observe que QM (z), onde j = 1.

1! 1!
-1 o
2l 2l
G- pon®
3! 3! 31
Gon a0 Gon®
Al Al Al
@—1! 3 @—1™

Logo podemos escrever

.
Q) =3 Ty

=1 '

Analogamente para j = 2 temos
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para j = 3 temos

para j = 4 temos

Provemos por Inducgio a expressio para Q@ (z).

Verifiquemos se Q) (z) é valida.

QW) = [Q)) =

(Z a;x?) = (apz® + all + ...+ arl) =
=0

(all ™'+ (2agz®™ ' + ...+ (r)a,a" ) =
1! 11 2!
a1xr

(1- 1)

T' x?“fl .

— 2-1 -
(2_1>!a2x +...+(T_1)!ar

T ‘

J: -
Z (G — 1)'ajx3 '

j=1 '

portanto QM () é valida.
Hipétese de Indugdo: suponha que Q%) (z) é vélida.

r

QW(w) =2

i
]

=k
a;x

Queremos provar que
ZT J! j—(k+1)
Q(k+1) (:]j) = '—a ~gjj
— 1
Pt (j—(k+1))!

é valida.

Q(k+1)(x) - (Qk(x))/ = (j:k (] _ k)la]m]—k),
k! k—+1)! |
((k: — k:)'a’“xk k ((k;(+ T)l k)!“mx“““’*’“ Tty - k).ar:c“’“)’ -




Observe que:

(E+1)! (k+1)! )
(k+1)—k)!  ((k+1) —(k+1))
r! (r—k) r!

(r—k)(r—((k+1) (- (k:.+ 1))!
(r—k!'=(r—-FkFr—(k+1))

(11)

entao (k4 1)1 ,
! _ r 7_
:(%+1%%k+nﬂ%“ﬂmlWMLh”+@:7?IBV%ﬁ e
- J! j—(k+1)
e ——— P
2 G

logo vale a expressdo para Q1 (z).
Portanto pelo Principio de Inducdo Finita ¢ valida a expressio para Q¥ (z),i < r
ereN.
m

1
(p—1)!

Lema 4.4. Sob o contexto do Lema 4.3, Q(i)(aj), para v > p, € um polindmio

com coeficientes inteiros divisiveis por p.

Demonstracdo. Substituindo Q¥ (z) dado no Lema 4.3 , temos que

T

) () — b —
PSR PE DSy

- | I i

Z (=G -

1 4

(p— D! =)
Queremos mostrar que cada b; ¢ um nimero inteiro e divisivel por p, ou seja, queremos

logo o polinomio dado acima possui cada coeficiente dado por: b; = a;.

mostrar existe k € Z tal que: b; = pk.

Para isso, observe que L ;= p" entdo: b; = ﬂl .ﬂ —a; = pa;— .j! .
-t () PG —i) oG =)
Considerando k£ = CL]'_'< .]- i resta mostrar que k é um nimero inteiro. Como
pl(j —1)!

j& sabemos por hipétese do Lema 4.3, que a; € Z, para mostrar que k& € Z, basta
!

mostrar que —— ' ¢ um numero inteiro. Veja que como j > p, segue que j! >
g —1)!

pl, assim _j! — 3G =1 =2)...(p+ p! _ JjG—-DG-2)...(p+1)

, pl(j — ) Pl =) (7 — )
obviamente um namero inteiro.

, 0 qual é

]
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1
(p =1
~ ; (nh)P bo
p)P...(n — x)P. Entdo P(z) € da forma P(x) = ———aP " + I

(p—1)! (p—1)

xp_l(l—

Lema 4.5. Considere o polinémio definido no Lema 4.1 como P(z) =

Demonstracao. Note que
(1—2) =1+p(—z)+ ... +p(—=2)P~t + ()P

(2 —2)P = 2P 4+ p2P Y (—z) + ... + p2(—x)P "t +
(3—2)P =37 +p3r(—2) + ... + p3(—2)P "t + (—x)"

(n—2)? —nP +pnP~H(—2) + ... + pn(—2)P " + (—z)".

Entao,
P(z) = = 1)!xp (1+p(—z) + ...+ (—2)F).

(2P +p2P (=) + ...+ (—2)P) (3P +p3P 2 (—2) +...+ (—2)P).(nP +pnP~ (=) +...+ (—)P)
- (pwil)! (1.2°37..nP + p(—2)p2P~ (—2) + p3*~ (—=x) + ... + pnP (=) + ...)
(pxil)l ()P +a(—p—p2P ' —p3r — L —pnP )+ ) =

P! » (nh)P boxP
= 1)!((n!) ) +aby+...) = = 1)!:c + 1) + ...
onde by = —p — p2P~1 — p3P~t — . — pnP L.

Note que P9 (k) =0; k=1,...,n,i < p, pois analisando P"(z) para v =k, k€
1,...,n possui termos com sinais alternados, os quais quando agrupados resultam zero.

. . B (n)! boxp! .
Ainda veja que PP V(z) = ———(p — 1)! + ———+(parcelas com a variavel z
(@) (p —bl)!(' ) (p—1)! ( )
logo PP~1(0) = (n))P(p — 1)! + ( Ox‘ﬁ')'jt(parcelas com z = 0)= (n!)P
p—1)!

Para i < p — 1 todas as parcelas de P (x) possuem a varidvel z, logo quando = = 0
PO(0) = 0.
m

Lema 4.6. Se d;, i=0,1,...,r sao inteiros, tais que os d;, para i > 1 sao divisiveis

por p, e dy nao € divisivel por p, entao Y ._,d; nao € divisivel por p.

Demonstra¢do. Suponha por absurdo que >"._ d; seja divisivel por p, ou seja,

3 keZ:idi:kp} (*)

Como cada d; é divisivel por p, para 1 <i<r {3 ke€Z:d; =kp,1 <i<r}

Assim por (*) e (**), temos que:

kp=> di=do+d+1+ .. +d =do+ (kp) + .. + (kp) = do + (ky + ... + ky)p
=0
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=dy=(kp) — (ks + ... + ko )p= (k — (k1 + ... + k.))p

Como L = (k— (ki +...+k,)) € Z e dy = Lp, segue que d, é divisivel por p.

O que é um absurdo, pois por hipdtese temos que dy nao é divisivel por p. O

Lema 4.7. F(k) para k = 1,...,n € um inteiro dvisivel por p e F(0) nao é divisivel por

p.

Demonstragio. Temos que F(x) = P(z) + P'(z) + ... + P®)(2) entdo
F(0) = P(0) + P'(0) + ... + PP=2 4 (0) + P*~(0) + P?(0) = PP~'(0) + P (0)

bop! bop!
Observe que PP(z) = o |—|-(parcelas com a variavel x) entao P?(0) = o

—1)! (p— 1)

bop.
Assim como sabemos que PP~1(0) = (n!)?, segue que, F(0) = (n!)? + byp o qual
nao pode ser divisivel por p, ja que se o fosse teriamos que (n!)? também seria o que é

absurdo pois p > n e p é primo.

Agora F(0) = kp = (n!)? = kp — bop = p(k — bo)
(nh? = (n(n —1)(n — 2)...2.1)? = nP(n — 1)P(n — 2)P...2P, note que nenhum termo

deste produto é divisivel por p,( por exemplo, se n? o fosse existiria L € Z : n? = Lp =

nn..n = Lp = L = o qual nao ¢ um ndmero inteiro ja que p > n e p é primo
(=<)).

Mostremos agora que F(k),k € 1,...,n é um inteiro divisivel por p. Sabemos que

F(k) = P(k) + P'(k) + ... + PP V(k)P?(k) = F(k)P?(k) (%)

Pelo Lema 4.4 PP(x) é um polindmio com coeficientes inteiros divisiveis por p.
Substituindo x = k, k € 1,...,n temos que:
PP(k) é uma soma cuja as parcelas sdo todas inteiras e divisiveis por p, consequen-
temente PP(k) é um inteiro divisivel por p. Portanto por (*) F(k) é divisivel por
p. 0

Lema 4.8. Como 0 < ¢y < p, mostre que coF'(0) + 1 F(1) + ... + ¢, F(n) € um inteiro

nao divisivel por p.

Demonstracao. Pelo Lema 4.7 temos que F'(k) para k = 1,...,n é um inteiro divisivel
por p e F'(0) é um inteiro ndo divisivel por p. Consequentemente como ¢, € Z dy =
ceF'(k) para k = 1,...,n é um inteiro divisivel por p e dy = ¢oF'(0) é um inteiro nao
divisivel por p, ja que 0 < ¢y < p. Logo pelo Lema 4.6 segue que Y ,_ dj nao é divisivel
por p, mas y ,_odp =do+di + ... +d,, = coF(0) + &1 F(1) + ... + ¢, F(n).

Portanto ¢oF'(0) + ¢1 F (1) + ... + ¢, F'(n) é um inteiro nao divisivel por p. O
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e"nP(nl!)?

Lema 4.9. |A,| < ———,
A=)

para k < n.

Demonstracao. Observe que os Ay, definidos no Lema 4.2, calculado para o polinémio

P(x), definido no Lema 4.5, tém a forma

1
A = —kek<1—9k>m(k9k)fo—l(1 — k0))P...(n — kO,)P,0 < 6 < 1.
Entao,
1
Al = | = kM0 s (R (1 = KL = K6, =
1 _ _
@_DJ—MRWQMWMHPWO—%%VMMH—WHWS
1
( 1)|ne”(1_6’“)|n9;€|p_1|1 — 0P n — 0, <
P — !
1 _ e"nP ePnP(n!)P
ne"nPt = )
(p—1)! =1 (p—1)

]

Lema 4.10. Se p for um nimero primo suficiente grande entao |c1 Ay + ...+ c, A, < 1.

Demonstracao.
e"nP(n!)P e"nP(n!)P
lc1 A1+ o+ Al < e Ai] 4 -+ e Al < Jal——F 4+ en| ——5 =
(p—1)! (p—1)!
e"nP(n!)?
(ler] + - 4 |en]) —=-
il -+ leu) =

Para p um nimero primo suficientemente grande temos:

e"nP(n!)?

(p—1)! <!

ler Ay + .o+ A < (] + -+ + |en))

Teorema 4.1. O numero e € transcendente.

Demonstracao. Pelo Corolério 4.1 supomos que o nimero e era algébrico, ou seja,existem
inteiros ¢y, c1,...,c, (com ¢, > 0), tais que c,e" + ... + c1e + ¢¢ = 0, temos que
coF(0)+...4¢c, F(n) = c;A1+...4+ ¢, Ay, e pelo Lema 4.8, segue que ¢oF'(0)+...4¢, F(n)
¢ um numero inteiro nao divisivel por p, porém pelo Lema 4.10 temos que nessas mes-
mas condigdes que |c; Ay + ... + ¢, An| < 1, 0 que é absurdo, j4 que um nimero inteiro
nao nulo tem modulo sempre maior ou igual que 1. O absurdo foi supor que e é um

numero algébrico. O]



5 Sugestao de Aula para o Ensino
Meédio

Para a sala de aula, a sugestao é uma abordagem dos topicos estudados através de

exemplos. A saber,

1
Exemplo 5.1. No Capitulo 1 introduzimos a ideia que lim, (1 + —)" =e¢
n

onde e = 2, 71828182845904523536028747135266....

Com o auxilio de uma calculadora, determine, conforme os exemplos a) e b), o valor

- 1 :
da expressao (1 + —)" para os seguintes valores de n:
n

a)n = 10
1 10
(14 E) = 2,5937424601
b)n = 100
1
1+ 1—00)100 = 2,70481382942153
c)n = 1000
d)n = 10000
e)n = 10°
f)n = 6.10%
g)n = (10110

Exemplo 5.2. Mostre que v/3 é irracional.

Demonstrag¢io. Suponhamos por absurdo que v/3 é um ntimero racional. Logo, existem

p,q € Z,comq>1le(pq) =1, talquex:g
q

2
r? = (1—)> =
q

36

Assim:
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2
e = (1) =
q
2
p
3= ? =
3¢° = p°.

Segue que p? é miltiplo de 3. Logo, p é miutiplo de 3. Consequentemente, p pode
ser escrito da forma p = 3a, para algum a € Z.

Substituindo p = 3a, temos,

3¢* = 9% =

3¢ 9a®
3 3
q2 — 3@2

Logo, ¢* é multiplo de 3, e assim, ¢ é multiplo de 3.
Portanto, p e ¢ sao multiplos de 3, o que é absurdo, ja que por hipotese p e ¢ sao

primos entre si. O

Exercicio

Mostre que V2 e /5 s30 ntimeros irracionais. (Dica: use o Algoritmo da Divisao)

Exemplo 5.3. Usando a definicao de Numeros Algébricos do Capitulo 2, mostre que

o numero complexo 1 + ¢ é algébrico.

Demonstragdo. Temos que encontrar uma equacao do tipo 2" + a,_ 12" ' + ...+ a;x +
ap = 0 com coeficientes inteiros, onde 7 + 1 seja solugao. Mas se 1 + ¢ é solucao, entao
seu conjugado 1 — ¢ também é solucao de uma equacao do 2° grau. Usando a formula

da Soma e Produto, temos:

(14+)+(1—i)=2
(1+4)(1—14)=2

consequentemente 1 47 e 1 — i sdo solucgoes da equacio 22 — 2z + 2 = 0.

Exercicio

Mostre que os niimeros abaixo sao algébricos:
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a)—17/3
b)2v/2
)3 + 5i
d)1+2\/_
e)VV2+3.

(nimero &ureo)

Exemplo 5.4. Mostre que o nimero real irracional e nao é solucao de uma equagao

do 1° grau com coeficientes inteiros.

Demonstracao. Uma equacao do 1° grau pode ser escrita da forma ax + b = 0, onde
a,be .
Temos que x = —, como a e b sao inteiros, portanto  é um nimero racional, ou
a

seja, e que é irracional nao pode ser solucao dessa equacao.
m

Exercicio
Mostre que o niimero real irracional e nao ¢é solucao de uma Equacao do 2° grau

com coeficientes inteiros.
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