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Resumo:

Este trabalho tem como objetivo apresentar a algebra dos niimeros ternérios. Primeiramente serdo
relembradas algumas estruturas dlgebricas elementares como grupos, subgrupos, anéis, ideais e corpos.
A seguir, apresentaremos os nimeros complexos com suas propriedades bésicas, e verificaremos a
estrutura algébrica dos mesmos. Apds um breve estudo sobre os niimeros complexos, apresentaremos
0os numeros ternarios, onde utilizamos a analogia com o conjunto dos ntimeros complexos para
facilitar a leitura e apresentacdo do tema. Para um maior aprofundamento do estudo do conjunto
dos nuimeros ternarios, vamos estudar a estrutura algébrica desse conjunto, a fun¢do moédulo cubico,
a relagdo com as chamadas funcoes hiperbdlicas de terceira ordem, e vamos analisar as propriedades
de um curioso polindémio de terceira ordem que ajuda muito a caracterizar esse conjunto. Ao término
é apresentada uma secdo que possui a aplicacdo de algumas estruturas algébricas apresentadas e da
representagao matricial dos niimeros complexos para alunos do terceiro ano do ensino médio na rede

publica de ensino, além de uma breve conclusdao sobre o trabalho.

Palavras-chave:

Estruturas Algébricas. Numeros Complexos. Numeros Ternarios. Funcao médulo ciibico. Fungoes

hiperbélicas de terceira ordem. Funcées hiperbdlicas generalizadas. Polinoémio z2 + 3% + 2% — 3zyz.



Abstract:

This work aims to present the algebra of ternary numbers. First, some elementary algebraic
structures such as groups, subgroups, rings, ideals and fields will be recalled. Next, we will present
the complex numbers with their basic properties, and we will verify its algebraic structure. After a
brief study on the complex numbers, we will present the ternary numbers, where we use the analogy
with the set of complex numbers to facilitate the reading and presentation of the theme. For a
deeper understanding of the set of ternary numbers, we are going to study the algebraic structure
of this set, the cubic modulus function, the relationship with the so-called hyperbolic functions of
the third order, and we are going to analyze the properties of a curious third order polynomial that
helps much to characterize this set. At the end, a section is presented that has the application of
some algebraic structures presented and the matrix representation of complex numbers for students

of the third year of high school in public schools, in addition to a brief conclusion about the work.

Keywords:

Algebraic Structures. Complex numbers. Ternary Numbers. Cubic modulus function. Third

order hyperbolic functions. Generalized hyperbolic functions. Polynomial 23 4 y3 + 23 — 3zyz.



21
2.2
2.3
2.4
2.5

3.0.1
3.1
3.2
3.3
3.4

4.0.1
4.1
4.2
4.3

51
511
5.1.2
5.2

8.1

Sumirio

Introducdo . . . . . . . .. 8
Estruturas algébricas elementares . . . . . . . .. ... oo 10
Grupo . . . . e 10
Anel . . . e 12
Ideal . . . . . . . e 14
Dominio de Integridade . . . . . . . . . .. .. 15
Corpo: . . . L e 15
Os nimeros Complexos . . . . . . . . . . . ... 17
O elemento inverso de um nimero complexo . . . . . . . ..o 19
A forma algébrica dos niimeros complexos . . . . . .. .. ... 20
O conjugado dos numeros complexos . . . . . . .. ... 20
O mddulo de um nimero complexo . . . . . . .. ... 21
A representacao matricial dos nimeros complexos . . . . . . . . ... ... .. 22
Os nimeros Ternarios . . . . . . . . . . . . ... 24
O elemento inverso de um nimero terndrio . . . . . . . .. Lo Lo 26
A forma algébrica dos niimeros ternarios . . . . .. .. ... L. 32
A funcao médulo ciibico . . . . . . ... 33
A representacao matricial dos nimeros terndrios. . . . . . .. ... ... L. 36
Aplicacadonasaladeaula . . . . . . .. ... .o 38
A proposta . . . .. .. e 38
Atividade 01 - Grupo Aditivo Abeliano . . . . . . . . ..o oL 38
Atividade 02 - Grupo Multiplicativo Abeliano . . . . . . . . . . . . ..., 40
Conclusao geral sobre a atividade aplicada e a atividade proposta . . . . . . . 41
Conclusdo e perspectivas futuras . . . . . . . .. ... ... ... ... ..., . 42
Apéndice A: O polinémio 22 + 3> + 23 —3xyz . .. ... ... ... 43
Apéndice B: A forma polar dos nimeros ternarios . . . . . . .. ... ... ... 45
As funcdes hiperbélicas de terceira ordem e os nimeros ternarios . . . . . . . 48

REFERENCIAS . . . . . . it e e e e e e e e e e 51



1 Introducao

O processo que levou a introdugao de um ponto de vista verdadeiramente abstrato em algebra teve
inicio em 1815, quando varios matematicos da Universidade de Cambridge, como Charles Babbage
(1792-1871), George Peacock (1791-1858) e John Herschel (1792-1878) fundaram a Analytical Society,
uma sociedade cuja finalidade imediata era reformar o ensino do calculo, adotando as notagoes em
uso no continente. Porém, sua contribuicdo fundamental foi repensar e discutir os fundamentos da
algebra.

Séculos antes, quando a ciéncia europeia ainda discutia a possivel validade do emprego de niimeros
negativos ou irracionais, apareceram no mundo matematico os niimeros que hoje chamamos de
complexos. Rafael Bombelli introduziu procedimentos matemaéaticos que usavam a raiz quadrada de
menos um de maneira a resolver equagoes de terceiro grau em seu trabalho L’Algebra, de 1572, ap6s
os contatos iniciais de outro matematico italiano, Gerolamo Cardano com os nimeros complexos, no
seu Ars Magna, de 1545.

Em 1830, Peacock publicou seu Treatise on Algebra onde tenta dar a esta disciplina uma
estrutura logica comparével a dada a geometria nos Elementos de Fuclides; isto é, apresenté-la como
o desenvolvimento abstrato das consequéncias de um certo conjunto de postulados. A obra, que fora
ampliada a dois volumes até 1845, marca o verdadeiro inicio do pensamento axioméatico em algebra.
No primeiro volume, Peacock tenta exibir as leis fundamentais da aritmética, trabalhando apenas com
numeros e dando aos simbolos 4+ e — apenas o seu significado ordindrio. Augustus de Morgan e outros
matematicos do século XIX também apresentaram enormes contribuigoes para o inicio do pensamento
algébrico abstrato, porém William Rowan Hamilton, inspirado pela beleza e poder da andlise complexa
recentemente desenvolvida, procurava por algum tipo de “niimero complexo generalizado”, que
poderia descrever de maneira natural a matematica e a geometria dos espacos tridimensionais, papel
equivalente ao dos ntimeros complexos com o espac¢o bidimensional. Hamilton perseguindo esse
objetivo, através do desenvolvimento dos quatérnions, um novo conjunto numérico quadridimensional,
onde a multiplicagdo nao é comutativa, leva a algebra abstrata mais além ( , ). Cerca
de dois meses apo6s receber uma carta do Hamilton, anunciando a descoberta dos quatérnions, em
1843, o matematico John Graves descobriu os nimeros octodimensionais denominados octonions, que
nao obedecem a propriedade da associatividade da multiplicagdo. Os octonions foram redescobertos
por Arthur Cayley em 1845.

Ainda que o trabalho de Hamilton com os quatérnions tenha levado a uma ampliacdo da
investigacao e do estudo de estruturas algébricas mais abstratas, sua meta inicial fora frustrada por
pelo menos um ponto essencial: Se sdo os quatérnions andlogos multidimensionais dos complexos, a
dimensionalidade nao muda de duas para trés dimensées, mas de duas para quatro!

Acontece que, como acabou por ser visto, hd uma maneira natural de se construir versoes
generalizadas dos niimeros complexos em espagos reais de n dimensoes (

, ; , ) sem perder certas proprieda-
des basicas, como a comutatividade e associatividade, ao custo de outras, como a divisibilidade. O
caso mais simples dessas generalizagdes ocorre para n = 3.

Os chamados ntimeros terndrios, ou tricomplexos, ou complexos ternarios; niimeros complexos

de trés dimensoes, foram introduzidos em uma série de estudos relativamente recentes (

, ; , ), embora os primeiros passos nessa diregao



tenham sido dados h4d muito mais tempo. Por exemplo, como primeiro passo em direcdo a uma
extensao dos niimeros complexos, em uma série de artigos, os mateméticos estudaram um espaco
tridimensional com comprimento de arco dado pela férmula ctibica definida por d®s = d3z+d3y+d>z—
3dxdydz. Esse estudo foi iniciado pelo matematico francés P. Appell ( , ; ,
), escrito em 1877, onde ele introduz uma certa generalizacdo das fungoes trigonométricas usuais
relacionadas com esse comprimento de arco. Entao décadas depois, as propriedades geométricas
desses espacos tridimensionais foram primeiro estudadas por P. Humbert em uma série de artigos
( , : , : , ) e por J. Devisme ( , :
, ), entretanto todos esses resultados foram obtidos sem o uso explicito de algum
tipo de extensdo de niimeros complexos, com excecdo de uma pequena observacao feita pelo préprio
Appell, em seu primeiro artigo ( , ).
Os niimeros ternarios estao sendo estudados na Fisica Teoérica nos ultimos anos porque talvez
estejam relacionados com algumas simetrias da fisica de alta energia, possibilitando uma maneira
diferente de compreender fendmenos que envolvem os problemas dos chamados ntimeros quinticos

de cor, que sao trés, e das trés geracgoes, ou familias de particulas elementares do Modelo Padrao

( Y J Y ? ) ? ) I I 9

| 1997).

O presente trabalho tem como objeto de estudo principal os nimeros ternarios. Para uma melhor
compreensao do leitor, utiliza-se uma analogia com o conjunto dos niimeros complexos sempre
que possivel, assunto de estudo de um capitulo anterior. Este trabalho é apresentado de forma a
gerar uma compreensao mais didatica da dlgebra abstrata e portanto apresenta-se primeiramente as
estruturas algébricas elementares definidas como grupos, subgrupos, aneis, subaneis, ideais, dominios
de integridade, corpos. Utiliza-se o conjuntos dos ntimeros complexos para explorar a questao das
estruturas algébricas e por fim aplica-se essas mesmas defini¢oes aos nimeros ternérios.

O estudo apresentado no capitulo sobre os niimeros ternarios procura explorar a riqueza de
estruturas da algebra abstrata envolvida nesse conjunto, demostrando de maneira formal, mas
acessivel, muitas das caracteristicas e propriedades do novo conjunto apresentado, além disso explora
a intrigante relacdo com o curioso polinémio ctibico 2% + y3 4+ 23 — 3xyz, revelando o papel de uma
superficie cibica muito peculiar denominada FEsfera de Appell na estranha geometria sistematizada
pelos ternarios.

Por fim, apresenta-se uma aplicacdo em sala de aula de alguns dos conceitos de algebra estudados,
por meio da representagao matricial dos niimeros complexos, verificando que a mesma representa

um grupo.
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2 Estruturas algébricas elementares

Um dos pilares da mateméatica moderna é a algebra, uma grande area da matemaética que se
desenvolveu através dos esforgos de mateméticos como Karl Weierstrass, Georg Cantor, Leopold
Kronecker, Richard Dedekind, Karl F. Gauss, Niels H. Abel, Augustin Cauchy e etc, que empreende-
ram a ardua tarefa de estabelecer uma fundacao mais rigorosa ao conceito de nimero. Com o tempo
as ideias e os conceitos da algebra foram sendo ampliados, se tornaram mais gerais, consistentes e
abstratos, e hoje essa area contém toda uma classe de estruturas algébricas como os chamados grupos,
aneis, corpos, dominios de integridade, ideais e etc. Algumas dessas estruturas serdo consideradas
nesse capitulo. O caso essencial do corpo dos niimeros complexos é estudado no terceiro capitulo,
e partindo dos nimeros complexos como um protétipo de conjunto numérico, o quarto capitulo

apresenta o conjunto dos niimeros ternarios.

2.1 Grupo

O conceito de grupos é uma das ferramentas mais utilizadas na matematica moderna. Dentre
as diversas areas da ciéncia nas quais este conceito é fundamental estao incluidas a teoria quéntica
de campos, a fisica da matéria condensada, no estudo das estruturas atomica e molecular, e
significativamente a cristalografia, além do préprio estudo da &algebra abstrata na matemética
moderna, onde tal conceito é utilizado para a construcao de outras estruturas algébricas, como anéis,
corpos, e espagos vetoriais, uma vez que estes podem ser vistos como grupos dotados de operagdes
e axiomas adicionais. A primeira grande fase da teoria dos chamados grupos finitos atingiu o seu
apice no periodo imediatamente antes da Primeira Guerra Mundial, com os trabalhos do alem&o
Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), do inglés William Burnside (1852-1927) e do bielorrusso
Issai Schur (1875-1936). Depois de 1928, novas e decisivas contribuigdes foram feitas pelo também
inglés P. Hall (1904-1982), pelo alemao H. Wielandt (1910-2001) e, na area das representagoes de
grupos, pelo também alemao Richard D. Brauer (1901-1977). A classificacdo completa dos grupos
finitos foi levada a cabo somente em 1982 com a participacdo de centenas de matematicos, liderados
pelo norte-americano D. Gorenstein (1923-1992) ( , )

Nesta secdo, certas estruturas algébricas bastante gerais munidas de apenas uma operacao
sdo apresentadas. Estas estruturas sdo conhecidas como grupos. Além disso, denomina-se alguns
tipos de grupos e subgrupos e apresenta-se seus respectivos exemplos e resultados para um melhor

entendimento dos contetidos abordados.

Definicao 2.1.1. (Grupo) Seja G um conjunto nao vazio munido de uma operagio bindria (*)

fechada definida entre seus elementos

x:GxG—G

(a,b) — axb

Dizemos que (G, ) € um grupo se as propriedades abairo sio vdlidas para quaisquer que sejam a,
becegG:
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e 1) (Associatividade): (a*b)*c=ax* (bx*c),

e i) (Ezxisténcia do elemento neutro): Existe e € G, tal que a* e = e xa = a, denomina-se e por

elemento neutro,

o iii) (Ezisténcia do elemento inverso): Para todo a € G, existe um a~* € G, denominado

1 1

elemento inverso de a, tal que axa™" = a~ " xa = e.

Ao estudar a teoria dos grupos é comum nos depararmos com o termo grupos comutativos. Estes
se diferenciam dos demais pela caracteristica de satisfazer a propriedade comutativa com relagao
a operacao utilizada. Os grupos comutativos também recebem o nome de grupos abelianos, em

homenagem ao matemético noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829).

Definigao 2.1.2. (Grupo Abeliano) Dizemos que (G;*) é um grupo abeliano quando a opera¢io

que define o grupo G for também comutativa, ou seja, para quaisquer a, b € G, tem-se a*xb =0bx*a.

Como exemplo, pode-se citar alguns grupos importantes, como ( , ):

e i) (Z,+): O grupo aditivo dos niimeros inteiros (comutativo) é o sistema formado pelo conjunto
dos inteiros e a operacio definida é a adi¢do usual, uma operagdo sobre Z, associativa e
comutativa. (Q,+): O grupo aditivo dos niimeros racionais (comutativo) é o sistema formado
pelo conjunto dos racionais @ e a adi¢ao usual sobre esse conjunto. (R, +): O grupo aditivo
dos nimeros reais (comutativo) é o sistema formado pelo conjunto dos nimeros reais R e a

adicao usual sobre esse conjunto.

e ii) (Q%,-): O grupo multiplicativo dos niimeros racionais (comutativo) é o sistema formado pelo

conjunto dos racionais Q* (racionais exceto o 0) e a multiplica¢ido usual sobre esse conjunto,

o iii) (R*,-): O grupo multiplicativo dos nimeros reais (comutativo) é o sistema formado pelo

conjunto dos nimeros reais R* (reais exceto o 0) e a multiplicagdo usual sobre esse conjunto.

Nas secoes 5.1.1 e 5.1.2 é apresentada uma aplicagdo em sala de aula, com a exemplificacdo da
defini¢do de grupos.
Alguns subconjuntos do grupo (G, x) também podem formar um grupo com relagdo a mesma

operacao (*) definida para o grupo G, o que leva a definir os chamados subgrupos (

) ):

Definicao 2.1.3. (Subgrupo) Seja (G,*) um grupo. Um subconjunto nao vazio H de G é um
subgrupo de G (denotado por H < G) quando, com a operagao de G, o conjunto H é um grupo, isto

€, quando as condicoes sequintes sao satisfeitas:

0) (Fechamento da opera¢io em H): hy « hg € H, Vhi,hy € H,

i) (Associatividade): hy  (hg % hy) = (hy * ha) % hg,Yh1, ha, hs € H,

it) (Existéncia do elemento neutro): ey € H tal que ey *h =hxey =h, Vh € H,

iti) (Ezisténcia do elemento inverso): Para cada h € H, existe k € H tal que hxk = kxh =ep.



12

Pode-se fazer algumas observagoes com relagdo a natureza dos subgrupos, que torna sua analise

mais simples:

1) A condigao de associatividade (i) é sempre satisfeita, pois a igualdade g1 * (g2 * g3) = (g1 * g2) * g3

¢é valida para todos os elementos de G,

2) O elemento neutro ey é necessariamente igual ao elemento neutro e de G. De fato, tomando
a € HC G, temos ey * a = a; multiplicando os dois membros da igualdade a~! & direita,

obtemos e = e,

3) Dado h € H, o inverso de h em H é necessariamente igual ao inverso de h em G. De fato, se k é
o inverso de h em H, entdo hxk =kxh =eg,logo hxk=kxh =¢, = e, e portanto k é o

inverso de h em G.

Como exemplo de subgrupo pode-se citar o conjunto de todos os nimeros pares, a saber,
27, = {2k|k € Z}, é um subgrupo de (Z,+).

Estruturas algébricas mais elaboradas podem ser construidas se forem incluidas mais operagoes
bindrias entre os elementos do conjunto estudado. As defini¢oes apresentadas na proxima se¢ao
envolvem conjuntos com duas operagoes definidas entre seus elementos, que podem ser chamadas de

adi¢do e multiplicagdo, e as defini¢bes usadas sao baseados nos livros ( , ) e

( , 2011).

2.2 Anel

A teoria dos aneis é um dos principais assuntos do campo da algebra abstrata moderna. A
origem da dlgebra remonta aos babilénios e o seu desenvolvimento percorreu um longo caminho e que
teve um momento importante no século XV I com os matematicos da chamada Escola de Bolonha
que se ocuparam da resolucao das equacdes algébricas do terceiro e do quarto grau. Um outro
momento importante para a dlgebra ocorreu na primeira metade do século X7X com os trabalhos
do irlandés W. H. Hamilton e de seus contemporanios ingleses. Hamilton introduziu o formalismo
dos numeros complexos que é até hoje usado e posteriormente definiu formalmente os chamados
quartérnios, dando mais um passo decisivo para o desenvolvimento da algebra abstrata. Importante
para o desenvolvimento da teoria nessa época foi o estudo dos aneis de inteiros algébricos, iniciado
por Gauss e desenvolvido por Kummer, Dedekind, Kronecker, Dirichlet e Hilbert, trabalhos que
culminaram no final do século XX, inicio do século X X. Finalmente, a no¢do abstrata moderna
de anel foi introduzida na segunda década do século X X ( , ).

Um anel é um conjunto A com pelo menos dois elementos, munido de uma operagao denotada
por +, chamada adi¢do, e de uma operacao denotada por -, chamada multiplicacdo, que satisfazem

determinadas condicoes:
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Definigao 2.2.1. (Anel) Seja A um conjunto nao vazio munido de duas operagoes bindrias fechadas

em A; (+) e (-), chamadas adi¢ao e multiplicagio

+:AxA— A
(a,b) — a+b

tAXA— A

(a,b) — a-b

A terna (A,+,-) é um anel quando as operacoes satisfazem as sequintes propriedades para

quaisquer que sejam a, b e c € A:

e Ay) (Associatividade da adi¢do): (a+b)+c=a+ (b+c),
e As) (Comutatividade da adi¢io): a+b=b+ a,

e As) (Existéncia do elemento neutro para a adigao): Eziste a € A, tal que a+ o = o+ a = a,

o elemento neutro da adi¢ao é simbolizado por 0,

e Ay) (Existéncia do elemento simétrico): Para todo a € A, existe um a' € A, denominado

elemento simétrico de a, tal que a +a’ = 0, o elemento simétrico é simbolizado por —a,
e M) (Associatividade da multiplicag¢do): (a-b)-c=a-(b-c),
e M) (Comutatividade da multiplicacao): a-b=10>-a,

e Ms3) (Existéncia do elemento neutro para a multiplicagio): Eziste e € A (com e #0), tal que

a-e=e-a=a, o elemento neutro da multiplicagdo é simbolizado por 1,
e AM ) (Distributividade): a-(b+c¢) =a-b+a-c.

Portanto todo anel é um grupo abeliano com relagdo a operacao de adi¢do, mas como os elementos
de um anel ndo necessariamente tém inverso multiplicativo, um anel ndo é um grupo com relacdo a
operagao de multiplicagdo. O anel (A, +,-) também é representado simplesmente por A.

Como exemplo de aneis importantes, pode-se citar ( , ): O anel dos nimeros
inteiros (Z,+,.), o anel dos ntimeros racionais (Q,+,.), o anel dos ntimeros reais (R, +,.). No
préoximo capitulo serd demostrado que o conjunto dos niimeros complexos munido das operacoes
usuais é um anel.

Um elemento a € A é dito inversivel se existir um elemento b € A tal que a-b = 1:

Definigdo 2.2.2. (Elemento Inverso) Diz-se que a=* € A € o inverso de um elemento a do anel

A sea-a"' =1, nesse caso a é dito invertivel.

Denota-se por A* o conjunto dos elementos invertiveis do anel A. Pode-se fazer algumas

observacbes com relacdo a natureza do conjunto A* dos elementos invertiveis de A:

1) O conjunto A* é fechado com relagao a operagao de multiplicacao,
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2) O elemento neutro 1 é necessariamente um elemento de A*,
3) Dado x € A, o inverso de z em A, 7! estd necessariamente em A*.

Como as operagoes em A sdo comutativas por defini¢do, e com as observagoes acima é possivel
concluir-se que A* é um grupo abeliano com relagdo a operagao de multiplicacdo, e A* ndo é um

anel, pois nao pode conter o 0, que nao tem inverso.

Definigao 2.2.3. (Subanel) Um subconjunto ndio vazio B de um anel (A,+,-) é um subanel de A

se, e somente se:

e i) sea,b€ B entioa+b € B,
e ii) sea,b€ B entio a-b € B,
e i) 04 € B,

e () sea € B entio —a € B.

Como exemplo de subanel pode-se citar:

o i) Com as operagoes usuais (Z, +,.) é subanel de (Q,+,.) e (Q,+,.) é subanel de (R, +,.),

o ii) O conjunto dos nimeros impares B = {2k + 1,k € Z} nédo é subanel de Z. Basta ver que
1,3€ Bporém 3—1=2¢ B,

e iii) O conjunto dos nimeros pares B = {2k, k € Z} é subanel de Z. De fato, a soma, o produto

e a diferenca de niimeros pares é sempre um numero par,

e iv) R é um subanel de C.

2.3 ldeal

Nesta secao sera apresentado a definicdo de ideal, e serdo explorados alguns exemplos para

facilitar a compreenséao do leitor. As defini¢oes e exemplos foram extraidos de ( ,
).

A nogao de ideal foi introduzida no final do século XX por Dedekind. Os ideais formam uma
classe especial de subaneis e surgiram como ferramenta para o estudo da teoria dos nimeros. Pela
definicdo anterior de aneis, é possivel notar que B é um subanel de A quando este subconjunto
é fechado por diferengas e produtos de elementos em B. Como pode-se ver abaixo, os ideais sdo

subconjuntos fechados por diferencas e por produtos com elementos do préprio anel A.

Definicao 2.3.1. (Ideal) Sejam (A,+,-) um anel e ) # I C A um subconjunto ndio vazio de A.

Dizemos que I é ideal de A quando:
e (iJa,bel=a—-bel,

e (ii)xeAeac]=arecl
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Como exemplo de subaneis que nao sio ideais, é possivel observar o seguinte caso: Z é subanel
de @, no entanto Z nao é ideal de Q. Para ver isso basta notar que 1 € Z, e % € Q, mas 1- % ¢ 7.
Outro exemplo de subanel que néo é ideal, pode-se também citar R C C, serd observado na subsecao
2.2.3 que R é um subanel de C, porém R ndo é um ideal de C; para ver isso basta notar que 2 € C
e, 1R ,mas2i-1¢R.

Como exemplo de ideal pode-se citar ( , ):

e i) Se A é um anel, entdo {0} e o préprio A sdo ideais em A. S@o os ideais triviais do anel.

o ii) No anel Z, os subconjuntos nZ = 0, £n, £2n, ..., (qualquer que seja o inteiro n), sdo ideais
de Z. De fato se a,b € nZ, entdo a = rn e b = sn, para convenientes inteiros r e s, e logo
a—b=rn—sn=(r—s)n, de onde conclui-se que a — b € nZ; e também sejam = € Z e
a € nZ; entdo a = gqn, para um conveniente ¢ inteiro, e portanto xa = x(gn) = (zq)n, o que

mostra que za € nZ.

2.4 Dominio de Integridade

Um anel A serd chamado de dominio de integridade, ou simplesmente dominio, se for verificada
a chamada propriedade de integridade entre todos os seus elementos. A propriedade da integridade

é a seguinte ( , ):

Definigao 2.4.1. (Dominio de Integridade) Um anel (A,+,-) é um dominio de integridade, ou

simplesmente dominio, se dados quaisquer a,b € A, sea #0 e b0, entdo a-b# 0.

Exemplos de dominio de integridade sao ( , ):

e i) (Z,+,.): O anel dos inteiros é um dominio de integridade.

e ii) (Z[i],+,.): O subconjunto Z[i] = {a + bi | a,b € Z} dos niimeros complexos, com entradas
inteiras e a multiplicagdo dada pela multiplicacdo de niimeros complexos, (conforme definido
no préximo capitulo). Entéo esse anel é um dominio de integridade chamado de anel dos

inteiros Gaussianos.

o iii) Mais geralmente, se n é um inteiro positivo, temos entdao que ({a + by/n | a,b € Z},+,.) e
({a+biyn | a,be Z},+,.) sdo dominios.

e iv) O conjunto das matrizes 2 x 2 com entradas reais e a soma e multiplicagdo definidas pelas
soma e produto de matrizes ndo é um dominio de integridade. Basta observar que o produto

das matrizes apresentadas abaixo é zero:
10 0 0 (00
00/ [0 1] [0 0

Um anel onde todos os elementos sdo invertiveis (com exce¢ao do 0) é chamado corpo.

2.5 Corpo:

Definicao 2.5.1. (Corpo) Um anel (A,~+,-) provido da propriedade abaixo é denominado corpo:
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e My) (Existéncia do inverso): Para todo a € A (a #0), existe a™* € A, tal que a-a~' = 1.
Exemplos classicos de corpos sao :

o i) O conjuntos dos ntimeros racionais Q, reais R e complexos C.

e ii) O conjunto dos inteiros Z nao é um corpo, porque nem todo elemento de Z possui inverso

multiplicativo.

E possivel verificar que:
Teorema 2.5.2. Todo corpo é um dominio de integridade.

A demostracao desse teorema é analoga & demostracdo dada para o conjunto dos complexos,

feita no proximo capitulo.
No proximo capitulo é verificado que o conjunto dos ntimeros complexos C é um corpo, aprovei-

tando também para ilustrar mais claramente a definicdo de corpo apresentada nesta secao.
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3 Os nameros Complexos

Considere o conjunto C dos pares ordenados de nimeros reais (z,y), onde ficam definidas as

seguintes operacoes de adicdo e multiplicagao:

+:CxC—C

(Zl, 2’2) — 21+ 292

:CxC—C

(2’1,2’2) — 21 22

o (Adig¢ao de nimeros complexos):

(z1,91) + (v2,92) = (z1 + T2, 91 + ¥2),

o (Multiplicagao de nimeros complezxos):

(3317211) ) (3?272/2) = (951362 —Y1Y2, T1Y2 + ylm)-

O conjunto C com as operagoes acima definidas é chamado o conjunto dos nimeros complexos,
e denotado por C. A adicdo acima definida é simplesmente a soma de vetores em R?, enquanto a

multiplicacdo tem uma interpretacdo geométrica mais elaborada. Com isso é possivel afirmar que:
Teorema 3.0.1. C é um grupo abeliano com relacio a operacdo de adicdo.

Prova. Seja C o conjunto dos pares ordenados de nimeros reais munido da operacao de adigao
como a definida acima, dados z1 = (x1,y1), 22 = (z2,y2) e 23 = (x3,y3) em C, a soma obedece as

propriedades:
o Ay) (Associatividade da adi¢io): (z1 + 2z2) + 23 = 21 + (22 + 23),

(1 + 22,91 +y2) + (23,¥3,23) = (21 + 22+ 23,91 + Y2 +¥3)
= (21,91) + (x2 + 23,92 + ¥3)

As) (Comutatividade da adigao): z1 + zo = 29 + 21,

(x1,01) + (z2,92) = (z1+ 22,91 +Yy2)
= (ro+z1,92+ 1)
= (z2,92) + (z1,91)

o A3) (Existéncia do elemento neutro para a adigdo): Existe 0 € C, tal que z 4+ 0 = z,
(@,9) +(0,0) = (z + 0,y + 0) = (z,y)

o Ay) (Existéncia do elemento simétrico): Para todo z = (z,y) € C, existe um 2’ € C,
denominado elemento simétrico de z, tal que z + 2’ = 0. O elemento simétrico é simbolizado

por —z,

(a:,y)—i—(—a:,—y) = (IL’—IE,y—y) = (070) =0
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Analisando as propriedades acima, e de acordo com a definigao 2.1.1, (C, +) é um grupo abeliano. W
Teorema 3.0.2. C ¢ um anel.

Prova. E possivel ver que a multiplicacdo de complexos obedece as propriedades M1 — M3 e AM

da defini¢ao 2.2 de anel:
o M) (Associatividade da multiplicag¢do): (z1 - z2) - z3 = 21 - (22 - 23),

(21-22) 23 = (@122 — y1y2, T1Y2 + y122) - (23,93)

= (212273 — Y1Y223 — T1Y2Y3 — Y102Y3, T1T2Y3 — Y1Y2Y3 + T1Y2x3 + Y12223)

210 (220 23) = (@1,91) - (2223 — Y2ys, T2ys + Y213)
= (717273 — T1Y2Y3 — Y1T2Y3 — Y1Y2T3, T1T2Y3 + T1Y2T3 + Y1723 — Y1Y2Y3)
Sao iguais a menos de reorganizacdo dos termos em cada coordenada.

o Ms) (Comutatividade da multiplicacio): z1 - zo = 22 - 21,

21022 = (21, 01) - (T2, 92) = (2122 — Y1y2, T1Y2 + Y122)
zpc 21 = (T2, 92) - (T1,51) = (@221 — Yay1, T2y1 + Y221)
Sao iguais a menos de reorganizacdo dos termos em cada coordenada.

o M3) (Existéncia do elemento neutro da multiplicagio): Existe 1 € C, tal que z -1 = z,

(z,y)-(1,0) = (z-14y-0,2-0+y-1)
= (z+0,0+y) = (z,9)

o AM) (Distributividade): zy - (z2 + 23) = 21 - 22 + 21 - 23,

2 (2 +23) = (3:1(962 +x3) — y1(y2 + y3), 21 (y2 + y3) + yr (w2 + mg))

= (arw:z + 2123 — Y1y2 — Y1Y3, T1Y2 + T1Y3 + Y122 + y1$3)

Z1-22+ 2123 = ($1CB2 —Y1Yy2 + 123 — Y1Y3, T1Y2 + Y172 + T1Y3 + y1x3>
Que sao iguais, a menos de reorganizacao dos termos em cada coordenada.

Em conjunto com a demonstragao das propriedades A1 — A4 demonstradas no teorema anterior,

verifica-se assim que os niimeros complexos possuem todas as propriedades relativas a um anel. B

Na préxima segao serd investigado a questao da existéncia (ou nao) dos elementos inversos dos

nimeros complexos, e finalmente serd demonstrado que:

Teorema 3.0.3. C é um corpo.
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3.0.1 O elemento inverso de um nimero complexo

Como visto, os elementos de um anel ndo necessariamente tém inverso multiplicativo. Quando
todos os elementos do anel (com excegdo do 0) sdo inversiveis esse anel é chamado corpo. Nessa
secdo sera investigado se os nimeros complexos formam nao apenas um anel, mas um corpo. Para
isso, seja um numero complexo z = (z,y) # 0, e (considere se existir) 2/ = (2/,9") € C seu inverso,
isto é z - 2/ = 1, ou seja:

z- 2 = (z2' —yy,xy +y2’) = (1,0) (1)

Encontrar 2’ = (2,3') implica resolver o seguinte sistema (onde as incégnitas sao z’ e y'):

' —yy = 1
yr' +xy = 0
Para encontrar a solugdo do sistema acima pode-se utilizar a regra de Cramer (

Na forma matricial, o sistema linear fica:

T -y o1
y @ Y 0
Pela regra de Cramer, a solugao é dada por x’ = % ey = % (para D # 0), onde D, e D, sao

os respectivos determinantes das matrizes:

1
D, (z,y) = det ] =z,

[z 1
Dy(x,y) = det v ] =—y
Y

e D é o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear:

€ —

e

Y T

Para D(z,y) = 2% + 32 # 0, ou seja, para z # (0,0), o sistema possui solucdo tinica. Nesse caso:

-1 _ & -y
= <x2+y2’x2+y2> (2)

Verifica-se, portanto que o conjunto dos niimeros complexos C é um corpo 2.5.1, e consequente-

mente, conforme visto no capitulo anterior, C também é um dominio de integridade, mas como nao
havia a demonstracao dessa afirmacgao no capitulo anterior, a demonstragcao no caso do corpo dos

complexos, que ilustra a demonstragdo para o caso geral, é feita a seguir.
Teorema 3.0.4. C ¢é um dominio de integridade

Demonstracio. Sejam z, 2’ € C, tais que z- 2/ =0 e z # 0. Como C é um corpo, existe um z~! € C
tal que 27! - z = 1. Logo, multiplicando os dois membros da equacdo z - 2/ = 0 por 2z~ !, obtém-se

27t (z-2/)=0,logo ((z71-2)-2') =0, isto ¢, 2/ = 0. |

Na proxima se¢ao sao discutidas algumas defini¢bes convenientes para o estudo da algebra dos

nimeros complexos.
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3.1 A forma algébrica dos nimeros complexos

Todo niimero complexo z pode ser escrito de maneira tnica na forma ( , ):

z=xT+ Yl
onde z,y € R tal que:
(,9) = (2,0) + (y,0) - (0,1) = = + yi.
A forma acima é chamada forma normal do nimero complexo (x,y). Observe que
i? = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1.
Observamos que um niimero complexo escrito nessa forma tem duas partes:

o A denominada parte real de z: x = R(z).
o A denominada parte imaginaria de z: y = (z).

Observa-se que a existéncia do niimero ¢, a unidade imaginéria, é que permite que no conjunto
dos nimeros complexos C existam raizes de indice par de nlimeros reais negativos, o que nao é
definido no conjunto dos niimeros reais R. Por exemplo, se z € C e 22 = —25, entdo = = £5i sdo
duas solugdes possiveis, pois (£5)? = (5i)? = 5%i? = 25i? = —25.

Se o nimero complexo possui apenas a parte real (ou seja, se y = 0) ele é chamado de real
puro. Se o niimero complexo possui apenas a parte imaginaria (ou seja, se z = 0) ele é chamado de

imaginario puro. Exemplos:
o i) Se z =2+ 3i, tem-se R(z) =2 e J(z) = 3.
o ii) Se z = 3, tem-se R(z) = 3 e J(z) = 0. Portanto z é um ndimero real puro.

o iii) Se z = —2i, tem-se R(z) = 0 e F(z) = —2. Portanto z é um nimero imaginario puro.

3.2 O conjugado dos nimeros complexos

Nesta secao sao apresentadas a definicdo e as propriedades do chamado conjugado de um nimero

complexo ( , ), ( , ).

Definigao 3.2.1. (Conjugado de um numero complexo) Dado o nimero complexo z = (x,y),

o conjugado de z é o numero complexo z = (x,—y).

O conjugado de um nimero complexo tem certas propriedades bastante tteis como pode ser

visto na proposicao a seguir:
Proposicao 3.2.2. Se z = (z,y) é um numero complexo qualquer, entdo:

1) R(z) = 52 e S(2) = 57,

2) 2z = a2+ 92,
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3) z =Z se, e somente se, z € um numero real puro z = (z,0),
4) (21 + 22) = 21 + Z2, (0 conjugado da soma é igual & soma dos conjugados),
5) Zizz = Z122, (o conjugado do produto € igual ao produto dos conjugados),
6) Z =z, (0 conjugado do conjugado de z é o préprio z).

Demonstragao. Seja z = (z,y) € C,

2) 22 = (x,y) - (x,—y) = (2> + ¢*,0) = 2° + ¢,

3) se z = z, ou seja, (z,y) = (z,—y), portanto y = —y = 0, entdo z é um nimero real puro
z = (z,0). A volta é trivial,

4) (21 + 22) = (21, y1) + (22, 92) = (1 + 22, y1 + ¥2) = (21 + 2, —y1 — Y2) = Z1 + 22,

5) ziz2 = (7172 — Y12, T1Y2 + Y172) = (102 — Y1y, —T1Y2 — Y1T2) = 2122,

|

6) = (.%', _y) = (a:,y) =z

Com a definigdo de conjugado é possivel definir ainda outros objetos matematicos interessantes

que sao Uteis para se caracterizar os niimeros complexos. Um desse objetos é o chamado mdédulo do

nimero complexo.

3.3 O médulo de um niamero complexo

O valor absoluto ou médulo de um ntamero real z, ou |z|, é definido como a distdncia de = a 0,
isto é, |x] = V2. Analogamente, definimos o médulo de um nimero complexo z = (z,y) como a

distancia do ponto z = (z,y) no plano R? & origem (0,0) nesse mesmo plano (que é denominado
: ):

Definicao 3.3.1. (Mddulo de um nimero complexo) Seja |z| : C — R a fun¢ao mddulo

também como plano de Argand-Gauss, ou simplesmente plano complexo) (

|2 = \/x2 +y? = \/%(2)2 +3(2)2>0

Pode-se mostrar algumas propriedades envolvendo o médulo de niimeros complexos (

).
Proposicao 3.3.2. Sejam z, z1 e z5 € C, € possivel mostrar que:
1) 2z = |2|%,
2) |zl = [z,
3) |z122| = |21]|22].

Demonstragao. Seja z = (z,y) € C,
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1) 2z = (z,y)(z, —y) = 2% + y* = (Va? + y?)? = |23,

2) |2l = Va?+y? = Va?+ (-y)? =z,

3) |z122]? = (2122)(Z1%2) = (21%1)(22%2) = |21]?|22/?, e tirando a raiz quadrada dos dois lados da

equacao demostra-se a ultima propriedade.

A dltima propriedade mostrada |z12z2| = |21||22| é muito importante no estudo de dlgebra e faz
dos ntimeros complexos um caso especial das chamadas /[lgebms de composicao normadas. Uma
propriedade andloga serd mostrada para o caso dos niimeros ternarios, no préximo capitulo.

Na proxima subsecdo serda estudado uma maneira alternativa de se representar os niimeros

complexos.

3.4 A representacao matricial dos nimeros complexos

E bem sabido que a equacio X2+ 1 =0, ou X2 = —1 ndo tem solucdo em R e é for¢oso assim
definir um “néimero” J ¢ R de um conjunto mais amplo, satisfazendo J? = —1 que resolve a equagio.
E possivel usar conceitos da algebra linear elementar com o intuito de buscar um ente de natureza
algébrica e geométrica que seja a solu¢do procurada ( , ). Se assim se proceder e se
reinterpretar a referida equagdo como uma equagao matricial, onde X é uma matriz 2 x 2 a ser
determinada, e o 1 for representado pela matriz I, a matriz identidade 2 x 2, a equagdo mencionada

¢é escrita na forma matricial:
X - X=-1

onde X é a matriz 2 x 2 com coeficientes reais a serem determinados, e I é a matriz identidade

10
= [ , assim como “-” é o produto de matrizes. Uma possivel solucdo dessa equacio matricial

=]

que geometricamente corresponde a rotagdo de um angulo reto (5 radianos) no plano R?2, no sentido

é a matriz 2 x 2:

anti-horario. Diz-se entdo que J é uma representagdo matricial do niimero complexo (0, 1).
R 1 0 z 0
A um ntmero real puro qualquer x pode ser associada a matriz zI = x [ ] = [ ]

0 1 0 =z
de tal forma que a soma de dois niimeros reais puros z; e xy corresponda a soma de matrizes

21 + 29l = 29l + 211 = (332 + xl)I,

$20_l’20+1'10_
0 x9 0 x9 0 =

e ao produto de dois reais puros x1lzel = xolx1] = (z122)I corresponda,

Teol I 0 xT9 0 xI9 0 il 0 12 0
xr X == = = s
! 2 0 X1 0 i) 0 X9 0 I 0 12

il 0

0
x1]+x212[0 T+ X2

0 T1 + T2

_|_

I
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. ) z 0 . ,
ou seja, as matrizes da forma l ‘| se comportam exatamente da mesia maneira que oS numeros
xT

reais com relacdo a soma e ao produto. E possivel entdo ampliar o conjunto R para que equacoes

como a acima mencionada tenham solugao considerando as matrizes 2 x 2 da seguinte forma:

10 0 -1 0 0 — —
ol 4y =z +y S N L
01 1 0 0 z y 0 Yy

onde z,y € R. Chama-se os “ntmeros” da forma zI + 0J = xI de reais puros e os da forma
0l +yJ = yJ de imaginarios puros. Um “ntimero” da forma geral I +y.J é chamado de representagao
matricial de um nimero complexo e forma um corpo com exatamente as mesmas propriedades acima
mencionadas do corpo dos nimeros complexos, como pode ser visto no ultimo capitulo, onde ha

uma atividade proposta nesse sentido para alunos do Ensino Médio.
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4 Os nameros Ternarios
Considere o conjunto T das triplas ordenadas de nimeros reais (z,y, z), onde ficam definidas as
seguintes operacoes de adicdo e multiplicagao:

Definigao 4.0.1. (Adicao e multiplicacéo em T) Sejam 31 = (x1,y1,21) € 32 = (x2,Y2, 22) dois
elementos do conjunto T das triplas ordenadas de reais, munido de duas operagoes bindrias (+ e -)
fechadas, definidas entre seus elementos, denominadas adi¢io e multiplicacio de nimeros terndrios,

respectivamente, e assim definidas:

+:TxT—T
(31,32) — 31 + 32

:TxT—T

(31,32) — 31 32

e (Adigio de nimeros terndrios):

(1,91, 21) + (22,42, 22) = (21 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22),

e (Multiplica¢io de nimeros terndrios):

(1,91, 21) - (T2, Y2, 22) = (T122 + Y122 + 21Y2, 2122 + T1Y2 + Y1%2, Y12 + T122 + 2122).

O conjunto R? com as operacdes acima definidas é chamado o conjunto dos niimeros ternarios, e
denotado por T. A adicdo acima definida é simplesmente a soma de vetores usual em R3, enquanto

a multiplicacdo tem uma interpretacdo geométrica bastante elaborada. E possivel afirmar que:
Teorema 4.0.2. T é um grupo abeliano com relacdo a operagdo de adicao.

Prova. Seja T o conjunto das ternas ordenadas de niimeros reais munido da operagao de adigao
como a soma usual de vetores em R?, ou seja, dados 31 = (21,y1,21) € 32 = (z2,y2,22) em T, a
soma de 31 e 32 é definida como o ternario 31 + 32 = (1 + =2, y1 + Y2, 21 + 22). E facil ver que essa

operagao obedece as propriedades:
o Ay) (Associatividade da adicio): (31 + 32) + 35 = 31 + (32 + 33),

(w1 4+ w2, 1 + Y2, 21 + 22) + (23,43, 23) = (v1+22+23,y1 +y2 +¥y3,21 + 22 + 23)
= (w1,y1,21) + (22 + 23,92 + y3, 22 + 23)

o Ag) (Comutatividade da adicio): 31 + 32 = 32 + 31,

(z1,91,21) + (22,92, 22) = (¥1+ 22,91 +y2,21 + 22)
= (vo4x1,92+y1, 22+ 21)
= (22,y2,22) + (71,91, 21)

o Aj3) (Existéncia do elemento neutro para a adigdo): Existe 0 € T, tal que 3+ 0 = 3,

(z,y,2) +(0,0,0) = (x + 0,y + 0,24 0) = (2,9, 2)
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o Ay) (Ezisténcia do elemento simétrico): Para todo 3 € T, existe um 3’ € T, denominado

elemento simétrico de 3, tal que 3 + 3 = 0, o elemento simétrico é simbolizado por —3,
(,y,2) + (—z,—y,—2) = (x —x,y —y,z — 2) = (0,0,0) =0
Analisando as propriedades acima, e de acordo com a definigdo 2.1.1, (T, +) é um grupo abeliano. W
Teorema 4.0.3. T é um anel.

Prova. Seja o conjunto T dos ternarios com as operagdes anteriormente definidas, é possivel ver que
multiplicacao de ternédrios obedece as propriedades M1 — M3 e AM da defini¢io 2.2 de anel:
o M) (Associatividade da multiplicacao): (31 - 32) - 35 =31 - (32 - 33),
(31732) 35 = (z1m2+y122 + Y221, 2122 + T1Y2 + Y122, Y12 + T122 + 2172) - (3,3, 23)
= (212273 + y12203 + Y22123 + 212023 + T1Y223 + Y12223 + Y1Y2y3 + T122Y3 + 2102Y3,
Y1Y223 + T12223 + 217223 + T1T2Y3 + Y122Y3 + Y221Y3 + 212273 + T1Y2T3 + Y1223,

2122Y3 + T1Y2y3 + Y1T2y3 + 17223 + Y12223 + Y22123 + Y1Y2x3 + T12223 + 212223)

310 (32-33) = (21,u1,21) - (X2w3 + Y223 + 22U3, 2223 + T2Y3 + Y23, Yoy3 + T223 + 2213)
= (T12273 + T1Y223 + T122Y3 + Y1Y2y3 + Y10223 + Y12223 + 212223 + 21T2Yy3 + 21Y223,
21Y2Yy3 + 212223 + 2122%3 + 12223 + T1X2Y3 + T1Y223 + Y1223 + Y1Y223 + Y122Y3,
Y12223 + Y122Y3 + Y1y223 + T1Y2y3 + T12223 + T122%3 + 210223 + 21Y223 + 2122Y3)
Que sdo iguais a menos de reorganizacao dos termos em cada coordenada.
o Ms) (Comutatividade da multiplicacio): 31 - 32 = 32 - 31,
(1,91, 21) - (w2, Y2, 22) = (122 + Y122 + 21Y2, 2122 + T1Y2 + Y122, Y1Y2 + T122 + 2122)
(x2,y2,22) - (x1,y1,21) = (@2m1 + 22y1 + Y221, 2221 + Tay1 + Y21, Yoy1 + T221 + 2221)
Que sao iguais a menos de reorganizacao dos termos em cada coordenada.
o Ms) (Existéncia do elemento neutro da multiplica¢io): Existe 1 € T, tal que 3-1 =3,
(m,y,z) (1,0,0) = (JUl—i—yO—i—zO,zO—l—xO—l—yl,yO—i—xO—i—z1)
= (z4+04+0,0+0+y,0+0+2)
= (7,9,2)
o AM) (Distributividade): 3, - (32 + 33) =31 - 32 + 31 * 33
31 (32t+33) = <$1($2 + 23) + y1(22 + 23) + 21(y2 + y3),
z1(z2 + 23) + x1(y2 + y3) + y1(x2 + x3),
y1(y2 + y3) + z1(22 + 23) + 21(z2 + 3:3))
31°321T31°35 = (1‘1$2 + Y122 + z1Yy2 + 2123 + Y123 + 21Y3,
z122 + T1Y2 + Y122 + 2123 + T1Y3 + Y123,
Y1y2 + r122 + 2122 + Yy1y3 + T123 + Z1$3)

Que sdo iguais a menos de reorganizacdo dos termos em cada coordenada.
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Em conjunto com a demonstragdo das propriedades Al — A4 demonstradas no teorema anterior,

verifica~se assim que os ntimeros Ternérios (T') possuem todas as propriedades relativas a um anel. W

A questao do inverso multiplicativo dos terndrios é um pouco delicada e é tratada na sequencia.

4.0.1 O elemento inverso de um ndmero ternario

Como visto, os elementos de um anel ndo necessariamente tém inverso multiplicativo, quando
todos os elementos do anel (com excegdo do 0) sdo invertiveis esse anel é chamado corpo. O caso dos
nuimeros complexos foi tratado e demonstrado ser um corpo. Resta saber se os niimeros ternarios
formam néo apenas um anel, mas um corpo. Para tanto, sejam um terndrio 3 = (z,y,2) # 0, e (se

existir) um 3’ = (2,9, ') seu inverso, 3 -3 = 1, ou seja:

303 = (e’ 4y + 2y 22 oy +yal gy + 2+ 22") = (1,0,0) 3)

Encontrar 3’ = (2/,y/, 2') implica resolver o seguinte sistema (onde as varidveis sdo 2/, y’ e 2’):

zx' + 2y +yz =
yr' + vy + 27 =
2 +yy +x7 =
Para encontrar a solugao do sistema acima pode-se utilizar a regra de Cramer ( , ).

Na forma matricial, o sistema linear fica:

T z oy x’ 1
Yy Tz y | =10
z Yy x 2 0
Pela regra de Cramer a solucao é dada por ' = %, y = % ez = % (para D # 0), e onde Dy,

Dy, D, sao os determinantes das matrizes:

Dy(z,y,2) =det |0 z 2| =12%—yz

_O x_

L]
Dy(z,y,z)=det |y 0 z|=22—uay

1z 0 =z

PR

D,(z,y,z)=det |y z 0| =y*>— a2

z

e D é o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear:

r zZ Yy
D(z,y,z) =det |y = z| =2%+y*+2° - 3ayz

z Yy x
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Para D(z,y,z) = 23 + 3> + 23 — 32yz # 0 o sistema possui solucio tinica. Nesse caso:

1 ( 2 —yz 22 —zy y? — 1z )

= 4
3 23+ 3 + 23 — 3wyz’ 3 + 3 + 23 — 3wy’ 3 + 3 + 23 — 3yz (4)

Nesse ponto é interessante estudar um pouco as propriedades do interessante polinémio ciibico
D(z,y,2) = 23 +y> + 23 — 3xyz. Observa-se que ele é simétrico e homogéneo nas trés varidveis z, y e
z. E possivel fatorar esse polindmio da seguinte maneira (a fatoragdo deste polinémio é apresentada
com detalhes no apéndice A):

1
x3+y3+z3—3xyz:(x+y+z)§[(w—y)2+(y—z)Q—i—(z—x)Q]

de onde pode-se deduzir que as raizes desse polinémio pertencem a dois conjuntos; o primeiro é o
conjunto dos pontos no espago tais que (z +y + z) = 0, que corresponde a um plano; que de agora
em diante serd denominado plano ® dos terndrios ndo invertiveis, e o segundo é o conjunto dos
pontos no espaco tais que (z —y)%2 + (y — 2)2 + (z — 2)? = 0, ou seja, * = y = z, que corresponde &
reta que é a diagonal principal do primeiro e do oitavo octantes do espaco (a trissetriz, perpendicular

ao plano 7), e que de agora em diante serd denominada reta r dos terndrios nao invertiveis:

= {(z,y,2) R’ |z +y+2=0},
r o= {(z,y,2) ER} |z =y=2=)€R}

Plotando o grafico da superficie 23 + y3 + 23 — 3zyz = 1 obtém-se a superficie de revolucio
(VILLARINO, 2014) exibida na figura 1 - figura gerada utilizando o software Geogebra (GEOGEBRA,
2020). Essa superficie é conhecida na literatura como a Esfera de Appell, e suas propriedades
geométricas estao profundamente relacionadas com a geometria dos nimeros ternarios “unitdrios”

(ou também, com a forma polar dos terndrios, vide Apéndice B).

Figura 1 — Grafico da Esfera de Appell 23 + y3 4+ 23 — 3zyz = 1

E facil ver que qualquer terndrio em 7, ou em r nao serd invertivel, o que demonstra a observacao:
Teorema 4.0.4. T ndo é um corpo.

Por exemplo 3 = (1,1,1) € r, ou 3 = (1,1, —2) € 7 ndo sdo invertiveis.
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Sera denotado por T* o conjunto dos elementos invertiveis do anel T, ou seja, o conjunto dos
terndrios invertiveis é o anel inteiro dos ternarios (o espaco R® todo) com excecio dos pontos

pertencentes a reta r e ao plano 7:
T* =T —{(z,y,2) e R® |z =y=z2=ANouz+y+2=0}

Reforgando, para todo 3 € T*, o inverso 37 de 3 = (z,y, z) é tnico e dado por:

_ 1 9 ) )
l:x3+y3+z3—3xyz'($ —yz, 2" —ay,y” — x2) (5)

3
Sera denotado por Ty o conjunto dos ternarios nao invertiveis:
To=T-T"={(z,y,2) ER} |z =y=z2=Nouz+y+2z=0},

e por T o conjunto dos ternarios nao invertiveis que pertencem ao plano 7 e T, o conjunto dos

ternarios nao invertiveis que pertencem a trissetriz r:
T, ={(z,y,2) ER} |z +y+2=0}
T, ={(z,y,2) eR® |z =y =2=\}

ou seja, Tog = T,UT,. Além disso, o conjunto dos ternarios invertiveis também pode ser particionado
em dois subconjuntos distintos; T* = T_ U T, ou seja; o conjunto dos ternarios invertiveis é a
unido de dois conjuntos disjuntos, o conjunto de ternarios tais que z> + y® + 2% — 3zyz < 0;
simbolizado por T_ = {(z,y,2) € R® | 23 + y3 + 2% — 3zyz < 0} e o conjunto de ternarios tais
que 22 + y3 + 23 — 3xyz > 0; simbolizado por Ty = {(z,y,2) € R? | 23 + y> + 23 — 3zyz > 0}.

Sintetizando:

o (Tp): (O conjunto dos nimeros terndrios nao invertiveis)

To={(z,y,2) ER} |z +y+2=00uz=y=2}=T,UT,,
onde:

(T;): (O conjunto dos nimeros ternarios nao invertiveis da trissetriz)
T, ={(z,y,2) eER’ |z =y=2z=A}
(Tx): (O conjunto dos nimeros terndrios nao invertiveis do plano )

T, ={(z,y,2) €ER® |z +y+ 2 =0}

e (T*): (O conjunto dos niimeros ternarios invertiveis)

T = {(z,y,2) €ER® |23 + 4> + 25 —Bayz #0} =T - Ty =T_UT,.
onde:
(T_): (O conjunto dos nimeros ternédrios de “médulo ciibico negativo”)
T_ = {(z,y,2) € R® | 2® + 4> + 2% — 3zyz < 0}
(T4): (O conjunto dos niimeros ternérios de “médulo ctbico positivo”)

T4 ={(z,y,2) G]R3\563+y3+z3—3xyz>0}
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e (T): (O conjunto dos nimeros ternarios)

T=T"UTy=T_UTyUT, ==T_UT,UT,UT,.

O significado do termo “mddulo ctibico” é dado posteriormente.

As figuras representando o plano 7 (figura 3) e a trissetriz r (figura 2) foram feitas utilizando
o software Geogebra (GEOGEBRA, 2020). As superficies 23 + y3 + 23 — 3zyz = k3 (k # 0) sdo
superficies de revolucao andlogas a superficie da figura 1 (esferas de Appell de “raio” k) e que
tém como eixo de simetria (o eixo de revolugdo) a reta r, e tendem assintoticamente ao plano ,
assim como tendem assintoticamente a trissetriz r. Estas superficies representam para a geometria
tridimensional sistematizada na algebra dos terndrios papel analogo ao das curvas z2 + 3% = k?
(circunferéncias de raio k) para a geometria representada pela dlgebra dos niimeros complexos; que é
a propria geometria euclidiana plana. Embora essa questao da geometria tridimensional codificada
pela dlgebra dos ternarios (que nao é nem euclidiana, nem hiperbdlica, mas Finsleriana) seja tratada

ligeiramente no apéndice B, o aprofundamento desse tema nao é feito nessa dissertacao.

-

Figura 2 — Trissetriz, niimeros ternarios nao invertiveis T

Figura 3 — Plano 7, ntimeros ternarios nao invertiveis Tx
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Como visto, o conjunto dos ternario é um anel comutativo, mas ndo é um corpo. Resta ainda a

questao de saber se T é, ou ndo, um dominio.

Observacao: T nao é um dominio de integridade.

Demonstragao. De acordo com defini¢ao apresentada em 2.4.1, o anel (T, 4+, -) serd um dominio de
integridade se dados 31,32 € T, tais que 31 # 0 e 32 # 0 obtivermos 3132 # 0. Porém, tomando

31 =1(1,-1,0) e 32 = (1,1,1) e fazendo uso da multiplicacdo dos ternarios verifica-se que
512=(1-1+40,0-1+1,-1+1+0)=(0,0,0) =0,

logo T nao é um dominio de integridade. Generalizando o exemplo apresentado, é possivel mostrar

que para quaisquer 31 € T, e 32 € T ocorrera 3132 = 0. |
Teorema 4.0.5. (T,,+,-) € um subanel de T.

Demonstragao. De acordo com definigdo 2.2.3, o conjunto (T, +, ) serd um subanel de T se dados
3= (AN, 51 = (A, A, A1), 32 = (A2, A2, A2) € T, (para quaisquer A, A1, A2 € R):

¢ ) 31+3€T,,
3+ = (ALAL A+ (A2, A2, A9)
= (AM+A A+ A, M+ X)) €T,
. ii) 3132 € T,

3132 = ()‘17)\17)\1)()\2,)\2,)\2)
= (MA2+ M2+ A2, M+ Mg + A dg, Mg + At de + A Ag)
= (3M1A2,3M1 2,301 02) € T,

. iii) (0,0,0) € T,,
(0,0,0) = (A, A\, A) €Ty, (A=0)

o iv) —3€T,,
—(AMANA) = (=X =\, =) e T,.

Teorema 4.0.6. (Tr,+,-) € um subanel de T.

Demonstragiao. Também de acordo com definigao 2.2.3, o conjunto (T, +,-) serd um subanel de T

se dados 3 = (z,y, —z — y), 31 = (z1,y1, —21 — Y1), 32 = (T2, y2, —22 — y2) € Tx:
o 1) 31 +32€ Tx,

31+32 = (r1,y1,—21 —y1) + (22,92, —22 — ¥2)
= (x14+ 22,91+ Y2, —T1 — T2 — Y1 — Y2)
= (x1+ 22,91 +y2, — (21 +22) — (Y1 +y2)) € Tx
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o ii) 3132 € T,

3132 = (71,91, —71 — y1)(22,¥2, —72 — Y2)
= (z1z2 —y1(z2 +y2) — (21 + Y1) Yo,
(z1 +y1)(z2 + y2) + 2192 + Y122,
Y1y2 — T1(72 + y2) — (21 + y1)z2)
= (7172 — 2y192 — (2192 + Y172),
122 + Y192 + 2(21Y2 + y122),
Y1y2 — 2z122 — (7192 + Y122)) € Ty

e iii) (0,0,0) € T,
(070,0):(0,0,—0_0)6']1171—, (m:y:O)

o iv) —3€ T,
_(«Ta% —X — y) = (—.’L', —-Y, —(—.'L' - y)) € Tﬂ"

Teorema 4.0.7. (T,,+,-) € um ideal de T.

Demonstragio. De acordo com defini¢ao apresentada em 2.3.1, o conjunto (T, +, ) serd um ideal
de T se dados 3 = (A, A\, A), 31 = (A1, A1, A1), 32 = (A2, A2, A2) € T, (para quaisquer A, A1, A2 € R),
ey =(,y,2)eT:

o )31 —32€T,,
31— 32 = ()\15 Aly)‘l) - ()‘25 A?,)‘Q)
= (M=, 1 — A, A\ —XN) €Ty,
o i) 35’ =33 T,

3 = (WA@Y,
= A+ X+ M N M AN N+ M) = (e, ) € T

Teorema 4.0.8. (T, +,-) é um ideal de T.

Demonstragao. Mais uma vez, de acordo com definigdo apresentada em 2.3.1, o conjunto (T, +, -)
serd um ideal de T se, dados 3 = (z,y, —z — y), 31 = (¥1,y1, —T1 — Y1), 32 = (T2, Y2, —T2 — y2) € Ty,
€ 5/ = (:L‘/’y/, Z/) E T:

° 1) 31_32€T7r7

n—3 = (z1,y1,—x1 — 1) — (2,92, —T2 — Y2)

= (21 —22,y1 — Y2, —(x1 —22) — (y1 —y2)) € Ty,



32

o ii) 33’ =55 € T,

3 = (vy,—z—y)y, )
= (w2’ +y2' — (@ +y)y,
—(z+y)2 +ay +ya,
yy' + a2’ — (x +y)2')
= (22’ +y2 =y —yy,
—xz — vy +ay +ya,
vy + a2 — xa’ —yx') € T,.

Na sequencia discute-se algumas defini¢des convenientes para o estudo da algebra dos ntmeros

terndrios.

4.1 A forma algébrica dos niumeros ternarios

Todo nimero terndrio 3 pode ser escrito de maneira tnica na forma (aqui denominada, em

analogia ao caso dos nimeros complexos; forma normal dos terndrios):

3= (2,y,2) = 7+ yq + 2q* (6)

onde z,y,z € Req=(0,1,0), de maneira tal que pode-se ver facilmente pela regra de multiplicacao
ternaria que q = (0,0,1), e yq = (y,0,0)(0,1,0) = (0,y,0), 2q> = (2,0,0)(0,0,1) = (0,0, 2). Os
ternarios q e q2 podem ser denominados a primeira e a seqgunda unidades imagindrias terndrias,
respectivamente, em completa analogia com o caso dos ntimeros complexos. E possivel observar a

1 = g? (e consequentemente (q?)~! = (q~!)~! = q). Multiplicando ambos os

importante relacdo q~
lados da relacdo q? = q~! por q, revela que g = 1. De fato, todo o sistema de nimeros ternarios
pode ser construido de outra maneira, partindo de operagdes com base nestas trés raizes cibicas
independentes da unidade: 1, q e g*> (independentes no sentido de formarem uma base linear de
vetores unitarios do R3).

Com base na analogia acima com nimeros complexos, é apropriado designar as trés entradas de
um namero ternario como o a parte real, a primeira parte imagindria e a sequnda parte imagindria

de 3:
« A denominada parte real de 3: z = R(3) = R(x + yq + 2q2),
A denominada primeira parte imaginaria de 3: y = 31(3) = S1(z + yq + 2q?),

« A denominada segunda parte imagindria de 3: z = J2(3) = Ja2(z + yq + 2q?).
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4.2 A funcao médulo cubico

Quanto ao moédulo no caso dos nimeros ternarios, uma funcao real definida para todo 3 € T, o
moédulo ciibico (ou pseudo-médulo, ja que aqui ele pode assumir valores negativos), simbolizado por

33, pode ser assim definido:

Definicao 4.2.1. (Médulo Cibico) Define-se |3]3: T — R a fungio mddulo cibico como o nimero

real associado ao nimero terndrio 3 = (x,y, z) dada por

3ls = /2 + 93 + 2% — 3ayz, (7)

Esta fun¢ao atribui um nimero real (positivo, negativo ou zero) a qualquer nimero ternério

3 € T, e induz uma particdo no conjunto T no sentido indicado no final da subsecéo 4.0.1:

e To={(z,y,2) € R®||3/3 =0} = T, UT,: (O conjunto dos niimeros ternarios nio invertiveis,

ou o conjunto dos nimeros ternarios de médulo cibico zero),

o T*={(x,y,2) € R?||3/3# 0} =T_UT,: (O conjunto dos niimeros ternarios invertiveis, ou

o conjunto dos nimeros ternarios de médulo ctibico nao-nulo), onde:

o T_ ={(x,y,2) € R*| |33 < 0}: (O conjunto dos niimeros ternarios de médulo ctibico

negativo)

e T, ={(x,y,2) € R*| |33 > 0}: (O conjunto dos niimeros ternarios de médulo ctibico

positivo).

Além do mais, quando existe, o inverso de um ternério 3 = (z,y, z) também pode ser escrito

como
1

= 3 .
1313
Assim como no caso das dlgebras de composi¢do com normas quadréticas, o médulo ctibico leva

—1

3 (2% —yz,2° —ay,y* — a2) (8)

naturalmente a uma regra de composi¢ao da norma cibica:
Proposigao 4.2.2. (Propriedade da composi¢cdo do médulo terndrio): 31323 = [31]3]32(3

Demonstragdo. Elevando os dois membros dessa equacao ao cubo, é possivel demonstrar algebrica-

mente que |31]3]32]3 = |3132]3, ou seja, que:
(23 4 93 + 23 — 3wiyr20) (@5 + v + 25 — Baoynze) = a® + b® + 3 — 3abe (9)

onde (a,b,¢) = (z1,y1, 21) - (T2, Y2, 22) = (122 + Y122 + 21Y2, 2122 + T1Y2 + Y122, Y1Y2 + T122 + 2122).
Por um lado temos:

313323 = (af +yi + 2 = 3zyiz) (a3 + 45 + 25 — 3wayzo)
= (2} +yi +2)) (23 + y5 + 23) + 9r12201Y021 20
— 3((@} + o} + 2D)wayezs + (28 + 3 + )rayi2 )
E, por outro lado:

a® + 0%+ —3abe = (w132 + y122 + 2192)° + (2122 + 21y2 + Y122)° + (Y12 + 122 + 2122)°
— 3(z1m2 + Y122 + 21y2) (2122 + T1Y2 + y122) (Y1y2 + T122 + 2122),
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trabalhando com cada termo do lado direito separadamente (e usando a identidade algébrica
(a+b+c)*=a3+b>+ A+ 3a%b + 3ab® + 3a’c + 3ac? + 3b%c + 3bc? + 6abe):

ad = (x122 + Y122 + 21y2)3 = (x?:z:% + y{’zg’ + zf’yg) + 62122Y1Y221 22

+3(zTasy120 + T122yi 75 + aTa5 21y + T1@22TYS + Y125 21 Y2 + Y12221Y5)
Vo= (2122t wye +yime)® = (2528 + adys + yind) + 6z1m0y1y221 22

+3(21 25wy + 21220705 + 21251 T + 2122915 + TIYRYL1 T + T1y2y; 75)
A = (yiye +x122 + 2112)% = (Yiys + 2325 + 2323) + 6z12201 9221 22

2 2 2.2 2 2 2.2 2.2 2.2
+3(y1y2x122 + Y1Y2x125 + Y1Y521T2 + Y1Y22125 + r1252102 + xlzgzle),
e somando,

@’ + 00+ = (afad+yiad + Y5 + 202 + alys + yied + yiys + 2tz + 2773) + 181wayiyezi 2

+3(aia3y120 + T1T2yT 25 + TiTF 1Y + T1T22T Y5 + YTEs 212 + Y12221Y5)

+3(21 2501y + 21220705 + 21251 T + 212297105 + TIYRYLT + T1y2y; 45)

+3(y%y§x1zQ + y1y2x%z§ + y%y%zlxg + y1y2z%x% + x%zgzlxg + xlzgz%xg)

= (2} + i +20) (@3 + y3 + 23) + 18T1x2y1y221 2

+3 (5@33%3/122 + 2122y 25 + T3 21Y2 + T12227Y5 + YT25 Y + 12221 Y5
+2iz5w1Ys + 1 220TY5 + 2125100 + 21205 + TTY3Y1T2 + T1Y2yTTh
—l—y%y%a:l,z’g + y1y2x%z§ + y%y%zlxg + y1y2z%x§ + x%zgzlxg + .%'1222%1’%)

e também o termo —3abc = —3(x122 + Y122 + 21Y2) (2122 + T1Yy2 + v1x2) (Yy1y2 + T122 + 2122), que

pode ser calculado com o auxilio da identidade algébrica:

(+X)y+Y)z+2) =ayz+ (2yZ + 22Y +yzX) + (Y Z +yXZ + 2XY )+ XY Z,
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portanto,

abc = (w172 + Y122 + 2192) (2122 + T1Y2 + y122)(Y1y2 + T122 + 2172)
= (961:82 + (Y122 + Zl@/Q)) (Z/ﬂ/z + (T122 + 21162)) (2122 + (r1y2 + y1$2))
= T1T2Y1Y221%22 + ($1$2y1y2($1y2 + y172) + 17221 22(T122 + 2172) + Y1y22122(Y122 + 213/2))
+(931902(93122 + 2122)(T1y2 + Y122) + y1y2 (Y122 + 2192) (T1y2 + y132) + 2122(y122 + 2192) (2122 + 21932))
+(y122 + 2192) (2122 + 2122) (T1Y2 + Y172)
= Z1Y121T2Y222 + (:c%y%ylxz + y%x%xlyg + x%z%zlxg + z%m%xlzz + y%zgzlyg + z%ygylz&)
+(:v1a:2($%y222 + 21021 Y + T1 220122 + T5Y121) +
y1y2(yi 222 + y12001y2 + 21929122 + Y3 2121) +
z122(21y2m2 + Y12221%2 + 21Y221 22 + Z%ylx1>)
+(y122 + 2192) (27222 + T1Y1 2222 + T12122Y2 + T5Y121)
= T1Y1R1T2Y2%2 + (ﬁygng + yirsT1Y2 + 23252 T2 + 2asT1 22 + Y21y + Z%?J%%Zz)
+((mi”x2y2z2 + $%$%Zly2 + J;%x%?/l@ + 1633313/121) +
(Yiyozows + yiysaize + yiys 2122 + Yoynz12) +
(25209202 + 2125122 + 2125 m1Y2 + zgzwlm))
+(m%z§y1yz + yfzéxlxg + Z1Y12122Y2%2 + w%ylezg + m%ygzﬂz + Z1Y12172Y2%2 + Z%ygmm + x%Z%ylyQ)
= Bezzaysz + (213yes + yiadeiys + 2z, + fadeiz + yiBays + yduiz)
+($%$%Zly2 + ziThy1 22 + YTY T 22 + YTYs 21T + 21 23T + Z%Z§$1y2)
+(#33y110 + vl Bwrws + 2Byt a1z + 2tyd sz + ydzazs + 23etyine)
+(93:f902y222 + YSyazama + 25 2ou0xa + A3T1Y121 + Yayr2121 + Zgzl?hﬂfl)
= 3r1Y12122Y222 + (Jc%y%ylxg + y%x%mm + 33%232’1962 + Z%xgxlzz + y%zgzwz + Z%y%yﬂz
+ x%x%zlyg + x%m%ylzg + y%y%xlzg + y%ygzlxg + zfz%ylxg + zfz%xlyg
+ 223y1ys + yiedwims + adytaize + 2Bz + 2fydeims + 232tyiys )

(@ + g+ ) zayaze + (25 + Y3 + 23z
e entao,
—3abc = —9z1y12122Y222 — 3(517%.@%3/1962 + y%xgsmyz + x%zgzlm + z%x%xlzz + y%zgzlyg + z%y%ylzz

2.2 2.2 2.2 2.2 2.2 2.2
+ rir521Y2 + rIT5Y122 + Y1 Ysx122 + Y1Y321T2 + 2125Y1T2 + 2125X1Y2

2.2 2.2 2 92 2 92 2.9 2.2
+ T123Y1Y2 + Y122 T1T2 + TY 2122 + TIYR122 + 21YrT122 + $2Z1y1y2)

—3((55? +yd 4 2 woyaze + (3 +ys + Z§)$1y121)
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de maneira que,

a4+ 4+ —3abe = (23 +yd + 23 (23 + y5 + 23) + 18z xay1 Y021 20 — 9T 1YL 21Ty 20

=3((2f + o} + 2B)wayozs + (28 + 43 + 2D)rayra ) +

+3(95%95%3/122 + 2122y7 25 + 213 21Y2 + T1T227Y5 + Vi 23 21Y2 + Y12227 Y
+z%z§x1y2 + legx%y% + z%zgylxg + zley%xg + x%y%ylxg + xlygy%xg
—Hﬁy%xlzg + y1y2x%z§ + y%ygzlxg + y1y2z%x§ + x%z%zlxg + x1z2z%x§)

—3<x%y§y1x2 +yirimiys + xiz 1w + A{wirize + yiza 21y + 2Yay 22
+ x%x%zlyg + x%x%ylzg + y%y%xlzg + y%ygzlxg + z%zgylmg + z%z%xlyg
+ 2823y1ys + yiedwims + wdytaze + atydaize + 2fydeims + 232tyiys )

= (2} +yi + 27 — 3z1y121) (23 + y5 + 25 — 3zay022)

A questao do conjugado dos niimeros terndrios ndo sera tratada neste trabalho. Vale apenas
ressaltar que, diferentemente do caso complexo, os niimeros ternarios admitem naturalmente um
conjugado terndrio, e ndo dual (vide o item 6 da proposi¢ao 3.2.2), no sentido de que o conjugado do

conjugado do conjugado de um ntmero ternério é ele mesmo!

4.3 A representacao matricial dos nimeros ternarios

Como foi feito para o caso dos niimeros complexos, uma maneira alternativa de se representar
os numeros ternarios, com matrizes, pode ser feito. Lembrando a forma algébrica dos niimeros

terndrios:

3= (2,9,2) =2 +yq + 2q°

representando por ) a matriz 3 X 3, que é uma matriz circulante estudada em (

)

)e( , ) geometricamente corresponde a rotagao de um angulo de 120° = 2%raal em

torno da reta r, a trissetriz, no espaco R3:

O
Il
o = O
_= o O
[ R e R
—
[—
@)
N—

diz-se entdo que @) é uma representacio matricial do nimero terndrio q = (0, 1,0), pois,

01 0 100
Q*=10 0 1/,@*=10 1 o] =1 (11)
100 00 1

entdo, @% é uma representacio matricial do niimero ternario q? = (0,0,1), e obviamente I, a matriz

identidade 3 x 3, é a representacgao aqui da unidade real 1.
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Assim, um nimero real puro qualquer x pode ser associado & matriz

8

~

Il

8
o O =
o = O

0
0| =
1

o O 8
o 8 O
& O O

um numero “primeiro imaginario puro” pode ser associado a matriz

001 00 y
yQ=y|1 0 0|=1|y 0 Of,
010 0y 0

e um nimero “segundo imaginario puro” pode ser associado a matriz

2Q% =z

= o O

S O =

o = O
Il

n O O

S O W

S v O

de maneira que um nimero ternario qualquer 3 = (x,y, z) pode ter sua representagdo matricial na
forma geral

100 001 010 T oz oy
s=al+yQ+2Q° =210 1 0| +y[1 0 0| +2]0 0 1| =|y z =
00 1 010 100 z oy @

E interessante observar que o determinante da matriz que representa esse nimero ternario geral
qualquer é precisamente z3 + y® + 2% — 3zyz.
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5 Aplicacao na sala de aula

Visando a utilizagdo de temas da dlgebra em sala de aula, foi elaborada a seguinte atividade
para explorar conteiidos de algebra.

A atividade foi realizada com os alunos do terceiro ano do Ensino Médio, alunos da Escola
Estadual Doutor Arthur Bernardes (Sete-Lagoas/MG). Seguindo o Plano de Curso de Matemaética
- 2023 ( , ), 0 objeto de conhecimento para o ensino da Geometria Analitica eram as
matrizes. Devido a isso, surgiu a necessidade de se revisar as operagoes basicas com matrizes, devido
a uma certa defasagem do ano anterior.

Para poder trabalhar com os alunos a resolucao de sistemas lineares e a condicdo de alinhamento
de trés pontos no plano, saberes que sdo necessarios na matéria de Geometria Plana, foi necessario
introduzir aos alunos os conceitos de igualdade, soma, subtracdo e multiplicacdo de matrizes. Esses
conteidos foram distribuidos e trabalhados da seguinte maneira (cada aula apresentada tem a

duragao de 50 minutos):

o Aula 1) Explicacao sobre soma e subtragdo de matrizes. Aula expositiva e explicativa, com

resolucao de atividades em sala sobre o assunto apresentado,
o Aula 2) Correcao da atividade da aula passada sobre soma e subtragdo de matrizes,

o Aula 3) Multiplicagao de matrizes. Nessa aula iniciou-se o aprendizado da multiplicagdo de

matrizes com matrizes na forma 2 x 2,

o Aula 4) Atividades sobre multiplicagdo de matrizes, uma observagao foi concluida pelos alunos

- o0 produto das matrizes nem sempre é comutativo,

o Aula 5) Nessa aula, para introduzir a atividade elaborada abaixo, foi explicado aos alunos
conhecimentos fundamentais sobre o conjunto dos ntimeros complexos, sendo salientado para
eles que ndo existe apenas o conjunto dos niimeros reais. Nessa aula apresentou-se também a

representacao matricial dos niimeros complexos.

Apés o desenvolvimento das aulas acima, segue a atividade proposta.

5.1 A proposta

Foi apresentado aos alunos a matriz 2 X 2 que é a representacdo matricial do niimero complexo
z = a + bi. Apresentou-se para a turma a definicio de um grupo aditivo abeliano, e os alunos,
dispostos em grupos de quatro pessoas, tinham como tarefa investigativa verificar se, de fato, o
conjunto das matrizes 2 X 2 que é a representacdo matricial dos nimeros complexos, é um grupo

aditivo abeliano.

5.1.1 Atividade 01 - Grupo Aditivo Abeliano

Apresentada a matriz abaixo, que é a representacao matricial do nimero complexo z = a + bi

(conforme a segdo 3.4):
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foi solicitado aos alunos que verificassem que as matrizes de ordem 2 X 2 representam um grupo
aditivo abeliano, ou seja, que a soma usual de matrizes de ordem 2 x 2 obedece as propriedades de

associatividade, comutatividade, existéncia do elemento neutro e existéncia do simétrico:
o 1) (Associatividade da soma): A+ (B+C)=(A+ B)+C,
o ii) (Comutatividade da soma): A+ B = B + A,
o iii) (Ezisténcia do elemento neutro da soma): A+0=0+ A = A, onde 0 é a matriz nula,
o iv) (Ezisténcia do simétrico): A+ A" = A'+ A =0, onde 0 é a matriz nula,
ou seja, os alunos deveriam verificar que:

o i) (Associatividade da soma)

a —b . c+e —d-—f
b a d+f c+e

que é igual ao lado direito da equagao matricial,

b

a+c+e —b—d-—f
b+d+f a+c+e

a+c —-b—-d
b+d a+c

a+c+e —b—d-f
b+d+f a+cHe

e ii) (Comutatividade da soma)

a —b n c —d _la+tc —b—d

b a d cl| |b+d atc |’
que é igual a,

c —d n a —b _|lcta —d—0b

d ¢ b a| |d+b c+a

o iii) (Ezisténcia do elemento neutro da soma)

i A O L P

o iv) (Existéncia do simétrico)

a —b —a b —a b a —b 00
+ = + =
b a —b —a -b —a b a 0 0
Dessa maneira, pode-se afirmar que as matrizes apresentadas caracterizam um grupo aditivo
abeliano. Os alunos conseguiram demonstrar que o conjunto das matrizes 2 X 2 que forma uma
representagdo matrical dos niimeros complexos, de fato caracteriza um grupo aditivo abeliano.
Alguns grupos apresentaram dificuldades na compreensao da propriedade da comutatividade. Outros

conseguiram resolver a atividade investigativa sem dificuldades. Na sequencia, segue outra proposta
de atividades semelhante a anterior.
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5.1.2 Atividade 02 - Grupo Multiplicativo Abeliano

Uma vez mais, apresentada a matriz abaixo, que é a representacdo matricial dos niimeros

complexos z = a + bi:

solicitou-se aos alunos que verificassem que o conjunto das matrizes 2 x 2 que forma uma representacao
matrical dos niimeros complexos é um grupo multiplicativo abeliano, ou seja, que o produto desse tipo
de matrizes de ordem 2 x 2 obedece as propriedades de associatividade, comutatividade, existéncia

do elemento neutro e existéncia do inverso:

o i) (Associatividade do produto): A-(B-C)=(A-B)-C,

o ii) (Comutatividade do produto): A-B = B - A,

iii) (Ezisténcia do elemento neutro do produto): A-1 =1-A = A, onde I é a matriz identidade
2 x 2,

e iv) (Existéncia do inverso): A- A1 = A71. A =1,
ou seja, os alunos deveriam verificar que:

o i) (Associatividade do produto)

a —b ' ce —df —cf —de
b a de+cf —df +ce

_ |ace —adf —bde —bef —acf — ade + bdf — bee
B bee — bdf + ade + acf —bef — bde — adf + ace|’

que é igual a

ac—bd —ad— be
bc+ad —bd+ ac

ace — bde — adf —bef —acf + bdf — ade — bce
bce + ade — bdf + acf —bef — adf — bde + ace

{Ah

o ii) (Comutatividade do produto)

a —b c —d B ac—bd —ad— be
b a d c¢| |be+ad —bd+ac

que é igual a,
c —d a —b _|ea— db —cb—da
d c b al| |da +cb —db+ ca

o iii) (Ezisténcia do elemento neutro do produto)

A A PO X
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o iv) (Existéncia do simétrico)

_ a b a b _ a’+b%>  ab—ba
a b a?+b%  a?+4b% | _ |a?4b%  a?+b? | | a b — | a®+b? a22+b§ — 10
—b a —b a ba—ab b°+a
b a PRER R . ) ZF2 aZ+b2 b a 2102 aZ+b2 01

Como a comutatividade também é uma propriedade valida para o conjunto especifico das matrizes
apresentadas, segue que esse conjunto de matrizes representa um grupo multiplicativo abeliano.
Através dessas atividades pode-se exercitar com os alunos algumas nogoes de estruturas algébricas
basicas.

5.2 Conclusao geral sobre a atividade aplicada e a atividade proposta

Levar os alunos a compreender que a matematica vai além do que é apresentado nos planos
curriculares propostos é a motivacdo para a atividade acima. O intuito era levar os alunos ao
exercicio do pensamento algébrico mais abstrato, algo que nao é usualmente apresentado na sala de
aula, e apresentar para os mesmos um pouco das estruturas algébricas e conjuntos numéricos de
interesse matematico, que o conteiido da matemaéatica moderna nao se resume somente ao conjunto
dos ntimeros reais, além de explicar que um nimero pode ser representado de uma forma diferente
da usual, no caso, como uma representagao matricial.

Os alunos acolheram a atividade de forma bem receptiva, se sentiram desafiados e tiveram
disposicao para concluir a atividade. A atividade 2 ainda segue como uma porposta de continuagao

da atividade 1, mostrando um caso especial onde a multiplicacdo é comutativa.
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6 Conclusao e perspectivas futuras

O presente trabalho apresentou algumas estruturas algébricas elementares como grupos, subgrupos,
anéis, ideais e corpos. Para melhor compreensao do leitor, cada definicdo apresentada possui exemplos.
Apresentou-se o conjunto dos niimeros complexos onde verifica-se sua estrutura algébrica concluindo
que 0 mesmo é um corpo, apresentou-se também o elemento inverso de um nimero complexo, a
forma algébrica, o conjugado, o médulo e a representacdo matricial dos niimeros complexos. Também
foi realizada uma aula pratica com alunos do ensino médio, mostrando a aplicacao da definicdo de
grupos com a representacao matricial dos niimeros complexos.

Como objeto principal de estudo, apresentou-se uma investigagao sobre os nimeros ternarios, onde
foram utilizadas as defini¢bes apresentadas de estruturas algébricas para se classificar o novo conjunto
em estudo. Verificou-se que o mesmo representa um anel, porém os niimeros que nao possuem inverso
apresentam algumas intrigantes propriedades. O curioso polinémio ctibico z3 + y3 + 23 — 3zyz se fez
presente, revelando o papel de uma superficie ciibica muito peculiar denominada Esfera de Appell.

O desenvolvimento do estudo desse relativamente novo conjunto numérico foi feito o tempo todo
em analogia com o conjunto dos ntimeros complexos, ou seja, apresentou-se também nesse caso sua
estrutura algébrica, elemento inverso (quando hd), foi apresentada sua forma algébrica, a funcao
modulo cibico, e por fim, uma representacdo matricial dos niimeros ternarios.

Neste trabalho nao foi possivel realizar a apresentacio detalhada da forma polar dos niimeros
ternarios, nem o caso dos conjugados para os ternarios. Portanto, como perspectiva de trabalho
futuro pode-se esperar um estudo mais aprofundado das func¢des hiperbdlicas e trigonométricas de
terceira ordem ( ) ) e sua relagao com a forma polar dos nimeros
ternarios, além de uma investigacdo sobre os conjugados dos niimeros ternarios. Uma amostra dessas

perspectivas é apresentada no Apéndice B deste trabalho.
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7 Apéndice A: O polinémio z° + ¢ + 2 — 3zyz

A primeira de muitas ( , ) propriedades interessantes observada no polindémio
ctibico de trés varidveis D(z,y,2) = 23 4+ y3 4+ 2% — 3zy2z é que 0o mesmo é simétrico em suas trés

variaveis, ou seja, é o mesmo para todas as permutacgoes de x, y e z:
D(z,y,z) = D(y,z,z) = D(x,z,y) = D(y, z,x) = D(z,y,x) = D(z,z,y).

Observa-se que D(x,y,z) é homogéneo de grau 3, ou seja, D(tz,ty,tz) = t3f(z,y,z). Para
fatorar esse polindmio pode-se proceder seguindo alguns passos, através da bem conhecida identidade

algébrica:

P4y = (+y) (@ —ay+yd)

= (@+yl=+y)?* -3y
= (z+y)°® - 3ay(z +y),

de maneira que,

D(z,y,2) = [(x+y)®—3zy(x+y)] + 2> - 3zyz
= [(&+y)®+ 2% = 3ey(z +y) — 3zyz
= (e+y+2)[(e+y)?— (@ +y)z+2"] = 3ayle +y+2)
= (z4y+2)(@®+y®+ 2y —xz —yz+ 22) — 3zy(z +y + 2)
= (z4y+2)(@®+y* + 2y — vz —yz + 2> — 3x7)
finalmente,
D(z,y,2) =24+ + 25 —3zyz = (x +y+2) (@2 + > + 2% — 2y — yz — x2). (12)

fatoracao essa que leva aos seguintes resultados:
Teorema 7.0.1. Sex =y =z ouz+y+2z=0, entio D(x,y,z) =0, ou seja; x3 413 + 22 = 3ayz.
Demonstragio. Evidente por (12). |

Teorema 7.0.2. Sex,y, z€ R e D(z,y,2) =0, entaiox+y+2=0 ouzx=y=2z2=0. Em ambos
2 2 2

08 €Casos x* — yz = y= — zx = 2= — xY.

Demonstracio. Por (12) tem-se que, se D(z,y,2) =0, entdo ou x +y+2z = 0 ou 22 4+ y? + 22 —xy —
yz — zx = 0. Se for o segundo caso, multiplicando essa equagao por 2 e reorganizando, obtém-se
(x—y)?+(y—2)2+ (2 —2)2 =0. Como z, y e z € R, conclui-se imediatamente que = = y = z.

2

E se x =y = 2, claramente 2> —yz = y?> —zx = 22 —2y. Sex+y+2=0, x = —(y + 2) entdo

2?2 —yz=(y+2)%—yz=192+yz+22 Entaoy? —zx =y +2(y+2) = > +yz+22 = 22+ (y+2)y =

22— xy. |

A prova do teorema 7.0.2 estabelece o seguinte:

Teorema 7.0.3. D(z,y,2) = 2(z+y+2)[(x —y)? + (y — 2)* + (z — )%
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Demonstragao. Multiplicando e dividindo (12) por 2:

1
D(z,y,z) = i(x +y 4 2)(22% + 29 + 22% — 22y — 2yz — 2x2)
1
= i(x—i-y—kz)(a:z—2xy+y2+y2—2yz+z2+m2—2xz+22)
1
= Sty )@ -9+ -2+ (- 2)]

Teorema 7.0.4. Se x, y e z sdo numeros reais nao negativos, D(x,y,z) > 0, com a igualdade

vdlida somente se x =y = z.

Isso também pode ser deduzido elegantemente através da famosa desigualdade M.A. (Média
Artmética) > M.G. (Média Geométrica): Se a, b, ¢ > 0, entao %(a + b+ c) > Vabe. Colocando

a=23 b=y c=2%tem-se que L(a® + ¢ + 2%) > {/23y32% = xyz, que d4 o resultado desejado.
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8 Apéndice B: A forma polar dos nimeros ternarios

Para ter uma espécie de representacdo polar dos nimeros terndrios e compreender o significado
geométrico codificado pela algebra terndria, algumas digressoes sdo necessarias. A seguir sdo
apresentadas as chamadas fungées hiperbolicas de terceira ordem (apresentadas em mais detalhes
em ( , 2020), ( , 2022), ( , 1982), (

, 1996) e ( , 2005)):

o0 t3l~c t3 6 t9
haolt) = coshao t = ,;) (Bk)! =gt ta e

o0 43k+1 44T 410
haa(t) = semban =D gy =t g g g

S t3k:+2 t2 5 t8 t11
haat) = sembaa t=D oy — o e e i

essas sao trés fungdes que sdo as solugoes lineares independentes da equacao diferencial de terceira
Ordem ( Y )7( ) ):

3
5ult) = y(t),

com as seguintes condicoes iniciais:

coshg(0) = 1, coshs’(0) =0, coshsp”(0)=0
senhs; (0) = 0, senhs;’(0)=1, senhs;”(0)=0
senhso (0) = 0, senhss’(0) =0, senhss”(0)=1

Da defini¢ao das fungées em termo de suas séries de poténcia, é facil ver que coshsg (0) = 1,

senhs ;1 (0) = 0 e senhg 2 (0) = 0, e derivando as séries termo a termo, pode-se mostrar que:

d d t3 6 9 t2 t5 t8 tll

@coshgot = d—(1+3'+6l+9|+ ) —+5'+8'+ﬁ+ .=senh3o t
9 onhyy t d(+t4+t7+tw+ )=1 PR hao ¢
— sen = — — = cos

e ot dt 71" 10! 316 "9l %0

d d 2 5 8 4l 44T 410

% senh372 t = dt( + = 5| + — 8' + ﬁ + .. ) t + + 7‘ + 170‘ + ... = Senh371 t.

Os graficos das trés fungdes podem ser vistos nas figuras 4, 5 e 6, e foram construidos utilizando
o software livre Geogebra ( , ), através das férmulas equivalentes para estas fungoes,

, 2022).

que podem ser vistas em (
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Figura 4 — Gréfico da fungao coshz g ¢

E 0 || % | 0| 45 |» | - o [ 5 -3 5 5 2

Figura 5 — Grafico da fungao senhg; ¢

Figura 6 — Grafico da fungao senhgo ¢
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De forma a revelar as propriedades dessas fungoes, pode-se usar o teorema de Ungar ( ,
), ( , ), ( , ). Seja uma matriz 3 x 3, denominada

matriz hiperbdlica, construida a partir das funcoes hiperbdlicas de terceira ordem da seguinte maneira:

h370(t) h371(t) h372(t) COSh370 t senh371 t senh372 t
Hg(t) = hgg(t) hg,o(t) h3’1(t) = senh372 t COSh370 t Senhg,l t
h371(t) h372 (t) h370(t) senh371 t senh372 t COSh370 t
essa é uma matriz circulante ( ) )y ( , )y ( , )e(

) que tem as seguintes propriedades:

)

Teorema 8.0.1. (Teorema de Ungar) Seja |H3(t)| o determinante da matriz hiperbélica Hs(t),

entao

[Hs(t)| =1, VteR,

Hg(tl +t2) = H3(t1)H3(t2), Vi1, t2 € R,

Da primeira parte do teorema, |Hs(t)| = 1, deduz-se a identidade fundamental para as fungoes

hiperbélicas de terceira ordem:
coshs St+ senhs 1 3t + senhs o 3t—3 coshs o tsenhs tsenhso t =1 (13)

e da segunda parte, Hs(t1 + t2) = Hs(t1)Hs(t2), ou seja,

hso(ti +t2) hai(ti +t2) hsa(ti + t2) h3o(ti) hsi(ti) hsa(ti)| |hso(t2) hsai(t2) hsa(tz
hso(ti +t2) hao(ti +t2) hai(ti+t2)| = |hs2(t1) hso(ti) hsi(ti)| [hsa(t2) hso(tz) hsi(te
h3i(ti +1t2) haa(ti +t2) hso(ti + t2) h3i(t1) hsa(ti) hso(ti)| |hsai(t2) hsa(t2) hsoltz
resulta da primeira linha desta igualdade (as outras linhas sdo redundantes):
coshs o (t1 + te) = coshg o t1 cosh3 g 12 + senhg 1 1 senhso to + senhs o 1 senhs ;1 to
senh371 (tl =+ tg) = COSh370 t1 senh371 to + senh371 t1 COSh370 to + senh372 t senh372 to
Senh372 (tl + tQ) = COSh3’0 t1 senh372 to + senhg’l t1 Senhg,l to + Senh3,2 t1 COSh370 to

de onde seguem as formulas de argumento duplo

coshz o (2t) = coshgy 2t 42 senhs ;1 tsenhg o t
senhs; (2t) = senhgo 2t+2 coshz g tsenhs ¢
senhs o (2t) = senhg 2t+2 coshz g tsenhz o ¢

além disso, fazendo t; = t e to = —t na equagdo Hs(t1 + t2) = Hs(t1)Hs(t2), e lembrando que
coshg o (0) = 1, senhsz ; (0) = 0 e senhz 5 (0) =0,

Hs(t)H3(—t) = H3(0) =

S O =
S = O
— o O
I
&
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ou seja, H3(—t) = Hy 1(t), a matriz hiperbélica com o sinal do argumento trocado é igual & inversa
da matriz hiperbélica. Assim, computar H3 () permite exibir o(s) tipo(s) de simetria(s) que as
fungoes hiperbdlicas de terceira ordem possivelmente possuem. Como o determinante de Hs(t) é

sempre 1, e

H3(—t) = Hy'! Adj(H3(t)) = Adj(H3(t)),

1
(t) =
| H3 ()]
a matriz inversa de Hs(t) é sua prépria matriz adjunta; a transposta da matriz dos cofatores. Por

célculo direto,

P>

Ao(t) Ao(t) Ax(t)
H3(—t) = Adj(H3(t)) = |A1(t) Ao(t) As(t)
Ao(t) Ar(t) Aolt)

onde Ag(t), A1(t) e Ag(t) s@o os cofatores do primeiro, segundo e terceiro elementos da primeira linha

de H3(t), respectivamente. Calculando os respectivos cofatores e igualando as matrizes, conclui-se

coshzo (—t) = Ap(t) =coshsp 2 — senhs ; tsenhg o t
senhs; (—t) = Ay(t) =senhsy 2 — senhs ;1 tcoshzg t
senh372 (*t) = Al(t) = Senh371 2t — senh372 tCOSh370 t

evidenciando o fato (6bvio, pela definicdo dessas fungdes) de que as fungoes hiperbdlicas de terceira
ordem néao sao funcdes impares, nem pares.
Na proxima secao, a relacao entre a fungoes hiperbodlicas de terceira ordem e os niimeros ternarios

é explicada.

8.1 As funcodes hiperbélicas de terceira ordem e os nimeros ternarios

Para buscar a forma polar dos ntimeros ternarios é necessario estabelecer uma defini¢ao para
as fungoes ternarias. Adotando o significado de uma func¢ao ternaria f : D C T — T naturalmente

como uma atribuicdo de um ndmero ternario a cada elemento de um dominio D C T:

Definicao 8.1.1. (Fung¢do Terndria) Uma fungio terndria de uma variqvel f : D C T — T é uma
tripla ordenada de fungoes reais definidas em um dominio D C T, U =U(x,y,z2), V =V(x,y,z2) e

W =W (z,y,z) que é uma atribuicio de um elemento de T a cada elemento do subconjunto D de T,

o = f(Zj) = (U(x,y,z), V(x,y, z),W(:L‘,y,z)),

ou, escrevendo na forma normal, para uma varidvel independente 3 = = + yq + 2q?, a variavel
dependente to é:
w=f(3)=UV,.W)=U+Vq+Wdqg>.

Por exemplo, a funcdo quadratica ternaria to : T — T, t = 32 pode ser escrita

o =3° = (2% +2y2) + (2° + 2my)q + (v° + 222),
e a funcdo ciibica terndria o : T — T, o = 33

o =33 = (23 + 93 + 2% 4+ 62y2) + 3(2%y + v°2 + 2%x)q + 3(2%2 + vPx + 22y)qP
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Para estudar a funcido exponencial de uma variavel ternaria, surge naturalmente a necessidade de

se trabalhar com as fung¢bes hiperbdlicas de terceira ordem. Antes de mais nada, é facil observar que:

3 4 2 5
T T
COSh370 T+Sel’lh371 T+Senh372 T = (14—?-1- )+( —f—E—f— )+< +§+ )
_ 7_2 73 T4 7_5 7_6 T7 TB 7_9
= +7+§+7+§+7+?+7+§+

< _k

-
= kz:%H,

ou seja coshzg 7 + senh3 1 7+ senhgs 7 = €7, e lembrando que q® =1 (e logo gk =1k = 1), a

exponencial de um niimero ternario do tipo primeiro imaginario puro fq, (0 € R), é

e@q _ i(eq)k

!
= K

_ 140 0 , 0 ot 5 5 05 07 0
= LHfagrdt g At g et g

93 06 94 (97 02 95 08 9
R I T R TR TP L R E TR T TIL

= coshgg 6 4 senhs; 0q + senhs o 0q°,

e se o nimero terndrio é do segundo tipo imaginario puro ¢q? (¢ € R), a exponencial é

oa i(s@qQ)’“
k=0
2 3 4 5 6 7 8

_ 2 ¥ ¥° ‘L2 L Y P2 ¥ .
R TR R TR TR T IR T

3 6 2 5 8 4 7
_ Y ¥ LRI T PP g2
= (1+3,+6'+ )+( +5,+8,+ )q+(g0+4!+7!+ )a

= coshzg ¢ +senh32 pq + senh371 oq’.

Resumindo, as trés equactes abaixo sdo trés versoes da férmula de FEuler para os nidmeros

terndrios:
e’ = coshsg 7+ senhs; 7+ senhs s 7,
el = coshs o 0 + senhs ; 0q + senhs o 0q°,
2
e’ = coshsg ¢ +senhsy pq + senhs; oq’.

A curva espacial que é o grafico da funcio vetorial 39 : R — R3 descrita pela equacio vetorial

paramétrica:
30(0) = e = (coshz g 6,senhs ;1 6,senhs o ),

é uma curva espacial que pertence a esfera de Appell, ja que as fungdes que estdo em suas coordenadas
obedecem & equacdo dessa superficie; 3 + y3 + 2® — 3zyz = 1 (vide a identidade fundamental das
fungoes hiperbdlicas de terceira ordem, equagdo 13), assim como a outra curva espacial que é o

grafico da funcdo vetorial 3, : R — R? descrita pela equacdo vetorial paramétrica:

2
30(p) = €1 = (coshz g ¢,senhz s ¢,senhs; @)
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e que é a imagem espelhada da curva 34¢(0) refletida no plano y = z.

Ambas as curvas, se consideradas ao mesmo tempo, “multiplicadas” através do produto ternério,
formam um sistema de coordenadas na esfera de Appell similar aos paralelos e meridianos na
superficie de uma esfera, de tal maneira que essa superficie pode ser parametrizada pela funcao
vetorial de dois parametros 3., : R? — R?, 30.,(0, ¢) = ef9e99” = (X(0,9),Y (0, 0), Z(0, ©)):

300(0,p) = Perd = fated’ — (X(0,0),Y(6,¢), Z(6, )

coshs o 0,senhs; 6,senhs o 0)(coshs o ¢,senhs o ¢, senhsq @)

coshg o 0 coshs g ¢ + senhg; Osenhs; ¢ + senhg o Osenhs s @)

(
(
(
(

+ (cosh3g @senhsz o ¢ + senhs; 6 coshsy ¢ + senhs s fsenhs 1 ¢)q
+ (coshszg @senhs; ¢ + senhg o 6 coshsg ¢ + senhs; 6senhs o <p)q2
como |e?1ePd’ |3 = |¢f|5]e¥9*|3 = 1, as componentes desta funcdo vetorial de dois pardmetros

30, Obedecem & equagdo |30,4]3 = VX3 + Y3+ Z3 —3XYZ = 1, o que prova que a fungao 3¢, é
exatamente uma possivel parametrizacdo da superficie esfera de Appell, e além do mais, que os
terndrios unitérios (os de médulo cuibico igual a 1) sdo da forma efatea®,

Finalmente, a fungao exponencial de um nimero ternario qualquer 3 = (7,0, ¢); é um ternério
= expjy = & = eTH0ateq que, de maneira analoga ao caso das exponenciais dos nimeros

complexos (e reais), seu médulo ctbico nunca é zero, ou negativo:

2 2
|35 = |e7 ALy = [eT|3]e d]3]e? T |5 = |eT]5 = €T,

E, por fim, a forma polar de um ternario qualquer pode ser escrita como:

3 = [3]zefatea’
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