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Resumo

Neste trabalho apresentaremos questdes e suastiespeesolucdes algébricas e/ou
aritméticas e comentéarios sobre um dos temas atmsdaa Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas — OBMEP, a AritaétDe forma a dar suporte aos
estudantes do ensino publico do nivel fundamewotalieel médio como forma de preparacao
em Aritmética para a prova da OBMEP dando énfaga@ocinio logico e pratico dedutivo e

as vezes fazendo uso de estratégias de resolugioldemas.

Palavras-chave:Aritmética, OBMEP.



Abstract

In this paper we present issues and their resolsitedgebraic and/or arithmetic and
comments on one of the topics covered in the Mattiesn Olympiad Public Schools —
OBMEP, Arithmetic. In order to support the publichsol students of elementary level to
middle level in preparation for arithmetic in thepf of OBMEP emphasizing the logical and

practical deductive and sometimes making use afegjres for solving problems.

Key-words: Arithmetic and OBMEP
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INTRODUCAO

Sabemos que a matematica como disciplina no clor&scolar da educacéo basica
tanto publica como particular no Brasil é considarama das mais dificeis. A matematica
desenvolvida nesse texto vem auxiliar o aprendizémaluno que tem como objetivo a
preparacao para a Olimpiada Brasileira de Matemdts Escolas Publicas — OBMEP.

As provas da OBMEP séo divididas em trés nivei® mivel 1 direcionada aos alunos
do6° e 7° ano do ensino fundamental, a de nivalifeéionada para os alunos da 8° e 9° ano
do ensino fundamental, ja a prova de nivel 3 é pauaunos do ensino médio.

Os assuntos abordados na OBMEP séo divididos esrten@as: Aritmética, Analise
Combinatéria e Geometria. E é sobre Aritmética gherdaremos neste texto, através das
resolucdes de problemas, divididos em trés nivaisoce feito na OBMEP.

Resolveremos cinco questdes para cada nivel. Adstamrma linguagem que nos
permite trabalhar o raciocinio logico, e evitandm&ximo utilizar féormulas prontas.

Pretendemos fornecer neste trabalho a oportunidad@ostrarmos nossa forma de
resolucdo das questbes @dimpiada Brasileira de Mateméatica das escolas puigias
(OBMEP), nossa compreensdo e aplicacdo dos corgedautematicos. Os meétodos
numéricos por si s6 representam uma faceta eskemgiaraciocinio analitico e na
compreensao das aplicagcfes tecnoldgicas que esthBase da vida escolar. O dominio da
parte tedrica por detras dos métodos torna-se wmgpeténcia importante a quando da
recriacdo de solucdes e inovacao na resolucaowts pooblemas.

Deve-se desenvolver uma compreensédo intuitiva d&stdes e do raciocinio da
Matematica, proporcionando-lhe ao mesmo tempodneresolucéo de problemas, de forma
que seja capaz de identificar um determinado pnodjea analise e o resolva recorrendo aos
conhecimentos matematicos. Com este trabalho @oms transmitir os conhecimentos da
geometria, fornecendo-lhes as resolugbes no nossto pde vista fazendo andlise e

interpretacdo das questdes e das resolucoes.
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CAPITULO |
Um Breve Histérico da OBMEP

1.1.Introducédo

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolabli®as (OBEMP) € uma
realizacdo do Instituto Nacional de Matematica ParrAplicada — IMPA — e tem como

objetivo estimular o estudo da matematica e revalantos na area.

Iniciada em 2005, a OBMEP vem crescendo a cadacalamdo um ambiente
estimulante para o estudo da Matematica entre slepoofessores de todo o pais.

Em 2012, cerca de 19,1 milhdes de alunos se irs@evna competicdo e 99,4% dos

municipios brasileiros estiveram representados.

As provas da OBMEP séo realizadas no segundo sentiestada ano e séo divididas
em trés niveis, a de nivel 1 € direcionada aosoaldo 6° e 7° ano do ensino fundamental, a
do nivel 2 é direcionada para os alunos do 8°an8°do ensino fundamental também, ja a

prova de nivel 3 é para os alunos do ensino médisgja, aos alunos do 1° ao 3° ano.

Os sucessivos recordes de participacdo fazem daEPBEI maior Olimpiada de

Matematica do mundo.
Elencamos alguns dos objetivos da OBMEP:

1. Estimular e promover o estudo da Matematica emfireoa das escolas publicas.

2. Contribuir a melhoria da qualidade da Educacédodaasi

3. ldentificar jovens talentos e incentivar seu ingoesdas areas cientificas e
tecnoldgicas.

4. Incentivar o aperfeicoamento dos professores dadasspublicas, contribuindo para a
sua valorizagao profissional.

5. Contribuir para a integracdo das escolas publioas &s universidades publicas, os
institutos de pesquisa e as sociedades cientificas.

6. Promover a incluséo social por meio da difusdoatdecimento.
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CAPITULO I
ARITMETICA

2.1. Introdugéao

A aritmética trata do estudo do conjunto dos numieimteiros. Ela tem sua
importancia em varios aspectos, como 0s quais stensas de bases numéricas (uma das
bases de todas as areas da matematica) princigalraebase decimal, que utiliza dez
simbolos (algarismos), a saber: 0, 1, 2, 3, 4,5, e 9. Com esses algarismos podemos
formar qualquer niumero inteiro.

O texto a seguir faz uma amostra de como a aritmédi pedida nas provas da
OBMEP, dando énfase na preparacdo de alunos pseatipe de prova bem como outras
provas de olimpiadas de matematica pelo Brasil mdmafora.

Veremos contagem, sistema de base decimal, médimética, critérios de
divisibilidade, dizimas peridédicas simples e coni@®s produtos notaveis, numeros
triangulares, somas dos termos de progressao tdam@.A), sequéncia de Fibonacci,

funcdo maior inteiro e raizes quadradas e cubicas.

2.2. NIVEL1

Questéao 1

O numero N tem trés algarismos. O produto dos iglgas de N € 126 e a soma dos
dois ultimos algarismos de N é 11. O algarismocgasenas de N é:

a) 2 b) 3 c)6 d)7 e9

Resolucao Algébrica:

Seja N = xyz o numero formado por trés algarisroodge x€ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9}.
Observe que x ndo pode ser zero, pois caso isstteaesse o0 numero N seria de dois
algarismos e nao de trés. Ja os algarismosg £z23, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

Pelas condi¢cbes do problema temos:

() x-y-z = 126 = 23>7. (decompondo 126 em fatores primos) e

(y y+z=11
De (Il) podem ocorrer as seguintes situacoes:

a) y=2= z=9=x =7, usando a hipotese (I).
12



b) y=3= z =8=xnéo é inteiro (x = 126/24 = 5,25).
C) y=4= z=7= xnao é inteiro (x = 126/28 = 4,5).
d) y=5=z=6= x ndo é inteiro (x = 126/30 = 4,2).
Portanto os possiveis nimeros sdo 729 ou 792, spredo algarismo dagntenaseé 7. Logo

a resposta € o iteth

Resolucao Aritmética:

Partindo da hipdtese de que a soma dos dois Ultigasismos é 11, podemos ter os
seguintes numeros de trés algarismos onde x repaes@lgarismo das centenas:

a) x29 e x92

Calculando o produto dos dois ultimos algarismoshéemos 18(2vezes9), logo o
valor de x sO pode ser 7,pois por hipétese o poodos trés algarismos que formam o niumero
é 126.

b) x38 e x83

Calculando o produto dos dois ultimos algarismoshéemos 24(3vezes8), logo o
valor de x e24—1 pois por hip6tese o produto dos trés algarisnnesformam o nimero € 126.

C) x47 e x74

Calculando o produto dos dois ultimos algarismoshjtemos 28(4 vezes 7), logo o
valor de x éZ" pois por hip6tese o produto dos trés algarisraesformam o nimero € 126.

d) x56 e x65

Calculando o produto dos dois ultimos algarismoshtemos 30(5vezes6), logo o
valor de x e25—1 pois por hip6tese o produto dos trés algarisnaesformam o nimero € 126.

ApOs essa analise das quatro possibilidades o @estdtado que deu numero inteiro

foi x = 7, logo concluimos que o algarismo dastenase 7.

Comentario: Nesta questdo na resolugéo algébrica temos qued@dado para ndo
confundir as notacfes, por exemplo, a notacédo xyrfica um nimero de trés algarismos
escrito na base decimal onde x representa o alga®s centenas, y representa o algarismo
das dezenas e z representa o algarismo das unidad@s podemos escrevé-lo também na
seguinte forma 100x + 10y + z. Mas, a notac&ozxsignificar a multiplicacdo dos trés

algarismos x, y e z.

13



Questéao 2
Esmeralda escolheu quatro nimeros e, ao somauocadeles a média aritmética dos
outros trés, achou os numeros 60, 64, 68 e 72. Qaahédia aritmética dos quatro nimeros
que ela escolheu no inicio?
a) 30 b) 31 c) 32 d) 33 d) 66

Resolucao Algébrica:

Sejam A, B, C e D os quatro numeros. Queremos lealeumédia aritmética dos

, . . +B+C+D N PORT
guatro nameros que ela escolheu no inicio I@I—=4— Ao somar cada um deles a media

aritmética dos outros trés, ela obteve:

A+ 22 =60=3A+B+C+D =180
B+ 22 =64=3B+A+C+D=192
€+ 222 =68=3C+A+B+D=204
D+ 2B* 72 5 3D+A+B+C=216

3

Somando membro a membro temos:

6A + 6B + 6C +6D = 180+192+ 204+246
6(A +B +C +D) = 792>
A+B+C+D=792/6>

A+ B +C +D= 132

A+B+C+D _ 132
M=———=

" =, ©M=33. Logo aresposta € o iten

Resolucao Aritmética:

Somando os quatros numeros dados: 60 + 64 + 68=+2ZB2 que € o dobro da soma
dos numeros escolhidos por Esmeralda. Fazendoisfdide 264 por 8 teremos a média
aritmética pedida.

Comentario: Outra questao que pode ser sugerida a partir desssao.
Esmeralda escolheu quatro nimeros e, ao somauocadles a média aritmética dos
outros trés, achou os nuameros 60, 64, 68 e 72.nM%&d& aritmética dos quatro nimeros que

ela escolheu no inicio for 33. Quais sao os quairoeros que ela escolheu no inicio?
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Questao 3

Claudia gosta de brincar com numeros de dois ol aigarismos. Ela escolhe um
desses numeros, multiplica seus algarismos e,accpsaduto tenha mais de um algarismo, ela
0os soma. Ela chama o resultado final de transfoongiadnamero escolhido. Por exemplo, o
transformado de 187 é 11, pois 1x8x9 = 56 e 5 +16;34 o transformado de 23 é nimero 6,
pois 2x3 = 6.

a) Qual é o transformado de 79?

b) Quais sao os numeros de dois algarismos cujo tnanatio é niamero 3?

C) Quantos séao os numeros de trés algarismos cugfdrarado é o numero 0?

Resolucao:

a) Primeiro multiplicamos os algarismos de 79, obte@d® = 63, e depois
somamos o0s algarismos desse produto, obtendo%6% Bogo o transformado de 79 é 9.

b) A brincadeira de Claudia consiste em duas etapgwinaeira na qual ela
multiplica os algarismos, e a segunda, na quas@iaa os algarismos do produto encontrado
na primeira etapa, no caso desse produto ter reaisndalgarismo. Para que o niumero 3 seja
obtido como transformado de um ndmero na primdaapae esse nimero sé pode ser 13 ou
31. Para que o numero 3 seja obtido como transfisrda um ndimero na segunda etapa, o
resultado da primeira etapa deve ser um nimermideatharismos cuja soma seja 0 numero
3, ou seja, deve ser 12, 21 ou 30. A tabela ababgira todos os nimeros de dois algarismos

cujo produto € um desses trés numeros.

26,62, 34 e 43
12
37e73
21
56 e 65
30

Assim sendo um total de 10nUmeros, colocando oserasmem ordem crescente
temos que: 13, 26, 31, 34, 37, 43, 56, 62, 65 sat3os numeros de dois algarismos cujo
transformado é o niumero 3.

15



C) A segunda etapa da brincadeira temos uma somajdesatos, que é sempre
diferente de O; portanto, 0 nunca sera obtido coransformado de um numero de trés
algarismos nessa etapa. Para obter 0 como traralorde algum nuimero de trés algarismos
na primeira etapa, esse numero deve ter 0 comoisuyga das unidades, dezenas ou em
ambas. Os numeros de trés algarismos que témddrtastunidades quanto nas dezenas sao:
100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800 e 900, roiah de 9 nimeros. Os numeros que tém 0
apenas nas unidades sao da forma XYO, onde X @résentam algarismos de 1 a 9. Ha 9x9
= 81 numeros desse tipo, € 0 mesmo raciocinio engsie ha 81 nameros de trés algarismos
com 0 apenas no algarismo das dezenas,pois ososimer tém 0 apenas nas dezenas sao da
forma X0Y, onde X e Y representam algarismos de 4. &lo total, ha 9 + 81 + 81 =
171nameros de trés algarismos cujo transformado e 0

Comentario: Observe que os itens b e ¢ sdo inversos do iteya agja, no item a é
dado um nuamero e pede-se o transformado desse mud@&mos itens b e ¢ é dado o
transformado dos nimeros e pede-se quais sao ayogique tem esse transformado.

Questéao 4

Um “matemagico” faz méagicas com cartbes verdes,relom azuis e vermelhos,
numerados de 1 a 13 para cada cor. Ele misturarg®s e diz para uma crianca: “Sem que
eu veja, escolha um cartédo, calcule o dobro do rmie cartdo, some 3 e multiplique o
resultado por 5. Depois:

Some 1, se o cartéo for verde;

Some 2, se o cartédo for amarelo;

Some 3, se o cartéo for azul;

Some 4, se o cartado for vermelho.

“Diga-me o resultado final e eu lhe direi a cor en@mero do cartdo que vocé
escolheu.”

a) Jodozinho escolheu o cartdo vermelho com o mifeQual € o nimero que ele
deve dizer ao matemagico?

b) Mariazinha disse “setenta e seis” para 0 matema@ual € o niumero e a cor do
cartdo que ela escolheu?

c) Apos escolher um cartdo, Pedrinho disse “sessenum” e o0 matemagico

respondeu “Vocé errou alguma conta”. Explique canmsatemagico pdde saber isso.

16



Resolucéo:

a) Para saber o numero que deve dizer ao matemagiéozidho deve fazer
quatro contas:

12 conta: multiplicar o nimero no cartao escollpdo?2;

22 conta: somar 3 ao resultado da primeira conta,

32 conta: multiplicar por 5 o resultado da seguwutda;

42 conta: somar 1, 2, 3 ou 4 ao resultado da tarceinta, dependendo da cor do
cartdo escolhido.

Como o numero no cartdo escolhido por Jodozinhg,foiresultado da primeira conta
é 3x2 = 6;

O resultado da segunda conta € 6 + 3 =9 e o daire® 9x5 = 45. Por fim, como a
cor do cartéao escolhido por Jodozinho é vermelhhesualtado da quarta e ultima conta € 45+4
= 49. Assim Jodozinho deve dizer “quarenta e naeerhatemagico.

b) Essa solucdo € precisa e permite uma solucdo itaed@aitem c. Vamos
analisar o que acontece com o numero de um cautdindq fazemos as operacgdes indicadas.
Qualquer que seja esse numero, ao multiplicar pmpt@mos um namero par; ao somar 3 ao
resultado, obtemos um numero impar. Ao multiplipar 5, obtemos um ndmero cujo
algarismo das unidades (@&3x+ 3)5 =10x+ 15=10x+10+5=10(x+ 1)+ 5).
Concluimos entdo que se todas as contas estivemeatas, o Ultimo algarismo (algarismo da

unidade) do numero dito ao matemagico é:

. 6, se o cartdo escolhido é verde;

. 7, se o cartao escolhido é amarelo;
. 8, se o cartao escolhido é azul,

. 9, se o cartao escolhido é vermelho.

Para sabermos o valor do cartdo escolhido bastziragna unidade ao namero formado sem
o0 algarismo das unidades do resultado obtido apéperacdes indicadas.
C) De acordo com a solucdo do item b: Dizer ao maggco um nuamero cujo

algarismo das unidades € diferente de 6, 7, 8indi®a que houve algum erro de conta.

Comentario: Aqui também pode ser feito com cartas de um baralbis 0 mesmo é
dividido em quatro naipes: ouro, copa, paus e esp&dcada naipe possui 13 cartas
enumeradas de “1 a 13”. SO0 tomando o cuidado derwdrsque o0 as vale um, o valete vale

11, adamavale 12 e o rei vale 13.
17



Questao 5
Os numeros de 0 a 2000 foram ligados por flechagyusa mostra o comeco do

processo.
0—=1 3 6 —=7 9 12—=13 15
2 4 —=5 8 10— 11 14

Qual é a sucesséao de fechas que liga o nUmero12800&8

= .1( /“"

= ‘L_ /"' Jr
{rix’2r¢

——

= .'L
c=> 1 i
Resolucao:

O caminho-padréo € o que se repete, a saber,

L]

Formado por seis flechas, sempre come¢ando noglosite 6, ou seja, em 0, 6, 12,
etc. Vamos averiguar qual é a posicao de 1997 &maee ao multiplo de 6 mais proximo.
Dividindo 1997 por 6, obtemos 1997 = 6 x 332 +d@respondendo a 336 caminhos-padrao,
mas o resto deb flechas. Portanto, 1998 ¢ muldplé mais préximo de 1997, ocupando a
primeira posi¢do no caminho-padréo. Assim,

1998 —> 1999

1997 2000

€ 0 caminho que ocorre entre 1997 e 2000. Logeposta € 0 iters.

18



2.3. NiVEL 2

Questao 6
Dizima periodica — Obtenha o algarismo da 1997a cesximal de cada uma das
fracOes seguintes.
1
a)EE b)§$
Resolucao:
a) Dividindo 1 por 22, obtemozl&2 = 0,0454545 ---Observe que o algarismo 4 esta

nas posicoes pares, ou seja, segunda, quarta, gedssim por diante, enquanto que o
algarismo 5 estad nas posi¢fes impares, ou sef@ceirf, a quinta, a sétima, e assim por
diante. Como 1 997 € um numero impar, temos glgacismo da 1 9972 casa decimal é 5.

b) Dividindo 1 por 27, obtemozls7 = 0,037037037 ---Observe que os algarismos 0, 3

e 7 se repetem, sucessivamente, a cada trés emsasid, sendo que

* 0 algarismo 0 esta nas posi¢oes 12, 43;-72pu seja, aquelas que, divididas por 3,
deixam resto 1;

» 0 algarismo 3 esta nas posicoes 22, 5%; 8Hu seja, aquelas que, divididas por 3,
deixam resto 2;

* 0 algarismo 7 esta nas posi¢cfes 32, 62,98u seja, aquelas que sdo multiplas de 3.

Como a divisdo 1 997+3 deixa resto 2, o algarism@ 8972 casa decimal equivale ao

da 22 casa decimal que € o algarismo 3.

1997 3
19 665
17

-2-

Comentario: Este tipo de questdo vem buscar significado &o tesuma divisdo nao
exata entre dois inteiros.

Observe que no item b temos uma dizima periédioples, pois 0 periodo (a parte
gue se repete) vem logo apds a virgula. Ja noatéemos uma dizima periddica composta,

pois o periodo (a parte que se repete) ndo vemdpde a virgula.

19



Questao 7
Comecando com qualquer niumero natural ndo nulamreepossivel formar uma
sequéncia de numeros que termina em 1, seguindodamente as instru¢cdes abaixo:
* Se o numero for impar, soma-se 1;
» Se o numero for par, divide-se por 2.
Por exemplo, comecando com o numero 21, formassgainte sequéncia:
21 > 22—>11—>12—>6—>53—>4—>2—>1
Nessa sequéncia aparecem nove numeros; por igemas que ela tem comprimento
9. Além disso, como ela comeg¢a com um numero inthagmos que ela é uma sequéncia
impar.
a) Escreva a sequéncia que comega com 37.
b) Existem trés sequéncias de comprimento 5, sduds pares e uma impar. Escreva
essas sequéncias.
c) Quantas sdo as sequéncias pares e quantas s8eq@@ncias impares de
comprimento 6? E de comprimento 77?
d) Existem ao todo 377 sequéncias de comprimentosébdo 233 pares e 144
impares. Quantas sdo as sequéncias de comprimghtbeksas, quantas sdo pares? Nao se

esqueca de justificar sua resposta.

Resolucao:

a)Asequéncia67238+—2>19220310253633343231

b) A Unica sequéncia de comprimento 3 é- 2 — 1.

As sequéncias de comprimento 4 séo:

3—4—>2—>1e8—4—2—1; elas sdo obtidas a parti de— 2 — 1, a
primeira acrescentande-41 = 3 a esquerda e a segunda acrescentando 2 x 4escfi@rda.
Do mesmo modo, a sequéncia impar 4 — 2 — 1da origem a sequéncia par— 8 —
4 — 2 — 1; a sequéncia pa8 — 4 — 2 — 1da origem a sequéncia impéar— 8 —
4—2—1e a sequéncia pat6 -8 —4 — 2 — 1. Temos assim as trés unicas
sequéncias de comprimento 5, sendo duas pares eimpsa. O raciocinio pode ser

representado pelo esquema abaixo.

20



n—
>n

¢) Repetindo o esquema do item anterior, temos:

EN-Fl-EN

-—EH-EN

E assim temos trés sequéncias pares e duas img@resmprimento 6 e cinco
sequéncias pares e trés impares de comprimento 7.

Comentario: A repeticdo desse argumento para valores sucessovaemprimento
mostra que, a partir do comprimento 3, o nUmerseatgiéncias impares € 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13,:-, 0 numero de sequéncias pares é 1, 1, 2, 3,13, 81;--e o numero total de sequéncias
€1,2, 35,8, 13, 21, 34,. Cada termo dessas sequéncias de valores, mduatérceiro, € a
soma dos dois anteriores; vemos assim que essaéns&tp, com a eventual omissdo de
termos iniciais, sdo a sequéncia 0, 1, 1, 2, 8,33, 21, 34, 55, 89;:, conhecidas como
sequéncia de Fibonacci. Apresentamos esse resuitadtabela a seguir a partir do

comprimento 5.

Comprimento 5 6 7 15 16
impares 1 2 1+2=3] .. 144 89 + 144 = 233
Pares 2 3 2+3=5| .. 233 144 + 233 = 37}
Total

) 1+2=3 | 2+3=5| 3+5=8 .|. 144+233=377332 377 =610
(impares + par)
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d) 12 resolugcédo:As 144 sequéncias impares de comprimento 15 dgemora 14«
sequéncias pas de comprimento 16; ja as 233 sequéncias paeomprimento 15 dé
origem a 233 sequéncias pares de comprimento B8 setjuéncias impares de comprime
16. Assim, temos 233 sequéncias impares de comuon® e 377 = 233 + 144 sequénc
pares deomprimento 16, num total de 233 + 377 = 610 segjas

22 resolucdo:A parte da sequéncia de Fibonacci que nos inteeedsa2, 3, 5,¢-,
144, 233, 377, 610;: O numero de sequéncias impares de compriment@gpectivament
16) é o 15° (rgmectivamente 16°) termo dessa sequéncia, que édspkctivamente 233);
namero de sequéncias pares de comprimento 15 ¢iaspeente 16) € o 1t
(respectivamente 17°) termo, que € 233 (respectmtan377) e 0 numero total é

17°(respectivamente 188rmo, que é 377 (respectivamente €

Questéao 8

Todo termo de uma sequéncia, a partir do segungmae a soma do anterior con
soma de seus algarismos. Os primeiros elementssqigncia sa

1,2, 4,8, 16, 23, 28, 38, 49,

E possivel que 0 nime793210041 pertenca a essa sequéncia?

Resolucéao:

Sabemos que um numero e a soma de seus algarisiram mesmo resto quan
divididos por 3 Em cada caso, se o numero deixa rlna divisdo poi3, entdo o niumero
mais a soma deeus algarismos deixa re2 na divisdo por,3e se 0 numero deixa resto d
entdo a soma dele com a soma de seus algarisnxasrésicl porque2 + 2 = 4 deixa resto 1.

Calculando os restos da sequéncia quando dividipgws3, obtemos uma nova
sequéncial, 2,1, 2,1, 2,1,2, 1, isto é uma sequéncia peridodica onde apare
unicamente os restos 2. Como o numero 79321004l divisivel por3, entdo ele néao
pertence a sequéncia.

Comentario: Nessa questdo devemos construir a sega conforme o coman

O2°termoserdal+1-:

O3°termosera2+2-

O4°termosera4 + 4 -

O5°termo sera 8 + 8 =

O6°termoserad 16 +1+6 =
22



O7°termosera23+2+3 =28
O8°termosera28 +2 + 8 =38
O9°termosera38+3+8=49
O 10° termo sera 49 + 4+ 9 = 62

E observar que os possiveis restos na divisdoéoséo 0, 1 e 2.

Questéao 9

Observe que:
12 + 22 4+ (1x2)? = 32
22 4+ 3% 4 (2x3)% = 72
32 + 4% + (3x4)? = 132

Prove que se a e b séo inteiros consecutivos emamero

a’ + b% + (ab)? é um quadrado perfeito.

Resolucao:

Suponha, sem perda de generalidade, qed isto é, b—a = 1. Entdo elevando
ambos os membros da equacéo e desenvolvendo oaQaoati Diferenca de dois termos

(b —a)? = 12

b?— 2ab+a?=1

a’+ b?= 1+ 2ab
Somanddab)?em cada lado da igualdade, temos:
a? + b? + (ab)? = (1 + 2ab) + (ab)? = (ab)? + 2(ab).1 + 12 = (ab + 1)?

Questao 10

Em cada uma das casas do W da figura, escrevemagion@ro inteiro de 1 a 9 de

modo que a soma dos trés numeros de cada umaatas liphas seja a mesma.
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Ja estéo escritos 0 6e 0 9. Como devem ser poafisros outros numeros?

Resolucao:
Seja S a soma dos trés numeros de cada linha & eejimero mostrado na figura

seguinte

Como 9, 6 e estdo em duas linhas, a soma de todas as linhas é:
(1 +2+3 +4 45+ 6+ 7+ 8+ 9) + (9 + 6= 45 + (15 +) = 60 +x

Que também é 4S. Assim

X
4S:60+X(:>8215+Z

Como a soma Sé um numero inteixodeve ser divisivel por 4 e comoé um
algarismo, temos que= 4 oux= 8, 0s quais correspondem a valores de S igubsau 17,
respectivamente.

Sex= 4, o numero que falta na linha que contém o 6devd 6 — 6 — 4 = 6, 0 que nao
€ possivel, pois ndo podemos repetir niumeros. Lagmica possibilidade é x = 8 e a soma
dos elementos de cada linha € 17. Agora, bastainambs demais numeros nas linhas e

obter a distribuicdo mostrada na figura seguinte.

Comentario: aqui cabe uma comparacao com a questao: Coloquénusros de 1 a 9
no quadrado de modo que a soma de cada linha,d#e octduna e de cada diagonal seja
sempre 15. Esse quadrado é mais conhecido comoagloachagico que esta representado na

figura abaixo.

S0 116
3157
11912
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2.4. NIVEL 3

Questao 11
Soma de Poténcias
a) Mostre que a identidade abaixo é sempre vendadei
a™t + p™ = (a+b)(@" + b™) —ab(a™ 1+ b1,

(b) Sejam a e b numeros reais tais que a+b= 1 e-db=Mostre que o numero

a'® + b0 é inteiro, calculando seu valor.

Resolucao:
a) Observemos que
(a+b)(@@* + b™) = a™*' + ab™ + ba™ + p"*1

(a+b)(@a*+ b™) = a™ + p™*1 +ab(a™ 1t + b Y)

a™t+ p"! = (a+b)(@a" + b™) —ab(a™ 1+ b 1)

b) Chamemos d&= a"+ b™. Observe qug =a+b=1. Calculemos
fo=a*+ b*= (a+b)?—2ab=12-2(-1)=3

Pela identidade do item a temos que
a™!t+ p"! = (a+b)(@" + b™) —ab(a™ 1+ b 1)
Ou equivalentemente

fos1= (@+b)fy—abfu_1 = fut fo
Assim,

fi=fH+fi=3+1=4
fa=fi+ f,=4+3=7
fs=fat f3=7+4=11
fe=fs+ fo=11+7=18
fr=fe+ fs=18+11=29
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f10:f9+ f8:76+47:123

Portantog!® + »1° = f, = 123

Comentario: Aqui novamente temi a sequéncia de Fibonacci.

Questao 12
Representando pjor] a parte inteira do numero reaglisto €, o maior inteiro que

menor que ou igualg calcule

a)[V1] + [v2] + [V3] + [V4] + -+ [V96] + [V97] + [V98] + [vV99]

Resolucao:

Sel<x<3=VIi<Vx<V3=[vx] =1
Se4<x<8=V4<Vx<V8=[Vx] =2
Se9<x<15=V9<Vx<Vi5= [Vx] =3
Se 16 < x < 24 = V16 < Vx < V24 = [Vx]
Se 25 < x < 35 = V25 < Vx < V35 = [Vx]
Se36<x<48=136<Vx<V48= [Vx] =6

Se49 <x <63 =49 <Vx <V63 = [Vx] =7

Se 64 < x <80 = V64 <x <V80 = [Vx] =8
Se81<x<99=+V81<vx<Vv99= [Vx] =9

Seja S a sompedida no item, logo a soi S é dada por:

S = 1(3-1+1) +2(8++1) +3(1-9+1) +4(24-16+1) +5(385+1) +6(4-36+1)
+7(63-49+1) +8(8664+1) +9(99-81+1)

S=13+"5+¥+49+511+€ 13+~ 15+8 17--919
S=3+10+21+36+55+78+105+1:171

S =615

4
5

b) [VI] + [V2] + [V3] + [V4] + - + [VI2I] + [V122] + [V123] + [V124]

Resolucao:
Sel <x<7 :ng/}giﬁ:[%] =1
Se8 <x <26 = V8<iVx<V26= [Vx] =2
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Se27 <x<63 =>V27<x< 63 = [Vx] =3

Se64 <x <124 = V64 <Vx < V124 = [Vx| =4

Seja S a sompedida no item, logo a soI S é dada por:

S = 1(7-1+1) +2(2¢-8+1) +3(63-27+1) +4(124-64+1)

S=17+219 +37 +£61

S=7+38+111+244=4

Comentario: A funcdo maior inteir¢[x] representa maior inteiro que é menor q
ou igual ax. Por exemplo|3] = 3][6,01] = 6,[9,78] = 9.

Temos que ter cuidado na hora da contagem comatexwvdos sdo fechados nas
extremidades, por exemplo, no item b segundo ialeSe 8 < x < 26 fazemos a diferenca

entre 8 e 26 e acrescentamos uma unidacseja, 26 — 8 + 1

Questéo 13
Numero curiosa O numero 81 tem a seguinte propriedade: ele iéidél pela som.

de seus algarismos, 8+1=9. Quantos numeros deldaissmos cumprem essa propried:

Resolucao:

Seja xy = 10x + y um numero de dois algarismosyxqae € divisivel pela soma x +
de seus algarismos. Note que, por ser de doissatyzs, necessariament+0 e que, por ser
divisivel pela soma de seus algarismos, tambénfeaedca (10x + y— (X + y) = 9x é
divisivel por x + y. Usando esse fato assim, basthuir os valores 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8
para x e calcular os valores de y para os quaisyxdivide 9x. O resultado aparece
seguinte tabela.

X | 9x Y

119 0,2e8
2 |18 (0,1,4e7
3 | 27 Oeb

4 |36 |0,2,5e8
5145 [ 0e4

6 |54 | 0e3

7 163 | 0e?2

8 | 72 0,1e4
9 |81 0
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Assim, 0s numeros que satisfazem a propriedade séo:
10, 12, 18, 20, 21, 24, 27, 30, 36, 40, 42, 4558854, 60, 63, 70, 72, 80, 81, 84 e 90,

Ou seja, existem 23 nimeros “curiosos”.

Questao 14

Numero premiada. Um numero de seis algarismos é “premiado” senaasde seus
primeiros trés algarismos for igual a soma de s Ultimos algarismos. Por exemplo,
342531 é premiado, pois3+4+2=5+3 + 1.

(a) Quais sdo 0 maior e 0 menor numero premiadoseisralgarismos distintos?

(b) Mostre gque a soma de todos 0s nimeros premamhseis algarismos distintos é

divisivel por 13.

Resolucéo:

a) O maior numero premiado de seis algarismosntlistiprecisa comecar com 98,
portanto, 0 numero procurado € da forma 98 ¢ dReirf.hipétese, temos 9+8+c =d + e + f.
Para que c seja maximo, precisamos que d + eja fr&&imo, e isso acontece quando d = 7,
e = 6 e f = 5. Nesse caso, ¢ = 1 e, consequentepm@mhaior nimero premiado € 981 765.
Para determinar o menor niumero premiado de sasisigs distintos, tentamos um namero
da forma 10 c d e f. Da mesma forma temos por égapttemos 1+0+c =d + e + f. Para que c
seja minimo, precisamos que d + e + f seja minarieso acontece quandod =2, e=3ef =

4. Nesse caso, ¢ = 8 e, consequentemente, o0 ma@mero premiado € 108 234.

b) Dado qualquer numero premiado a b ¢ d e f de algarismos distintos, seu par
“simétrico” d e f a b ¢ também é premiado e tens ségarismos distintos; a soma desse par
simétrico é:
abcdef + defabc = (1000abd + edf) + (1000edf + abc) = 1001 (abc + edf)
abcdef + defabc = 7x11x13(abc + def)

Que é divisivel por 13. Assim, a soma de todossepsees simétricos também é
divisivel por 13. Como a soma de todos esses phrasimeros premiados “simétricos” é
igual a soma de todos os numeros premiados deaggissmos distintos, resulta que essa
soma é divisivel por 13.

Comentario: De fato, a soma de todos os nameros premiados isealggrismos

distintos também é divisivel por 7 e por 11comadi&@inonstrado na resolugdo da questéo.
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Questéo 15

Uma calculadora esquisita tem apenas as teclasrivaséle 0 a 9 e duas teclas
especiais A e B. Quando a tecla A € apertada, ceraigue aparece no visor € elevado ao
quadrado; quando a tecla B é apertada, soma-senBraero que aparece no visor. Nessa
calculadora é possivel obter 22 a partir do nunieapertando as teclas A e B na ordem

BABB, como ilustrado abaixo:

B A B B
1-4 > 16 - 19 - 22

a) Com o 3 inicialmente no visor, qual o niumero gaieaparecer depois de apertar as
teclas A e B na ordem BBAB?

b) Mostre como obter 55 a partir do 1 usando dageke B.

c) Explique porque nédo é possivel obter 54 a pdatinimero 2 usando as teclas A e

Resolucao:
a) A seguir vemos 0 que acontece quando comecaomysocnimero 3 no visor e

apertamos as teclas na ordem BBAB:
B B A B
3-34+43=6->6+3= 9 ->9x9=81 -81+3 =284
Logo, o numero que vai aparecer no visor é 84.

b) Uma maneira é apertar as teclas na ordem BBABRBp se segue:

B B A B B
1-1+3=4->54+3=7->7x7=49 - 49+3 =52 -52+3=55

c) Notamos primeiro que comecando do numero 2 eaam® apenasuas teclas
guaisquer,
B B
252+3=5->8+3=8
B A
2-5243=5-5x5=25
A B
252x2=4->4+3=7
A A
2-2x2= 4-4x4 =16

Observe que o maior resultado possivel é 25 (se@uB@\), ou seja, ndo se chega ao
namero 54. Vamos agora ver o que acontece quamionero 2 esta no visor e apertamos

trés teclas.
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A A A
2-2x2=4->4x4 =16 - 16x16 = 256
A A B
2-2x2=4 -54x4 =16 - 16+ 3 =19
A B A
202x2=4 -544+3=7->7x7=49
B A A
2—->2+4+3=5- 5x5=25-25x25 =625
A B B
2-02x2=4-544+3=7-74+3=10
B A B
2524+3=5-55x5=25-25+3=28
B B A
2-524+3=5-54+3=8->8x8 =64
B B B
2-5243=5-543=8-8+3=11

Organizando os dados temos a seguinte tabela.

Sequéncia de teclas Resultado
AAA 256
AAB 19
ABA 49
BAA 625
ABB 10
BAB 28
BBA 64
BBB 11

Podemos eliminar as sequéncias AAA; BAA e BBA dssas consideracoes, pois
elas levam a resultados maiores que 54. Para chegaimero 54 a partir dos resultados das
outras sequéncias, ndo podemos usar a tecla Aisgoisios daria resultados maiores que 54.
Por outro lado, a diferenca entre 54 e qualquemdioseros 19; 49; 10; 28 e 11 n&o sdo um
multiplo de trés, ou seja, também ndo podemos clagalimero 54 a partir desses numeros

apenas com a tecla B. Logo, ndo é possivel chegaiiraero 54 a partir do namero 2.
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