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RESUMO

Este trabalho apresenta uma proposta de ensino sobre os objetos geométricos
cilindro, cone, esfera e suas relagdes, utilizando aspectos da historia da Geometria e
softwares educacionais como suporte para compreensdo de conceitos presentes
nesses objetos. No desenvolvimento dessa proposta foram utilizadas referéncias
bibliograficas para identificar as origens da Geometria Espacial, as primeiras maneiras
de observacdo geométrica e as tecnologias utilizadas nos calculos de volumes do
cilindro, cone, esfera e nas relagdes entre esses objetos. Observou-se também aulas
de uma turma de alunos do primeiro semestre do curso de Matematica na disciplina
Iniciacdo a Extensdo, na qual estava em desenvolvimento um curso de extenséo
sobre Geometria Espacial com utilizacdo do software GeoGebra. Ao longo da
pesquisa percebeu-se contribuicdes relevantes a partir da diversificagcdo de
apresentacao dos conceitos envolvendo o calculo do volume do cilindro, cone e esfera
potencializando o raciocinio geométrico espacial do aluno e o desenvolvimento do

curriculo da Matemética e suas Tecnhologias presente na Educacéo Bésica.

Palavras-chave: Sequéncia Didatica; Historia; Geometria Espacial; Software
GeoGebra.



ABSTRACT

This work presents a teaching proposal about the geometric objects cylinder, cone, sphere and
their relationships, using aspects of the history of geometry and educational software as a
support for understanding the concepts present in these objects. In the development of this
proposal, bibliographical references were used to identify the origins of spatial geometry, the
first ways of geometric observation and the technologies used in calculating the volumes of
cylinders, cones, spheres and the relationships between these objects. Classes of a group of
students in the first semester of the Mathematics course in the subject Initiation to Extension
were also observed, in which an extension course on Spatial Geometry using the GeoGebra
software was being developed. Throughout the research, relevant contributions were noticed
from the diversification of presentation of concepts involving the calculation of the volume of
the cylinder, cone and sphere, enhancing the student's spatial geometric reasoning and the
development of the curriculum of Mathematics and its Technologies present in Basic

Education.

Keywords: Following teaching; History; Spatial Geometry; GeoGebra Software.
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INTRODUCAO

Conforme registros presentes na literatura disponivel sobre a historia da
Matematica, a Geometria teve origem nas observa¢gfes do cotidiano, em tempos
bastante remotos, sobretudo no Egito e na Mesopotamia. Esse campo da Matematica
surgiu da necessidade de calcular areas territoriais, volumes de celeiros e piramides.
Os celeiros eram em formato de cilindros circulares retos. Para calcular o volume de
tais celeiros, fazia-se necessario, por exemplo, que 0s antigos egipcios encontrassem
um método para determinar a area do circulo da base. Os padrbes das formas
geométricas eram observados nos objetos presentes na natureza. A circunferéncia
podia ser encontrada em diferentes formas, por exemplo, no contorno do sol e da lua,
no corte de troncos e na agua quando arremessada uma pedra na superficie de um
lago. Nas construgdes utilizou-se conceitos de paralelismo, perpendicularismo e
simetrias de modo intuitivo.

Conforme Eves (1992) nas confeccdes de utensilios eram utilizados
padrbes geométricos, explorando-se também de modo intuitivo, as simetrias. Os
povos originarios do Sul da Amaz6nia Ocidental, especialmente na regido de Rio
Branco Acre, deixaram registros sobre o solo em forma de imensos monumentos
escavados em formas de circulos e retangulos caracterizados por pesquisadores
como geoglifos. Na Amaz6nia do Brasil e da Bolivia tem mais de 800 geoglifos, 523
deles no Acre. Rampanelli (2017) destaca que “os sitios arqueoldgicos comegaram a
ser construidos ha dois mil anos e que mesmo séculos depois 0s povos locais seguiam
fazendo marcas na terra — as construgfes foram interrompidas por volta de 1300 d.C,

por motivos ainda desconhecidos”:

Figura 1: Geoglifos do Acre

Fonte: https:// http://portal.iphan.gov.br/pagina/detalhes/822
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Figura 2: Geoglifos do Acre

Fonte: https:// http://portal.iphan.gov.br/pagina/detalhes/822
Embora o homem tenha se mostrado capaz de fazer registros de seus

pensamentos em forma escrita nos ultimos seis milénios, ha registros de congruéncia
e simetria em trabalhos feitos no periodo neolitico. Her6doto (484-425 a.C.)
acreditava que a Geometria tinha surgido no Egito, da necessidade de fazer medidas
de terras apoés a inundacéo anual no vale as margens do rio Nilo, dando a Geometria
o sentido de "medida da terra". Ja Aristételes (384 - 322 a.C.) achava que havia uma
classe sacerdotal que conduziu o estudo da Geometria por lazer. Conforme aponta
Boyer (1974) ha exemplos em tabletes encontrados em sitios arqueoldgicos na
Mesopotamia contendo problemas de Geometria. Na imagem abaixo pode-se ver a

taverna mais antiga do mundo:
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Figura 3: A Taverna mais antiga do mundo

Fonte: https:// https://veja.abril.com.br/ciencia/boteco-milenar-a-descoberta-da-taverna-mais-antiga-do-mundo

A Geometria desenvolvida pelos babilénios e egipcios era essencialmente
aplicada em problemas de célculo de comprimentos, areas e volumes. Para isso,
utiizavam maneiras de desenvolver esses célculos sem se preocuparem com
demonstracdes e conceitos tedricos. As primeiras demonstragcdes matematicas sao
devidas a Tales, iniciando assim, o desenvolvimento da Geometria pelos gregos, que
organizaram dedutivamente, com axiomas, teoremas, entre outros, o modelo
matematico cuja estrutura € utilizada até hoje.

Euclides de Alexandria que viveu no periodo de 325 a.C. - 265 a.C., autor
da obra "Elementos", relne de modo sistematizado, as principais descobertas
geométricas de seus precursores. Em sua obra, comeca pelas no¢cbes mais
elementares e somente a partir dai insere definicbes gerais, axiomas e postulados.
Comeca pela nogéo de ponto, "o que ndo tem partes”, seguindo-se a caracterizacao
da linha como uma longitude, "extensdo" sem largura; a superficie como aquilo que
s6 tem largura e extensao, e 0 corpo o que tem largura, extenséo e profundidade.

O desenvolvimento do conhecimento sobre o calculo de areas e volumes
foi feito através dos trabalhos e contribuicbes de varios matematicos no decorrer da
histéria, contudo, paro o caso do cilindro, cone e esfera, Arquimedes (287-212 a.c.),
segundo narrativa de Marcelo — o general romano que comandou o saque de
Siracusa, presente em Plutarco (As Vidas dos Homens llustres, pp. 252 a 255), de
todas as descobertas que Arguimedes fez, a que o gebmetra mais apreciava era a
relacdo de areas e volumes de um cilindro, cone e esfera nele contida.
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Atualmente ensinar Geometria tem sido um desafio para professores da
Educacéo Basica, no que diz respeito a escolha metodoldgica e, consequentemente,
a aprendizagem de conceitos por parte dos alunos. De acordo com Nobre (1996):

nem sempre o professor tem consciéncia de que aquele
conhecimento por trds do contetdo a ser ensinado, que aparece de
forma pronta nos livros, passou por diversas modificacbes e
aprimoramentos ao longo da histdria da Matematica, que por sua vez
traz toda a fundamentacao tedrica e as respostas para muitos porqués
gue permeiam 0s pensamentos dos estudantes.

Essas dificuldades muitas vezes séo oriundas de métodos utilizados pelos
professores que apresentam os conceitos geométricos de forma descontextualizada.
Oliveira e Leivas (2017) orientam “trabalhar com situagdes de aprendizagem que
levem o aluno a estabelecer relacdes entre figuras espaciais e suas representacdes
planas, envolvendo sua observacdo sob diferentes pontos de vista, construindo e
interpretando suas representagcdes”. Partindo desta premissa, a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC BRASIL, 2018), aponta que ensino de Geometria para o
Educacdo Bésica é necessario ao estudante sobretudo sobre a localizacdo de
nameros em retas, de figuras ou configuragcdes no plano cartesiano e no espacgo
tridimensional, direcdo e sentido, angulos, paralelismo e perpendicularidade,
transformacdes geométricas isométricas (que preservam as medidas) e homotéticas
(que preservam as formas), bem como sua aplicacdo em situacdes-problema. Oliveira
e Leivas (2017) apontam que a Geometria, por seu carater visual, tem potencial para
desenvolver a percepcdo e autonomia do pensamento e do raciocinio do aluno,
deslocando o aluno de estruturas e formulas prontas.

Geometria e Tecnologia devem associar-se por meio de atividades
investigativas valorizando o desenvolvimento do aluno na direcdo de uma
aprendizagem significativa de modo que:

[...] o uso de tecnologias possibilita aos estudantes aprofundar sua
participacdo ativa nesse processo de resolugcdo de problemas. S&o
alternativas de experiéncias variadas e facilitadoras de aprendizagens
que reforcam a capacidade de raciocinar logicamente, formular e
testar conjecturas, avaliar a validade de raciocinios e construir
argumentacdes. (BRASIL, 2018, p. 528).

Considerando a importancia do ensino de Geometria, especialmente da
Geometria Espacial, propomos organizar uma sequéncia de ensino tendo como
questao o estudo sistematizado do cilindro, cone e esfera e sobretudo as relagbes

existentes entre esses objetos geométricos, respondendo ao longo dessa pesquisa a
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questao: como organizar uma sequéncia didatica visando o ensino das relagbes entre
cilindro, cone e esfera na sala de aula do Ensino Médio? Nesta perspectiva
direcionamos nossos olhares sobre diversos aspectos da histéria da matematica, as
estratégias presentes no passado para os céalculos de volumes e as representacdes

disponiveis atualmente com o uso do GeoGebra.



16

ASPECTOS TEORICOS METODOLOGICOS

Provavelmente a Geometria teve origem nas observacdes da natureza e
nas possibilidades de medidas. As primeiras ideias geométricas podem ter surgido
das necessidades dos seres humanos em resolver problemas como construgéo de
casas, delimitacdo de terrenos e plantacdes, entre outras possibilidades. Para Roque
e Pitombeira (2019, pp. 37):

A “Geometria” dos babilbnios e egipcios era essencialmente uma

Geometria métrica, isto é, preocupada em calcular comprimentos,
areas e volumes, para o que utilizavam algumas propriedades
geométricas de figuras planas e de solidos geométricos, sem que
saibamos como chegaram a estes resultados. Como ainda hoje
acontece na Matematica escolar, os exemplos de problemas
babilébnios e egipcios as vezes sdao bem artificiais, modelos
simplificados de situacdes reais propostos para exercitar ou verificar
as habilidades de célculo dos escribas.

Em Eves (2004) encontramos informac¢des de que ao longo dos anos o
homem sentiu a necessidade de argumentar logicamente para que certas afirmacdes
quanto ao conhecimento geométrico fossem aceitas como verdade. Desse modo,
surgiu o que conhecemos por Geometria Demonstrativa, que tem como precursor
Tales de Mileto (século VI a.C.), que segundo seus estudos trouxe as primeiras
descobertas geométricas de forma sistemética para a humanidade. No entanto, foi
Euclides de Alexandria (300 a.C.), que com sua capacidade de organizacgao sintetizou
0os conhecimentos geométricos até entdo existentes através de generalizacdes e
demonstracdes de forma simples e clara gerando uma das obras sobre Geometria “Os
Elementos” (BOYER, 1996).

Mudancas significativas foram produzidas pelo homem nos mais diversos
aspectos da Geometria ao longo dos anos, que nos trazem ao que temos como
conhecimento cientifico da atualidade. O estudo de Geometria € de grande
importancia para o aluno, seja como auxilio no desenvolvimento de habilidades de
abstracdo, solucdo de problemas do dia a dia, de forma a calcular e confrontar
resultados, e no reconhecimento das propriedades das formas geomeétricas, calculos
de volumes etc.

Enquanto componente curricular a Geometria tem énfase em diversas
pesquisas e vem sendo valorizada através de documentos normativos como na Base
Nacional Comum Curricular (BNCC). Entretanto, Pavanello (1989) aponta que ocorreu

um abandono no ensino de Geometria, nas décadas de 60 e 70, pois 0s métodos para
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seu ensino ndo eram compreendidos e dominados pela maioria dos professores. A
Geometria, no movimento da matematica moderna, passou a ser desenvolvida
intuitivamente, sem qualquer preocupacdo com a construcdo de uma sistematizacao,
apenas com uma linguagem simbdlica da Teoria dos Conjuntos. Os docentes da
época, despreparados, prendiam-se a Algebra e Aritmética, deixando a Geometria de
lado. De acordo com a autora, sobre os livros didaticos da época tém-se:

Quanto a Geometria, opta-se, num primeiro momento, por acentuar
nesses livros as nogdes de figura geométrica e de intersecgéo de
figuras como conjuntos de pontos no plano, adotando-se, para a sua
representacdo, a linguagem da teoria dos conjuntos. Procura-se
trabalh&-la segundo uma abordagem “intuitiva” que se concretiza, nos
livros didaticos, pela utilizacdo dos teoremas como postulados,
mediante 0s quais pode-se resolver alguns problemas. Ndo existe
qgualquer preocupagdo com a construcdo de uma sistematizagéo a
partir das nocBes primitivas e empiricamente elaboradas.
(PAVANELLO, 1993, p. 13).

Esses obstaculos trouxeram consequéncias para o ensino de Geometria e
sobretudo pesou na qualidade da aprendizagem dos alunos. Conforme orienta a
BNCC (BRASIL, 2018) os estudantes devem encontrar significado nos problemas
geomeétricos, identificando conceitos e elaborando estratégias para sua resolucao,
considerando a analise de modelos pré-existentes e verificando sua validacéo para as
situacdes propostas:

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus
campos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria,
Probabilidade e Estatistica —, para interpretar, construir modelos e
resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade
dos resultados e a adequacdo das solugcbes propostas, de modo a
construir argumentagéo consistente. (BRASIL, 2018, p. 527).

Assim, resolver problemas ligados a realidade e explorar o pensamento
geomeétrico, trabalhando com formas, relacionando figuras planas e espaciais e até
mesmo a relacéo entre a Algebra e Geometria, pode contribuir para a necessidade
dos seres humanos se encontrarem dentro do espaco. Contudo, a Geometria
enquanto componente curricular € ainda um entrave para os estudantes. Parece
existir uma ruptura na transicdo da Geometria Plana para a Geometria Espacial,
existindo diversa dificuldade na percepcao e associacdo dos objetos geométricos e
sua respectiva associacdo com a composicao de figuras espaciais.

Lorenzato (1995, p. 3) argumenta que “muitos professores nao detém os

conhecimentos geomeétricos necessarios para realizagdo de suas préticas
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pedagogicas”. Camilo, Alves e Fontenele (2020) informam que existem rejeicdes por
parte dos estudantes a este componente curricular, possivelmente devido a
dificuldade que os professores de Matematica enfrentam em apresentar de forma
compreensivel e diversificada a exposicdo visual, pois em muitas vezes, estes sO
dispdem de recursos pedagdgicos limitados a meios tradicionais.

Na atualidade diversas pesquisas tém sido realizadas em relagéo ao ensino
de Geometria na Educacédo Basica, com o objetivo de contribuir com subsidios para
os professores tendo como meta a melhoria e a compreenséo deste tema. Pavanello
(2004) argumenta que as habilidades de percepcdo do espaco tridimensional, a
orientacdo e a localizacado no espaco, a capacidade de observacdo de objetos nao
tem sido trabalhada de forma efetiva ao longo dos anos na Educacdo Basica,
reforcando a importancia de investigar estratégias para que tais habilidades sejam
desenvolvidas. Machado (2010) acredita que muitas das dificuldades dos alunos em
Geometria Espacial sdo decorrentes de entraves no dominio da Geometria Plana,
faltando dialogo entre estes dois campos, quando trabalhados de forma
descontextualizada. A presente pesquisa apresenta uma proposta de ensino baseada
em distintas tecnologias presentes na resolucéo de problemas ao longo da histéria da
Matemética.
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GEOGEBRA E ENSINO DE GEOMETRIA ESPACIAL.

Atualmente o professor de Matemética pode dispor de um conjunto de
softwares educacionais para auxilio ao ensino. O GeoGebra, por exemplo, vem sendo
bastante utilizado, oferecendo recursos diversos para planejamento e conducéo do
ensino em sala de aula. Esse software foi objeto de estudo da tese e doutorado do
austriaco Markus Hohenwarter, em 2001, na Universidade de Salzburgo, que o criou
e desenvolveu visando todas as modalidades de ensino (do Fundamental ao Ensino
Superior) com o objetivo de obter um instrumento adequado ao ensino da Matematica,
permitindo o estudo de Algebra, Geometria, Planilha de Calculo, Gréficos,
Probabilidade, Estatistica e Calculo em um Unico ambiente. Este software permite a
criacao de figuras em 2 D e 3D.

O GeoGebra é um sistema de Geometria dindmica que permite a
realizacdo de diferentes atividades, entre elas, a construcdo de pontos,
segmentos de reta, retas paralelas e perpendiculares, construcdo de graficos de
funcdes, construcdo de figuras geométricas, permite ainda calcular o ponto médio
dos segmentos, a area, o perimetro das figuras, medir &ngulos, entre outras.

Autores como Borba, Scucuglia e Gadanidis (2016), Andrade (2015), Abar
e Cotic (2014), Girardo (2012), Pereira (2012), Fanti (2010), entre outros, concordam
que o uso do software GeoGebra pode contribuir de forma significativa para
enriguecer a pratica docente. Fanti (2010, p. 1), argumenta que,

O GeoGebra é um software livre e pode ser usado facilmente
como uma importante ferramenta para despertar o interesse pela
busca do conhecimento matematico principalmente com alunos dos
ensinos fundamental e médio. Possibilita trabalhar de forma dindmica
em todos os niveis da educacéo basica permitindo a abordagem de
diversos conteudos especialmente os relacionados ao estudo da
Geometria e fungdes.

Assim, o0 uso do GeoGebra possibilita uma mobilidade de exploracbes
acerca de figuras e objetos tridimensionais, bem como de suas respectivas
representacdes. Segundo Borba e Penteado (2017, p. 37), propostas pedagodgicas
desenvolvidas com softwares graficos, por exemplo, “[...], permitem que o aluno
experimente bastante, de modo semelhante ao que faz em aulas experimentais de
biologia ou de fisica”. Também, ao interagir com o software, além de perceber os
conceitos mateméticos envolvidos, o aluno terd& a oportunidade de realizar

construgbes que se tornariam impossiveis de serem executadas, de forma téo
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precisa, rapida e dindmica, com lapis e papel. Para Pereira (2012, p. 32), “as
caracteristicas do GeoGebra potencializam a constituicdo de cenarios para
investigacdo, nos quais o aluno €& capaz de experimentar situacbes em um
processo dinamico”.

Assim, a visualizacdo dos objetos construidos proporcionada pelo software
pode favorecer a construgdo de um ambiente mais propicio para a aprendizagem
matematica e se tornar um importante recurso no processo de ensino.

Através de rotacdes no objeto construido, por exemplo, podem-se
explorar situagcées virtuais que acionam habilidades de visualizagdo muito
similares aquelas decorrentes da manipulacao de objetos 3D no espaco real. Nesse
sentido, as propriedades dinamicas da versdo 3D do GeoGebra para desktop ou
smartphones pode ser usada como uma ferramenta valiosa nas constru¢cdes dos
objetos tridimensionais abordados no estudo da Geometria Espacial. Diversos sélidos,
superficies e curvas tridimensionais podem ser construidas sem dificuldade com
essa versdo do GeoGebra, assim como ocorre com o calculo de seus
comprimentos, areas, volumes e interse¢cdes (ANDRADE, 2015, p. 36).

Destacamos que explorar os aspectos visuais do GeoGebra com
atividades pedagdgicas que oferecam meios para a investigacdo matematica e
experimentacdo com tecnologias, assume uma dimensdo heuristica, sendo
apropriada aos cenarios de ensino e aprendizagem de Matematica (BORBA,
SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2016). Dessa forma, o processo de formacao de
imagens é protagonista na producao de sentidos e na aprendizagem dos contetidos
geométricos. Conforme esses autores,

O GeoGebra, que mantém possivel o estudo de contetdos de
forma mais prOxima ao que era feito com lapis e papel,
transforma também  as possibilidades de experimentacdo, de

visualizacdo e de heuristica dos humanos envolvidos nesse
coletivo que aprende (BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS,
2016, p. 73).

Portanto, as possibilidades que o GeoGebra 3D oferece para explorar
e investigar os solidos geométricos podem modificar o tipo de atividades que sao
propostas em sala de aula, bem como transformar a natureza do conhecimento
matematico. Este ambiente possibilita que os alunos visualizem o0s objetos
construidos de maneira diferente do que estdo habituados a observarem nos livros

didaticos. Ao explorar um objeto construido no GeoGebra 3D, determinada
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representacdo aparece como uma das posi¢cdes possiveis que o objeto pode assumir,
e isto proporciona significado e movimento as imagens mentais que sao criadas pelo
aluno. Além disso, os alunos podem interagir com o0 objeto construido e assim

formar imagens mentais mais significativas.



22

ASPECTOS METODOLOGICOS

No desenvolvimento da nossa pratica docente, constatou-se como
apontado por varios outros pesquisadores citados, que as dificuldades apresentadas
pelos alunos na resolucéo de problemas envolvendo Geometria Espacial se iniciam
com as dificuldades de aprendizagem dos conceitos de Geometria Plana. Essas
dificuldades parecem se intensificar quando se comeca a trabalhar com objetos
tridimensionais, a partir de representacdes do plano, especialmente em problemas
classicos que envolvam areas, volumes, planificacbes e relacbes entre elementos
(vértices, faces e arestas) dos solidos estudados. Segundo Gravina (1996, p. 2), “a
construcdo de objetos geométricos raramente € abordada; dificilmente encontramos
no livro escolar a instrucéo “construa”, e, no entanto, esta € uma das atividades que
leva o aluno ao dominio de conceitos geométricos”. Neste sentido, este estudo teve
por objetivo compreender como o uso adequado do software Geogebra pode auxiliar
o professor de matemética no planejamento e na producao de atividades visando uma
aprendizagem significativa sobre Geometria Espacial, especialmente procura-se
responder a questdo de pesquisa: como organizar uma sequéncia didatica
visando o ensino das relagfes entre cilindro, cone e esfera na sala de aula do
Ensino Médio? Para isso realizou-se uma investigacdo bibliografica visando
compreender as origens da Geometria e as tecnologias desenvolvidas ao longo do
tempo para realizacéo de calculos de volumes, sobretudo, do cilindro, do cone e da
esfera.

Neste trabalho, procuramos identificar alguns dos principais fatores
que dificultam o ensino dos contetdos relacionados com a Geometria Espacial
na Educacéo Basica. Voltamos nossa atencéo principalmente para as atividades que
podem ser desenvolvidas pelos professores na tentativa de minimizar o0s
problemas de aprendizagem da Geometria, procurando desenvolver no estudante
uma melhor percepcdo espacial, de forma que ele possa resolver situacdes-
problemas. Tomamos como referéncia, portanto, uma abordagem qualitativa, que,
segundo Bogdan e Biklem, citados por Lidke e André (1986, p. 22), “envolve a
obtencdo de dados descritivos, obtidos no contato direto do pesquisador com a
situacdo estudada, enfatiza mais o processo do que o0 produto e se preocupa
em retratar a perspectiva dos participantes”, considerando aspectos singulares

sobre como as concepgdes, as praticas pedagogicas e curriculares sdo vivenciadas
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por cada sujeito. Além da investigacdo de aspectos da histéria da Geometria,
realizamos observagdo em sala de aula num curso de extensédo sobre Geometria
Espacial destinado aos alunos do primeiro semestre do curso de Matematica.

A partir das informacgdes obtidas foi diagnosticado que parte significativa
dos alunos néo estavam familiarizados com o software GeoGebra e que a constru¢ao
de procedimentos para realizacdo de um roteiro orientaria as atividades. Esse roteiro
indicava o uso da Internet, sobretudo o uso da plataforma Google. Numa pesquisa
pelo celular um dos participantes informou que na figura abaixo pode-se observar uma
descoberta interessante de Arquimedes: os volumes de um cone, de uma esfera e de
um cilindro de mesma altura e mesmo raio caem na propor¢ao 1:2:3. Em outras

palavras: um cone mais uma esfera é um cilindro.

Figura 4: Arquimedes e a relagdo entre cone, esfera e cilindro.

h=2r he2r

«nr anr

VCco = Ves =

s 3 [N

vei = 2mr?

Fonte: https://jornalheiros.blogspot.com/2020/08/geometria-arquimedes-e-a-relacao-entre-cone-esfera-e-cilindro.html(Adaptada
pelo autor)

O uso da Histéria da Geometria Espacial revelou-se como um recurso
metodoldgico eficiente para o processo de ensino e aprendizagem, pois 0s problemas
tratados surgem em sua maioria de necessidades reais da sociedade. Além disso, 0
uso da historia da Matemética ajuda a ilustrar o fato que a matematica nao se traduz
s6 por algoritmos de resolucao ou férmulas, uma vez que torna conhecido o processo
histérico e de descoberta por tras.

Segundo consta nas Orientacfes Curriculares para o Ensino Médio -

Ciéncias da Natureza, Matemética e suas Tecnologias. Brasilia: MEC, 2006.

A utilizacdo da Historia da Matemética em sala de aula também pode
ser vista como um elemento importante no processo de atribuicdo de
significados aos conceitos matematicos. E importante, porém, que
esse recurso nao fique limitado a descricdo de fatos ocorridos no
passado ou a apresentagdo de biografias de matematicos famosos. A
recuperacao do processo histérico de construcdo do conhecimento
matematico pode se tornar um importante elemento de


https://jornalheiros.blogspot.com/2020/08/geometria-arquimedes-e-a-relacao-entre-cone-esfera-e-cilindro.html
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contextualizacdo dos objetos de conhecimento que vao entrar na
relacéo didatica (MEC, 2006)

Nessa perspectiva o professor de Matematica pode organizar suas aulas
de Geometria Espacial considerando os problemas, em sua génese, com processo de
resolucdo através dos diversos periodos da histéria, abordando sobretudo sobre a
resolucdo desses problemas com a utilizacdo das tecnologias disponiveis. Neste
contexto, pode-se examinar as relacoes entre Cilindro, Cone e esfera através de régua
e compasso, tecnologia utilizada por Arquimedes (287-212 a.c.) que seguiu 0 conceito
de proporcionalidade de Eudoxo (408 e 355 a.C.), determinando &reas e volumes
cortando-os em tiras planas ou fatias paralelas finas que pendurava na extremidade
de uma alavanca e equilibrava com areas ou volumes conhecidos.

Para o volume da esfera ele usou um cilindro e um cone. Utilizando
uma impressora 3D, construimos a balanga de Arquimedes - Figura 2.
O raio da esfera construida é r =4 cm o que nos da um cone e um
cilindro de altura e raio da base de 8 cm. Na impressora 3D fizemos
os sélidos vazados e os preenchemos com gesso, o que foi uma tarefa
um tanto quanto dificil pois precisAvamos preparar 0 gesso e manter
sempre a densidade. Porém, Arquimedes ndo se satisfazia com esse
método, recorrendo “ao método da exaustdo para fornecer uma
demonstragdo mais rigorosa” (EVES, 2011, p.423). Entao, ele fezuma
demonstragdo matematica por dupla reducéo ao absurdo, ou seja, ele
supbs o volume encontrado no método anterior como verdadeiro e
mostrou que aquela igualdade teria que ser verdadeira, pois o volume
da esfera ndo poderia ser menor nem maior que aquele valor.
Contudo, para essa demonstracdo Arquimedes néo utilizou o cilindro,
ele fez a comparacdo com o cone somente. Ele diz que toda esfera &
igual a 4 vezes o cone de raio da base e altura r. Apbs as
demonstracBes da balanca e da dupla reducdo ao absurdo, Assim,

. 3 3 p p
Arquimedes provou que: A, = > A, e V. = > V., em que, A, é a area

do cilindro, A4, € a area da esfera, V.é o volume do cilindro e V, é o
volume da esfera. (BENK e FIGUEIREDO,2017)

Arquimedes, considerava essa sua mais bela descoberta, tanto que pediu
que, quando morresse, sobre seu timulo fossem gravados um cilindro e uma esfera

nela inscrita, acompanhados da relagéo 3/2 que os une.” (GARBI, 2010, p.90).

Figura 5: Esfera inscrita no cilindro.

Fonte:https://www.udesc.br/arquivos/udesc/id_cpmenu/6221/18 15035696954909_6221.pdf
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Figura 6: Balanga de Arquimedes

Fonte:https://www.udesc.br/arquivos/udesc/id_cpmenu/6221/18 15035696954909 6221.pdf

Nos diagramas da foto acima, Arquimedes parece fugir dos métodos
tradicionais de resolucéo de problemas a partir da régua e do compasso, sugerindo
comparar o cilindro, a esfera e um cone pesando-os. Segundo Avila (1987, p. 3)
“‘Arquimedes tinha o costume de enviar suas obras aos sabios de Alexandria,
prefaciando-as com cartas a esses sabios. Seu livro, "O Método", contém como
prefacio uma carta a Eratostenes de Alexandria, a qual comeca assim:

Arquimedes a Eratdstenes,

Saudacodes.

Enviei-lhe em outra ocasido alguns teoremas descobertos por mim,
meramente os enunciados, deixando-lhe a tarefa de descobrir as
demonstragbes entdo omitidas... Vendo em vocé um dedicado
estudioso, de consideravel eminéncia em Filosofia e um admirador da
pesquisa matematica, julguei conveniente escrever-lhe para explicar
as peculiaridades de um certo método pelo qual é possivel investigar
alguns problemas de Matematica por meios mecanicos... Certas
coisas primeiro se tornaram claras para mim pelo método mecanico,
embora depois tivessem de ser demonstradas pela Geometria, ja que
sua investigacdo pelo referido método n&o conduzisse a provas
aceitaveis. Certamente é mais facil fazer as demonstracdes quando
temos previamente adquirido, pelo método, algum conhecimento das
guestBes do que sem esse conhecimento... Estou convencido de que
ele sera valioso para a Matematica, pois pressinto que outros
investigadores da atualidade ou do futuro descobrirdo, pelo método
aqui descrito, outras proposi¢cdes que ndo me ocorreram.

Avila (1987, p. 3) comenta ainda sobre o contetido desta carta observando

que:
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E oportuno notar, a prop6sito das palavras finais da citacdo acima, que
o chamado "método dos indivisiveis", inventado no século XVII, e que
deu origem ao Célculo Diferencial e Integral, € muito parecido com o
antigo "método mecanico" de Arquimedes. Tanto um quanto outro
carecem de uma fundamentacéo soélida, mas contém os ingredientes
gue facilitam as descobertas e que, no século XVII, foram decisivos
para grandes avancos da Matematica. Devemos refletir sobre estas
coisas para bem apreciar os tragos de um
génio.
Outra Perspectiva para resolver problemas sobre cilindro, cone e esfera
pode estar presente no uso adequado do software Geogebra, conforme mostra a

figura abaixo:

Figura 7: Geogebra - cilindro, cone e esfera.

Fonte: O autor
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PROPOSICAO PARA O ENSINO DE GEOMETRIA ESPACIAL

Apés uma aula sobre a génese da Geometria Espacial, passando pelo
calculo do volume do cilindro, cone e esfera realizados por Arquimedes, considerando
0S aspectos presentes nos capitulos anteriores, propor-se atividades do estudo
desses objetos geométricos com a utilizagdo do software GeoGebra.

No curso de extensdo realizado cerca de 40 alunos dispunham de
computadores presentes no Laboratério de Informética do Curso de Licenciatura em
Matematica da Universidade Federal do Acre. A eles foi disponibilizado um roteiro de
guestdes que deveriam ser respondidas e enviadas para avaliagdo do professor. No
roteiro foi solicitado que os registros de estratégias e céalculos ficassem salvos na tela
do GeoGebra. A seguir o roteiro das questbes apresentado aos alunos:

Atividade 1 — Cubo, retas e planos

Construa um cubo e usando seus vértices:

a) construa retas concorrentes, retas perpendiculares e retas paralelas;

b) construa planos concorrentes, planos perpendiculares e planos
paralelos;

c) construa ponto | na aresta EF; construa o plano determinado pelos
pontos A, D e | ; construa a interseccao deste plano com o cubo e observe a variagao
da secdo dada pela interseccao. Obs: o recurso Vista 2D do plano de corte ajuda na
visualizacdo da secao.

Atividade 2 — Construcao de prisma e piramide

a) no plano XOY construa, com recursos 2D, um pentagono regular;

b) usando o poligono como base, construa prisma e piramide de base
pentagonal,

c) explore as planificacdes destes solidos.

Atividade 3 — Construcéo de cone, cilindro e esfera

a) no plano XQY construir um circulo, e usa-lo na janela 3D como base de
um cone; construir cilindro contendo o cone

b) no plano XOY construir um circulo, e usa-lo na janela 3D como base de

um cone; construir esfera inscrita no cone
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Obs: para construir a esfera é interessante trabalhar na sec¢éo triangular
que é a interseccdo do cone com o plano perpendicular a base do cone contendo o
seu eixo. Usando bissetriz de angulos é construido o incentro do triangulo, este o
ponto que € o centro da esfera. Para determinar o raio, tracar perpendicular ao lado
do tridngulo passando pelo incentro.

Atividade 4 — Corte no cone

Construa um cone. Construa um plano com movimento de modo que a
secao de interseccdo com o cone seja um circulo ou uma elipse. Observe a variacéo
da curva na Vista 2D do plano.

Na proxima apresentaremos o desenvolvimento das atividades proposta
para os alunos, especialmente as atividades de trés alunos (as) e analisaremos 0s
registros do processo de resolucdo das questdes com a utilizacdo do GeoGebra, para
que possamos orientar como organizar uma sequéncia didatica visando o ensino das
relagBes entre cilindro, cone e esfera na sala de aula do Ensino Médio? No apéndice

1 pode-se encontrar as atividades realizadas com os demais alunos.



Relacdes entre Cilindro, Cone e Esfera
Aluno W

1. Construir um cilindro cujo diametro (2r) e altura (h) tenham a mesma medida

Primeiro utilizei a ferramenta “Circulo definido por Trés Pontos”

Dai, fizum circulo de raior=1

Entdo, utilizei a ferramenta "Extrusdo para Prisma”

Onde preenchi a informacao da altura com “2”. J& que o didmetro do circulo da base vale 2

Cilindro

Altura

2 =

|
CANCELAR “ |

Entdo esta criado o meu cilindro equiléatero

2. Concluir que o volume do cilindro é: Volume do cilindro V,ingro = mr2h
Utiliza-se o principio de Cavallieri com um prisma

(T3]

criei o segmento que chamei de “r”, com extremidades

Ao utilizar a ferramenta “Segmento”, .. .
no centro e na circunferéncia. E fiz 0 mesmo com um segmento que chamei de “h”.

h = Segmento(B, E) : r = Segmento(B, D)
O O

—_ 2 — 1

Dai coloquei a formula do volume na janela de algebra e comparei com o resultado gerado pela
ferramenta “Volume” o, para comparar os resultados.

a=marh

~6.28 -

volumee = Volume(e)

— 6.28

29
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Percebemos das imagens acima que os valores sdo 0s mesmos
3. Planifique o cilindro e expligue como sera composta sua area

A area serd composta de um retangulo de base b = 2w e altura h = 2,
F somando a area de dois circulos de raior = 1

4. Inscreva um cone no cilindro que vocé determinou nos itens 1 e 2

Para isso, usei a ferramenta “Fazer extrusdo para Piramide” no circulo determinado no item 1,
e selecionei “2” como altura.

Cone 1' Jﬁ

Altura Fazer extrusao

2| = para Piramide
CANCELAR OK

. ; 1
5. Determine 0 volume desse cone comprovando que seu volume seréd dado por V., = gm‘zh
Utiliza-se o principio de Cavallieri com uma piramide
Assim como no item 2, coloquei a férmula na janela de algebra e comparei com o volume da
ferramenta “Volume”

b = % 7 h : volumej = Volume(])

~2.09 — 2.09

Que podemos perceber que apresentam os mesmos valores

6. Planifique o volume desse cone e explique como serd composta sua area

A érea serd composta por um circulo de raio r = 1 e um setor



angular de raio g = V5

7. Inscreva uma esfera no cilindro que vocé desenhou nos itens 1 e 2

Utilizei a ferramenta “Esfera: Centro & Raio” ... onde criei uma esfera no ponto O(0, 0, 1) de raio

igual a 1

8. Planifique o volume dessa esfera explicando como serd composta sua area

Na&o é possivel planificar uma esfera, mas uma maneira de chegar bem préximo é dividir a esfera em

fusos e utiliza-los como uma planificacéo.
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Além disso, a area da esfera € obtida através da diferenca entre os volumes da esfera de raio r e de uma

esfera de raio x menor que r quando x tende ar

Utilizando esse método, obtemos A= 4mr?
. 4
9. Conclua que o volume da esfera sera dado por gnr3

Utilizei a mesma estratégia do item 2

_ 43
volumed = Volume(d) : Tyt
— 419 ~4.19

10. Determine relages existentes entre cilindro e cone, cilindro e esfera, cone e esfera
Sabemos as formulas dos volumes desses solidos, pelas questdes anteriores. Temos entao:

— 2 — 3
Vcilindro = hnr® =2nr

1 2
Veone = gm‘zh = 5717”3
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Vesfera = g”r
Dai,
Veitindro _ 2mr® _ 3
7 T 23T
cone §7TT

3
Vcilindro - 2nr®_ 3

3 =
Vesfera §7TT3 2

43
Vesfera _ 37 _ 2
7 T 253
cone 577-'7‘

Portanto, o volume do cilindro € o triplo do volume do cone e 3/2 vezes o volume da esfera e 0 volume
da esfera é o dobro do volume do cone.



Relagdes entre o cilindro, cone e esfera
Aluno F
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Atividade: Realize as tarefas abaixo relacionadas utilizando o GeoGebra 3D e

registrando cada passo na tela do lado esquerdo.

1-Construir um cilindro cujo diametro (2r) e altura (h) tenham a mesma medida;

&

O S N CIC I AR
=N
5 — . 5 (3)

r=2

h=2r

— 4

A = (r,0,0)

— (2,0,0)

B = (0,0,h)

— (0,0,4)
C=1(0,00)

a : Cilindro(C, B, 1)
— 50.27

+  Entrads..

2- concluir que o volume do cilindro é: Volume do cilindro Vciindro= mr2h;

DREENEEAREE

-2 N
@
-5 ® 5 ®
h=2r H
-
A = (r,0,0)
@
— (2,0,0)
B = (0,0,h)
@
— (0,0,4)
O =00
a : Cilindro(C, B, r)
@
— 50.27
Veilindro = 7 2 h :
— 16n

=+ Entrada...
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3- Planifique o cilindro e explique como sera composta sua area;
& - U ]
k]~ 2> OO & N e Sc Q

Lae oz

Altura(B,F)= (C,E)= 2r

Altura, allura

F| Base(F,E) = (B,C) = 2nr{ E

=2 H #
T =3,14

27r = 2% 3,14 % 2 = 12, 56em? Q
drea do cilindro = 2(wr?) + (27 * 2r) Q

Em um cilindro reto circular com esse planifica acima, a area lateral € obtida por Al=
2trh, onde h e a altura do cilindro e r € o raio da base, a area da base é obtida por
Ab = r?. A area total corresponde & soma da area lateral com o dobro da area da
base, que € obtida por At= 2(nr2)+2(nrh)™, no caso da figura acima h=2r

4- Inscreva um cone no cilindro que vocé determinou nos itens 1 e 2;

DEE N R PN —
=2 =)
5 — s 5 (B)

h=2r

1 1]

(@)

-4

A = (r,0,0)
O
— (2,0,0)
B = (0,0,h)
@
— (0, 0, 4)
@ ¢=(.00)
a: Cilindro(C, B, 2)
©
— 50.27
e: Cone(C,B,2)
®
— 16.76
Vs E 2 h 5
=g a

5- Determinem o volume desse cone comprovando 0 seu volume sera dado por

2
nr<h
Vcone= ;
3
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(B d ~ > PB® A @ LN o Yadiel
r=2 =N
5 ——— 5 ® [

h=2r

il

— 4

A = (r,0,0)

o
— (2,0,0)
B = (0,0,h)
@)
— (0,0, 4)
@ =000
a: Cilindro(C, B, 2)
@)
— 50.27
e : Cone(C,B,2)
o
— 16.76
7r2h : &
Veo = ——
- Q

~16.76

6- Planifique o volume desse cone e explique como sera composta sua area;

g = geratriz
g:= geratriz
c=2nr

d=circulo da base

= raio Q

Quando fiz a planificacdo do cone, como mostra a imagem acima, € possivel
perceber que ele é composto por uma base que possui formato de um circulo e uma
area lateral que possui formato de um arco. Para calcular a area do cone, somamos
a area da sua base com a sua area lateral. A formula para calcular a area do cone é
At=rr?+Tirg(area total = area da base+area lateral).

7- Inscreva uma esfera no cilindro que vocé desenhou nos itens 1 e 2;


https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/planificacao-solidos-geometricos.htm
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o r 2 dBed@s N =D Sc Q=
Y s =N =%
e: Cone(C,B,2)
O — 16.76
Veo = & : h
~16.76 B
D = Ponto(EixoZ)
© — (0,0,2) ®
i: Esfera(D,2)
® — 2yt (z-22=4
Vesfera = 47;r3
27
-3 = |
v — 4 7; & @
~3351 B Q
=+ Entrada.. o
8- Planifique o volume dessa esfera explicando como sera composta sua area;
. 4mr3
9- concluam que o volume da esfera sera dado por Vestera—;
o r 2 dBed@s N =D Sc Q=
Y s 5 =
e: Cone(C,B,2)
O — 16.76
Veo = & : h
~16.76 B
D = Ponto(EixoZ)
© — (0,0,2) ®
i: Esfera(D,2)
® — 2yt (z-22=4
Vesfera = M
27
-3 = |
v 4 7; | @
~3351 B Q
=+ Entrada.. o

10- Determine relacdes existentes entre cilindro e cone, cilindro e esfera, cone e
esfera.

Entre cilindro e cone possivel obter uma conclusao légica: "o volume de um cone é
a terga parte do volume de um cilindro com a mesma base e a mesma altura”

A relacéo existente entre o cilindro e esfera ou entre cone e esfera e que eles sao
corpos redondos ou solidos de revolugdo séo sélidos geométricos construidos a
partir da rotacdo de figuras planas. Eles tém como principal caracteristica a
superficie curva.
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Relacdes entre Cilindro, Cone e Esfera
Aluno(a) K

1. Construir um cilindro cujo diametro (2r) e altura (h) tenham a mesma medida

.

)
<

Primeiro utilizei a ferramenta “Circulo definido por Trés Pontos” ..5hzue.,

Dai, fizumcirculo de raior=1

Entdo, utilizei a ferramenta "Extrusdo para Prisma”
Onde preenchi a informacao da altura com “2”. J& que o didmetro do circulo da base vale 2

Cilindro

Altura

2| =

Entdo esta criado o meu cilindro equiléatero

2. Concluir que o volume do cilindro é: Volume do cilindro V,ingro = mr2h

(T3]

criei o segmento que chamei de “r”, com extremidades

Ao utilizar a ferramenta “Segmento”, _°

Segmento

no centro e na circunferéncia. E fiz 0 mesmo com um segmento que chamei de “h”.

r = Segmento(B, D) :

h = Segmento(B. E)
O O

—_ 2 — 1

Dai coloquei a formula do volume na janela de algebra e comparei com o resultado gerado pela
ferramenta “Volume” ™ para comparar os resultados.
Volume

s volumee = Volume(e
a=m7rh : (e)

~6.28 — 6.28
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Percebemos das imagens acima que os valores sdo 0s mesmos
3. Planifique o cilindro e expligue como sera composta sua area

A érea serd composta de um retangulo de base b = 2w e altura h = 2,
F somando a area de dois circulos de raior = 1

4. Inscreva um cone no cilindro que vocé determinou nos itens 1 e 2

. . < A 1% . . .
Para isso, usei a ferramenta “Fazer extrusdo para Pirimide” .. no circulo determinado no item 1,
e selecionei “2” como altura.

Cone

Altura

2 E=

CANCELAR OK

. , 1
5. Determine o volume desse cone comprovando que seu volume ser& dado por V. . = Enrzh

Assim como no item 2, coloquei a formula na janela de algebra e comparei com o volume da
ferramenta “Volume”

b = % 7 h : volumej = Volume(j)

~2.09 — 2.09

Que podemos perceber que apresentam os mesmos valores

6. Planifique o volume desse cone e explique como sera composta sua area

A érea serd composta por um circulo de raio r = 1 e um setor
angular de raio g = V5



7. Inscreva uma esfera no cilindro que vocé desenhou nos itens 1 e 2

Utilizei a ferramenta “Esfera: Centro & Raio” .
igual a 1

Centro & Rai

8. Planifique o volume dessa esfera explicando como serd composta sua area

=

R= Sua area é composta pela seguinte formula: gl PSR LRUIREIL0)]

) 4
9. Conclua que o volume da esfera sera dado por gnr3

Utilizei a mesma estratégia do item 2

4
volumed = Volume(d) : T 37
— 4.19 =4.19

39

_onde criei uma esfera no ponto O(0, 0, 1) de raio
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10. Determine relacBes existentes entre cilindro e cone, cilindro e esfera, cone e esfera

R = A relacdo entre o cilindro e o cone esta no volume. O volume do cilindro é trés vezes maior.

A relagdo entre o cilindro e a esfera é de que o volume da esfera é gerado pela anticlepsidra que é
formada a partir do cilindro. Além disso, as bases do cilindro tém o mesmo formato e area do que a

planificacdo da esfera.

A relacdo entre o cone e a esfera é de que a planificacdo da esfera é igual a base do cone.
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A partir das respostas dos alunos, percebemos que uma das vantagens na
utilizacdo do software educacional GeoGebra em sala de aula é o processo de
mobilizacdo da curiosidade aliada a criatividade dos alunos. Essas vantagens sao
confirmadas através das pesquisas expostas no inicio deste texto, sobretudo nos
trabalhos de Pavanello (1989); Kenski (2003) e Gravina (2015). isso também fica
evidente no processo de resolucdo das questdes dos alunos W, F e K. As estratégias
metodoldgicas que utilizem tecnologias, como o GeoGebra, trazem para a sala de
aula uma tarefa de criacdo de experiéncias que fazem o conhecimento geométrico
acontecer na evolucdo de um nivel bésico da intuicdo e as conjecturas no sentido
argumentado por (DUVAL, 2012).

O processo de resolucao das atividades realizado pelo aluno W demonstra
gue o uso de tecnologias modernas no ensino de matematica para diversos
conteldos de ensino de matematica, em particular da Geometria Espacial, parece
ir além da utilizacdo do GeoGebra por diversas razbes colaboradas pela
literatura, entre elas nas pesquisas de Borba e Penteado (2017) ao analisar o papel
das tecnologias digitais, assim como possibilidades e transformacfes que elas
provocam no contexto da educacgédo e, em particular, da educagdo matematica.

A pratica de sala de aula do professor do curso de extensao permeadas
pelo uso de aspectos histéricos da Geometria Espacial e tecnologias modernas,
sobretudo o GeoGebra estd de conformidades também com as prescricbes da
Base Nacional Comum Curricular(BNCC), com destaque para 52 Competéncia
Geral, indicando que os alunos precisam:

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de
informacéo e comunicagéo de forma critica, significativa, reflexiva e
ética nas diversas praticas sociais (incluindo as escolares) para
se comunicar, acessar e disseminar informacgdes, produzir
conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria
na vida pessoal e coletiva (BRASIL, 2018).

Outra percepgao importante no processo de resolucdo das questdes

propostas para os sujeitos desta pesquisa, demonstra que eles conseguem relacionar
beneficios de se utilizar o GeoGebra e outros softwares, previstos no curriculo da
BNCC, para apoiar o ensino da matematica. Os documentos oficiais, como a BNCC e
OCs, ja trazem em seu texto orientacfes para que a matematica seja apresentada
aos alunos de forma contextualizada trazendo uma inversdo metodolégica. Assim, a
matematica fica proxima ao contexto social do individuo dentro do processo de ensino

e aprendizagem. Com um olhar especial também sobre os PCNs (2006), vemos no
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desenvolvimento das atividades realizadas pelos alunos o uso da ferramenta como
cumprimento das competéncias da Matematica, quando determina que a
“Investigagdo e compreensdo, competéncia marcada pela capacidade de
enfrentamento e resolucdo de situacBes-problema, utilizacdo dos conceitos e
procedimentos peculiares do fazer e pensar das ciéncias” (BRASIL, 2002, p. 113).

Uma outra vantagem para uma aprendizagem significativa do aluno é
carater pedagogico das midias digitais, segundo Kensky(2007), se comprova nos
fatos de que as TICs oferecem uma variedade de informacdes, dados, icones, mapas,
movimentos etc. Contudo, é preciso enfatizar que a atuagdo do professor neste
processo pedagdgico é imprescindivel. Cabe ao professor o papel principal: ajudar o
aluno a interpretar esses dados, selecionando, relacionando, organizando e
contextualizando.

Destacamos, assim, que explorar os aspectos visuais do GeoGebra com
atividades pedagogicas que oferecam meios para a investigacdo matemética e
experimentacdo com tecnologias, assume uma dimensdo heuristica, sendo
apropriada aos cenarios de ensino e aprendizagem de Matematica (BORBA,
SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2016). Dessa forma, o processo de formagao de imagens
€ protagonista na producdo de sentidos e na aprendizagem dos conteldos
geométricos. Conforme esses autores, 0 GeoGebra, que mantém possivel o estudo
de conteudos de forma mais proxima ao que era feito com lapis e papel,
transforma também as possibilidades de experimentacdo, de visualizacdo e de
heuristica dos humanos envolvidos nesse coletivo que aprende (BORBA;
SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2016, p. 73).

Essa percepcdo também € compartilhada pelos docentes, que veem 0s
resultados na pratica da sala de aula, “E essencial para que as aulas saiam da rotina,
faz com que, o aluno tenha mais interesse, ou seja, se torne protagonista do processo
de ensino e aprendizado no ensino de matematica” (Professor da turma).

Outra vantagem percebida na pesquisa diz respeito a atencdo e
participagdo nas aulas: “Em relagéo as atitudes dos alunos no desenvolvimento de
aula com o uso de software educacional apresentam maior motivagéo e envolvimento
durante as atividades propostas”. A utilizacdo do software para melhorar a
compreensao da geometria foi bastante citada entre os participantes, sobretudo,
porque esse instrumento permite diversificar a apresentacdo de  conceitos,

colaborando como argumenta Durval (2012) com possibilidades de estratégias para
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ensinar a matematica de outra forma, permitindo entrar no modo matematico de
pensar através dos registros de representacdes semioticas.

Em relacdo a esses aspectos o professor da turma argumentou que antes
do uso do GeoGebra seus alunos apresentavam diversas dificuldades. Os meninos

tiveram dificuldades em:

visualizar aquela figura que estava no material em 3D, entéo
principalmente quando dei a diferenca de prisma e piramides e dei
poliedros, também para eles né, eles tinham essa dificuldades de
identificar, faces, arestas, vértices também, e eles tinham
dificuldades também principalmente quando tinha alguma questéo
que tinha planificacdo, eles ndo conseguiam visualizar aquela
planificacdo fechada na figura espacial, entdo a minha principal
dificuldade era essa, principalmente quando eu trabalhava
poliedros com eles e para ele caracterizar arestas, faces e
vértices e principalmente quando eles estavam na planificagéo,
gquando eles tinham os objetos em mao, quer dizer, as vezes eu
trabalhava também com o manipulado ficava mais facil, mais quando
era uma atividade que tinha planificacdo e o objeto ndo dava para
eles em 3D entdo ele tinham muitas dificuldades em analisar.
Isso colabora também com o entendimento de Gravina (2015) sobre o

ensino de Geometria desenvolvido por meio de abordagens tecnoldgicas, como o0 uso
do GeoGebra, desde que os conteudos estejam organizados de forma diferente,
inovadora, no sentido de se explorar os beneficios do software, no sentido de
“desenvolver a competéncia investigativa no aluno por meio dos varios experimentos
e experimentagcdes que se pode acessar numa tela interativa’ (GRAVINA, 2015,
p. 251).
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CONSIDERACOES FINAIS

Com uma visdo sobre a historia da Geometria e auxilio do software
GeoGebra, é possivel apresentar os conteudos de Geometria Espacial de forma
diversificada contribuindo para uma possibilidade metodolégica pautada pela
criatividade tanto de quem ensina quanto de quem aprende, em que as questdes
elaboradas tém o potencial de auxiliar a percepcdo geométrica do aluno. Isso
fica evidente a partir do depoimento dos professores, colabora também com o
pensamento de Durval (2008) segundo o qual os diferentes sistemas semiéticos
permitem uma diversificacdo de representacdes de um mesmo objeto, aumentando
as capacidades cognitivas dos sujeitos. Isso porque, do ponto de vista cognitivo,
nenhuma representacdo € completa em relacdo ao objeto que representa, ou seja,
cada representacao revela um determinado conceito, uma determinada propriedade,
enfim, uma diferente caracteristica, a mobilizacdo e coordenacéo de varios registros
de representacdo tornam-se importantes para que 0s objetos mateméticos nao
venham a ser confundidos com suas representacfes e para que possam ser
reconhecidos em cada uma delas. Desta forma, o conhecimento matemético so é
transformado em saber quando ocorre a mobilizacdo espontanea pelos alunos, de
distintos registros semioticos de um mesmo objeto matemético.

Uma sequéncia didatica do conteudo da Geometria Espacial pode ser
realizada através de informacao histdricas e do GeoGebra, uma vez que essas
tecnologias, ao permitir leituras, visualizacdes e construcdes tridimensionais, permite
a construcdo de objetos para experimentacdo e exploracdo de conceitos dentro da
Geometria Espacial, como uns recursos dindmicos e interativos. As andlises das
atividades dos professores colaboram com o pensamento de Alves e Borges Neto
(2012) mostrando que a tecnologia pode afetar o processo de mediacao no ensino de
determinados tépicos, porém, seu uso de forma complementar enfatiza uma mudanca
dimensional, com o objetivo de identificar elementos de natureza qualitativa. Assim,
a pratica de sala de aula com a utilizacdo de aspectos relacionados a histéria da
Geometria e auxilio do GeoGebra pelos participantes desta pesquisa sugere uma
proposta de ensino relevante para melhorar a aprendizagem do aluno em
Geometria Espacial, seja por meio do desenvolvimento da percep¢cdo e ou da
visualizacdo geométrica, podendo ser disseminada a partir dos depoimentos dos

professores ao utilizar a tecnologia em foco, rompendo barreiras e obstaculos



pré-existentes no processo de compreensao deste tema.
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APENDICE

Discente: T. M. F.
Doscente: Ronaldo

Disciplina: Iniciacao a extensao

Questao 01:

Como o raio é 1 e 0 seu diametro é 2x1=2, entdo sua altura é 2

a -

H = Interse¢ao(i, f, 1)

— (03,2

| = Interse¢ao(j, f, 1)

— =002

J = Intersecao(g.f.1)

— (0,—1,2)
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Questao 02:

O volume ¢é igual a 6,28; decorre da seguinte equacao: 3,14x12x2=6,18; isso significa que a formula é
pixrzxh=V

Questao 03:

Sua area total é composta por 2xAb+Al=At, entdo fica:
2%3,14x12+2x1x3,14x2=18,84

Questao 04:

Questdo 05:

O volume encontrado foi 2,09; decorreu da seguinte equagdo (3,14 x12x2)+3=2,09; portanto sua
formula é: pixr2xh/3=V

— 6.28
Textoa = “Volume de " + (Nome(a)) +

@

—+ Volume de a = 6.28

k=314-1*.2

— 628



O

O

O

Sua area total é composta por At(cilindro)+At(cone)=At, que ficaria assim 18,84+3,14.(1+raiz de 5)

J=1(0,0,0)

a: 6.28

K=1(0.0.1)

Py +(z-1)° =1

eql: (4 +3.14 x 1%) /3 = 4.18
@ a628
@ Textoj = "Volume de " + (Nome(j)) + *

eql: (3.14 + 1° « 2) /3 — 2.09

Questao 07:

Questao 06:

Questao 08:

52

Sua érea total é composta por At(cilindro)+At(esfera)=At, que ficaria 18,84+12,56=31,4 Area total da

esfera: 4xpixr?

Questao 09:

O volume ¢é 4,18; decorrente da equacédo (4x3,14 x12)+3, que portanto a formula é: (4xpixr?)/3=VV



Questéao 10:

A relagdo entre eles € que sdo corpos redondos, que dependem dos valores de altura e raio;

53
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Discente: M. E. G. F.
Docente: Ronaldo
Iniciacao a extenséao

Questao 01:
Como o raio é 1 e o seu diametro é 2x1=2, entdo sua altura é 2

H = Interse¢ao(i, f, 1)

— (0,;1,2)
I = Interseg¢do(j,f, 1) :
e 11,0, )
J = Interseg¢do(g,f, 1) :
—.  (0,—T, 2

Questdo 02:

O volume é igual a 6,28,; decorrg da seguinte equacao: 3,14x12x2=6,18; isso significa

— 6.28

Textoa = “Volume de " + (Nome(a)) +
@

—  Volume de a = 6.28

k=314-1*.2

— 6.28

qgue a férmula é pixrzxh=V

Questao 03:
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Sua area total € composta por 2xAb+Al=At, entdo fica: 2x3,14x12+2x1x3,14%x2=18,84
Questao 04:

6)

6)

6]

© a:6.28

O j:2.09
Questao 05:

O volume encontrado foi 2,09; decorreu da seguinte equacdo (3,14 x12x2)+3=2,09;
portanto sua formula é: pixr2xh/3=V

@ a:6.28
@ 209
volumej = 2.09
@ Textoj = “Volume de " + (Nome(j)) + *  }
eql: (3.14 « 12 = 2) / 3 — 2.09
Questéo
tao 06:

7

Sua area total é composta por At(cilindro)+At(cone)=At, que ficaria assim
18,84+3,14.(1+raiz de 5)
Questdo 07:
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J = (0, 0, 0)
a: 6.28

K = (0,0, 1)

® 6 & ©

P+ +(z-1)P=1

eql: (4 * 3.14 x 1%) / 3 = 4.18

Questéo 08:

Sua area total é composta por At(cilindro)+At(esfera)=At, que ficaria
18,84+12,56=31,4

Area total da esfera: 4xpixr2

Questao 09:

O volume é 4,18; decorrente da equacao (4x3,14 x12)+3, que portanto a formula é:
(4xpixr?)/3=V

Questao 10:

A relacéo entre eles é que sao corpos redondos, que dependem dos valores de altura
e raio;
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LICENCIATURA EM MATEMATICA
J C S
Matricula:
RELAQC)ES ENTRE CILINDRO, CONE E ESFERA

1) Construir um cilindro cujo didmetro (2r) e altura (h) tenham a mesma medida.

2) Concluir o volume do cilindro.
R = Para calcularmos o volume do cilindro, basta calcularmos a area da base e
multiplicarmos pela altura.
Assim, temos que:
Volume do Cilindro = Area do circulo x Altura
=mr?xh

3) Planifique o cilindro e explique como sera composta sua area.
R = Sua area é composta pela

seguinte formula: 2(Area do
circulo) + Area do retangulo. o

4) Inscreva um cone no cilindro que vocé determinou nos itens 1 e 2.
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Retângulo

UFAC
Retângulo
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5) Concluir o volume do cone.
R = Sabendo que o volume do cone é 1/3 do volume do cone, temos que:
Volume do Cone = Area do Circulo x Altura /3
=nr?xh/3

6) Planifique o volume desse cone e explique como sera composta sua area.
R = Sua area é composta
pela seguinte formula:
Area do circulo + Area A o
do setor circular.

7) Inscreva uma esfera no cilindro que vocé desenhou nos itens 1 e 2.

8) Planifique o volume dessa esfera e explique como serd composta sua area.

R = Sua area é composta pela
seguinte formula: A = nr?
(Area do circulo).

58
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9) Concluir o volume da esfera.
R = Para mostrarmos o
volume da esfera,
vamos compara-lo com
0 volume da
anticlepsidra, que é: 4/3
x mr3(Volume do
cilindro — 2(Volume do
cone).

Na imagem, notamos
que, estando em um
mesmo plano, qualquer
outro plano que
secciona a esfera, também secciona a anticlepsidra, gerando também sec¢es de
areas iguais.

Portanto, o volume da esfera = volume da anticlepsidra = 4/3 x rr3.

10) Determine relacOes existentes entre cilindro e cone, cilindro e esfera, cone e
esfera.
R = A relacédo entre o cilindro e o cone esta no volume. O volume do cilindro é
trés vezes maior.
A relacéo entre o cilindro e a esfera é de que o volume da esfera é gerado pela
anticlepsidra que é formada a partir do cilindro. Além disso, as bases do cilindro
tém o mesmo formato e area do que a planificacao da esfera.
A relacdo entre o cone e a esfera € de que a planificacdo da esfera ¢ igual a base
do cone.
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