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"Vocé me deve entender! De Um vocé faz Dez,
jogue fora Dois, combine Trés, e vocé ficara rico.
Que vocé crie Quatro! Cinco e Seis, diz a bruxa,
faca Sete e Oito. Esta tudo feito. Se Nove é
isso. Um, dez é nenhum. Esta é a tabuada da

bruxa!"(Johann Wolfgang von Goethe)
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OLIVEIRA, E. M. .Construcao dos quadrados magicos e aplicacao na criptografia como fer-
ramentas educacionais.. 2023. 115p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de

Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste projeto investiga-se a utilizacao dos quadrados magicos e robética educacional
no ensino e aprendizagem da matematica como um motivador para alunos. A aplica-
¢do da robdtica, mais especificamente, a criagcao e montagem de experiéncias praticas
em laboratério, que permita o desenvolvimento de maneira lUdica, podem promover a
interacao entre conceitos e aplicacdes. A educacao é um campo prolifero para o uso
da tecnologia, tendo em vista o conjunto de possibilidades que apresenta, tornando a
aprendizagem mais dinamica e motivadora. A partir dessa constatacao, os quadrados
magicos e a robdtica educacional é uma proposta de aprendizagem no qual os alunos
aplicam o método cientifico e desenvolvem habilidades, competéncias, a capacidade
critica, o senso de saber para contornar as dificuldades na resolucao. Assim, o vigente
trabalho tem como objetivo investigar o uso dos quadrados magicos aliado a Robética
Educacional como recurso pedagdgico. Destacaremos, ainda, a importancia do uso
da tecnologia na educacao, fundamentando o trabalho nas visées de alguns autores
consagrados da atualidade, definiremos historicamente o quadrado magico e descre-
veremos o kit educacional 9797 da mindstorms utilizado para esse projeto. No que
concerne a aquisicao do conhecimento, a principal evidéncia da pesquisa foi a de que
o trabalho pedagdgico, orientado pelos pressupostos basicos descritos no referencial

tedrico, favoreceu efetivamente, a aprendizagem dos alunos.

Palavras-chave: Histéria, quadrado magico, criptografia, robética.



OLIVEIRA, E. M. .Construction of magic squares and application in cryptography as edu-
cational tools.. 2023. 115p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia,

Uberlandia-MG.

Abstract

This project investigates the use of magic squares and educational robotics in teaching
and learning mathematics as a motivator for students. The application of robotics,
more specifically, the creation and assembly of practical experiences in the laboratory,
which allows development in a playful way, can promote interaction between concepts
and applications. Education is a prolific field for the use of technology, in view of the
set of possibilities it presents, making learning more dynamic and motivating. Based
on this observation, magic squares and educational robotics is a learning proposal in
which students apply the scientific method and develop skills, competences, critical
capacity, a sense of knowledge to overcome difficulties in solving. Thus, the current
work aims to investigate the use of magic squares combined with Educational Robotics
as a pedagogical resource. We will also highlight the importance of the use of tech-
nology in education, basing the work on the visions of some renowned authors of the
present time, we will historically define the magic square and describe the mindstorms
educational kit 9797 used for this project. With regard to the acquisition of knowledge,
the main evidence of the research was that the pedagogical work, guided by the basic
assumptions described in the theoretical framework, effectively favored the students’

learning.

Keywords: History, magic square, cryptography, robotics .
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INTRODUCAO

A ideia principal deste projeto é propor a utilizacdo dos QUADRADOS MAGICOS e do kit de robé-
tica NXT dentro de um plano de aula para auxiliar o professor a ensinar os alunos de maneira lUdica
desenvolvendo nos mesmos a curiosidade e a oportunidade de ver além de conteldo tedrico, o fun-
cionamento pratico através de programacodes que permitem ao rob6 executar tarefas de acordo com
0 assunto abordado, ou seja, possibilitar vivéncia da situacdo de aplicacdo do conteldo tedrico em
meios tecnoldgicos educativos. Este trabalho intenta aumentar o aproveitamento dos alunos, acele-
rando a curva de aprendizado e disponibilizando maior envolvimento do aluno com o professor e o
assunto, podendo assim o aluno vivenciar a situacao, almejando-se alcancar maior eficiéncia do que
Ihe foi ensinado ao passar de alguns dias, ou seja, aumentando assim também a sua retencdo de
conhecimento. A utilizacdo de ferramentas ndo convencionais no ensino da matemaéatica torna-se in-
teressante quando aplicados conceitos teéricos na realizacao de experimentos praticos, estimulando
assim o interesse ao aprendizado no aluno. Neste contexto, foi realizado um estudo de possiveis

projetos utilizando quadrados magicos juntamente com o kit lego NXT.

Adotaremos uma perspectiva predominantemente histérica para salientar as dificuldades ineren-
tes ao entendimento desta estrutura e ressaltar as ideias que estdo por trds destas definicdes. Para
uma melhor compreensao do trabalho dividimos em cinco partes. Primeiro serd feito um passeio
pela histéria dos quadrados mégicos, desde seu surgimento lendario até sua aparicao em obras de
arte ao longo dos séculos. Em seguida classificaremos e apresentaremos algumas propriedades dos
quadrados magicos. Terceira parte do nosso projeto apresentaremos alguns métodos classicos e
outros bem elaborados por varios personagens histéricos na construcao dos quadrados magicos. A
quarta parte discutiremos a aplicacdo dos quadrados magicos na criptografia, utilizaremos as cifra
pigpen, RSA e Vigenere, mesclando aos quadrados magicos tornando-as mais robusta, aumentando
a seguranca. A proposta ou acdo educativa desse projeto é contribuir com ensino-aprendizagem da
matematica, propondo uma experiéncia (situacao-problema), na qual utilizaremos duas ferramentas:

o kit lego mindstorms (robdtica educacional) e o auxilio dos quadrados magicos para solucéo e vali-

& UFU-FAMAT-PROFMAT 1l



dacao da situacao didatica concebida. Para melhor compreensao do projeto serd criada uma ponte
de significados e concepcdes entre a robdtica educacional (fazer) é os quadrados magicos (pensar
ou raciocinar). Assim, no primeiro momento, é desenvolvido predominantemente o raciocinio tecno-
légico do discente, e no segundo momento, desenvolve-se predominantemente o raciocinio légico.
O nosso projeto se respalda na necessidade humana de assimilar e interferir nos fen6menos que a
cercam, a Modelagem Matemadtica estd proposta como um sistema de ensino-aprendizagem que tem
por finalidade ndo somente fazer com que os alunos compreendam melhor o conteddo matematico,
porém aquilo que lhe é transmitido, mas, principalmente, coloca-se como um procedimento de ensino

em que o aluno deixa de ser um sujeito passivo para ser ativo no processo de aprendizagem.
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CAPITULO 1

QUADRADOS MAGICOS NA HISTORIA

Na formulacao da situacao-problema para o desenvolvimento do presente projeto, buscamos con-
templar a origem histérica do objeto de estudo, quadrados mégicos, objetivando de forma agradavel,

ldica e simples a sanar as dificuldades de aprendizagem dos alunos.

Segundo Meirieu (1998, p.192)[201:

”

“uma situacdo-problema é uma situacéo didéatica contextualizada a partir da histéria do conteddo.

De acordo com Miguel e Miorin (2004, p.45)[21] a histéria deve ser o caminho que conduz as
respostas dadas aos porgués da matematica. Da mesma forma pensam que a histéria pode alavancar
0 ensino aprendizagem da matemaética, por meio da compreensao e da significagdo. Assim, possibilita

ao discente compreender também que o conhecimento matematico é construido historicamente.

Conforme D’ Ambrésio (1999, p.97)[28]:

"As ideias matematicas comparecem em toda a evolugcdo da humanidade, definindo estratégias de
acdo para lidar com o ambiente, criando e desenhando instrumentos para esse fim, e buscando expli-
cacobes sobre os fatos e fenbmenos da natureza e para a préopria existéncia. Em todos os momentos
da histéria e em todas as civilizacbes, as ideias matematicas estdo presentes em todas as formas de

fazer e de saber.”

Para melhor compreensao da proposta do trabalho faremos um breve resumo sobre a histéria do
quadrado magico, pois sabemos que a histéria da matematica tem capacidade para fazer a juncao
fundamental entre os contelidos da matemdtica e desta com as outras disciplinas, uma vez que ela

acompanha a historia.
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QUADRADOS MAGICOS NA HISTORIA

1.0.1 A Origem dos Quadrados Magicos

Os quadrados magicos tém uma rica histéria que data de cerca de 2200 a.C. Um mito chinés afirma
que, enquanto o Imperador chinés Yi caminhava ao longo das margens do Rio Amarelo (Huang-Ho),
ele notou uma tartaruga com um diagrama Unico em seu casco. O Imperador decidiu chamar o padrao

numeérico incomum de Lo Shu.

Figura 1.1: Quadrado de Lo Shu

Fonte:https://serluminoso.blogspot.com/

O guadrado magico mais antigo registrado, no entanto, apareceu no livro do primeiro século "Da-
Dai Liji".[24] Os quadrados magicos na China tém sido usados em vérias dreas do conhecimento,
incluindo astrologia, adivinhacao, interpretacao da filosofia, fendmenos naturais e comportamento
humano. Os Quadrados mégicos também permearam outras areas da cultura chinesa. Por exemplo,
pratos de porcelana chinesa expostos em museus e colecOes particulares foram decorados com ins-
cricdes arabes e quadrados magicos. Os quadrados magicos muito provavelmente viajaram da China
para india e depois para os paises arabes. Dos paises arabes, os quadrados méagicos chegaram a
Europa, depois para o Japdo. Os quadrados méagicos na india serviram a multiplos propdsitos além da
disseminacdo do conhecimento matematico. Por exemplo, Varahamihira (astrénomo, matematico e
astrélogo indiano que viveu em Ujjain.) utilizou um quadrado magico de quarta ordem para especifi-
car as receitas para fazer perfumes no seu livro. O quadrado magico de 32 ordem mais antigo da india
aparece no trabalho do médico Vrnda Siddhayoga (900 d.C), como um meio para facilitar o parto.
Pouco se sabe sobre o inicio da pesquisa sobre quadrados magicos na matematica islamica. Tratados
nos séculos IX e X revelaram que as propriedades matematicas dos quadrados magicos j& estavam
desenvolvidas entre as nacoes drabes. Além disso, a histéria sugere que a introducédo dos quadrados
mdgicos foi completamente baseada em principios matematicos e ndo em mitos e supersticdes. A an-
tiga designacao arabe para os quadrados magicos, "wafq ala’dad", significa "disposicao harmoniosa
dos nimeros". Mais tarde, durante os séculos Xl e Xll, os mateméticos islamicos deram um grande

salto ao propor uma série de regras simples para criar quadrados magicos. O século XlIl testemunhou
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QUADRADOS MAGICOS NA HISTORIA

o ressurgimento dos quadrados mdgicos, que se tornaram associados a magia e a adivinhacdo. Esta
ideia é ilustrada na seguinte citacdo de Cammann,(Prussin 1986, p.75)[7] que fala da importancia

espiritual dos quadrados mégicos: “Se os quadrados magicos eram, em geral, pequenos modelos do

Universo, agora podiam ser vistos como representacées simbdlicas da vida em um processo de fluxo

constante, renovando-se constantemente pelo contato com uma fonte divina no centro do cosmos.”

Um interesse consideravel em quadrados mégicos também era evidente na Africa Ocidental. Qua-
drados magicos foram entrelacados em toda a cultura da Africa Ocidental. Os quadrados magicos
tinham uma importancia espiritual particular e estavam inscritos em roupas, mascaras e artefatos re-
ligiosos. Eles influenciaram até mesmo os projetos arquitetdonicos. No inicio do século XVIII, Muham-
mad, um conhecido astrénomo, matematico, mistico e astrélogo da Africa Ocidental, interessou-se
pelos quadrados magicos de 32 ordem. Em um de seus textos, ele deu exemplos de como construir
quadrados de ordem impar. Durante o século XV, o escritor bizantino Manuel Moschopoulos introdu-
Ziu os quadrados magicos na Europa, onde, como em outras culturas, os quadrados magicos estavam
ligados a adivinhacdo, a alquimia e a astrologia. A primeira evidéncia de um quadrado magico im-
presso na Europa foi revelada em uma famosa gravura do artista alemao Albrecht Durer. Em 1514,
Durer incorporou um guadrado magico em sua gravura em uma placa de cobre chamado de Melanco-
lia[10]. Chen Dawei da China deu inicio ao estudo dos quadrados magicos no Japao com a importacao
de seu livro "Suan Fa Tong Zog", publicado em 1592. Como os quadrados magicos eram um tema
popular, eles foram estudados pela maioria dos famosos "wasan", que eram especialistas japoneses
em matematica.

Na histéria do Japdo, o registro mais antigo de quadrados mdgicos ficou evidente no livro "Kuchi-
Zusam", que descreve um quadrado 3 por 3. Em 1687-88, um aristocrata francés, Antoine de La
Loubere, estudou a teoria matemadtica da construcao de quadrados magicos. Em 1686, Adamas Ko-
chansky entendeu os critérios para resolverem quadrados de 32 ordem[10]. Durante a Gltima parte
do século XIX, os matematicos aplicaram os quadrados a problemas de probabilidade e anélise. Hoje,
0s quadrados magicos sao estudados em analise, combinatdria, matrizes, aritmética e geometria. A

magia, porém, ainda permanece nos quadrados mégicos.

1.0.2 China o Berco do Quadrado Magico

7

A primeira referéncia do quadrado mdégico de 32 ordem é observado num antigo texto do Yi
Jingliching] um tratado de ritos e ensinamentos ancestrais, outra mencao explicita do quadrado ma-

gico aparece no capitulo chamado MingTang (Salao Brilhante) do livro "Da Dai Liji" (Livro de Ritos do
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QUADRADOS MAGICOS NA HISTORIA

Ancido Dai), para descrever os rituais da Dinastia Zhou na China antiga.[24] Uma terceira referéncia
é constatada em um texto matematico do livro "Shushu jiyi" (Memérias e tratados da arte matema-
tica), que se diz ter sido escrito em 190 a.C. Provavelmente é a primeira ocorréncia registrada do
quadrado magico em uma obra matematica. O quadrado magico 3% 3 foi chamado de "Nove Salas
ou Nove Saldes"pelos primeiros matematicos chineses. No século XIl a representacao tabular ou gra-
fica do quadrado mdgico 3x3 como conhecemos e o lendario quadrado de Lo Shu fica claramente

associados e a partir de entao passa a ser chamado de quadrado de Lo Shu.

4192
3|5|7
8|1|6

Tabela 1.1: Quadrado Mdgico

O matematico e escritor chines Yang Hui no ano de 1275 d.C, durante a dinastia Song, publicou
dois livros. Em uma de suas obras, "Xugu zheqi suanfa"(Livro das Permutacdes), Hui exibe a constru-
cdo de quadrados magicos de terceira e quarta ordem. O livro de "Yang Hui" é considerado o registro
matematico mais antigo ao se tratar de quadrados magicos, sua obra foi baseada em trabalhos ante-
riores tanto nacionais quanto exteriores. Posteriormente a "Yang Hui", quadrados mdgicos sistema-
ticamente ocorreram na matematica chinesas de acordo com as publicacdes cronolégicas das obras:
Ding Yidong Dayan suoyin (1300), Cheng Dawei’s Suanfa tongzong (1593), de Fang Zhongtong Shu-
duyan (1661), podemos observar os circulos mégicos, cubos e esferas, Xinzhai zazu de Zhang Chao
(1650), que divulgou o primeiro quadrado magico de ordem dez da China e, finalmente, Binaishan-
fang ji de Bao Qishou(1880), apresentou varias configuracdes tridimensionais do quadrado magico.
Por outro lado, além de ser o primeiro a conhecer os quadrados magicos e adquirir uma dianteira por
varios séculos, o desenvolvimento chinés dos quadrados magicos é muito inferior em comparacao
com desenvolvimentos da india, do Oriente Médio ou da Europa.

O climax da matematica chinesa sobre os quadrados magicos parece estar contido na obra de Yang
Hui; mesmo como uma colecdo de métodos mais antigos, esta obra é primitiva, carecendo de méto-
dos gerais para a construcdo de quadrados mégicos de qualquer ordem, em comparacdo com uma
colecao semelhante escrita na mesma época pelo estudioso bizantino Manuel Moschopoulos. Isso é
possivelmente devido a admiracdo dos estudiosos chineses com o principio Lo Shu, por varios anos,
matematicos chineses tentaram adaptar o método de 32 ordem para solucionar os quadrados magi-

cos de ordem superior.
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1.0.3 Quadrado Magico e o conto de Lo Shu

Segundo uma das versoes da estdria do “Lo Shu” menciona que, por volta do ano 650 a.C., suces-
sivas inundacdes ocorreram no rio Lo, um afluente do rio Amarelo, na China, destruindo plantacdes,
campos e deixando as pessoas desesperadas. A fim de aplacar a ira do deus do rio, as pessoas coloca-
vam vdrias oferendas na margem do rio. A cada sacrificio, uma tartaruga aparecia no rio, contornava
a oferenda e desaparecia no rio, mas as enchentes continuavam para o desespero da populacao ribei-
rinha. Por fim, alguém notou um padrao no casco da tartaruga que emergia da dgua, em cujo casco
inferior viam-se desenhados 9 nimeros em 3 colunas de 3 ndmeros cada, formando um quadrado.

Pode ser visto na figura 1.1.

Somando esses numeros, por linha, por coluna ou na diagonal, obtinha-se sempre o mesmo nu-

mero: 15.
2| 7|6 |= 15
9 | 5 1 |= 15
4 | 3|8 |= 15
S0 N
15 15 15 15 15

Tabela 1.2: Constante Magica.

Entao, soube-se que 15 era o numero de oferendas que precisavam ser feitas e assim procedeu-se.
A tartaruga reapareceu e contornou aquela oferta, para surpresa das pessoas. O deus do rio ficou
satisfeito com a quantidade exata de oferendas, aplacando assim a sua ira, e entao o deus garantiu
que o rio nao inundaria os campos novamente. O numero 15 é considerado um ndmero poderoso
porque corresponde ao nimero de dias em cada um dos 24 ciclos do ano solar chinés. Em outras
palavras, é o nimero de dias no ciclo da lua nova até a lua cheia. O "Lo Shu square"ou “Quadrado de
Lo Shu”, também chamado de Quadrado Magico, é a base da antiga astrologia do Feng Shui, da escola
Xuan Kong Fei Xing, bem como do I-Ching. Como pode ser visto na imagem (Tabela 1.2), em "Lo Shu

Square"o nimero 5 estd no centro, com nimeros pares e impares alternando em sua periferia.

A maioria dos historiadores acredita que a lenda de Lo Shu se originou na China por volta de 2800
a.C, e depois se espalhou para a india e Egito e posteriormente para a Europa, e tem sido associada
ao misticismo e supersticao até hoje. Os padrdes exibidos nos cascos das tartarugas sdo chamados
de quadrados magicos ou quadrados de Lo Shu. Este é considerado o quadrado magico mais antigo,

usado no Oriente e na Europa para praticas magicas e como talisma para atrair boa sorte e afastar
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doencas. Acredita-se que este simbolo reline os principios fundamentais que compdem o universo,
com nUmeros pares simbolizando o principio feminino, yin, e nimeros impares, o principio masculino,
yang. Num quadrado maégico 3x3, considerava-se que os numeros de 1 a 9 representavam todo
o conhecimento, sendo que cada numero representava um caminho no estdgio espiritual com um
significado préprio. O nimero 5 representava a Terra e ao seu redor estavam distribuidos os quatro
elementos principais, a dgua 1 e 6, o fogo 2 e 7, a madeira 3 e 8 e 0s metais 4 e 9. Acreditava-se que
quem possuisse um quadrado magico teria sorte e felicidade para toda a vida. A ideia do presente
projeto e mergulhar nesse mundo fantdstico dos quadrados mdégicos e discutir a luz da matematica e

seus segredos.
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CAPITULO 2

O QUE E UM QUADRADO MAGICO?

2.1 Quadrados Magicos: Definicoes

Nesta subseccdo veremos algumas definicdes atribuidas por varios estudiosos e pesquisadores na

area.

A maioria dos autores define-se quadrado magico, como sendo uma matriz quadrada de nameros,
geralmente naturais, é chamada de quadrado mdgico se as somas dos nimeros em cada linha, cada
coluna e ambas as diagonais forem iguais. A ordem de um quadrado magico é o nimero de inteiros

ao longo de um lado (n), e a soma é chamada de constante mdgica. Se a matriz contém apenas os

inteiros positivos 1, 2, 3, ...,n%, o quadrado magico é considerado normal.

Kraitchik (1942)[19] e Gardner (1961)[18] definem que um quadrado magico de ordem n é uma
matriz quadrada de ordem n com n? inteiros, de modo que a soma dos nimeros de qualquer linha,

qualquer coluna e as diagonais tém o mesmo valor.

Os Quadrados Mégicos sao matrizes que obedecem a uma determinada ordem, onde a sequéncia
numérica informada precisa ser distribuida de forma a construir uma soma pré-estabelecida nas trés

possiveis posicdes: horizontal, vertical e diagonal.

Para Machado (2013)[27] - uma matriz n X n chama-se um quadrado mdgico de ordem n quando a
soma dos elementos de cada uma de suas linhas, de cada coluna, da diagonal principal e da diagonal
secunddria (ao todo 2n + 2 somas) sdo iguais. Essa soma sera chamada de constante magica ou

soma madgica.

De acordo com William Symes Andrews (1960)[3], um quadrado magico se resume em uma Su-
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cessao de numeros agrupados em um quadrado, de maneira que cada linha, coluna e ambas as
diagonais devem ter o mesmo resultado, ou seja, a mesma soma. Essa soma é chamada constante

magica o(M).

Para Lehmer (1929)[16], um quadrado é denominado “mégico” nas filas se a soma dos nimeros

em cada linha, coluna e diagonais for a mesma soma.

Um guadrado mégico de ordem n pode ser definido como sendo uma matriz (aij)nxn onde os ele-
mentos a;; pertencem ao subconjunto de N = {1,2,3,...,n}, sdo dois a dois distintos e a soma dos
numeros de qualquer linha, qualquer coluna e de qualquer uma das duas diagonais é igual a uma

constante o(M).[2]

2.2 Classificacao dos Quadrados Magicos

Os quadrados mégicos podem ser classificados de varias maneiras, dependendo das propriedades
especificas que podem ter. Uma das classificagdes mais comuns é dividida em trés classes: Simples,

Associado e Pandiagonal.

No entanto, se remover ou adicionar certas propriedades a eles, também podemos considerar os

seguintes: Semimdagico, Semipandiagonal e Natural.

Quando apresentam determinadas caracteristicas, assumem outros significados como: Bima-

gico,Concéntrico, Alfamdagico, Latino, Serrilhado.

As oito classificacdes mencionadas abaixo sao definidas por Quadrados Magicos de Ordem n, colo-

caremos na ordem de maior dificuldade de suas estruturas.

¢ Quadrado semimagico - Um quadrado semimagico, também conhecido como quadrado méagico
parcial, ¢ uma matriz quadrada de niumeros (normalmente nimeros inteiros positivos) em que a soma
dos nimeros em cada linha e em cada coluna é a mesma, mas a soma dos nimeros ao longo de

algumas diagonais nao atinge esse mesmo valor.

Em contraste, um quadrado mdgico regular (ou simplesmente quadrado magico) é uma matriz

onde a soma dos nimeros em cada linha, coluna e diagonal principal é a mesma.

Portanto, em um quadrado semimagico, a propriedade principal de igualdade de soma para todas

as linhas e colunas é mantida, mas essa igualdade nao se estende a todas as diagonais da matriz.
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Isso o diferencia dos quadrados magicos tradicionais, onde todas as diagonais também tém a mesma

soma.

11| 6 1 |21 |16 |55

17 112 | 7 2 |22 |60

23|18 13| 8 3 |65

4 (2411914 | 9 |70

10| 5 125|120 |15 |75

65 65 65 65 65 65

Tabela 2.1: Quadrado semimagico.

e Quadrado Magico, Numérico, Normal, Puro, Natural e Simples de Ordem n ou simples-
mente Quadrado Magico - Matriz de n x n Células (n linhas x n colunas) preenchidas, cada uma,
por um determinado nimero que conduza a gque as somas de cada linha, de cada coluna e das duas
diagonais tenham todas o mesmo valor (M), designado por constante magica ou soma magica.
A satisfacao das propriedades acima mencionadas, constitui o minimo dos requisitos para obter a

qualificacao de quadrado magico.[30]

34

l 14|15 | 4 | 34

12 | 7 6 9 |34

8 (11|10 | 5 | 34

13| 2 3 |16 | 34

34 34 34 34 34

Tabela 2.2: Quadrado méagico Normal ou Puro.

e Quadrado magico concéntrico — Quadrado magico concéntrico é um gquadrado méagico com-
posto de outros quadrados magicos ou semimagicos dentro dele, de modo que a soma de cada qua-
drado seja um numero quadrado perfeito.[30]

Constante madgica 80

Soma do quadrado 400.
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80

14| 7 | 20|13 | 26 | 80

27 |15 | 8 (21| 9 | 80

10| 28|16 | 4 | 22| 80

23 |11 (24|17 | 5 | 80

6 |19 |12 | 25|18 | 80

80 80 80 80 80 80

Tabela 2.3: Quadrado Magico Concéntrico.

¢ Quadrado Magico Semipandiagonal ou Semidiabdlico ou SemiNasik - Quadrado magico

com as seguintes propriedades:

Ordem Par: A soma de um par de diagonais curtas opostas com n células é igual a soma magica,

o(M).

Ordem impar: A soma de um par de diagonais curtas opostas com n — 1 Células mais a célula
central é igual a soma magica, o(M);
A soma de um par de diagonais curtas opostas com n + 1 Células menos a célula central é igual a

soma magica, o(M).

Num quadrado magico de Ordem n, a soma magica o (M) é sempre calculada levando em consi-
deracdo as n células, linhas, colunas e diagonais pandiagonais. Dai a necessidade de adicionar ou
subtrair a célula do centro do quadrado as células que constituem o par de diagonais curtas opostas,

quando estas sao, respectivamente,n — 1 en + 1.

1 |14 7 1 |14 (12| 7

4 (15| 9 4 |15| 9 6
2 8 |11 13| 2

16 5 |10 16 | 3

Tabela 2.4: Quadrado Magico Semi-Nasik.

Veja as tabelas 2.4:
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Tabela 1 Tabela 2

1+15+4+14 =34
14+4+11+5=34 | 13+3 +16 +2 =34
12 + 6 + 13 + 3 = 34. 12+6+9+7=34
8+ 10+ 5+ 11 = 34.

e Quadrado magico pandiagonal ou diabdlico ou Nasik ou continuo - Quadrado magico em
qgue a soma de cada par de diagonais quebradas ¢ igual a soma magica, c(M). O quadrado magico
pandiagonal é considerado um dos mais sofisticados entre as classes de Quadrados Magicos. Nao

existem Quadrados magicos pandiagonais quando n é par.[30]

65

20| 8 (21 (14| 2 | 65

11| 4 |17 |10 | 23 | 65

7 (25|13 | 1 (19|65

3 |/16| 9 |22 |15 |65

24 |12 | 5 (18| 6 | 65

65 65 65 65 65 65

Tabela 2.5: Quadrado magico pandiagonal ou diabdlico ou Nasik ou continuo.

Observando o quadrado magico acima (Tabela 2.5) as linhas, colunas e diagonais, nota os quatro

modos do quadrado, essas formas sao chamados de "quincunx", no exemplo acima, temos:
eo(M):17 + 25 + 13 + 1 + 9 =65 (centro mais linha adjacente e quadrados da coluna);
eog(M): 21 + 7+ 13 + 19 + 5= 65 (centro mais linhas restantes e quadrados da coluna;)
eo(M):4 + 10 + 13 + 16 + 22 = 65 (centro mais quadrados diagonalmente adjacentes);
e g(M):20 + 2 + 13 + 24 + 6 = 65 (centro mais quadrados restantes na diagonal).

Cada um desses quincuncios pode ser transformado em outro ponto do quadrado por um arranjo
circular (envelope) de linhas e colunas, que em um quadrado mégico pandiagonal ndo afeta a igual-
dade dos numeros mdgicos. Isso resulta em uma soma de 100 quincunces, incluindo quincunces

quebrados que se assemelham a diagonais quebradas.

e Um Quadrado Bimagico - Um quadrado bimagico € um quadrado magico que permanece
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magico quando todos os seus nimeros sdo substituidos por seus quadrados.[11]

16 |41 |36 | 5 |27 |62 | 55|18

26 |63 (54 (19 (13 |44 |33 | 8

23 |50 (59 (30| 4 |37 (48| 9

38| 3 (10 (47 (49 |24 | 29 | 60

52 121 (32|57 (39| 2 |11 | 46

43 (14| 7 |34 | 64 | 25| 20| 53

61 (28 |17 |56 |42 | 15| 6 | 35

Tabela 2.6: Um Quadrado Bimdgico 8 x 8.

O quadrado magico acima é bimagico, pois substituindo os quadros dos nUmeros acima ele con-
tinua um quadrado magico de ordem 8 x 8 com constante magica o(M) = 11180 e antes era

(M) = 260.

256 | 1681 | 1296 25 729 | 3844 | 3025 | 324

676 | 3969 | 2916 | 361 169 | 1936 | 1089 | 64

1 1600 | 2025 | 144 484 | 2601 | 3364 | 961

529 | 2500 | 3481 | 900 16 1369 | 2304 | 81

1444 9 100 | 2209 | 2401 | 576 841 | 3600

2704 | 441 | 1024 | 3249 | 1521 4 121 | 2116

1849 | 196 49 1156 | 4096 | 625 400 | 2809

3721 | 784 289 | 3136 | 1764 | 225 36 1225

Tabela 2.7: Quadrado de quadrado

e Quadrado Latino - Quadrado latino (de ordem n) é uma matriz n por n de n simbolos distintos
de modo que cada simbolo apareca uma vez em cada linha e coluna.[15] O nome guadrado latino

vem de Leonhard Euler, que usava caracteres latinos como simbolos.
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1(2|3 4|13 (1|2 1/12/4(3|5
3|12 31421 4| 5(2|1|3
2 (3|1 1|12|4 |3 3(4|1|5]|2
21|34 23541

5/1(3 2|4

Tabela 2.8: Quadrado Latino de ordem 3,4 e 5.

e Um Quadrado Alfamagico - Um quadrado alfamdagico € um quadrado mdagico que permanece
magico quando seus nimeros sao substituidos pelo nimero de letras que ocorrem no nome de cada
nUumero. Portanto, 3 seria substituido por 5, o nimero de letras em "trés". Uma vez que idiomas dife-
rentes terdo um nimero diferente de letras para soletrar o mesmo ndmero, os quadrados alfamagicos

dependem do idioma.[26] Os quadrados alfamdagicos foram inventados por Lee Sallows em 1986.[18]
O exemplo abaixo é alfamagico

Para descobrir se um quadrado magico também é um quadrado alfamdagico, converta-o na matriz

de palavras numéricas correspondentes.

5 (22|18 five twenty-two eighteen 4 (9| 8
28 |15 | 2 twenty-eight fifteen two 11 (7| 3
12| 8 | 25 twelve eight twenty-five 6 (5|10

Tabela 2.9: Quadrado Alfamagico

e Quadrados magicos compostos - Um quadrado mégico de ordem m X n é chamado de

composto, quando pode ser decomposto em m? subquadrados mégicos, cada um de ordem n.

Deve-se notar que o quadrado méagico composto minimo deve ser de ordem n = 9. Este é o nUmero

minimo com dois divisores, para o qual existem quadrados magicos compostos.

m-n=9m=3en=3.
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Isso significa que o quadrado mégico fundamental pode ser decomposto em m? = 32 = 9 subqua-

drados magicos, cada um deles de ordem n = 3. Claro que é impossivel que todos os subquadrados

sejam normalizados, ou seja, sejam compostos de inteiros consecutivos 1,2, ..., n?.

71 | 66 | 67 | 20 | 25 | 24 | 29 | 34 | 33

64 | 68 |72 |27 |23 |19 |36 | 32 | 28

69 |70 | 65|22 |21 (26|31 | 30| 35

8 3 4 (40|39 (44 (74|79 |78

1 5 9 (45|41 (37 |81 |77 |73

6 7 2 | 38|43 |42 |76 |75 | 80

47 |54 (49 |56 |63 |58 |11 |16 | 15

52 | 50|48 |61 (59|57 18 |14 | 10

51 146 |53 |60 (55|62 |13 |12 | 17

Tabela 2.10: Quadrado Magico Composto de ordem 9, com 9 subquadrados méagicos de ordem 3.

O préximo quadrado magico composto é encontrado para a ordem m-n = 12. Essa ordem pode

ser dividida da seguinte maneira:

m-n=12,m=3en=4.

Isso significa que o quadrado composto pode ser decomposto em m? = 32 = 9 subquadrados

mdgicos de ordem n = 4.
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Classificacao dos Quadrados Magicos

17 31 30 20 | 132 | 142 | 143 | 129 | 61 56 60 49
28 22 23 25 (137 | 135 | 134 | 140 | 51 58 54 63
24 26 27 21 | 133 | 139|138 | 136 | 50 59 55 62
29 19 18 32 | 144 | 130 | 131 | 141 | 64 53 57 52
100 | 105 | 101 | 112 | 68 73 69 80 36 41 37 48
110 | 103 | 107 | 98 78 71 75 66 46 39 43 34
111 | 102 | 106 | 99 79 70 74 67 47 38 42 35
97 | 108 | 104 | 109 | 65 76 72 77 33 44 40 45
84 89 85 926 4 14 15 1 116 | 121 | 117 | 128
94 87 91 82 9 7 6 12 | 126 | 119 | 123 | 114
95 86 20 83 5 11 10 8 127 | 118 | 122 | 115
81 92 88 93 16 2 3 13 | 113 | 124 | 120 | 125

Tabela 2.11: Quadrado Magico Composto de ordem 12, com 9 subquadrados magicos de ordem 4.

Mas, também outra decomposicao é possivel.

m-n=12,m=4en=3.

Este quadrado magico composto é decomposto em m? = 42 = 16 subquadrados mégicos, cada um

de ordem n = 3.

8 3 4 119 | 124 | 123 | 130 | 135 | 128 | 29 36 31

1 5 9 126 | 122 | 118 | 129 | 131 | 133 | 34 32 30

6 7 2 121 | 120 | 125 | 134 | 127 | 132 | 33 28 35
105 | 106 | 101 | 58 57 62 49 54 a7 74 81 76
100 | 104 | 108 | 63 59 55 438 50 52 79 77 75
107 | 102 | 103 | 56 61 60 53 46 51 78 73 80
71 64 69 92 99 924 89 84 85 44 37 42
66 68 70 97 95 93 82 86 90 39 41 43
67 72 65 96 91 98 87 88 83 40 45 38
114 | 115 | 110 | 13 12 17 26 21 22 (137 | 142 | 141
109 | 113 | 117 | 18 14 10 19 23 27 | 144 | 140 | 136
116 | 111 | 112 | 11 16 15 24 25 20 | 139 | 138 | 143

Tabela 2.12: Quadrado magico composto de ordem 12, com 16 subquadrados magicos de ordem 3.
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2.3 Propriedades dos Quadrados Magicos

2.3.1 Constante Magica

De acordo com William Symes Andrews (1960)[3], um quadrado magico se resume em uma suces-
sao de nimeros agrupados em um quadrado, de maneira que cada linha, coluna e ambas as diagonais
devem ter o mesmo resultado, ou seja, a mesma soma. Essa soma é chamada constante magica

o(M).

Verifica-se, num Quadrado Magico Normal de ordem n, a soma de seus termos é dado por,

O'(M) _ (n242—1)n

2
Proposicao 2.3.1. Dado um quadrado Méagico Normal de ordem n, entdo o (M) = (n;—l)n

Demonstracdo. De fato, sejam 1, 2, 3,..., n? os n? primeiros niimeros inteiros positivos. Sabemos que
S(N)=1+2+3+...+(*—2)+ (n*—1) + n?,

é a soma de uma progressao aritmética de razdo r = 1 com n? termos, onde o primeiro termo é a,
e o Ultimo termo é a, = n?, utilizando a férmula da soma dos termos de uma progress&o aritmética

finita, temos:

S(my= &2
Como a soma dos termos de um quadrado magico de ordem n é
n.o(M)=S(n)
pois sdo n linhas e cada linha tem soma dos termos igual a c(M), ou seja

o(M)= (nt—l)n

Por exemplo, considere o quadrado 3 x 3 formado por nimeros de 1 a 9, entdo

o) =28 g5,
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No quadrado magico

4192
3|5|7
8|1|6

temos para as linhas, colunas e diagonais a soma dos elementos sao iguais a 15, o qual se refere

a constante magica.

4+5+6=2+5+8 _ 8+1+6=3+5+7=44+9+2 _ 8+3+4=15+9=6+7+2
Total das diagonais ~— Total da 1¢, 24 e 3¢ linha T Total da 1¢, 2% e 34 coluna

Vocé pode notar também que 1 e 9,2 e 8,3 e 7, 4 e 6 somados ddo 10 e complementado com 5

temos o total 15.

Veja a tabela abaixo para constante magica e soma dos termos de acordo com a ordem do qua-

drado méagico.

Quadrados Mdagicos
e caracteristicas Numéricas
Quadrado Mdgico | Constante Magica | Soma dos Termos

3x3 15 45

4x4 34 136
5x5 65 325

6 x6 111 666
7x7 175 1225
8x8 260 2080
9x9 369 3321
nxn oy =120 gy = (DT

Tabela 2.13: Constante Magica e a Soma dos Termos
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2.3.2 Forma Geral de um Quadrado Magico de 32 Ordem

Apresentamos uma maneira para construcao de um quadrado magico normal de ordem 3 com
o (M) como sendo sua constante magica. Nas representacdes dos elementos dos quadrados magicos,

utilizamos a forma abaixo

alb|c
d|le | f
gl|lhli

Tabela 2.14: Quadrado magico 3 x 3 Geral

Proposicao 2.3.2. Dado um quadrado mdgico qualquer de ordem 3 com constante méagica o(M),

entdo o termo central é dado por
o(M)
e=—-"-.
3

Demonstracao. Sabemos que a soma de duas linhas sao iguais a soma de duas diagonais, entao

atb+c+g+h+i=a+e+i+c+e+g

b+ h=2e
Também temos que a soma da segunda coluna e o(M), ou seja
oM)=b+e+h=(b+h)+e=2e+e=3e.

Assim,

Agora, podemos estabelecer a forma geral para o quadrado magico de ordem 3 em funcéo de trés

valores fixos. Fixaremos a, b e a constante magica o (M) .

Proposicao 2.3.3. Dado um quadrado méagico qualquer de ordem 3. Fixamos a, b e a constante

madgica o(M). Entdo o quadrado mégico tem a forma geral dada por
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a b o(M)—a—b
do(M)—2a—b U(éw) 2a+b—20(M)
a+b—# %O‘(M)—b %o(M)—a

Do quadrado magico geral, temos que, 1

o(M)

utilizando que e = == concluimos,

rcza(M)—a—b

) h=20(M)—b

_ o)
g—a+b—T
Lizéa(M)—a

Vejamos d e f em funcdo de a, b, o (M).

Utilizando g acima temos que

rc=0(M)—a—b
h=oc(M)—b—e
g=0(M)—c—e
| i=oc(M)—a—e

d=0(M)—a—g:G(M)—a—(a+b—¥)=ga(M)—Za—b

f=oM)—e—d=oM)—2 —(45(M)—2a—b)=2a+b—ia(M)

3

Utilizaremos o quadrado abaixo

a b o(M)—a—b
%a(M)—Za—b @ 2a+b—§a(M)
a+b—@ %O‘(M)—b éa(M)—a

para obter todos os quadrados méagicos normal de ordem 3.

Ja temos que num quadrado magico normal o

(32 +1)3
o(M)= =15.
2
assim quadrado geral fica
a b 15—a—b
20—2a—>b 5 2a+b—10
a+b—5 |10—-b 10—a
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Podemos fazer algumas escolhas de a e b para obtermos alguns exemplos. Para caso que a =

2,b=7temos

2 7 6 | > 15
9 5 1 | = 15
4 3 8 | => 15
000 U N
15 15 15 15 15
Caso que a =4,b = 3 temos
4 (3|8
9(5|1
2(7 |6
Caso que a = 8,b = 3 temos
8(3 |4
1 5|9
67 |2

Vejamos que num quadrado magico normal os valores de a e b sdo restritos. Vejamos o seguinte

resultado

Proposicao 2.3.4. Em um quadrado mégico normal de ordem 3 da forma

alb|c
d|le | f
gl|lhli

temos

e:57 {aicjg)i}:{2)476)8} e {b)djf)h}:{1537759}‘

Demonstracdo. Ja sabemos que e =5 e (M) = 15. Entdo fica da seguinte forma geral
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a b 15—a—">

20—2a—b 5 2a+b—10

a+b-—5 10—5b 10—a

Vamos supor que a € um ndmero impar. Assim

a+5+10—a =15, ou seja 10—a seria impar. Entao ja utilizamos 3 nidmeros impares e ainda temos
gue posicionar mais dois, pois os nimeros utilizados séo: 1,2,3,4,5,6,7,8,9. Vamos supor que b seja

impar.

Entdo a + b seria par, logo teriamos 15—a— b, 10 — b nimeros impares. Portanto 5, a, b, 10—a,

15—a—Db, e 10— b seriam impares o que é um absurdo, pois sé dispomos de 5 nimeros impares.
Portanto, se a for impar, b terd que ser par. Vamos supor que a impar e b par. Entao teriamos

b,10—b,15—a—b, 2a+ b—10, a+ b —5 seriam par. Mas isto é um absurdo, pois s6 dispomos

de 4 numeros pares. Entao a ndo pode ser impar, isto é, a é par.
Vejamos que b ndo pode ser par. Suponhamos que b seja par, entado

a,b,10—a, 10— b, 20— 2a — b seriam 5 nimeros pares. O que é um absurdo. Portanto a é par e

b é impar.

Neste caso temos: {a,a+ b—5,10—a,15—a— b} séo pares e {b,10—b,20—2a—b,2a + b—10}

sao impares.

2.3.3 Rotacao e Reflexao do Quadrado Magico Puro de 32 Ordem

Os quadrados méagicos possiveis devem variar de acordo com o fatorial de (n?)!. Qualquer um
tentando montar a matriz mostrada na figura abaixo no caso do quadrado magico de 32 ordem, é
surpreendente, pois provavelmente chegara a um nimero de matrizes na ordem do fatorial de nove,
(9!) isto é,9x8x7x6x5%x4x3x2x1=362.800 possibilidades de colocacado dos digitos na matriz.

Todos os quadrados sdo imperfeitos, menos um, que é o quadrado em questdo.

8|16
3|5]|7
4192
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Em geral, qualquer quadrado magico que satisfaca a Proposicao 2.3.3 é chamado de quadrado
magico perfeito. Um quadrado que nao atende a essa condicdo é chamado de quadrado imperfeito,

ou mais precisamente, ndo é considerado um quadrado magico.

Nas propriedades do quadrado mégico, vocé pode girar o quadrado magico no sentido horéario ou
anti-horario para obter um novo quadrado magico rotacao. Rotacdes de 90°, 180° ou 270° resul-
tam em outros trés quadrados magicos de terceira ordem, enquanto rotacdes de 360° naturalmente

resultam no quadrado inicial.

0° 920° 180° 270° 360°
8|16 4 8 2|94 6 2
9 1 1 9
4192 2 6 6|18 8 4 419 |2

Tabela 2.15: Quadrados Magicos:rotacao no sentido horéario.

0° 20° 180° 270° 360°
8|16 6 2 2|94 4 8 8|1|6
1 9 9 1
4192 8 4 6|1|8 2 6 4192

Tabela 2.16: Quadrados Magicos:rotacdo no sentido anti-horéario.

Podemos também espelhar o quadrado seguindo a mediana horizontal ou vertical ou uma das

diagonais para obter um novo quadrado magico reflexao. Veja as imagens abaixo:
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8|16 8 6 8|1 1|6
3 7 3 7 3 7
4|92 a 2 9 a|9
U U U J
492 6 8 7 3
7 3 9 1 1 9
8|16 2 4 3|8 6|7

Tabela 2.17: Quadrados Mdagicos: reflexao.

Os arranjos entre si nao sao considerados diferentes, mas sim variacbes do mesmo quadrado
magico de ordem 3. Sendo assim, qualquer guadrado mégico de ordem 3 é uma variacao de um

Unico quadrado.

Por outro lado, sabe-se que para quadrados magicos de ordem 4 ha 880 quadrados distintos, ex-
cluindo os obtidos através de rotagoes e reflexdes. Os 880 quadrados foram enumerados por Frénicle
de Bessy em 1693. O numero de quadrados distintos de ordem 5 somam 275.305.224, computados
por R. Schroeppel em 1973. J& o nimero de quadrados de ordem 6 é desconhecido, mas Pinn e Wiec-
zerkowski, em 1998, estimaram cerca de (1.7745 £ 0.0016) - 10*°, usando uma simulacdo e métodos

estatisticos de Monte Carlo [34].

O estado atual do conhecimento é dado na tabela a seguir

N(n): o nimero de quadrados magicos de ordem n sem andalise de simetrias.
P(n): o nUmero de quadrados magicos de ordem n, onde os quadrados que diferem apenas por

rotacao ou reflexao sao contados apenas uma vez.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 25



O QUE E UM QUADRADO MAGICO?
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Ordem N(n) P(n)
1 1 1
2 0 0
3 8 1
4 7040 880
5 2202441792 | 275305224
6 ? ?

2.3.4 Momento de Inércia de um quadrado magico

Define o momento de inércia, I,, de um quadrado magico de ordem n, como sendo a soma dos
elementos nas células equidistantes multiplicado pelo quadrado da distancia do centro das células
ao centro do quadrado mégico; aqui a unidade de medida é a largura de uma célula. (Assim, por
exemplo, uma célula de canto de um quadrado 3 x 3 tem uma distancia de v'2, uma célula de borda

nado-canto tem uma distancia de 1, e a célula do centro tem uma distancia zero).[17]

Veja a figura abaixo,

Figura 2.1: As dimensdes do quadrado magico.

Entdo todos os quadrados magicos de uma dada ordem tém o mesmo momento de inércia entre

Si.

Para o quadrado magico de 32 ordem, o momento de inércia é sempre 60.
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Vamos observar os dois exemplos abaixo:

Exemplo 1:

4 3|8
951
2|7)|6

vejamos,

I, = [1434749]-(1)*4+[2+4+6+8]-(v2)?
= [20]-(1)+[20]-(2)

= 60

Exemplo 2:

6|18
753
29|4

analogamente I; = 60.

Utilizando Proposicao 2.3.4 temos que

I, = [b+d+f+h]-(1)*+[a+c+g+h] (V2)?
= [20](1) +[20]-(2)
= 60

e também isso ocorre devido ao fato que sé existe um quadrado magico de ordem 3, os demais

sao simples rotacao e reflexao.
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Proposicao 2.3.5. Dado um quadrado magico natural de ordem n, entdo o momento de inércia é
dado por
1

I, = —n?(n*—1).
\= St =1)

Demonstracdo. Os momentos de inércia em relacdo aos eixos horizontal e vertical, que passam pelo
centro, sao ambos 30. Isso nos lembra do teorema do eixo perpendicular, que afirma que a soma
desses momentos de inércia é igual ao momento de inércia em torno do eixo que passa pelo centro
e é perpendicular ao plano. Veja a figura 2.2, I, =3+5+7 =151, =1+5+9 =15, entao,
I,+1,=30.

Figura 2.2: Quadrado magico centrado no plano cartesiano.

O teorema do eixo perpendicular significa que sé temos que calcular o momento de inércia em
relagdo a um eixo horizontal I, ou vertical I, no plano do quadrado através de seu centro de massa
(localizado no centro do quadrado), e entao dobre para obter Iz. Como cada linha (ou coluna) tem a
mesma massa (linha soma, o(M)) o célculo de I,. se reduz a somar as distancias quadradas das linhas
a partir do centro do quadrado. Além disso, se calcularmos I, sobre o borda superior (ou inferior) do

quadrado:

Temos o seguinte,
Iyoraa = o(M)[0* + 12+ 3%+ ...+ (n—1)?],
segue,
n
[024+12+3%+...+(n—1)?] =Z:k2 — n?
k=1
Facamos:

(n+1)—-1= Zn:[(k+ 1)°—k°]
k=1
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2

(n+1)3—1:Z(i)(1+2’"+3m+---+n’”)

m=0

(n+1P—1=n+200 1 3% 2
k=1

Zn:k2_2n3 + 3n® + n

k=1 6
entao,
[02+12+32+...+(n—1)z]=—2"3+2“2+“ — n?
2 2 2 27 _ 2n®—3n%+n
[0°+1°+3°+..+(n—1)]="——"
logo,

3_ a2
Iborda:O-(M)[zn zn +n]_

Teorema dos eixos paralelos nos permite obter I, através do centro do quadrado subtraindo a

massa do quadrado multiplicada pelo quadrado da distancia entre o centro e uma borda.

Massa do quadrado magico de ordem n: no(M)

Distancia centro do quadrado a borda: ”T_l
n®+n

Constante magica: o(M) = "

Entao,

In = IZ = 2I:Iborda - nU(M)(ngl)z]'
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Substituindo,

n®+n._2n® —3n%>+n

n+n.n* —-2n+1

)]

= A AT m A Ly
2n® — 3n® + 3n* — 3n® + n? n® — 2n® + 2n* — 2n® + n?
= [( ) —(
6 4
I = 4n® — 6n° + 6n* — 6n° + 2n% — 3n® + 6n°> — 6n* + 6n° — 3n?
n_[ 12 ]
_ rn®—n?
In_[ 12

concluimos,

I, = 5n?*(n*—1).
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CAPITULO 3

METODOS DE CONSTRUCAO DE
QUADRADOS MAGICOS

O alemao Heinrich Cornelius Agrippa (1486 — 1535), fisico e tedlogo, escreveu o “De Occulta Phi-
losophia” onde falava de quadrados mdgicos de ordem 3 até a ordem 9 associando cada ordem a um
planeta, atribuindo, assim, um significado astrondmico a esses quadrados que representavam simbo-
licamente os sete planetas conhecidos por Cornelius, incluindo o Sol e a Lua (Mercurio, Vénus, Marte,

JUpiter, Saturno, o Sol e a Lua).[22]

Astro Ordem
Saturno 3x3
Jupiter 4x4

Marte SX5

Sol 6x6

Vénus 7%x7

Mercurio 8x8
Lua 9%9

Fonte: The Occult Encyclopedia of Magick Squares.

Autor: Nineveh Shadrach.
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Mas como se deu a construcao desses quadrados? Seguiu-se uma certa ordem ou foram tentativas

que acabaram dando certo?

4 9 2 4 (14 |15 | 1 1 24| 7 |20 3
3 5 7 9 7 6 |12 4 |12 |25 | 8 | 16
8 1 6 5 (11 (10| 8 17| 5 |13 (21| 9
Saturno 16 | 2 3 |13 10|18 | 1 |14 | 22
Jupiter 23| 6 |19 2 (15
Marte
22 |47 (16 |41 |10 (35| 4 8 58|59 | 5 4 (62|63 | 1
5 (2348 |17 |42 |11 | 29 49 (15|14 |52 |53 |11 |10 | 56
30| 6 (24 (49 |18 | 36 | 12 41 (23 (22 {44 |45 |19 | 18 | 48
13 (31| 7 | 25|43 |19 | 37 32|34 |35(29|28 |38 (39|25
38114 (32| 1 |26 |44 | 20 40 ( 26 | 27 | 37 |36 | 30 | 31 | 33
21 |39 | 8 (33| 2 | 27 | 45 17 (47 |46 | 20 | 21 (43 (42 | 24
46 (15 (40| 9 |34 | 3 | 28 9 55|54 |12 |13 |51 |50 16
Vénus 64 | 2 3 (61|60 | 6 7 | 57
Mercurio
6 |32 3 (34|35 1 3717829 (70|21 |62 |13 |54 | 5
7 |11 |27 |28 | 8 | 30 6 (3879 |30|71 |22 (63|14 | 46
19 (14 |16 |15 | 23 | 24 47 | 7 (39 80| 31|72 |23 (55|15
18 (20 | 22| 21|17 | 13 16 (48| 8 |40 |81 |32 (64 | 24 | 56
25 (29 (10| 9 | 26|12 57 |17 (49| 9 |41 |73 |33 | 65| 25
36| 5 |33 4| 2 |31 26|58 |18 (50| 1 {42 |74 |34 | 66
Sol 67 |27 | 5910 (51| 2 {43 |75 | 35
36 68|19 (60|11 |52 | 3 |44 |76
77 | 28 | 69|20 (61 | 12 |53 | 4 | 45
Lua
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METODOS DE CONSTRUCAO DE QUADRADOS MAGICOS Métodos Principais

Como os quadrados magicos sdo tao populares nos mais diversos ambientes, varias técnicas foram
desenvolvidas para construi-los. Esses métodos e suas variantes podem ser encontrados, por exem-
plo, nas obras de jacques Sesiano[29], Frank J. Swetz[32], jim Moran[22], Dame Kathleen Ollerenshaw
e P. K. Srinivasan[31], e serdo demonstrados e discutidos ao longo do trabalho. E natural encontrar
técnicas inteligentes ao construir quadrados magicos, observando o comportamento posicional das
entradas das células. Algumas técnicas sdo muito exigentes, enquanto outras sao quase rotineiras e
simples. Os métodos de construcdo sdo decompostos de acordo com a ordem n. Ha algumas técnicas
que englobam um grupo de ordens, como os quadrados de ordem impar (n = 2m + 1), mas também

ha os casos especificos para um determinado valor n.

3.1 Meétodos Principais

Existem trés métodos que podem ser considerados bases por darem origem aos outros, que nada
mais sdo do que variacdes dos primeiros. Cada um desses métodos sdo especificos para um certo
grupo de valores de n, que reunidos, permitem a construcao de qualquer quadrado magico, seja qual

for sua ordem n.

e O método "cross-jump" que é especifico para quadrados de ordemn=2m + 1, (n=3,5,7,9...);

e O método "doubly even" é especifico para quadrados de ordem n =4m, (n =4,8,12,16...);

e O método "Lux" que é especifico para quadrados de ordemn=4m + 2, (n =6,10,14,18...).

Sera demonstrado cada um desses métodos e, mais a diante, suas variacoes.

3.1.1 Método "cross-jump".

Diplomata francés Simom de La Loubere, em missao para o rei Luiz XIV, em companhia do mate-
matico jesuita Guy Tachard e do representante da Companhia Francesa das indias Orientais viajaram
para Sido (Tailandia), onde escreveu uma obra intitulada "Du Royaume de Siam" (Do Reino do Sido)

em 1693, onde descreve um método de construcao para quadrados magicos de ordem impar[12].
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Figura 3.1: Simom de La Loubere.

Fonte:https://alchetron.com/Simon-de-la-Loubére, acessado em:07/08/2023.

Método "cross-jump", conhecido também como método La Loubére ou método Siamés. Este
método consiste em construir um quadrado magico com numeros sucessivos deslocando-os diago-

nalmente para cima e para direita.

O que aconteceria se colocdssemos o nimero 1 na célula média da linha superior ou inferior, coluna

esquerda ou direita, e nos movéssemos transversalmente?

Observe que com 1 no meio da linha superior, um movimento transversal ou um salto cruzado

significa um passo para a direita seguido por um passo para cima.
Ao seguir essa técnica, vocé descobre duas situacoes e deve seguir as seguintes regras:
1. sempre que se tem que ir para fora, a entrada é feita na célula final da linha correspondente ou
coluna.

2. sempre que for blogueado por se encontrar com uma célula ja preenchida ou virada para o canto
de uma célula, a entrada é obtida na célula vizinha localizada oposta ao lado para o movimento

transversal.

Veja as ilustracdes abaixo mostrando movimento por movimento, usando como exemplo um qua-

drado mégico de ordem n = 3.
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1 1 1
v 2
(D (I (11D
1 1 1
b4 Pad
< 3 37 3]
2 78 2 4v 2
(IV) V) (VD
6 6 < 6
~ |
L5 5 [ 79 Kl
4 2 2
(VII) (VII) (IX)
—
i
5 5
v
(X) (XT) (X1D)
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e Ordem n = 5:
O método é vélido para qualquer quadrado mégico de ordem n = 2m + 1, ou seja, para qualquer n

impar, porém nao sera demonstrado.
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3.1.2 Método "doubly even".

O método para de construir quadrados méagicos de ordem n = 4m consiste em preencher todas as

entradas em ordem e desenhar Xs através de cada quadrado 4 X 4 interno, como mostrado abaixo:

1| 2] 3| 4 2| 3| .4
5|16 7] s 5|6 |.7] 8
9 | 10| 11| 12 9 |1 | 11| 12
“*“ .‘0
1314 ]15] 16 1| 14|15 | 16,

Feito isso, substitui-se cada entrada a;; na diagonal cruzada formada pelo X por (n®> + 1) — aij,
ou seja, inverte-se a ordem das entradas da regido cruzada. No exemplo com n = 4, os ndmeros

cruzados sdo originalmente 1,6,11,16 e 4,7,10,13, desse modo a entrada 1 sera substituida pelo

nimero 16 e vice-versa, 0 6 pelo 11, 0 4 pelo 13 e 0 7 pelo 10.

O quadrado magico obtido esta representado abaixo.

16 | 2 3 |13
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Métodos Principais

e Ordem n = 8:

Resultara:

T 7]
| 2 v |s|e]| 7| s
N V4 AY 2
N\ / N
9 |10 | u| 2|13 ]| 1] 35| 16
e A,
17 | a8 [ o | 20 | 21 | 27 | 23 | 24
= A
A5 l26 |27 | 28293031 |3
SNy N
IF 7
3 | 34|35 |36 39| 38|34
. 7 ~ 1<
\ \ 4
m || a3 44|45 || 97| a8
-

49 50 [ S| 52| 53 | 547 35| 56
’ AJ
{57 58 | 59 | 60| 67 | 62 | 63 | &4
64| 2 | 3 |61|60| 6 | 7 |57
9 [55|54 12|13 |51 50|16
17 | 47 | 46 | 20 | 21 | 43 | 42 | 24
40 | 26 | 27 | 37 | 36 | 30 | 31 | 33
32|34 |35|29|28|38|39]25
41 |23 |22 |44 |45 |19 |18 |48
49 |15 |14 |52 |53 |11 |10 |56
8 58|59 | 5|4 |62/63|1
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3.1.3 Método "LUX".

Um método muito elegante para construir quadrados magicos de ordemn=4m+2comm > 1
(ndo ha quadrado magico de ordem 2) é devido ao matematico britanico John Horton Conway, que o

chama de método "LUX".

Deve-se seguir as seguintes instrucoes:

e Crie uma matriz composta por m + 1 linhas de Ls, 1 linha de Us, e m—1 linhas de Xs, todas de
comprimento 5 =2m+1;

e Intercale o U médio com o L acima dele. Agora gere o quadrado magico de ordem 2m + 1,
comecando no quadrado central da linha superior;

e Preencha cada conjunto de quatro quadrados que circundam uma letra sequencialmente de acordo
com a ordem prescrita pela letra.

Obs: As "formas" das letras L, U e X sugerem naturalmente a ordem de preenchimento, dai o nome

do algoritmo.

4 1 1 4 1 :><:: 4
2 4 3 2 |_’ 3 3 2
(m +1) (1) (m-1)
68 65 96 93 32 29 60 57
66 67 | 94 95 30 31 58 59
92 89 ) 20 17 | 28 25 56 53 64 61
90 91 18 19 26 27 b4 55 62 63
16 13 24 21 49 52 80 77 88 85
14 15| 22 23 50 51 78 79 86 87
g7l 4ol 45 48 6| 73| 81| 84| 9| 12
38 39 46 47 74 75 82 88 10 11
41 44 69 72 97 1 100 5 8 33| 36
X X X X X

sl 2l 71w ool sl 7 6| 35| %
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3.2 Meétodo Staircase.

Esse método é usado para a construcdo de quadrados magicos de ordem n = 2m + 1 (impar) e
segue 0 mesmo principio do método "cross-jump" ja discutido, porém o principio é demonstrado de

outra forma.

Segue as instrucées do método:

1. Construa um diagrama, da ordem de interesse, em branco (nesse caso, usaremos um quadrado

mdgico de ordem n = 3);

2. Imagine o diagrama cercado de outros diagramas idénticos;
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3. Regra numero 1: sempre comece colocando o niumero 1 na primeira linha, coluna do meio do

quadrado a ser construido;

4. Regra numero 2: coloque o préximo numero na diagonal acima a direita, a menos que este
lugar ja esteja preenchido;
5. Desde que as duas primeiras regras tenham sido obedecidas, o nimero 2 se encontrard disposto

na ultima linha e Ultima coluna do quadrado logo acima (extensao imaginaria do diagrama);
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6. Colocado o nimero 2 fora do quadrado de interesse, tem-se que encontrar um lugar apropriado
para o numero dentro do diagrama;

7. Deve-se entao, preencher a entrada correspondente do quadrado em construcao em relagao ao
quadrado da extensdo imaginaria, com o numero 2;

8. Seguindo a regra 2, o numero 3 deve ser colocado como mostrado:

9. Para trazé-lo para dentro do quadrado, basta preencher a entrada correspondente, como foi feito

anteriormente;

10. No caso do niUmero 4, encontra-se um problema ao se seguir a regra 2 visto que a entrada na
diagonal acima e a direita de 3 encontra-se preenchida. Isso nos remete a terceira regra;

11. Regra numero 3: quando a entrada na diagonal acima e a direita ja estiver ocupada, colocar o
préximo nimero na entrada diretamente abaixo do nimero passado, logo o 4 passa a ficar embaixo

do 3;
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12. Seguindo a regra 2, coloca-se os nimeros 5 e 6, como mostrado:

13. J4 o niUmero 7 volta a entrar no caso de ser colocado em alguma entrada fora do quadrado de
interesse, mas basta encontrar a entrada correspondente dentro do quadrado como ja foi descrito.
Porém a entrada ja se encontra preenchida pelo nimero 4, entdo se seque a regra 3 e o nimero 7 é

colocado na entrada logo abaixo do 6;

1| 6
sl s 7
J 2

14. Para os nimero 8 e 9, o preenchimento segue a regra 2 como mostrado:

sl 1] ¢
3| 51 7
sl 9| 2
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Método Staircase.

3.2.1 Variacao 1 do método Staircase

Este método é uma das muitas variacdes com base no sistema de escada de avancar os nimeros

para cima, diagonalmente para a direita.

e Cologue o nimero 1 na caixa horizontalmente a direita da caixa central;

e Preencha as caixas avancando diagonalmente para cima e a direita até ser bloqueado por um

nUmero previamente colocado;

| i R B i E R
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

| i B B i H R
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
I_-- I I B A
. 1 1 1 1 1

. 1 1 1 1 1
P Bt ~TEF BT e
! 1 1 1 1 1

! 1 1 1 1 1
L Lo __\___Ja___v__
r A T 1 A r

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
I

1

1

1

| I —

1

! 2
1

---

1

| 1

1

---

1

1

| I

1

1

1

[

1

1

1

L [ F I

1
1
L
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e Quando um movimento é bloqueado, coloque o préximo nimero da série duas caixas horizon-
talmente a direita do Ultimo nimero colocado. O movimento bloqueado ocorrerd a cada cinco movi-
mentos em um quadrado de ordem 5 x 5, a cada sete movimentos em um quadrado de ordem 7 x 7,
e assim por diante. Quando o movimento bloqueado ocorre, use os conceitos de extensdo imaginaria

dos quadrados para continuar preenchendo.

Os passos estao demonstrados:

3 3 9
2 8 2
1 7 1
5 6 5 6
TR
4 11 4 10 1§
A 1
Primeiro movimento bloqueado Segundo movimento bloqueado
r ““I'“L":
3 1619 15 116 1 3 16 9 |22 ] 15
----l----J
f ¥
8 141 2 20 8§ 121 | 14] 2
7 13 1 712113 1 19
1215 6 241 12 5 18] 6
11 4 10 11 4 17 | 10 | 23
Terceiro movimento bloqueado Quarto movimento bloqueado
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3.2.2 Variacao 2 do método Staircase

Para entender corretamente a construcdo desse método deve-se pensar de uma maneira diferente.
Nao se trata apenas um quadrado de ordem 9 x 9 contendo 81 célula, mas também um arranjo de

nove quadrados de ordem 3, cada um contendo nove caixas como mostrado abaixo.

Basta dividir a sequéncia de 1 a 81 em nove unidades iguais e numera-las mentalmente da se-

guinte maneira:

Unidade1:1—9 Unidade 4 : 28 — 36 Unidade 7 : 55— 63
Unidade 2:10—18 Unidade 5:37—45 Unidade 8 : 64— 72
Unidade 3:19—27 Unidade 6 : 46 — 54 Unidade 9: 73 —81

Em seguida, considerando cada unidade como um Unico nimero, coloque a primeira unidade, 1—9
(como se estivesse fazendo um quadrado magico 3 x 3), no espaco 3 x 3 acima, onde vocé escreveu
no numero 1, seguindo a sequéncia do método "cross-jump" para continuar completando o quadrado,

com a segunda unidade de 10 — 18 e assim por diante.
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Método Staircase.

1
9
Passo 1
1
5
26| 19
21123
22127
101 15
121 14| 16
13118 11

Passo 3

Passo 5

5

26| 19

21123

221) 27

35128 10| 15

30132134 121141 16

31136129 13118] 11

Passo 4

46 | 51
501 52
54| 47
551 60
591 61
63 ] 56
10| 15
141 16
18] 11

Passo 6
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3.3 Meétodo Piramide

Apresentaremos um antigo procedimento de composicao de quadrados magicos, ou seja, quadra-
dos com ordem (n = 2m + 1), impar: 3 x 3,5 x5, 7x 7, etc. Esse processo foi proposto no século
XVII pelo matematico francés Bachet [25]. Como o procedimento de Bachet é utilizado, entre outras
coisas, para um quadrado de 9 células, é conveniente iniciar sua descricao com este exemplo, pois
é mais simples. Entdo, comecamos a compor o quadrado magico de 9 células pelo procedimento de
Bachet. Depois de tracar uma piramide quadriculada em treze quadrados, escrevemos em ordem
crescente os nimeros de 1 a 9, dispondo-os em fileiras obliquas, trés em cada fileira, como pode ser
visto nas figuras abaixo. Na segunda piramide os ndmeros que estao no vértice, sdo colocadas nas

células opostas, configurando a formacao do quadrado mégico.

3
2 6 2| 7]
1 5 9| 915 |1
41 | 8 4 1 3] 8
7 3
2 |4 |] O
|1<5=9|
a |l V] s
7
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Método Piramide

A aplicacao deste método para o quadrado de ordem 5 x 5 é mostrada abaixo:

5
4 10
3 9 15
2 8 14 20
1 7 13 19
6 12 18
11 17 23
16 22
3 16 9 12215
20 8 14 2
7 13 1 19
12 5 18 6
11 4 17 § 10 | 23
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3.4 Método do Cavalo

Como qualquer enxadrista sabe, um quadrado mégico de ordem 8 tem o0 mesmo nlimero de cé-
lulas que um tabuleiro de xadrez. Essa semelhanca significa que podemos criar um tipo especial de

quadrado magico com base nos movimentos de uma peca de xadrez.

O cavalo é uma peca interessante, porque ao contrario das outras pecas, ndo se move vertical-
mente, horizontalmente ou diagonalmente ao longo de uma linha reta. Em vez disso, o cavalo se

move em forma de L, conforme mostrado no diagrama.

X X

X X

Tabela 3.1: cavalo (K) pode se mover em forma de L para qualquer um dos quadrados marcados com um X

Veja as ilustracoes abaixo mostrando movimento por movimento, usando como exem-

plo um quadrado magico de ordem n = 3.

e12 Passo: defina o nUmero 1 na casa do meio da fileira superior.

22 Passo: a partir do nimero 1, subindo uma fileira acima do nimero 1. Nota-se que o nimero 1
encontra-se na fileira superior, nesse caso deve-se continuar na fileira inferior. Em seguida, move-se

uma coluna a direita, onde estarad a casa do nimero 2.
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32 Passo: a partir do nimero 2, subindo uma fileira superior, a seguir movimenta-se uma coluna

a direita, nesse caso desloca-se para coluna do lado esquerdo e coloca-se o nimero 3.

32 Passo: do nimero 3, sobe-se uma fileira superior e move-se uma coluna a direita, como existe
o nUmero 1 na casa indicada, o préximo nimero estard na casa imediatamente abaixo do niUmero 3,

onde colocaremos o nimero 4.

42 Passo: para encontrar a casa do nUmero 5, a partir do nimero 4, sobe-se uma fileira superior

e move-se uma coluna a direita.

¢52 Passo: seguindo a regra do cavalo (T —) a célula do nimero 5, chega-se ao nimero 6.

1|6

62 Passo: a partir do nimero 6, sobe-se uma fileira superior, nesse caso deve-se continuar na
fileira inferior. Em seguida, move-se uma coluna a direita, nesse caso desloca-se para coluna do lado
esquerdo, como existe o nimero 4 na casa indicada, o préximo nimero estard na casa imediatamente

abaixo do nimero 6, onde alocaremos o nimero 7.

1|6
3(5(7
4 2
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e72 Passo: do nimero 7 e seguindo a regra do cavalo (] —), similar ao 32 passo, chega-se ao

ndmero 8.
8|1|6
3|5|7
4 2

82 Passo: a partir do nimero 8, sobe-se uma fileira superior, nesse caso deve-se continuar na

fileira inferior. Em seguida, move-se uma coluna a direita e coloca-se o nimero 9.

8|16
3(5|(7
4 9|2

Mas é possivel para um cavalo que se move dessa maneira visitar todas as casas do

tabuleiro exatamente uma vez?

Um dos primeiros matematicos a investigar o passeio do cavaleiro (método do cavalo), como o
problema ficou conhecido, foi o grande matematico suico Leonhard Euler. Seu trabalho inspirou outros

a aceitar o desafio.

Usando o método do cavalo, William Beverley conseguiu produzir um quadrado magico, conforme
mostrado abaixo. As células sdo numeradas em sequéncia, conforme o cavaleiro (cavalo) as visita.
Embora todas as linhas e colunas somem 260, as diagonais principais ndo, portanto, estritamente
falando, é um quadrado semimdgico. Na verdade, um guadrado magico baseado no passeio de um
cavaleiro é frequentemente chamado de passeio méagico, entdo o que Beverley produziu em 1848 é

um passeio semimdgico![1]
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Método do Cavalo

48

31

50

33

16

63

18

30

51

46

62

19

14

35

47

49

32

15

34

17

64

52

29

45

20

61

36

13

44

25

56

40

21

60

28

53

41

24

57

12

37

43

55

26

39

10

59

22

54

27

42

58

23

38

11

A primeira vista, parece que o seguinte quadrado magico de Feisthamel se encaixa no projeto. As

linhas, colunas e diagonais somam 260. Infelizmente, é apenas uma volta parcial do cavaleiro, pois

ha um salto de 32 para 33.

14

53

62

12

51

60

54

63

13

52

61

11

15

55

24

41

10

59

50

64

25

16

58

49

40

17

56

33

42

23

32

48

34

43

26

57

39

22

31

27

18

45

36

29

20

47

38

44

35

28

19

46

37

30

21

Entdo, quando é possivel transformar o passeio de um cavaleiro em um gquadrado magico? Em

2003, Stertenbrink e Meyrignac [1] finalmente resolveram esse problema calculando todas as combi-

nacdes possiveis. Eles encontraram 140 passeios semimagicos, mas nenhum passeio magico. Xeque-

mate!
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3.5 Método do Moschopoulos

Um método muito simples para criar quadrados magicos de ordem impar é conhecido como Mos-
chopoulos. Mas hoje em dia, sabemos por um escrito de um autor desconhecido do século 12 que o
algoritmo conhecido como Moschopoulos na verdade vem de Ibn al-Haytham (aprox. 965—1041)[35].

Este método cria quadrados magicos para todas as ordens impares n e foi 0 método mais comum nos

anos posteriores a sua criagao devido a sua simplicidade. Pode ser descrito com os seguintes passos.

e Coloque o primeiro nimero na célula logo abaixo da célula central do quadrado.
e Determine a préxima célula indo uma linha para baixo e uma coluna para a direita.
e Depois de exatamente n passos obliguamente, vocé chega a uma cela jad ocupada. Em vez disso,
dé um passo intermediario que o levara duas linhas abaixo da Ultima célula ocupada.

e Sempre que sair do quadrado em uma extremidade, continue no lado oposto do quadrado.

No inicio, colocamos o nUmero 1 na célula diretamente abaixo do centro do quadrado. Para o
segundo numero, temos que descer uma linha e uma coluna a direita. Da mesma forma para o
terceiro nimero, e obtenha uma posicao fora do quadrado. Mas como olhamos para as linhas e
colunas ciclicamente, podemos somar a ordem do quadrado a partir do nimero da linha e novamente
obter um nUmero de linha que esteja dentro do quadrado. Ou seja, contornamos o gquadrado na

mesma coluna e continuamos na ponta oposta.

Com a quarta etapa, hd novamente um pequeno problema, pois saimos do quadrado para a direita.
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O primeiro grupo de cinco nimeros agora estd posicionado corretamente. O préximo numero,

porém, ja cria um novo problema, pois o nimero 6 levaria a célula ja ocupada pelo nimero 1. Nesse

ponto, a sequéncia de etapas dada deve ser interrompida com uma etapa intermediaria especial, na

qual simplesmente desca duas linhas a partir da dltima célula ocupada.

S =t

Vocé pode continuar com essas etapas e somente parar quando o quadrado estiver preenchido

com os niumeros 1,2,3,...,n

2

11

24

20

12

25

16

17

13

21

10

18

14

22

23

19

15
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3.6 Meétodo Ralier des Ourmes

Um método um pouco mais complicado foi encontrado por Jean-Joseph Rallier des Ourmes [23],
que primeiro colocou o nimero mediano no campo central do quadrado, incluindo o nimero 1 abaixo
e a ordem n a esquerda do centro. As células que sdo simétricas ao centro sdo entdo preenchidas

com seus numeros complementares.

Agora as células restantes na linha do meio estdo preenchidas. A partir do nimero 25 no centro do
quadrado, cada segunda célula agora é preenchida. O nimero atual é diminuido em n—1, progredindo
para a direita, mas aumentado em n — 1, progredindo para a esquerda. O mesmo procedimento é
seguido comecando do numero vizinho esquerdo ou direito (7 ou 43) da célula central. No entanto,

agora vocé sé se move em uma direcdo.

O mesmo procedimento é seguido com a coluna do meio, exceto que os nimeros sdo diminuidos
em n + 1 para cima, mas aumentados para baixo em n+ 1. O resultado é mostrado para a ordem

n=717.

41
17
49 49
7125]43 13131} 7 12514319} 37
1 1
33
9

Comecando pelos nimeros na linha ou coluna do meio, os campos vazios do quadrado agora sao
preenchidos na diagonal de acordo com o diagrama. No canto superior direito, o nimero atual é
sempre diminuido em n, por outro lado, é aumentado em n no canto inferior esquerdo. Diminuiu em

n no canto superior esquerdo e aumentou em +1 no canto inferior direito.
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-1 8 7
41 |41
17 17
49 49
6 |[13]51] 7 |2s]a3]19]37] -6 [13]31] 7 [25]43]19] 37
1 1 B
33 33
91
7 8 1

A figura a seguir mostra o quadrado mdgico de ordem n = 7 finalizado por este método.

22 (47 |16 |41 |10 |35 | 4

30| 6 (24 (49 | 18 |36 | 12

13|31 | 7 (25|43 |19 | 37

3814 32| 1 (26|44 | 20

21| 39| 8 (33| 2 |27 |45

46 (15 (40| 9 | 34| 3 | 28

3.7 Método de De la Hire

Em um artigo publicado em 1705, Philippe de la Hire[13] descreve alguns métodos para criar

guadrados magicos de ordem n = 4k a partir de dois quadrados auxiliares.

No primeiro quadrado auxiliar ele preenche a primeira metade da linha superior com qualquer
nimero z do intervalo de 1 a n, a sequnda metade com seu nUmero complementar n+1—z. Na linha
abaixo, ele troca as duas metades. E assim que ele procede com 0s nimeros restantes nos outros

pares de linhas até que todo o quadrado auxiliar seja preenchido.
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O segundo quadrado auxiliar, por outro lado, é construido usando colunas com nUmeros ligeira-

mente alterados. Agora a metade superior é preenchida com um nUmero arbitrério gz do intervalo de

0 an—1 e a metade inferior com seu nimero complementar, que é n—1—g2 no intervalo de nimeros

alterado, pois o intervalo de nimeros comeca aqui em 0

Na préxima coluna, as duas metades sao trocadas. De acordo com esse principio, todos os outros

pares de colunas sdo preenchidos com os numeros restantes, como na figura a direita.

8 8 8
1 1 1
S| 5|5
4 | 4 4
717\ 7
21 2| 2
6 | 6 6
3133

AW NN R0 =

AW NN s

AW N DN R

AW NN R R

7 0 6|1 5|2 4 3
7. 0 6|1 5|2 4 3
7. 0 6|1 5|2 4 3
7 0 6|1 5|2 4 3
0 7 1|6 2|53 4
0o 7 116 2)5]|3]| 4
0o 7 1|6 2|5 3 4
0 7 1|16 2|53 4

Os numeros do segundo quadrado auxiliar sdo agora multiplicados por n = 8 e adicionados aos

nUumeros do primeiro quadrado auxiliar. O resultado é o quadrado magico abaixo.

64) 8 | S56)116] 41| 17 ] 33| 25
S71 11491 9 148 ] 24] 40] 32
61 ] S | S3)113]44]20] 36| 28
60 )] 4 | 52)112]45]21)37] 29
7 1 63]15]55] 18] 42] 26| 34
2 |]58)110)]50)23]47] 31] 39
6 | 62)14] 54119 43| 27| 35
3159 11)51])22]46] 30] 38
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Claro, o papel dos dois quadrados auxiliares pode ser trocado.

Isso significa que as linhas do

primeiro quadrado auxiliar foram preenchidas com os nimeros de 0 a n — 1, enquanto as linhas do

segundo quadrado auxiliar foram preenchidas com os nUmeros de 1 a n.

NS WA
NS WA
NS WA

-\

NS WA

NN e R WS

NN e R WS

NN SR W S

(9 I S N T SN TS - )

6 3 8|1 5|4 7 2
6 3 8|1 5|4 7 2
6 3 8|1 5|4 7 2
6 3 8 1, 5 47 2
3 .6 1|8 4|5 27
3.6 1|8 4|5 27
3.6 1 8 4 5217
3.6 1|8 4|5 27

Agora é claro que todos os nimeros do primeiro quadrado auxiliar devem ser multiplicados por

n = 8, antes que os nimeros do segundo quadrado auxiliar sejam adicionados. O resultado disso é o

seguinte quadrado magico.
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CAPITULO 4

APLICACOES DE QUADRADOS MAGICOS

4.1 Quadrados magicos em criptografia

Neste capitulo estudaremos as aplicacdes dos quadrados magicos na criptografia e sua utilizacéo

como uma ferramenta lUdica no ensino aprendizagem.

O estudo de técnicas de comunicacao segura que permitem apenas ao remetente e ao destinatério
das mensagens ler seu contelido é conhecido como criptografia. A palavra "cryptos" vem da palavra
grega "kryptos", que significa "oculto". Ele estd intimamente ligado a criptografia, que é o processo

de embaralhar texto simples em texto cifrado e, em seguida, voltar novamente quando é recebido.

Além disso, a criptografia inclui técnicas como micropontos e fusdo para ofuscar informacdes em
fotografias. Os antigos egipcios eram conhecidos por aplicar técnicas semelhantes em hierdéglifos

complicados, e uma das primeiras cifras modernas é atribuida ao imperador romano Julio César.

Criptografia e Descriptografia

Em seu nivel mais bésico, a criptografia envolve duas etapas: Criptografia (codificacdo) e Descrip-
tografia (decodificacao). Para criptografar o texto simples e converté-lo em texto cifrado, o processo
de criptografia emprega uma cifra. A descriptografia, por outro lado, usa a mesma cifra para conver-

ter o texto cifrado em texto simples.

Criptografar e descriptografar e-mail e outras mensagens de texto simples é o uso mais comum
de criptografia ao transmitir dados eletrénicos. A abordagem simétrica ou "chave secreta" é a forma

mais basica.
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Os dados sao criptografados usando a chave secreta, e a mensagem codificada e a chave secreta
sao entdo entregues ao receptor para decodificacdo. Qual é o problema entdo? Um terceiro é tudo
0 que eles precisam para decodificar e ler a comunicacao se ela for interceptada. Criptologistas
inventaram o esquema assimétrico ou de "chave publica" para superar esse problema. Cada usuario
tem duas chaves neste caso: uma publica e outra privada. Os remetentes criptografam a mensagem
e a transmitem apds solicitar a chave publica do destinatario. Portanto, a criptografia estuda os
métodos para codificar uma mensagem de modo que sé seu destinatério legitimo consiga interpreta-

la. E a arte dos “cédigos secretos”.

Como funciona a criptografia?

Vejamos um exemplo de como a criptografia funciona.

Suponha que vocé queira criptografar uma mensagem basica como "AMO O PROFMAT.”

Podemos criptografar a mensagem usando "Cifra de César" (também conhecida como cifra de

deslocamento), que é um dos tipos bdsicos de criptografia.
A mensagem AMO O PROFMAT seria codificado como DPRRSURIPDW.

Uma cifragem andloga a este foi usado, por exemplo, pelo imperador romano Julio César para
comunicar-se com as legides romanas em batalha pela Europa. Este sugere ser o primeiro exemplo
de um cédigo secreto de que se tem relato. Cifragem como o de César amarga um grande problema:

é muito facil de “decodificar”

Decodificar um cédigo significa ser capaz de ler a mensagem, mesmo nao sendo seu destinatario
real. Na verdade, qualquer cédigo que envolva substituir cada letra sistematicamente por outro sim-
bolo qualquer sofre do mesmo problema. Isto ocorre porgue a frequéncia média com que cada letra

aparece em um texto de uma dada lingua é mais ou menos constante.

Tipos de Criptografia

Dependendo do processo que seguem para criptografar e descriptografar os dados, a criptogra-
fia pode ser categorizada em diferentes tipos, como "hashing", criptografia simétrica, criptografia

assimétrica e algoritmos de troca de chaves.
e Hashing

Hashing é um tipo de criptografia na qual uma mensagem é convertida em uma sequéncia de texto
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ilegivel com o objetivo de confirmar seu conteldo, em vez de oculta-lo.

Quando o editor dos arquivos ou software os fornece para download, esse tipo de criptografia é
mais comumente empregado para proteger a transmissao de software e arquivos grandes. A razao
para isso é que, embora o calculo do hash seja simples, é bastante dificil encontrar uma entrada

inicial que seja uma correspondéncia precisa para o resultado necessario.
e Criptografia Simétrica

A Criptografia Simétrica é talvez o tipo de criptografia mais cldssico e também aquele com o qual
vocé estd mais familiarizado. Este método de criptografia, criptografa uma mensagem usando uma
Unica chave e, em seguida, a descriptografa apds ser recebida na outra extremidade. Exemplo: O

método da cifra pigpen (cifra maconica).
e Criptografia assimétrica

Em contraste com a criptografia simétrica, que emprega uma Unica chave para criptografar e des-

criptografar, a criptografia assimétrica usa duas chaves distintas para criptografar e descriptografar.

A primeira chave é uma chave publica usada para criptografar mensagens, enquanto a segunda
chave é usada para decodifica-las. Este método é que ele sé pode decifrar mensagens criptografadas

recebidas de uma chave publica. Exemplo: O método RSA.
e Algoritmos de Troca de Chaves

Esse tipo de criptografia ndo é especialmente relevante para ninguém fora do campo da seguranca
cibernética. Para trocar chaves de criptografia com seguranca com uma pessoa desconhecida, um

algoritmo de troca de chaves como o "Diffie-Hellman" é utilizado.

Vamos conhecer alguns métodos de codificagcao de mensagem utilizando uma das categorias des-

critas acima.

4.1.1 Método da cifra pigpen

A cifra PIGPEN (as vezes chamada de cifra macgobnica ou cifra do macom) é uma cifra de substituicao
geométrica simples que troca letras por simbolos que sao fragmentos de uma grade. A origem exata
da cifra é incerta, mas foram encontrados registros desse sistema que remontam pelo menos ao sé-
culoXVIII. Variaces dessa cifra foram usadas tanto pela irmandade rosacruz quanto pelos macgons,

embora os Ultimos a usassem com tanta frequéncia que o sistema é frequentemente chamado de
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cifra do macom. Eles comecaram a usd-lo no inicio do século XV III para manter seus registros de

histéria e ritos privados e para correspondéncia entre lideres de lojas.[4]

A versdo mais antiga conhecida é de Heinrich Cornelius Agrippa von Nettesheim que explica o mé-
todo em seu "De occulta philosophia" publicado em 1533. Este trabalho foi reutilizado em 1586 por
Blaise de Vigenére em seu tratado sobre criptografia. Existem muitas variacdes possiveis, mas qual-
quer criptoanalista treinado geralmente nao tera problemas para decifrar as mensagens codificadas.
A traducdo literal do nome da cifra é Porco no Chiqueiro e vem do fato de que cada uma das letras

(os porcos) é colocada numa "casa"(o chiqueiro).[4]

Veja o exemplo da codificacdo pigpen numa ldpide macoOnica de James Leeson (1756 — 1794) que
estd enterrado no "Trinity Church Cemetery", em Nova York. Sua ldpide traz uma curiosa inscricao.
Permaneceu um quebra-cabeca local até 1889, quando o Trinity Record descobriu que é o epitafio e

lido como LEMBRE-SE DA MORTE.

Figura 4.1: Lapide de James Leeson

=<4\

Fonte:http://lacustodeditombe.blogspot.com/2015/07/83-ricorda-la-morte.html , acessado
em:19/03/2023.

Caracteristicas do método pigpen

Origem: Desenvolvida por Heinrich Cornelius Agrippa von Nettelsheim.
Classe: Substituicao simples.

Tipo: Monoalfabética monogramica.

i Substituicao de letras por simbolos. O cifrante, ao invés de ser constituido
Metddo:
por letras, é constituido por simbolos especiais.
Seguranca: Baixissima.
Uso: Apenas interesse histérico.

Criptoandlise: | Uma andlise da frequéncia das letras é suficiente para quebrar a cifra.
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Atribuicao

A cifra consiste em alojar as letras do alfabeto em "casas", como descrito no esquema abaixo.

AB| CD| EF ST
GH| IJ | KL Uv WX
MN| oP | QR YZ

Dessa forma, cada letra tem um simbolo caracteristico para representa-la. Como visto, cada
"casa" possui duas letras e a forma de distingui-las é adicionando um pontinho ao simbolo corres-

pondente a "casa" para representar as segunda letra.

Por exemplo:

A letra G € representado por j
A letra H é representado por _0_-|

A frase "Entendendo o cédigo", escrita utilizando a cifra ficaria da seguinte forma:

) B O ) I I Y O R B
E NTENUDENUD O O C O e

o

A maneira de tornar o cédigo decifrdvel apenas para seu destinatdrio é embutir uma pequena
sequéncia de letras ou mesmo um palavra, chamada de "segredo", de forma a ndo se repetir nenhuma
letra, no inicio do esquema de letras e simbolos e assim modificar a relacao entre eles, completando o

resto do alfabeto na sequéncia de preenchimento e pulando as letras utilizadas na escrita da palavra

escolhida.
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Pegando por exemplo a palavra MAGICO como sendo o "segredo", o esquema de letras e simbolos

ficaria da seguinte forma:

MA| GI | CO ST
BD| EF | HJ Uv WX
KL | NP | QR YZ

Dessa forma, a mesma frase escrita anteriormente ficaria da seguinte forma:

m [

MO MaOoflm de L = = Ul
N E N D E N D O O C D 1 G

0)
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4.1.2 Mesclando quadrados magicos e o cddico Pigpen

Devido ao grande nimero de técnicas de criptografia e a facilidade com que cédigos podem ser
decifrados, surgiu a ideia de mesclar o cédigo Pigpen com quadrados magicos, levando em conta o
principio de construcao e ordem de preenchimento destes, com o objetivo de dificultar que a mensa-
gem enviada seja decifrada por alguém que nao seja seu destinatario legitimo. Para isso, é necessério
que se tenha um conhecimento prévio das técnicas de construcdo de quadrados magicos, visto que
os simbolos referentes as letras do alfabeto que compde a mensagem a ser enviada serdo agora dis-
postos nas entradas de um quadrado magico, seguindo sua ordem de preenchimento. O que define
a ordem do quadrado magico escolhido e a quantidade de quadrados a serem utilizados esta relaci-
onado ao nUmero de letras necessdrias para escrever a mensagem. Porém o mais importante é que
ambas as partes, tanto remetente quanto destinatarios, devem estar cientes do quadrado magico
escolhido e da técnica utilizada na sua construcao.

Por exemplo, para mandar uma mensagem com a frase "Entendendo o cédigo", que possui 17 letras,
pode-se utilizar dois quadrados magicos de ordem 3 x 3, restando uma entrada sem preencher. Para
demonstrar, utilizaremos o esquema de letras e simbolos com a palavra MAGICO sendo o "segredo"do

cbdigo, e a técnica utilizada para preencher os quadrados magicos 3 x 3 sendo o0 método cross-jump.

Ordem de preenchimento dos quadrados.

Bl
v [
O[=

Quadrados preenchidos com os simbolos.

L
1

0L
|
|

Outro exemplo, que pode complicar mais ainda que o cédigo seja decifrado facilmente, é utilizar

uma variagao do método staircase como o apresentado no tépico 3.2 para mesclar com cédigo Pigpen
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em frases que exijam um quadrado com muitas entradas devido ao nimero de caracteres que as
compdem. Para criptografar a seguinte frase "Quadrados magicos revelam brilhantemente a
simetria de numeros. Com seu charme mistico parecem atrair alguma inteligéncia e a
ordem césmica que domina toda a existéncia." Utilizando o método staircase com um quadrado
de ordem 12x 12, subdividido em 9 quadrados internos 4 x 4, e 0 "segredo" sendo MAGICO esquemas

serd apresentado abaixo:

- Quadrado de ordem 12 x 12 subdividido em outros 9 quadrados internos de ordem 4 x 4.

1 P
1) )]
E 4 -

- Ordem de preenchimento dos quadrados interior de ordem 4 x 4.

16 2 3 13
3) 11 10 3
9 7 6 12
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- Relacdo de letras e simbolos com o "segredo"sendo a palavra MAGICO.

MA|GI| CO
BD |EF | HJ
KL [NP| QR

A sequéncia numérica do quadrado magico que deve ser seguida no preenchimento é a seguinte:

128 | 114 | 115 | 125 ) 16 2 3 I3 4 96 | 921 83 | 93

117 | 123 | 122 | 120 11 10 8 8o | 91 | 90 | 38

\-"

20 119 118 1241 9 7 0 12 § 89 | 87 | 86 | 92

116 | 126 | 127 | 113 ! 14 15 1 84 1 94 | 95 | 81

IS ] 34 ] 35 P80 | 66 | 67 | 77 p112) 98 | 99 | 109

101 | 107 | 106 | 104

|
o
-1
e
[

37 13 12 10 | 69

1 39 | 38 14 73 71 701 76 105 103 | 102 | 108

36 16 171 33 | 68 78] 79 | 65 100 | 110 | 111 | 97

64 1 50 | 51 61 § 144 | 130 | 131 | 141§ 32 I8 19 1 29

23 109 L A8 | o6 L33 139 138 136 ) 21 27 | 26 | 24

'

TLEO5 P54 60 Q137135134 1404 25 | 23 | 22 | 28

22 | 62 | 63 19 132 142 | 143 ] 1294 20 | 30 | 31 17
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Quadrados magicos em criptografia

O quadrado preenchido com as letras que compdem a frase deve ser da seguinte forma:

A ) S M S U A | T A T A
| D E Q) R Al M O A U G A
U A C O S D A G L R I M
M | N C D C O Q R I N M
E E N I E M E R M L I R
E T E I I P 0 [ E A E I
M S A R C T S A A C N O
T A D M| M E C R G D E E
A U M U - O D C E E V A
R S M C A E T [ L L I B
O S O E S X E N R M A H
E C H N A I A T E N T R
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O guadrado preenchido pela mensagem ja criptografada estd representado a seguir:

| 15N AVA I
1] ] B
>l e

L
L
~

V|
>

L <] 1<

NEIN NN
|
]| <

||
VL

L[l
I

I
|
L]
V/
|

L < |
| <I<|IVILIL<|I<
| .

11|

| <L
|

LI |V TV |-

O processo de decodificacao segue da seguinte maneira:

e Dada a sequéncia de preenchimento, fazer o processo inverso e listar os simbolos na ordem;

e Fazer a correlacdo entre os simbolos e as letras a partir do "segredo" que foi previamente definido.
Por exemplo, decodificando a primeira parte do cédigo :

>3O0 ATV ddULL LV

Q UADI RADOS MAGTICO S
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4.1.3 Método da cifra RSA

O algoritmo RSA é um algoritmo de criptografia assimétrica; isso significa que ele usa uma chave
publica e uma chave privada (ou seja, duas chaves diferentes matematicamente vinculadas). Como
seus nomes sugerem, uma chave publica é compartilhada publicamente, enquanto uma chave pri-
vada é secreta e nao deve ser compartilhada com ninguém. O algoritmo RSA recebeu o nome da-

queles que o inventaram em 1978: "Ron Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman".

A ilustracao a seguir destaca como a criptografia assimétrica funciona:

Figura 4.2: Algoritmo RSA

L Y-X-X)
66464 _
-~ - - 6 i P -
Dados Dados
Remetente Os remetentes Texto cifrado. O receptor descriptografa Destinatario
criptografam os dados os dados'com sua propria
com a chave publica chave privada.

do destinatario.

Fonte: llustracdo do préprio autor.

Como funciona

O algoritmo RSA garante que as chaves, na ilustracdo acima, sejam as mais seguras possiveis. As

etapas a seqguir destacam como funciona:

1. Gerando as chaves

| - Selecione dois niumeros primos grandes, p e g. Os nimeros primos precisam ser grandes para que
seja dificil para alguém descobrir.

Il - Calcularn=p-q.

[l - Calcular a fungao totiente; ¢(n) =(p—1)(q —1).

IV — Selecione um nimero inteiro e, de tal modo que e é coprimo com n para 1 <e < ¢(n). O par de
nimeros (n,e) compde a chave publica.

V - Calcular d de tal modo que e -d = 1(mody(n)). d pode ser encontrado usando o algoritmo

euclidiano estendido. O par < n,d > compde a chave privada.
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2. Criptografia

Dado um texto simples de chave P, representado como um numero, o texto cifrado C é calculado
como:

C = P*(modn).
3. Descriptografia

Usando a chave privada < n,d >, o texto simples pode ser encontrado usando:

P = C%modn).

Vamos dar um exemplo de algoritmo de criptografia RSA:

Exemplo 4.1.1. Este exemplo mostraremos como podemos criptografar um texto chave P =9 sim-
ples usando o algoritmo de criptografia de chave publica RSA. Neste exemplo usaremos 0s nimeros

primos p =7 e q = 11 para gerar as chaves publica e privada.

Explicacao:

Etapa 1: Selecione dois nUmeros primos grandes, p =7,q =11
Etapa 2: Multiplique esses nUmeros para encontrarn=pxq=7x11=77.

Etapa 3: Calculamos

p(n)=(p-1)(¢g—1)=(7-1)(11-1) =60.

Etapa 4: Escolha um nimero e, tal que n seja relativamente primo de ¢(n) = 60. Escolha e tal que

1 <e < (n), eéprimode60. Tome e ="7. Assim, a chave publica é < e,n>=(7,77).

Etapa 5: Uma mensagem de texto simples P é criptografada usando a chave publica
<e,n>=(7,77). Para encontrar o texto cifrado do texto simples, a seguinte féormula é usada para

obter o texto cifrado C.

C = P*modn)

97(mod77)

37(mod77)
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Ou seja C = 37.

Etapa 6: A chave privada é < d,n >. Para determinar a chave privada, usamos a seguinte formula

para d tal que:

o
Q.
Il

1(modp(n))
7-d = 1(mod60)

ouseja7d =60k +1istoéd = %7“ parak=0,1,2,....
Tomado k =5 temos d = 43. A chave privada é < d,n >=(43,77).

Etapa 7: Uma mensagem de texto cifrado C é descriptografada usando a chave privada < d,n >.
Para calcular o texto simples P a partir do texto cifrado C, a seguinte formula é usada para obter o

texto simples.

P = C%modn)
= 37%(mod77)

9(mod77)

Neste exemplo, texto simples P =9 e o texto cifrado C = 37.

Exemplo 4.1.2. Em um sistema criptografico RSA, um determinado A usa dois niumeros primos, 13

e 17, para gerar as chaves publica e privada. Se o publico de A é 35. Entdo a chave privada de A?

Temosp =13,g=17en=p-q=221. Etambém ¢(221) = 192. Tendo que mdc(35,192) =1 e foi

dado que e = 35. Para determinar d utilizaremos

e-d = 1(modp(n)).

Logo
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35-d =1(mod192)

Portanto

192k +1
35

d k=0,1,2,3,...

R _ 1
Parak=0:d= ..
L7 _ 193
Parak=1.d—3—5

. 7 _ 38 _
Parak=2.d—¥—11

A chave privada é < d,n >=(11,221).

Pré-codificacao

Para simplificar, vamos supor que a mensagem original seja um texto onde nao hd nimeros, ape-
nas palavras, nas quais sdao formadas apenas por letras mailsculas. Portanto, a mensagem é final-
mente formada com as letras que compdem as palavras e os espacos entre as palavras. Chama-
mos esse primeiro passo de pré-codificacao para distingui-lo do préprio processo de codificacdo. Na
pré-codificacao, usaremos um conjunto de caracteres que consiste em 128 valores ASCIl (American
Standard Code for Information Interchange), as letras sao convertidas em nimeros usando a seguinte

tabela de conversao:

A | B |C|D E F G | H I ) K|{L | M

65 | 66 67 | 68 |69 |70 |71 |72 |73 |74 |75 |76 | 77

78 |79 |80 |81 |82 (83 |84 | 85|86 |87 |88 |89 |90

O espaco entre duas palavras sera substituido pelo nimero 32, quando for feita a conversao. Por

exemplo, a frase PROFMAT NA UFU é convertida no nimero:
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8082 (79|70 (77 |65 84 |32|78|65|32|85|70 |85

Codificando e Decodificando uma Mensagem

Isso conclui o processo de pré-codificacao e podemos continuar com codificacdo em si. Para cifrar
a mensagem precisamos apenas de n, que é o produto de ndmeros primos. dizemos que n é a
chave de codificacao do sistema RSA que estamos usando. Esta chave pode ser tornada publica;
isto é, podemos envid-la a qualquer um que queira nos mandar uma mensagem, sem preocupacao
de manté-la secreta. Por isso a chave de codificacdo também é conhecida como chave publica do

sistema.
Codificacao

Vamos a codificagcdao usando uma chave RSA, para isso suponha n = p - q, tal que, se escolhermos
p=5eq=23,entaon =115 e e = 31. Neste caso, a mensagem, cuja conversao numérica foi feita

acima, pode ser quebrada nos seguintes blocos:

80—82—79—-70—77—65—84—-32—78—-65—32—85—70—85

Codificando toda a mensagem passo a passo, temos o seguinte:

C = P¢(modn)

803! = 65(mod115);
8231 = 3(mod115):
793! = 89(mod115);
70%! = 70(mod115);
773! = 78(mod115);
653! = 10(mod115);
843! = 14(mod115);
3231 = 48(mod115);
783! = 2(mod115);
653! = 10(mod115);
323! = 48(mod115);
853! = 100(mod115);
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703! = 70(mod115);
8531 = 100(mod115);

Reunindo todos os blocos, descobrimos que a mensagem codificada é

65-3-89-70-78-10-14-48-2-10-48-100-70-100

Decodificacao

A informacao que precisamos para decodificar consiste em dois nimeros: n e o inverso de d tal

que d > 0, entdo tomemos 31 de mddulo p(115) = 88. Pela definigao utilizaremos

e-d = 1(mod(n)).

ou seja
31-d =1(mod88).
Assim
1+ 88-k
d= Q, k=0,1,2,3,...

31
Para k =0, temos d = 3%
Para k=1, temos: d = %.
Para k =2, temos: d = %
Sucessivamente até k = 25, temos:

2201
d=——=171.

31

Aplicando a receita dada anteriormente ao primeiro bloco da mensagem codificada, temos que

D(65) é igual ao resto da divisdo de 657! por n = 115.

P = C%modn)
657! = 80(mod115);
371 =82(mod115);
8971 = 79(mod115);
707t = 70(mod115);
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7871 = 77(mod115);
107! = 65(mod115);
147! = 84(mod115);
487! = 32(mod115);
271 = 78(mod115);
107 = 65(mod115);
487! = 32(mod115);
1007t = 85(mod115);
707! = 70(mod115);
1007! = 85(mod115);

Todos os céalculos acimas pode ser verificados no link:https://rsa-calculator.netlify.app/
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4.1.4 Mesclando quadrados magicos e o cddico RSA

Usando o algoritmo RSA, construimos um "quadrado magico duplamente par (doubly even)" de
ordem 32 gue contém 1024 diferentes valores, como o conjunto de caracteres consiste em 128 va-
lores ASCII, o quadrado magico é dividido logicamente em 8 matrizes diferentes, cada uma com 128

valores correspondentes aos caracteres ASCII individual, para maior realizacao do assunto proposto.

04 2] 3| w0067 |2007)06f10 11 |203[102|24 15 |12009]008]18 |19 |1005([2004] 2 | 25 |001f100 )2]|2 |%97]%]30]3]|%

3| WL %90 36 | 37 | 7|86 | 40 | AL |93 | B | M [ &5 || 8| 48 | 4 |95 | 4] 52| S | 9L |90 | 56|57 | %7 | 96|60 61 |93 | %2|64

Matriz 1
(SR R T O L T S I O I T I ST I I O O O O 0 IV R O T R S

B% | 130 | 131) 893 | 892 | 134 | 135| 880 | 888 | 138 | 139 | 835 | B84 | 142 | 143 | BB1 | 680 | 146 | 147 | 877 | 876 | 150 | 151 | 873 | 8§72 | 154 | 155 | B69 | 868 | 138 | 159 | 865

161 | 863 | 862 | 164 | 165 | 859 | 858 | 168 | 169 | 855 | 854 | 172 | 173 | 831 | 850 | 176 | 177 | 847 | 846 | 180 | 181 | 843 | B42 | 184 | 185 | B39 | 838 | 188 ) 189 | 835 | 834 | 192

Matriz 2
103 [t w0 196 | 107 (s | m| w0 | 200 | s | mn2 | o | as | oms | oms | oae | oa0o | oms | ome |22 om3|euw | w0 ||| e |es | om oo ||

Matriz 3
3 703 2| 3w | 35 | e | 6m| 38 | 3m9 | eos | oeos | 32 | 3 | or | 60 | 36 | 37 | es | e | a0 | r e |oen | cws | 6w |6 ue]m|en|em|m

672 | 354 | 355 | 669 | 668 | 358 ) 339 | 665 | 664 | 362 | 363 | 661 | 660 | 366 | 367 | 657 | 656 | 370 | 371 | 653 | 652 | 374 | 375 | 649 | 648 | 378 | 379 | 645 ) 644 | 382 | 383 | 64l

417 | 607 | 606 | 420 | 421 | 603 | 602 | 424 | 425 | 599 | 98 | 428 | 429 | 595 | 94 | 432 | 433 | 591 | 500 | 436 | 437 | 587 | 386 | 440 | 441 | 583 | 582 |d4M| M5 | 9| 5%

£

Matriz 4
wg |ors | s | sz | asa | snuf 0] a6 | a5y | ser | ses | 460 | 461 | ses | se2 | 46e | 65 | 55 | 558 | 468 | 69 | s | s | em | oam | st | w0 || 4w | | s

512 | 514 | 515| 509 | 508 | 518 ) 519 505 | 504 | 522 | 523 | SO0 | SO0 | 526 | 527 | 497 | 496 | 530 | 531 | 493 | 492 | 534 | 535 | 489 | 488 | 538 | 530 | 485 ) 484 | 542 | 543 | 4B

5 | 479 | 478

£

S49 | 475 | 474 | 552 | 553 | 471 | 470 | 556 | 557 | 467 | 466 | 560 | S61 | 463 | 462 | 564 | 565 | 459 | 458 | 568 | 569 | 455 | 454 | S;2| 573 | 451 | 450 | 576

Matriz 5
A EAE R ES A A EA EA A A E A E A A R E R R N A E A A A A A A A A A A S A K

416 | 610 | 611) 413 | 412 | 614 | 615| 409 | 408 | 618 | 619 | 405 | 404 | 622 | 623 | 401 | 400 | 626 | 627 | 397 | 3% | 630 | 631 | 393 | 352 | 634 | 635 | 389 | 388 | 638 | 639 | 385

673 | 351 | 350 | 676 | 677 | 347 346 680 | 681 | 343 | 342 | 684 | 685 | 339 | 338 | 688 | 689 | 335 | 334 | 692 | 693 | 330 | 330 | 696 | 697 | 327 | 326 | 00| 0L | 323 | 32 | T4

Matriz 6
A B ED R R ES B B B T O T A R R R S R O R R R A R N R R

L |TI0| 7| B3 | 52 | T TS| 249 | M8 | T8 | 7r9 | M5 | 244 | 7EL | B3 | 241 | 240 | 7%6 | 77 | 37 | 236 | 790 | 7TOL | B3| B2 | 4| T || B | MBS

BOL | 23| 222| 604 | 805 | 219|218 | 808 | 809 | 215 | 214 | 812 | B13 | 201 | 210 | 816 | B17 | 207 | 206 | 820 | 821 | 203 | 200 | 824 | 825 | 199 | 198 | 626 629 | 195 | 194 | 832

Matriz 7
w33 (190|100 | 36 | w37 [oa7{use | mao | mor | oues | am fomae |ess | | vm e e | us | oa w2 | w || w0 | wss | e | ter | s6 | ss0) wel | 16 | 12 | met

929 | 95| 94| 93 | 933 | L[ 90| 936 |93 | BT | 86 | 40 | 4| B3| B2 | M| |MB| M| TS| 4| BB TL| 0 |96 97| 67T | 66 |O60

Matriz 8
AR EAEIEIE AR AR A A Y E R A A A E A E A R R E A E A ER E R E IR A R R

| W95 B | 28 | 8|9 5 | 4 | 002|003 A [ 20 |006 007 17 [ 16 |ww|l0i] 3|2 |w0d|ws]Y B |08 00| 5] 4 [l2)us]1

Figura 4.3: Quadrado Magico Doubly Even 32x32

Suponha que p =13, g =17 e a chave publica e=11, entaon =221,e ¢(221)=(p—1)(q—1) =
192 logo a chave secreta d = 35. Para criptografar a mensagem (UFU), os valores ASCllde U e F

sao 85 e 70 respectivamente, entdo para criptografar U que aparece na primeira e terceira posicao
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no texto simples, os numerais que aparecem no 852 posicdao da primeira matriz e na 852 posicdo da
segunda matriz (Figura 4.5 que é dividido logicamente em 8 matrizes) sdo tomados respectivamente,

tal que, Np(U;) =939, Np(U,) =811 e Np(F) = 954. E a cifra

C(U,) =939 (mod221) =217,

C(U,) = 811'*(mod221) = 125,

C(F) =954 (mod221) =8

da mesma forma, usamos esta substituicao para cada caractere repetido no texto simples, por-
tanto, para cada caractere repetido de A, B, C,...(que aparece mais de uma vez no texto simples),

cifra diferente sao geradas.

A comparacao entre o algoritmo RSA comum e o RSA proposto com Quadrado Magico

Doubly Even.

Para ilustrar o resultado do algoritmo RSA com quadrado magico, o texto simples (PROFMAT NA
UFU) é primeiro criptografado usando RSA existente (se p =17,q =23,n =391,(p—1).(g—1) =352
e e = 13) e a saida é mostrada na tabela abaixo. E claro que os caracteres (A, F e U) aparecem
duas vezes no texto simples, portanto, no RSA comum, o texto cifrado deles é o mesmo, enquanto no
sugerido (RSA com QMDE), o valor do texto cifrado do primeiro (A) que é (959) é diferente do segundo

(A) que é (831) e a mesma coisa com quaisquer caracteres repetidos no texto simples.
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Quadrados magicos em criptografia

RSA NO QUADRADO MAGICO
RSA COMUM
DOUBLY EVEN
VALOR NO
ASCII TEXTO TEXTO
TEXTO TEXTO | QUADRADO
VALOR | CIFRADO ] CIFRADO
MAGICO
P 80 201 P 81 98
R 82 192 R 942 91
o 79 245 (o) 80 201
F 70 185 F 954 270
M 77 110 M 947 269
A 65 260 A 959 210
T 84 373 T 85 187
N 78 334 N 946 262
A 65 260 A 831 308
u 85 187 U 939 191
F 70 185 F 826 249
u 85 187 u 811 82

O aspecto de seguranca do RSA é melhorado porque ndo ha valores duplicados no quadrado ma-

gico, na cifra simples RSA, os mesmos valores de texto cifrado sao gerados sempre que 0s mesmos

caracteres, enquanto no proposto (RSA com QMDE) valores diferentes sao produzidos no texto ci-

frado para cada ocorréncia do mesmo caractere. Ele desempenha um papel importante no aumento

da aleatoriedade e seguranca do algoritmo.

& UFU-FAMAT-PROFMAT

80



APLICACOES DE QUADRADOS MAGICOS Quadrados magicos em criptografia

4.1.5 Método da cifra Vigenere

A Cifra de Vigenére é um método de criptografia manual baseado em uma variacdo da Cifra de
César. Ele funciona aplicando uma série de diferentes Cifras de César no texto simples, com base nas
letras de uma chamada palavra- chave . Na verdade, é uma forma simples de substituicdo polialfabé-

tica.

A Cifra de Vigenere existe em diferentes formas, como uma matriz retangular com 26 alfabetos
deslocados (tabula reta) e como dois discos concéntricos com um alfabeto completo cada. As letras

da palavra-chave determinam quantos lugares o disco interno deve ser deslocado.

Ao longo da histéria, a cifra de Vigenére foi reinventada vérias vezes. Foi falsamente atribuido a
Blaise de Vigenere, como foi originalmente descrito em 1553 por Giovan Battista Bellaso em seu livro

"La cifra del".

A primeira descricao bem documentada de uma cifra polialfabética, no entanto, foi feita por volta
de 1467 por Leon Battista Alberti. A Cifra de Vigenere é, portanto, as vezes chamada de Disco de
Alberti ou Cifra de Alberti. Em 1508, Johannes Trithemius inventou a chamada tabula reta (uma
matriz de alfabetos deslocados) gue mais tarde sofreria uma ferrenha critica.[33] A cifra de Vigenere
usa uma tabela de 26 x 26 com A a Z como cabecalho de linha e cabecalho de coluna. Essa tabela
é geralmente chamada de Tabela de Vigenére, ou Quadrado de Vigenére. A primeira linha desta
tabela tem as 26 letras do alfabeto latino. Comecando com a segunda linha, cada linha tem as letras
deslocadas para a esquerda uma posicao de forma ciclica. Por exemplo, quando B é deslocado para

a primeira posicao na segunda linha, a letra A se move para o final.
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APLICACOES DE QUADRADOS MAGICOS

Figura 4.4: tabela de Viginere

K

J

K

]

K{L|M

]

K{LIM|N

]

K{LIMN|O

]

KILIMNOP

]

KILIMN|O|IP| QO

J

KILIMN|OP|Q|R

J

KfLIMN(O|P| Q|R|S

]

KfLIMNIO|P|Q|R|5|T

]

KfLIMNIO|P|Q|R|5(T|U

1

KfLIMNIO|IPQIR|S5(T|U|V

1

KfLIMNQIPIQ|R|S|T|U|V W

]

KILIMNIOIPQ|R|S|T|U|V (WX

J

KILIMN|OIPIQR|S|T|U/VWXY

K(fLIMN(O|PIQR|S|IT|U|V|W|X|Y|Z
KfLIMN(O|IPQR|S|T|U|V|(W|X|Y|Z

J

]
]

KfLIMN(O|P QI R|S(T|U|V(W|X|Y|Z|A

]

KILIMN|OPIQR|S|T(U[VW(X| Y Z|A|B

J

KILIMNOIPQR|S|ITIUVIW[X|YZ|A|B|C

J

KILIMNOP QIR|S|T(UVIW(X|[Y(Z|A|B|C|D

J

KfLIMNOQIPIQIR|S|T|IUVIWX|Y|Z|A|B|C|D|E

]

KfLIMN(OPQR|SIT|UIVIW|X|Y|Z|A|B|C|D|E|F

]

KfLIMN(O|IPIQIR|S(T|UVIW|X|Y Z|A[B|C|D|E|F|G

]

KfLIMN(O|PQR|S(T|U|V(W|X| Y| Z|A|B|C|D|E|F|G|H

]

KfLIMN(O|IPQR|S(T|UV(W X Y Z/AB|C|D|E|F|G|H

A|B|C|D|E|F|G|H

1

AlA|B|C|D|E|F|G|H

B|B|C|D|E|F|G|H
CI|C|D|E|F|G|H
DID|E|F|G|H
E|IE|F|G|H
FIF|G|H

G|G|H

KIKILMNO|PIQR|SIT|UVIW|X|Y|Z|A|B|C|D|E|F|G|H

LILIMN|OPIQ|R|S|TUV|WX|Y|Z|AB|CID|E|F|G|H

MM N O P QR|STIUVIWX|Y|Z|AIB|C|D|E|F|G|H

NN|O|P|Q|R[S|T|U|VIW X |Y|Z|A|B|C|D|E|F|G|H

oOg|P|QIR|S|(TIU|VIW|X| Y| Z|A|B|C|D|E|F|G|H

PIPIQ|R|S|T|UIVIWX|Y ZIA|B|C|D|E|[F|G|H

QQ|R|S|T|U(VIW|X|Y|Z|A|B|C|D|E|F|G|H

RIR|S|TIUV|IWX|Y| Z|(AB|C|D|E|F|G|H
SIS T VIWX|Y|Z|AB|C|ID|E|F|G|H

T(TIW|VIWX|Y|Z|A|[B|C|D|E|F|G|H
Ujuiviwl x| Y|Z|A|B|C|D|E|F|G|H
VIVIW X| Y| Z|A|B|C|D|E|[F|G|H
WIW(X|Y Z|A|B|C|D|E|F|G|H

X|X|Y|Z|A|B|C|D|E|F|G|H
Y Y|Z|A|B|C|D|(E|F|G|H
Z|Z|A|B|C|D|E|[F|G|H

Fonte:https://crypto.interactive-maths.com/vigenegravere-cipher.html, acessado em:25/06/2023.

\

fra de Vigenere.

todos executam a c

Método 1

is mé

Do

CRIPTOGRAFIA

Vamos a um exemplo: O texto simples é "PROFMAT NA UFU"e a chave "ENQ".

Para gerar uma nova chave, a chave fornecida é repetida de maneira circular, desde que o com-

primento do texto simples nao seja igual ao da nova chave.

D | O] X
wlizZ2|wn
O w| >
< | O| O
Z2|lz2| <
| w| X
< | O| O
= | 2| N
w | w| =
O|O| w
x| 2| w
o | Ww| -
0

g% ¢
g |8

82
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A primeira letra do texto simples é combinada com a primeira letra da chave. A coluna de texto
simples "P" e a linha da chave "E" cruzam a tabela Vigenere em "T", entdo a primeira letra do texto

7

cifrado é "T".

Da mesma forma, a segunda letra do texto simples é combinada com a segunda letra da chave.
A coluna de texto simples "R" e a linha da chave "N" cruzam na na tabela Vigenere de "E", entdo a

segunda letra do texto cifrado é "E".

Esse processo continua até que o texto simples seja concluido.

Texto Cifrado = TEEJZQXAQYSK

DESCRIPTOGRAFIA

A descriptografia é feita pela linha de chaves na tabela Vigenere. Primeiro, selecione a linha da
letra-chave, encontre a posicao da letra do texto cifrado nessa linha e, em seguida, selecione o rétulo

da coluna do texto cifrado correspondente como texto simples.

Textocifrado | T|E|E | ] |Z|Q[X|A|Q|Y|S|K

Chave EIN|IQ|E|N[Q|E|[N|Q|E|N|Q

7

Por exemplo, na linha da chave estd "E"e o texto cifrado é "T"e esta letra do texto cifrado aparece

7

na coluna "P", isso significa que a primeira letra do texto simples é "P".

7

Em seguida, na linha da chave esta "N"e o texto cifrado é "E"e esta letra do texto cifrado aparece

7

na coluna "R", isso significa que a segunda letra do texto simples é "R".

Esse processo continua continuamente até que o texto cifrado seja concluido.

Texto simples = PROFMAT NA UFU

Método 2:

Quando a tabela Vigenere nao é fornecida, a criptografia e a descriptografia sado feitas pela férmula

algébrica de Vigenére neste método (converter as letras (A-Z) em ndmeros (0-25)).

Formula de criptografia é,
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Féormula de descriptografia é,

Ei = (P, + K,)(mod26).

Di = (E; — K;)(mod26)

Se algum valor (D;) do caso ficar negativo (-ve), neste caso, adicionaremos 26 no valor negativo.

Onde,

E: denota a criptografia.
D: denota a descriptografia.
P: denota o texto simples.

K: denota a chave.

A | B | C | D|E G M
00 (01 02| 03|04 |05/ 06|07|08|09 10|11 |12
N| O |P | Q| R w Y | Z
13|14 |15 |16 |17 |18 (19 (20 | 21 |22 | 23 | 24 | 25
O texto simples é "PROFMAT NA UFU"e a chave é "ENQ".
Criptografia: Ei = (P, + K;)mod26
Texto simples P R | O F M| A | T N | A | U F U
Valor do texto simples (P) | 15|17 |14 | 05|12 (00 (19 |13 (00| 20 | 05 | 20
Chave E| N  Q  E|N| Q| E|N|Q|E|N|Q
Valor da chave (K) 04 | 13(16|04 |13 (16|04 (13|16 |04 |13 | 16
Valor do texto cifrado (E) |19 (04 |04 {09 (25 |16 |23 | 00|16 | 24|18 | 10
Texto cifrado T E E ) Z | Q| X|A|Q|Y S K
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Quadrados magicos em criptografia

Descriptografia:

Di = (E; —K;)(mod26)

Se algum valor (Di) do caso ficar negativo (-ve), neste caso, adicionaremos 26 no valor negativo.

Tipo, a terceira letra do texto cifrado; T =19 e E =04

Entao,

Di = (E;—K;)(mod26)
Di = 19—04(mod26)
Di = 15(mod26)

Texto cifrado T E E ) Z | Q| X|A|Q|Y S K
Valor do texto cifrado (E) | 19 |04 | 04 (09 |25 |16 (23 |00 | 16 |24 | 18 | 10
Chave E N Q E N Q E N Q E N Q
Valor da chave (K) 04 (13 (16 |04 |13 |16 |04 |13 |16 |04 | 13 | 16
Valor do texto (P) 15(17 |14 (05|12 | 00|19 |13 | 00|20 | 05| 20
Texto Simples P R | O F M| A | T N | A | U F V)
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4.1.6 Mesclando quadrados magicos e o cddico Vigenere

Usando o algoritmo de Vigenére, construimos um "quadrado magico usando o Método da
Piramide" de ordem 5 que contém 25 diferentes valores, como o conjunto de caracteres consiste

em 25 valores (1 a 25) cada caracter estard associado a um valor.

Quadrado magico - Método da Piramide
Cifra de Vigenere
(£ |
D[ |K
A|B|C|D|E C Ur P C{Q|w|W|P
F|G[H[w|K B| [H| [o] |U UlH[V[O[B
L{Mm~|o[?| [a] | |w[ || [z] [c]z][w[alT
o|R[s[T[U F| M [s] Y Y M[E[S|F
viwlx[Y[z L] [R] |X L|D[R[K[X
o [w
v
5
4 10
112|3|4]5 3 9 15 31692215
6| 7|8|2]10 2 8 14 2 20821142
1| 12]1a|14 |15 1 7 1| |9 El 7 (25|12 1 |10 E
16|17]18]|19]20 6 12 18 prt | 24|12 5 |18| 6 E
2112|123 |24|25 11 17 23 11| 4 |17]10|23 E
e o5 o5 [ [ os] [ee]

Figura 4.5: Método da Piramide

Exemplo 4.1.3.

Usando a Cifra da Piramide, “PROFMAT NA UFU” pode ser codificado como “TMAUZCS NC
FUF”. Usando uma ou mais letras de preenchimento, a cifra pode se parecer com “TMAUZCSONCY-
FUF” com ')’ e 'Q’ como preenchimentos codificados ('O’ e 'Y’). Lembre-se de que 'I' também pode
ser codificado como 'O’. As letras podem ser substituidas por nimeros para criar uma cifra numérica:
“19—12—1—20—25—3—-1813—-36—20—6". Depois de adicionar os preenchimentos ')’ e 'Q’, a cifra
ficaria como “19—12—1—20—25—3—-18—-14—13—-3—24—6—20—6. ” Sabendo que 0s numeros
de 1 a 25 representam as letras, uma mensagem cifrada poderia misturar nimeros adicionais até 50
ou 100. A pessoa que fizesse a decodificacdo removeria todos os nimeros acima de 25, deixando os
numeros cifrados reais: “33—19—12—49—-28—-1—-41—-20—26—25—37—29—-3—-28—-48—18"
=*“19—-12—1—-20—25—3—-18" =“PROFMAT".
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CAPITULO 5

ROBOTICA EDUCACIONAL E OS
QUADRADOS MAGICOS.

A proposta ou acao educativa desse projeto é contribuir com ensino-aprendizagem da matema-
tica, propondo uma experiéncia (situacdo-problema), na qual utilizaremos duas ferramentas: o kit
lego mindstorms (robética educacional) e o auxilio dos quadrados magicos para solucéo e valida-
cdo da situacao didatica concebida. Para melhor compreensao do projeto serd criada uma ponte de
significados e concepcdes entre a robdtica educacional (fazer) e os quadrados magicos (pensar ou
raciocinar). Assim, no primeiro momento, é desenvolvido predominantemente o raciocinio tecnolé-
gico do discente, e no segundo momento, desenvolve-se predominantemente o raciocinio légico. E
importante ressaltar que essas duas ferramentas estao imbricadas entre si e vao contribuir para o
desenvolvimento de diversas habilidades e competéncias intelectuais dos alunos. Por sua vez, a fim
de dar uma visao panoramica, conceituaremos de forma linear essas duas ferramentas. A robotica
educacional segundo (d’'Abreu e Garcia, 2010)[14] é uma ferramenta tecnoldgica empregada na area

pedagédgica, sendo mais um dispositivo que possibilita:

e A aprendizagem colaborativa, o que faz com que todos compartilhem, em sala de aula, os
conhecimentos, as competéncias e as habilidades adquiridas;

e Valorizacdo da aprendizagem significativa, pois os alunos percebem a importancia do que estao
aprendendo;

e A realizacdo do que foi aprendido em aula, tendo em vista que os alunos constroem protétipos que
tém comeco, meio e fim;

e A alfabetizacao quanto a inclusao digital dos alunos, enfatizando, nesse sentido, a

responsabilidade social da escola.
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5.1 Apresentacao do kit robotica lego

A ferramenta utilizada para o desenvolvimento do trabalho é o kit lego mindstorms nxt, préprio
para atividade de robética. O qual permite o desenvolvimento de projetos de pequeno e médio porte,
dependendo da quantidade de alunos e materiais, estimulando a criatividade e a solucao de proble-
mas. Ele e uma ferramenta tecnolégica que proporciona uma aprendizagem das ciéncias exatas e
conceitos técnicos de forma ludica. O LEGO MINDSTORMS NXT, conforme a Figura 5.1 a sequir, trata-
se de um kit com propésito educacional desenvolvido a partir de uma parceria entre a Lego Group

com a Universidade Americana MIT (Massachusetts Institute of Technology).

Figura 5.1: LEGO NXT

A Figura 5.2 abaixo mostra o bloco programavel do LEGO MINDSTORMS NXT.

Figura 5.2: Brick nxt

O NXT ou brick (bloco, devido ao seu formato) é a peca central do kit, sendo tido como o “cérebro”
do robd. Essa parte tem a capacidade de “armazenar a programacao para os movimentos do robg, o

que torna possivel a existéncia de montagens com motivos elucubrados” (CAMPOS,2011, P.12)[8].
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5.2 Procedimentos Metodoldgicos

5.2.1 Problema da pesquisa.

Considerando-se o que foi fundamentada pelos pensamentos e pelas concepgcdes encontradas nas
referéncias bibliograficas pesquisadas, é proposto o seguinte problema de pesquisa: Construcao dos

quadrados magicos e aplicacdo na criptografia como ferramentas educacionais.

5.2.2 A escolha do tema.

Essa etapa foi realizada durante a elaboracao do projeto de pesquisa, quando o professor, durante
a ministracdo de uma aula para OBMEP com tema: Quadrados magico, percebendo as dificuldades

encontradas por parte dos alunos em entender o método de construcao do quadrado mdégico.

5.2.3 Sujeitos da pesquisa.

O projeto foi desenvolvida com alunos da 12 série do Ensino Médio, da Escola SESI Dolores Peres
Gomes da Silva, na cidade de Ituiutaba, em Minas Gerais. A turma investigada e composta por 20
alunos. As aulas foram ministradas em quatro periodos semanais de 50 minutos cada, sendo dois

periodos na terca-feira, um periodo na quinta-feira e o outro na sexta-feira, no turno da tarde.

As aulas foram divididas em seis momentos:

I) Apresentacao da situacao problema aos alunos;

II) Desenvolvimento do médulo de apoio para experiéncia pratica;
lII) Proposta de programacao do robo;

IV) Exposicao de cada grupo sobre a montagem realizada;

V) Realizacao das atividades propostas;

VI) Apresentacao dos resultados e discussao.

5.2.4 Compreensao do problema.

Neste experimento, os alunos construiram um equipamento simples “um robd” usando o kit 9797

do lego mindstorms, figura 5.3, que é capaz de resolver quadrados magicos 3x3, 5x5, 7x7 e 9x9, o
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manual da montagem do robd segue em anexo, usamos para a confeccao do manual o Lego studio

software que permite criar o passo a passo para montagem do equipamento.

Figura 5.3: ROBO MAGICO

Os alunos fizeram o uso das seguintes linguagens de programacao python, C e lego minds-
torms(linguagem em bloco), por serem linguagens de facil entendimento, as linhas de programa-
¢do foram baseadas no Método Piramide apresentado no capitulo 3. As programacdes seguem 0s

mesmos algoritmos:

12 Detectar o tabuleiro: Utilizacdo de sensor de cor para a identificacdo da posicao inicial;

22 Analisar a configuracdo atual: o rob6 precisa identificar o tamanho do tabuleiro (quadrado
magico) e as posicao;

32 Escrever a solugao em cada posicao: O rob6 identifica a lacuna e a preenche com valor correto,
isto e feito através de uma caneta presa em um braco mecanico do equipamento;

42 Verificar se o quadrado magico foi formado: Apds cada movimento, o rob6 deve verificar se o
quadrado mdgico foi alcancado. Isso pode ser feito somando os elementos de cada linha, coluna e
diagonal comparando com a soma mégica esperada.

52 Repetir até a solucdo ser encontrada: O programa deve repetir os passos 3 e 4 até que a solucao

correta seja encontrada.

O envolvimento dos alunos com o tema como metodologia de ensino para trabalhar as situagoes-
problema propiciou desenvolver os contelidos estabelecidos pelo programa de forma mais criativa,
contextualizada e motivadora para os alunos. O relatério a atividade proposto pelo professor no

ponto 5.3 para melhor eficaz na aprendizagem dos alunos, conforme Biembengut (2011)[5] pode ser
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classificado como técnica, ao elaborar e formular expressbes que possam ser validas nao apenas para

uma solucao particular, mas que também possam servir como estrutura para outras finalidades.

5.2.5 Local da execucao do projeto.

A experiéncia foi vivenciada no laboratério de robética educacional da escola SESI (figura 5.4),en-

contramos em tal local o ambiente perfeito para desenvolver a atividade de Robdética Educacional.

Figura 5.4: Laboratério de Robética escola SESI

5.2.6 Apresentacao dos métodos de solucoes dos quadrados magicos para

turma.

Lembrando que a turma é do 1°ano do ensino médio, os mesmos ja tinha o conhecimento prévio
sobre os quadrados magicos, porém, para um bom andamento das atividades propostas foram no-
vamente abordado com os alunos alguns métodos de solucao para os quadrados magicos aqueles

abordados no capitulo 3 deste trabalho,de acordo com Dante(2000)[9],

"Devemos propor aos estudantes vdrias estratégias de resolucdo de problemas, mostrando-lhes
gue ndo existe uma Unica estratégia, ideal e infalivel. Cada problema exige uma determinada es-

tratégia. A resolucdo de problemas ndo deve se constituir em experiéncias repetitivas, através da
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aplicacdo dos mesmos problemas (com outros nimeros) resolvidos pelas mesmas estratégias. O inte-
ressante é resolver diferentes problemas com uma mesma estratégia e aplicar diferentes estratégias
para resolver um mesmo problema. Isso facilitard a acdo futura dos alunos diante de um problema

novo".

A revisdao é um momento muito importante, pois propicia uma depuracao e uma abstracdo da
solucao do problema. A depuragao tem por objetivo verificar os procedimentos utilizados, procurando
simplificad-los ou, buscar outras maneiras de resolver o problema de forma mais simples. A abstracao
tem por finalidade refletir sobre o processo realizado procurando descobrir a esséncia do problema
e do método empregado para resolvé-lo, de modo a favorecer uma transposicdao do aprendizado
adquirido neste trabalho para a resolucao de outras situacbes-problema. Abaixo segue uma imagem

minha ministrando algumas demonstracdes.

o | i

iy 1oz |

[ [4li2]5 118 ] 6oy

] [7lzE[ L] Tas

[ 2 holg]1]s]2 |20

| [3]]a]zhs
LA )
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Figura 5.5: Construindo com os alunos quadrado 5x5.
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5.3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Como o objetivo geral desta pesquisa era aplicar os quadrados magicos na contribuicao da meto-
dolégica na construcao de conhecimentos matematicos e Iégicos pelos alunos da 12 série do Ensino
Médio com o tema: Construcao dos quadrados magicos e aplicacdo na criptografia como ferramentas
educacionais, pode-se concluir que esse objetivo foi alcancado de maneira satisfatéria. Sabe-se que
fazer com que o aluno aprenda é uma tarefa muito dificil, pois, durante a vida escolar o aluno tem
lacunas em sua bagagem de conhecimentos e isso dificulta a compreensao de novos contelddos. Apds
serem concluidos os trabalhos com os alunos, utilizando-se a Modelagem Matematica, pdde-se cons-
tatar que a construcao do conhecimento ocorreu de forma efetiva. Apés ter encerrado os trabalhos
com relatério, ocorreu uma conversa informal, por meio da qual o professor fez uma avaliacdo com

os alunos sobre os trabalhos realizados. Abaixo, sao transcritos os depoimentos de alguns alunos.

"Foi muito bom fazer os trabalhos em grupo, pois alguns sabem mais umas coisas e outros sabem
outras. Assim, cada um foi fazendo o que sabia mais, e um ia ajudando o outro. Eu adorei fazer o

trabalho."

"Adorei fazer os trabalhos, principalmente a parte pratica, onde tivemos que fazer o robb. Assim

aprendemos bastante sobre o tema."

"Foi muito legal, nos divertimos bastante. E eu, que morava em Capindpolis e agora vim estudar
aqui e morar com a avd, nunca tinha feito um trabalho desse tipo. Conseguimos enxergar na pratica

0 que estudamos na sala de aula."

Foi possivel constatar, pela fala dos alunos, que quando os contelidos matematicos surgem de suas
realidades despertam maior interesse e motivacao para a aprendizagem. Conforme afirma Caldeira
(2004, p. 4)[6], “Grupos de trabalhos se fazem necessérios para uma dindmica mais participativa,
onde o aluno passa da passividade das aulas explicativas, onde ele é mero espectador e 'depositario’

de informacgoes, para uma dinamica integracao criativa”.

Logo abaixo segue a proposta de uma atividade final (na qual chamamos de Relatério de Ativi-
dades); relatério de atividades(consiste de 5 atividades) realizadas pelos grupos como a atividade
desenvolvida com o robé magico (atividade 5) que foi capaz de resolver um gquadrado mdgico de 92
ordem. A montagem do robd passo a passo assim como as imagens da realizacdo das tarefa segue

no link: https://drive.google.com/drive/folders/19n2urXtenyD5JC1FKeoEBugTNYjlZMOk?usp=sharing
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RELATORIO DE ATIVIDADES m

Escola Sesi Dolores Peres Gomes da Silva
Professor: Eustaquio Morais de Oliveira
Projeto Desenvolvido: /. . ~ A oo INoocc
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O projeto quadrado Mégico, vamos realizar cinco atividades, que fundamentara alguns
conceitos matematicos e por fim construiremos o robd magico.

1* Atividade

Calcule a soma magica (constante magica) dos seguintes quadrados magicos:

Ordem do quadrado Soma Magica
(Constante Magica)
3x3 15
4x4 34
5x5 @5
6x6 [ 1]
7x7 L35

\

Wc/wd@ Fx 3 é(m)(3f‘">f ()3 - s
< A

Leoomoco 427 76 (m): (‘7———2*2,9 :(’2<7 - 39
. s . 2’,\;, 6 ) 5 :65
Gt Sx € (m):(5 Jz,) _((2(,)//

: “’(f 67 = ? (‘7 - ”l
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oL 7.6(m) (3% )T - (s0)3 175

Figura 5.6: Atividade - pagina 1
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2* Atividade

apresentem uma rotacdo de ambos os casos:

Usando o método da pirdmide fagam os quadrados magicos de ordem 3x3 e 5x5,

3* Atividade

ROBOCUP BR:

Quadrado 3 x 3 Rotagdo
3
2 El R3S 41912
L {915 1114 31517
<1313 [ 1C
R
Quadrado 5 x 5 Rotagado
15
41 lie _
3 liel 91221is /] 29 ?,'?‘»’ 2
LYzl 8 17 )9l 2 190 G 1iZl2ol g lig
/ 21251 i3] i }i7 25 131s1i312119
23 A% W24 el Wil WAl P oligl it 1i9l22
L7121 10123 Zileligl 4119
/o 222,
]

Usando a cifra Pigpen mesclada aos quadrados magicos, criptografica a palavra

Figura 5.7: Atividade - pagina 2
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4* Atividade

OITO PRISIONEIROS ALEGRES.

l\ )
FTHH1
o | |
ENRE A

A ilustracio mostra a planta de uma prisdo de nove celas, todas se
comunicando entre si por portas. Os oito presos tém seus nimeros nas costas,
e qualquer um deles pode se exercitar em qualquer cela que esteja vaga,
sujeito a regra de que em nenhum momento dois presos podem estar na
mesma cela. O alegre monarca em cujos dominios se situava a prisdo
ofereceu-lhes especiais confortos numa véspera de Natal se, sem infringir

essa regra, pudessem colocar-se de modo que seus nimeros formassem um
quadrado magico.

Ora, o prisioneiro nimero 7 sabia bastante sobre quadrados magicos; entdo
elaborou um esquema e naturalmente escolheu o método mais rapido — isto
¢, um que envolvesse o menor niamero possivel de movimentos de cela para
cela. Mas um homem era um sujeito grosseiro e obstinado (totalmente
inadequado para a companhia de seus companheiros joviais) e recusou-se a
sair de sua cela ou tomar parte nos procedimentos. Mas o n° 7 estava a altura
da emergéncia e descobriu que ainda podia fazer o que era necessario com o
menor numero de movimentos possiveis, sem incomodar o bruto para sair de
sua cela. O quebra-cabeca é mostrar como ele fez isso e, alias, descobrir qual
prisioneiro foi tdo estupidamente obstinado. Vocé pode encontrar o sujeito?
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Figura 5.8: Atividade - pagina 3
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Figura 5.10: Atividade - pagina 5
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5% Atividade

Usando o robd magico com a programagdo adequada, faga o quadrado magico abaixo:

37/ ¢ 47|16 |57|26(67 |36 77
7838 7 [48]17(58|27/68 28
2979398 149[1% 59|19 |69
70130/80140[9 [50[{10/6020
2417131(%4 14111 |51]11 |61
622272 |32(73 42| 2 |52 12
13163/23(64({33[74|43/3 B3
541145512 41653475 44 4
5 |46|15|56|25|66|3576 |45

Figura 5.11: Atividade - pagina 6
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Observando a andlise das respostas dos alunos, evidencia-se a importancia de contextualizar a
Matematica. Isso nos mostra que a aprendizagem dos alunos esta diretamente ligada a aplicabilidade
dos conteudos. Eles se interessam mais em aprender algo quando conseguem visualizar sua utilidade.

Consequentemente, conseguem entender melhor os conceitos matematicos vinculados.

Apés ter encerrado os trabalho com os quadrados magicos, ocorreu uma conversa informal, por
meio da qual o professor fez uma avaliacao com os alunos sobre os trabalhos realizados. Ele comen-
tou que ficou muito satisfeito com os resultados, apenas lamentou o pouco tempo para realizacdao das
tarefas propostas. Nesse momento, houve espaco para que cada aluno colocasse a sua opiniao sobre

os trabalhos desenvolvidos.

Abaixo, sao transcritos os depoimentos de alguns alunos.

"Adorei fazer os trabalhos, principalmente a parte préatica, onde tivemos que fazer o robb. Assim

aprendemos bastante sobre o tema."

"Muito bom, porque estreitou os vinculos com os colegas e o professor, podemos ter uma aprendi-

zagem mais concreta e entender melhor."

‘Como ja disse anteriormente, o trabalho foi bom, devido a védrios motivos, um deles foi a melhor

compreensdo da matéria. Além disso nos divertimos na realizacdo deste trabalho..."

"Foi bastante criativo, divertido e interessante. Gostei muito e espero que se repita nos préximos

anos."

Foi possivel constatar, pela fala dos alunos, que quando os contelldos matematicos surgem de suas
realidades despertam maior interesse e motivacao para a aprendizagem. Na presente investigacao,

com o0s 20 alunos do 1° ano do Ensino Médio, constatou-se que foi possivel motiva-los.

Os quadrados magicos e aplicacdo da robdtica educacional propde a construcao do conheci-
mento matematico a partir do conhecimento do aluno, nao desprezando este conhecimento, mas
agregando-o e dando a ele uma forma académica. Assim, como o processo de atingir o conheci-
mento se faz de forma construtiva, também o é a avaliacao, que passa agora a ndo ser uma prova
ou um questionario ou lista, mas sim um conjunto de informacdes, que vdo desde o conhecimento
inicial do aluno, sua postura investigativa e questionadora em relacao ao fenédmeno e aos resultados
atingidos, como, é claro, a assimilacao do conteldo inicial que se pretendia trabalhar. Podendo atingir

um nivel satisfatéria por parte do docente e alunos envolvidos no projeto aprendizagem.
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5.4 CONCLUSAO

Esta pesquisa apresentou o uso dos quadrados magicos como uma poderosa ferramenta de auxilio
no ensino de diversas dreas do conhecimento, as demonstracdes que tornaram objeto de estudo, faz
do aprendizado por parte do aluno mais agradavel e estimulante. O objetivo inicial do trabalho foi re-
lacionar a utilizacdo dos quadrados mdgicos e a robética como estratagema de ensino-aprendizagem.
Esse vinculo nao sé é conveniente, como também a utilizacdo das propostas apresentadas pela Mo-
delagem Matemética obedece criteriosamente, as diretrizes estabelecidas pela didatica da mate-
matica. Além disso, os quadrados como modelagem favorece, dentro de sua estratégia, atingir os
propésitos do processo de ensino-aprendizagem de forma satisfatéria. Pois compreende-se que em-
pregar Modelagem e a robética pode ser uma forma de solucdo para o déficit de aprendizagem que
os alunos tém em relacdo a matematica.

O processo de ensino se caracteriza pela combinacdo de métodos, conteldos e formas de organizacao
do processo de ensino-aprendizagem que facilitem a funcao docente de fazer com que os alunos assi-
milem os conteldos, aprimorem e desenvolvam suas capacidades e habilidades no estudo. Chama-se
de método de ensino a sequéncia de acdes desenvolvidas pelo professor ao dirigir e estimular o pro-
cesso de ensino em funcao da aprendizagem dos alunos, utilizando, intencionalmente, o conjunto de
acdes, passo, condicbes externas e procedimentos. Objetivo satisfatoriamente alcancado por ambos
os lados, além disso, constatamos que com a robética é possivel estabelecer uma relacdo diferen-
ciada do conhecimento com a realidade, pois os rob6s se mostraram excelentes ferramentas que
auxiliam os alunos a compreender os conteldos trabalhados. Vale destacar que nao é a robética que
tem a capacidade de contextualizar determinados conteldos, mas sim o seu uso de forma apropriada
que potencializa o ensino de conceitos educacionais, de forma pratica, divertida e contextualizada.

Ao se trabalhar com Robética Educacional é possivel que os alunos desenvolvam algumas compe-
téncias, que as vezes em uma aula tradicional ndo seria possivel alcancar com a mesma facilidade,
tais como a organizacao, responsabilidade, capacidade de resolver problemas, raciocinio légico, for-
mulacao de conjecturas, exposicao de ideias, criatividade, etc. Pode-se concluir que as expectativas
quanto a aprendizagem dos alunos foram alcancgadas, pois, apds a conclusdo das atividades e apre-
sentacado dos trabalhos, p6de-se perceber que a maioria dos alunos teve suas dificuldades atendidas
em relacdo ao conteldo estudado. Acredita-se que isso se deva ao fato de que eles préprios te-
nham realizado as atividades, o que despertou interesse em estudar algo que estava relacionado
com ludico. Considerando esses aspectos, conclui-se que os quadrados magicos aliada a robdtica

educacional é uma metodologia eficaz para o ensino de Matematica.
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