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COSTA, ). C..A INVERSAO GEOMETRICA. 2023. 100p. Dissertacdao de Mestrado, Universi-
dade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O tema estudado nessa dissertacao é a inversao geométrica, uma importante transfor-
macao que permite converter problemas aparentemente complicados em problemas
andalogos, mas com solucdes mais simples. Por exemplo, permite demonstrar de forma
simples e elegante o Teorema de Ptolomeu, a férmula de Euler, o Teorema de Feuer-
bach, todas essas aplicacdes serdo apresentadas no Capitulo 3. O texto estrutura-se
em trés capitulos. O Capitulo 1 é destinado aos conceitos preliminares, apresenta a
caracterizacdo da posicao relativa de duas circunferéncias no plano, o conceito e a
construcédo com régua e compasso das circunferéncias ex-inscritas aos lados de um
triangulo, as construgdes geométricas das retas tangentes comuns a duas circunferén-
cias, bem como os conceitos de poténcia de um ponto em relacdo a uma circunferéncia
e de pontos conjugados harmoénicos em relacdo a dois pontos dados. O Capitulo 2
é destinado a definicdo da inversao geométrica e ao amplo estudo de suas proprie-
dades, apresenta a caracterizacdo do que ocorre com retas e circunferéncias quando
submetidas a uma inversao, estuda a propriedade involutiva e a preservacao de angu-
los dessa transformacao, apresenta a equivaléncia entre pontos inversos e conjugados
harmonicos, bem como a caracterizagdao de que uma circunferéncia é invariante pela
inversdo se e somente se é ortogonal a circunferéncia de inversao. O capitulo 3 é des-
tinado as aplicacdes da Inversao geométrica citadas anteriormente e apresenta ainda,
a construcdo com régua e compasso dos pontos de interseccao de uma reta com uma
hipérbole e a solugdo de um problema de construcao de triangulo. Para finalizar espera-
mos que este texto rico em ilustracdes, fomentado com muitos exemplos e aplicacoes,
embasado em sélida fundamentacao tedrica, contribua para um melhor entendimento
dos aspectos matematicos tedricos e geométricos das inversdes em circunferéncias e
seja uma referéncia para todos os estudantes que pretendam aprofundar seus estudos

nesse tema.

Palavras-chave: Teorema de Feuerbach, Problema de Apol6nio, Inversdao Geométrica.
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Abstract

The subject studied in this dissertation is the geometric inversion, an important trans-
formation that allows converting apparently complicated problems into analogous pro-
blems, but with simpler solutions. For example, it allows demonstrating in a simple and
elegant way Ptolemy’s Theorem, Euler’s formula, Feuerbach’s Theorem, all these appli-
cations will be presented in Chapter 3. The text is structured in three chapters. Chapter
1 is devoted to preliminary concepts, it presents the characterization of the relative
position of two circles in the plane, the concept and the construction with ruler and
compass of the circles ex-inscribed to the sides of a triangle, the geometric construc-
tions of the tangent lines common to the two circles, as well as the concepts of power
of a point in relation to a circle and harmonic conjugate points in relation to two given
points. Chapter 2 is devoted to the definition of geometric inversion and the exten-
sive study of its properties, presents the characterization of what happens to straight
lines and circles when subjected to an inversion, studies the involutive property and
the preservation of angles of this transformation, presents the equivalence between
inverse points and harmonic conjugates, as well as the characterization that a circle is
invariant by inversion if and only if it is orthogonal to the inversion circle. Chapter 3 is
dedicated to the previously mentioned applications of geometric inversion and also pre-
sents the construction with ruler and compass of the intersection points of a straight
line with a hyperbola and the solution of a triangle construction problem. Finally, we
hope that this text, rich in illustrations, provided with many examples and applications,
based on a solid theoretical foundation, will contribute to a better understanding of the
mathematical, theoretical and geometric aspects of inversions in circles and will be a

reference for all students who intend to deepen their knowledge. studies on this topic.

Keywords: Feuerbach’s Theorem, Apolénio’s Problem, Geometric Inversion.
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Introducao

A drea de concentracdo dessa dissertacao é a Geometria, ramo da Matematica preocupado com
questdes de forma, tamanho e posicao relativa de figuras e com as propriedades dos espacos. Um
grande salto no desenvolvimento da Geometria aconteceu na chamada Idade Aurea da Matematica
grega, ou periodo helenistico, ou ainda, periodo Alexandrino e se estendeu de aproximadamente 324
a.C a 600 d.C. Foi neste periodo, que Apolénio propds um problema, que veio a receber seu nome,
consistindo em encontrar uma circunferéncia tangente a trés outras circunferéncias, podendo estas,

ser degeneradas em retas (circunferéncia de raio infinito) ou pontos (circunferéncia de raio zero).

O referido problema despertou o interesse de varios matematicos ao longo dos séculos, cada qual
buscando solu¢des segundo as mais diversas abordagens gue refletiam o instrumento matematico
disponivel em cada época. Mas, embora muitas solucdes tenham sido produzidas, ainda ndo atendiam
ao almejado novo paradigma que era o de encontrar um método direto, aplicidvel a todos os casos, e

se possivel, que permitisse determinar o nimero de solucdes admissiveis para o problema.

Foi em 1824 que Jacob Steiner (1796 - 1863), o maior gedmetra desde os tempos de Euclides
(300 a 260 a.C.), descobriu a util transformacao chamada Inversao Geométrica. Steiner ndo publicou
suas ideias sobre a inversao, e a transformacao foi redescoberta varias vezes por outros matematicos
do século, inclusive Lord Kelvin (ou William Thompson, 1824-1907) que em 1845, chegou a ela pela
fisica e a aplicou a problemas de eletrostatica. Resultados da geometria das inversdes permitem
sistematizar a andlise das possiveis configuracdes dos trés objetos dados no problema de Apolbnio,

classificando-as e determinando o nimero efetivo de solucdes nos diferentes casos.

Ao longo dos séculos, a inversao geométrica tem sido utilizada como uma ferramenta fundamental
na resolucao de problemas de geometria. Ela permite simplificar e transformar problemas complexos
em situacdes mais simples, facilitando a compreensao e a resolucao dos mesmos. Além disso, a inver-
sao geomeétrica possui uma série de propriedades interessantes, como a preservacao de tangéncias,

a inversao de pontos no infinito e a preservacao dos angulos entre os elementos transformados.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 1l



Diante da relevancia do tema, este trabalho dissertativo tem como objetivo explorar os principais
aspectos da inversdao geométrica, suas propriedades e suas aplicacdes em diferentes contextos. Se-
rdo apresentados exemplos que ilustram a utilizacdo da inversao geométrica como uma ferramenta

vantajosa de simplificacdo da resolucao de problemas geométricos.

Esta dissertacao estrutura-se em trés capitulos. O Capitulo 1 é destinado aos conceitos prelimina-
res que sao subsidios para os dois capitulos seguintes. No Capitulo 1 serao estudados os conceitos de
angulos entre retas e circunferéncias, a caracterizacdao da posicao relativa de duas circunferéncias no
plano, o conceito e a construcdo com régua e compasso das circunferéncias ex-inscritas aos lados de
um triangulo, as construcbes geométricas das retas tangentes comuns a duas circunferéncias, bem
como os conceitos de poténcia de um ponto em relacdo a uma circunferéncia e de pontos conjugados

harménicos em relacao a dois pontos dados.

O Capitulo 2 apresenta a definicdo da inversdao geométrica, a construcao com régua e compasso
do inverso de um ponto e estuda amplamente as propriedades dessa transformacao. Neste capitulo
sao apresentadas a caracterizacdo do que ocorre com retas e circunferéncias quando submetidas a
uma inversao, sdo estudas a propriedade involutiva e a preservacdao de angulos dessa transforma-
¢do, sdo demonstradas a equivaléncia entre pontos inversos e conjugados harménicos, bem como a
caracterizacdo de que uma circunferéncia é invariante pela inversdo se e somente se é ortogonal a

circunferéncia de inversao.

O capitulo 3 é destinado a uma gama de aplicacdes da Inversdao geométrica em diferentes contex-
tos. Inicialmente, sao estudados trés problemas de construcdes geométricas que sao casos particu-
lares do Problema de Apol6énio. As solucdes desses problemas no contexto de Geometria Euclidiana
Plana, sem o uso da inversdao geométrica, sdo amplamente discutidas de maneira a induzir o leitor
na compreensao da simplificacao dos problemas quando abordados sob a ética da inversao geomé-
trica. Também sdo realizadas Provas do Teorema de Ptolomeu (Em um quadrilatero ABCD inscrito
em uma circunferéncia %, a soma dos produtos dos comprimentos dos lados opostos é igual ao pro-
duto dos comprimentos das diagonais), da férmula de Euler (Sejam r e R, respectivamente, os raios
dos circulos inscritos e circunscritos de um triangulo ABC e d a distancia entre seus centros. Entdo
d? = R>—2Rr), do Teorema de Feueurbach (Seja Z a circunferéncia de Feuerbach relativa ao tridngulo
ABC. Sejam ¥, Z e & as circunferéncias ex-inscritas ao triangulo ABC e € a circunferéncia inscrita
ao mesmo triangulo. Entao, & é tangente a cada uma destas circunferéncias), todas utilizando a
inversao geométrica. Para finalizar é apresentada a construcdo com régua e compasso dos pontos de
interseccdo de uma reta com uma hipérbole e a solugcdo de um problema de construcdo de triangulo

devido a Johann Muller (Regiomontanus), ambos usando a inversao geométrica.
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Como resultados esperados, a expectativa é de que este texto, permita ao leitor fortalecer con-
teldos de geometria, tais como retas, circunferéncias, angulos, ortogonalidade, poténcia de pontos e
tangéncia, além de dar subsidios para um estudo introdutério dessa importante ferramenta de simpli-
ficacdo de muitos problemas geométricos, embasado em sélida fudamentacao tedrica e fomentado

com muitas aplicacoes.
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CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Angulos entre retas e circunferéncias

Iniciamos o capitulo com a definicdo geral de dngulo entre duas curvas.

,J Definicdo 1.1: Angulos entre curvas:

Sejam ¥ e % duas curvas com um ponto A em comum. Se ¥ e Z possuem tangentes s e t,
respectivamente, em A entdo dizemos que o angulo entre ¥ e 9 em A é o angulo entre s e t.

Em particular, dizemos que € e 2 sao ortogonais em A se fazem um angulo de 90° em A.

Particularmente, interessa para o nosso trabalho os casos da Definicao 1.1 em que as curvas en-
volvidas sdo duas circunferéncias ou uma reta e uma circunferéncia. Para isso faz-se necessério
enunciar o resultado de geometria euclidiana plana que fornece a caracterizacao da reta tangente a

uma circunferéncia, conforme segue.

Teorema 1.2 |

Um condicao necessaria e suficiente para que uma reta seja tangente a uma circunferéncia é

gue ela seja perpendicular ao raio que une o centro ao ponto de tangéncia. [5]

Proposicao 1.3

Se r é uma reta que intercepta uma circunferéncia % em dois pontos A e B, entdo o angulo

entre r e ¥ tem a mesma medida nos dois pontos.
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Preliminares Angulos entre retas e circunferéncias

Demonstracao: Seja O o centro da circunferéncia 6.

Se O€r, entdo do Teorema 1.2 as retas tangentes a 6 que passam pelos pontos A e B, sdo ambas

perpendiculares a r nos respectivos pontos de tangéncia.

Figura 1.1: llustracao da Proposicao 1.3 (Caso O €1).

Entdo, nesse caso os angulos entre r e 6 nos pontos A e B medem ambos 90°.

Se O ¢ r, denotando por a e f3, respectivamente as medidas dos angulos entre r e as retas tan-
gentes a ¥ nos pontos A e B, segue do Teorema 1.2 que a = 90° —m(ZLOAB) e f = 90° — m(ZOBA).
Além disso o triangulo OAB é isésceles de base AB e portanto m(Z0AB) = m(ZOBA). E isso conclui a

prova da proposicao.

Figura 1.2: llustracdo da Proposicdo 1.3 (Caso O €& r).
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Preliminares Angulos entre retas e circunferéncias

Proposicao 1.4

Se ¥ e 9 sdo circunferéncias que se interceptam em dois pontos A e B, entdo o angulo que

elas fazem é o mesmo nos dois pontos.

Demonstracao:

Sejam O e I os centros, respectivamente, das circunferéncias € e 2. Denote por r a reta tangente
a 6 passando por A, por s a reta tangente a 2 passando por A, por t a reta tangente a ¥ passando
por B e por u a reta tangente a 2 passando por B. Sejam a o angulo entre as retas r e s e 3 o angulo
entre as retas t e u. Considere: a reta m que passa pelo centro de €6 e pelo ponto A e que, conforme o
Teorema 1.2 é ortogonal a reta r; a reta n que passa pelo centro de 2 e pelo ponto A e que é ortogonal
aretas; a reta p que passa pelo centro de % e pelo ponto B e que é ortogonal areta t e, a reta g que
passa pelo centro de 2 e, pelo ponto B e que é ortogonal a reta u. Sejam F o ponto de interseccao
entre as retas s e p, K o ponto de interseccao entre as retas r e g, J o ponto de interseccao entre as
retas t e n e, G o ponto de interseccdo entre as retas m e u. Dessa forma, tém-se que os triangulos

OAI e OBI sdo semelhantes pelo caso Lado-Lado-Lado. E entdo, m(ZOAI) = m(ZOBI).

Portanto, m(a) = m(£OAI) — m(£LOAF) — m(£KAI) = m(£LOBI) —m(£ZOBG) — m(£JBI) = m(f3).

Conclui-se a prova desejada, com a = f3.

Figura 1.3: Angulo entre duas circunferéncias secantes.

A Proposicao 1.3 e a Proposicao 1.4 nos dao a liberdade de nos referirmos a angulos entre uma
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Preliminares Construcdao geométrica da reta tangente a uma circunferéncia

reta e uma circunferéncia ou entre duas cirunferéncias sem fazer mencgao ao ponto de tangéncia.

1.2 Construcao geométrica da reta tangente a uma circunfe-
réncia

De acordo com definicdo de angulo entre curvas, as retas tangentes as curvas envolvidas consti-
tuem um conteldo fundamental para o estudo do tépico. Assim sendo, com o foco do nosso trabalho
nas curvas particulares, retas e circunferéncias, faz-se necessario rever a constru¢cdo com régua e

compasso da reta tangente a uma circunferéncia. Para isso precisamos de duas construgdes iniciais,

conforme seqgue.

Construcao A: Reta perpendicular a uma reta r dada passando por um ponto Pcr.
Seja uma retar e um ponto P€r.

i) Trace uma circunferéncia 6 com centro em P, onde a interseccao da circunferéncia com a reta

r definird dois pontos A e B;

ii) Trace uma circunferéncia 2 centrada em A e outra circunferéncia & centrada em B, ambas

com raio maior do que o raio da circunferéncia %. A interseccao entre as circunferéncias 7 e
Z definird um ponto M;

iii) Trace a reta s que passa pelos pontos P e M.

Figura 1.4: Construcao da reta perpendicular a reta r dada passando por um ponto P€r.

Afirmacao: Areta s é a reta perpendicular a r passando pelo ponto P.
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Preliminares Construcdao geométrica da reta tangente a uma circunferéncia

Justificativa: Observe que o tridngulo ABM é um tridngulo isésceles de base AB e que MP é a

mediana relativa a base, logo coincide com a altura fazendo com que a reta suporte a altura seja

perpendicular a reta r passando por P.

Construcao B: Reta perpendicular a uma reta r dada passando por um ponto P¢r.

Seja uma reta r e um ponto P¢r.
i) Trace uma circunferéncia ¥ de raio r qualquer com centro em P, desde que a circunferéncia
intercepte a reta r em dois pontos A e B;
ii) Trace uma circunferéncia 2 com centro em A cujo raio é igual a d(A, B);
iii) Trace uma circunferéncia & com centro em B de raio igual a d(A, B);
iv) Defina como M o ponto de interseccao entre as duas ultimas circunferéncias tracadas;

v) Trace uma reta s que passe pelo ponto P e pelo ponto M.

S

Pl LLLL TS P LT
- ~y - Say,

~.~\
~,
~,

<
"___--...
»
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. »
S M R
oy - Ny -
LT A LT A

Figura 1.5: Construcao da reta perpendicular a reta r dada passando por um ponto P¢r.

Afirmacao: Areta s é a reta perpendicular a r passando pelo ponto P.

Justificativa: Deve-se mostrar que o angulo formado pelas retas r e s tém medida igual a 909.
Para tal, basta mostrar que o segmento PM é altura do triangulo APB . Sabe-se que em um triangulo
isésceles a altura, mediatriz e bissetriz referente a mesma base coincidem. Portanto, é suficiente
mostrar que PM é mediatriz do triangulo APB, ou equivalentemente mostrar que a reta que passa
por P e pelo ponto M é mediatriz do segmento AB. Como os triangulos APB e ADB sao isdsceles por

construcao, segue que P e M estao na mediatriz do segmentoA_B .
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Preliminares Construcdao geométrica da reta tangente a uma circunferéncia

Construcao C: Reta tangente passando por um ponto P externo a circunferéncia dada.

Seja uma circunferéncia % de centro O e raio r e um ponto P exterior a %.

i) Trace a circunferéncia 2 de centro M e diametro ﬁ;
i) Seja {A,B} = €n9;

iii) Trace a reta r que passa pelos pontos P e A e a reta s que passa pelos pontos P e B.

Figura 1.6: Contrucao da reta tangente passando por um ponto P externo a uma circunferéncia dada.

Afirmacao: Asretasr es sdo tangentes a circunferéncia ¥ passando por P.

Justificativa: Por construcdo OP é o didmetro da circunferéncia & e o angulo ZOAP é reto pois
esta inscrito numa semicircunferéncia. De forma analoga o angulo ZOBP também é reto. Segue
entdo da caracterizacdo da reta tangente a uma circunferéncia como a reta perpendicular ao raio
passando pelo ponto de tangéncia que as retas que passam pelos pontos P e A (reta r) e pelos pontos

P e B (reta s) sdo retas tangentes a ¢ passando por P.

Construcao D: Reta tangente por um ponto P sobre uma circunferéncia dada.

Seja uma circunferéncia % de centro O eraior eum ponto P € 6.

. . ﬁ
i) Trace a semirreta OP;

ii) Trace uma circunferéncia 2 de centro em P cujo raio seja menor que o raio de ¢ ;
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Preliminares Duas circunferéncias

_)
iii) Sejam {A,B} = 2 N OP;

iv) Trace a reta s mediatriz do segnento AB.

Figura 1.7: Contrucdo da reta tangente passando por um ponto P pertencente a uma circunferéncia dada.

Afirmacao: A reta s é a reta tangente a circunferéncia 6 passando por P.

Justificativa: Da construcdo temos que o ponto P é o ponto médio do segmento AB. Da carac-
terizacdo da mediatriz do segmento AB, temos que s é a reta perpendicular a AB passando por P, e

consequentemente s é perpendicular ao segmento radial OP. Logo do Teorema 1.2 segue que s é a

reta tangente a circunferéncia % passando por P.

1.3 Duas circunferéncias

A proposicao abaixo fornece a caracterizagdo da posicdo relativa de duas circunferéncias em ter-

mos dos seus raios e das distancias entre os seus centros.

Proposicao 1.5: Posicao relativa entre duas circunferéncias

Sejam %, e 6, duas circunferéncias distintas de centro O; e O, e raios r; e r,, respectivamente.

Seja a = d(0,,0,), entdo:

i) 6, N %, consiste de um Unico ponto se, e somente se, a=r;+r,oua=|r; —r,;
ii) €, N %6, consiste de dois pontos se, e somente se, |r; —r,| <a <r;+71y;

iii) 6, N %, évazio se, e somentese,a>r; +r,oua<|ry—r,.
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Preliminares Duas circunferéncias

Demonstracao:

Considere um sistema de coordenadas ortogonais tal que as equacdes de ¥, e 6, sejam dadas

por x>+ y?> =r? e (x —c)*+ (y —d)* = r2. Pelo menos um, dentre os ndmeros reais ¢ e d deve ser

diferente de zero, pois €, e 6, sao distintas. Suponha, sem perda de generalidade ¢ # 0 e considere

o sistema:
2 2 __ .2
x*t+y =r]

(x—c)P+(y—d)y=ri.

Esse sistema é equivalente a:

x*+y*=r?

—1
x = Z—C[rzz—rlz—dz—c2+2dy].

Substituindo a equacao (1.2) na equacao (1.1), obtemos o sistema equivalente:

d? d 1
(C—Z+1)y2+C—z(rzz—rf—dz—cz)y+E(ri—rlz—dz—cz)z—rl2 =0

—1
X = Z[r%—rlz—dz—c2+2dy].

O discriminante da equagdo do 2° grau na varidvel y dada em (1.3) é:

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

1 1
A= c_z[(4d2 +4A)r—(ri —r?—d*—c*)*] = C_z[_(d2 + 2P+ (2r2 +2r))(d* + ) — (r; — )]

Assim, o sistema S tem uma solucao, duas solucdes ou nenhuma solucao se, e somente se, A =0,

A > 0ou A <0, respectivamente.
Considerando a funcdo do 2° grau (em 2):
A =f(z)=—2*+2r} +2r))z— (r7 —r?)? onde z = d* + ¢*. Tém-se:
f@=0=z=>+r))x2rnne+d*=(r+r)ouc’+d*=(r,—rn) e
Vet d2=r +ryouvc2+d2=|r —r,.

Analisando o sinal da funcao f(z) e lembrando que a = v ¢2 + d2 segue que:

) A=0&a=r+ry,oua=|r,—r,l.
i) A>0& |r—ry <a<r +r,.

i) A<O&a>r+ryoua<|ry—ryl|.
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Preliminares Duas circunferéncias

E isso completa a demonstracao.

Seque a definicao que nomeia duas circunferéncias em relacdo a posicao relativa delas no plano.

Definicao 1.6

Duas circunferéncias 6, e 6, de centros O; e O,, raios r; e ry, a = d(0O,, O,) sdo denominadas:

i) Circunferéncias tangentes se satisfazem a condicdo i) da Proposicéo 1.5. No caso em que
a =r; +ry, séo denominadas circunferéncias tangentes exteriormente; no caso em que

a = |r; —r,|, sdo denominadas circunferéncias tangentes interiormente.

Figura 1.8: Duas circunferéncias tangentes exteriormente e interiormente.

ii) Circunferéncias secantes se satisfazem a condicdo ii) da Proposicao 1.5.
iii) Circunferéncias exteriores se a > r; +r,.

iv) Circunferéncias interiores se a < |r; —r,|.

Na sequéncia descreveremos os passos das contrucdes geométricas (com régua e compasso) das

retas tangentes comuns a duas circunferéncias tangentes exteriormente e a duas circunferéncias

exteriores, de raios distintos.

Construcao E: Retas tangentes comuns a duas circunferéncias de raios distintos tan-

gentes exteriormente.

Considere duas circunferéncias 6, e 6, de centros O, e O, e raios r; e r, com r; > r,, respectiva-

mente.
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Preliminares Duas circunferéncias

i) Trace a reta r que passa pelos centros O, e O, das circunferéncias.

ii) Construa o ponto médio M do segmento de reta O,0,.
iii) Construa a circunferéncia auxiliar ./ de centro O, e raio de comprimento r; —r,.
iv) Construa uma outra circunferéncia auxiliar 9 de centro M e raio MO;.

v) Sejam R e Q os pontos de interseccao entre as circunferéncias auxiliares .«f e 4.
vi) Trace as semirretas com origem em O;, O;R e 0,Q.

vii) Denote por A e B os pontos de interseccdao das semirretas tracadas no passo anterior com a

circunferéncia %,. A e B sao os pontos de tangéncia em ;.
viii) Construa agora uma outra circunferéncia auxiliar 2 de centro M e raio AM.

ix) Denote por C e D os pontos de intersecgao entre as circunferéncias e 6, de modo que C e A
estejam do mesmo lado de r (e consequentemente B e D estao do outro lado de r). C e D sao

os pontos de tangéncia em %b,.
x) Trace as retas: s passando porAe C, t passando por B e D.

xi) Trace a reta u perpendicular a r passando por P.

Figura 1.9: Construcdo das retas tangentes a duas circunferéncias tangentes exteriormente.

Afirmacao: As retas s, t e u sao as retas tangentes comuns as duas circunferéncias 6, e 6,.

Justificativa: Por construcao a reta u satisfaz a condicdo de tangéncia no ponto P dada no Teo-

rema 1.2, para ambas as circunferéncias 6, e 6,.
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Preliminares Duas circunferéncias

Também, por construcdo tem-se d(A,R) = d(C,0,) = r? e m(£L0O,R0;) = 90° = m(£O,RA) = 90°,
pois ZO,R0O; é angulo inscrito na semicircunferéncia de centro M com diametro 0,0, e O,, R, A séo

colineares.

Além disso, da construcao realizada segue que os triangulos ARM e CO,M sao congruentes pelo
caso de congruéncia Lado-Lado-Lado. Também séo congruentes os dngulos ZO,RM e ZRO,M, pois o

triangulo MRO, é isésceles de base RO,. E segue ent3o que:
m(£LCO,R) = m(£LCO,M) —m(£LRO,M) = m(LARM ) — m(£LO,RM ) = m(£O,RA) = 90°.

Portanto, O,RAC é retangulo e consequentemente s é reta tangente comum a %, e 6,. A prova de

que t é reta tangente comum a %6, e %, € inteiramente analoga a realizada para a reta s.

Construcao F: Retas tangentes exteriores comuns a duas circunferéncias exteriores de

raios distintos.

Considere duas circunferéncias 6, e 6,, com centros O, e O,, raios k; e k,(k, > k,), respectiva-
mente.
i) Trace uma reta r que passe por O; e O,.

i) Seja Aum dos pontos de interseccdo entre a reta r e a circunferéncia %, e, B um dos pontos de
interseccao entre r e a circunferéncia %,, de tal maneira que O, A, B e O, estejam alinhados

nessa ordem, conforme Fig. 1.10.
iii) Construa uma circunferéncia 2 de centro em A e raio d(O,, B).

iv) Seja G o ponto de interseccao entre a reta r e a circunferéncia 2, de forma que G seja interno

a 6.
v) Construa uma circunferéncia & de centro O, e raio GO;.

vi) Trace as retas s e t tangentes a circunferéncia & passando por O,, veja construgao C na segao

1.2 desse capitulo.

vii) Denote por M e N os pontos de intersecgao entre s e t com a circunferéncia &, respectiva-

mente.

e 0 % %
viii) Trace as semirretas O;M e O;N.
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—_— —>
ix) Sejam P e Q os pontos de interseccao entre as semirretas O;M e O;N com a circunferéncia %,

respectivamente.
x) Trace a reta u passando por P de forma que u seja paralela a reta s.

xi) Trace a reta v passando por Q de forma que v seja paralela a reta t.

Figura 1.10: Construcao das retas tangentes exteriores a duas circunferéncias exteriores.

Afirmacao: u e v sdo as retas tangentes exteriores comuns a duas circunferéncias exteriores.

Justificativa: Por construcdo o comprimento do raio de & é d(0,,G) = k; —k, = d(s,u) =

«—>
d(PM) =k,, vistoque P €u, M €s e PM é perpendicular a ambas, u es.
Seja R o pé da perpendicular a u que passa por O,. Temos d(R,0,) =d(s,u) =k, >Re€ €, Nu.

Portanto u é a reta que passa por P e R e é perpendicular a PO; e a RO,, logo é tangente comum a

%, e 6,. Analogamente prova-se que v é tangente comum a 6, € 6,.

Construcao G: Retas tangentes interiores comuns a duas circunferéncias exteriores de

raios distintos.

Considere duas circunferéncias 6, e 6,, com centros O; e O,, raios k; e k,(k; > k,), respectiva-
mente.

i) Trace uma reta r que passe por O; e O,.

i) Seja Aum dos pontos de interseccdo entre a reta r e a circunferéncia %, e, B um dos pontos de
interseccao entre r e a circunferéncia %,, de tal maneira que O, A, B e O, estejam alinhados

nessa ordem, conforme Fig. 1.10.
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iii)

Vi)

vii)

viii)

Xi)

Construa uma circunferéncia 2 de centro em A e raio d(O,, B).

Seja G o ponto de interseccado entre a reta r e a circunferéncia 2, de forma que G seja externo

a 6.
Construa uma circunferéncia & de centro O, e raio GO;.

Trace as retas s e t passando por O, que sejam tangentes a circunferéncia %, veja construgao

C na segao 1.2 desse capitulo..

Denote por M e N os pontos de interseccao entre s e t com a circunferéncia &, respectiva-

mente.
. —_— —
Trace as semirretas O;M e O;N.

_— —
Sejam P e Q os pontos de interseccao entre as semirretas O;M e O;N com a circunferéncia %},

respectivamente.
Trace a reta u passando por P de forma que u seja paralela a reta s.

Trace a reta v passando por Q de forma que v seja paralela a reta t.

Figura 1.11: Construcao das retas tangentes interiores a duas circunferéncias exteriores.

Afirmacao: u e v sdo as retas tangentes interiormente a duas circunferéncias exteriores.

Justificativa: Por construgdo o comprimento do raio de & é d(0,,G) = k; + k, = d(s,u) =

d(PM) =k,, vistoque Peu, M €se PM ¢é perpendicular a ambas, u e s.
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Seja R o pé da perpendicular a u que passa por O,. Temos d(R,0,) =d(s,u) =k, >R€ €, Nu.

Portanto u é a reta que passa por P e R e é perpendicular a PO; e a RO,, logo é tangente comum a

%, e 6,. Analogamente prova-se que v é tangente comum a 6, € 6,.

1.4 Circunferéncia ex-inscrita

Ha algumas circunferéncias notaveis associadas a um triangulo, trés delas sdo as circunferéncias

ex-inscritas aos lados do triangulo. A préxima proposicdao garante a veracidade dessa afirmacao.

Proposicao 1.7

Em todo triangulo ABC, existe uma Unica circunferéncia tangente ao lado BC e aos prolonga-

mentos dos lados AB e AC. Tal circunferéncia é a circunferéncia ex-inscrita ao lado BC e seu

centro é o ex-incentro de ABC relativo a BC (ou ao vértice A), [3].

Assim, um triangulo ABC admite exatamente trés circunferéncias ex-inscritas:

i) A circunferéncia tangente ao lado BC e aos prolongamentos dos lados AB e AC.
ii) A circunferéncia tangente ao lado AC e aos prolongamentos dos lados AB e BC.

iii) A circunferéncia tangente ao lado AB e aos prolongamentos dos lados BC e AC.

Construcédo da circunferéncia ex-inscrita ao lado BC do triangulo ABC.

Considere um triangulo ABC dado.

i) Trace as retas suportes de cada lado do tridngulo ABC.
ii) Trace as bissetrizes dos angulos externos relativas ao lado BC.
iii) Denote por I o ponto de interseccao das duas bissetrizes tracadas no passo ii).

>
iv) Trace a reta t perpendicular a BC passando por I e denote por P o ponto de interseccdo entre

—>
t e BC.

v) Construa a circunferéncia %6 de centro I e raio IP.
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Afirmacao: A circunferéncia % é a circunferéncia ex-inscrita ao lado BC do triangulo ABC e seu

ex-incentro é I.

Justificativa: Segue da demonstracao da Proposicao 1.7 cuja demonstracao se encontra em [3].

Figura 1.12: Circunferéncia ex-inscrita a um dos lados de um triangulo ABC.

1.5 Poténcia de ponto

Comecamos lembrando o seguinte resultado da Geometria Euclidiana Plana que estabelece uma

relacdo métrica entre as cordas de uma circunferéncia.

Proposicao 1.8

Sejam s e t duas secantes a uma circunferéncia ¥ concorrentes em P, e sejam {A,B} =sN ¥
e{C,D}=tN<%. Entédo, d(PA)-d(PB)=d(P,C)-d(P.D). Se P é exterior a € e s é tangente a
%6 em T entdo [d(BT)]* =d(RA)-d(P,B).

A D

7

Figura 1.13: Secantes e tangentes a uma circunferéncia em um ponto P.

Veja a demonstracao dessa proposicao em [3].

Fundamentada pela Proposicdo 1.8, segue a definicdo da poténcia de um ponto em relacdo a uma

circunferéncia.
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Definicao 1.9

Considere uma circunferéncia ¢ e P um ponto qualquer. A poténcia do ponto P em relacdo a

circunferéncia %, denotada por p(P, 6), é definida por:
i) p(R€)=0,se PEE.

i) p(P,¢)=—d(PA)-d(P.B), onde AB é uma corda qualquer de € que passa por P, se P é

interiora 6.

iii) p(P,6¢)=d(PA)-d(P,B)=[d(P.T)]? onde AB é uma corda qualquer de % que passa por
P e T é o ponto de tangéncia de uma das retas tangentes a 6 que passa por P, se P é

exterior a €.

A proposicdo seguinte nos serd util no futuro.

Proposicao 1.10

Seja € uma circunferéncia de centro O e raio r, um ponto P ¢ € e d = d(O,P). Entédo,

p(B €)= |r*—d?|, [3].

Figura 1.14: Calculando PA-PB em funcao de POer.

Demonstracao:

Consideremos somente o caso em que P é interior a circunferéncia ¢, sendo o caso em que P é

exterior & € totalmente analogo. Trace por P o didmetro CD de ¢, com P € OC. Enté&o,

d(PRC)=r—d(O,P)ed(P,D)=r+d(0O,P),

e de acordo com a Proposicao 1.8, tém-se:

& UFU-FAMAT-PROFMAT 19



Preliminares Conjugados Harmoénicos

d(RA)-d(RB) = d(R,C)-d(BD) = (r —d(0,P))- (r +d(0, P)) = r* — [d(0, P)]* = r? — d2,

1.6 Conjugados Harmonicos

O conceito de pontos conjugados harmonicos nos serd Util nessa dissertacdo. Sua definicdo é

embasada no seguinte resultado de Geometria Euclidiana Plana:

Proposicao 1.11

Sejam A e B pontos distintos e k > 0 com k # 1. Entdo, existem exatamente dois pontos P,
d(p4) _ d(QA) _
d(PB)  d(Q,B)
dividem AB, nessa ordem, interna e externamente na razao k, respectivamente), [6]

«—>
Q pertencentes a AB, distintos de A e B tais que k (isto é, taisque P e Q

Demonstracao:

Unicidade: Suponhamos que P e R sejam pontos distintos que dividem AB internamente na

mesma razao k # 1. Ent&o:

’

_d(PA) _d(R,A) _|d(BA)—d[R,A)| _d(R,P) _
~d(PB) d(R,B) |d(PB)—d(R,B)| d(R,P)

um absurdo. Logo P = R e temos a unicidade; o caso do ponto externo é analogo e fica por conta

do leitor.

Existéncia:

Figura 1.15: Estabelecendo os elementos da Proposicao 1.11.
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Tracemos por A uma reta r que nao contenha B e por B uma paralelas a r. Em s marcamos C tal

que d(B,C) = 1; em r marcamos D e E tais que d(A,D) = d(A,E) = k. Determinamos entdo P e Q

s - «—> —> «—> i i
como as intersecdes de AB com CD e CE, respectivamente, conforme Fig. 1.15.

d(A,P)
d(B,P)

A semelhanca dos triangulos PAD e PBC nos mostra que =k, e os triangulos QAE e QBC

nos dao o mesmo resultado para Q.

Definicao 1.12: Conjugados Harmonicos

Sejam dois pontos A e B com A # B. Os pontos distintos P,Q pertencentes a A<_B) ambos dis-
d(pA) _ d(Q,A)
d(RB)  d(Q,B)
harménicos com relacdo a A e B.

tintos de A e B, tais que dados pela Proposicao 1.11, sao ditos conjugados

Observacao: E claro que se P e Q s&o conjugados harmdnicos com relacdo a A e B entdo, A
dB4) _ dQ.4) é equivalente a
d(RB)  dQB)

e B sao conjugados harmoénicos com relacdo a P e Q, visto que
d(RA) _ d(PB)
d(Q,4) d(B,Q)
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CAPITULO 2

A inversao geomeétrica

2.1 Definicao da inversao geométrica

Iniciamos a sessdo com a definicdo de inverso de um ponto em relagcdo a uma circunferéncia.

Definicao 2.1

Sejam ¥ a circunferéncia em R? de centro O e raio r e P um ponto em R? distinto do ponto
0. O inverso do ponto P relativo a circunferéncia 6 é o ponto P eR? que satisfaz as seguintes

condicdes:

1) P pertence a semirreta com origem em O e passando pelo ponto P.

2) O produto da distancia de O & P, d(O,P), pela distancia de O a P, d(O,P) , é igual ao

quadrado do raio da circunferéncia ¢, isto é, d(0, P)-d(0O,P) = r2.

E importante observar que se P€ % entdo P coincide com P. Também, é importante destacar
que essa definicdao ndo faz sentido quando aplicada ao centro O da circunferéncia ¥, mas podemos
extender o conceito de inverso de um ponto em relacao a % para o ponto O observando que a
condicdo d(0,P) - d(0,P) = r? implica em d(0,P) — 0 se, e somente se d(0,P) — 0o. Assim, se
queremos definir o inverso do ponto O, este inverso deve estar infinitamente longe de O, ou seja
fora do plano. Postulamos entdo a existéncia de um ponto ideal, que denotamos por oo, tal que
O = o0 e, observando também que d(O, P) — oo se, e somente se d(0,P) — 0, devemos também

postular 50 = 0. O plano euclidiano R? ao qual se adicionou 0 00, R? U{co}, seré denotado por E_,

e denominado o plano inversivo.
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Segue entao, a definicdo da transformacao inversao relativa a uma circunferéncia.

Definicao 2.2

Seja ¥ uma circunferéncia de centro O e raio r. A transformacao i,: E.,—E, que leva qualquer
P € E_, em seu inverso com relacao a ¥ é dita a inversao com respeito a . O ponto O é dito

o centro ou polo de inversao, % o circulo de inversao e r a poténcia de inversao.

Algumas particularidades da inversao estao sintetizadas na proposicao e no coroldrio que seguem.

Proposicao 2.3

Consideremos a inversao por uma circunferéncia % de centro O e raio r:

1. SePe%(0,r), entéo i, (P)=P.
2. i,(P) =P para qualquer P € R2.

3. P éinterno a ¥ se, e somente se P é externo a €.

4. Sejam os pontos A, B, C nesta ordem, em uma semirreta de origem O. Entao Z, E, C estao

na mesma semirreta em ordem inversa.

Demonstracao:
1. Utilizando a condicdo 2 da Definigcdo 2.1 e o fato de d(O, P) = r, tém-se:
d(0,P)-d(0,P)=r?=d(0,P)-d(0,P)=r?>=[d(0,P)]*=r?=d(O,P)=r
e de forma analoga,
d(0,P)-d(0,P)=r*=d(0,P)-d(0,P)=r?=[d(0,P)]*=r?=d(0,P)=r.

Logo, d(O,P) = d(O, P) donde se conclui P = P.

2. Se P =0 o resultado é imediato. Suponha P#0 e considere os pontos B P = iy(P)eiy (P)=2,
0s quais, pela condicao 1) da Definicdo 2.1 de inverso de ponto relativo a ¢, estdo todos sobre

—
a semirreta OP e, pela condicao 2) dessa mesma definicao sao tais que :
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2 r2
ed(0,2)=

~ r
40:-P)= 500, 20D

Segue dai que, d(0,Z2) =r?

O o

~ —_—> ~
Como os pontos P#O, P, Z estdo na semirreta OP, segue que Z = P. Logo, i,(P)=Z =P.

3. Suponha P externo a ¢, isto é, d(O, P) > r. Usando a condicédo 2 da Definicdo 2.1, segue que:

2 2

r -
< — =r, ou seja, o ponto P estd no interior de ¥.
d(O,P) r

Agora, supondo P interno a 6, ou seja, d(O,ﬁ) < r obteremos de forma analoga ao que foi

d(0,P) =

demonstrado acima que:

r? r2

d(O,P) = — > —>r,
d(o,p) r

ou seja, o ponto P esta no exterior de 6.

4. Por hipétese tém-se d(0,A) < d(0,B) < d(0O,C). Do item 2 da Definicdo 2.1, temos que:

2 2
) d(0,A) <d(0,B)=> ——— <« 4(0,B) < d(0,A).
d(0,A)  d(0,B)

2 2

. r ~ ~
i) d(O,B)<d(0,C)= 205 < 200.5) =d(0,C) < d(0,B).

Dos itens i) e ii) concluimos que d(0, C) < d(0, B) < d(0,A). Portanto, A, B e C estdo na mesma

semirreta em ordem inversa.

Corolario 2.4 |

Seja ¥ uma circunferéncia de centro O e raio r. A inversao com respeito a ¢, i4:E,, = Eo, é

uma involucao, ou seja, é uma transformacao bijetora tal que (i%)_l =lig.

Demonstragdo: O item 2 da Proposicdo 2.3 nos diz que i, (i, (P)) = P, VP € R% Como i,(0) = oo

ei,(00) =0, segue que iy, :E., — E, satisfaz (i,)* = I, e isso completa a demonstrac3o.
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2.2 Construcao geométrica do inverso de um ponto

Dado uma circunferéncia 6 em R? de centro O e raio r e um ponto P€R?, P#0, P ¢ €, vamos
descrever trés procedimentos para a construcdo geométrica (via régua e compasso) do inverso de P

relativo a €.

Construcao A (caso em que P é um ponto interior a ¢):

. 0 H

i) Trace a semirreta OP.

e . N _)

ii) Trace areta t, perpendicular a OP passando por P.
iii) Construa o ponto A, um dos pontos de interseccao da reta t com a circunferéncia 6.
. . —>
iv) Construa a semirreta OA.

. Y . H
v) Trace a reta s perpendicular a semirreta OA passando por A.

~ —
vi) Construa o ponto P, ponto de interseccao da reta s com a semirreta OP.

Figura 2.1: Construcao do inverso de um ponto P interno a circunferéncia de inversao.

Afirmacao: O ponto P assim construido é o inverso do ponto P relativoa 6.

Justificativa: Por construcdo os angulos ZAOP e ZAOP s&o congruentes, assim como sao congru-
entes os angulos ZOPA e ZOAP , visto gue ambos medem 90°, portanto os triangulos OAP e OAP s&o

semelhantes. Dai, segue que:

d(4,0) _ d(0,P)
d(o,P) d(A,0)

= d(0,P)-d(0,P)=d(A,0)-d(A 0)= d(0,P)-d(0,P) = r2.
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Construcao B (caso em que P é um ponto exterior a %):

. . %
i) Trace uma semirreta OP ;
ii) Trace uma reta t, tangente a circunferéncia ¢ que passe por P (Veja Fig. 2.2);
iii) Construa o ponto B, ponto de interseccao da reta t com a circunferéncia %;
iv) Trace o segmento OB;
. Y . _)
v) Trace uma reta s perpendicular a semirreta OP que passe por B;

~ —
vi) Construa o ponto P, ponto de interseccao da reta s com a semirreta OP.

Figura 2.2: Construcdo do inverso de um ponto P externo a circunferéncia de inversao.

Afirmacao: O ponto P assim construido é o inverso do ponto P relativo a 6.

Justificativa: Por construcéo os angulos ZBOP e /BOP sao congruentes, assim como sao con-
gruentes os angulos ZOBP e ZOPB,, visto gue ambos medem 90°, portanto os triangulos OBP e OBP

sao semelhantes. Dai, segue que:

d(0,P) _ d(0,B)
d(0,B)  d(0,P)

= d(0,P)-d(0,P)=d(0,B)-d(0,B)=d(0,P)-d(0,P) = r?.

Construcédo C (caso em que PER? com P¢ %):

. . -

i) Trace a semirreta OP;

e A ey . A . . N

ii) Trace o diametro AB da circunferéncia C, perpendicular a OP;

T . H
iii) Trace a semirreta AP;
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—>

iv) Construa o ponto Q distinto de A, ponto de interseccdo de AP com a circunferéncia €
i —>

v) Trace a semirreta BQ;

~ . —> —>
vi) Construa o ponto P, ponto de interseccao de BQ com OP.

Figura 2.3: Construcao do inverso de um ponto P €R? relativo a circunferéncia € com P ¢ 6.

Afirmacao: O ponto P assim construido é o inverso do ponto P relativo a %, independente se P é

exterior ou interior a ¥.

Justificativa: Note que os triangulos ABQ e OPB s&o triangulos retangulos e semelhantes pelo
caso Angulo-Angulo, uma vez que:
i) ZBQA= /BOP,

iy ZABQ = ZOBP,

no que implica que ZBAQ = ZBPO.

Note também que os tridngulos OPA e PQP séo triangulos retdngulos e semelhantes pelo caso
Angulo-Angulo, uma vez que:

i) ZAOP = /PQP,

iy ZAPO = /QPP,

no que implica que ZOAP = ZQIBP.

Com isso, tem-se:
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d(0,P) _ d(0,B)
d(0,A)  d(0,P)

= d(0,P)-d(0,P)=d(0,A)-d(0,B) = d(0,P)-d(0,P) =r>.

Portanto, temos que P é o inverso de P.

2.3 Propriedades da inversao

Ao longo dessa sessdo considere a circunferéncia de inversdo € em R? de centro O e raio r.

2.3.1 Inversao de uma reta

Proposicao 2.5: Inversao de uma reta que passa por O

SeaéumaretaemR?, a=aU{oo}eOcaentioiy(a)=a.

Demonstracao:

E claro da definicdo de iy, que ix(a—{0}) C (a—{O}). Além disso, se P€a e P#O0 entdo, existe
B OP distinto de O e consequentemente P € (a—{0}) tal que i,(P)=P,logoi,(a—{0}) = a—{0}.

Como i, (0) = 00 e iy(00) = O, segue que i,(a) = a.

(e

ic(a—{0}) = a—{0}

Figura 2.4: Reta que passa por O é invariante pela inversao de centro O.

Proposicao 2.6: Inversao de uma reta que nao passa por O

Se a é uma reta em R? tal que O¢ a entdo, i,(a U 00) é a circunferéncia que tem o segmento
OP como diametro, sendo P o ponto de interseccao de a com a reta perpendicular a a que

passa pelo ponto O e P = ig(P).

& UFU-FAMAT-PROFMAT 28



A inversao geométrica Propriedades da inversao

Demonstragcao: Denote por y a circunferéncia que tem OP como diametro e seja Q um ponto de a,

comQ#P.

Figura 2.5: Inversdo de uma reta a que nao passa pelo pdélo de inversao O.

Considere os triangulos QOP e 130(5, onde a =1i,(Q). e observe que:
d(0,Q) _ d(o,P)

o d(0,P) d(0,Q)’
e entdo AQOP ~ APOQ pelo caso Lado-Angulo-Lado. Como ZOPQ é reto, segue dessa semelhanca

d(0,Q)-d(0,Q) =d(0,P)-d(0,P). Isso implica que e que O é angulo comum
que o angulo ZO@P também é reto. Portanto, os pontos Pe 6 estao sobre a circunferéncia y de
diametro OP. Isto quer dizer que as imagens dos pontos de a pela inversao i, pertencem a circunfe-
réncia v, ou seja, ix(a)Cy. Para completar a demonstragdo, é necessario provar que qualquer ponto

da circunferéncia y é imagem de algum ponto da reta a pela transformagao i, ou seja, y Ci,(a).

Para isso, tome um ponto qualquer T€y, T#0 e T # P. A semirreta a") ird intersectar a reta a
em um ponto T. Isto acontece porque a circunferéncia y e a reta a estao do mesmo lado da tangente
ay em O. O objetivo é provar que T = Lg(:.l:). Sendo o segmento OP o diametro de Y, tem-se que
/OTP é reto. Por isso, 0s triangulos OPT e OTP s3o semelhantes pelo caso Angulo-Angulo, visto que

0é angulo comum e que o angulo ZOPT também é reto. E é entdo vélida a proporcdo:

d(0,T) _d(0,P) e o
i0,p) ~ a0, 4(0:1)d(0.1)=d(0,P)-d(0.P).

Assim, da definicdo da inverséo i, tém-se T = i%(?). Portanto, y Ci,(a).

2.3.2 Inversao de uma circunferéncia
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Proposicao 2.7: Inversao de uma circunferéncia que passa por O

Seja 2 uma circunferéncia em R? tal que O € 9, entdo i,(2) = aU{oco} sendo a a reta per-

pendicular a opP passando por i,(P) onde P é o ponto em 2 diametralmente oposto ao ponto

0.

Demonstracao: Considere as ilustracdes abaixo.

Figura 2.6: Inversao de uma circunferéncia 2 que passa pelo pélo de inversao O.

Dado Q€ 97, distinto de O, devemos mostrar que (~2€a. Isto equivale a mostrar que o ZOPQ é reto.
Para isso, observe que os triangulos OPQ e O(’iﬁ sd0 semelhantes pelo caso Lado-Angulo-Lado, uma

d(0,P) _d(0,Q) . -
d(O,@)_ d(O,P)'pOIS d(0,Q)-d(0,Q) =d(0,P)-d(0,P)=r"e LQOP = LPOQ.

Além disso 0 ZPQO é reto, por ser um angulo inscrito numa semi-circunferéncia.

vez que

Concluimos desses dois fatos o resultado desejado: ZOPQ é reto.

Proposicao 2.8: Inversao de uma circunferéncia que nao passa por O L,

Se 9 é uma circunferéncia tal que O ¢ 2 entéo, i,(2) é a circunferéncia, que também n&o passa
por O, cujo diametro é o segmento NM sendo MN o diametro da circunferéncia 2 contido na

reta que passa por O, i,(M)=M e i,(N)=N, M entre O e N.

Demonstragao: Sejam O, o centro da circunferéncia 2 e a a reta determinada por O e por O,

intersectando a circunferéncia 2 em seu diametro MN. Denote por & a circunferéncia cujo diametro
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é 0 segmento MN. Considere um ponto qualguer A sobre a circunferéncia ¢, distintode M e N, e o
pontoZ a imagem do ponto A pela inversdao %, isto &, A= i4(A). Primeiro vamos mostrar que;\ S
Para isso observe que os triangulos OAM e OMA s3o semelhantes, assim como os triangulos OAN e

ONA, ambos pelo caso de semelhanca Lado-Angulo-Lado.

-

""""""""
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Figura 2.7: Inversao de uma circunferéncia 2 que nao passa pelo pdlo de inversao O.

Por isso, tém-se:
m(£ZOAN) = m(ZOAM)+m(ZMAN) = m(£LMAN) = m(LOAN)—m(ZOAM) = m(LONA)—m(LOMA),
em que 0 ZMAN é reto. Além disso, 0 angulo ZONA é externo ao tridngulo MAN, consequentemente:
m(ZLONA) = m(LMAN) + m(LOMA) = m(LMAN) = m(LONA) — m(LOMA) = m(LMAN),

e segue que o /MAN é reto. Isto significa que o ponto;{ estd sobre a circunferéncia & cujo diametro

é 0 segmento MN, concluindo que ix,(2)c 7.

Segundo, falta provar que & Ci,(2). Para isso, sejam H um ponto qualquer sobre a circunferéncia
Z, distintode M e N, e o ponto X sobre a semirreta 3 que passa por O e H tal que d(0,X) = #TH).
Entdo, X é o ponto em f3 tal que X = i4(H), e consequentemente os triangulos OXM e OMH séo
semelhantes, assim como os triangulos OXN e ONH, ambos pelo caso de semelhanca Lado-Angulo-

Lado. Por isso, tém-se:
m(ZMXN) = m(LOXN) —m(LOXM) = m(LONH) — m(£LOMH) = m(ZNHM),

em que o ZNHM é reto, e 0 ZONH é externo ao triangulo MHN e, entdo segue que o ZMXN
também é reto, portanto o ponto X estd sobre a circunferéncia 2, e X =i,(H). Isso implica que H =

i4(X). Logo, qualquer ponto H € & é imagem pela inversdo i, de um ponto sobre a circunferéncia
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9, provando que & Ci,(2). Finalmente, do item 4 da Proposigdo 2.3, conclui-se que & =i,(2) nao

passa por O, uma vez que M estd entre O e N.

2.3.3 Inversao e distancias

Proposicao 2.9: Inversao e pontos conjugados

e —> ~
Seja AB um didmetro de 6 e P€0OA, P#0 e P#A. Enté&o, P e P sdo inversos com relacédo a € se,

d(RA) _ d(P,A) . = -
= —= (ou seja, se, e somente se, P e P sao conjugados harmonicos
d(RB) d(P,B)

com relacdo a A e B).

e somente se,

Demonstracao: Suponha sem perda de generalidade B, P= i4(P), A, P pontos distintos alinhados

nessa ordem, conforme Fig. 2.8.

[

Figura 2.8: Apoio a demonstracao da Proposicao 2.9: caso P, D, Ae P alinhados nesta ordem.

Temos, por hipétese, que O é o ponto médio de AB e d(0,A) = d(0,B) = r. Segue ent&o que:

d(A) _ d(0,P)—r

d(BB) d(O,P)+r (2.1)
) d(P d(o,P
P, A r—d(o,P
dEﬁ:B§ N r+d§02§;' (2:2)
Observando ainda que:
d(0,P)—r _d(0,P)-d(0,P)—r-d(O,P) _ r2—r-d(0,P) _ r—d(0,P) 23)

d(0,P)+r  d(0,P)-d(0,P)+r-d(0,P) r2+r-d(0,P) r+d(0,P)

Concluimos de 2.1, 2.2 e 2.3:
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d(RA) _d(P,A)
d(RB)  d(P,B)

d(RA) _ d(P,A)
d(RB)  d(P,B)’

entao

A reciproca é valida pois se

d(O,P)—r _ r—d(0,P)

= —~ = d(0,P)-d(0,P) =r2,
d(O,P)+r r+d(0,P) (0:P)-d(0, )

como queriamos demonstrar.

A demonstragdo do caso em que estao alinhados os pontos distintos B, P, A, i,(P) = P nessa

ordem é feita de forma analoga a do caso anterior.

Proposicao 2.10: Distancia entre pontos invertidos

r2-d(A,B)
d(0,A)-d(0,B)

Se O, A e B sdo pontos distintos em R? entéo d(ﬁ,g) =

Demonstracao:

Temos dois casos a considerar:

1) O, A e B sao pontos nao colineares.

Figura 2.9: Apoio a demonstracédo da Proposicao 2.10(Caso 1: O, A e B nao colineares).

Neste caso, considere os triangulos OAB e OBA, e observe que:
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d(0,A) _ d(0,B)

. A = 2= . B =
d(0,A)-d(0,A) = r* =d(0,B) d(O’B):}d(O,B) 200

Além disso, ZAOB = /AOB. Portanto os triangulos OAB e OBA s3o semelhantes pelo caso

Lado-Angulo-Lado. Ent&o,

r?-d(A,B)
d(A,0)-d(B,0)’

d(4,B) _ d(A,0) JGF) = d(A,B)-d(A,0)

d(A,B)  d(B,0) a0~ dAB) =

2) O, A e B sao pontos colineares.

Temos duas possibilidades a considerar para este caso:

e Possibilidade 1: O estd entre A e B.

De forma geral, do item 2 da Definic&o 2.1, tém-se que d(0,A)-d(0,A) = r? = d(0,B) - d(0, B),
e entao

d(0,4) _d(0,B)

d(0,B)  d(0,A)

Figura 2.10: Apoio a demonstracdo da Proposicdo 2.10 (Caso 2 - Possibilidade 1: O esta entre A e B).

Sem perda de generalidade, podemos supor os pontos B, O e A alinhados, conforme Fig. 2.10.

Nesse caso, tém-se:
d(A,B) = d(0,A) + d(0,B).

E entdo, segue que:

d(0,B)-d(0,B) d(0,A)-d(0,A)
d(O,A) d(O,B)

d(A,B) =

& UFU-FAMAT-PROFMAT 34



A inversao geométrica Propriedades da inversao

~ ~.d(0,B)-d(0,B)-d(0,B)+d(0,A)-d(0,A)-d(0,A)
d(4,B) = d(0,A)-d(0,B)

_d(0,B)-r*+d(0,A) - r?
~ d(0,A)-d(0,B)

_ r%.(d(0,B)+d(0,A))
~ d(0,A)-d(0,B)

_ r*-d(AB)
~ d(0,A)-d(0,B)’

(2.4)

o Possibilidade 2: A estd entre O e B ou B esta entre O e A.

De forma geral, do item 2 da Definic&o 2.1, tém-se que d(0,A)-d(0,A) = r% = d(0,B) - d(0, B)

e entao

2 2

r ~
a0 OB = g5 5y

d(0,A) =

Figura 2.11: Apoio a demonstracdo da Proposicdo 2.10 (Caso 2 - Possibilidade 2: A esta entre O e B).

Sem perda de generalidade, podemos supor os pontos O, A e B alinhados conforme Fig. 2.11.

Nesse caso, tém-se:

d(A,B) = d(0,A)—d(0,B)
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2 r2

~ ~ r
dAB)= 355~ 40.8)

_ r*-d(0,B)—r?*-d(0,A)
B d(0,A)-d(0,B)

. r2.(d(0,B)—d(0,A))
~ d(0,A)-d(0,B)

r?-d(A,B)

~ 4(0,A)-d(0,B)’ (2:5)

2.3.4 Inversao e angulos

Proposicao 2.11

Se t é uma reta que ndo passa por O, entdo a reta tangente a circunferéncia t (inversa de t

com relacao a circunferéncia 6) em O é paralela a reta t.

Demonstracao:

Suponhamos, por absurdo, que a reta tangente a a circunferéncia t no ponto O intercepte a reta
t num ponto P. Entdo P # O, pois a reta t ndo passa no ponto O. Como a reta a passa em O, e
sabendo-se da Proposicao 2.5, a inversdo em relacdo a % de uma reta que passa por O é a prépria
reta, entdo tém-se que i, (a) = a = a, com Pe(tnd)eP = i(P). Entdo, os pontos P e O pertencem
a o e também pertencem & circunferéncia t. Logo, a ndo é tangente a t, o que é uma contradicao,

portantoa reta tangente a t em O é paralela a t.

3

o o
PXaahdal N
4 .
\Pl * /

— :

H [

(Y L

Figura 2.12: Reta tangente & t paralela a reta t.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 36



A inversao geométrica Propriedades da inversao

Proposicao 2.12

Sejam m e n duas retas concorrentes em P diferente de O. Entdo, iy(m) =m e i, (n) =n se
interceptam em iy (P) = Peo angulo entre m e n em P tem a mesma medida gue o angulo

entre as retas m e n.

Demonstracao:

A demonstracdo desta proposicao sera dividida em dois casos:

Caso 1 [As retas m e n nao passam por O.

Neste caso, como as retas m e n ndo passam por O, entdo as suas respectivas inversas sdo as
circunferéncias m e n, e ambas passam por O. Pela Proposicdo 2.11, a reta tangente a m em O é
paralela a m e a reta tangente a n em O é paralela a n. Logo, o angulo entre m e n em O tem a
mesma medida que o angulo entre m e n, mas da Proposicdo 1.3 este também é o adngulo entre m e

nemP.

m

Figura 2.13: Angulos entre retas concorrentes e suas inversas.

As retas m ou n passam por O.

Suponhamos que a reta m passe por O e a reta n nao passe por O. Entao, da Proposicdo 2.5 e
da Proposicdo 2.6, m = m e n é uma circunferéncia que passa por O. Além disso, a reta tangente
am=mem O é a propria reta m e da Proposicdo 2.11, a reta u tangente a n em O é paralela a n.
Portanto, o dngulo entre m e n em O tem a mesma medida que o dngulo entre as retas m e n. Mas
da Proposicéo 1.3, este também é o angulo entre m e n em P. O caso em que a reta n passa por O e

a reta m ndo passa por O é analogo ao anterior. Isto conclui a nossa demonstracao.
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m=m

Tl
o
s,

‘Q

Figura 2.14: Preservacao pela inversao do angulo entre duas retas concorrentes, se uma passa pelo pélo de
inversao O.

Proposicao 2.13

Se €, e 6, sao circunferéncias que nao passam por O e se interceptam em um ponto P, entdo
o angulo entre %1 =i4(%,) e % = i4(%6,) em P= i¢(P) tem a mesma medida que o angulo

entre 6, e 6, em P.

Demonstragao: Sejam t e u as retas tangentes a %, e %, no ponto P, respectivamente. Entao,
a circunferéncia i, (t) =t é tangente a circunferéncia %, no ponto P e a circunferéncia iy, (u) = 1 é

tangente a circunferéncia %, também no ponto P.

Portanto, denotando por v a reta tangente a %1 no ponto P e denotando por w a reta tangente a
%; no ponto P, tem-se que v é a tangente & t em Pewéa tangente a U em P, ou seja, o angulo
entrevew éoanguloentret el em P gue, por sua vez, é o angulo entre %} e %; em P. Além disso,
da Proposicdo 2.12, o angulo entre as retas t e u tém a mesma medida que o angulo entre t e I em

P. Logo, o angulo entre 6, e 6, em P tém a mesma medida que o angulo entre 6, e 6, em P.

Figura 2.15: Preservacao pela inversdo do angulo entre duas circunferéncias que nao passam pelo pdlo de
inversao O.
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Proposicao 2.14

SejaP € R%, P # 0O, P ¢ €. Entdo, qualquer circunferéncia em R? que passe por P e i, (P) é

ortogonal a 6.

Demonstracdo: Considere uma circunferéncia 2 de centro I e raio s que passe nos pontos i (P) =
P e P. Temos duas possibilidades a considerar:

i) P é exteriora %;

ii) P éinteriora %.

Pelos itens 2 e 3 da Proposicéo 2.3, tém-se no caso i) P interior a € e no caso i) P exterior a €.

Entdo, em ambos os casos, as circunferéncias 6 e 2 sao circunferéncias secantes. Sejam G e H os

pontos de interseccdo de ¥ e 7.

Figura 2.16: Qualquer circunferéncia 2 que passe por P e Pé ortogonal a 6.

Sabe-se do Teorema 1.2 e da existéncia e da unicidade da reta perpendicular a uma reta dada
passando por um ponto dado que: O<_>G é a reta tangente a 9 passando por G, (I_G) é a reta tangente a
% passando por G, O(_>H é a reta tangente a 2 passando por H e ﬁ é a reta tangente a 6 passando
por H. Assim sendo, ZOGI é o angulo entre 6 e 2 no ponto G e ZOHI é o angulo entre € e 2 no

—>
ponto H. Seja o ponto M o pé da perpendicular tracada de I a semirreta OP, conforme Fig. 2.16.

Do triangulo OIM, tém-se que:

[d(O,)]*=[d(0,M)]*+[d(I,M)]? (2.6)
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Por outro lado, d(O,M) = d(O,P) + d(P,M). Elevando ambos os membros desta equacdo ao

quadrado, temos:

[d(0, M) =[d(0,P) +d(P,M)]?

=|d(0,P) +

d(P,ﬁ)]Z
2

=|d(0,P)+

d(o,p)—d(o,ﬁ)]2
2

'd(o,p)+d(o,§)]2

= - > (2.7)
Analisando agora o triangulo IMP, teremos que [d(I,P)]> =[d(I,M)]? + [d(P,M)]?. Dai:
[d(1,M)]? = [d(1,P)]*—[d(P,M)]?

-~ 2

_o d(P,P)]
| 2
- ~ 2

_o d(O,P);d(O,P)] . (2.8)

Substituindo as equacdes 2.7 e 2.8 na equacgao 2.6, obtém-se:

[d(0,1)]> = d(0,P)-d(0,P) +s>.

Como por hipétese d(0,P) - d(0,P) = r2, segue que [d(0,I1)]? = r2 +s2, o que implica que os

triangulos OGI e OIH sdao retangulos em G e H. E isso conclui a demonstracao.

Proposicao 2.15

Se 9 é uma circunferéncias em R? ortogonal a €, ent&o i,(9) é a prépria circunferéncia 9.
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Demonstracao: Sejam I o centro de & e s 0 seu raio. Sejam Q e P os pontos de interseccao de ¥
— —
e 9, eseja F € 9 distinto de Q e P. Considere a semirreta OF e seja G o ponto de interseccao de OF

com 9, distinto de F. Temos o teorema de Pitdgoras aplicado ao triangulo OQI:

Figura 2.17: llustracao dos dados da Proposicao 2.6
r’+s?=1[d(0,1)]>.
Mas d(0O,I) =d(O,F)+s. Segue, portanto que,
r’+s2=[d(0,F)+s]>=[d(0,F)]*+2-d(0,F)-s +s>.
Dai, teremos:

r’+s2=d(0,F)-[d(O,F)+2s]+s*=r?>=d(0,F)-[d(O,F)+ 2s]

= r?=d(0,F)-[d(0,F)+d(F,G)]=d(0O,F)-d(0,G).

Isso implica que i, (F) = G. Pela Proposicao 2.3 item 1, i,(Q) = Q e i,(P) = P, e isso conclui a

demonstragao.

As proposicoes Proposicdo 2.14 e Proposicao 2.15 podem ser sintetizadas no corolario abaixo:

Corolario 2.16 |

Uma circunferéncia 2 em R?, distinta de %4, é invariante pela inversdo com relacdo a &, isto &,

i,(9) = 9 se, e somente se, ¥ é ortogonal a .
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CAPITULO 3

Aplicacoes

3.1 Aplicacoes em construcoes geométricas

Apoldnio de Perga, matemético e astrénomo, chamado de “Grande Geémetra” pelos seus contem-
poraneos, nasceu em Perga no ano de 262 a.C. e morreu em 194 a.C., aos 72 anos de idade. A obra
“SecOes CoOnicas” foi um de seus trabalhos mais famosos, escrito em oito livros, que solidificou a
fama de Apol6nio. Apoldnio chegou a escrever vérias outras obras, mas a maioria somente se co-
nhece por seus titulos, que foram citados por outros matemdticos ou historiadores. Um repertério
de métodos geométricos e algébricos foram criados ao longo dos anos para resolver o Problema de
Apoldnio original, do circulo tangente a trés circulos dados, que Apoldnio prop6s e resolveu no traba-
lho “Tangéncias”. A abordagem original de Apol6nio se perdeu, mas, quatro séculos depois, Pappus
de Alexandria retomou o problema. Frangois Viete (1540-1603) e outros estudiosos apresentaram
novas reconstrucoes, baseando-se em vestigios das descricdes de Pappus. O primeiro novo método
de solucao foi publicado em 1596, por Adrian Van Roomem (1561-1615), que identificou os centros
dos circulos da solucdo como interseccao de pontos de duas hipérboles. O método de Van Roomem
foi refinado em 1687 por Isaac Newton (1642-1727) e por John Casey (1820-1891) em 1881. O Pro-
blema de Apolénio estimulou pesquisas de métodos da Geometria pura e proporcionou a utilizacao
de processos analiticos para refinar suas ferramentas. A teoria da inversdo, desenvolvida durante
a primeira metade do século XIX, foi utilizada por Julius Petersen (1839-1910) para produzir uma
elegante solucao do Problema original de Apolénio. O Problema de Apol6nio atualmente é enunci-
ado de forma mais abrangente: “Dados trés objetos do plano, cada um dos quais é um ponto, uma
reta ou uma circunferéncia, construir todas as circunferéncias (ou retas, pensando-as como casos

degenerados) tangentes aos trés objetos simultaneamente”. Nesta perspectiva, serd apresentado a
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sequir, trés subcasos desse problema com aumento gradativo de dificuldade na resolucao, os quais
quando solucionados utilizando inversdgo em uma circunferéncia convenientemente escolhida, tem
suas resolugcdes qualitativamente simplificadas. A estratégia é partir do problema posto, escolher
uma circunferéncia de inversdo conveniente, considerar o inverso do problema posto segundo a cir-
cunferéncia de inversao estabelecida e construir nesse ambiente inverso o equivalente aos inversos
das solucbes do problema posto, e finalmente “desinverter” as solucdes do problema equivalente no

ambiente invertido, as quais serao as solucdes do problema posto inicialmente.

Problema 1: Dados uma reta r e dois pontos distintos P e Q em um mesmo semiplano aberto com
relacao a r, tal que a reta que passa por P e Q (reta s) ndo é paralela a r, tracar uma circunferéncia

tangente a r que passe por P e Q.

Para resolver o problema comece considerando uma solucao, conforme figura abaixo:

Figura 3.1: Circunferéncia tangente a uma reta r dada passando por dois pontos, P e Q, dados.

Assim sendo, sabendo que uma circunferéncia é determinada de forma Unica por quaisquer trés
de seus pontos, para solucionar o problema precisamos determinar o ponto de tangéncia T da cir-
cunferéncia solucdo com a reta r. Entao, se denotarmos por M o ponto de interseccdo da reta r com
a reta que passa pelos pontos P e Q (conforme Fig. 3.1), segue da Proposicao 1.8, que T é tal que
d(M,P)-d(M,Q) =[d(M, T)J? ou seja, T é tal que o segmento M T é a média geométrica (ou média

proporcional) entre os segmentos MP e MQ, veja construcdo do segmento M T no Apéndice A.

Portanto, existem exatamente dois pontos de tangéncia T; e T, que solucionam o problema, um a
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direita de M e outro a esquerda de M, e ambos tais que:

d(T,, M) =d(T,,M) = +/d(M,Q)-d(M,P).

Consequentemente, existem exatamente duas circunferéncias que solucionam o problema pro-

posto acima, conforme Fig. 3.2 .

O @
T, :

=@

Figura 3.2: Circunferéncias solucées do Problema 1.

Construcao das solucoes do Problema 1

Seguem o0s passos da construcao detalhada das duas circunferéncias solucdes do problema 1,

utilizando a inversao geométrica:

i) Construa a reta s que passa por P e Q.

ii) Construa uma circunferéncia de inversao % de centro em um dos pontos (suponhamos P, sem

perda de generalidade) e de raio ﬁ

iii) Considere dois pontos distintos A e B pertencentes a reta r e externos a circunferéncia %.
Construa A e B os seus respectivos inversos relativos a circunferéncia % (veja construcdo na
secdo 2.2 do capitulo 2). E claro, da Proposicdo 2.3, queﬁ e B s3o0 internos a ¥ e diferentes de

P.

iv) Construa a circunferéncia 7, a inversa da reta r em relagdo a 6. Observe que, da Proposicéo 2.6,

T é a circunferéncia que passa por A, B e P (pdlo de inversao).
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v) Trace as retas t e u passando por Q e que sejam tangentes a 7, veja Construcao C na secdo 1.2

do capitulo 1 dessa dissertacdo. Observe que t e u ndo passam por P.

vi) Construa t e 1, as respectivas inversas de t e u em relacdo a %, as quais sdo circunferéncias

caracterizadas pela Proposicao 2.6.

Figura 3.3: Construcdo das circunferéncias solucdes do Problema 1 por inversdao geométrica.

Afirmacao: As circunferéncias t e i sdo as solucdes do problema 1.

Justificativa: t e i sdo circunferéncias que passam por P (devido a Proposicéo 2.6) e por Q (devido

a Proposigao 2.3). Além disso, conforme Corolario 2.4, a inversao i, € uma involugao. E, portanto:

) i,(F)=r.

ii) Ofato de t e u serem tangentes a 7 é preservado pela inversao iy, ou seja t e 1 séo tangentes

ar.

Conclusdo: t e i1 sdo circunferéncias tangentes a r que passam por P e Q, como queriamos provar.

Problema 2: Dados uma reta r, uma circunferéncia % e um ponto P exterior a 6, ambos situados
num dos semiplanos abertos determinados por r, e tais que a reta tangente a 6 passando por P nao
seja paralela a r, construir (com régua e compasso) todas as circunferéncias passando pelo ponto P

tangentesarea %.

Iniciamos imaginando uma solucao do problema e, temos duas situacdes a considerar, conforme

segue.
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Situacao 1: A circunferéncia solucao & é tangente exteriormente a 6, conforme figura.

—d
T

Figura 3.4: Apoio a solucdo do Problema 2, situacdo 1.

Sejam T o ponto de tangéncia da circunferéncia solucao & com r, R o ponto de tangéncia de
& com 4, O o centro de € e tracemos o didmetro AB de € de tal forma que a reta passando por
A e B, reta s, seja perpendicular a r. Como a reta que passa por A e P, reta t, ndo é paralela ar
(devido a hipétese sobre tangéncia do Problema 2) segue que, essa reta é secante a &, portanto

existe P’ #P € (tN.<), com P’ exterior a 6.

Figura 3.5: Uma solucao hipotética do Problema 2, situacao 1.

Assim, para construirmos ., uma vez determinado P’, procedemos como no Problema 1, ou seja,
construir & consiste em construir uma circunferéncia tangente a r que passa por P e P’ sob as

condicdes do Problema 1.

Afirmamos que o ponto P’ é o ponto de interseccéo da reta t com a circunferéncia 9, circunferéncia
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que passa por B, M e P sendo M o ponto de interseccao des com r (ou seja, M é o pé da perpendicular

a r que passa por A, e claro também por B), conforme Fig. 3.6.

Figura 3.6: Circunferéncia auxiliar 2 utilizada na solucao do Problema 2, situacao 1.

De fato, usando a notacdo estabelecida, temos:

—>

1°) A, R e T sdo colineares, pois as retas s e a que passa por Oy, e T sdo paralelas e a reta OO,

é transversal, assim m(ZHOA) = m(£TO,F) sendo HR o didmetro de 6 que passa por R e RF o
didmetro de . que passa por R, e isso implica que m(£ZHRA) = m(ZTRF) (ambos medem metade do

angulo central correspondente).

2°) Os tridngulos ARB e AM T sdo semelhantes pelo caso Angulo-Angulo de semelhanca de tridngu-
los, visto que ZBAR = ZTAM (angulo comum) e, m(£BRA) = m(ZAMT) = 90°, pois ZBRA é angulo

inscrito numa semicircunferéncia. E entao,

d(A,B)-d(A,M)=d(AR)-d(A,T). (3.1)

Além disso, da Proposicao 1.8 tem-se:

d(A,P)-d(A,P")=d(AR)-d(AT). (3.2)

Por outro lado, seja L a interseccao da circunferéncia 2 que passa por B, M e P com a reta ¢,
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novamente da Proposicao 1.8 tem-se:

d(A,B)-d(A,M)=d(A,P)-d(AL). (3.3)

Igualando (3.1), (3.2) e (3.3), segue que: d(A,P)-d(A,L)=d(A,P)-d(AP)=L=P.

Assim, na situacao 1, temos exatamente duas solucdes para o Problema 2, que sao as duas circun-
feréncias que passam por P e P’ e sdo tangentes a r, descritas na solucdo do Problema 1, conforme

Fig. 3.7.

Figura 3.7: Circunferéncias solucdes do Problema 2, situacao 1.

Situacao 2: A circunferéncia solugao % é tangente interiormente a %, conforme figura.

Figura 3.8: Apoio a solucao do Problema 2, situacéao 2.

Sejam T o ponto de tangéncia da circunferéncia solugdo % com r, R o ponto de tangéncia de

& com €6, O o centro de € e tracemos o didmetro AB de €6 de tal forma que a reta passando por
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A e B, reta s, seja perpendicular a r. Como a reta que passa por B e P, reta t, ndo é paralelaar
(devido a hipétese sobre tangéncia do Problema 2) segue que, essa reta é secante a &, portanto

existe Q' #P € (tN ), com Q' exteriora €.

Figura 3.9: Uma solucao hipotética do Problema 2, situacdo 2.

Assim, para construirmos .;, uma vez determinado Q’, procedemos como no Problema 1, ou seja,
construir &% consiste em construir uma circunferéncia tangente a r que passa por P e Q' sob as

condicdes do Problema 1.

Afirmamos que o ponto Q’ é o ponto de interseccdo da reta t com a circunferéncia 9, circunferéncia
que passa porA, M e P sendo M o ponto de interseccao des com r (ou seja, M é o pé da perpendicular

a r que passa por A, e claro também por B), conforme Fig. 3.10.

Figura 3.10: Circunferéncia auxiliar 92 utilizada na solucao do Problema 2, situacdo 2.

De fato, usando a notacao estabelecida, temos:
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1°) B, R e T sao colineares. A demonstracdo é andloga a feita na situagcédo 1 acima.

2°) Os triangulos RBA e MBT s&o semelhantes pelo caso Angulo-Angulo de semelhanca de trian-
gulos, visto que ZRBA = ZMBT pois s&o opostos pelo vértice B e, m(£ZBRA) = m(£LBMT) = 90°. E
entao,

d(A,B)-d(B,M)=d(B,R)-d(B, T). (3.4)

Além disso, da Proposicao 1.8 tem-se:

d(B,P)-d(B,Q")=d(B,R)-d(B,T). (3.5)

Por outro lado, seja L a intersecgao da circunferéncia 2 que passa por A, M e P com a reta t,

novamente da Proposicao 1.8 tem-se:

d(A,B)-d(B,M)=d(B,P)-d(B,L). (3.6)

Igualando (3.4), (3.5) e (3.6), segue que: d(B,P)-d(B,L)=d(B,P)-d(B,Q)=>L=Q’.

Assim, na situacao 2, temos exatamente duas solucdes para o Problema 2, que sao as duas circun-
feréncias que passam por P e Q" e sdo tangentes a r, descritas na solucdo do Problema 1, conforme

Fig. 3.11.

Figura 3.11: Circunferéncias solucbes do Problema 2, situacao 2.

A juncao das situacdes 1 e 2 descritas acima nos dizem que existem exatamente quatro solucdes

para o Problema 2, conforme Fig. 3.12.
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p

Figura 3.12: As quatro circunferéncias solucdes do Problema 2.

Construcao das solucoes do Problema 2

Seguem os passos da construcao detalhada das quatro circunferéncias solucées do problema 2,

utilizando a inversao geométrica:

i) Construa a circunferéncia de inversdao # com centro em P e ortogonal a 6. Para realizar a
construcdo, observe que, # é a circunferéncia de centro em P e raio PJ sendo J o ponto de
tangéncia de uma das retas tangentes a € que passa por P a qual pode ser construida via

construcao C da secdo 1.2 do capitulo 1.

ii) Construa 7, a inversa da reta r com relagao a circunferéncia #. Conforme Proposicdo 2.6, 7 é
uma circunferéncia que nao passa por P (pdlo de inversao). E, como # foi construida ortogonal

a 6, segue da Proposicédo 2.15 que i, (€)= €, ou seja ¥ é fixada pela inversdo i,,.

iii) Trace asretass, t, u e v de forma que as quatros retas tracadas sejam retas tangentes simulta-
neamente a € e 7, conforme construcdes F e G da secdo 1.3 do capitulo 1. Antes observe que

% e T sao circunferéncias cuja posicdo relativa sdo de circunferéncias exteriores.

iv) Construa as inversass, t, Il e ¥, respectivamente em relacio & #, as quais pela Proposic&o 2.6
sao circunferéncias que passam por P, visto que as quatro retas s, t, u e v nao passam por P,

devido a hip6tese de ndo tangéncia dada no Problema 2.
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Figura 3.13: Solucao do Problema 2, via inversao geométrica.

Afirmacdo: s, t,ue

~ o~

sao as quatro circunferéncias solucdes do problema 2.

Justificativa: Temos i, (%6) = ¢, da ortogonalidade de # e 6. Além disso do fato de i,, ser
involutiva segue que i, (7) = r e a tangéncia simultanea de cada uma das quatro retas tangentes
s, t,uevcomT e % é preservada por i, ou seja, 3, t, I e V sdo tangentes simultaneamente a
i, (€)= % ei,(F)=r. Portanto,3,t, U e V sdo as quatro circunferéncias distintas que passam por P

e sao tangentes ar e %, logo sao as solucoes do Problema 2.

Problema 3: Dados uma reta r, pontos P, Q € r e , & e 9B circunferéncias de raios distintos
tangentes entre sie ar em P e Q, respectivamente, construir todas as circunferéncias tangentes a r,

o e AB.

Sabemos que dadas ./ e 9 circunferéncias tangentes de raios distintos, existem exatamente trés
retas que sao tangentes simultaneamente a .«/ e 48, duas tangentes externas e uma tangente interna.
Conforme enunciado do Problema 3, uma das tangentes externas comum as duas circunferéncias é
a reta r dada, denotamos por s a outra tangente externa e por [ a tangente interna comum as duas
circunferéncias, veja construcao (com régua e compasso) das tangentes comuns s e [, na secao 1.3

do capitulo 1, construcao E.

Sejam P, Q os pontos de tangéncia de s e .«f, s e 9B, respectivamente, R o ponto de tangéncia entre

[, .o/ e B, M o ponto de interseccdo de s e r, G o ponto de interseccédo de [ e r, conforme Fig. 3.14.
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Figura 3.14: Estabelecendo notacbes para resolver o Problema 3.

Supondo o problema resolvido, concluimos que existem exatamente duas circunferéncias %, e 6,

que solucionam o Problema 3, conforme Fig. 3.15.

Figura 3.15: Visualizando as solucdes do Problema 3.

A circunferéncia solugao %, é precisamente a circunferéncia que passa por P,Qeétangentear,
a qual pode ser construida via técnica de resolucdo do Problema 1, escolhendo a solucao tal que M

estd entre Q e esse ponto de tangéncia.

A solucao ‘62 € a circunferéncia de raio k tangente a r no ponto H, onde k satisfaz a relacdo

1 1 d(BQ)- vk,

+——eH¢étalqued(Q,H) = ,onde k; e k, sdo os raios das circunferéncias

ﬁ:rf N

o/ e 9B. Estamos supondo k; > k,. Uma demonstracao dessa afirmacdo se encontra no Apéndice B.
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Construcao das solucoées do Problema 3

Vamos agora, descrever os passos da construcdo detalhada das duas circunferéncias solucdes do

Problema 3, utilizando a inversao geométrica.

i) Construa uma circunferéncia de inversao 2 de centro P e raio qualquer.

ii) Construa o/, B eF asinversas de ./, B er, respectivamente, relativas a circunferéncia 2,
caracterizadas pelas Proposicao 2.7, Proposicao 2.8 e Proposicao 2.5, respectivamente. Observe
que ¥ = r U {oo}, B é uma circunferéncia que ndo passa por P e ./ é uma reta que n3o
passa por P. Da Proposicao 2.11 e da propriedade involutiva de i, segue que a reta tangente
a circunferéncia ./ em P, no caso r, é paralela a reta .. Além disso como a tangéncia é uma
condigao preservada por i, ainda temos que RBé tangente asretasr e /. Portanto a invers&o

i, transforma a Fig. 3.16 na Fig. 3.17.

Figura 3.17: Visualizando os dados invertidos do Problema 3.
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iii) Construa duas circunferéncias %, e 9, tangentes simultaneamente a 98 e as retas .« er. As
. A u : . d(.,r)

circunferéncias 9, e 9, sao caracterizadas pelo raio que para ambas mede T e pelos

seus centros O; e O, 0s quais sao 0s pontos na reta paralela a r passando pelo centro O de %

tais que d(5,0l) =d(O, 0,)= d(.d,r), conforme Fig. 3.18.

Figura 3.18: Circunferéncias 92; e 9, tangentes a circunferéncia % e asretas ./ er.

iv) Construa as inversas 9, e 9, das circunferéncias 9, e 9, relativas a circunferéncia 9, respec-

tivamente.

Figura 3.19: Circunferéncias solugdes do Problema 3, via inversao.

Afirmacao: ,971 e % sao as solucdes do problema.
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Justificativa: 9, e 9, sao, circunferéncias distintas que nao passam por P, portanto 9, e 9, sao
também circunferéncias distintas que nao passam por P, conforme Proposicao 2.8. Além disso, 9, e
9, foram construidos tangentes a ./, r e 98, e como a condigao de tangéncia € preservada por iy,

segue que %2, e 9, sdo circunferéncias tangentes a ./, r e 98, como queriamos demonstrar.

3.2 O Teorema de Ptolomeu

Ptolomeu (Claudio Ptolomeu, Ptolimaeus, Klaudios Ptolemaios, Ptolomeu) viveu em Alexandria,
Egito, tendo papel importante na histéria da Astronomia e Geografia. Pouco se sabe sobre sua vida,
incluindo suas datas de nascimento e morte. Estima-se que Ptolomeu nasceu por volta do ano 85 no
Egito e morreu, aproximadamente, no ano 165 em Alexandria. Diante disso, vérias fontes relatam
diferentes anos para a realizacao de suas observacdes, sendo a primeira data em 26 de marco do ano

127 e a ultima, em 2 de fevereiro do ano 141.

Reconhecido como um dos mais influentes astronomos gregos e gedgrafos de seu tempo, Ptolomeu

propds a teoria geocéntrica de uma forma que prevaleceu durante 1400 anos.

Elegante, compacto e de influéncia cientifica rara, o Tratado de Ptolomeu, composto por treze
livros, teve como base os escritos de Hiparco de Nicéia. Esse Tratado é considerado a maior referén-
cia em astronomia daquele tempo, e manteve-se um trabalho modelo até os tempos de Copérnico
(1473 —1543) e Kepler (1571 — 1630). Seu titulo original € Mathematike Syntaxis, e por se destacar
das outras obras sobre astronomia de sua época, o Tratado ganhou o status de magiste (omaior).
Posteriormente, por influéncia de tradutores arabes, recebeu o prefixo al resultando em sua nomen-

clatura mais popular: Almagesto [2].

O teorema, conhecido como Teorema de Ptolomeu estd presente no Livro | de seu Tratado. Se-
gundo [2], o livro I contém, em meio a algum material astronémico preliminar, a tdbua de cordas
de Ptolomeu (essencialmente, essa tabua fornece o seno dos angulos de 0° a 90°, com incrementos
de 15’), acompanhada de uma explanacao sucinta da maneira como ela foi obtida a partir da fértil
proposicao geométrica conhecida como Teorema de Ptolomeu: Num quadrilatero ciclico, o produto

das diagonais é igual a soma dos produtos dos dois pares de lados opostos.

Logo abaixo apresentamos na Fig. 3.20 um fragmento retirado do Livro Claudius Ptolemaeus, Al-
magestum, uma traducao de Almagesto para o latim, datado de 1515. Nela, pode-se observar um
quadrildtero inscrito em uma circunferéncia, suas diagonais e um segmento suporte. Este segmento

é utilizado para a demonstracdo do teorema, por meio da semelhanca de tridangulos pela Geometria
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Euclidiana Plana.
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Figura 3.20: Fragmento do Livro Claudius Ptolemaeus, Almagestum, 1515.

Na sequéncia enunciamos o Teorema de Ptolomeu numa versao mais moderna e apresentamos
duas de suas demonstracdes envolvendo técnicas distintas, a seqgunda delas tem como base a

Fig. 3.20.

—| Teorema 3.1: Teorema de Ptolomeu |

Em um quadrildtero ABCD inscrito em uma circunferéncia %, a soma dos produtos dos com-
primentos dos lados opostos é igual ao produto dos comprimentos das diagonais, ou seja,

[d(A,B)-d(C,D)]+[d(B,C)-d(A,D)]=d(A,C)-d(B,D).

Figura 3.21: Quadrildtero ABCD inscrito em uma circunferéncia €.

Abaixo serdo apresentadas duas demonstracdes do Teorema de Ptolomeu: a primeira delas usando

a inversdao numa circunferéncia e a segunda usando argumentos de Geometria Euclidiana Plana.

Demonstracao (1): Via inversao numa circunferéncia

Seja £ uma circunferéncia de raio R que contém %6 em seu interior, cujo centro é um dos vértices

do quadrilatero ABCD (suponhamos A, sem perda de generalidade).

& UFU-FAMAT-PROFMAT 57



Aplicacoes O Teorema de Ptolomeu

Da Proposicdo 2.7, temos que o inverso de € (em relacdo a £’) é uma reta que nao passa por
A, a qual sera denotada por s, veja Fig. 2.6. Sejam B, CeD os pontos em s, inversos relativos a

circunferéncia ¢, dos pontos B, C e D, respectivamente, conforme Fig. 3.22 .

Figura 3.22: Suporte para a demonstragao (1) do Teorema de Ptolomeu.

Segue entao da Proposicao 2.10 que:

~ ~ R?-d(B,C)
= 3.7
4(8,C) d(A,B)-d(A,C) 37

~ ~.  R*.d(C,D)
d(¢,D)= d(A,C)-d(A, D)’ (3.8)

R2-d(B,D)
d(A,B)-d(A, D)’

d(B,D) = (3.9)
Além disso, sabe-se que CestdentreBeDe portanto:

d(B,C)=d(B,D)—d(C,D).

Dai, substituindo (3.7), (3.8) e (3.9) na relacdo acima, obtém-se:
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R?>-d(B,C)

R?-d(B,D) B R?>-d(C,D)

d(AB)-d(AC)

R*-d(B,C)
d(A,B)-d(A,C)

d(B,C)

d(A,B)-d(A,D) d(AC)-d(A,D)

2.( d(8,D)  d(C,D) )
d(A,B)-d(A,D) d(A,C)-d(A D)

d(B,D) d(C,D)

d(AB)-d(AC)

d(A,B)-d(A,D) d(A,C)-d(A D)

d(B,D) _ d(B,C) d(C,D) (3.10)
d(A,B)-d(A,D) d(A,B)-d(A,C) d(A,C)-d(A D) '
Agora, multiplicando (3.10) por d(A,B) - d(A, C) - d(A, D) e simplificando, obtém-se:
d(A,D)-d(B,C)+d(A,B)-d(C,D)=d(A,C)-d(B,D), como queriamos demonstrar.
|

Demonstracao (2): Via semelhanca de triangulos

Por construcdo, considere o ponto P € AC e trace BP, de forma que m(ZABP) = m(ZDBC).

Figura 3.23: Suporte para a demonstracao (2) do Teorema de Ptolomeu.

Como ZADB = /ACB (angulos inscritos em % que subentende o mesmo arco AB), ZACB = /PCB

e /ABD = /PBC, segue pelo caso de semelhanca Angulo-Angulo que AABD ~ APBC. E, entdo
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d(RC) _ d(B,C)
d(A,D) d(B,D)

< d(P,C)-d(B,D)=d(A,D)-d(B,C). (3.11)

Também, como ZBAC = /ZBDC (angulos inscritos em ¥ que subentende o mesmo arco B??),
/BAC = /BAP e /DBC = /ABP (por construcdo do ponto P), segue pelo caso de semelhanca
Angulo-Angulo que AABP ~ ADBC. Consequentemente, tém-se:

d(A,P) _ d(A,B)
d(C,D) d(B,D)

& d(A,P)-d(B,D)=d(A,B)-d(C,D). (3.12)

Somando-se (3.11) e (3.12) segue que:
d(P.C)-d(B,D)+d(A,P)-d(B,D) = d(A,D)-d(B,C) +d(A,B)-d(C,D)

& d(B,D)-[d(P,C)+d(A,P)] = d(A,D) - d(B,C) +d(A,B) - d(C, D)

& d(B,D)-d(A,C)=d(A,D)-d(B,C) +d(AB)-d(C,D), como querfamos demonstrar.

Essa Demonstracao (2) é uma releitura numa linguagem atual da demonstracao que foi realizada

por Ptolomeu.

3.3 A Formula de Euler

Leonhard Euler (1707-1783) foi um matemadtico suico que descobriu que o ortocentro, o baricentro
e o circuncentro de um triangulo sao colineares, ou seja, existe uma reta que passa por esses trés
pontos notdveis. De 1727 a 1783, Euler esteve ocupado aumentando os conhecimentos disponiveis
em quase todos os ramos da matemadtica pura e aplicada, dos mais elementares aos mais avanca-
dos, desde métodos para resolucdo de problemas de cunho prético, a outros que sobressaiam as
mentes mais curiosas. A seguir serd apresentado e demonstrado o teorema de Euler que, em geome-
tria, estabele uma importante relagdo entre os raios das circunfeéncias inscrita e circunscrita de um

triangulo.

Teorema 3.2 |

Sejam r e R, respectivamente, os raios das circunferéncias inscritas e circunscritas de um tri-

angulo DEF e d a distancia entre seus centros. Entdo d?> = R? — 2Rr, [6].
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Demonstracao:

Denote por O o incentro e por T o circuncentro do triangulo DEF. Sejam I, Q e P os pontos de tan-
géncia da circunferéncia inscrita 6 com os respectivos lados DF, FE, DE do triangulo DEF e conside-
remos a inversao relativamente a 4. Os pontos I, Q, P, de acordo com a definicao de inversao numa
circunferéncia, sao invariantes por esta inversdo. Os pontos D, E e F sdo invertidos nos pontos D, Ee
F, respectivos pontos médios das cordas IP, m e E conforme Fig. 3.24. Portanto da Proposicao 2.8
segue que a imagem pela inversao com relagao a ¥ da circunferéncia circunscrita ao triangulo DEF

. . A ~ o= = Lo T . . .
€ a circunferéncia passando por D, E e F cujo raio & 5 Assim, aplicando a Proposicao 2.7 a pontos

7"2

R d(0,D)-d(O,E)
Usando ent&o a Proposicéo 1.10 temos d(0,D)-d(0,E) = R?—d? e segue que d> =R?>—2Rr.

>

diametralmente opostos D e E da circunferéncia circunscrita obtemos

Figura 3.24: Suporte para a demonstracao da Férmula de Euler.

3.4 O Teorema de Feuerbach

Inicialmente foi-se atribuido a descoberta da circunferéncia dos nove pontos a Euler, porém ela
apareceu antes, num artigo escrito por Poncelet e Brianchon, gebmetras franceses, por volta de
1820. Mas foi Karl W. Feuerbach (1800 - 1834) que em 1822 publicou em seu livro propriedades
desta circunferéncia, que neste ponto da histéria era chamada de circunferéncia de Feuerbach. A

circunferéncia de Feuerbach de um triangulo tem uma relacado extradionaria com as quatro circunfe-
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réncias tritangentes ao triangulo (a circunferéncia inscrita e as trés circunferéncias ex-inscritas) que

serd apresentada a seguir.

Definicao 3.3: Circunferéncia de Feuerbach:

Seja ABC um triangulo com ortocentro H. A circunferéncia de nove pontos ou circunferéncia de
Feuerbach relativa ao triangulo ABC é uma circunferéncia que contém os pontos médios dos
lados do tridangulo, os pés das alturas relativas a cada um dos lados desse triangulo e os pontos

médios dos segmentos que ligam H a cada um dos vértices do triangulo ABC.

—| Teorema 3.4 |

Seja & a circunferéncia de Feuerbach relativa ao triangulo ABC. Sejam ¥, #Z e J as circunfe-

réncias ex-inscritas ao triangulo ABC e % a circunferéncia inscrita ao mesmo triangulo. Entao,

Z é tangente a cada uma destas circunferéncias, [6].

Figura 3.25: llustracao do Teorema de Feuerbach.

Demonstracao:

Sejam V o pé da altura relativa ao vértice B, M o ponto médio do lado AC do tridngulo ABC, X
o ponto de tangéncia da circunferéncia ¥ inscrita ao triangulo ABC com o lado AC, G o ponto de
tangéncia da circunferéncia £ ex-inscrita ao triangulo ABC relativa ao lado AC com o lado AC, Z o
incentro do triangulo ABC e L o centro de &, conforme Fig. 3.27. Observe que M é também o ponto

médio do segmento X G. Seja entdo 2 a circunferéncia de centro M e raio d(X, M).

Observe agora que Z é simultaneamente perpendicular as circunferéncias 6 e £. Portanto, pela
Proposicdo 2.15, essas circunferéncias permanecem invariantes pela inversao com relacdo a 9. Mais

ainda, como a reta definida por X e G contém o polo de inversao, de acordo com a Proposicao 2.5,
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ela também permanece invariante pela inversao com relagao a 2.

Figura 3.26: Suporte para a demonstracao do Teorema de Feuerbach.

Agora da semelhanga dos triangulos ZXV e LGV e dos triangulos ZXE e LGE segue que V e E
sao conjugados harmonicos com relacao a X e G. Dessa forma, de acordo com a Proposicdo 2.9, E é

o inverso de V com relagao a 9.

A circunferéncia de nove pontos %, por definicao, contém o ponto M e o ponto V. Assim, inverté-la
com relacéo a circunferéncia 2, resultard, de acordo com o Proposicdo 2.7 em uma reta F passando
por E, ja que E é o inverso de V com relacdo a 9. Mais ainda, da Proposicao 2.7, a reta tangente
a & no ponto M é paralela a Z . Portanto, segue que Z coincide com a reta passando por E si-

~

multaneamente tangente as circunferéncias inscrita 6 e ex-inscrita Z. Assim sendo, visto que &%
é tangente a 6 e %, segue da Proposicao 2.13 que o0 mesmo ocorre com Z, ou seja & é tangente
as circunferéncias inscrita € e ex-inscrita £. De forma analoga, prova-se a tangéncia entre % e as

demais circunferéncias ex-inscritas ao triangulo ABC.

Figura 3.27: llustracéo dos elementos utilizados na demonstracao do Teorema de Feuerbach.
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3.5 Hipérbole e um problema de construcao de triangulo

O objetivo dessa secao é apresentar uma aplicacdo da inversao geométrica relacionada com uma
hipérbole. Comecamos lembrando a definicao usual dessa conica que aparece nos livros de Geome-

tria Analitica.

Definicao 3.5: Hipérbole

Um hipérbole 5 de focos F, e F, é o conjunto de todos os pontos P do plano para os quais o
modulo da diferenga de suas distancias a F; e F, é igual a uma constante 2a > 0, menor do que
a distancia entre os focos 2¢ > 0.

7 ={P||d(PF,)—d(PF,)| =2a},0<a<c,d(F,,F,) = 2c, [1].

Para o nosso trabalho, vamos utilizar a definicao equivalente que se encontra em [6].

Definicao 3.6: Hipérbole

Sejam 2 uma circunferéncia e F um ponto exterior a 2. Uma hipérbole 5¢ = (F,9) é o lugar

geométrico dos centros das circunferéncias que passam por F e sdo tangentes a 2.

Figura 3.28: Hipérbole com os dados da Definicdo 3.6.

Vamos mostrar agora que a Definicao 3.5 e a Definicao 3.6 sao equivalentes, tomando F; = F,

F, = O (centro da circunferéncia 2) e 2a = r (raio de 2).
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De fato, de acordo com a Proposicdo 1.5, P é o centro de uma circunferéncia % de raio s tangente

(exteriormente ou interiormente) a circunferéncia 2 de raio r se, e somente se,

i) d(O,P)=r+soud(O,P)=|r—s]|.

Além disso, como ¥ passa por F, devemos ter:

i) d(P.F)=s.

Também, a hipotese F é exterior a 9 impoe, no caso de ¥ ser tangente interiormente a 9, a

condicao:
i) s>r.
Assim, usando i), ii) e iii), temos: P é o centro de uma circunferéncia que passa por F e é tangente

a 9 sendo F exterior a 2 se, e somente se, d(O,P) =r+d(P,F) oud(O,P) =d(P,F)—r se, e somente

se, |d(O,P)—d(P,F)| =r, ou seja, a Definicdo 3.5 e a Definicdo 3.6 sdo equivalentes.

A seqguir, apresentaremos a construcdo de uma hipérbole que se encontra em [1] e pode ser imple-
mentada no GeoGebra utilizando o recurso lugar geométrico (veja Apéndice C, para uma introducdo

ao software GeoGebra).

Construcao no GeoGebra: Hipérbole de focos F; e F,

i) Escolha dois pontos F; e F, e trace a semirreta r de origem F; passando por F,;
ii) Escolha um ponto A na semirreta r entre F, e F,;

iii) Trace a circunferéncia ¢ de centro F; que passa pelo ponto A;

iv) Escolha um ponto B que pertenca a circunferéncia 6 e que seja diferente de A;
v) Trace a reta s que passa por F; e B;

vi) Trace a mediatriz m do segmento BF,;

vii) Determine o ponto P de interseccao da reta s com a mediatriz m;

viii) construa o lugar geométrico do ponto P, quando o ponto B move-se ao longo da circunferéncia

6.
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Afirmacao: O ponto P descreve a hipérbole de focos F; e F, com comprimento do eixo focal igual

ao raio de %, quando o ponto B se move ao longo da circunferéncia 6.

Figura 3.29: Hipérbole de focos F; e F,.

Justificativa: Como o ponto P pertence a mediatriz do segmento BF,, entdo d(P,B) = d(P,F,).
Sendo 2a o raio da circunferéncia €6, temos que |d(P,F,)—d(P,F,)| =|d(PB)+d(B,F,)—d(PF,)| =
|+d(B, F,)| =|+2a| = 2a. Logo, P pertence a hipérbole de focos F, e F, e eixo focal de comprimento

2a.

O objetivo agora é apresentar a solucao de um belo problema devido a Johann Muller (Regiomon-

tanus) (1436-1476) extraido de [4].

Antes porém, precisamos construir os dois pontos de intersec¢ao de uma reta s com uma hipérbole
s = (F,9). E claro que a existéncia desses dois pontos de interseccdo impde algumas condicdes
restritivas aos elementos dados s, F e 2. Em linguagem de circunferéncias, temos de solucionar o

seguinte problema de construcdo geométrica.

Problema A: Construcdao geométrica dos pontos de interseccao de uma hipérbole com

uma reta

Dados uma reta s, uma circunferéncia 2, um ponto F exterior a 2 tal que F ¢ s, construir (com
régua e compasso) caso existam, os dois pontos de intersecgao O; e O, da hipérbole 7 = (F, %) com

a reta s, um em cada ramo da hipérbole.
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Figura 3.30: Visualizando os dados e as solucbes do problema A.

Solucao: Usando a Definigao 3.6 de hipérbole, deduzimos que os pontos O; e O, caso existam,
sao os pontos em s que sdo centros das circunferéncias 6, e 6, que passam por F e sao tangentes a

9, digamos %, tangente exteriormente e €, tangente interiormente.

Figura 3.31: Visualizando as solucdes do problema A no contexto da Definicdo 3.6 de hipérbole.

Utilizando a inversao geométrica, apresentamos na sequéncia 0s passos da construcao que solu-
cionam o problema A.
i) Construa uma circunferéncia de inversao ./ com centro em F.

i) Construas, a inversa da reta s em relacdo a .«f. E claro, da Proposicdo 2.6 que s é uma circun-

feréncia que passa por F.

iii) Construa 2, a inversa da circunferéncia 2 em relacdao a .. A Proposicao 2.8 afirma que 9 é

uma circunferéncia que nao passa por F. E, é claro que IN3=¢ pois Z Ns = .
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iv) Construa as duas retas u e t que passam pelo centro de s e sdo tangentes a 2, conforme

construcdo C dada na secdo 1.2 do capitulo 1. (Aqui precisamos impor a condicao restritiva:
centro de S exterior a 9).

v) Construa as respectivas inversas i e t de u e t relativas a .«/. A Proposicdo 2.6 garante que i e

t s&o circunferéncias que passam por F.

vi) Construa os centros O; e O, de il e t, respectivamente.

Afirmacao: O; e O, séo as solugbes do Problema A.

-

Figura 3.32: Solucao do Problema A via inversdo geométrica.

Justificativa: Do passo v), i e t sdo circunferéncias que passam por F. Do passo iv) u e t sdo
tangentes a 9 e isso implica que Il e T sd0 tangentes a 9, pois a condi¢do de tangéncia é preservada

pela inversdo. Segue entao, da Definicdo 3.6 de hipérbole, que os respectivos centros O, e O, de i e
t pertencem a hipérbole 5 = (F, 2).

Além disso, como u e t sdo ortogonais a 2 e passam pelo centro da circunferéncia s segue da

Proposicdo 2.12, que il e t sd0 ortogonais a s e portanto seus respectivos centros 0O, e O, pertencem
as.

Concluséo: O; e O, séo os dois pontos de interseccao da hipérbole 5 = (F, 2) com a reta s.

Observagdo: A condicao de existéncia de O, e O, é que o centro de s seja exterior a 9.

O problema de Regiomontanus que vamos apresentar consiste em fazer o trajeto no sentido in-

verso do seguinte resultado de Geometria Plana.
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Proposicao 3.7

Considere um triangulo ABC com d(B,C) = a e d(A,C) = b, onde supomos a > b. Sejam
d(C,H) = h a altura relativa ao lado AB, d(A,H) =n e d(B,H) = m, onde H é o pé da perpen-

dicular tracada de C a reta que passa porAe B. Entdo,m>nea—b <m—n.

Demonstracao:

Temos trés situacbes a considerar:

i) O angulo ZBAC é reto.
ii) O angulo ZBAC é obtuso.

iii) O angulo ZBAC é agudo.

e Supondo a situacao i):

A m B
Figura 3.33: Visualizando os dados da Proposicao 3.7 para um triangulo ABC retangulo em A.
Tém-se:
b=h,n=0eentdo m> 0(=n). E, a desigualdade triangular junto com m > 0 diz que
a<b+mea—b<m(=m—n).

e Supondo a situacao ii):

)

Figura 3.34: Visualizando os dados da Proposicdo 3.7 para um triangulo ABC obtusangulo em A.
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Tém-se:

m=d(AH)+d(AB)=n+d(A B) comd(A B)# 0= m> n. E a desigualdade triangular nos diz

quea<b+(m—n)e=a—b<m-—n.

e Supondo a situacao iii):

A H B

Figura 3.35: Visualizando os dados da Proposicao 3.7 para um triangulo ABC acutangulo em A.

Usando o Teorema de Pitdgoras nos triangulos ACH e HCB tém-se:

a’*=h*+m?

b? =h? +n>.
Do sistema acima, obtém-se:
a’?— b2 =m?—n?. (3.13)
Por outro lado,
a>b>0=da*>>b*>>0. (3.14)

De (3.13) e (3.14) seque que m*—n?>>0=m>n, vistoque m>0en > 0.

Também lembrando que o comprimento da hipotenusa de um triangulo retangulo é maior que o

comprimento de seus catetos, tém-se:

a>m,b>n=a+b>m+n. (3.15)

Assim, de (3.13) e (3.15) seque que: (a—b)(a+b) = (m+n)(m—n) = (m+n)(m—n) > (a—b)(m+n) =
m—n > a—b. E isso finaliza a demonstracao.
|

Problema de Regiomontanus: Dados trés nimeros reais positivo x, y, 2, com x < y, construir
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com régua e compasso, um triangulo como o da situacéo iii) da Proposicado 3.7 tal que, x = a— b,

y=m—nez=h.

Solucao: Seguem os passos da construcao.

i) Construa um segmento FB de comprimento y.

ii) Construa uma reta r paralela ao segmento FB e a uma distancia z da reta suporte s que contém

FB.
iii) Construa a circunferéncia 2 de centro B e raio x.

iv) Construa o ponto C de interseccéo da hipérbole s# = (F, %) com a reta r, conforme construgao
descrita na solucdo do Problema A, de tal forma que C seja o centro em r da circunferéncia

tangente exteriormente a 9.
v) Denote por H o pé da perpendicular tracada de C a reta s.

vi) Construa a circunferéncia £ de centro C e raio CF. Denote por A o outro ponto de interseccao

descom Z.

Afirmacao: O triangulo ABC satisfaz as condigOes estabelecidas.

Figura 3.36: Construcao da solugao do problema de Regiomontanus.

Justificativa: Precisamos verificar apenas que:

1. x=a—b=d(B,C)—d(A,C),

2. y=m—n=d(B,H)—d(A H).
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Da construcédo realizada, C € 5 = (F,92) e entdo, d(B,C)—d(F,C) =x =a—b. Além disso, o ponto
A foi construido satisfazendo d(A,C) = d(C,F). Portanto temos que a expressao que se encontra
em 1 se verifica. Também da construgéao feita, temos d(A,H) = d(H,F) e entdo d(B,H) —d(A,H) =
d(B,F)+d(F,H)—d(A,H)=d(B,F) =m—n, e isso finaliza a justificativa.
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Conclusoes

A inversdo geométrica é uma técnica importante na solucao de problemas de Geometria, principal-
mente aqueles relacionados a construcao geométrica de problemas de tangéncia, permite converter
problemas aparentemente complicados em problemas analogos, mas com solucées mais simples.
Por exemplo, permite resolver o elegante Teorema de Feuerbach (Seja &% a circunferéncia de nove
pontos relativa ao triangulo ABC. Sejam ¥, Z e & as circunferéncias ex-inscritas ao triangulo ABC
e % a circunferéncia inscrita ao mesmo triangulo. Entdo, & é tangente a cada uma destas circun-
feréncias) e o problema dos trés circulos de Apolonio (dados trés circulos, tracar um circulo que seja
simultaneamente tangente aos outros trés dados). Neste trabalho foram estudados trés subcasos do
Problema de Apolbnio e outras aplicacdes, como as demonstracdes da Férmula de Euler e do Teorema
de Ptolomeu, que sdo usualmente resolvidos com argumentos de Geometria Analitica ou Desenho
Geométrico, que podem ser remanejados para seu “mundo inverso equivalente”, onde a resolucao
dos mesmos se mostra facil e, entdo pela propriedade involutiva da aplicacdo inversdo resgata-se a

solugao do problema original.

Na dissertacao estudamos as propriedades da Inversdo geométrica. Uma propriedade importante
dessa transformacao é a preservacdo dos valores dos angulos transformados por ela. Por exemplo,
dadas duas retas r e s concorrentes em P, denotando por 7,5 e P os inversos der, s e P, respectiva-
mente, em relagdo a uma circunferéncia 9, teremos que 7 e’s se interceptam em P fazendo o mesmo

anguloqueoder es.

A fim de explorar as propriedades da inversao e auxiliar nas construcoes, fizemos uso do software
de Geometria Dindamica GeoGebra. Este ambiente possui um carater interativo e exploratério que
permitem revelar aspectos novos e até mesmo inesperados através da manipulacao das figuras ge-
ométricas construidas. Acreditamos que descobrir e construir a Geometria Inversiva com o auxilio
da Geometria Dinamica é um caminho instigante que leva ao desenvolvimento de habilidades de

visualizacdo, desenho e argumentacao ldgica, além de contribuir para interiorizacdo dos conceitos

aprendidos e estimular a formulacao de conjecturas.
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A dissertacao consiste de um texto, bem fundamentado, rico em ilustracdes, que pretende contri-
buir para um melhor entendimento dos aspectos matematicos tedricos e geométricos das inversodes
e, facilitar a compreensao de alguns aspectos aplicados das mesmas. Esperamos que o texto de-
senvolvido sirva como ponto de partida para todos os estudantes que pretendam aprofundar seus

estudos em Geometria.

Além disso, mais importante do que a resolucao dos problemas, foram os caminhos percorridos
para encontra-lo. Nesse processo, foram retomados fatos histéricos sobre a matemaética, especifica-
mente a geometria, além das teorias sobre a resolucdo do problema de Apolénio, considerando os
anos de trabalhos de varios matematicos. E importante mencionar, que a resolucdo de problemas
de construcdes geométricas traz um importante desenvolvimento do raciocinio légico. Além disso, o
uso de um software de geometria dindmica, como o GeoGebra, facilitou a visualizacdo e a consolida-
cao de métodos de construcdo, pois possui a inversao como uma de suas ferramentas padrao, o que

facilitou resolver os problemas no plano Inversivo.

Acreditamos que o caminho para o aprendizado passa obrigatoriamente pela compreensao e ex-
ploracdo de conceitos, assim, este trabalho possibilitou o desenvolvimento critico e investigativo,
fomentando e perpetuando a busca por novos conhecimentos. Frente ao contexto mencionado, po-
demos afirmar que, esta dissertacdo é um estudo contextualizado sobre as possiveis potencialidades
da geometria inversiva, de modo a disponibilizar aos leitores a fundamentacao dessa ferramenta que

é de suma importancia na resolucdo de problemas de Geometria.
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APENDICE A

Construcao da média geométrica entre

dois segmentos

Abaixo 0s passos para a construcao da média geométrica entre dois segmentos de comprimentos

a e b dados.
i) Transporte sobre uma semirreta AY o segmentoA_B de comprimento a e depois o0 segmento BD
de comprimento b, como na figura Fig. A.1.
ii) Construa o ponto médio M do segmento AD.
iii) Construa uma circunferéncia %6 de centro M e diametro AD.
iv) Trace a reta perpendicular ao didmetro AD passando pelo ponto B.

v) Seja o ponto P uma das interseccdes da reta perpendicular construida no passo anterior com a

circunferéncia 4.

vi) Construa o segmento PB.

Afirmacdo: O segmento PB é a média geométrica (ou média proporcional) entre os segmentos

AB e BD.
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Figura A.1: Construcao com régua e compasso da média geométrica entre dois segmentos dados.

d(B,D) _d(RB)
d(PB) d(AB)

Justificativa: Segue da semelhanca entre os triangulos PBD e ABP que:

E entdo, d(B,B)?> =d(A,B)-d(B,D) =a- b. Ou seja, PB é a média geométrica entre os segmentos

de comprimentos a e b.
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APENDICE B

Caracterizacao de uma das circunferéncias

tangentes, solucao do Problema 3

Dados uma reta r, pontos P, Q € r, .o/ e 9B circunferéncias tangentes entre si e a reta r em P
e Q, cujos raios sdo k; e k, com k; > k,, mostrar que a circunferéncia % tangente ar, & e %,

conforme Fig. B.1, é a circunferéncia de raio k tangente a r no ponto H, onde k satisfaz a relacdo

1 1 d(RQ)k,

_:_+—eHetanued(Q,H)

Vi Vo vk, Vi + vk

Figura B.1: Estabelecendo os dados do Problema do apéndice B.

Demonstracao:

Sejam O; e O, os centros de ./ e 98, respectivamente e, O o centro de ¢. Construa também os
pontos F, G e I, conforme Fig. B.1. Dessa forma tém-se d(0,,F) = k; —k, e d(0;,G) = k; —k. E,

considere trés triangulos retangulos esbocados nessa figura.
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Caracterizacao de uma das circunferéncias tangentes, solucao do Problema 3

i) Triangulo O;0,F, do qual segue que:

[d(F,0,)1> + [d(F,0,)]* = [d(0;,0,)]* = [d(F,0,)]* = (k; + ky)* — (k; — ky)* = d(F,0,) =

2‘\/ k1k2-
i) Triangulo O,0G, do qual segue que:

[d(G,0) +[d(G,0,)12 = [d(0,,0)12 = [d(G,0) 12 = (k; + k)* — (ky —k)? = d(G, 0) = 2/K,.

iii) Triangulo O,0I, do qual segue que:
[d(1,0)]? +[d(1,0,)]* = [d(0,,0)]* = [d(I,0)]* = [d(0,,0)]* - [d(I,0,) ]’

= [d(F,0,)—d(G,0)]* = (ky + k)?> — (k, — k)* = 4k,k.

De i), ii) e iii) obtemos:

(2vkk, — 2K k) = 24/Tok.

Dividindo essa expressao por 24/ k,k,k obtemos:

Além disso, também temos:

d(BH) = d(G,0) = 2+/k;k,

d(Q,H) =d(I,0) = 24/ kyk. (B.1)
Entao:
d(RQ) = d(BH) +d(Q,H) = 2Vk(y/K, + /i) = Vi = —LBQD (B.2)
2(vkiv'ks)
d(P, k
Substituindo (B.2) em (B.1) obtemos d(Q,H) = M e isso finaliza a demonstracao.
Vi + vk, .
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APENDICE C

Introducao ao GeoGebra

O uso das tecnologias na matemdtica tem se tornado, cada vez mais, fundamental e indis-
pensavel no processo de ensino e aprendizagem, agregando dinamismo aos conteldos aborda-
dos. Nesse sentido, o software GeoGebra é uma ferramenta vantajosa e abrangente no desen-
volvimento de conteldos matematicos, permitindo que construcdes realizadas possam ser ma-
nipuladas e visualizadas de forma interativa. H& a opcdo de utilizar esse software de forma
online na pagina https://www.geogebra.org/classic ou instalado no computador através do site
https://www.geogebra.org/download?lang=pt. Ao longo dos anos, desde a sua criagao, ele vém sendo
atualizado e aprimorado com funcdes mais tecnolégicas e eficientes. H& diversos cursos e tutoriais
disponibilizados na pagina do Instituto Sao Paulo GeoGebra para a correta utilizacdo e exploracado de
suas ferramentas. A interface inicial do software GeoGebra se encontra na Fig. C.1, onde podem ser

visualizadas as suas principais funcoes.

€7 GeoGebra Classic - a %
.A // /",, :- («. \,/\ 4 \ -2 '%) RE;(TTV
+ N 6 @
5
i GeoGebra Classico @
A/ Grafico
2 [ﬁ Geometria
& Janela3D

X= Janela CAS

T Planilna de Calculos

>

1\ Probabilidade

& Modo Exame

|4

Download

Figura C.1: Interface inicial do GeoGebra.
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Introducao ao GeoGebra

Construcoes geométricas utilizando o GeoGebra

Sao muitas as ferramentas e fungdes do dominio da matematica que esse software permite reali-

zar. Nesta secao vamos explorar a disposicao Geometria, suas especificidades sao apresentadas na

Fig. C.2.
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Figura C.2: Ferramentas da funcao Geometria presentes no software GeoGebra.

Para exemplificar a utilizacdo do Geogebra com o uso de algumas das ferramentas disponiveis na

funcdo Geometria, serdo realizadas a seguir duas construcdes geométricas utilizando esse software.

C.1 Construcoes geométricas utilizando o GeoGebra

Construcao de duas circunferéncias ortogonais:

i) Construa um segmento AB usando a funcao Segmento. Em seguida contrua um ponto O usando

a ferramenta Ponto (clique sobre o ponto C e use a funcao Renomear, acionada pelo botao

direito do mouse, para denotar o ponto recém construido por O). Usando a funcdo Compasso

construa a circunferéncia C de centro O e raio AB (apds o Geogebra construir a circunferéncia

clique em Mover e depois selecione a circunferéncia, em seguida usando a funcao Renomear

denote a circunferéncia construida por C). Construa um ponto P exterior a C, usando as funcdes

Ponto e Renomear, conforme Fig. C.3.
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Figura C.3: Passo i) da construcdo de duas circunferéncias ortogonais no GeoGebra.

ii) Obtenha o ponto médio M do segmento OP, conforme Fig. C.4, utilizando as fungdes Ponto

Médio ou Centro e Renomear do software GeoGebra.

€2 Geometria - GeoGebra
Y 5 BN IFANER

2 Ponto
{,;‘\ Ponto em Objeto
‘f' Vincular / Desvincular Ponto

>( Intersecio de Dois Objetos

I_ « " Ponto Médio ou Centro I
Ponto M

oZ Nimero Complexo

N Otimizacédo
f\} Raizes

Exibir Objeto

A% Exibir Rotulo

o Exibir Rastro

[I:! Renomear

B B Apagar

L——"

£ Configuracdes

Figura C.4: Passo ii) da construcao de duas circunferéncias ortogonais no GeoGebra.

iii) Construa uma circunferéncia auxiliar F de centro M e raio M P, utilizando a fungcdo Compasso
disponivel no GeoGebra (e as funcdes Mover e Renomear). Em sequida, construa D e E, os
pontos de interseccdo entre as circunferéncias C e F, utilizando a funcao Intersecao de Dois

Objetos também disponivel no GeoGebra, conforme Fig. C.5.
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Circulo F: Circul tro M e raio S to(P, M
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Figura C.5: Passo iii) da construcao de duas circunferéncias ortogonais no GeoGebra.

iv) Construa agora, usando o Compasso (depois a funcées Mover e Renomear), a circunferéncia G
de centro P e raio PD, conforme Fig. C.5. Afirmamos que as circunferéncias C e G sao ortogo-

nais, veja justificativa abaixo.

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

@ Circulo: Centro & Raio

I @ Compasso

Q Circulo definido por Trés Pontos
{“ Semicirculo

.-] Arco Circular

‘/} Arco Circuncircular

Q Setor Circular

Q Setor Circuncircular

Figura C.6: Passo iv) da construcdo de duas circunferéncias ortogonais no GeoGebra.

v) Como intuito de facilitar a justicativa e explorar as funcionalidades do software, trace os seg-
mentos OD e OE, ambos raios da circunferéncia C, utilizando a ferramenta Segmento. Usando
a funcédo Angulo, construa os angulos ZPDO e ZPEO e observe que esses angulos s&o ambos

retos. Trace também as duas retas tangentes a C passando por P, utilizando a funcao Reta
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Tangente e oberve que uma delas passa por D e a outra por E (esse fato pode ser confirmado
acionando a funcdo Relacao presente no GeoGebra, selecionando em seguida o ponto e a reta),
conforme Fig. C.5. Em seguida manipule os objetos construidos, da seguinte maneira: com a
funcao mover acionada, clique sobre o objeto escolhido e realize um movimento com o mouse.

Observe o gue ocorre com a construcao ao movimentar o ponto O, o ponto P e o segmento AB.

2
/ Reta I 4 Angulo I ’:;, Reta Perpendicular

I " Segmento I ‘\:v' Aﬂgulo com Amplitude Fixa .—;-’-;' Reta Paralela
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:
.~ Semirreta " Area - Bissetriz
— “
<, Caminho Poligonal /f Inclinaczo r/b' Reta Tangente
" Vetor (1.2} Lista .Q Reta Polar ou Diametral
c/‘:. Vetor a Partir de um Ponto a;b Relacéo },-.' Reta de Regresséo Linear
=/ Y N "
«/ Inspetor de Funcdes Yo Lugar Geométrico

Figura C.7: Passo v) da construcao de duas circunferéncias ortogonais no GeoGebra.

Justificativa: O ZPDO mede 90°, pois é angulo inscrito na semicircunferéncia de didmetro OP.
Como OD é raio da circunferéncia C segue que, I<’_D) é tangente a C em D. Da mesma forma, como
PD é raio da circunferéncia G segue que, ﬁ é tangente a G em D. Portanto o angulo entre C e G
em D é reto e, consequentemente da Proposicdao 1.4, também é reto o angulo entre C e G em E, ou

seja C e G sao circunferéncias ortogonais.

Determinacao do centro de uma circunferéncia dada:

i) Utilizando a funcao Circulo Definido por Trés pontos (e as funcdes Mover e Renomear) construa
a circunferéncia D que passa pelos pontos A, B e C. Essa é a construcdo equivalente a dar uma
circunferéncia de raio qualquer desenhada no papel. Precisamos agora escolher dois pontos
distintos quaisquer sobre essa circunferéncia dada. Sem perda de generalidade, podemos su-
por que os pontos escolhidos sao os pontos A e B. Escolhido esses pontos, trace a corda AB

utilizando a fungao Segmento do software GeoGebra, conforme Fig. C.8.
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Construcoes geométricas utilizando o GeoGebra
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Figura C.8: Passo i) para a determinagdo do centro de uma circunferéncia dada, usando o GeoGebra.

ii) Usando a funcdo Ponto Médio (e a funcao Renomear), construa M o ponto médio da corda AB.
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Figura C.9: Construcao do ponto médio de uma corda AB, usando o GeoGebra.

iii) Trace a reta r perpendicular a corda AB e que passe por M, utilizando a funcao Reta Perpendi-

cular (e as funcdes Mover e Renomear).
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Figura C.10: Tracado da reta perpendicular a uma corda AB passando pelo seu ponto médio, usando o Geo-

Gebra.
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iv) Construa E e F os pontos de intersecgao entre a reta r e a circunferéncia D, via o comando

Intersecao de Dois Objetos.

]
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Figura C.11: Construcdo dos pontos de interseccles entre uma reta r e uma circunferéncia D, usando o Geo-
Gebra.

v) Construa O o ponto médio do segmento EF, via o comando Ponto Médio, conforme Fig. C.9.
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Figura C.12: Construcao final do centro de uma circunferéncia dada, usando o GeoGebra.

Afirmacao: O ponto O é o centro da circunferéncia D.

Justificativa: Da construcdo temos que a reta r é a mediatriz da corda AB (esse fato pode ser
confirmado utilizando a funcao Mediatriz presente no GeoGebra), portanto, em particular, r passa
pelo centro da circunferéncia D. Consequentemente, a corda EF é diametro da cirunferéncia D, logo

seu ponto médio O é o centro de D.
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