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BISPO, S. O..Utilizando o Geogebra Para a Compreensao das Relacoes Métricas no
Triangulo Retangulo. 2023. 74p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal
de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

A utilizacao de tecnologias digitais tem se mostrado cada vez mais necessaria
dentro das salas de aula. Uma das dreas que mais tem sido beneficiada com
estas tecnologias é a Matematica. Softwares e aplicativos, como por exemplo o
GeoGebra, tém apresentado bons resultados quando utilizados pelo professor na
explicacao de conteddos matematicos, principalmente, em relacao a geometria.
Este trabalho apresenta uma sequéncia de atividades ao longo de cinco aulas
com uma turma de 8° ano do ensino fundamental. O objetivo destas atividades
foi o de apresentar as relagcdes métricas em um triangulo retangulo. Para isso,
foram abordados os conceitos de congruéncia e semelhanca de figuras, em es-
pecial de triangulos. Nestas atividades, realizadas no laboratério de informatica,
o professor utilizou o GeoGebra para a explicacao dos conteudos e exemplos,
enquanto os alunos resolveram exercicios, também, com o uso do GeoGebra em
seus computadores. Conforme relatado no texto, a interacao dos alunos com o
professor mostra que as atividades despertaram o interesse pelo aprendizado
nos alunos. Além disso, com o teste avaliativo aplicado na Ultima aula podemos
concluir que o uso do GeoGebra contribuiu para a aprendizagem no ensino das
relagdes métricas no triangulo retangulo.

Palavras-chave: Congruéncia e Semelhanca de Triangulos, Geometria, Ensino

Fundamental II.



BISPO, S. O..Using GeoGebra to Understand Metric Relationships in the Right Trian-
gle. 2023. 74p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-
MG.

Abstract

The use of digital technologies has become increasingly necessary in classrooms.
One of the areas that have benefited most from these technologies is Mathema-
tics. Software and applications, such as GeoGebra, show good results when used
by the teacher in explaining mathematical content, especially in relation to geo-
metry. This work presents a sequence of activities over five classes with an 8th-
grade elementary school class. The purpose of these activities was to present
the metric relationships in a right triangle. For this, the concepts of congruence
and similarity of figures, especially triangles, were examined. In these activities,
carried out in the computer lab, the teacher used GeoGebra to explain the con-
tents and examples while the students solved exercises, also using GeoGebra
on their computers. As reported in the text, the student’s interaction with the
teacher shows that the activities aroused the students’ interest in learning. In
addition, with the evaluation of the test applied in the last class, we can conclude
that the use of GeoGebra contributed to learning in the teaching of relations in
the triangle.

Keywords: Congruence and Similarity of Triangles, Geometry, Elementary

School - middle school.
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Introducao

Nos ultimos anos tem-se percebido que o ambiente escolar vem sendo transformado atra-
vés da insercao tecnoldgica nas salas de aula. E com isso, dentre todos os conteudos estu-
dados em matematica, possivelmente o que mais pode se beneficiar do avanco tecnoldgico
escolar é o estudo da geometria. Muitos professores de matematica véem o ensino de geo-
metria como uma tarefa ardua, seja pela dificuldade em desenhar as figuras devido o tempo
demandado durante as construcdes geométricas, ou até mesmo por entenderem que esse

assunto é menos importante que o ensino de algebra e calculo.

No entanto, é importante observar o que diz Lorenzato (2006, p.59) [9] “por mais conhe-
cimentos sobre outras partes da matematica que alguém possuir, eles nao serao suficientes
para resolver questdes que demandarem percepcao e raciocinio geométrico”. Assim, a mate-
matica apresenta questdes que exigem uma maneira prépria de raciocinio que é desenvolvido

apenas pelo estudo da geometria. Vale observar ainda o que afirma Kameyama (2018) [7].

E evidente as dificuldades apresentadas pelos alunos na compreen-
sao de conceitos e postulados relacionados a Geometria Espacial de
Posicao, decorrente principalmente das aulas limitadas ao uso do
livro didatico e de métodos de ensino tradicionais. Os alunos apre-
sentam dificuldades também na abstracdo de conceitos geométricos
tridimensionais, resultantes da visualizacao de figuras geométricas
tridimensionais representados em planos bidimensionais (papel ou
quadro) e de forma estédtica. Tendo em vista os avancos tecnolégi-
cos ocorrido nos ultimos anos, se tem resultante grandes mudancas
do perfil dos alunos em relacao ao uso de recursos tecnolégicos,
e com isso a necessidade de introducao dessas novas tecnologias
Nnos processos educacionais a fim de minimizar as dificuldades apre-
sentadas na compreensdo de contelidos matematicos. (Kameyama,
2018)

De forma adicional, o uso de softwares educacionais como o GeoGebra, € 0 uso do
laboratério de informatica nos momentos de aprendizagem tornam o processo de ensino-
aprendizagem mais envolventes e prazerosos aos alunos. A prépria BNCC [10] destaca a
importancia das tecnologias digitais em nossas vidas, sugerindo sua utilizagao em sala de

aula no processo de consolidagao das habilidades e competéncias.

® UFU-FAMAT-PROFMAT 1l



Tanto a computacao quanto as tecnologias digitais de informacao e
comunicacao (TDIC) estao cada vez mais presentes na vida de to-
dos, ndao somente nos escritérios ou nas escolas, mas nos nossos
bolsos, nas cozinhas, nos automaéveis, nas roupas etc. Além disso,
grande parte das informacdes produzidas pela humanidade estd ar-
mazenada digitalmente. Isso denota o quanto o mundo produtivo e
o cotidiano estao sendo movidos por tecnologias digitais, situacao
que tende a se acentuar fortemente no futuro. (BRASIL, 2017, p.
473)

Com base nas citacdes acima, apresenta-se neste trabalho, o uso do software GeoGebra
para a abordagem do estudo das relagdes métricas no triangulo retangulo, afim de relacionar

o termo algébrico quadrado a sua representacao geométrica.

A utilizacao do GeoGebra ja se mostrou muito eficiente no ensino de Probabilidade [2],
Geometria Espacial [7], Geometria Plana [6], Trigonometria [8] entre outros. Em especial, ou-
tros docentes e pesquisadores também ja utilizaram o GeoGebra na abordagem das relacdes

métricas no triangulo retangulo obtendo bons resultados com os alunos, [13, 16, 18].

O presente trabalho encontra-se estruturado da seguinte forma: no capitulo 1 é apresen-
tada a fundamentacao tedrica, abordando os conceitos elementares de ponto, reta, plano,
angulos, etc; no capitulo 2, as relagcdes métricas no triangulo retangulo a partir da seme-
Ihanca de triangulos; no capitulo 3, as aplicacdes na sala de aula, ou seja, o roteiro de nossas
aulas, a interatividade e envolvimento dos estudantes bem como, as avaliacdes durante o
desenvolvimento do trabalho; no capitulo 4, nossas conclusdes e consideracoes finais. Os

comandos do GeoGebra que foram utilizados em sala de aula sao apresentados no apéndice.

UFU-FAMAT-PROFMAT 2



CAPITULO 1

Fundamentacao teodrica

A geometria plana é a area da matematica que estuda as figuras planas a partir dos
conceitos primitivos de ponto, reta e plano, desenvolvendo-se até a construcao das figuras
planas, com o célculo de suas respectivas areas e perimetros. Vejamos neste capitulo estes
conceitos primitivos bem como os postulados e definicbes que fundamentam a geometria

plana.

1.1 Nocoes e proposicoes primitivas

As nocdes (conceitos, termos, entes) geométricas sao estabelecidas por definicao. As no-
cdes primitivas sao adotadas sem definicao. Adotaremos sem definir as nocées de: PONTO,
RETA e PLANO. De cada um desses entes temos conhecimento intuitivo, decorrente da ex-
periéncia e da observacao. Podemos representar um ponto por letras latinas maidsculas, uma
reta por letras latinas mindsculas e um plano por letras gregas maidsculas. Na Figura (1.1)

temos a representacdo grafica de um ponto, uma reta e um plano.

Figura 1.1: Representacdo grafica de um ponto, uma reta e um plano.

O ponto P. Aretar. O plano a.

Fonte: Autor.
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Fundamentacao tedrica Nocoes e proposicoes primitivas

Na geometria, as proposicées (propriedades, afirmacdes) geométricas sao aceitas me-
diante demonstracdes, enquanto as proposicées primitivas, ou postulados, ou axiomas sao
aceitos sem demonstracao. Vejamos alguns postulados relacionando o ponto, a reta e o

plano.

Postulado 1.1: da existéncia |

a) Em uma reta, bem como fora dela, ha infinitos pontos.

b) Em um plano ha infinitos pontos.

A Figura (1.2) indica uma reta r e os pontos A,B,P,R,S e M, sendo que: A,B,P € r,
R,S5,M¢r ournao passa porR,SeM.

Figura 1.2: Postulado da existéncia.

Fonte: Autor.

Considerando dois pontos A e B, apenas uma das opcdes abaixo pode ocorrer:

e A e B sdo coincidentes, ou seja, € o mesmo ponto, um sé ponto com dois nomes: A e B,

ou

e A e B sao distintos.

Dados um ponto P e uma reta r, apenas uma das opcdes abaixo pode ocorrer:

e 0 ponto P esta na reta r, ou seja, a reta r passa por P, Per, ou

e 0 ponto P ndo esta na reta r, ou seja, a reta r ndo passa por P, P¢r.

Na Figura (1.3) temos um exemplo de cada situacao descrita acima.
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Fundamentacao tedrica Nocoes e proposicoes primitivas

Figura 1.3: Posicao entre dois pontos e um ponto, e uma reta.

Ue

(Pé&r)

Fonte: Autor.

Definicao 1.1: Pontos colineares

Dizemos que dois ou mais pontos sao colineares quando estes pertencem a uma mesma

reta.

Na Figura (1.4) temos gue os pontos A, B e C sao colineares, enquanto os pontosR,SeT

nao sao colineares.

Figura 1.4: Pontos colineares.

o

Fonte: Autor.

Postulado 1.2: Da determinacao

a) Da reta: dados dois pontos distintos, estes pontos determinam uma Unica reta que
passa por estes pontos. A expressao duas retas coincidentes € equivalente a uma

Unica reta.

b) Do plano: trés pontos nao colineares determinam um Unico plano que passa por eles.

Na figura (1.5) temos o plano a determinado pelos pontos A, B e C que nao sao colineares.

Em outras palavras, o plano a é o unico plano que passa por A, B e C.
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Figura 1.5: Plano a determinado pelos pontos A, B e C.

Fonte: Autor.

Postulado 1.3: da incluséao |}

Se uma reta possui dois pontos distintos num plano, entao a reta estd contida nesse

plano.

Figura 1.6: Postulado da inclusao.

Fonte: Autor.

Definicao 1.2

Pontos coplanares sdo pontos que pertencem a um mesmo plano. Figura é qualquer
conjunto de pontos. Figura plana é uma figura que possui todos os seus pontos num

mesmo plano.

Definicao 1.3: Retas concorrentes

Duas retas sao concorrentes se, e somente se, elas possuem um Unico ponto em co-

mum.

Na Figura (1.7) temos um exemplo de retas concorrentes. As retas r e s sao concorrentes

no ponto P.
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Fundamentacao tedrica Segmento de reta

Figura 1.7: Um exemplo de retas concorrentes.

rNs={P}
Fonte: Autor
Observacao: Dados uma reta r, dois pontos P e Q tais que Per e Q ¢ r, entao existe

uma Unica reta s que passa por P e Q, tal que r e s sao concorrentes. A Figura (1.8) ilustra

esta observacao.

Figura 1.8: Existéncia de uma reta concorrente a r passando por P.

Fonte: Autor.

1.2 Segmento de reta

Definicao 1.4: Segmento de reta

Dados dois pontos distintos, a reuniao do conjunto desses dois pontos com o conjunto

dos pontos que estao entre eles é um segmento de reta.

Na Figura (1.9) temos o segmento de reta AB, denotado por AB, Os pontos A e B sdo as
extremidades de AB e os pontos que estdo entre A e B s30 os pontos internos do segmento.
Se os pontos A e B coincidem, ou seja, se A = B, entdo dizemos que o segmento AB é o

segmento nulo.
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Figura 1.9: Segmento de reta AB.

A B
° ° °
B

X

>0

AB ={A,B} U { X X esta entre A e B}

Fonte: Autor.

Definicao 1.5: Semirreta

Dados dois pontos A e B, a reunido do segmento de reta AB com o conjunto dos pontos
X tais que B esta entre A e X é a semirreta AB (indicada por A_B)). O ponto A é a origem da

semirreta A_B> Utilizando a notacao de conjunto temos A_é =ABU {X|B est4 entre A e X}

Figura 1.10: Semirreta AB.

¥

O
B A e
Fonte: Autor.

Se A esta entre B e C, as semirretas AB e BC s&o ditas semirretas opostas. Na Figura

(1.11) temos um exemplo de semirretas opostas.

Figura 1.11: Semirretas opostas AB e BC.

%

O
A G

W ¢

Fonte: Autor.

Definicao 1.6: Medida

Definimos medida, ou comprimento, de um segmento de reta como sendo a razao entre
este segmento e outro segmento tomado como unidade. Para este segmento unitario,

em geral, é utilizado o metro (m) ou o centimetro (cm).

Agora, utilizando a medida de segmento de reta, podemos definir distancia geométrica e

distancia métrica entre dois pontos.
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Definicao 1.7: Distancias

Dados dois pontos A e B, a distancia geométrica entre A e B (indicada por dag) € o

segmento AB ou qualquer segmento congruente a AB. J4& a distancia métrica entre

A e B é a medida do segmento AB. No caso em que A e B coincidem, dizemos que a

distancia geométrica entre A e B é nula e a distancia métrica é igual a zero.

Figura 1.12: Distancia entre os pontos A e B.

dist. AB

Fonte: Autor.

1.3 Angulo

Definicdao 1.8: Angulo

Chamamos de angulo a reunido de duas semi-retas de mesma origem, nao contidas

numa mesma reta (nao colineares).

A Figura (1.13) nos mostra um exemplo de angulo formado pelas semi-retas OA e OB.

Figura 1.13: Angulo AOB.

Fonte: Autor.

A congruéncia entre angulos é uma nocao primitiva que satisfaz os seguintes postulados:
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1° Reflexiva: Todo &ngulo é congruente a si mesmo. AOB = AOB.
22 Simétrica. Se AOB = COD, entdo COD = AOB;

32 Transitiva. Se AOB = COD e COD = EOF, entdo AOB = EOF.

Figura 1.14: Trés angulos conguentes entre si.

Fonte: Autor.

,J Definicdao 1.9: Angulo suplementar adjacente

Dado o angulo AOB, a semirreta Fé oposta a semireta a e a semirreta OB determinam
um angulo BOC que se chama angulo suplementar adjacente ou suplemento adjacente
de AOB.

Na Figura (1.15) temos um exemplo de angulo suplementar adjacente, onde o angulo

BOC é suplementar adjacente ao angulo AOB.

Figura 1.15: Angulo BOC suplementar adjacente ao angulo AOB.

>

C o A

Fonte: Autor.

A partir da definicao de angulo suplementar adjacente, podemos agora definir angulos

retos, agudos e obtusos.
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Definicao 1.10

Angulo reto é todo 4ngulo congruente ao seu suplementar adjacente. Angulo agudo
é um angulo menor que um angulo reto. Angulo obtuso é um angulo maior que um

angulo reto.

Na Figura (1.16) temos trés exemplos de angulos, sendo que o dngulo AOB é um angulo
reto, COD é um angulo agudo e EOF é um angulo obtuso.

Figura 1.16: Exemplos de angulos reto, agudo e obtuso.

...................... 3 . 3 S
adb é reto cod é agudo edf & obtuso

Fonte: Autor.

1.4 Retas paralelas e perpendiculares

Definicao 1.11: Retas paralelas

Dizemos que duas retas sao paralelas (denotamos por //) se, e somente se, sao
coincidentes (iguais) ou sao coplanares e nao possuem nenhum ponto em comum.

aea,bea,anb=9%=a//b

Figura 1.17: Retas paralelas.

Fonte: Autor.

A unicidade da reta paralela a uma reta dada é o postulado de Euclides (300a.C) ou postu-

lado das paralelas que caracteriza a Geometria que desenvolvemos: a Geometria Euclidiana.
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O postulado de Euclides pode ser enunciado da seguinte forma “Por um ponto passa uma
Unica reta paralela a uma reta dada”. O teorema ?? nos dd uma condicdo necessaria e sufici-
ente para que duas retas distintas sejam paralelas, antes, porém, vejamos a definicao de reta

transversal.

Definicao 1.12: Reta transversal

Chamamos de reta transversal uma reta que intersepta duas ou mais retas paralelas.

Teorema 1.1: Retas paralelas

Duas retas a e b sdo paralelas se, e somente se, formarem angulos alternos (ou angulos

correspondentes) congruentes com uma reta transversal t.

Figura 1.18: Angulos alternos congruentes.

t

Fonte: Autor.

O Teorema de Tales é um importante resultado em relacdo as retas paralelas. Antes de

apresentarmos este teorema, vejamos a definicao de feixe de retas paralelas.

Definicao 1.13: Feixe de retas paralelas

Feixe de retas paralelas € um conjunto de retas coplanares paralelas entre si. Trans-

versal do feixe é uma reta coplanar concorrente a todas as retas do feixe.
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Fundamentacao tedrica Retas paralelas e perpendiculares

Figura 1.19: Feixe de retas paralelas e duas retas transversais.

Transversais

¥ v
/ \

g

e
P

/ 0
feixe de paralelas

Fonte: Autor.

| Teorema 1.2: Teorema de Tales |

Se duas retas sao transversais de um feixe de retas paralelas, entao a razao entre dois
segmentos quaisquer de uma delas ¢é igual a razdao entre os respectivos segmentos

correspondentes da outra.

O Teorema de Tales também pode ser enunciado da seguinte forma: Se AB e CD s&o dois

segmentos de uma transversal e A’B’ e C’D’ sao os respectivos correspondentes da outra
. AB AP’

transversal, entdao — = ——.
CD C’'D’

As demonstracdes dos teoremas 1.1 e 1.2 serao aqui omitidas mas podem ser encontra-

das em outros livros de Geometria Plana, como por exemplo [3, 15].

Definicao 1.14: Retas perpendiculares

Duas retas sao ditas perpendiculares (denotamos por L) se, e somente se, sao con-
correntes e formam angulos adjacentes suplementares congruentes, ou seja, formam

angulos retos.
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Fundamentacao tedrica Retas paralelas e perpendiculares

Figura 1.20: Retas perpendiculares.

aila
b: [-1-] bs
b P

a»

Figura 1.21: Fonte: Autor.

Também podemos definir semirretas e segmentos perpendiculares como sendo: semirre-
tas perpendiculares sao semirretas que estao contidas em retas perpendiculares e tem um
ponto comum; segmentos perpendiculares sao segmentos que estao contidos em retas per-

pendiculares e tém um ponto comum.

O teorema abaixo € um importante resultado que sera utilizado na teoria de semelhanca
de triangulos. Este teorema nos garante a existéncia e unicidade de uma reta perpendicular
a uma outra reta dada, sua demonstracao serd aqui omitida mas estd disponivel em outros

livros de Geometria Plana, como por exemplo [3, 15].

Teorema 1.3: Existéncia e unicidade da reta perpendicular

e Em um plano, dado um ponto P de uma reta r existe uma Unica reta s perpendicular

ar,

e Por um ponto P fora de uma reta r passa uma Unica reta s perpendicular a r.

Definicao 1.15: Projecao ortogonal

Chama-se projecao ortogonal de um ponto (ou simplesmente projecao de um ponto)
sobre uma reta ao ponto de intersecao da reta com a perpedicular a ela conduzida por

aquele ponto.
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Figura 1.22: P’ é a projecdo do ponto P sobre a reta r.

Fonte: Autor.

Definicao 1.16: Projecao de um segmento

A projecdo de um segmento de reta AB ndo perpendicular a uma reta r sobre esta reta
é o segmento de reta A’B’ em que A’ é a projecao de A sobre r e B’ é a projecdo de B

sobre r.

Figura 1.23: Projecdo do segmento AB na reta r.

Fonte: Autor.

1.5 Quadrilateros especiais: retangulos e quadrados

Definicao 1.17: Quadrilatero

Sejam A, B, C e D quatro pontos de um mesmo plano, todos distintos e trés a trés nao
colineares. Se os segmentos AB, BC, CD e DA ineterceptam-se apenas nas extremida-
des, a reunido desses quatro segmentos é um quadrildtero. Os segmentos AB, BC, CD

e DA sdo os lados deste quadrilatero.
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Fundamentacao tedrica Quadrilateros especiais: retangulos e quadrados

Figura 1.24: Exemplo de um quadrildtero formado pelos pontos A, B, C e D.

, .
Al B!

\o

Fonte: Autor.

Definicao 1.18: Retangulo

Um quadrilatero plano convexo é um retangulo se, e somente se, possui 0s quatro

angulos congruentes.

Figura 1.25: Exemplo de um retangulo.

A B

O
O

Fonte: Autor.

Definicao 1.19: Quadrado

Um quadrilatero plano convexo € um quadrado se, e somente se, possui 0s quatro

angulos congruentes e os quatro lados congruentes.

Figura 1.26: Exemplo de um quadrado.

D | G

A B

Fonte: Autor.

Ao longo deste texto, também trabalharemos com o conceito de drea. De forma especial,
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com as areas dos retangulos e quadrados. Assim, apresentamos a definicao de area, bem

como as férmulas para se calcular as areas destes quadrilateros.

,J Definicdao 1.20: Area

Area de uma superficie limitada é um nimero real positivo associado de tal forma que:

1. As superficies equivalentes estdo associadas areas iguas (nUmeros iguais) e reci-
procamente.

A ~ B, se, e somente se, adrea de A = area de B;

2. A uma soma de superficies estad associada uma area (nimero) que é a soma das

areas das superficies parcelas.

C=A+B, entdo dreade C= a drea de A + a area de B.

3. Se uma superficie estd contida em outra, entdo sua area é menor (ou igual) que a

area da outra. Ou seja, se BC A= drea de B < drea de A.

Vejamos agora dois teoremas que nos permitirao desenvolver as férmulas para o célculo
das areas de retangulos e quadrados. As demonstracdes serao aqui omitidas mas estao

disponiveis em outros livros de Geometria Plana, como por exemplo [3, 15].

Teorema 1.4 |

A razao das areas entre dois retangulos de bases congruentes (ou alturas congruentes)

é igual a razao entre suas alturas (ou bases).

De acordo com o teorema acima, temos duas situacdes possiveis:

1. sejam dois retangulos R; e R, com medidas b, de base, e alturas h; e h», respectiva-

AR1 h]_
mente. Assim, de acordo com o teorema acima temos que — = —, ou
R> 2
2. sejam dois retangulos R1 e R, com medidas h, de altura, e bases b; e by, respectiva-
Ar, b1
mente. Assim, de acordo com o teorema acima temos que = I
R> 2

O teorema abaixo nos apresenta uma relacao entre as areas de dois retangulos com bases

e alturas diferentes.
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Teorema 1.5 |

A razao das dareas entre dois retangulos quaisquer é igual ao produto da razao entre as

bases pela razao entre as alturas

Desta forma, o teorema acima nos fornece a seguinte situagao: sejam dois retangulos R;
e R, com bases b; e by, respectivamente, e alturas h; e hy, respectivamente. Desta forma,

obtemos
Ay _ b1 M (1.1)
Ag, b2 hy

Agora, a féormula da drea de um retangulo pode ser obtida a partir da expressao (1.1).
Para isso, basta considerarmos um retangulo R com base b e altura h, e fixar o quadrado Q1

como unitdrio, ou seja, que possui area igual a 1. Obtemos assim,

Logo, a drea de um retangulo é dada pelo produto da base pela sua altura.

Figura 1.27: Area de um retangulo comparada com a area de um quadrado com lados iguais a 1.

Fonte: Autor.

Finalmente, considerando que o quadrado é um retangulo onde a base e a altura possuem
a mesma medida, digamos a, temos que a area deste quadrado, denotada por Ap € dada por
AQ = az.

Figura 1.28: Area de um quadrado.

d

Fonte: Autor.
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CAPITULO 2

Relacoes meétricas no triangulo

retangulo

Apresentamos neste capitulo as relagcdes métricas que sao obtidas em um triangulo re-
tangulo qualquer. Antes, porém, apresentamos a definicao de triangulo, suas classificacdes,

0s casos de congruéncia, além dos casos de semelhancga de triangulos.

2.1 Triangulos

Definicao 2.1: Triangulo

Dados trés pontos A, B e C nao colineraes, a reuniao dos segmentos AB, AC, BC chama-

se triangulo ABC, usualmente, denotado por AABC.

Figura 2.1: Exemplo de um tridngulo formado pelos pontos A, B e C.

A

B a C

Fonte: Autor.

A partir de um AABC podemos definir os seguintes elementos:

e vértices, sdo os pontos A, B e C que definem o AABC;
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Relacoes métricas no tridangulo retangulo Triangulos

e lados, sdo os segmentos AB (de medida c), AC (de medida b) e BC ( de medida a);

e angulos do triangulo, sdo os angulos BAC, ou A, ABC, ou B, e ACB, ou €. Dizemos,

também, que os angulos A, B e € s&o opostos, respectivamente, aos lados.

Definicao 2.2

Considerando os lados de um AABC qualquer, podemos classifica-lo em:
e equilatero se, e somente se, possuir os trés lados congruentes;
e isOsceles se, e somente se, possuir dois lados congruentes;

e escaleno se, e somente se, dois quaisquer lados nao sao congruentes.

Figura 2.2: Exemplos das classificacdes de um triangulo quanto aos seus lados.

AABC Equilstero ADEF Isésceles AGHI Escaleno

c F ‘

Fonte: Autor.

Um triangulo com dois lados congruentes é isosceles; o outro lado é chamado base e o

angulo oposto a base é 0 angulo do vértice. Notemos que todo triangulo equilatero é isésceles.

Também podemos classificar os triangulos em relacdo aos angulos internos.

Definicao 2.3

Considerando os lados de um AABC qualquer, podemos classifica-lo em:
e retangulo se, e somente se, possuir um angulo reto;
e acutangulo se, e somente se, possuir trés angulos agudos;
e obtusangulo se, e somente se, possuir um angulo obtuso.

O lado oposto ao angulo reto de um triangulo é sua hipotenusa e os outros dois sao

chamados catetos do triangulo.
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Figura 2.3: Exemplos das classificacdes de um triangulo quanto aos seus angulos.

C D R
A B E F S T
A ABC retdnguloem A A DEF acutangulo A RST obtuséngulo em S

Fonte: Autor.

2.1.1 Congruéncia de triangulos

Definicao 2.4: Triangulos congruentes

Um triangulo é congruente (=) a outro se, e somente se, é possivel estabelecer uma

correspondéncia entre seus vértices de modo que:
e seus lados sao ordenadamente congruentes aos lados do outro;

e seus angulos sao ordenadamente congruentes aos angulos do outro.

Figura 2.4: Exemplo de dois triangulos congruentes.

Fonte: Autor

Também podemos definir a congruéncia de triangulos utilizando notagcao matematica de

acordo com a expressao em (2.1).

AB=A’B’ A=A
AABC=AA'B'C' | AC=A'C' e B=H (2.1)
BC=B'C’ c=¢

Assim como os angulos, conforme visto na secao 1.3, a congruéncia entre triangulos

também é reflexiva, simétrica e transitiva.

A definicao de congruéncia de triangulos da todas as condicdes que devem ser satisfei-
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tas para que dois triangulos sejam congruentes. Essas condicdes (seis congruéncias: trés
entre lados e trés entre angulos) sao totais, porém, existem condicdes minimas para que
dois triangulos sejam congruentes. Sao os chamados casos, ou critérios, de congruéncia. As

demonstracdes destes casos serao aqui omitidas mas podem ser encontradas em [3].

1° caso - Lado, angulo e lado (LAL): Se dois triangulos tém ordenadamente congru-
entes dois lados e o angulo compreendido, entao eles sao congruentes. Esta proposicao é
um postulado e indica que, se dois triangulos tém ordenadamente congruentes dois lados
e o angulo compreendido, entdao o lado restante e os dois angulos restantes também sao

ordenadamente congruentes.

Figura 2.5: 1° caso de congruéncia de triangulos, LAL.

Fonte: Autor

2° caso - Angulo, lado e angulo (ALA): Se dois tridngulos tém ordenadamente congru-
entes um lado e os dois angulos a ele adjacentes, entdo esses triangulos sdao congruentes. Os

angulos adjacentes ao lado BC s&o B e C; os adjacentes ao lado B’C’ sdo B’ e C'.

Figura 2.6: 2° caso de congruéncia de triangulos, ALA.

A A

B 2 B' C

Fonte: Autor.

3° CASO - Lado, lado e lado (LLL): Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes

os trés lados, entdo esses triangulos sdo congruentes.
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Figura 2.7: 3° caso de congruéncia de tridangulos, LLL.

A A
/y\ /2/\‘\
B I ! C'

C B

Fonte: Autor.

2.1.2 Semelhanca de triangulos

Definicao 2.5: Triangulos semelhantes

Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, possuem os trés angulos ordenada-

mente congruentes e os lados homdlogos proporcionais.

Figura 2.8: Exemplo de dois triangulos semelhantes.

C

Fonte: Autor.

A semelhanca de triangulos também pode ser definida utilizando notacdo matematica de

acordo com a expressao em (2.2).

A=A
R A a b c
AABC~ANA'B'C' | B=B' ¢ —=—=—_ |, (2.2)
a’ b’
c=¢

onde ~ significa que os triangulos sao semelhantes.

Dois lados homélogos (homo = mesmo, logos = lugar) sao tais que cada um deles esta
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em um dos triangulos e ambos sao opostos a angulos congruentes.

Definicao 2.6: Razao de semelhanca

Chamamos de razao de semelhanca entre triangulos o niumero k onde

Se k = 1, os triangulos sdo congruentes.

Os triangulos semelhantes também admitem as propriedades reflexiva, simétrica e tran-

sitiva, assim como os angulos conforme visto na secao 1.3.

Enunciaremos agora o Teorema fundamental que nos permitira a elaboracao dos casos de
semelhanca de triangulos. Sua demonstracdo serd aqui omitida, mas pode ser encontrada

em outros livros de Geometria Plana, como por exemplo [3, 15].

Teorema 2.1: Teorema fundamental |

Se uma reta é paralela a um dos lados de um triangulo e intercepta os outros dois em

pontos distintos, entao o triangulo que ela determina é semelhante ao primeiro.

Figura 2.9: Teorema fundamental.

A

D’J_/\"\ 118G

A (i

Fonte: Autor.

Verificar todas as condigcdes da definicdo de semelhanca de triangulos (2.8) pode ser um
processo bem trabalhoso. Assim, a fim de facilitar este processo, vamos estudar os casos de

semelhanca nos quais é necessario verificar somente duas, ou trés, destas condigodes.

12 CASO: Se dois triangulos possuem dois angulos ordenadamente congruentes, entao

eles sao semelhantes.
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Demonstracao: Sejam dois triangulos AABC e AA’B’C’ com dois angulos ordenada-

mente congruentes, digamos A=A’ e B=B".

Agora, vamos supor que os triangulos nao sao congruentes (pois neste caso eles ja

seriam semelhantes com k = 1) e que AB > A’B’.

Desta forma, sejam D um ponto de AB tal que AD = A’B’ e o triangulo ADE com D = B’
e E no lado AC.

Figura 2.10: Primeiro caso de semelhanca de tridngulos, angulo-angulo.

A A
yaN 5N
D/jj\\\ \\\‘
B c
d/'\}\
B C

Fonte: Autor.

Temos que os triangulos ADE e A’B’C’ sao congruentes pelo 2° caso de congruéncia
de triangulos (ALA). Além disso, temos que
B = B’ (por hipétese)

.. = B =D = DE//BC = AABC ~ AADE.
B’ = D (por construcao)

Recordando que, por construcao, AADE = AA’B’C’ obtemos, entdo, o resultado desejado:
AABC ~ AA’B’C’

Esse é o caso principal que dara sustentacdo ao objetivo deste trabalho nas demonstra-

cOes das relacdes métricas em um triangulo retangulo na secao 2.2.

2° CASO: Se dois lados de um triangulo sdo proporcionais aos homaélogos de outro trian-

gulo e os angulos compreendidos sao congruentes, entao os triangulos sdao semelhates.

A demonstracao deste caso é analoga a do 1° caso, porém utilizando o caso de congruén-
cia LAL e o Teorema fundamental 2.1. Na figura (2.11) junto com a expressao em (2.3) temos

uma visualizacao geométrica com expressdes matematicas deste caso.
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Figura 2.11: Segundo caso de semelhanca de triangulos, lado-angulo-lado.

< g
A
C . A
s T ¢
. J
B - C
Fonte: Autor.
a
C b - =k
g’ Ab’ = AABC ~ AA’'B'C' > B=p8" |- (2.3)
A=A’ ~_ A
c=cC

3° CASO: Se dois triangulos tém os lados homdlogos proporcionais, entdo eles sao seme-
Ihantes.

Novamente, a demonstracao deste caso é andloga a do 1° caso, porém utilizando o caso
de congruéncia LLL e o Teorema fundamental 2.1. Na figura (2.11) junto com a expressao em

(2.4) temos uma visualizacdo geométrica com expressdes matematicas deste caso.

Figura 2.12: Terceiro caso de semelhanca de triangulos, lado-lado-lado.

A
0\\:
b A
\\\ -
\\\ \ N
é\.\‘\\ C
\ c' c
, al
B i
Fonte: Autor.
a b o " N N .
—=—=—=k=>AABC~AA'B'C'=A=A'B=B',C=C (2.4)
a’ b’
26
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2.2 Relacoes métricas

Considerando um triangulo ABC, retangulo em A, e conduzindo AD perpendicular a BC,

com D em BC, vamos caracterizar os seguintes elementos:

Figura 2.13: Elementos em um triangulo retangulo.

BC = a: hipotenusa,

AC = b : cateto. "
AB = c : cateto. }T\
@ = m : projecao do cateto ¢ sobre a hipotenusa, & i b
CD = n: projecdo do cateto b sobre a hipotenusa,
AD = h : altura relativa 3 hipotenusa.
st "IN ” C
D

Fonte: Autor.

Note que, para simplificar, confundimos um segmento com a sua medida. Assim, dizemos

gue a é a hipotenusa, podendo ser entendido que a é a medida da hipotenusa.

Conduzindo a altura AD relativa a hipotenusa de um tridngulo retangulo ABC, obtemos

dois triangulos retangulos DBA e DAC semelhantes ao triangulo ABC.

Figura 2.14: Altura relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo.

Fonte: Autor.

A

De fato, devido & congruéncia dos &ngulos indicados na figura acima, B =1 (complemen-

tos de €) e € =2 (complementos de B) temos que

AABC ~ ADBA, AABC~ADAC e ADBA~ ADAC.

pois eles possuem dois angulos congruentes, como podemos ver na Figura 2.15.
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Figura 2.15: Trés triangulos semelhantes a partir da Figura 2.14.

A A A

Lo

1
\\ 2 \\
-\‘\‘\ \\
N -

\ [ ~ ! |: ‘ Zh\
B c B D D o]

Fonte: Autor.

Logo, AABC ~ ADBA ~ ADAC. Agora, com base nas semelhangas dos triangulos e uti-
lizando os elementos caracterizados na Figura 2.13, obtemos a Figura 2.16 e as expressoes
em (2.5).

Figura 2.16: Obtendo as relacdes métricas a partir da Figura 2.15.

Fonte: Autor.

= bc=ah (4)

= c2=am (2)

AABC ~ ADBA = {

= ch=bm (6)

= b2=an (1)

AABC ~ ADAC = {

y

bh=cn (5)

= hZ=mn (3)

3| s|jocolQ IonlaanlQ
>3 S0 315 3[a3|[aTIT

ADBA ~ ADAC = {

As expressdes acima sao chamadas de relacoes métricas e sao vdlidas para todo e
gualquer triangulo retangulo. Em especial, as relagdes (1), (2) e (3) sao as mais importantes,

pois as outras trés relacdes podem ser obtidas a partir destas.

Vejamos agora uma associacao entre média proporcional e as relacdes métricas.
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Definicao 2.7: Média proporcional

Média proporcional dos segmentos r e s dados é o segmento x que, com 0s segmentos

dados, forma as seguintes proporcoes:

X X s
—=— ou —=-—
X s rox

Dessas proporcdes segue que: x2 =r-s ou ainda X = 4r-5s, de onde concluimos que a
média proporcional de r e s coincide com a média geométrica de r e s. De forma adicional,

podemos concluir que em um triangulo retangulo:

7

1. cada cateto é média proporcional (ou média geométrica) entre sua projecao sobre a

hipotenusa e a hipotenusa, b2=a-nec?2=a-m;

2. a altura relativa a hipotenusa é média proporcional (ou média geométrica) entre os seg-

mentos que determina sobre a hipotenusa, h? =m-n;

3. o produto dos catetos é igual ao produto da hipotenusa pela altura relativa a ela, b-c=
a-h;

4. o produto de um cateto pela altura relativa a hipotenusa é igual ao produto do outro

cateto pela projecao do primeiro sobre a hipotenusa, b-h=c-nec-h=b-m.

As relacdes métricas em um triangulo retangulo também podem ser utilizadas na demons-

tracao do Teorema de Pitagoras.

Teorema 2.2: Teorema de Pitagoras

A soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa, ou seja, b2+c2 =

a?. Sendo a a medida da hipotenusa e b,c as medidas dos catetos.

Demonstracao: Para demonstrar esta relacao basta somar membro a membro as ex-
pressoes (1) e (2) em (2.5) e utilizar a relacao a = m + n que pode ser facilmente obtida
na Figura 2.13,

b’2+c?=a-n+a-m=a(m+n)=a>.
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CAPITULO 3

Aplicacoes em sala de aula

Apresentamos neste capitulo as atividades desenvolvidas com a utilizacao do software
GeoGebra, onde foram abordados os conceitos de semelhanca de figuras, em especial de
triangulos, além das relagbes métricas em um triangulo retangulo. Os comandos do GeoGebra

utilizados nestas atividades podem ser encontrados no apéndice A desta dissertacao.

3.1 Escola e alunos

Durante o perido da pandemia do COVID 2019, ficou evidente que o uso da tecnologia
é fundamental, necessario e indispensavel no processo de ensino e aprendiagem, principal-
mente na educacdo basica. Com o intuito de construir e consolidar conceitos matematicos
importantes para a aprendizagem significativa, recorremos ao uso do software GeoGebra [4]

nas aulas de matematica na Escola Estadual Irmaos Guimaraes.

A Escola Estadual Irmaos Guimaraes esta situada a rua Guimaraes, 866 - Centro da cidade
de Guimarania, no inteior de Minas Gerais. E a Unica escola do municipio que oferece 0s anos

finais do Ensino Fundamental e o Ensino Médio.

De inicio, foi proposto trabalhar a semelhanca de triangulos e relacdes métricas com
uma turma do ensino fundamental da E.E. Irmaos Guimaraes. Embora a escola possua trés
turmas de cada um dos anos finais do ensino fundamental, foi escolhido desenvolver estas
atividades com uma turma do 8° ano, composta por estudantes que moram na zona rural de
Guimarania e estudam no turno vespertino, devido ao fato de o professor trabalhar com essa
turma desde o 62 ano. Também, durante as aulas de Matematica desde 2021, o professor tem

utilizado o GeoGebra em suas aulas com o intuito de otimizar o tempo de aulas e possibilitar
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o cumprimento do plano de curso de forma eficaz evitando defasagens de aprendizagem.

Nesse trabalho por exemplo, o tema abordado (Relagbes métricas no triangulo retangulo)
€ recomendado para se iniciar no 9° ano. No entando, devido ao uso continuo do Software
durante as aulas, a espectativa é de que no 9° ano ao abordar novamente o tema, a aborda-
gem seja feita de modo a aprofundar o conhecimento e ter maior tempo para resolucao de
situacOes problema que envolvam equacdes de 2° grau, atendendo o que é esperado pelo

Curriculo de Referéncia de Minas Gerais (CRMG).

Assim, foi explicado aos estudantes que eles estariam participando de um trabalho de

dissertacao de mestrado e apresentadas as atividades descritas na secao seguinte.

3.2 Atividades e discussoes

Num primeiro momento, foram apresentadas aos estudantes as atividades que seriam
desenvolvidas nas préximas aulas. O objetivo principal destas atividades consistiu em desen-
volver a teoria necessaria para o estudo das relacdes métricas em um triangulo retangulo. De
forma adicional, estas atividades nos permitiram relacionar o produto entre nimeros positivos
com o calculo de areas de retangulos. Esta relacdo foi motivada pelas avaliacdes externas,
BNCC e OBMEP, onde é possivel notar uma tendéncia de relacionar os contelidos matematicos

no cotidiano dos alunos.

As atividades desenvolvidas com os alunos seguiram o seguinte roteiro:

1. aplicacao de um teste diagndstico com o uso dos aplicativos Google Forms e do Geoge-
bra. Todos os alunos responderam utilizando o celular e um notebook. Alguns estudantes
nao tinham celular, mas esse problema foi solucionado gracas ao espirito de fraternidade
e companheirismo demonstrado quando um colega emprestava seu aparelho para o ou-

tro.

2. um total de cinco aulas no laboratério de informatica para familiarizacdo com o aplica-
tivo GeoGebra e desenvolvimento dos conceitos de angulos e lados correspondentes,
significado de congruéncia, ampliacdo e reducao de figuras, congruéncia e semelhanca

de triangulos, razdes, além das relacbes métricas em um triangulo retangulo;
3. uma avaliacao envolvendo os conteldos abordados nas aulas no laboratério onde os

resultados seriam confrontados com os resultados do teste diagndstico.

A avaliacao diagndstica ocorreu por meio de um formuldrio do Google Forms, onde fo-

ram utilizadas duas questdes abordando as relacdes métricas no triangulo retangulo com
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énfase em semelhanca de triangulos. Foi utilizada essa plataforma do Google por apresentar
os resultados de uma forma detalhada, o que é imprescindivel para uma andlise fidedigna
da aprendizagem. Das duas questdes do teste diagnédstico, 5 alunos acertaram a primeira

guestao, enquanto apenas 3 acertaram a segunda.
Figura 3.1: Questdo 1 do teste diagndstico.
PROFMAT b —

e proFmat-ury S

1° TESTE DIAGNOSTICO

PROFESSOR RESPONSAVEL: SERGID OTAVIO BISPO
0BS.NO CAMPO NOME ESCREVA APENAS AS INICIAIS DE SEU NOME E O DIA DE SEU NASCIMENTO

NOME (CODIGO)

QUESTAQ 1

EXISTE UMA CORRESPONDENCIA ENTRE © NUMERG 3 E A FIGURA:

< - D 5 ® f:\
3 \\ 3 | //\ [ \_\
| d \

o

AFIGURA |
FIGURA Il
FIGURA Il

FIGURAIY

Fonte: Autor.

Figura 3.2: Questdo 2 do teste diagndstico.

QUESTAO 2*

P bt .

oo

"POR CONSFOUFNCIA DA SFAIF| HANCA FNTRF (15 TRLANGUI 05, £ POSSIVEY REPRESENTAR WA DAS RELACEFS
e o

TRIANGULO E 0 RETANGULO
PENTAGONO E O HEXAGONO
HEXAGONO E O TRIANGULO

RETANGULO E O QUADRADO

QUADRADO E O TRIANGULO

Fonte: Autor.

Durante as cinco aulas no laboratério, foi utilizado o GeoGebra para fazer as demonstra-

¢Oes como recursos visuais. Aqui vale destacar a importancia do Geogebra para agilizar as
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construcdes e poder fazer comparacdes. Foram muitas as vezes em que ao desenhar as figu-
ras na lousa, manualmente, o tempo nunca era suficiente para todas as conclusdes, e nesta

experiéncia com o Geogebra foi possivel fazer varias abordagens e conclui-las.

Salienta-se que, com o uso do GeoGebra é possivel vencer o desafio do cumprimento do

plano de curso, coisa que muitos colegas de profissao nao conseguem cumprir, [1, 17].

Durante essas aulas foi explorado também o caderno de questdes da OBMEP 2022 [14],
onde em numa das questdes contempla o conceito e relacao entre a drea do quadrado e a

medida de seu lado.

3.2.1 Primeira aula

Na primeira aula, os alunos utilizaram o laboratério para se familiarizarem com o GeoGe-
bra. Foi um momento de descobertas e curiosidades agucadas, uma vez que os estudantes
clicavam nas janelas da plataforma e construiam pontos, retas, e outras figuras. Alguns estu-
dantes confessavam que nunca estiveram diante de um computador e, por isso, nao sabiam
como manusear o mouse. Assim, foi possivel observar uma certa alegria incontida e estam-
pada no semblante de cada um naquele momento de aprendizagem. Em diversos momentos
um estudante ou outro solicitava ajuda para desfazer algo ou para saber como iniciar outra

atividade.

Apéds este momento de descobertas, foi solicitado que os estudantes construissem angu-
los e fizessem as medicdes usando o oitavo grupo de ferramentas. Nesse momento um dos
estudantes perguntou: “Professor meu angulo ficou muito grande. Deu quase um circulo. O
senhor sabe o porqué”? Ao aproximar do estudante foi observado que a construcdao do an-
gulo havia sido no sentido anti-horario e nesse caso a medida fornecida foi a externa. Outros
estudantes exclamaram: “Ahhh! Entendi agora”! Também foi solicitado que os estudantes
construissem triangulos e medissem cada angulo interno e em seguida era conferida a soma
dos angulos internos dos triangulos, sem muita énfase, pois a aula ja estava nos minutos

finais. Na Figura 3.3 temos algumas fotos desta aula.
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Figura 3.3: Construcdes realizadas pelos alunos na aula de familiarizacao com o GeoGebra.

Fonte: Autor.

3.2.2 Segunda aula

Na segunda aula, com objetivo de compreender o significado e diferenca entre congruén-
cia e semelhanca, foram trabalhados estes conceitos em construcées no Geogebra, obser-
vando a localizacao de pontos e a ampliacao de figuras no plano cartesiano. Na Figura (3.4) é
apresentado um exemplo, que foi utilizado em sala de aula, onde sao abordados reducao, con-
gruéncia e ampliacdo de figura. Além de trabalhar os conceitos de congruéncia e semelhanca

os estudantes fizeram atividades de aprendizagem.

Figura 3.4: Ampliacao e reducao de figura.

,A\MPLIAC,RO E REDUCAO

Quando reduzimos ou ampliamos figuras, abtemos figuras semelhantes a original. E quando

reproduzimos figuras, obtemos figuras congruentes a origina

Emumaam ou redugao, |
orma e te
am, p n o tamanh gura Orgnst 1 [
aumenta ou diminui de forma pro t
porcional 1 ¢ i
8
Observe, ao lado, que a figura A > >
€ uma rey J da original, ja a
figura B € uma redugao da original X

e a C é uma ampliagdo da origina

Fonte: livro digital 7°ano editora positvo.
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Nessa aula houve participacao com perguntas e pesquisas sobre os conceitos de con-
gruéncia e semelhanca. O professor perguntou aos alunos “Qual é o significado da palavra
congruéncia”? Os estudantes ficaram pensativos, tentando lembrar. Alguns arriscaram com
inseguranca: “lgual”? - Respondiam, perguntando. Foi dado o comando por parte do profes-

sor: “Pesquisem no Google, congruéncia em geometria”!

Apds pesquisarem e lerem em algumas fontes, sob recomendacao de nao lerem apenas
no primeiro site que aparece apds a busca, foi unanime a resposta: “Congruéncia significa
mesma forma e tamanho”. Apds breve socializagao dessa pesquisa, outra pergunta: “E se-
melhanca, o que significa”? A pergunta foi entendida como um comando: “Pesquisem no-
vamente”! Todos os alunos partiram imediatamente para a pesquisa, respondendo que dois
triangulos sao semelhantes quando um é obtido por meio de ampliacdo ou reducao do outro,
preservando a medida dos angulos. Durante a socializagao foi mostrado que o conceito de

semelhanca se aplica para todas as figuras geométricas.

Concluida essa etapa de introducao, foi passada aos estudantes a Figura 3.5 juntamente
com 6 questoes, que deveriam ser respondidas em 30 minutos. Concluido o tempo, foi reali-
zada a correcao detalhada da atividade, onde a mesma foi projetada para melhor visualizacao

e acompanhamento dos estudantes.
Figura 3.5: Ampliacao e reducao de figura.

AULA 2: DE VOLTA AQ LABORATORIO DE INFORMATICA

APRESENTACAQ DA PROPOSTA E OBJETIVOS DA AULA: COMPREENDER A DIFERENCA ENTRE
CONGRUENCIA E SEMELHANCA.

ATIVIDADE: COMPARAR FIGURAS CONSTRUIDAS NO GEOGEBRA E CLASSIFICA-LAS EM
SEMELHANTES OU CONGRUENTES.

Observe os poligonos construidos neste plano cartesiano:

3

Fonte: Autor.

Questoes:

UFU-FAMAT-PROFMAT 35



Aplicacoes em sala de aula Atividades e discussoes

a) Esses poligonos representam a forma de qual quadrilatero?

b) Escreva as coordenadas dos vértices do poligono ABCD.

c) Agora escreva as coordenadas dos vertices do poligono EFGH.

d) O que é possivel perceber em relagao as coordenadas de ABCD e EFGH?

e) O que aconteceu com as medidas dos lados do poligono ABCD para o poligono EFGH?

f) O que aconteceu com as medidas dos angulos do poligono ABCD para o poligono EFGH?

A maioria dos alunos responderam as questdes de forma correta. Em especial, as ques-
tdes d) e e) foram respondidas de forma correta por todos os alunos, mostrando que estes
estavam atentos as coordenadas das figuras. Também, a resposta da Ultima questao foi una-
nime: “Continuou a mesma”! Ou, “Ficou igual”! Os alunos observaram o que ocorria quando
as coordenadas dos vértices eram multiplicadas por um numero inteiro. Observaram tam-
bém, quando os lados de um triangulo eram multiplicados por um mesmo numero inteiro. Ao
comparar as figuras, foi explorado o conceito de lado correspondente e de razao de seme-
Ihanca. Apds essa atividade foram reafirmados os conceitos de congruéncia e semelhanca

utilizando o livro didatico, conforme Figura 3.6.

Figura 3.6: Poligonos congruentes e poligonos semelhantes.

¥
?
f
/

Dois poligonos séo congruentes se tém lados correspondentes com a mesma medida e angulos tambem
correspondentes com a mesma abertura.

Em uma ampliagao ou reducado, a forma e os angulos ndo se alteram, porem o tamanho da figura aumen-
ta ou diminui de forma proporcional.

Dois poligonos sdo semelhantes quando os lados correspondentes tém medidas proporcionais (dobro,
rmetade, triplo, entre autras) e os dangulos correspondentes sdo congruentes (mesma medida).

e e T e

IENY § RS 3

Fonte: Apostila digital Editora Positivo 7°ano Vol.l.

Em seqguida, foi desenvolvida outra atividade com os alunos. Agora, tinham que assinalar
V quando a afirmativa fosse verdadeira e F quando fosse falsa no seguinte questionario:
a) () Dois poligonos semelhantes tém sempre a mesma area.
b) () Dois poligonos congruentes tém sempre o mesmo perimetro.

c) () Para que dois poligonos sejam congruentes, basta que os angulos internos sejam con-

gruentes.

d) () Se dois poligonos sao semelhantes entao eles sao congruentes.
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e) () Para que dois poligonos sejam semelhantes, é suficiente que os lados correspondentes

sejam proporcionais.

f) () As condicbes para que dois poligonos sejam semelhantes sdo: os internos devem ser

congruentes e os lados correspondentes devem ser proporcionais.

Na primeira questao, a turma ficou dividida entre V e F. Entao foi solicitado que justificas-
sem suas respostas. A estudante B. M. foi a primeira a justificar e para tanto lembrou-se da
atividade anterior, na ampliagao do retangulo, em gue seus lados foram multiplicados por 3 e
a area ficou multiplicada por 32. E, concluiu que se sdo semelhantes entdo had uma ampliacdo

ou reducao, logo a area sofre alteracao e somente os angulos se mantém inalterados.

A segunda questao foi respondida com V por todos os alunos. Ja na terceira questao, a
maioria dos alunos responderam F e ainda justificaram que os lados também precisam ser
do mesmo tamanho. De forma espontanea, os alunos também responderam F na quarta
guestao. Na quinta questao, alguns estudantes ficaram em duvida e foi necessario recorrer a
definicdo apresentada antes da atividade. Todos compreenderam, entdo, que a afirmacdo é

falsa. Finalmente, na Ultima questao, a resposta foi V de forma unanime.

Apds a socializacao dessa atividade, a aula foi concluida com a seguinte atividade de

investigacao: veja a Figura 3.7 e responda as perguntas:

a) Qual triangulo é congruente ao original?

b) Qual triangulo é semelhante ao original?

Figura 3.7: Atividade de investigagao.

l\
Original '

Ty 5

Fonte: Apostila digital Editora Positivo 7%ano Vol.l

Quanto ao triangulo congruente, nenhum aluno teve ddvida. Todos responderam que o

triangulo 4 é congruente ao triangulo original. Quanto ao semelhante, alguns estudantes
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indicaram o triangulo 1 e o triangulo 2 ou 1 e 5. Foi analisada a pergunta dando énfase
na palavra “qual”. Essa palavra estd no singular, indicando que ha apenas um triangulo
semelhante ao original. Na sequéncia foi calculada a razao de semelhanca entre os lados e
assim todos compreenderam que apenas o triangulo 1 é semelhante ao original com razao de
semelhanca igual a k = % Na Figura 3.8 sao apresentadas fotos dos alunos desenvolvendo as

atividades descritas.

Figura 3.8: Atividade de investigagao.

Fonte: Autor.

3.2.3 Terceira aula

Na terceira aula no laboratério de informatica, o objetivo consistiu em construir triangulos
semelhantes, retas paralelas, além de medir e comparar angulos e distancia entre vértices
(lados dos triangulos). Para isso, a tela do computador do professor foi projetada para que os
alunos acompanhassem os comandos utilizados pelo professor no GeoGebra. Com o GeoGe-

bra Classico on-line aberto nos computadores, foram passados os seguintes comandos:

1. clique sobre a 52 ferramenta (Poligono) da esquerda para a direita;
2. marque trés pontos no plano cartesiano;

3. clique sobre a 4° ferramenta e selecione a opcao Reta Paralela;

4. clique sobre um dos lados do triangulo;

5. movimente o mouse sobre o plano cartesiano de forma que esta reta paralela intercepte

os outros dois lados do triangulo;
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6. clique sobre a 12 ferramenta e selecione a opc¢ao Interseccao de Dois Objetos;
7. clique sobre a reta paralela e um dos lados do triangulo que a intercepta;

8. clique sobre a reta paralela e o outro lado do triangulo.

Figura 3.9: Atividade com o GeoGebra.

e = Distancia(B, D) A

= 8.06 \
B

distanciaDC = Distdncia(D,
= 12.04
TextoDC=Nome(D)-

(Nome(C))+
" +distanciaDC

_ 58
T 349

g

= 167 DC = 12.04

_ 806
4.83

= 1.67

Fonte: Autor.

Apods a construcao, o professor perguntou “Quantos triangulos vocés visualizam na ima-
gem”? Ao que foi respondido “Dois triangulos”! Em seguida foi solicitado que os estudantes
medissem todos os angulos. E, o professor perguntou: “O que se pode observar quanto as
medidas dos angulos dos triangulos”? Todos responderam: “Os angulos sao iguais”! Em se-
guida, o professor perguntou: “Pode-se afirmar que os triangulos sao semelhantes”? Apds
um momento de siléncio e algumas respostas timidas afirmando que sim, foi solicitado que
os estudantes medissem os lados dos triangulos utilizando a ferramenta Distancia ou Com-
primento, clicando sobre os vértices dois a dois. Na sequéncia, utilizando a ferramenta calcu-
ladora solicitou-se que calculassem a razao de semelhanca entre os lados correspondentes.
Uma estudante questionou: “Como saber quais sao os lados correspondentes”? Ao que foi
respondido: “Os lados correspondentes ficam entre angulos congruentes”. Na Figura 3.10 sdo

apresentadas algumas construcdes de triangulos semelhantes dos alunos.
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Figura 3.10: Resolucdes dos alunos.

Fonte: Autor.

Apés todos os alunos concluirem suas construcdes, a aula foi concluida com énfase no
1° caso de semelhanca de triangulos - angulo, angulo (A,A), descrito na secao 2.1.2. Desta
forma, foi explicado aos alunos que dois triangulos sao semelhantes se possuem dois angulos
ordenadamente congruentes. Por consequéncia, os lados estarao em proporcao. Ao término
da aula, surgiram duvidas por parte dos alunos em relacdo ao calculo da razao de semelhanca,

fazendo com que este assunto fosse adicionado no plano da 42 aula.

3.2.4 Quarta aula

O objetivo da quarta aula no laboratério de informatica consistiu em abordar o conceito
de triangulo retangulo e fazer uma revisao sobre a soma dos angulos internos de um triangulo

qualquer.

No inicio da aula, o professor perguntou a turma: “O que é um triangulo retangulo”?
Alguns alunos responderam corretamente: “E o tridngulo que tem angulo de 90 graus”. Em
sequida, foi solicitado que cada estudante construisse um triangulo retangulo seguindo os

seguintes comandos:

1. clique sobre a 52 ferramenta (Poligono) da esquerda para a direita;
2. margue o primeiro vértice do triangulo sobre um vértice da malha principal;
3. marque o segundo vértice alinhado com o primeiro, verticalmente ou horizontalmente;

4. marque o terceiro ponto de modo que o segmento AB seja perpendicular ao BC.
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Figura 3.11: Resolu¢des dos alunos.

Fonte: Autor.

Assim como na aula anterior, os estudantes acompanharam via projecao os comandos
executados pelo professor em seu préprio computador. Também, foi abordado o conceito de
altura e mostrado com figuras no GeoGebra gue todo triangulo possui trés alturas relativas,

conforme ilustrado na Figura 3.12.
Figura 3.12: Resolu¢des dos alunos.

Tiangulo retangulo ABC
A

11
B H c

AH: Altura relativa ao lado BC (h)
AB: Altura relativa ao lado AC
AC: Altura relativa ao lado AB

Fonte: Autor.

Na sequéncia, o professor perguntou aos estudantes: “Quantos triangulos vocés conse-
guem visualizar”? Todos responderam: “Trés”! “E quais sdo os trés triangulos”? O professor
perguntou. Esta pergunta tem como objetivo verificar se os estudantes conseguem identificar
os triangulos pelos seus vértices promovendo a autonomia em leitura matemadtica. A maioria

dos estudantes conseguiu responder corretamente: “Triangulos ABC, AHB e AHC".

Na sequéncia da aula, os estudantes foram desafiados a responderem se os triangulos
eram semlhantes. Houve duvida generalizada quanto ao caso de semelhanca. Para superar

essa duvida, foi necessario utilizar uma atividade do GeoGebra elaborado por Pereira [12].
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Figura 3.13: Atividade no GeoGebra.

1.67 0.97

~ 0.58 = 0.58

2.87 L.67

Fonte: Autor.

Apos verificar a semelhanca entre os trés triangulos pelo caso angulo, angulo, angulo foi

possivel demonstrar algebricamente as relacdes métricas na lousa, conforme Figura 3.14.
Figura 3.14: Relacdes métricas em um triangulo retangulo.

Tiangulo retangulo ABC

A

T a=m+n I

RelagBes métricas:

a.m = b? a.n=c m.n=h> ah=cb b.h=c.n c.h=b.m

Fonte: Autor.

3.2.5 Quinta aula

A quinta e ultima aula no laboratério de informatica ocorreu de forma geminada a quarta
aula. Dando continuidade ao que fora abordado na aula anterior, nesta aula foram apresen-
tadas as relacbes métricas no triangulo retangulo, agora, porém, explorando o signifcado do
termo ‘quadrado’ (algebricamente) e o produto das medidas para mostrar as relagbes mé-
tricas geometricamente. Na Figura 3.15 é apresentado um exercicio desenvolvido com os

alunos em sala de aula e a Figura 3.16 apresenta a solucdo deste exercicio.
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Figura 3.15: Atividade desenvolvida com os alunos na aula 5.

Obs.: Coloque o cursor sobre a figura e Usando os seis triangulos abaixo, que sdo
A mantenha o botdo esquerdo do mouse congruentes ou semelhantes ao triangulo

pressionado para arrasta-la. Para gira-la, ABC, voce ira construir dois retangulos de

coloque o cursor sobre o circulo que mesma area, cada qual determinado por 3

se encontra em um dos vértices e mantenha desses triangulos. Feito isso, voce ira
¢ 0 botdo esquerdo do mouse pressionado comprovar arelagdo:axh=b x c.

[+ - B
a=m+n A - —
y 4 - == >
h //’ ‘\‘\ i y /
/ \ y.
¢ db \ " y
g \@/ c®
ag ‘ ¥

Fonte: Autor.

Figura 3.16: Solucdo do exercicio apresentado na Figura 3.15.

Obs.: Cologue o cursor sobre a figura e Usando os seis tridngulos abaixo, que sdo
mantenha o botao esquerde do mouse congruentes ou semelhantes ao triangulo

pressionado para arrasta-la. Para gird-la, ABC, vocé ird construir dois retangulos de
coloque o cursor sobre o circulo que mesma area, cada qual determinado por 3
se encontra em um dos vértices e mantenha  desses friangulos. Feito isso, voce ira

0 botéo esquerdo do mouse pressionado. comprovar a relacdo. axh=bxc

Fonte: Autor.

A Figura 3.17 apresenta uma outra atividade desenvolvida com os alunos em sala de aula.
Nesta atividade do GeoGebra, temos o triangulo ABC, onde os vértices B e C estado fixos e 0
vértice A pode ser movimentado. Temos também, as medidas dos lados a e ¢, m, além dos
valores c? e a-m. O quadrado acima representa o valor (area) de c?, enquanto o retangulo
abaixo representa o valor (drea) de a-m. Durante a atividade, os alunos puderam movimentar
o vértice A verificando que sempre ocorre a igualdade entre os valores ¢ e a-m, constatando
assim, a relacdo métrica c2 = a-m. Ainda nesta atividade, os alunos puderam notar a igual-
dade entre c? e a area do quadrado representado na imagem, constatando também que o

termo c? representa a area do quadrado cujos lados medem c.
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Figura 3.17: Atividade no GeoGebra ilustrando a relacdo c2=a-m.

1.87

a=2 87 !T.'()= ].379
m = 0.93 co= 1.57
axm=1.87

Fonte: Autor.

Em seguida, os alunos utilizaram uma segunda atividade do GeoGebra onde puderam
constatar a relacdo b? = a-n. Esta atividade e construcdo no GeoGebra se deu de forma

andaloga a atividade anterior e esta apresentada na Figura 3.18.

Figura 3.18: Atividade no GeoGebra ilustrando as relacdo b2 =a-n.

c
B m
e a.81
n=04
axn=0.81

Fonte: Autor.

A énfase no significado das palavras e relacdes que ocorrem no triangulo retangulo foi
intensificada com resolucao de questdes de livros didaticos e da OBMEP. Uma dessas questdes

é apresentada na Figura (3.19).
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Figura 3.19: Questao da OBMEP abordando as relagcdes métricas no triangulo retangulo.

A figura abaixo é formada por trés quadrados. A

area do maior deles ¢ 36 cm? e a area do menor &

4 cm?. Qual é a area do terceiro quadrado?

8 cm?
9 cm?
12 cm?
16 cm?
25cm?

36 cm?

4 cm?

Fonte: Prova OBMEP 2022 Nivel | [14].

Essa é uma questdo que exige do estudante saber simplesmente que o lado do quadrado

é igual a raiz quadrada de sua area. Esse tipo de questao apresenta alto indice de erro por

parte dos estudantes. Quando perguntado: Qual é a raiz quadrada de 36? A maioria da turma

respondeu quase que em coro: “seis”. Faltava compreender que a expressao, “raiz quadrada

de trinta seis” significa “se um quadrado tem area igual a trinta e seis, quanto mede seu

7

lado?” Ao fazer essa abordagem, os estudantes passaram a compreender que 0 “6 x 6” € 0

célculo da érea do quadrado de lado 6.

Apods as demonstracdes das relacdes métricas foi aplicado um teste com oito questdes

para verificacao de aprendizagem. As questdes sao apresentadas nas Figuras 3.20 a 3.25.

Figura 3.20: Questao 1 do teste de verificacao de aprendizagem.

Tarefa 1

Progresso do estudante:

DETALHES

Tarefa 1: Movimente o ponto que representa a medida da razao de semelhanca (r) e responda as perguntas a seguir.

r=125

*

~
]

Fonte: Autor.
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Figura 3.21: Questdes 2 e 3 do teste de verificacao de aprendizagem.

Tarefa 2 Progresso do 2de2 DETALHES

Podemos dizer que os tridngulos rosa e lilds sdo semelhantes?

A O sm
g O nNko

Tarefa 3 Progresso do 2de?2 DETALHES

Se vocé respondeu sim & pergunta anterior, o que nos garante que eles sejam semelhantes?
Assinale a sua resposta abaixc

A [0 A:Casode semelhanca - Angulo - Angulo

8 [J B:Casodesemelhanca - Lado - Angulo - Lado

€ [0 € Casodesemelhanga - Lado - Lado - Lado

Fonte: Autor.

Figura 3.22: Questdes 4 e 5 do teste de verificacao de aprendizagem.

Tarefa 4 Progresso do estudante 2de2 DETALHES
0 que acontece quando a razdo de semelhanca & maior do que 1?

A

Tarefa 5 Progresso do estudante; CTT—————— 2 dc 2 DETALHES

0O que acontece quando a razdo de semelhanga esté entre 0 e 1?7

Fonte: Autor.

Figura 3.23: Questao 6 do teste de verificacao de aprendizagem.

Tarefa 6 Progresso do estudante: 2de2 DETALHES

Analisando 0 mapa abaixo, podemos encontrar 4 cidades A, B, Ce H.
Cidade

a=90

c-aB;de m=18 | L Cidade
Cidade c
H

a
Sabendo que m=18km € a distancia entre as cidades B e H;
n = 32km ¢ a distancia entre as cidades C e H, calcule:

s 3, que é a distancia entre as cidades Be C;

« b, que é a distancia entre as cidades A e C;

® C que é adistancia entre as cidades A e B;

* h, que € a distancia entre as cidades Ae H

0BS.: Faga os célculos numa folha e depois assinale a alternativa que apresenta as respectivas distancias.

A [0 a=18km b=32%m c=50kmeh=24km
8 [J a=32km b=18m c=60kmeh=24km
C [0 a=50kmb=40km c=30kmeh=24km
D [0 a=50kmb=40km c=5kmeh=24km

E [0 a=50km b=40km c=30kmeh=32km

Fonte: Autor.
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Figura 3.24: Questao 7 do teste de verificacao de aprendizagem.

Tarefa 7 Progresso do estudante:

2de2 DETALHES

O ntimero 32 Pode ser representado por uma das figuras abaixo

EKISTE UMA CORRE SPONGENCIA ENTRE O NUMERO 3 € A FIGURA:

hiEAR

Qual delas?

FIGURA |
FIGURAII

FIGURAIII

o e »F
[

FIGURA IV

Fonte: Autor.

Figura 3.25: Questao 8 do teste de verificacao de aprendizagem.

Tarefa 8 Progresso do estudante:

2de2 DETALHES

NAFIGURA ABAIXO TODOS 03 TRIANGULOS SAO TRIANGULOS RETANGULOS.

84m
£ F

POR CONS(QUENCIA DA SEMELHANGA ENTRE OS TKIANGULDS, E POSSIVEL REPRESENTAR UMA DAS KELA(;E)ES
POR MEIO DA IGUALDADE DAS AREAS DOS SEGUINTES POLIGONOS

Fonte: Autor.

Na Figura 3.26 temos as questdes respondidas corretamente por cada aluno da sala. Na

secao seguinte, é apresentada um discussao sobre a quantidade de acertos dos alunos.

Figura 3.26: Tabulacao das resolucdes dos alunos.

TABULACAO DOS RESULTADOS DO TESTE - RELACOES METRICAS (TURMA 82 3)
|ESTUDANTE QUESTAO 1 |QUESTAO 2|QUESTAO 3 |QUESTAO 4 |QUESTAO 5 |QUESTAO 6 |QUESTAO 7|QUESTAO 8

LEGENDA

Fonte: Autor.
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Consideracoes finais

Apods analise do desempenho dos estudantes foi possivel concluir que o uso do Geogebra
no ensino das relacdes métricas no triangulo retangulo contribui para a aprendizagem dos

estudantes uma vez que:

e na questao 2, todos os estudantes responderam corretamente, mostrando que compre-

enderam o conceito de semelhanca de triangulos;

e na questao 3, o nimero de acertos reforca a conclusao sobre a consolidacdo do estudo

sobre semelhanca de triangulos;

e nas questdes 4 e 5, todos os estudantes responderam também corretamente. Evidenci-

ando que entenderam o conceito de razao de semelhanca;
e nas questdes 6 e 7, a maioria compreendeu as relagdes métricas;

e na questao 8, dentre os estudantes que erraram, eles argumentaram que confundiram
pelo fato de, as abordagens nas etapas de estudo sempre relacionaram triangulos, entao
eles ja vinham com uma pré-disposicao a marcar triangulo e retangulo. Houve uma pos-

sivel falta de atencao nesse momento. Os estudantes concordaram com essa conclusao.

De modo geral, vale destacar que o desempenho global da turma ficou acima de 60% de
acerto, sendo que dois alunos ficaram com 57% e os demais com no minimo 70%. Algo que

é incomum para o conteldo abordado até mesmo em turmas do 1° ano do ensino médio.

Assim fica mais uma vez destacada a importancia do uso de softwares de geometria di-
namica bem como, de outros meios tecnoldgicos para a construcdo do saber. Até porque no

presente momento tem sido intensificada a busca pelo modo de ensino que proporciona a
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aprendizagem eficaz e, como afirma Oliveira [11] “o0 software para ser educativo ou educaci-
onal deve ser pensado segundo uma teoria sobre como o sujeito aprende, ou seja, como ele

se apropria e constrdéi o conhecimento”.

Essa turma tem apresentado desempenho destacavel até mesmo em outras avaliacdes
externas e até na OBMEP. Um dado importante, e que corrobora para as conclusdes positivas
é o fato de que, na Ultima edicao da OBMEP essa turma apresentou o maior nUmero de
classificados para a segunda fase no nivel Il, com 3 participantes de um total de 12 alunos da

escola distriblidos em 7 turmas (82 e 92 ano).

Cabe observar também que, ao abordar as relacdes métricas nesse trabalho, foi possi-
vel cumprir as seguintes habilidades da BNCC e do Curriculo de Referéncia de Minas Gerais:
(EFOBMAOQ9A) Resolver, com e sem uso de tecnologias, problemas que possam ser represen-
tados por equacdes polinomiais de 20 grau do tipo ax? = b. (EFO8MA09B) Elaborar, com e
sem uso de tecnologias, problemas que possam ser representados por equacdes polinomiais
de 20 grau do tipo ax? = b.(EFOB8MA32MG) Reconhecer uma equacao de segundo grau do tipo
ax? = b. (EFO8BMA33MG) Identificar a(s) raiz(izes) de uma equacdo do segundo grau do tipo

ax? = b. Essas equacdes sdo especificas com uma incégnita.
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GeoGebra

O Geogebra é um software matematico escrito na linguagem java e disponivel gratuita-
mente em varias plataformas. Inclusive encontra-se instalado nos computadores dos labora-
térios de informdtica das escolas publicas estaduais de Minas Gerais no pacote do linux. O
Geogebra pode ser acessado e até mesmo baixado na sua webpage [4]. Neste trabalho o
acesso foi online na versao classica do software. Na Figura A.1 é apresentada a interface do
GeoGebra, onde é possivel visualizar o plano cartesiano, a barra de ferramentas e a janela de

algebra, onde sao inseridos os comandos.

€ = o @& geogebra.org/classic

-6 -5 —4 -3 -2 =1 0 1 2 ) 4 5 6

Figura A.1: Interface grafica do GeoGebra. Fonte: Autor.

Na barra de ferramentas é possivel observar que had 11 conjuntos de ferramentas de
construcao. Aqui apresentaremos apenas as ferramentas que foram utilizadas neste trabalho.
Uma apresentacao mais detalhada do GeoGebra pode ser encontrada em [5]. O primeiro

conjunto de ferramentas possui trés ferramentas que podem ser visualizadas na Figura A.2.
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Uma explicacao destas ferramentas é apresentada abaixo.

Q Mover
\f Fung&o a M&o Livre

,’ Caneta

Figura A.2: Primeiro conjunto de ferramentas do GeoGebra. Fonte: Autor.

e Mover: permite mover um objeto ao longo da janela de visualizacao. Para tanto, basta

selecionar o objeto e arrasta-lo até a posicao desejada.

e Funcdo a mao livre: permite esbocar uma funcao ou desenhar um circulo, segmento
ou poligono a mao livre e ele sera reconhecido e convertido em uma forma exata. Se
uma funcado f for criada, vocé pode calcular seu valor em determinado ponto, colocar um
ponto nela ou realizar algumas transformacdes. Derivadas para essas funcdes nao sao

suportadas (as tangentes sao suportadas como uma aproximacao numérica).

e Caneta: permite que o usuario adicione notas e desenhos a mao livre.

O segundo conjunto de ferramentas, que pode ser visualizado na Figura A.3, possui oito

ferramentas que estao explicadas abaixo.

[ ]

.A Ponto

9 Ponto em Objeto

f Vincular / Desvincular Ponto
X Intersecdo de Dois Objetos
18 * Ponto Médio ou Centro

.Z Numero Complexo

N Otimizagao

Figura A.3: Segundo conjunto de ferramentas do GeoGebra. Fonte: Autor.

e Ponto: permite criar um novo ponto. As coordenadas do ponto sao fixadas quando o

botdo do mouse é liberado.
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e Ponto em objeto: faz justamente o que a opcao ponto nao faz quando se trata de uma
regido dentro do perimetro que a determina, permitindo sempre que o ponto se vincule

ao objeto que esta na posicao onde sera inserido.

¢ Vincular /desvincular ponto: vincula um ponto livre a um objeto préximo, ou desvincula
um ponto mével com restricdao. Para isso basta selecionar o ponto e, caso queira vincular,

0 objeto em questao.

e Intersecao de dois objetos: cria um ponto que pertence aos dois objetos ao mesmo
tempo. Nos casos em que a intersecao é um conjunto que contém mais de um ponto,
apenas um ponto serd criado. Para utilizar essa ferramenta, basta seleciona-la e, em

seguida, selecionar os dois objetos que serao utilizados.

e Ponto Médio ou Centro: basta selecionar os dois pontos que darao origem ao novo objeto,

cuja caracteristica principal sera ter a mesma distancia entre os dois pontos escolhidos.

e NUmero complexo: cria um ponto com coordenadas (X, y), mas que representa o ponto
Z, Cuja expressao é: z = x + yi, sendo 2 = (+/—1)2. Para utilizé-la, basta selecionar as

coordenadas do ponto desejado na Janela de Visualizacao.

e Otimizacao: exibe todos os pontos extremos locais de uma jungao ja determinada, basta
selecionar a ferramenta e depois a funcao que deseja utilizar para conhecer seus extre-

mos locais.

¢ Raizes: funciona seguindo a mesma légica da ferramenta Otimizacao, porém exibe as

raizes da funcdo escolhida.

Na Figura A.4, temos o terceiro conjunto de ferramentas. Este conjunto possui sete ferra-
mentas, no entanto, segue uma explicacao das primeiras quatro ferramentas, uma vez que

apenas estas foram utilizadas ao longo das atividades desenvolvidas.

/./
/ Reta

<" Segmento

< Segmento com Comprimento Fixo

/ Semirreta

S Caminho Poligonal

" Vetor

-//f Vetor a Partir de um Ponto

Figura A.4: Terceiro conjunto de ferramentas do GeoGebra. Fonte: Autor.
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e Reta (dois pontos): cria uma reta a partir de dois pontos. Basta criar ou selecionar os

dois pontos por onde a reta passara.

e Segmento (Dois Pontos): utiliza o0 mesmo processo da opcao Reta, selecionar os dois

pontos que determinarao o segmento.

e Segmento com Comprimento Fixo (Ponto, Comprimento): é criado ao selecionar ou criar
um ponto livre que dara origem ao segmento, e seu comprimento. A partir disso, sera
criado um segundo ponto, mével com restricdo, para determinar o segmento. E permi-
tido movimentar o primeiro ponto, para mover o segmento, e rotacionar o segundo em

torno do primeiro, uma vez que estara sempre fixo em relacdo a distancia entre eles.

e Semirreta (Dois Pontos):podera ser criada a partir de dois pontos ja estabelecidos ou nao.
O primeiro indicara a origem da semirreta, enquanto o segundo funcionara como final do

vetor direcao da mesma.

O quarto conjunto de ferramentas, que pode ser visualizado na Figura A.5, possui oito
ferramentas, porém segue a explicacao apenas das primeiras cinco ferramentas, que foram

utilizadas ao longo das aulas no laboratério de informatica.

)r Reta Perpendicular

-
" Reta Paralela

>< Mediatriz

& Bissetriz

ﬂ Reta Tangente

'\Q Reta Polar ou Diametral
f-/. Reta de Regresséao Linear

& Lugar Geométrico

Figura A.5: Quarto conjunto de ferramentas do GeoGebra. Fonte: Autor.

e Reta Perpendicular: ao selecionar ou criar um ponto e, em seguida, escolher uma reta ou
vetor ja criado, a ferramenta gera uma nova reta perpendicular a escolhida, e que passa

pelo ponto desejado.

e Reta Paralela: da mesma forma que funciona a Reta Perpendicular, essa ferramenta gera

uma reta paralela a desejada, passando pelo ponto escolhido ou criado.
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e Mediatriz: cria uma reta perpendicular ao segmento que liga dois pontos escolhi-

dos,passando pelo seu ponto médio.

e Bissetriz: esse tipo de reta é o lugar geométrico de pontos com uma caracteristica em
comum. Sejam duas retas A e B, nao coincidentes (ocupam lugares diferentes no es-
paco). Ao conjunto de pontos que possuem uma distancia igual a ambas as retas damos
0 nome de Bissetriz. Para utilizar essa ferramenta basta selecionar as duas retas iniciais,
ou trés pontos, sendo o primeiro pertencente a primeira reta, o terceiro a segunda, e o
segundo ponto como intersecao delas. Para casos em que as retas sao paralelas, nao

sera possivel escolher trés pontos.

e Reta Tangente: define uma reta tangente a uma funcao, conica ou circulo desejado. Ela
depende de um ponto escolhido. Quando esse ponto pertence ao objeto desejado, a
reta gerada sera tangente a curva naquele ponto. Quando isso ndo ocorrer, sera gerada,
dependendo da possibilidade, uma reta tangente a curva que passe por aquele ponto,
ou por um ponto contido na curva cuja coordenada x seja igual a do ponto selecionado.

Quando existir mais de uma possibilidade de reta, a ferramenta gerara todas elas.

Na Figura A.6, temos o quinto conjunto de ferramentas. Este conjunto possui quatro

ferramentas que estao explicadas abaixo.

I> Poligono

D Poligono Regular
I}- Poligono Rigido

b Poligono Semideformavel
|

Figura A.6: Quinto conjunto de ferramentas do GeoGebra. Fonte: Autor.

e Poligono: para criar um novo poligono é necessario selecionar ou criar os vértices do
mesmo, sendo que cada vértice sera ligado ao anterior através de um segmento de reta,

tornando necessario selecionar o vértice inicial para fechar a regiao do poligono.

e Poligono Regular:para criar um poligono regular (todas as arestas de mesmo compri-
mento), basta determinar os dois primeiros vértices e, em seguida, a quantidade total
dos mesmos na figura. Os vértices gerados a partir dessa etapa serao fixos em relacao

aos outros, enquanto que os dois iniciais serao livres e, quando movimentados, a dis-

UFU-FAMAT-PROFMAT 54



GeoGebra

tancia entre eles determinara o tamanho das arestas do poligono e rotaciona-los um em

torno do outro também rotacionara toda a figura.

e Poligono Rigido: pode ser utilizada de duas formas: selecionando os vértices da nova
figura ou um poligono ja criado. O resultado da ferramenta sera um poligono que nao
podera ser modficado, tendo apenas um ponto livre e outro que podera ser rotacionado

em torno do primeiro.

¢ Poligono Semideformavel: segue o mesmo padrao das outras, mas gera um poligono
onde mover o primeiro ponto signfica mover todo o poligono, enquanto os outros sao

livres para deforma-lo.

O sexto e o sétimo conjunto de ferramentas nao foram utilizados nas aulas e por este
motivo serao aqui omitidos. Porém, uma explicacao sobre estas ferramentas podem ser en-

contradas em [5].

O oitavo conjunto de ferramentas, que pode ser visualizado na Figura A.7, possui oito

ferramentas, porém segue a explicacdo das primeiras cinco ferramentas.

41 Angulo

.q'u' Angulo com Amplitude Fixa

im/( Distancia, Comprimento ou Perimetro
2,

CB Area

/f Inclinagédo

{1,2} Lista
ai p Relagdo

\Ej Inspetor de Fungdes

Figura A.7: Oitavo conjunto de ferramentas do GeoGebra. Fonte: Autor.

e Angulo: determina o angulo entre dois segmentos. Para utilizd-la basta selecionar os
segmentos, ou o primeiro ponto, pertencente ao primeiro segmento, o segundo, interse-
cao entre os segmentos e onde estara situado o angulo e, por Ultimo, o terceiro, deter-
minando o segundo segmento. O angulo gerado sera construido seguindo do primeiro

ponto ao terceiro no sentido anti-horario.

e Angulo com Amplitude Fixa: determina um angulo a partir de um segmento e de sua
amplitude. Para isso, basta selecionar os dois pontos que formam o primeiro seguimento,
e a amplitude desejada. Ha a possibilidade de escolher se o angulo sera gerado no
sentido horario ou anti-horario. A ferramenta gerara o segmento necessario para formar

o angulo com as caracteristicas que foram definidas.
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e Distancia, Comprimento ou Perimetro: exibe uma caixa de texto com informacao so-
bre um ou mais objetos, como distancia entre eles, comprimento de um segmento, ou
perimetro de uma figura. Para isso, basta selecionar os elementos que determinam a

informacao desejada..

e Area: exibe uma caixa de texto com informac&o sobre a &rea de um objeto. Para isso,

basta selecionar o objeto cuja area serda exibida.

e Inclinacao: apresenta o coeficiente de inclinacao de uma reta, semirreta ou segmento.

Para isso, basta selecionar o objeto cujo coeficiente deseja-se descobrir.

Na Figura A.8, temos o0 nono conjunto de ferramentas. Este conjunto possui seis ferra-

mentas que estao explicadas abaixo.

AN

\ X Reflexdo em Relagdo a uma Reta
.+’ Reflexao em Relagdo a um Ponto
_k Inverséao
Jf;. Rotagao em Torno de um Ponto
-;,’. Translagdo por um Vetor

..k" Homotetia

Figura A.8: Nono conjunto de ferramentas do GeoGebra. Fonte: Autor.

e Reflexao em Relacao a uma Reta: espelha um objeto em relacao a uma reta. Para isso,

basta selecionar o objeto e a reta desejados.

e Reflexao em Relacao a um Ponto: espelha um objeto em relacao a um ponto. Para isso,

basta selecionar o objeto e ponto desejados.

e Inversao: inverte um objeto em relacdao a um circulo. Para isso, basta selecionar primeiro

o objeto e, em seguida, o circulo desejado.

e Rotacao em Torno de um Ponto: permite que um novo objeto seja criado a partir da rota-
¢ao de um primeiro, rotacionando-o em torno de um ponto. Para utilizar essa ferramenta
basta selecionar primeiro o objeto que sera rotacionado, o ponto central da rotacao e,

em seguida, o angulo desejado e o seu sentido, seja ele hordrio ou anti-horario.

e Translacao por um Vetor: cria um novo objeto a partir da movimentacao de um objeto

inicial do mesmo tipo pelo "caminho"descrito por um vetor. Para utilizar essa ferramenta
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basta selecionar primeiro o objeto que sera movimentado e, em seguida, o vetor que

descrevera esse caminho.

e Homotetia: multiplica por um fator constante a distancia de um ponto qualquer do es-
paco a um ponto fixo, deslocando-o sobre a reta dfinida por estes dois pontos. Para
utilizar essa ferramenta basta selecionar o objeto desejado, o ponto de homotetia e, em

seguida, o fator multiplicativo.

O décimo conjunto de ferramentas, que pode ser visualizado na Figura A.9, possui seis

ferramentas que estao explicadas abaixo.

232 Controle Deslizante
ABC Texto

(] Inserir Imagem

Botao

7@ Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=1 Campo de Entrada

Figura A.9: Décimo conjunto de ferramentas do GeoGebra. Fonte: Autor.

e Controle Deslizante: permite, ao clicar na Janela de Visualizacao, a criacao de um botao
rolante, usado para determinar o valor do objeto em si. Ele pode ser configurado para
gue tenha um valor minimo, maximo, uma velocidade de variacao e a forma como o
mesmo varia. Essa ferramenta é Gtil para criar parametros para serem utilizados juntos

a outras ferramentas.

e Texto: permite a criacao de um texto para ser exibido na Janela de Visualizacao, a partir

da posicao selecionada.

e Inserir Imagem: permite a adicao de uma imagem a Janela de Visualizacao, que possuira,
em seus cantos inferiores, pontos mdveis, que serdo necessdarios para a aplicacdo de

configuracdes na exibicao da mesma.

e Botdo: cria um botdo que, ao ser selecionado, executara o cédigo na linguagem GeoGe-

bra definido para o mesmo.

e Caixa para Exibir/Esconder Objetos: permite exibir e ocultar um ou mais objetos tempo-
rariamente. Para isso, basta selecionar a ferramenta, os objetos que serao ocultados e,
por final, uma nova ferramenta. Para exibir novamente, basta selecionar mais uma vez

a ferramenta.
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e Campo de Entrada: funciona de forma semelhante ao Controle Deslizante. Ela cria um
campo vinculado a uma varidvel, onde é possivel que vocé insira um novo valor para a
mesma, basta selecionar uma legenda para o mesmo e decidir a qual varidvel o campo

vai estar vinculado.

Na Figura A.10, temos o décimo primeiro e Ultimo conjunto de ferramentas. Este conjunto

possui seis ferramentas que estao explicadas abaixo.

i

4%» Mover Janela de Visualizacdo
@, Ampliar
Q Reduzir

® _ Exibir / Esconder Objeto
A/ Exibir / Esconder Rotulo
& Copiar Estilo Visual

& Fragar

Figura A.10: Décimo primeiro conjunto de ferramentas do GeoGebra. Fonte: Autor.

e Mover Janela de Visualizagao: serve para movimentar o conteldo exibido na janela de

visualizacao, permitindo percorrer a visualizacao do ambiente.
e Ampliar: amplia a Janela de Visualizacao com foco no local selecionado.
e Reduzir: reduz a Janela de Visualizacao com foco no local selecionado.

e Exibir/Esconder Objeto: permite exibir e ocultar um ou mais objetos temporariamente.
Para isso, basta selecionar a ferramenta, os objetos que serao ocultados e, por final, uma

nova ferramenta. Para exibir novamente, basta selecionar mais uma vez a ferramenta.

e Exibir/Esconder Rétulo: permite exibir e ocultar o rétulo de objetos, a identificacao dos
mesmos na Janela de Visualizacdo. Para isso, basta selecionar o objeto cujo rétulo sera

exibido ou ocultado.

e Copiar Estilo Visual: permite que o estilo de um determinado objeto seja copiado para
outros objetos. Para isso, é preciso selecionar o objeto cujo estilo serd copiado, e, em

seguida, aqueles que receberao a nova configuracao.

e Apagar: apaga os objetos que forem selecionados apds a ativacao da ferramenta.
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