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Resumo

Este trabalho apresenta uma breve introdugao ao Célculo Fracionario. Assim como o
conhecimento prévio sobre as func¢oes elementares é essencial ao Calculo Diferencial e In-
tegral, o estudo do calculo de ordem arbitraria esta amplamente apoiado em algumas das
funcoes especiais, assim ditas, a saber: funcdo Gama, funcao Beta e funcao de Mittag-
Leffler. Dada a importancia destas trés fungoes, elas serdao estudadas neste trabalho. Na
sequéncia, duas das mais conhecidas abordagens da Integral e Derivada Fracionarias am-
pliam os conceitos da derivada e integral de ordem inteira para ordens arbitrarias. Por
fim, serdao explicitadas as diferengas entre as derivadas de Riemann-Liouville e Caputo
para algumas funcgoes. Para além da parte tedrica, o trabalho traz também uma proposta
de atividade voltada a Educacgao Bésica, apresentando alguns conceitos usados no Calculo
Fracionario.
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Fractional Calculus: the differences between the
Riemann-Liouville and Caputo derivatives

Abstract

This work presents a brief introduction to Fractional Calculus. Just as prior knowledge
about elementary functions is essential to Differential and Integral Calculus, the study of
arbitrary order calculus is largely supported by some of the so-called special functions,
namely: the Gamma function, the Beta function and the Mittag-Leffler function. Given
the importance of these three functions, they will be presented in this work. In the se-
quence, two of the most known approaches of Integral and Fractional Derivative extend
the concepts of derivative and integral from integer order to arbitrary orders. Finally, the
differences between the Riemann-Liouville and Caputo derivatives for some functions will
be explained. In addition to the theoretical part, the work also brings a proposal for an
activity aimed at Basic Education, presenting some concepts used in Fractional Calculus.

Keywords: Fractional Calculus, Fractional Derivative, Fractional Integral, Gamma func-
tion, Beta function, Mittag-Leffler function.
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1 Introducao

Conforme o seu padrao histérico, o desenvolvimento das ciéncias exatas segue uma
linha cronoldgica nos estudos dos génios que o gestam. Da mesma forma que a /2 teve
seu papel nas investigacoes da Escola Pitagorica e posteriormente levou a confirmacao
da existéncia de numeros além dos racionais, sabe-se que os conceitos que levaram a
Barrow, Newton e Leibniz a produzirem o que hoje conhecemos como Célculo vém de
séculos anteriores a sua concepcao. Nao é diferente com os conceitos do chamado Célculo
Fraciondrio*. As ideias que levaram a inquietacdo de Leibniz quanto & derivacdo para
ordens nao inteiras sao pregressas ao proprio Calculo.

A “origem” do Calculo Fracionario até certo ponto pode ser considerada em fio paralelo
ao conjunto de argumentos que levaram a construcao do Célculo Diferencial e Integral®.
Muito mais nas davidas geradas do que pelas certezas que a mateméatica daquele tempo as-
segurava, os questionamentos que surgiram durante o desenvolvimento tedrico do Calculo
usual foram o combustivel para o seu desenvolvimento.

Entretanto, de forma simbélica, sua origem pode ser datada no ano de 1695 nas trocas
de cartas entre um alemao e um francés (considerando o que hoje sdo o Estado alemao e
o francés, respectivamente) [20]. O alemao é Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716)
e Guillaume Frangois Antoine, Marqués de I’'Hopital (1661-1704) o francés. Em uma
destas cartas Leibniz questiona a I’Hopital sobre uma possivel generalizacao da derivada
para ordens arbitrarias. Por sua vez, I'Hopital responde aos apontamentos nao com uma
certeza, mas com o questionamento de qual seria a derivada de ordem um meio de uma
funcao. Foi entao, em 30 de setembro de 1695, que o alemao responde — ainda que a
época nio dispusesse da fundamentacdo tedrica necessaria — que a DV2%z é x v/dx : z;
juntamente da afirmacao “este é um aparente paradoxo, do qual um dia consequéncias
tteis serao obtidas” [20, p.3].

Muitos sao os notaveis matematicos que tém sua marca na linha da construcao do
CF e das ferramentas que levaram a criagao dele, valendo a menc¢ao os nomes Leonhard
Euler, Joseph Louis Lagrange, Pierre-Simon Laplace, Joseph Fourier, Niels Abel, Karl
Weierstrass, Aleksey Letnikov, Magnus Mittag-Leffler [16], entre outros que tém contri-
buicao na teoria que se tem estabelecida atualmente. Contudo, dado o objetivo de nosso
trabalho, focaremos nos resultados dos quase contemporaneos Liouville e Riemann, que é
estabelecido na aglutinacao derivada sequndo Riemann-Liouville. Também abordaremos
os resultados de nosso contemporaneo, o italiano Michele Caputo (1927) na conhecida
como derivada seqgundo Caputo.

Ao entrar no estudo dos conceitos que formalizam o CF, fica posto de forma inerente
o aprofundamento nas funcgées especiais [23]. E desta forma se faz presente Leonhard
Paul Euler (1707-1783) neste meandro. A func¢do Gama e fun¢ao Beta sdo chamadas
de funcoes de Euler ou funcgoes eulerianas. Dado a massiva conexao entre as fungoes de
Euler com o que é visto posteriormente na integral e derivada fracionaria, fica necessario
uma maior atencao nestas. Assim, dedicamos a construgao de certos resultados que sao
base na definicao de integral fraciondria e, por conseguinte, derivadas fracionarias e seus
respectivos calculos. Outro proeminente matematico a dar sua contribui¢ao nos conceitos
do CF é o sueco Magnus Gosta Mittag-Leffler (1846-1927), tendo também sua devida
atencao em nosso trabalho.

Estabelecidos os conceitos base do Calculo Fracionario, que em certo ponto sao defini-

4A abreviacdao CF neste trabalho refere-se ao Célculo Fracionério.
5A abreviacdo CDI neste trabalho refere-se ao Calculo Diferencial e Integral.



tivamente pré-requisitos, é possivel entao a formalizacao da definicao da integral de ordem
arbitraria de Riemann-Liouville®. Sua formulacio estd diretamente ligada com as funcoes
de Euler. Em que pese o importante trabalho de Caputo e demais matematicos e respecti-
vos modelos de derivada fracionaria, a integral de Riemann-Liouville possui protagonismo
nos conceitos que compoe o Calculo Fracionario.

Apoiado nos conceitos da integral de RL, a expansao déa-se pela derivada de mesmo
nome ao de seus instituidores. Da mesma forma estd definido para a derivada de Caputo;
alternando visualmente a principio — e somente a principio — a ordem com que sao feitas
as acoes de derivar e integrar nos meandros da ordem arbitraria se considerada as duas
formulacoes.

Ao calcular as derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo para diversas funcoes,
observa-se uma diferenca entre as duas formulacoes. Essa diferenca da-se pela soma de
um numero finito de termos na série de poténcias que representa as solucoes das deri-
vadas. Essa diferenca faz com que uma ou outra formulacao de derivada seja escolhida
para modelar diferentes situacdes. Uma atencao especial deve ser dada a essas diferencas,
uma vez que a nao observacao delas leva alguns usuarios do Calculo Fracionéario a come-
terem erros pontuais. Nao encontra-se facilmente publicagées que trazem a apresentacao
explicita das derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo para varias funcoes elementares
de maneira naturalmente acessivel, sendo essa, portanto, uma das principais contribuigoes
deste trabalho para esta area de pesquisa.

Junto do referencial tedrico sobre o Calculo Fraciondrio apresentado no trabalho,
também tem-se como objetivo a apresentacao de alguns dos seus conceitos para a Educacao
Basica. Considerando o atual curriculo da Educacao brasileira, a maturidade matematica
necessaria para a compreensao dos pontos abordados indica que seja trabalhado no Ensino
Médio, preferencialmente na 2% série.

A insercao de tais conceitos é feita através de uma sequéncia didatica, abordando
o simbolo de Pochhammer e a funcao Gama: da defini¢do do simbolo de Pochham-
mer a relagdo com a fungdo Gama, generalizagao do fatorial, grafico de Gama e I'(1/2).
Constitui-se de trés propostas de atividades a serem trabalhadas com os estudantes. Cada
uma traz ja no corpo do texto o embasamento tedrico necessario para a resolugao dos
exercicios propostos. Considera-se que as duas primeiras atividades sao o preambulo ne-
cessario para as indagacoes levantadas na terceira, que é justamente quando apresentamos
o valor de I'(1/2) e sua importancia no Céalculo Fracionério.

Este trabalho esta estruturado da seguinte maneira: a Se¢ao 1 traz uma introdugao ao
tema. Na Secao 2 sdo apresentadas as fungoes especiais, essenciais ao estudo do Calculo
Fracionério, que é estudado na Se¢ao 3. A Secdo 4 apresenta uma proposta de atividade
voltada a Educacao Basica, em que alguns conceitos do Calculo Fracionario sao abordados.

6A abreviacdo RL neste trabalho refere-se & aglutinacio Riemann-Liouville, utilizada nas nomencla-
turas da integral fraciondria de Riemann-Liouville e derivada fracionaria de Riemann-Liouville.



2 Funcoes Gama, Beta e Mittag-Leffler

Assim como o desenvolvimento dos produtos notaveis no oitavo ano do Ensino Funda-
mental da Educagao Bésica, conforme a Base Nacional Comum Curricular (BNCC)” [5],
¢ fundamentado no sétimo ano via estudo dos termos algébricos, o discorrer do Célculo
Fracionario também é abalizado em alguns pilares. Entre eles, destacam-se as chamadas
funcoes especiais, sendo elas: a funcao Gama, funcdo Beta e as fungoes de Mittag-Leffler.
Esta secao fundamentara os conceitos basicos necessarios ao Calculo Fracionario.

Iniciando pela fun¢ao Gama, definimos, por exemplo, o fatorial de niimeros nao intei-
ros; propriedades e proposicoes que especificam esta fung¢ao. Na sequéncia apresenta-se a
definicao da funcao Beta e é estabelecida a sua correlacdo com a funcao Gama. Por fim,
serao estudadas as func¢oes de Mittag-Leffler em que, por decorréncia de sua configuracao,
evidencia-se a relacao de correspondéncia da mesma com a funcao Gama.

2.1 A fungido Gama ['(z)
2.1.1 Funcao Gama e o fatorial

Definigcao 2.1. Define-se a fungdo Gama I'(2), para z € Ry, pela integral imprépria

(euleriana)
oo

[(z) = /e_t =~ tdt (1)

0

E facil mostrar que (1) = 1.

A proposicao a seguir pode ser considerada como um dos principais resultados no
estudo da funcao Gama. Varios sdo os cédlculos em que ela se faz necessaria, inclusive,
sendo um dos resultados com maior niimero de utilizagdes em todo nosso trabalho. A
relacao de recorréncia da funcao Gama garante que, uma vez conhecida a imagem
I'(n), n € R,, as demais imagens I'(m), m = n + p, p € N, sejam também conhecidas.

Proposicao 2.1.1 (Relagao de recorréncia da fungdo Gama). Para n > 0, tem-se
que

IF'n+1)=nTl(n)

Demonstragdo. Veja que, paran+ 1 em (1),
T(n+1) /ett"dt (2)
0

Da integracao por partes, com u = t" e dv = e ¢,

Fn+1) = lim [(t")(—e"

b— 0o

b
/ nt" 1t dt]

X b
+ n/e_t -t dt] (3)
0
0

= lim |—t"e™!
b— 0o

A BNCC ¢é um documento de cardter normativo que define o conjunto orginico e progressivo de
aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da
Educacgao Bésica brasileira.



Agora, note que
b _1n n
= lim +0 = lim ——

lim —t"e™!
0 b— 0o eb b— 00 eb

b— o0

i) Se n é natural, aplicando a Regra de I’'Hopital n vezes

n\ (7) | KO
lim <b> ~ im0 (4)

b— oo eb

Logo, de (3) tem-se que
Pn+1) = 0+ n/(e_t)(t"_l) dt

= nl'(n)

i) Se n é real positivo, para o caso particular n = /2, por exemplo, temos que

pv2 b2
PR
B2 b
0 &+ = 3

Para n > 0, n € R qualquer, tomando-se o limite em cada termo da desigualdade

< — < — m—1<n<m, meN

nota-se que as extremidades convergem para zero. Sendo assim, pelo Teorema do Con-
fronto, o lim %Z também converge a zero para n real. Portanto, decorre de (3) que

I'n+1)=nT(n), n>0 (5)

O

Visto sua definicao e a relacao de recorréncia que compoe a fungao Gama, é possivel
verificar seu dominio. De (1) pode-se reescrever na forma

o0

1
[(z) = /e*t =t dt+/e*t 7l de
0 1

Observando a segunda integral, considerando (2) e, por consequéncia, (4), tem-se que a
mesma converge para qualquer que seja z.

J4 para a primeira integral, dado que 0 < z < 1, a funcao e~ fica controlada, ou seja,
0 < et < 1. Assim sendo, a convergéncia ou nao da integral depende apenas da funcio
t*~1 nos valores que z assumir. Portanto,

e para z > 0,
1

tZ
/ 77t = —
V4

0

1

s (converge)




e para z =0,
P 1
lim [ —dt = lim Int

b—0t+ t b— 0t
b

1

=Inl— lim Inb=+oo (diverge) (6)
b b—0t+

e para z <0,
note que z — 1 < —1, assim,

1

1
1
/tz_ldtZ/gdt:lnt
0 0

1
— —oo  (diverge)
0

Nota-se que para z > 0, ['(z) estd bem definida, ao passo que z < 0 nao faz parte (a
principio) de seu dominio. Desta feita, estabelece-se que

[':(0,400) - R (7)

Posteriormente, veremos que ha valores de R_ que pertencem ao dominio de I', naquilo
que é chamado de extensdo do dominio da funcdo Gama.

Por conta da defini¢do de I'(z), seguem propriedades e alguns resultados importantes.
Destaca-se a relagao entre Gama e fatorial, a qual pode ser chamada de uma genera-
lizacao do fatorial.

Proposicao 2.1.2 (Generalizagao do fatorial). Para n natural, vale a relagao:
I'(n+1)=n!

Demonstracdo. Pelo Principio da Inducao Matemética®,
i) Caso base: n =1
E imediato de (5),
rey=ra+1y=1-r(1)=1=1

Logo, para n = 1 tem-se que a propriedade ¢ valida.

i1) Hipodtese de Indugao
Suponha, por hipdtese, que para algum k natural, I'(k + 1) = kl. Segue da Proposigao
2.1.1 que para k + 2,

I'k+2) = (k+1)I(k+1)
= (k+1)k!
= (k+1)!
Portanto a propriedade também ¢é valida com n = k+ 1. Segue do PIM que a relagao vale

Vn > 1.
L]

A BNCC estabelece que “técnicas de contagem®” é contetido do componente curricular
matematica da Educacdo Bésica!®. Ferramenta imprescindivel, o fatorial de um nimero, é

8A abreviacdo PIM neste trabalho refere-se ao Principio da Inducdo Matematica.

9¢(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo diferentes tipos de agru-
pamento de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas
como o diagrama de arvore.” [5, p.529]

10A abreviacdo EB neste trabalho refere-se & Educacdo Bésica.



trabalhado na 2% série do Ensino Médio, antecedendo os estudos de Anélise Combinatéria.
Nesta etapa da educacao escolar é habitual definir o fatorial de ntimeros naturais como
em Souza [33]:

Considere n € N, comn > 2. Definimos como fatorial de n, indicado por n!, o produto
de n por seus antecessores naturais até o 1, ou seja:

nl=n-n—1)-(n—2)-(n—3)...1

Também definimos que: 1! =1 e 0! = 1.

Contudo, dado que a funcdo Gama ¢é definida na parte real positiva de z, é natural
buscar correlacionar a Definicao 2.1 com a Proposi¢ao 2.1.2. Faz sentido o fatorial de
nimeros nao naturais? Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.1 (Gama de 1/2). Para n = 1/2, verifica-se que

I'(1/2) = /e_t t~Y2 dt

0

Da integra¢do por substituicdo com u = t*/2,

o0

v/ = | e:ﬂ 2udu = 27e“2du —2 <\/j>

0

Logo'?,

r(1/2) = V7 (8)

Assim sendo, como visto, I'(1/2) estd definido. Porém, este resultado se observado da
perspectiva da Proposicao 2.1.1 leva a

D(~1/2) = —2T(1/2)

Em outras palavras, I'(z) estd definida para valores negativos? Desta forma entao pode-se
pensar na extensao do dominio que inicialmente esté apresentado em (7).

2.1.2 Extensado do dominio de I'(z)

Conforme visto em (6), I'(0) nao esté definida e lim, _, o+ I'(2) — +o00. Note que para
z € (—=1,0), I'(z + 1) estd bem definida, logo, pode-se definir, neste intervalo

['(z+1)

I'(z) =
ComoI'(z+1) >0e 2z <0, logo I'(2) < 0 para z € (—1,0), e

lim I'(2) = lim I'(2)- lim - = —oc0
z—0" z—1- z—=0" 2

o0
A integral f e~ duy = \/7/2 é conheida como Integral gaussiana ou Integral Euler-Poisson. Foi
0

popularizada por Jacob Karl Franz Sturm (1803-1855) em seu trabalho Cours d’Analyse de I’Ecole
Polytechnique. [36, p.16-17]



lim I'(z) = — lim I'(z) = —o0

z——11 z— 0t

Logo, estende-se o dominio que inicialmente foi estabelecido em (7) para
I':(-1,0)U(0,+00) = R (9)

Em processo andlogo, temos que para z € (—2,—1), ['(z 4+ 1) também esta definida de
acordo com (9). Segue que

1
lim I'(z) = lim I'(z)- lim — =00
z——1" z— 0~ z——17 Z
. . .1
lim I'(z) = lim I'(z):- lim - =00
z——2% z— -1t z——21 2

Desta forma estende-se novamente o dominio de I'; ficando por
[':(-2,-1)U(=1,0)U(0,+c0) - R (10)
Por este processo pode-se entdao definir que o dominio de Gama é
N'R-7Z*—=R (11)

e, assim, estabelecer em definitivo o seu conjunto dominio. A Figura 1 traz o gréfico de
['(z), =5 < z < 5, considerando o dominio expandido.

5,,

4,,

Figura 1: Gréfico de I'(2) utilizando o software GeoGebra

Portanto, considerando que: T'(1/2) = /7, a recorréncia da Proposicao 2.1.1 e o
dominio de Gama (11) é possivel verificar os resultados:



. T(3/2) = Vj . T(-1/2) = —2y7

. T(5/2) = 3\17? * [(=3/2) = 4\?{%

. T(7/2) 15§/% « T(=5/2) = _i\f
- (o2 = 1OVT . T(-7/2) = 1OV
. T(11/2) = 94§f . T(~9/2) = _Zif

As proximas proposicoes e corolario generalizam estes resultados a partir do conceito de
fatorial duplo, definido a seguir.

Definicao 2.2. O fatorial duplo ou semifatorial de um inteiro nao negativo n, denotado
por (n)!!, é o produto de todos os inteiros de 1 a n que tém mesma paridade de n. Assim,
i) Sen € par,

n/2

() =J]2k) =nn—-2)(n—4)---6-4-2 (12)
i1) Se n € impar,
(n+1)/2
W= J[ @k—1)=n(n-2)(n—4)---5-3-1 (13)

Com as defini¢oes (0)!! =1 e () = 1.

Exemplo 2.2. O duplo fatorial de 12 e 11 sao, respectivamente,
(12)N=12-(12-2)-(12—-4)-(12—-6) - (12—-18) - (12— 10)
(12)1=12-10-8-6-4-2

(1) =11-(11—2) (11 —4)- (11 —6) - (11 — 8) - (11 — 10)
(1) =11-9-7-5-3-1
Veja que
Cn)ll = 2n(2n—2)(2n—4)---6-4-2=2"nl
(2n — D! 2n—1)(2n—3)---5-3-1
2n)'(2n — DI = (2n)!

E assim, primeiro observando o duplo fatorial de 2n, é possivel identificar abaixo as
propriedades do duplo fatorial.
i) (2n)!l =2"n!

. (2n)!
2n — ) =
i) (2n—1) 27 n!
Proposicao 2.1.3. Paran € N e seja (n)!! o fatorial duplo de n,
2n — 1!
T(1/2+n) = W



Demonstragdo. Pelo Principio da Indu¢ao Matematica,
i) Caso base: n =1
n!
T(1/241) = [(3/2) = \f ! )Qﬁ
Logo, para n = 1 tem-se que a propriedade ¢ valida.

i1) Hipétese de Indugao
Suponha, por hipétese, a propriedade véalida para algum k£ > 1. Observe que

'1/24+k+1) = (1/)2+k)T(1/2+k)
2k +1 (2k — D! /7

2 2k

2k + D! /7

2k+1

Portanto, a propriedade é vélida paran = k+1 e por i) e ii) do PIM prova-se a proposicao.
O

Proposicao 2.1.4. Sejan € N, entdo

I(1/2 = n) = W

Demonstragcao. Pelo Principio da Inducao Matematica,
i) Caso base: n =1

[(1/2 —1) =(~1/2) = —2/7 = W

Portanto, a propriedade é valida para n = 1.

i1) Hipodtese de Inducao
Suponha, por hipotese, a propriedade valida para algum k£ > 1 inteiro.

2=k-112-k=1) = T[(12-K)
I(1/2—k—1)(-1) <2k2+1> - W
I'(1/2 — (k+1)) = (_1()2;:4_21;!!\/%

Logo, a propriedade ¢ véalida para n = k + 1 e por PIM verifica-se verdadeira para todo
n € N.
O

Corolario 2.1.1. Para n € N, vale o produto

T(1/2+n)0(1/2 —n) = (=1)"



Demonstragdo. Das proposicoes 2.1.3 e 2.1.4, verifica-se

T(1/2+n)T(1/2 —n) = (2n —2}}” VT (&172"_2?)\? — (~1)"x

]

Por fim, a partir da definicdo da funcao Gama obtém-se um ultimo e importante
resultado. Este serd ttil na proxima subsecdo, quando as fun¢oes Gama e Beta forem
relacionadas. Com a substituicao ¢ = u? em (1), é possivel escrever a fungdo Gama de
outra maneira:

['(z) = /e_“2 (u?)* ' 2udu = 2/6_“2 u** ! du (14)
0 0

2.1.3 Funcao Gama e o Simbolo de Pochhammer

O Simbolo de Pochhammer (a),, é uma ferramenta de importante valor no estudo
das funcoes eulerianas. Seu uso traz notaveis simplificagoes no estudo da funcdo Gama.

Definicao 2.3. Define-se, para a € R e n € Z, o Simbolo de Pochhammer
crescente: (a), = ala+1)(a+2)---(a+n—1), (a)o
decrescente: (a), =ala—1)(a—2)---(a —n+1), (a)o

=1,n>0 (15)
=1ln2=

1

Estabelecendo assim uma notacdo que simplifica sentenca(s) de produto(s) sequen-
cial(ais).

Exemplo 2.3. Para (7)5 e (7)5, respectivamente
(Ms=7-(T+1)-(7T+2)-(T+3)-(T+4)
(T)s=7-8-9-10-11

(7T=1)-(7=2)-(T=3)-(T—4)
-3

A proposicdo a seguir traz a relacdo entre o Simbolo de Pochhammer!? e a funcdo Gama.

Proposicao 2.1.5. Considerando o simbolo de Pochhammer crescente (a),, a € R — Z*
e a fungao Gama T'(n), vale a relagao

['(a+n)
(@)n = —5—~—
I'(a)
Demonstragao. Pelo Principio da Indugao Matematica,

i) Caso base: n =1
Da definigao de I'(n) por recorréncia (5),

F'(a+1) =al(a)

B [(a+1)
a= T (17)

12A abreviacdo SdP neste trabalho refere-se ao Simbolo de Pochhammer.
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Agora, do simbolo de Pochhammer, (a); = a. Logo, de (17)

F(a+1)
RO

Mostrando que a propriedade é valida para n = 1.

i1) Hipotese de Indugao
Suponha que para algum k > 1 inteiro, isto é,
r k
(a)p=ala+1)(a+2) - (a+k—-1)= (IC"L(Z))

Multiplicando os dois membros da igualdade acima por (a + k),

I(a+ k)

ala+1)(a+2)---(a+k—1)(a+ k)= o) (a+ k)
Por (5), nota-se que I'(a + k) (a + k) = I'(a + k + 1), e portanto,
(@)s = I'(a l—i—(l;; 1)

Logo, a propriedade é valida para n = k+1 e por i) e ii) do PIM verifica-se a proposigao.
O

Corolario 2.1.2. O simbolo de Pochhammer descrescente (a),, a € R —Z* e a fung¢do
Gama se relacionam por meio da relacdo

_ ['(a+1)
S

Demonstragdo. Estabecemos uma relagao do simbolo de Pochhammer com gama através
da Proposigao 2.1.1 e considerando a extensao (11). Veja que

Fa+1) = alfa)
= al(a-1)T(a-1)] =ala—1)T(a-1)
= a(a—1)[(a—2)T(a—2)| =a(a—1)(a—2)T(a—2)

~ ala=1(@—2)-+[(a~(n—1)T(a—(n - 1))

[(a+1) —Na—2)--(a—n
et D a2 -

e generaliza-se (18) por T(a+ 1)
O

O proximo resultado apresenta uma férmula para derivadas de ordem inteira de
mondmios. A proposi¢do a seguir serda muito utilizada nas préximas se¢oes no calculo de
algumas derivadas. Sua grande aplicabilidade se faz pela caracteristica de se relacionar
a derivada de ordem m com o simbolo de Pochhammer decrescente e, consequentemente,
com a funcdo Gama.

11



Proposicao 2.1.6. Seja f(z) = 2% a € R—Z* em € N. Vale a relagdo

F(a+1)
I'(a—m+1)

a—m

f(z) =

Demonstracao. Note que

a

fl) = =

f/(x> — CLZEa_l
f'(x) = ala—1)z?
f/”(ZE)

= ala—1)(a—2)z*?

f(z) = ala—1)(a—2)--(a—(m—1))z"™

Observe que o produtério pode ser reescrito como um simbolo de Pochhammer descres-
cente. Logo,

fi™(z) = (a), a*™"

Por fim, pelo Corolario 2.1.2, conclui-se

r 1
(at1) " a>m— 1. (20)

fm () = Tla—m+1) :

2.2 A funcgao Beta B(p,q)

Agora ja visto um pouco sobre I'(z), nesta se¢do inicia-se o estudo da fun¢io Beta,
passando pela defini¢do, propriedades e estabelecendo relacées com a fungao Gama. Pas-
sado o estudo desta secao, seu retorno da-se na Se¢ao 3, onde falamos sobre as derivadas
fracionarias, e evidenciamos sua importancia para o Calculo Fracionario.

Definicao 2.4. Define-se a func¢ao Beta B(p,q), para p,q € R, pela integral

B(p,q) = / P (1 = )l de (21)

Um dos primeiros pontos a levantar é quanto a simetria entre os parametros p e ¢, ou
seja, se B(p,q) = B(q,p). A proposi¢do a seguir trata deste aspecto.

Proposicao 2.2.1. Seja a fungio Beta B(p,q), com p,q € Ry, vale

B(p,q) = B(q,p)

Demonstragdo. Por mudanca de varidavel 1 —t = u em (21),

Blg.p) = [(1 =)™ wrt (=dw) = [w (1w du = B(p,q)

Logo,
B(p,q) = B(q,p) (22)

12



Portanto, de fato ha uma simetria entre os parametros p e q. Por outra mudanca de
variavel, relaciona-se a fun¢do Beta com fungoes trigonométricas seno e cosseno.

Proposicao 2.2.2. Seja a func¢io Beta B(p,q), com p,q € R, vale

w/2
B(p,q) =2 /(cos 0)*~! (senf)? dg
0

Demonstragdo. Seja B(p,q) e a substituicio t = cos? . Note que quando ¢ = 0, temos
cos = 0 e quando ¢t = 1, temos cosf = £1. Em conveniéncia com a relagdo a ser
demonstrada, podemos considerar § = 7/2 e 6 = 0, respectivamente.

Assim, dado os novos limites de integragao, de (21) segue

0 0
B(p,q) = /(C082 0)P~! (1—cos*0)9 (=2 cos ) sen ) df = —2 /(cos 0)*~! (sen)*~' do

w/2 w/2

Logo,
w/2

B(p,q) =2 /(cos 0)**~! (sen)*~1do (23)
[

Desta forma, pode-se entao enunciar o teorema a seguir, ao qual relaciona as fungoes
Gama e Beta.

Teorema 2.1 (Relagao entre as fungoes Gama e Beta). Com p,q € R, , vale que

I'(p)T'(q)

Blp.a)= T(p+q)

Demonstragdo. Segue de (14), para o produto de I'(p) por I'(¢), p,q > 0, que
L(p) T (q) = 4//6—(u2+v2) 421 201 qy do
00

Desenvolvendo a integral dupla acima em coordenadas polares u = r cosf e v = r sen @,
com 0 < ¢ < 7, e considerando a representacao da fungao Beta da Proposicao 2.2.2,

2 oo

L(p)T(q) = 4 /e_r2 P21 (cos )21 (senf)? ! dr df
0

™

~

[en]

/2

= [2/€T2 i dr] 2 /(cos 0)*~! (senf)?? ' df

0 0
= D(p+4q) B(p,q)

Logo,

B(p.q) = = (24)

13



Proposicao 2.2.3. Seja a fungdo Beta B(p,q), com p,q € Ry, vale

o0 -1

B(p,q) = /uiuy,ﬂdu

Demonstragao. Por mudanca de variavel, seja t = # Segue da Definicao 2.4,
u

o0

0= () 0 ) i =
) \1+u 1+u 1+u 1+u1’+q2(1+u)2

0

Logo,

/ 14+ u p+q (25)
0
]

A partir de (25) é possivel obter novas propriedades da fungdo Gama, como descrito
nas seguintes proposicoes.

Proposigao 2.2.4. Para o, € Ry,

() e (-2

7 1
0/ T+u2)f " 2 T(5)

Demonstragao. Considerando (25) e a mudanga de varidvel u? = t, nota-se que os
limites de integracao permanecem oS mesmos.

(t1/2> dt 1 % 4la- 1)/2
J(L+0)p 2012 "2 0/

. a—1 a+1
Logo, se considerarmos p — 1 = — teremos p = —5—

1
pt+q=0,q=0— 04—2|—‘ Pelo Teorema 2.1 e pela Proposi¢ao 2.2.3, segue

715(‘"‘1)/2 4 — 1B<a+1 5_a+1>
) (L+1)7 2 2 2

, enquanto ao tomarmos

N | —

Logo,

P (e
0/ 1+ u?)b (26)

]

E possivel correlacionar fungdes trigonométricas com a funcdo Gama a partir do uso
da funcao Beta. Observemos a proxima proposicao.
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Proposicao 2.2.5. Sao equivalentes

w/2 w/2 n+1
(L
/(cos )" do = /(sen&)" dg = \/; (nQ)
) ) r(z+1)
Demonstracao. Note que

w/2 w/2

/(cos 0" do = /(cos )™ (sen 9)?do

0 0

n
Logo, se 2p — 1 = n, entao p =

1
ese2q—1=0, tem-se ¢ = 5 Da representagao

trigonométrica (23) conclui-se

) _vE r(%)

w/2
n+1 1 T(1/2)T (=2
0/<cose> aw=_n(" = 1/2):2 e <) - if(% 1)

w/2
Anélogo para [ (senf)"d6, com (cos®)°.
0

2.3 Funcoes de Mittag-LefHler

H4 algumas maneiras de introduzir-se a funcdo de Mittag-Leffler'® de um parametro e
suas generalizacoes. Entre elas, a definicao que hoje é conhecida como a classica func¢ao de
Mittag-Leffler que foi apresentada pelo sueco Magnus Gosta Mittag-Leffler (1846-1927)
entre os anos de 1902 e 1905 [22, p.4], a qual foi base para a generalizacdo da mesma
fungao com dois pardmetros posteriormente [29, p.22]. Nesta subse¢ao definem-se entao
as funcoes de Mittag-Leffler com um e dois parametros. Através de generalizagoes é
possivel determinar interrelagoes entre as duas funcgoes. Além disso, sera estabelecida
uma escrita alternativa para alguns resultados ja conhecidos para a funcdo exponencial
e a Progressao Geométrica. Por fim, propoe-se que a funcao de Mittag-Leffler pode ser
vista como uma generalizacao da fung¢ao exponencial.

2.3.1 Funcao de Mittag-Lefler de um parametro

Definig¢ao 2.5. A fungiao de Mittag-Leffler E,(2), de parametro a e « € Ry, € dada pela
série de poténcias

0o Zk

Eo(z) = ];) Fak i 1) (27)

Observacao. Um primeiro resultado que pode-se observar é se o parametro @ = 0 em
(27):

(Soma da PG infinita se |z| < 1)

00 Zk
_,;)m

13 A abreviacdo ML neste trabalho refere-se & funcio de Mittag-Leffler de um e de dois pardmetros.

=2+ 2R+ = )
) 11—z
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Relaciona-se a fungao de Mittag-Leffler com a Progressao Geométrica (PG), contetdo da
Educacdo Bésica, conforme a habilidade EM13MAT508' da BNCC.

Exemplo 2.4. A série de Maclaurin da funcdo exponencial é e* = Z,;“;O%. Para o
parametro o = 1, obtém-se que

oo o] k

S i 29

Portanto, nota-se que, de fato, hd alguma correspondéncia entre as funcoes, percebendo
Mittag-Leffler como uma possivel generalizacao da funcao exponencial.

Exemplo 2.5. A representacao da fungao trigonométrica cosseno como série de poténcias

P 2k . aA .
¢ dada por cosx = Zii()(_l)k%- Da razao entre uma poténcia e um fatorial, leva-se a

conjecturar uma possivel ligacdo entre cosseno e a Definicao 2.5.

De fato,
~ [e'e) (_ZQ)k B [e'e) B ZQk _ cos(s

estabelece uma correspondéncia da funcdo trigonométrica cosseno com um caso particu-
lar de ML: Ey(—2z?) = cos(z). Na prézima subse¢io veremos que a fungdo seno também
possui uma correspondéncia com um caso particular de ML, porém, com a funcdo de
Mittag-Leffler de dois parametros.

Em acordo com as habilidades EM13MAT306 ¢ EM13MAT404, o trabalho com
fungoes trigonométricas acontece na segunda série do Ensino Médio. Entre os contetidos
esta a adicao e subtragao de arcos, incluindo a soma do arco duplo. Semelhante ao apre-
sentado aos estudantes, quando é deduzida a férmula da soma do arco duplo, é possivel
estabelecer uma expressao que relaciona a duplicacao do parametro da funcao de Mittag-
Leffler de um parametro.

Proposicao 2.3.1 (Férmula de duplicagao para a classica fungao de Mittag-Lef-
fler). Seja z € C e a um parametro real positivo

Boalz) = 3 [Bale?) + Bul~2") .

M« (EM13MAT508) Identificar e associar sequéncias numéricas (PG) a fungdes exponenciais de
dominios discretos para andlise de propriedades, incluindo dedugdo de algumas férmulas e resolugdo
de problemas.”[5, p.541]

15¢(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fendmenos periédicos
reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre outros) e comparar suas representagdes com
as fungdes seno e cosseno, no plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de algebra e geometria.”
[5, p-530]
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Demonstragao. Pela definicao da funcao de Mittag-Leffler de um parametro,

Ea(2"2) 4 Eu(—2"?) = 3 (272)F & (—1)F (V)

2 T(ak+1) 2 T(ak+ 1)
S1/2 Sl Sk/2
B <1+F(a—|—1) Tea+) T Thar 1) +> *
21/2 1 (_1)k Zk/z
* (1_ Fat1) Ta+1l) " Tharl +>
_ 9. 2z n 222 n 224 L
'2a+1) T'4a+1) TI'(6a+1)

S P S
B F2a+1) T(da+1) T(6a+1)

Observando a soma acima, nota-se o parametro 2o em cada denominador, podendo assim
ser esquematizado em somatoério, onde conclui-se o esperado

[e'S) Zk

9 A
kz:% I'(2ak + 1)
Ea(zl/2) + Ea(—zl/Q) = 2FE5,(2)

Fa(2) ; [Ea(zl/z) + Ea(—zl/Q)} .

Ea(zl/z) + Ea(—zl/Q) =

2.3.2 Funcao de Mittag-Lefller de dois parametros

A “sequéncia” da classica fungao de Mittag-Leffler é dada pela fungao de Mittag-Leffler
de dois pardmetros. Foi apresentada pelo sueco Anders Wiman (1865-1959) [29] em 1905
como uma generalizacao da ML cléssica. No decorrer desta subsec¢ao observa-se alguns
resultados que nao s6 expandem o conceito da funcao de um pardmetro, como também
relaciona-a com a de dois parametros.

Definigao 2.6. A funcdo de Mittag-Leffler de dois pardmetros E, g(z), de parametros
a, B € Ry, é dada pela série de poténcias

%) Zk
Eop(2) =) === (30)
’ ,; T(ak + j)
E fcil notar que para =1,
[e'¢) Zk
E, = ——=F, 1

e que a fungdo de Mittag-Lefller de dois parametros generaliza a de um parametro.

Exemplo 2.6. A partir do Exemplo 2.5, pretende-se determinar uma relagcao similar para
a fung¢ao trigonométrica seno. Considerando que a representac¢do em série de poténcias

, 2k41
de seno é Zz‘;o(—l)km, vale que

(_ZZ)k 00 22k

By p(—2%) = kgo T(2k+2) gf‘”k (2k +1)!
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Multiplicando a equivaléncia acima por z # 0,

) 2k+1

2 Eya(—2%) = Y (—1)F —

2 2k = sen(z) (32)

Desta maneira fica determinado outro exemplo de caso particular de ML na forma
da fungéo trigonométrica seno: zFEso(—z%) = sen(z).
Proposicao 2.3.2. Seja x € R e um parametro o € R,
Eo(—2) = By (7?) — 2Fan14a(2?)
Demonstragdo. Sejam z,oc € R e a > 0. Considerando a férmula de duplicacao da
Proposicao 2.3.1,

E(@®) = 5 [Ba((@®)'?) + Ea((—2*)"?))]

[Eo(r) + Eo(—)]

N — DN —

A expansdo de Es,144(7?) pela Defini¢ao 2.6 fica por

00 .23'2k

Ea « 2 -
2a.1+a(T) ,gor((%ﬂ)aﬂ)
1 x2 4 2k
T Ta+l) T@atD TIGatry " TT@+Dary T
I 9 x 3 P 2kt
TBairal®) = ST T TGag D T TBax D T T @t Dt T

Agora, da diferenca entre %Ea(x) e ¥Faq1+a(2?), segue

1 1 1 oz 1 2 Lo
[P o _ (11 1 T
5 o(7) = T Bag11a(27) (2 * 2I'(a+1) * 2T 20+ 1) A 20 (ka +1) i > "
N ) . - {L‘B - B {E2k+1 B
[la+1) TBa+l) ((2k + Da +1)

1 1 =z +1 7 1 2 N
2 2l(a+1) 2I'2a+1) 2T'Ba+1)

(%)

Por fim, observe que

1 1 1 = 1 2? 1 a3
—E,(—z)==—= + = — =
2 2 2T(a+1) 2TR2a+1) 2T'Ba+1)

Portanto, pela transitividade entre (*) e (**) e rearranjando de forma conveniente

1 1

aEa(—x) = iEa(x) —x Ega’1+a($2)
1 1
E.(—z) = QEa(x) + §Ea(—x) — 2 Eyairalr?)

Eo(—2) = Esa(2?) — 2Esq14a(2”).

conforme esperado.
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Na préxima secao serao estudadas duas formulagoes de derivada de ordem nao inteira
(ou arbitréria). Por diversas vezes, no contexto das derivadas de ordem arbitrérias, sera
necessario o célculo da derivada de ordem inteira m da fun¢ao de Mittag-Leffler (a Pro-
posicao 2.1.6 serd muito 1til). Um primeiro resultado sobre a derivada da fun¢ao de ML
pode ser visto na proposicao a seguir:

Proposig¢ao 2.3.3. Para a fungdo de Mittag-Leffler de dois parimetros E, 3(2), de
parametros «, B € Ry, vale que

d

d
@Eaﬁ(z) =z &EOZ,OH-ﬁ(Z) + Ea,a+ﬂ(z)

Demonstragdao. Para verificar, primeiro observe que

dE o d 2k B 1 92 fok—1
a:" ) = G Tk v ) T+ B Tar ) T TRe s T

Agora, observemos a expansao de E, ,4+3(2),

1 z 22 P

Eoots(2) = [F(a—l—ﬂ) T Teasd) "T@atp T TN Dot B +]

Derivando em relacao a z a igualdade acima

1 2z 322 kzk-1

d
)+W+F((k5+1)a—l—ﬁ)+m]

3 Deats(2) = [F(Qa 18 TBa+pd) "Tla+s

Por fim, é facil ver que

ziE (2) +E (2) = ;%— +L]H—I— —iE (2)
dz—t? @t T T (a + ) T(ka + B) T
Logo,
d d
@Eocﬁ(z) ==z &Ea,a—kﬁ(z) + Egat6(2) (33)
]
Corolario 2.3.1. Para E, (=), de parametros o, f € Ry, vale que
1
Eop(2) = 2 Eqa48(2) + =
,5( ) +5( ) P(ﬁ)
Demonstracao. Note que
z 22 P
E, ., = + + o ..
Boars®) = T T TRa s B T (ka + )
Banrs(z) 4 o = ( P2 P )+1
) T(a+B) ' T(2a+B) T(ka + B) r(8)
Logo,
1
Eop(2) =2 Eqatp(2) + =5 34
]
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Conforme ja visto, a func¢ao com dois parametros generaliza a de um parametro. Para
além disso, pode-se correlaciona-las em termos de um tnico parametro através de uma
relagdo conforme mostra o préximo teorema.

Teorema 2.2. Para o € R, vale que
Ey(2) = 2E4041(2) + 1

Demonstragcao. Observe,

ot = T T TRa ) F((k+ Do +1)
B (Z) B z n 2 n L Skt N
ot = TG T TRa ) F((k+ Do +1)
p Z2 Zk+1
5 - L )e1=F
2B (2) + <F(a+1)+r(20z+1)+ +F<<k+1)a+1)+ >+ (2)
Logo,
Ey(2) = 2B 041(2) + 1 (35)

]

Para o resultado a seguir, verificam-se a presenca de: uma derivada da funcao de ML,
assim como na Proposicao 2.3.3, uma recorréncia tal qual no Corolario 2.3.1 e Teorema
2.2 e, em particular, uma recorréncia ligada diretamente a um dos dois parametros.

Proposi¢ao 2.3.4. Para a fungio de Mittag-Leffler de dois pardimetros E,5(z), de
parametros a, B € Ry, vale que

az (sza’B(z) =FE,p5-1(2) + (1 = B)Eap5(2), Re(B) >1

Demonstragdo. Iniciando pela expansao de F, g_1(z) e considerando a Proposi¢ao 2.1.1
e a expansao de dominio de Gama (11)

k

Bopr(s) = 25 T(ak+3—1)

k=0
1 z 22 P
T TB-1) Tatp-1 T@a+s-1 TTharp-1
_ B—1+z(a+ﬁ—1) Z#2a+p-1)  Flkat+B-1)
I'(8) I'(a+ ) I'(2a + B) ['(ka + 3)

Do somatorio de (30) segue que

8 8z % B Bz
T3 Ta+p) "Teatp) T@atp)  FTTharpt

BEap(2) =
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Observe,

2 k

1 az — 2z 2022 — 2 kazk — 2

Bopr() = 0Eas(®) = 5 T R0y ) TT@at p) T Tha 1 B)

| T(a+B) T'(2a+p) I'(ka + B)
1 z 22

B hw>*ma+m*@a+m* o wa+ﬁ** 1

B 1 2z
- azlf(a+ﬁ)+l“(2a+5)+ (ka+6 ] Eop(z

Assim, considerando (33) no segundo membro da igualdade anterior e rearranjando con-
venientemente,

d
Eop1(2) = BEap(z) = az &Ea,fi(fz) — Eap(2)

02 S Bap(2) = Fapr(2) + (1= H)Eas(2)

conforme esperado.

[]

Exemplo 2.7. Neste resultado, relaciona-se mais uma vez a fun¢ao exponencial com a
funcao de Mittag-Leffler, porém, desta vez com a de dois parametros. Da expansao do
somatorio com os parametros a« =1 e =2 e da Proposi¢ao 2.1.2,

0o zk o'} Zk - 22 Zk

=14+t 4 (36)

Pl =X may X g e T (h+ D)

Conforme recordado no Fxemplo 2./, tem-se

oozk L ) 2,2 23 k | = .
> ) 1= MR TR T +y+ —1 =€ —

k=0
00 Zk z 22 zk_l er—1
i | _ 142 402 4. . - 37
K,%k!) ]/Z Tatm Tttt T . G
E, desta forma, a transtividade entre (36) e (37) fornece a propriedade
e*—1
ELQ(Z) == s (38)
Exemplo 2.8. Semelhante ao exemplo anterior, para os parametros a =1 e § = 3,
o0 o Zk: 1 P Z2 Zk
E — 424 4 e 39
sl kZ_Orm:&) D R T T T s Ty (39)
Seque que,
o0 Zk Z2 2,’3 Zk
(I;]k!>—1—z: <1+Z+2|+3|+ —l—y—i- )—1—2 =e"—-1—-z
2 . - 1z 2k2 =1z
;m——z/z— ST T TR -
(40)
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Pela transitividade entre (39) e (40), vem que

e —1—-=z
Eys(z) = ——— (41)
z
A proxima proposicao traz uma equivaléncia para um caso particular da funcao ML
de dois parametros. Mais uma vez estabelecendo relagao da fun¢ao de dois com a de um
parametro.

Observacao. Para |z] < 1e g € R,, é vilida a equivaléncia

Eo(z) _ (1—2)"
OB

Demonstragdo. Pela definicao de Mittag-Leffler de dois pardmetros (2.6), para Ej ()
tem-se

Eop(z) =

1 z 22 2k

o0 1 o0
Eos(= 2 “t@ ettt i T Tt &

Da hipétese |z| < 1 vem que a ultima somatéria da equivaléncia acima é caracterizada
pela série geométrica convergente, logo

1 0 1 1
Fosle) = g 2 T 1) 1o

e, reorganizando os termos, obtém-se as extremidades da equivaléncia desejada

1-2)"
r(3)

A finalizagao da prova se da pela definicdo de ML de um parametro (27) para a razao

Eo(2)/T(B),

Eyp(z) =

Eo(z)_ 1 & Lk B z
T3 TF =T T e Tt

Desta forma, unindo os resultados e organizando-os a equivaléncia fica estabelecida:

Eo(z) _ (1—2)!
re) - T)

Vale observar que foi considerado o = 0, enquanto na Definicao 2.6, « € R,.

Eop(2) =

(42)

[]

Durante esta secao, estudou-se pontos significativos das fung¢oes eulerianas. Foram vis-
tas defini¢oes, caracteristicas, propriedades e algumas implicagdes que, em geral, passam
despercebidas em um curso de Céalculo Diferencial e Integral. A generalizacao do fatorial
via funcao Gama é um ponto passivel a ser trabalhado em um curso de Calculo, assim
como a relacao da fung¢ao Beta com as fungoes trigonométricas seno e cosseno. Da mesma
forma que pode-se abordar a Funcao de Mittag-Leffler de um pardmetro durante o estudo
de séries, dada a sua possivel generalizacao da fun¢do exponencial. O mesmo vale para
os casos particulares de ML das fung¢oes seno e cosseno.
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3 Calculo Fracionario

A amplitude e complexidade do trato é o que torna o Calculo Fracionario tema tao
pesquisado desde a concepgao da sua ideia. Do século XVII [16, 20] em diante, varios
foram os trabalhos que buscaram generalizar aquilo que I’'Hopital e Leibniz conjecturaram.
Pode-se destacar, além da definicao de Riemann-Liouville, a derivada fracionaria segundo:
Caputo, Weyl, Grinwald-Letnikov, Riesz, Marchaud, Hilfer, etc. Fato curioso, é que
existem trabalhos que nao conversam entre si — alguns obtendo resultados distintos para
a derivada/integral de uma mesma fungao.

Desta variedade de modelos, aqui abordamos o trabalho iniciado em 1832 pelo francés
Joseph Liouville (1809-1882) e, posteriormente, aprofundado pelo alemao Georg Friedrich
Bernhard Riemann (1826-1866) em 1847. A chamada integral de ordem fracionaria de
Riemann-Liouville fornece uma generalizacdo para integrais de ordem arbitraria. Em
seguida, abordamos as derivadas fracionarias elaboradas por Riemann-Liouville e também
as por Michele Caputo em 1969 [6]. Ver-se-4 que todas as definigoes estao fielmente
apoiadas nas fungoes Gama e Beta, dai a importancia das mesmas para os estudos do
Célculo Fracionario.

3.1 Ordem de uma integral

O conceito de integral é bem estabelecido e incontaveis sao suas aplicagoes. Desde
a descoberta e aperfeicoamento do Teorema Fundamental do Célculo, desenvolvido e
refinado por Isaac Barrow (1630-1677), Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm
von Leibniz (1646-1716) [2], este é tido como um dos maiores feitos da mente humana.

Variando apenas em nota¢ao, de modo geral, o TFC diz que se f for continua em [a, 0],
entdo a fungao definida por F(z) = [ f(t)dt, a < x < b, é continua em |a, b, derivavel
em (a,b) e F'(z) = f(x). Ademais, ainda pelo Teorema Fundamental do Calculo [35], se
f for continua em [a, b] entao

[rtyat=F@) - Fa) (43)

Revisitadas estas ideias, para fins de notagao, utilizamos neste trabalho o operador J
como representacao da integral de uma funcao integravel. Assim, define-se a integral de
f como

Jf@) = [ 1ty (44)

se f é integrdvel no intervalo [a,b], a <z <b.

Visto a integral iterada, pode-se levar a pensar se é possivel determinar diretamente
a integral de um grau superior de uma funcao ja antes integrada. Este conceito é justa-
mente o que a Identidade de Cauchy traz. Por ela, adquirimos uma férmula capaz de
determinar a integral de ordem n, n € N, de uma func¢ao, sem necessariamente conhecer
todas as fungoes sequencialmente integradas anteriormente.

Teorema 3.1 (Identidade de Cauchy). Se f é uma fungdao integravel no intervalo real
[a,b] en € N, n > 1, entao

xT

Piw = gy [0 o

23

a



Demonstragdo. Pelo Principio da Indu¢ao Matematica,
i) Caso base: n =1
E imediato da defini¢ao de integral (44), pois,

:a/f(t) dt = (1_11)!/(x—t)1_1f(t) dt = J' f(x).

i1) Hipdtese de Inducao
Suponha, que para algum k > 1 natural, vale que

x

P = gy [ =0

Da recursividade, a préxima integral iterada de J*f(z) é da ordem k + 1 e

T

T f(x) = J(J*f(x) = /<ka<u>>du= / ((,6_11), /(u—@k-lf(s)ds) du

a

= =T // £) d¢ du (45)

Note que os limites de integracao variam de a a x. E possivel rearranja-los de forma que
a regiao de integracao permanega a mesma, porém, alterando a ordem de integracao, veja
a figura 2.

Figura 2: Area de integracio da integral dupla (45)

Assim,

Pfe) = gy | [ 9 auag
a g

- o] nae

(k—=11) ¢
= -9t

a

como esperado.
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Uma vez estabelecido o Teorema 3.1, percebe-se ser sem prejuizo a identidade —
observando apenas o lado direito da igualdade — se n é real. Isto se da pelo fato da
generalizacao do fatorial (2.1.2), ou pelo menos para os pontos em que I'(n) estiver defi-
nido. Entretanto, ao considerarmos o lado esquerdo da igualdade, nos deparariamos com
a ideia de uma integral de ordem nao natural. E a partir dai que comegamos a discutir
as proximas subsecoes.

3.2 Integral de ordem fracionaria de Riemann-Liouville

A Identidade de Cauchy é uma importante ferramenta para enfim definir a chamada
integral de ordem fracionaria de Riemann-Liouville — apesar do mais adequado ser “or-
dem arbitraria”, uma vez que nao se restringe apenas aos nimeros racionais. Finaliza-se a
subse¢ao anterior com a observagao que podemos, pelo menos em parte, substituir (n—1)!
pela sua generalizagdo I'(n). A defini¢do a seguir estd apoiada neste fato.

Definicao 3.1. Define-se a integral de ordem arbitraria o de Riemann-Liouville, com
a € Ry, denotado por BLJ% f(x), a integral

1
RLJa — F / a 1f ) (46)
0
se f continua em [a,b] e x > 0. Para fins de simplifica¢ao, quando nao houwver ambigui-

dade utilizaremos simplesmente a notagao Jf(x).

Como a integral de RL é uma possivel generalizacao para os conceitos de integrais
de ordem inteira, resultados conhecidos também devem ser contemplados. Entre eles
destaca-se as integrais iteradas, e a lei dos expoentes vai ao encontro deste apontamento.

Teorema 3.2 (Lei dos expoentes). Se f é uma fungio continua no intervalo real [a, b]
e os parametros o, 3 > 0, entdo

JUJ f(x)) = TP f ().

Demonstragdo. Seja f continua no intervalo [0, b]. Pela defini¢do da integral fracionéria
de RL (46) segue

FPS@) = o =02 () at
- ;/x—f (réﬁ/ o o) a
=t ] [0 -9 S dea

Semelhante ao desenvolvido no Teorema 3.1, pode-se alterar os limites de integracao e
a ordem de integracao mantendo-se a mesma regiao de integracao (veja a figura 2 que
mostra uma regiao semelhante).
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Assim,

I @) = F(a)ll‘(ﬁ)//(x_t)a_l(t_f)ﬁ_lf(f)dtdg
0 ¢
- F<o«>1r<5)/ / [(x‘f)‘“‘f)r1<t—€>ﬁ‘1f<£>dtdf
0 ¢
mllle

[ (1—t__,§>] (e drde

Pela mudancga de variavel = h, os limites de integracao alteram-se para h = 0
x —

quando t = £, enquanto para t = x, h = 1, levando em

) = er [ = @ h T (e =€) € (@~ €) an)ag

T 1
- g)ati-ly (1 —h)a—lhﬁ—ldh) dé
i =210 ]

Nota-se que a segunda integral da igualdade anterior é resultante, conforme (21), de
B(a, 8). Pelo Teorema 2.1, simplifica-se a razao B(«a, )/ T'(a)T'(B), finalizando por

T

PUE) = Far )@ - 07 O Bl dg

_ B(Oé,ﬂ) [ T — a+pB—1

T

T T(a+p) [(@ ==t () ag = 1+ f(a).

Corolario 3.2.1. A lei dos expoentes implica também na propriedade
TP f(x) = TP f ().
Demonstragdo. Da comutatividade da soma é fato que
T (I f(z)) = I f(x) = T f(x).
O

Um dos primeiros resultados que pode-se obter é o célculo da integral de ordem ar-
bitraria a da funcao constante.

Exemplo 3.1. Seja f(x) =c¢, comc,a € R e a > 0.

T

J”‘f(x):Jo‘c:F(la)O/(az—to‘ Ledt = F(Coc O/
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t
Com a mudanca de varidvel — = h, os limites de integra¢ao sao h = 0 se tomarmost = 0,

eh=1set=ux, fazendo com que

1
J% =

a 1
a—1 o a—1 — o a—1
0 2 (1= h)* 2 dh o) 0/(1 h)*tdh

Nota-se que a integral da igualdade anterior pode ser reescrita na forma de B(«a,1). Pelo
Teorema 2.1 seque

o cx® cx® T'(a)(1
T =@ POV = 1 Tar
logo, .
J% = Tla+1) (47)

Veja que para n € N, verifica-se conforme o esperado da integral usual, pois

n n

Cx Cx

Jn = — =
‘ 'n+1) n!

Portanto, temos a integral RL para qualquer funcao constante. Outro resultado possivel
¢é o calculo da integral de ordem arbitraria da fungao poténcia.

Exemplo 3.2. Seja a funcgdo poténcia f(x) = z¢, ¢ > —1,¢c € R. A integral de ordem
arbitrdria a > 0, € R, da func¢ao fica dada por

JOf(z) = Joae = F(l/(x—t)altcdt

t
Assim como feito no Exemplo 3.1, com a substituicio — = h, chega-se na integral
x

1/1xa L1 = et (ah)ewdh = S j(l—h)a‘lhcdh
F(a / _F(a)o

Novamente, identificando na integral a fun¢io B(a,c+ 1),

rote 2" ()l (c+ 1)
Blase+ ) = 55 Tlaex D)

logo,
[(c+1)z2te

JO[ C:
g Fla+c+1)

(48)

Determinado assim a integral RL da funcao poténcia. Tal resultado sera muito utilizado
nas integrais a seguir e nas derivadas de ordem arbitraria das proximas se¢oes. Verifica-se
que para n,c € N, tem-se o resultado da integral usual, ja que

Llc+ 1)zt clante

Jnhxt = —
‘ I'n+c+1) (n+o)!
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Exemplo 3.3. Calculando a integral fraciondria de ordem 3/2 da funcao f(x) =+/x,

oo s A2+ D@20 TE/2) 0 (VT/2) #* _ r
T = I'3/2+1/2+1) - I'(3) = 9 =g

Exemplo 3.4. A integral de ordem arbitraria o > 0, € R, da fun¢ao f(x) = sen(x)
fica dada por

1 o0 (_1>k t2k+1

JY sen(x) = T(a) O/(x —t)> ! ];) T dt

considerando a representacdo da funcdo seno pela série de Taylor. Note que

o S —1)* 1 i a—1 42k+1
J sen(r) = };) (2(l<; +>1)! o) O/(x — 1)t dt]
— (_1>k Jo 2kl

kz:% (2k +1)!
Assim, da integral arbitrdaria da funcao poténcia do FExemplo 3.2, seque

) F(Zk +2) g2htat]
2k + T(2k +a +2)

Mg

JYsen(x) =
k=0
. )k 2k+a+1 oo (_1)k: (xQ)kma+1

- Z 2k+a+2) T(2k 4+ o+ 2)

k=0

1 —z?)*
- Z 2k: +a+2)
logo,
J sen(x) = 2T By o yo(—2?) (49)

Do Calculo de ordem inteira espera-se que a integral indefinida da fungao seno seja
igual a F'(x) = — cos(z) + C. Veja entdo o que acontece em (49) para a = 1:

. B oo (_1)k $2k+2
J sen(x) = ’;7“2]{:_{_3)

2?2 ozt 2
TR
2 4 6
= 1—-1+ 9] E + 6l
2 xt 2®
S TR TR T
® (1 k .2k
= 1= Z (>:'C
= (2k)!
= 1—cos(x)
Logo, J'sen(z) = [y sen(x)dz = — cos(z) + 1, o que ¢ a integral definida usual.
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Exemplo 3.5. A integral de ordem arbitraria a > 0, € R, da funcao f(x) = cos(x),
utilizando-se sua representacdo pela série de Taylor, fica dada por

«@ 1 a—1
J cos(x)zr(a)o/(x—t) > o

k=0

dt.

De forma semelhante a do Exemplo 3.4, tem-se que

JYcos(z) = i ((;]1)‘ [ (1 >/(ac—t)a_1 t%dt]

k=0

)
)k

._\

Ja ka

)!
. (—1)F T(2k + 1) 22+
=2 (2k) T2k +a+1)

k=0
B i (—1)k$2k+a B 00 (_1)k (x2)k pe
B kzOF(Qk—l—a—i—l) CETRk+a+1)
2)k

- Z 2/<: fa+1)
logo,
J%cos(z) = 2% By g y1(—2?) (50)
Em contraponto a J' sen(z), para J* cos(x) vale o seguinte resultado:

00 _1>k I2k+1 00 (—1)kl‘2k+1
Jcos(z) =) 7™ =Y ~—————— = sen(x).
o T2k+2) = (2k+1)!
Logo, J! cos(z) = [y cos(z)dz = sen(z). Mostra-se assim, até certo ponto, a circularidade
esperada da integracao segundo Riemann-Liouville das func¢oes trigonométricas seno e
cosseno. Além disso, as integrais RL da seno e cosseno para a = 1 coincidem com as
integrais usuais dessas fungoes.

Exemplo 3.6. A integral de ordem arbitraria o > 0,a € R, da func¢do exponencial
flz)=e",ceR, €
1 x

o) /x—to‘l et dt = F(l)/(x—talg) kﬂ)k

0 0

JQ’GCCL’ —

Agora, veja que

> k1
Jee — = / a 1tkdt
= k! [F(a / ]

oo Lk

C
— = Jaxk

k=0 k!

o9 Ck: F(k—i— 1) $k+a
E T(k+a+1)

k k—i—oz 00 Ckl’kl’a

- ,;)F(k+a+1) ];)P(k—i-oz—i-l)
k

= [L‘a
kz:OF k+a+1)

k=0
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logo,
Je = 2% FEy g11(cx) (51)

Observe que para ¢,a = 1,

1 x _ =
Tet = Zr(mz)

Mais uma vez observa-se que J'e* = [ e"dz = e — 1.

Exemplo 3.7. A integral de ordem arbitrdria o > 0, € R, da fun¢ao de Mittag-Leffier
de um parametro E,(x®) é

1 tak
°p (2%) = 7/ Nt — —  dt
S Ealz) ') ,;] ['(ak+1)
0
=1 1 / .
= (z — t)* Lok qt
kZ::O F(ak+1) | T'(«) /
0 1
— Ja ak
;:% [(ak+1)

B i 1 [(ak + 1) zokte
B C(ak+1) T'(ak+a+1)

k=0
) xa(k+1)
N k; I(a(k+1)+1)

Com a substituicao k + 1 =1 chega-se

a l

Zfal—i—l

=1

ou seja,

JUEL(xY) = Ey(z%) — 1 (52)

Pensando em FE,(x) como uma possivel generalizacdo da fungao exponencial, em se
tratanto de integrais de RL de ordem 1 das fun¢oes de Mittag-Leffler, este é o resultado
mais proximo possivel de [e*dx = e* + C.
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Exemplo 3.8. A integral de ordem arbitrdria o > 0, € R, da fun¢ao de Mittag-Leffler
de dois parametros Ey.(x) €

«@ . 1 a 1 -
T Eelw) = () / ];) I'( bk + c)
2 I'( bk; +¢)

L / 1
(x —t)* 7 dt
k=0 I'(a) 0
i 1 Ja k
= — J%
= T'(bk + ¢)
= 1 F(k + 1) k+a
];)F(bk}—i-c) F(k‘—i—oz—i—l)x
S k! gkt

= 2

STk + )T (k+a+1)

logo,
oo k! xk‘-{-a

T B0l = 2 T TR ot 1)

(53)
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3.3 Derivada de ordem fracionaria de Riemann-Liouville

Conforme sao definidas as derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo, nesta secao e
na se¢ao 3.4 a seguir, é necessario o célculo da integral de Riemann-Liouville ja estabele-
cido. Em ambas as defini¢bes ha a presenca de um operador com ordem arbitraria e um
operador com ordem inteira positiva. Quando a ordem arbitraria tratar-se de um ntmero
natural, nada mais é do que as defini¢Ges usuais de derivada e integral ja conhecidas.

Definicao 3.2. A derivada fracionaria de Riemann-Liouville de ordem arbitrdria «,
a € Ry, da funcao f(x), para x > 0 é definida por

BLpef(z) = D™[J™*f(x)], ondem €N, tal quem —1 < a <m (54)

Notando que primeiro integra-se em ordem arbitraria, em seguida deriva-se em ordem
inteira. Por exemplo, a derivada #D%? de uma funcdo é primeiro integrar %L JY? e
depois d?/dz? [RLJl/Q].

Exemplo 3.9 (Derivada da fungao poténcia segundo Riemann-Liouville). Para a
fungdo poténcia f(x) = 2¢ ¢ > —1 € R, a derivada RL de ordem arbitriria o > 0, € R,
¢ dada por

RLDQJIC — Dm[t]’mfa JIC]

Conforme visto no FExemplo 3.2, a integral fraciondria de ordem m —« da funcdo poténcia
implica em

RLDa$C —

dm [ T(c+1)getm—a

dam [F(c—l—m —a+ 1)]
Tc+1)  d» [gorm-o]

Flc+m—a+1) dz™

Dado que m € natural, a derivada m-ésima da poténcia x°T™~ % refere-se diretamente a
Proposicao 2.1.6. Assim,

[(e+1) Flec+m—a+1) .,
Fle+m—a+1) T(c—a+1)

RLDafL‘C —

logo,
e+ 1)z

RL na,.c
Doyt = T
v Mec—a+1)

(55)

Vale observar que se comparado o resultado da integral de Riemann-Louville da funcao

poténcia (48) com a derivada de Riemann-Liouville da mesma (55), nota-se que a derivada,

é a integral trocando o por —a. Pode-se observar que se n,c € N, com ¢ —n ¢ Z_, entao
e+ 1)z clasm

RLDn c _ —
v Ile=n+1) (c—n)!

como o esperado do Céalculo conversional.

Durante as trocas de correspondéncias, I’'Hopital responde ao questionamento de Leib-
niz levantando sobre qual seria o resultado para o caso especial da derivada de ordem 1/2
de uma funcdo. De posse do resultado (55) pode-se entdo calcular a derivada de ordem
1/2 da funcdo f(z) = 22, por exemplo. Logo,
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Exemplo 3.10.

r2+1)2>12 T(3)2¥? 8 [z°

RL )1/2 ;.2 _
* r2—1/2+1) TI(/2) 3V=

Um ponto sensivel da derivada de Riemann-Liouville passa pela derivada da funcgao
constante. Com a integral RL da constante, vista no Exemplo 3.1, calcular sua derivada
RL reduz-se a derivada de ordem inteira de uma fun¢ao poténcia.

Exemplo 3.11 (Derivada da fung¢ao constante segundo Riemann-Liouville). Veja
que para f(x) =c¢, comc,a € R e >0,

RLDaC — Dm[t]mfa C]

_oam cx™ ¢
- dam [T(m—a+1)
logo,

cr

RLDa — )
‘T T(—a-tl)

(56)

Observe que para a =1 e x # 0,

RL 1 . ¢

Dc=lim —— =0
CTAT(cb+ e
Ou seja, a derivada RL de ordem 1 da funcao constante é zero, como é esperado. Mais
ainda, considerando o dominio estendido da fungdo Gama (11) e a Defini¢do 3.2, nota-se
que Vn € N, n > 0,

RL yn ¢ _

D 0 (57)

“TT(nt D

coincidindo com a derivada usual.
Entretanto se a nao ¢é inteiro positivo, um fenémeno indesejado acontece. Veja, por
exemplo, o caso a = 1/2 e x > 0,

RLD%C _ c _ c

S T(=1/24+ 1)z o
Logo, a derivada RL de ordem 1/2 da func¢ao constante é diferente de zero, um resultado
distinto ao esperado se considerado o Calculo convencional. Mais geralmente, observe que
para o nao natural, tem-se que I'(—a + 1) estd bem definida. Logo,

cx™ ¢

['(—a+1)
Portanto, para ordens nao naturais a derivada RL da fungdo constante nao é zero, um

contraponto ao estabelecido no Célculo Diferencial e Integral.
Dessa forma,

RLDozCZ

£0 (58)

cxr™ @

RLDaC F(—Oé+1)’ S€(X¢N
0,se x €N
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Exemplo 3.12 (Derivada da fungao seno segundo Riemann-Liouville). Seja a
fungdo seno f(x) = sen(x). Seque que

BLD® sen(x) = D™[J™* sen()]

Do Ezemplo 3.4 tem-se o cdlculo da integral de ordem arbitrdria da fung¢do seno. Logo,

RLDa

dm 00 -1 k .2k+m—a+1
sen(x) = (=1)"e ]

dzm ,;)F(Qk—l—m—a—i-m

= i (_1)k d™ [x2k:+m—a+1}
= T2k +m —a+2) da™

2k+m—a+1

Observando a derivada m-ésima da func¢do x , pela Proposicao 2.1.6 tem-se

que
s —1)* L2k +m — o + 2) p?F—af!
RLDa — (
sen(z) ZFZ/{;—l—m—a—i-Q 'k —a+2
k=0

[e'e] (_1)k 2k—a+1 B o] ( 1)kx2kx—a+1

- ZF(Qk—a+2) _kz:% T2k —a +2)
2)k

_ —a+1
B Z —a+2)

logo,

RL Do sen(z) =z~ Eg,_a+2(—x2) (59)

Exemplo 3.13. Veja que para a =1,

BLD sen(z) = Ey1(—2%) = cos(z)

conforme visto no Exemplo 2.5 e na generalizacdo da funcdo de Mittag-Leffler de dois
parametros para a de um parametro (31). Observa-se também que a derivada RL do seno
¢ 0 cosseno, assim como o estabelecido no CDI.

Exemplo 3.14 (Derivada da fungao cosseno segundo Riemann-Liouville). A deri-
vada RL da fun¢ao cosseno € dada de maneira semelhante a da funcdo seno. Considerando
a integral de ordem arbitraria de f(x) = cos(z) calculada no Exemplo 3.5,

BLD%cos(z) = D™[J™ cos(w)]
dm i (_1)k: x2k+m—a
de™ [ T2k +m —a+1)

— io: (_1>k a 2k+ma:|

i TR2Ek+m —a+1) dam
B i (—1)* L2k +m —a+ 1) x?k@
 ETRk+m—a+1) F(2k—a—|—1)

00 ( 1)k$2k o ) k 2k o
B ,;)r(zk—aﬂ kzo 2k—a+1)

B oo 2)k:
- Z I'( 2k —a+1)

logo,
BLD> cos(x) = 7% By _qy1(—27) (60)
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Exemplo 3.15. A derivada de Riemann-Liouville de ordem 1 da func¢do cosseno é

1
BLDYcos(z) = — Eyo(—2?)
x
B 1 i (_1)kx2k
v = T'(2k)
Note que
1)k 2k
tim DT
k=0 I'(2k)
Sendo assim, é sem prejuizo ao somatorio o limite inferior de k = 1. Portanto,
RL 1 ( ) i )k 2t
D~ cos(x) =
= (2k-1)!
L L
TR T
= —sen(x)

Concluindo assim, que a derivada RL da fungao cos(z) é —sen(z), conforme o es-
tabelecido no CDI. Considerando o Exemplo 3.12, vemos a circularidade esperada para
derivadas das funcgoes trigonométricas seno e cosseno, podendo assim estabelecer que para
estas funcoes, a derivada de Riemman-Louville generaliza o Calculo de ordem inteira.

Exemplo 3.16 (Derivada da funcdo exponencial segundo Riemann-Liouville).
Seja a fungdo exponencial f(x) = e ¢ € R. A derivada RL de ordem arbitrdria o >
0,a € R, da exponencial é dada por

RLDaeca: — Dm[Jm—a ecac]

Considerando o cdlculo da integral RL da fungao exponencial feito no Exemplo 3.6, decorre
que

dm k k+m « 00 Ck dm

dzm Z:: 'k+m-—a+1) Z{)F(k+m—oz+1)dxm
i * Ck+m—a+1)2*
= T(k+m—a+1) Mlk—a+1)
00 Ck: k—o 00 Ckxkxa
B ZF(k—aJrl):ZF(k—oHrl)
k=0

- cz)"
B Z —a+1)

RLDaec:r o

k+ma:|

logo,
BLDYe = 27 By _qy1(c) (61)

Exemplo 3.17. Verificando a derivada RL de primeira ordem da funcdo exponencial,
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para c =1,

RLDlem

Portanto, assim como no CDI, a derivada da func¢ao exponencial resulta na prépria
exponencial, firmando assim mais uma paridade entre a formulacao inteira com a de ordem
arbitraria.

Exemplo 3.18 (Derivada da fung¢iao Mittag-Leffler segundo Riemann-Liouville).
Seja a fungio de Mittag-Leffler de dois parametros Ey.(x). A derivada RL de ordem
arbitraria o > 0, € R, é dada por

BLDYBy o(z) = D™[J™ By o(2)]

E imediato que,

s - £ St
> k! d™ [ tm—a
- Z T(bk + ) F(k:+m—a+1)d;1:m[x }
B i k! L(k+m—a+1)zk
= Tk +c)T(k+m—a+1) I'k—a+1)
logo,
RLDOR, (1) =Y frot (62)

,;)F(bk+c)F(k—a+1)

Infelizmente, nao é possivel escrever o resultado da derivada RL, de ordem arbitraria,
da fungao Mittag-Leffler em termos de outra fungao Mittag-Leffler (como ocorre em alguns
resultados acima).

A sec¢do a seguir apresenta outra formulacao de derivada de ordem arbitraria. Poste-
riormente, os resultados de ambas formulacoes serao comparados para as funcoes estuda-
dadas nesse trabalho.

3.4 Derivada de ordem fracionaria de Caputo

A derivada de ordem fracionaria de Caputo — também mais adequado o termo or-
dem arbitraria — de uma funcao derivavel é feita de forma muito semelhante a derivada
RL, diferindo desta apenas por uma mudanc¢a na ordem dos operadores. Porém, exis-
tem funcgoes em que esta aparente simples mudanca na ordem das operagoes implica em
resultados distintos.

36



Definicao 3.3. A derivada fracionaria de Caputo de ordem arbitraria o, o € R, da
fungdo f(x), para x > 0 € definida por:
Se a. € ndo inteiro,

“Df(z) = J"*[D"f(z)] ondem €N, tal quem —1<a<m (63)
ix—tm o=l fm) (1) dt (64)

Se a € N, ou seja a = m, :
°Dr f(x) = (D" fa)] = LT (65)

Para a derivada fracionaria segundo Caputo, primeiro deriva-se em ordem inteira e
depois integra-se em ordem arbitraria. Vale notar que para « inteiro, reduz-se a derivada
convencional.

Para fins das comparacoes que virao na proxima secao, as derivadas fracionarias de
Caputo das fungoes estudadas na Seg¢ao 3.3 serao calculadas, comecando pela funcao
poténcia.

Exemplo 3.19 (Derivada da funcado poténcia segundo Caputo). Seja a fungao
poténcia f(x) = z¢ x,c >0 € R. A derivada arbitrdaria de ordem o > 0, € R, sequndo
Caputo é

CDa$C - Jm- a[Dm(,L,c}
T qm
= ) K — L R
m— «) O/x ldt ]

Considerando a derivada m-ésima da fungao f(t) = t¢, pela Proposi¢io 2.1.6 chega-se a

1 T
CDQIC — /( t)mfafl

I'(m —

[(c+1)

— " dt
I(c—m+1)

T'(m —a)
F(e+1)
I'(m—a)l(c—m+1)
(
)

T(m — Z ;(tl—)m+ 1) / [“” (1 N mm_a_l e

t

Com a substituicao — = h, assim como feito em (47), teremos que a integral corresponde
x

a B(m —a,c—m+1). Logo,

/(l’ . t)m—oz—l tc—m dt

1
I'(c+1)
CDac: ca/l_ malhcmdh
v F'im—a)l(c—m+1) /
I'(c+1)a°

- F(m—a)F(c—m+1) B(m —a,c—m+1)

INGE R F Fim—a)l'(c—=m+1)
Fim—a)l(c—m+1) [(lc—a+1)
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Portanto,
F(e+1)z¢

C na,.c
Dot =T
v [(lc—a+1)

(66)
E necessdrio observar que se c € N ec < «, entdo D™z¢ = 0 e, pela Definicao 3.3, tem-se
que

CDa c_ Jmfa[Dmxc] =0 (67)
ou seja, a derivada fraciondria sequndo Caputo de ordem « de toda fungao poténcia de

expoente inteiro menor que o € zero. Dessa forma,
Clc+ 1)z 5o & intei ”
————, Se ¢ nao € inteiro positivo menor que o
¢ Doge L(c—a+1)
0, caso contrdrio.

Exemplo 3.20 (Derivada da fungao constante segundo Caputo). Seja f(z) =
c,c € R. A derivada de ordem arbitrdaria o > 0, € R, da fung¢do constante sequndo
Caputo é dada por:

Se a ¢ 7, pela Defini¢ao 3.3 na forma (64) seque

T

1
C No o m—a—1 p(m)
D% = 7/ —t dt
c F(m—a)o(x ) f™e
= ! i( Hymlodt =0
B F(m—&)o ’ B
Se a € Z,
“Dee = d* c=10
Codae

Logo, derivada da constante sequndo Caputo € zero, assim como o estabelecido no CDI.

Exemplo 3.21 (Derivada da func¢ao seno segundo Caputo). Seja a funcio seno,
f(z) = sen(z). Segue que sua derivada de ordem o > 0,0 € R, sequndo Caputo é da
forma

“Dsen(z) = J™*[D™ sen(x)]

Para o cdlculo da derivada de ordem inteira m da funcdo seno, utilizando sua repre-
sentac¢do na forma da série de Taylor

D sen(z) = Jmo ldm li (—1)’“552’““H

dom = (2k+1)!

m

Porém, observe que se k < mTfl, entao —— x

xm
RL da funcdao poténcia no Exemplo 3.2 e com M — 1 < mT_l <M, MeN,

2k+1 = (. Logo, pelo o cdlculo da integral

[e%S) (_1)k $2k—a+1

‘D" sen(z) = _
k% I'(2k —a+2)

(=)
— faJrl Z
2k —a+2)
Portanto,

l)k 2k

“D*sen(w) = 27 By _qpo(—a?) — a7 Z —a+2)
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Exemplo 3.22 (Derivada da fungao cosseno segundo Caputo). Seja a func¢do cos-
seno, f(x) = cos(z). Sua derivada de Caputo de ordem o > 0, € R, € dada por

“D*cos(z) = J™ D™ cos(z)]
dm © (1] k .2k
— Jm—a Z( ) €z
de™ = (2k)!
De forma semelhante ao do Exemplo 3.21, se k < %, entdo Lo 22k = 0. Assim, para
xm
M-1<% <M MEeN,
[e's) _1)k x?k—a
“D*cos(z) = =TT
121%4 2k —a+1)
- - (_‘/EQ)k
=z
k:ZM I'2k—a+1)
Logo,
c ( 1)k: 2k
D% cos(x) =27 By a1 ( -z Z 216——0(4—1) (69)

Exemplo 3.23 (Derivada da fungao exponencial segundo Caputo). Seja a fun¢ao
flz) =e* x>0 eceR. A derivada de Caputo de ordem o > 0,cv € R, da fungdo
exponencial é dada por

CDaecz — Jmfa[Dm ecz]
3 dm o] (Cl‘)k
— Jm (6%
i ||
00 Ck dm ‘|
= Jm-o [ = (L’k
= k! da™ { }
. am ) .
Veja que para k < m, 1o ¥ =0, fazendo com que nao contribua na soma. Portanto,
:L‘m
00 k m
C o cx m—ao g d k
D% = J L:m o Qo {x ]]
_ Jm_a [e%9) Ck: l’k m
= T(k—m+1)
0o k
— Z c m—a [xk—m}
= T(k—m+1)
_ i c* L(k—m+1)z"
- = Tk—-m+1) Tk—a+1)
) ck: ZL’k «
- k; T(k—a+ 1)
0o k
B Z;n I'k—a+1)
Logo,
m—1 )k:
“D%" =37 F) _qy1(cx) — 17 (70)

= Tk —a+1)
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Exemplo 3.24 (Derivada da funcao de Mittag-Leffler segundo Caputo). Seja
a funcao de Mittag-Leffler de dois pardametros Ey.(x). A derivada de Caputo de ordem
arbitraria o > 0, € R, € dada por

“D* By (x) = J"[D™ By (7))

De forma semelhante a do Ezemplo 3.23, para k < m, a m—derivada de z* é zero.
Portanto,

C nHa _ m—a — 1 d™ k
D Ey.(z) = J LXZ% [(bk + ¢) dam™ [aj }

© k! gh—m
2 Lk +c)T'(k—m+ 1)]
k=m

o k! gk

a k;r(bmc)r(k—aﬂ)'

— Jmfa [

Logo,
& k! gk«
“DeE, (z) = .
hel@) = 2 Tk +c)T(k —a+1)

k=m

(71)

3.5 Comparativo entre Riemann-Liouville e Caputo

Nesta se¢ao serao relacionados os resultados das derivadas fracionérias segundo Riemann-
Liouville e Caputo para algumas fungoes. A apreciacao dos resultados estdo concentradas
nas tabelas logo a seguir. Uma breve discussao comparativa é apresentada abaixo.

Comecando pela derivada da constante, observa-se resultados distintos entre o Exem-
plo 3.11 e o Exemplo 3.20. Neste caso, a derivada fracionaria de Caputo sobressai sobre
a de Riemann-Liouville, pois a mesma vale zero. Tal caracteristica faz com que seja ela a
mais utilizada em situagoes de contextualizacao fisica.

Comparando a derivada de Riemann-Liouville (Exemplo 3.9) com a de Caputo (Exem-
plo 3.19) para a funcao poténcia nota-se diferenga entre elas. Enquanto a derivada RL de
ordem « fica dada exclusivamente por /D¢ = T'(c + 1) 2°7%/T'(c — a + 1), existe uma
condicional para a derivada de Caputo de mesma ordem. Esta é uma notavel diferenca
entre as formulacoes, sendo que a derivada de Caputo de uma funcao polinomial depende
do grau do expoente, enquanto para RL esta fixamente definida. Entretanto, a derivada
RL e de Caputo de f(z) = z¢ sdo iguais desde que ¢ nao seja um inteiro menor que a.

A sentenga (67) tem grande influéncia em todos os resultados posteriores a ela na Se¢ao
3.4. Ao notar que se a ordem « da derivada de Caputo é maior que o expoente ¢ de uma
fungao poténcia, a derivada resulta em zero, traz consigo implicagoes diretas nas derivadas
das fungoes: seno (Exemplo 3.21), cosseno (Exemplo 3.22), exponencial (Exemplo 3.23)
e Mittag-Leffler (Exemplo 3.24), bem como em diversas outras fung¢oes. Observa-se que
para todas elas, ha um fator comum, se comparadas as duas formulac¢ées. Por exemplo,
para a fun¢ao seno, o fator 7t Fy _, . o(—1?) estd presente em ambas. E o fator de
“corre¢ao” das derivadas nulas dos m primeiros termos que no respectivo somatoério, na
derivada de Caputo, que faz com que nao haja igualdade entre RL e Caputo nas derivadas
desssas e outras funcoes.

Por fim, com o objetivo de facilitar a consulta dos leitores e estudantes do Célculo
Fracionario, as tabelas 1, 2, 3 e 4, abaixo, contém os resultados das integrais de ordem
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f(z) Jef () Jf(z) em termos de Ej.(x)
c cz® skotokskok ok ok
[(a+1)
z° Plet 1)zt stk otk ok
Ma+c+1)
- (_1)k x2k+a+1 N
Sen(x) Zk:() F(Qk; Tart 2) €T +1 E2,Oé+2<_x2)
- (_1)k x2k+a N
st} | S TEhtatD) = Bronn(~2)
Ck xk+a
cx OO_ o E o
€ Zk—(] F(k’—f—Oé—l- 1) Z 1, +1(CI>
k! xk+a
E,. oo skotokskok ok ok
bel) | 2o T(bk+c)l(k+a+1)

Tabela 1: Integral, segundo Riemann-Liouville, de ordem arbitraria o.

arbitraria de Riemann-Liouville, derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo, respecti-

vamente, para as fungoes estudadas neste trabalho.

f(x) RLDe f(x) RLD*(z) em termos de Ej .(z)
cx™ @
—,sea ¢ N
‘ I'(—a+1) ? kA F kKKK
0,se « € N
e I(c+ 1)z sk sk kok ok
[(c—a+1)
- (_1)k w2kfoz+1 Y
Sen(x) Zk:o m x +1 E27—04+2<_ZU2)
) (_1)k g2 -«
COS(.I) Zk:o m T EZ,—a—i—l(_lQ)
- Ck xkfa Y
e > k=0 m L O ()
k! xh—«
E,. oo skoHk Kok ok
bel7) | 20 Dbk +c)T'(k—a+1)

Tabela 2: Derivada de Riemann-Liouville de ordem arbitraria c.
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f(z) “D°f(x)
c 0
[(e+ 1)z e o
—————, se ¢ nao ¢ inteiro positivo menor que «
e Ilc—a+1)
0, caso contrario
B | (=1)k 2ot
sen(x) e By _aqo(—2?) — 05! T2k —a+2)
Y (_1)k x2k—a
cos(z) T By _qp1(—2%) — 05! T2k —at1)
Ck ilfk «
cx —« E —a
€ T 1, +1(CZL‘) Zk 0 F(k:—a+1)
k! zk—e k! zh—e
Eb’c<l’)

S Tk o T —a i 1) = Tk T —a i 1)
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Tabela 3: Derivada de Caputo de ordem arbitraria o.
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4 Conceitos do Calculo Fracionario na Educacao Basica

O Plano Nacional de Educagiao (PNE)[4] é uma lei'® de cardter norteador dos objeti-
vos da Educacao brasileira. Ele estabelece metas a serem alcancadas em todos os niveis
e modalidades que compreendem-na. Entre estes objetivos ha a Meta 12, em que traz

“Elevar a taxa bruta de matricula na educagio superior para 50% (cin-
quenta por cento) e a taxa liquida para 33% (trinta e trés por cento)
da populagdo de 18 (dezoito) a 24 (vinte e quatro) anos, assegurada a
qualidade da oferta e expansdo para, pelo menos, 40% (quarenta por
cento) das novas matriculas, no segmento publico.” [4, p.1]

Vemos que é um projeto nacional a ampliacao do acesso ao ensino superior.

Em que pese as agoes do Poder Ptublico para execucao de tais metas, fica posto que mais
estudantes deverao entrar em contato com as competéncias e habililidades que curriculos
conseguintes a BNCC trazem. Uma vez que todo o acesso ao ensino superior passa antes
pela Educacao Basica, é intuitivo que o direcionamento do seu curriculo va ao encontro
da Meta 12.

A autonomia pedagdgica possibilita a conexao entre o curriculo da EB e o PNE (Meta
12). E neste sentido que buscamos em nosso trabalho propor uma sequéncia de ativi-
dades que proporcione a ligagao desejada. Visando o aprimoramento do aprendizado de
contetdos anteriores, junto a apresentacao de conceitos que, a principio, estao reservados
ao ensino superior, busca-se introduzir situagoes matematicas que expandam os saberes
da educagao formal escolar.

Estruturado na forma de uma sequéncia didatica, a proposta de atividade consiste
em trés etapas, aqui denominadas Roteiro de Atividades e encontra-se no Apéndice A.
Entende-se por sequéncia didatica conforme define Zabala[39, p.18] como “um conjunto
de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacdao de certos objetivos
educacionais, que tém um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores como
pelos alunos”. Cada etapa possui um objetivo especifico, almejando que os estudantes
possam adqurir as respectivas competéncias e habilidades. Todas as etapas, mirando
em uma construcao ampla de aprendizado, dialogam o novo contetido apresentado com
saberes pregressos, por vezes, de ano escolar anterior.

A principio, a atividade é destinada a segunda ou terceira série do ensino médio, pois, é
pressuposto e pré-requisito o conhecimento dos conceitos primitivos de funcdo — somado
ao fato que o ensino das fungoes polinomiais, modular, exponencial e logaritmica expande
os conceitos iniciais de fungdo. E uma vez que segundo a BNCC, tais habilidades estao
organizadas no nono ano'” dos anos finais do ensino fundamental e na primeira série'® do

160 PNE ¢ a lei que determina diretrizes, metas e estratégias para a politica educacional brasileira.
Sua vigéncia é de 10 anos e foi sancionada em 2014. Entre outros, tem por objetivo definir metas a sanar
problemas histérico-social da Educagao brasileira tanto na Educag¢do Béasica quanto no Ensino Superior.

17“(EF09MA06) Compreender as fungdes como relagdes de dependéncia unfvoca entre duas varidveis
e suas representacoes numérica, algébrica e gréafica e utilizar esse conceito para analisar situagdes que
envolvam relagdes funcionais entre duas varidveis.”[5, p.317]

18«(EM13MAT401) Converter representagdes algébricas de fungdes polinomiais de 1° grau para repre-
sentagoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais o comportamento é proporci-
onal, recorrendo ou nao a softwares ou aplicativos de dlgebra e geometria dindmica.”[5, p.543]

As habilidades EM13MAT402 e EM13MAT403 trazem defini¢do semelhante para as fungoes polinomiais
de 2° grau e fungdo exponencial e logaritmica, respectivamente. A habilidade EM13MAT404 traz ideias
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ensino médio faz com que possivelmente dificulte sua aplicacao em série escolar anterior.
Dado que o fatorial é utilizado desde o primeiro roteiro, indica-se que a atividade seja
aplicada apos o trabalho com a Anéalise Combinatéria.

O tempo de aplicagdo nao estara fixado. A dindmica do cotidiano da docéncia é fluida
e uma turma inteira pode apresentar deficit de aprendizagem em algum ponto primordial
ao desenrolar do trabalho. Adaptagoes geram maior adesdo por parte dos estudantes e
aumenta a possibilidade de horizontaliza¢ao do aprendizado. Inclusive, recomenda-se que
cada conceito matematico tido como pré-requisito seja relembrado pelo professor antes e
durante a aplicagao da atividade.

4.1 Roteiro de Atividades 1

O inicio da proposta da-se por uma breve lembranca do conceito de fatorial e seu
fator facilitador na resolucao de exercicios de permutacao. Finaliza-se com a reflexao da
participagao significativa do fatorial no conceito de arranjo e combinag¢ao. Do ponto de
vista dos objetivos, € significativo que os estudantes ja tenham tido contato anteriormente
com o fatorial.

A introducao dos temas abordados neste trabalho é feita pela informacao da existéncia
do Célculo Fracionario. Em seguida, trazemos a definicio do simbolo de Pochhammer
com exemplos.

Andlise Combinatdria. De forma semelhante, o Simbolo de Pochhammer tem papel significativo
no estudo do ramo da matematica chamado Caleulo de Ordem Arbitraria. mais conhecido como

Calculo Fracionario. Define-se o simbolo de Pochhammer (a),,, para a € R, como
(a)p=a-(a+1)-(a+2)---{a+n-1) (alg=1.n=0
Exemplo 1. O simbole de Pockhammer de (T); ¢

(Tls=T-(T+1)-(7T+2)-(T+3)-(T+4)
(T)s =7-8-9-10-11 = 55440

Figura 3: Trecho do Roteiro de Atividades 1 descrito no apéndice deste texto.

Considerando a sequéncia légica dos contetidos do CF, a selecao de Pochhammer como
primeira parte tedrica é o caminho natural a ser tomado, uma vez que é por objetivo deste
a pratica de cédlculos algébricos.

O carater intuitivo e pratico possibilita a facil compreensao por parte dos estudantes.
Ainda que a atividade seja direcionada ao alunado do ensino médio, esta é uma etapa
que pode facilmente ser adaptada para todos os anos finais do ensino fundamental. J4 no
sexto ano inicia-se o trato com férmulas e igualdade, conforme mostram as habilidades
EF06MAO04 e EFO6MA14.

correlatas as anteriores para as fungdes seno e cosseno e é descrita anteriormente no trabalho.
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“(EFO6MAO04) Construir algoritmo em linguagem natural e representa-
lo por fluxograma que indique a resolugdo de um problema simples (por
exemplo, se um nimero natural qualquer é par).”[5, p.301]
“(EF06MA14) Reconhecer que a relagao de igualdade matematica nao se
altera ao adicionar, subtrair, multiplicar ou dividir os seus dois membros
por um mesmo numero e utilizar essa no¢do para determinar valores
desconhecidos na resolugao de problemas.”[5, p.303]

Finaliza-se esta primeira etapa do roteiro propondo alguns exercicios que estimulem
o contato dos estudantes com o SdP. Comecando pela aplicagao direta da defini¢ao do
simbolo e gradualmente elevando aqueles que necessitam de maior manipulagao algébrica.

4. Caleule (37),.
5. Determine y tal que y = 7- (10)4.
6. Caleule y = (7)s - (9.

7. Determine y tal que y (8); = 2 (12);.

Figura 4: Questoes do Roteiro de Atividades 1

4.2 Roteiro de Atividades 2

O Roteiro 2 é o ponto central da atividade; nele temos como objetivo: apresentar
a funcao Gama, revisitar o conceito de funcao — especialmente a relacdo da imagem
do respectivo dominio — e o grafico de fung¢oes no plano cartesiano. Atualmente, o
curriculo nacional estabelece que para o objeto de conhecimento'® funcao para o nono EF
ficam designados os conceitos iniciais: conjunto dominimo/contradominio/imagem, lei de
formacgao e graficos. Ja ao ensino médio fica reservado as fungdes polinomiais, modular,
exponencial, logaritmica e trigonométricas, além de fun¢ao composta e inversa.

Porém, devido ao curriculo inflado, somado ao complexo cotidiano da sala de aula,
muitas vezes este objeto de conhecimento nao é trabalhado da forma ideal. Para que
o docente consiga abordar todo o conteuido programatico de sua matriz de referéncia,
vé-se obrigado a “correr com a matéria”. Tal pratica é um obstéculo ao processo ensino-
aprendizagem, pois, para a docéncia significa nao ter tempo habil para a execucao de
praticas pedagogicas; e aos discentes é mais um fator de resisténcia a matematica.

“Apesar da grande e reconhecida importancia da Matematica, quer pelo
desenvolvimento de raciocinio que proporciona ao aluno, quer por suas
aplicacoes nos problemas da vida didria, em geral os alunos, logo nos
primeiros contatos com essa ciéncia, comeca a detesta-la ou tornam-se
indiferentes a ela.”[11, p.13]

YA BNCC divide-se em 3 estruturas: unidade tematica, objeto de conhecimento e habilidade. “[...]
cada componente curricular apresenta um conjunto de habilidades. Essas habilidades estao relacionadas
a diferentes objetos de conhecimento — aqui entendidos como contetidos, conceitos e processos —, que,
por sua vez, sdo organizados em unidades teméticas.”[5, p.28]
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Visando mitigar esta realidade, o Roteiro 2 se propoe a simultaneamente trazer a
relagdo entre simbolo de Pochhammer com fungdo Gama (Proposi¢ao 2.1.5) e a retomada,
do estudo das fungoes. Para a aplicagdo em séries anteriores a indicada, recomenda-se
que seja feito em alunado que possui conhecimento da relacdo dominio-imagem. Prefe-
rencialmente que tenha fixado também a habilidade de analisar o grafico de funcoes.

Considerando todo o escopo que compoe a fungdo Gama, sua apresentacdo na es-
cola béasica necessita de adaptagoes. Vem dai o motivo de apresentarmos alguns de seus
resultados na forma da Tabela 1 e no grafico de I'(x) — objetos mateméticos de facil
assimilacao e interpretacao.

n| U'(n)
| |
2 |
3 2
6| 120
8 | 5040
Tabela 1: Valores da funcao gama

Figura 5: Trecho do Roteiro de Atividades 2 descrito no apéndice deste texto.

A escolha dos valores utilizados na tabela fica por conta dos exercicios que elaboramos
para a sequéncia da atividade. A op¢ao por maior destaque apenas ao 1° quadrante do
grafico de gama ¢ por sua caracteristica de continuidade para x > 0.

Assim como os trechos informativos de parte tedrica, os exercicios do Roteiro 2 foram
divididos em dois momentos. No primeiro momento, espera-se que além da manipulacao
algébrica, os alunos fagam uso dos valores de gama informados na tabela juntamente com
a equacao de gama. Como o cdlculo de (a),, ja foi feito anteriormente, aqui os exercicios
nao sao apenas de substituicao de valores em féormula.

(7
3. Considere (4), = % Determine T'(7).

I'(n)
L)

4. Determine os valores de a e n, em seguida caleule I'(n) tal que (a); =

(16
5. Considere (10}, = Ej ) e determine I'(16).
(10

Figura 6: Questoes do Roteiro de Atividades 2

O segundo momento do roteiro caracteriza-se pela apresentacao da generalizacao do
fatorial (Proposicao 2.1.2) e do grafico de I'(x). Os exercicios desta etapa iniciam a
aplicacao da investigacao matematica. A proposta tangencia a metodologia da Resolucao
de Problemas®, pois, para Pozo [25, p.16], “um problema se diferencia de um exercicio na

20Resolucdo de Problemas é uma metodologia de ensino recorrentemente utilizada no ensino formal de
matemdtica. Um dos mais eminentes autores da &rea é o hiingaro George Polya[24] em sua obra “A Arte
de Resolver Problemas” de 1944.
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medida em que, neste ultimo caso, dispomos e utilizamos de mecanismos que nos levam,
de forma imediata, a solucao.”

4. Apds aprender na aula de matematica sobre o fatorial de um nimero, Marcos
comecoll a pesquisar um pouco mais sobre este conceito. Ele achou interessante
a ideia da multiplicacao com os antecessores de um nmiimero possuir um simbolo ma-
tematico proprio para si. Em seus estudos, ele descobriu que 15! = 1.307.674.368.000.
Porém, para chegar a este resultado, ele fez manualmente cada um dos calculos até
obter a resposta.
(a) Voceé considera uma boa estratégia o calculo de 15! feito na forma de sucessivos
produtos entre niimeros consecutivos? Justifique sua resposta.
(b) De que forma voce faria o cdlculo de 15! dispondo apenas de papel e caneta?

(c] Com base nos seus conhecimentos da funcio gama, de que outra forma voce

pode representar este mesmo resultado?

Figura 7: Questoes do Roteiro de Atividades 2

O término da etapa é feito com a questao 6 do Roteiro de Atividades 2, que a principio,
trata-se apenas de um exercicio de estimativa. Porém, nele inicia-se o laco que finalizara
na formalizagdo de gama por recorréncia (Proposicao 2.1.1). Sugere-se que o professor
instigue a valores com algumas casas decimais utilizando o recurso de zoom no vetor do
grafico de gama presente na atividade. Inclusive, pode-se incentivar o uso de recursos
digitais para sua execugdo, indo em consonancia com a habilidade EM13MAT405 [5,
p.539], que é definida em “utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programagao
na implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matemética”.

4.3 Roteiro de Atividades 3

O tltimo roteiro inicia com uma breve histéria sobre o desenvolvimento do Céalculo
Fracionario. O texto motivador tem como fim romper com a percepgao errénea que
boa parte dos estudantes tém de que a matematica foi “inventada” por alguém, ou até
mesmo “criada” sem finalidade definida. Esta ideia aumenta conforme o passar dos anos
escolares, sendo aprofundada desde o sexto ano dos anos finais do ensino fundamental.
Nao por coincidéncia é justamente a partir dai, de acordo com o curriculo vigente, que a
matematica formal escolar perde a caracteristica pratica e aplicavel e torna-se abstrata e
distante da vida do aluno.

Junto ao resultado de I'(1/2) = /7 é enfim apresentada a recorréncia da Proposigao
2.1.1 e desta forma finaliza-se o embasamento tedérico de todo o roteiro. A partir dai busca-
se aprofundar as investigacoes que iniciamos no Exercicio 5 do Roteiro 2. Comegamos
pelo exercicio do célculo de I'(n/2), com n natural e 1 < n < 18; é indicado que o tutor
aplicador requeira repostas em funcao de 7 e na forma fracionaria.
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1. Determine:

(a) T(0,5); (f) T'(4,5); (k) T(7);
(b) T(1,5); (g) T(5); (1) T(7,5);
(c) I'(2,5); (h) T(5.5): (m) T(8);

(d) T'(3,5); (i) T(6); (n) (8, 5);

(e) T(4); (j) T(6,5): (0) T(9).

Figura 8: Questoes do Roteiro de Atividades 3

A escolha por dominios na representacao decimal e a solicitacao de respostas fra-
cionarias fica por conta da grande dificuldade que tém em corresponder ao que diz a
habilidade EFO6MAOQS,

“Reconhecer que os nimeros racionais positivos podem ser expressos
nas formas fracionaria e decimal, estabelecer relactes entre essas repre-
sentagoes, passando de uma representacdo para outra, e relaciond-los a
pontos na reta numérica.”[5, p.301]

Desta forma é possivel nao sé trazer a discussao das operagées com racionais como revisi-
tar todos os conceitos que compreendem este objeto. E comum perceber que os educandos
nao fazem a ligacdo de que % = 0,5, por exemplo. O estimulo a tal percepcao pode ser
feito utilizando-se o gréafico de Gama. Dado que no Exercicio 2 (a) é calculado com algu-
mas casas decimais o valor de I'(1/2) — e também com as demais imagens —, pode-se
provocar a percepcao/localizagdo do respectivo valor no eixo y, fazendo assim a corres-

pondéncia com EFO6MAT11,

“Resolver e elaborar problemas com nimeros racionais positivos na re-
presentacao decimal, envolvendo as quatro operacbes fundamentais e a
potenciagdo, por meio de estratégias diversas, utilizando estimativas e
arredondamentos para verificar a razoabilidade de respostas, com e sem
uso de calculadora.”[5, p.301]

O arremate da proposta de sequéncia didatica se da com as “provocagdes” que proje-
tamos chegar quando do inicio da elabora¢do de uma atividade destinada a escola basica.
Apesar de boa parte dos roteiros serem adaptados ao ensino fundamental e médio, os
pontos levantados no Exercicio 4 sao acessiveis a todo leitor que possuir os conhecimentos
prévios necessarios.

20



4. Vimos no Roteiro de Atividades 2 que a fungao gama é wma generalizacao do fatorial e
que I'(n+1) = nl. Em segunida, ao analisarmos o grafico de gama visualizamos que é continuo

no 1Y quadrante. De posse dos dois resultados,

. 1 1
(a) E cabivel entao a ideia de caleularmos o fatorial de 5> Ou seja, 3! ?

- - . . n - T s e
(b) De modo geral, é possivel caleular o fatorial de 5+ COm 1 um nimero natural? Justifique

sua resposta.
al - - S . - - - -
(¢) Com base nas duas alternativas anteriores, pode-se expandir o conceito de (b) para
qualgquer mimero real positive? Em outras palavras, a principio, é possivel entao caleular

o fatorial de todo mimero positiva?

Figura 9: Questoes do Roteiro de Atividades 3

O questionamento da possibilidade de existéncia do fatorial de um niimero racional
positivo qualquer é objeto matematico passivel de interessantes investigacoes matematicas,
seja na Educacao Béasica ou Superior. Contudo, nao limita-se apenas a metodologia
da investigacao, podendo ser trabalhada via Modelagem Matematica fazendo as devidas
adaptagoes. A partir da informacdo de o que € a fungio Gama e o valor de T'(1/2),
construir toda a teoria necessaria até a chegada a generalizacao do fatorial, por exemplo.
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5 Consideracoes finais

Historicamente, a construgao conceitual do Célculo Fracionario ilustra a metafora dos
anoes nos ombros de gigantes, ainda mais em sua roupagem mais célebre “se vi mais longe,
foi por estar nos ombros de gigantes” [19, p.1]. Tal pardfrase tem significado representa-
tivo ao CF, dado seu autor, Isaac Newton. Enorme é sua contribuicao a fundamentacao
deste tépico da matematica que vimos um pouco neste trabalho. E assim como New-
ton, varios foram os notaveis que contribuiram na cronologia dos desmembramentos hoje
estabelecidos.

A passagem pelas fungoes de Euler abre um interessante panorama — posteriormente
— para aplicacgoes de conceitos até entdo restritos ao Calculo Diferencial e Integral e as
leis fisicas a ele aplicadas. Os aspectos algébricos que envolvem a integral impropria —
geralmente necessitam de recursos sofisticados de algebrismo — passam por despercebido
em vista da praticidade da funcdo Gama na utilizacdo no CF. Torna-se uma notacao
simples carregada de significados. A generalizacao do fatorial pode ser vista como um
resultado intrigante na percepcao do estudante de Teoria dos Niimeros assim como o do
ensino médio da Educac¢ao Bésica.

As funcgoes de Mittag-Leffler desempenham importante papel no CF, pois elas repre-
sentam para o CF o que a fungdo exponencial representa para o CDI. Conforme visto nos
exemplos de integral e derivadas fracionarias das duas formulagoes, ML torna-se parte
inerente na apresentagao dos resultados finas dessas operagoes, fato que é evidenciado nas
Tabelas 1, 2 e 3.

O conceito e a formulacao da integral de Riemann-Liouville podem ser considerados
como o pilar da derivada de mesmo nome, bem como para as formulacoes de derivada de
Caputo e Riesz; esta inclusive é uma possibilidade de futuros estudos.

A derivada segundo Riemann-Liouville torna possivel responder a indagacao de 'Hopital
a Leibniz, bem como refinar a resposta na forma de conjectura feita pelo alemao.

A derivada de Caputo traz o privilégio de sermos contemporaneos ao de seu institui-
dor. Sua formulacdo tem a estética de parecer apenas a mudanca na ordem do que foi
estabelecido na derivada RL. Porém, o préprio exemplo da derivada da funcao constante
mostra que esta aparente simples mudancga de ordem influencia no resultado final. Em
geral, a derivada de Caputo é mais utilizada para modelar processos fisicos, pois a mesma
coincide com a derivada usual quando a ordem de derivagao for inteira. Em problemas de
valores iniciais, por exemplo, é possivel interpretar fisicamente as condigdes iniciais (pois
sao derivadas de ordem inteira).

Um dos desafios deste trabalho foi a apresentacao do CF a Educacao Bésica. Pensar
maneiras de introduzir alguns dos conteiidos aqui abordados para estudantes que ainda
estao formalizando o conceito de funcao, por exemplo, demandou certa criatividade e
reflexdo. A maturidade matematica necessaria é uma barreira a abordagem do CF para
este nivel do ensino.

A metodologia da sequéncia didatica proporciona, ao mesmo tempo, o aprendizado
de novas competéncias e habilidades, como também permite uma breve investigagao ma-
tematica acerca do I'(1/2) e suas implicagoes. O cardter algébrico do simbolo de Po-
chhammer é um facilitador para sua apresentacao a estudantes da EB e a semelhanca
com o fatorial ajuda em sua compreensao. Ele foi base para todas as demais etapas dos
Roteiro de Atividades propostos. A culmindncia dos trés Roteiro de Atividades é feita
na indagac¢ao que pode ser exposta também aos que estao iniciando os estudos sobre o
Calculo Fracionéario.
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Por fim, os estudos envolvendo o Calculo Fracionario desde sua concepg¢ao, passando
pelos pontos basilares até a chegada as suas formulagdes permitem a imersao em uma
fascinante area das ciéncias. Sua complexidade é proporcional aos resultados que dela
provém. Em contraponto a concepgao abstrata de suas ideias iniciais, formam-se hoje
vastas areas de sua aplicagao no meio fisico. E provavel que cada vez mais surjam novos
resultados — tedricos e aplicados?! — balizados em seus conceitos.

2IPor néao ser o objetivo deste trabalho, ndo demos foco as diversas aplicacdes tedricas e fisicas que
o Célculo Fracionario possui atualmente. Porém, nas referéncias encontram-se materiais que a isto
dedicaram.
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Apéndice A
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ROTEIRO DE ATIVIDADES 1

O fatorial e o simbolo de Pochhammer
Durante o estudo da Andlise Combinatdria nos deparamos com a definicao do fatorial;
seu conceito facilita o processo de contagem, sobretudo o calculo. E interessante o aspecto da

(('77

simples notacao indicar o produto de um natural por todos os seus antecessores até 1. Vimos
que resolver exercicios de anagrama ou permutacao ficam resumidos a manipulacao do fatorial de
nimeros naturais.

O estudante atento pode perceber nao ser possivel dissociar o fatorial do Arranjo e Com-
binagao — explicitado na férmula de ambos. E possivel estabelecer que ele é basilar aos estudos da
Anélise Combinatéria. De forma semelhante, o Simbolo de Pochhammer tem papel significativo

no estudo do ramo da matematica chamado Calculo de Ordem Arbitraria, mais conhecido como

Calculo Fraciondrio. Define-se o simbolo de Pochhammer (a),, para a € R, como
(@n=a-(a+1)-(a+2)---(a+n—1) (a)o=1,n2>0

Exemplo 1. O simbolo de Pochhammer de (7)5 €
(Ms=T7-(T+1)-(7T+2)-(T+3) - (T+4)
(T)s=7-8-9-10-11 = 55440

Exemplo 2. O simbolo de Pochhammer de (150)45 é
(150)45 = 150 - (150 + 1) - (150 -+ 2) - (150 -+ 3) - (150 + 4) - - - (150 + 42) - (150 + 43) - (150 + 44)
(150)45 = 150 - 151 - 152 - 153 - 154 ---192 - 193 - 194

Da caracteristica do produto entre niimeros consecutivos podemos visualizar no simbolo de
Pochhammer como um “primo” do fatorial. Classifica-se este produtoério em crescente ou descres-

cente. Quando descrescente, utilizaremos a notagao (a), e define-se por
(a), =ala—1)(a—2)---(a—n+1), (a)g=1,n>0

Exemplo 3. O simbolo de Pochhammer de (9); €
s =9-0-1-(9-2)-(9-3)-(9-4)-(9-5)
(9)g =9-8-7-6-5-4=060480

Exemplo 4. O simbolo de Pochhammer de (82)5, é

1




(82)7; = 82- (82 —1)-(82—2)---- (82— 24) - (82 — 25)
(82)3; =82-81-80---58-57-56

EXERCICIOS

1.

2.

10.

11.

12.

Calcule (12)e.
Calcule (25)4.

Calcule (10)g

. Calcule (37)q.

Determine y tal que y = 7 - (10)4.
Calcule y = (7)3 - (9)s.

Determine y tal que y (8)3 = 2(12);.

(24)s

Calcule y =

—
[N}
-3

S~—

o

Resolva y (26)190 = (35)g - (26)4.
Descubra o valor de y tal que (y)4 = 120, y € N.

Qual o nimero natural que verifica (y); = 2107

. (82 — 26)

Qual o niimero natural y que verifica (y)s + (y)4 = 1447




ROTEIRO DE ATIVIDADES 2

A funcao Gama e o Simbolo de Pochhammer

A fungao Gama, denotada por I'(z), com = € R, é classificada como uma Func¢do Especial.
Também faz parte do conjunto de funcoes chamado Funcoes Fulerianas. Ela foi introduzida pela
primeira vez em 1730 pelo importante matematico suigo Leonhard Euler (1707-1783). Sua defini¢ao
estd fora do escopo das funcoes que vimos na 12 série do Ensino Médio, entretanto, alguns de seus
desmembramentos sao acessiveis ao nosso ano escolar. O primeiro deles é a relacao com o simbolo

de Pochhammer, onde
I'(a+mn)
)y, = ————— a€R,neN. 1
(@)=~ , 1)
Se considerarmos os casos que (a), ¢ um nimero inteiro resultante do produto entre reais,
podemos observar que a razao entre duas imagens (especificas) de gama resulta em um inteiro, ou

seja, no numero (a),. Veja a tabela de alguns valores de I'(n) e em seguida resolva os exercicios.

n | I'(n)
1 1
2 1
3 2
6| 120
8 | 5040

Tabela 1: Valores da funcao Gama

EXERCICIOS

: I'(8)

1. Determine n e calcule I'(n) tal que (5)3 = ——.
[(n)
I'(n
2. Calcule I'(n) para que F((Q)) = (2)s5.
r

3. Considere (4),, = % Determine I'(7).

: . L'(n)
4. Determine os valores de a e n, em seguida calcule T'(n) tal que (a); = ()

r
5. Considere (10), = T (10)

e determine I'(16).




Um segundo ponto que podemos abordar sobre a fung¢ao Gama é da sua relacao com o

fatorial. Pela seguinte recorréncia,

Pn+1) =T(1) - (1) (2)

obtida da Equacao (1) fazendo a = 1. Definindo I'(1) = 1 e supondo n € N, obtemos:

I'(n+1) =n! (3)

A expressao (2) é uma generalizagao do fatorial se considerarmos n € R. E a expressao (3)
estabelece a igualdade entre a Gama e o fatorial paran € N. Através da funcao Gama determinamos
o fatorial de um numero a partir da imagem que seu sucessor possui em gama. Voltando o olhar
para a imagem de I'(x), vejamos seu grafico no plano cartesiano para x > —2, especialmente no

primeiro quadrante.
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Figura 1: Gréfico de I'(z)
EXERCICIOS
1. Quanto é I'(8)7?

2. Quanto é I'(13)7




3. Qual é o valor de n tal que I'(n) = 3.628.800?7 Apds determinar o valor de n, escreva-o na

forma de I'(n + 1) = nl.

4. Apés aprender na aula de matematica sobre o fatorial de um numero, Marcos comecou a
pesquisar um pouco mais sobre este conceito. Ele achou interessante a ideia da multiplicagao
com os antecessores de um niimero possuir um simbolo matematico proprio para si. Em seus
estudos, ele descobriu que 15! = 1.307.674.368.000. Porém, para chegar a este resultado, ele

fez manualmente cada um dos calculos até obter a resposta.

(a) Voceé considera uma boa estratégia o célculo de 15! feito na forma de sucessivos produtos

entre nimeros consecutivos? Justifique sua resposta.
(b) De que forma vocé faria o calculo de 15! dispondo apenas de papel e caneta?

(c) Com base nos seus conhecimentos da fungdo Gama, de que outra forma vocé pode re-

presentar este mesmo resultado?

5. De acordo com as habilidades EFOOMAO06!, EM13MAT4012, EM13MAT402 e EM13MAT403
da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), é conteido da Educacao Bésica o estudo das
fungoes. Voceé aprendeu que o eixo das ordenadas compreende como os respectivos pontos da
imagem de uma funcgao. Verifica-se que no grafico de uma funcao continua nao ha valor de
x que nao possua correspondente y. Tendo isto em vista, o que vocé percebe do grafico de
['(x) em relagao a cada ponto do eixo das abscissas com sua respectiva imagem no eixo das

ordenadas?

6. Observando o gréfico de I'(x), estime aproximadamente o valor de y do ponto (z, y) que possui:

(a) x =0,5; (d) = =3,5;
(b) = =1,5; (e) z=4,5
(¢) =25

LEF09MA06) Compreender as fungdes como relagoes de dependéncia unfvoca entre duas varidveis e suas repre-
sentacoes numérica, algébrica e grafica e utilizar esse conceito para analisar situagoes que envolvam relagoes funcionais
entre duas varidveis.

2(EM13MAT401) Converter representacoes algébricas de fungoes polinomiais de 1° grau para representagoes
geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais o comportamento é proporcional, recorrendo ou
nao a softwares ou aplicativos de dlgebra e geometria dinamica.

As habilidades EM13MAT402 e EM13MAT403 trazem definicao semelhante para as funcoes polinomiais de 22 grau
e fungao exponencial e logaritmica, respectivamente.




ROTEIRO DE ATIVIDADES 3

Cilculo Fracionario e a I'(1/2)

Um importante resultado do Célculo Fracionario é justamente o que comecamos a investigar
durante o Roteiro de Atividades 2. Muitos foram os importantes mateméticos que debrucaram
sobre o CF em seus mais variados desmembramentos. Entre eles, pode-se destacar os trabalhos
do alemao Bernhard Riemann (1826-1866), que juntamente aos estudos do francés Joseph Liouville
(1809-1882), é formulado o que é conhecido como Derivada de ordem arbitraria de Riemann-
Liouville. O italiano Michele Caputo (1927) — que d4 nome a sua formulagao de derivada de
ordem arbitraria — também tem enorme contribuicao ao CF. O que ambas formulagoes tém em
comum € estarem apoiadas na funcao Gama desde sua definicao.

Tal como disse Isaac Newton em uma carta enviada a Robert Hooke em 5 de fevereiro de
1676, “se vi mais longe, foi por estar nos ombros de gigantes”, a construcao dos conhecimentos
matematicos é fruto do trabalho cumulativo dos génios que a ela dedicam-se. Nao é diferente com
o conjunto de conceitos que forma o CF e muitos foram os trabalhos até a chegada do importante
resultado de que I'(1/2) = /7.

Conforme visto anteriormente, Gama e o fatorial possuem uma equivaléncia descrita em (3).
Porém, esta nao é a tnica relagao que integra os conceitos desta funcao. Também estabelece-se uma

relacao de recorréncia na fungao Gama:

I'n+1)=n-T'(n), n > 0. (4)

Observando a relagao de recorréncia acima, notamos que se conhecemos a imagem de um ponto do

dominio, conseguimos determinar, de um em um, alguns valores do conjunto imagem de I'(n).

EXERCICIOS

1. Determine:

(a) T'(0,5); (e) T'(4); (i) T'(6);
(b) T'(1,5); (f) T'(4,5); (3) T'(6,5);
(c) I'(2,5); (g) T(); (k) T'(7);
(d) T'(3,5); (h) T(5,5); () T'(7,5);




(m) T'(8); (n) T'(8,5); (0) T'(9).

2. Calcule considerando a aproximacao de m = 3, 1415:

3. Compare os valores que vocé estimou no Exercicio 6 do Roteiro de Atividades 2 com os

que voce encontrou nos Exercicios 1 e 2 desta secao. Os valores foram proximos?

4. Vimos no Roteiro de Atividades 2 que a funcao Gama é uma generalizacao do fatorial e
que I'(n + 1) = n!, se n € N. Em seguida, ao analisarmos o grafico de gama visualizamos que

¢ continuo no 1° quadrante. De posse dos dois resultados,
. , o . 1 ) 1
(a) E cabivel entao a ideia de calcularmos o fatorial de 57 Ou seja, 5! ?
n
(b) De modo geral, é possivel calcular o fatorial de 5> com n um nimero natural? Justifique

sua resposta.

(c) Com base nas duas alternativas anteriores, pode-se expandir o conceito de (b) para
qualquer nimero real positivo? Em outras palavras, a principio, é possivel entao calcular

o fatorial de todo nimero positivo?
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