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RESUMO

Diante das dificuldades apresentadas por estudantes do Ensino médio para lidar com
problemas de contagem durante esses quase 13 anos de docéncia neste nivel de ensino na rede
estadual de ensino do Ceard, o autor desta dissertacdo sentiu-se motivado, com a oportunidade
dada pelo PROFMAT, a realizar um estudo abordando a importéancia do ensino do Principio
multiplicativo na Educagdo béasica: Ensino Fundamental e Médio. Buscou-se entender o que a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC) preconiza sobre o ensino deste tema nessas duas
fases da vida escolar trazendo exemplos das habilidades nas quais se insere a Anélise
combinatéria e, de modo particular o Principio multiplicativo (Principio fundamental da
contagem — PFC), expondo alguns exemplos e indicando neles variadas formas de resolucéo.
Amparou-se na forte teoria dos conjuntos a fim de melhor compreender o principio em estudo
e nos ensinamentos de renomados estudiosos da &rea. Mostrou-se que a partir do PFC pode-se
obter formulas que permitem calculos mais “diretos” na resolu¢do de alguns problemas,
enfatizando as mais vistas em sala de aula, que séo a permutacdo simples, a permutacdo com
repeticdo, a permutacdo circular, o arranjo simples e a combinagdo simples, suscitando a
relevancia da familiarizagdo com tais formulas em certos exames, como é caso do Exame
Nacional do Ensino Médio - ENEM. Evoluiu-se chamando a atencdo para a importancia do
bom dominio do PFC quando o individuo é submetido a exames diagnosticos, como as
avaliacBes em larga escala, ou classificatérios, como € o caso das olimpiadas, dos concursos
publicos e dos vestibulares, principalmente o ENEM. Nesta etapa foi realizada uma
experiéncia com uma amostra de 10 estudantes do 3° ano de uma escola publica, aplicando-se
um teste envolvendo questdes dos supracitados exames e refletindo pedagogicamente sobre as
respostas apresentadas através de comentarios do autor deste trabalho.

Palavras - chave: Principio Multiplicativo. Analise Combinatoria. Educacdo Bésica.



ABSTRACT

Faced with the difficulties presented by high school students in dealing with counting
problems during these almost 13 years of teaching at this level of education in the state
education network of Ceard, the author of this dissertation felt motivated, with the opportunity
given by PROFMAT, to carry out a study addressing the importance of teaching the
multiplicative principle in Basic Education: Elementary and Secondary Education. We sought
to understand what the National Common Curricular Base (BNCC) recommends about
teaching this subject in these two phases of school life, bringing examples of the skills in
which Combinatorics is inserted and, in particular, the Multiplicative Principle (Fundamental
Principle of Counting — PFC), exposing some examples and indicating in them various forms
of resolution. He relied on strong set theory in order to better understand the principle under
study and on the teachings of renowned scholars in the area. It was shown that from the PFC
it is possible to obtain formulas that allow more “direct” calculations in the resolution of some
problems, emphasizing the ones most seen in the classroom, which are the simple
permutation, the permutation with repetition, the circular permutation, the simple arrangement
and the simple combination, raising the importance of familiarization with such formulas in
certain exams, as is the case of the National Secondary Education Examination - ENEM.
Evolved by calling attention to the importance of good command of the PFC when the
individual is subjected to diagnostic tests, such as large-scale assessments, or classifications,
as is the case of the Olympics, public competitions and entrance exams, mainly the ENEM .
At this stage, an experiment was carried out with a sample of 10 students from the 3rd year of
a public school, applying a test involving questions from the aforementioned exams and
reflecting pedagogically on the answers presented through comments by the author of this

work.

Keywords: Multiplicative Principle. Combinatorial Analysis. Basic education.
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1. INTRODUCAO

O ensino de Matemética nos moldes tradicionais carrega o fardo de tornar o
aprendizado “escravo” de formulas a medida que se propde a indicar um caminho, muitas

vezes Unico, para se chegar ao resultado pretendido.

N&o obstante, tais formulas certamente exibem a sua importancia quando fazem
emergir solucdes quase imediatas para situacfes complexas, a primeira vista, e que exigem

consideravel tempo de apreciagdo para que se construa um raciocinio promissor.

Alguns problemas de Matematica podem ser resolvidos apenas através de
raciocinio simples e direto, mas ha aqueles que requerem uma melhor elaboracdo do

pensamento para que se constitua um caminho solido e frutifero para a sua solugéo.

Para KRULIK e REYS:

A resolucdo de problemas muitas vezes tem desempenhado um papel secundario em
nosso curriculo de matematica calcado fortemente no conteldo e dirigido
acentuadamente para as habilidades. [...] Acreditamos que um curriculo de
matematica deveria se basear mais em estratégias do que em contetdo. (KRULIK e
REYS, 1997, p.188)

Diante do exposto, convém refletir sobre as metodologias de ensino nas escolas,
geralmente ancoradas no uso de formulas, no caso da Matematica, por exemplo, em
detrimento das tentativas e descobertas, como ocorre na resolucdo de problemas dos mais
diversos niveis de complexidade. Os autores concluem sugerindo que o curriculo deveria se

pautar mais nos métodos do que no conteddo em si.

Em 1998 os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) discorriam sobre um
problema como “[...] uma situacdo que demanda realizacdo de uma sequéncia de agfes ou
operacdes para obter um resultado. Ou seja, a solucdo ndo esta disponivel de inicio, no
entanto é possivel construi-la.” (BRASIL, 1998, p. 41).

Veja que os PCN’s — 1998 referem-se ao problema como um obstaculo a ser
superado por meio de um encadeamento de passos, ou seja, com énfase nas tentativas e no

método.

O entendimento supracitado certamente estende-se a qualquer situacéo

desafiadora do nosso cotidiano, que pode ser considerada um problema, ndo necessariamente
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matematico, e que carece de um agir metodico, a fim de que se prospere em passos firmes na

solucdo e a obtenha em tempo hébil.

Em entendimento consoante, Polya, (2006) aponta quatro etapas principais para a

resolucdo de um problema, como segue:

o compreender o problema: entende- se que nesta etapa o(a) estudante procura se inteirar
do problema, fazendo um levantamento do que se exige para a resolucéo e fazendo analogias
a fim de que possa agir sobre este;

o elaborar um plano: aqui monta-se o seu plano de acéo, relacionando em determinada
ordem os dados do problema, o que o leva a um esquema de resolucéo, que em muitos casos €
uma equacao matematica;

o executar o plano: este deve ser o momento de lancar méao de todo o saber matematico
para colocar o plano em prética;

. fazer o retrospecto ou verificacdo: nesta etapa deve ser feita uma revisao, analisando
cada passo dado. E uma oportunidade para diagnosticar e corrigir algo de errado que tenha

ocorrido pelo caminho.

E oportuno notar que o autor indica um caminho, que pode sofrer alguma
variacdo, para a resolucdo de problemas que vai desde a sua compreensao até a verificacao, o
que ndo ocorre com tanta frequéncia, visto que as metodologias de ensino ndo tendem a

primar pela investigacéo, pois ddo mais importancia ao resultado do que ao procedimento.

Em se tratando de numeros naturais, um método bastante eficaz para esta

verificacdo é o método da inducéo, que sera apreciado mais adiante em nosso trabalho.

Definindo problema, Dante (2010, p.11) afirma que de maneira genérica, pode-se
dizer que é um obstaculo a ser superado, algo a ser resolvido e que exige o pensar consciente

do individuo para soluciona-lo.

Aprecia-se nas palavras do eminente escritor que resolver um problema ndo deve
ser uma tarefa que se restringe a aplicacdo procedimentos impulsivos ou de formulas prontas,

requer um pensamento bem delineado.

O pensamento dos referidos autores coaduna com o objetivo deste trabalho, que é
refletir sobre a importancia do ensino do Principio multiplicativo, sobretudo na resolucéo de

problemas na educacdo bésica, suscitando possiveis lacunas a fim de trilhar caminhos,
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focados no processo, que possam contribuir com a préatica docente e, consequentemente para
uma melhor compreensao deste imponente mecanismo de contagem, tanto por docentes como
por discentes, ja que tal principio € o ponto de partida para uma clara compreensao do estudo

da Analise combinatoria.

Em face das ideias apreciadas até aqui e do objetivo ora mencionado,
compreende-se que a proposta de ensino do Principio multiplicativo na educacéo béasica néo
deve se ater apenas a exemplos triviais para 0s quais a solugéo segue praticamente o mesmo

curso, é preciso dar énfase aos casos mais desafiadores.

O fato de a Anélise combinatdria ser muitas vezes compreendida como um ramo
da Matematica que condiciona aprendizes a métodos prontos de resolver problemas imp&e um
cauteloso olhar sobre a relacdo ensino/aprendizagem em torno deste tema, precipuamente no

que tange ao Principio multiplicativo.

Para Morgado (1991, p.1), a Anélise combinatdria é a parte da Matematica que

analisa estruturas e relagdes discretas.

Seguindo a abordagem sobre o tema, o supracitado autor chama a atencdo para

alguns pontos cruciais no estudo/ensino de Analise combinatoria:

o A engenhosidade e a compreensdo plena da situacdo descrita pelo problema, apesar
das técnicas gerais;

o A motivacdo para se privilegiar o estudo das permutacdes, arranjos e combinacgdes que
segundo ele, é o fato de serem os mais simples e de uso mais amplo, o que possibilita a
aplicacdo na resolucdo de muitos problemas de Analise combinatoria.

o A aplicabilidade na resolucdo de problemas de probabilidade finitas, que sdo um
campo de aplicacdo da Analise combinatoria.

o O risco que se corre quando se aplica os conceitos de forma mecanica a problemas
padronizados. Segundo este autor, cria-se a impressdao de que a Analise combinatéria é

somente um jogo de formulas complicadas.

Observa-se nas orientagdes de Morgado uma espécie de “cartilha” a ser seguida

no ensino de Analise combinatdria que se for bem seguida podera produzir bons resultados.

Convém deixar claro que a arte da docéncia € exercida diariamente em sala de

aula. Isso depende de fatores que fogem de qualquer “férmula pronta”, tais como o
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conhecimento prévio, as habilidades individuais de quem ensina e de quem aprende, além da
pré-disposicao para a aceitacdo do tema.

2. FUNDAMENTACAO LEGAL
2.1. Introdugéo no Ensino fundamental |

O uso do Principio multiplicativo na resolucdo de problemas é habilidade aludida
ja nas series iniciais do Ensino fundamental, conforme diccdo da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), como segue: “Considera-se habilidade do 1° ano do Ensino fundamental,
segundo a BNCC, “Contar de maneira exata ou aproximada, utilizando diferentes estratégias
como o pareamento e outros agrupamentos.” (EFOLMAOQ2 - BRASIL, 2018, p. 279)

Infere-se aqui que nessa faixa de ensino os (as) aprendizes ja& tenham
desenvolvido habilidades que utilizem técnicas de contagem que remetem ao principio
multiplicativo, como € o caso do pareamento.

Mais adiante, j& no 3° ano do Ensino fundamental, o documento norteador da
educacdo basica retoma a importancia do dominio desses recursos essenciais para estudos
mais avancados ao apontar que estudantes nesse nivel de aprendizagem ja devam “Construir e
utilizar fatos béasicos da adicdo e da multiplicacdo para o célculo mental ou escrito.”
(EFO3MAO03 - BRASIL, 2018, p. 287)

Além disso, devem saber:

Resolver e elaborar problemas de multiplicacdo (por 2, 3, 4, 5 e 10) com o0s
significados de adicdo de parcelas iguais e elementos apresentados em disposicao
retangular, utilizando diferentes estratégias de calculo e registros. (EFO3MAO7 -
BRASIL, 2018, p. 287)

Ao abordar a disposicao retangular como recurso do qual se deve lancar méao a
fim de resolver problemas, traz-se a tona, mais uma vez o uso do principio multiplicativo
como estratégia de quantificacdo de objetos, baseando-se nas filas de tal disposicdo, o que
agiliza a tarefa.

Em seguida, ja no 4° ano, a BNCC voltou a tratar dessa forma de dispor objetos
como aplicacdo da multiplicacdo na resolucdo de problemas, além de outros significados da
operagdo, COMo Ssegue:

Resolver e elaborar problemas envolvendo diferentes significados da multiplicacdo
(adicdo de parcelas iguais, organizacdo retangular e proporcionalidade), utilizando
estratégias diversas, como céalculo por estimativa, célculo mental e algoritmos.
(EFO4MAO06 - BRASIL, 2018, p. 291)
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Ainda no 4° ano, a lei educacional traz de forma mais clara o uso do principio
multiplicativo na formacdo de agrupamentos por meio de duas colecbes de objetos,

evidenciando o uso de material concreto, como descreve:

Resolver, com o suporte de imagem e/ou material manipulavel, problemas simples
de contagem, como a determinagdo do ndmero de agrupamentos possiveis ao se
combinar cada elemento de uma cole¢do com todos os elementos de outra,
utilizando estratégias e formas de registro pessoais. (EFO4MAOQ8 - BRASIL, 2018,
p. 291)

Por fim, no 5° ano, a referida lei explicita o recurso aritmético utilizado na

formacéo dos agrupamentos supracitados, como segue:

Resolver e elaborar problemas simples de contagem envolvendo o principio
multiplicativo, como a determinacdo do nimero de agrupamentos possiveis ao se
combinar cada elemento de uma cole¢do com todos os elementos de outra colecéo,
por meio de diagramas de arvore ou por tabelas. (EFOSMAQ9 - BRASIL, 2018, p.
291)

As habilidades ora expostas sugerem que estudantes nesse nivel de ensino
consigam, ao fim de tal ciclo escolar, formar e quantificar sequéncias do tipo aibi, de dois
conjuntos disjuntos A e B, sendo a; € A e bi € B, em situagdes contextualizadas, ou nao.

2. 2. Evoluindo para o Ensino fundamental 11

Na 22 etapa do Ensino fundamental, ja no 8° ano, o principio multiplicativo deve
ser utilizado como ferramenta para estudos mais avancados, como € o caso da Probabilidade.
Segundo a BNCC, a essa altura o dominio desse conhecimento deve apresentar-se como
recurso para a obtencdo de resultados significativos em célculos de probabilidades, de acordo
com a seguinte habilidade: “Calcular a probabilidade de eventos, com base na construcdo do
espaco amostral, utilizando o principio multiplicativo, e reconhecer que a soma das
probabilidades de todos os elementos do espaco amostral é igual a 1.” (EFO8MA22 -
BRASIL, 2018, p. 315)

Nessa Ultima fase do Ensino fundamental, agora no 9° ano, ja se exige que a
ferramenta em estudo esteja a disposicdo na resolucdo de problemas mais especificos de
probabilidade como: “Reconhecer, em experimentos aleatorios, eventos independentes e
dependentes e calcular a probabilidade de sua ocorréncia, nos dois casos.” (EFOOMA20 -
BRASIL, 2018, p. 319)

2. 3. Refinando o conhecimento no Ensino médio

No Ensino médio nosso objeto de estudo ganha contornos mais sofisticados, dada

a gama de aplicacBes que se desenvolvem em seu entorno. E o que se observa em trés

insercdes feitas pela BNCC para esta fase do ensino bésico, a saber:
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“Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo diferentes tipos de
agrupamento de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo,
recorrendo a estratégias diversas como o diagrama de arvore.” (EM13MAT310 -
BRASIL, 2018, p. 315)

A habilidade ora elencada avalia que os (as) alunos (as) tenham ampliado o leque
de técnicas de contagem, considerando o nivel mais avancado dos desafios que surgem nos
problemas.

A ampliacéo e o aprimoramento desses métodos devem munir o(a) estudante de
repertorio para também lidar com questdes de probabilidade de maior complexidade
processual, como sugere a habilidade: “Resolver e elaborar problemas que envolvem o
calculo da probabilidade de eventos aleatorios, identificando e descrevendo o espago amostral
e realizando contagem das possibilidades.” (EM13MAT311 - BRASIL, 2018, p. 315)

Também trata desse assunto a habilidade: “Resolver e elaborar problemas que
envolvem o célculo de probabilidade de eventos em experimentos aleatdrios sucessivos.”
(EM13MAT312 - BRASIL, 2018, p. 315)

3. FUNDAMENTACAO TEORICA

O Principio Fundamental da Contagem, comumente conhecido como Principio
Multiplicativo € o preceito basico, como o préprio nome sugere, para o estudo de Analise
combinatdria no Ensino basico. Tudo parte da ideia apresentada nas séries iniciais do Ensino
fundamental, conforme citado anteriromente.

Apoia-se na teoria dos conjuntos e dela extrai elementos importantes para
apresentar alguns de seus importantes resultados.

Para Plinio, Margarida e Idani (2002, p.1), um conjunto €, entdo uma colecdo de
objetos de qualquer tipo — pessoas, plantas, animais, fenébmenos. Os objetos que constituem o
conjunto s&o chamados elementos do conjunto.

Segundo essa definicdo, sdo conjuntos, cuja representacdo se faz por letras
mailsculas do nosso alfabeto, os exemplos:

e meses do ano: A = {janeiro, fevereiro, marcgo, abril, maio, junho, julho, agosto,
setembro, outubro, novembro, dezembro};

e possiveis resultados do lancamento de um dado: B = {1, 2, 3, 4, 5, 6};

e vogais do nosso alfabeto: C={a, e, i, 0,, u};

e nUmeros reais que estdo entre 5e 10: D = {x | 5 < x < 10}.
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Denomina-se cardinalidade de um conjunto a quantidade de elementos que ele
possui. Algumas das formas de representar esse nimero, para um conjunto X, por exemplo,
sdon (X), # Xe|X|.

E oportuno lembrar que um conjunto pode ser finito ou infinito. Quando tem um
elemento Unico € chamado de unitario e quando ndo tem elemento é chamado de vazio.

Além disso, um elemento x pode pertencer ou ndo a um conjunto X. Tal fato é
representado pelos simbolos € (pertence) e & (ndo pertence), respectivamente. Deste modo, se
Y € um conjunto para o qual todo elemento é um ndmero par, segue que 2 € Y e 3 ¢ Y. Ha
ainda a relacdo de inclusdo entre conjuntos, representada pelos simbolos: < (esta contido), ¢

(ndo esté contido), © (contém) e 2 (ndo contém).

Outro fato relevante sobre o estudo dos conjuntos, mormente para 0 propasito
deste trabalho, séo as opera¢fes de unido e interseccgao.

Para que se definam tais operacdes € necessario delimitar o conjunto onde elas
devem ocorrer. A essa delimitacdo da-se o nome de conjunto universo, que é comumente
representado pela letra U do nosso alfabeto ou pela grega dmega (Q).

O conjunto universo, ora citado, € o conjunto que contém todos os elementos
considerados para determinado estudo. Em Matematica, principalmente no estudo das
funcgdes, considera-se como conjunto universo cada um dos conjuntos numéricos, conforme a
necessidade de abrangéncia. Tais conjuntos sdo:

v’ 0 conjunto dos nimeros naturais, denotado pelo simbolo N.
o0 conjunto dos nimeros inteiros, denotado pelo simbolo Z.

v
v 0 conjunto dos numeros racionais, denotado pelo simbolo Q.
v 0 conjunto dos nimeros reais, denotado pelo simbolo R.

v

0 conjunto dos numeros complexos, denotado pelo simbolo C.

Conforme o exposto, dados dois conjuntos, A e B, a unido de A e B é assim
descrita; AUB={xe U |xe AouxeEB}.

Jaainterseccdo de A e B é assim descrita: ANB={xeU|xeAex€eB}

Em vista disso, se A={1, 2,3,4,5} e B={4,5, 6, 7}, tem-se:
AUB={1,23,4,56 7 e AnB={4, 5}

Podemos exibir esses resultados através de um recurso conhecido como diagrama

de Veen, conforme a figura abaixo:


https://brainly.com.br/tarefa/6185550#:~:text=Resposta%20verificada%20por%20especialistas&text=Os%20s%C3%ADmbolos%20%E2%88%88%2C%20%E2%88%89%2C%20%E2%8A%82,contido%2C%20cont%C3%A9m%20e%20n%C3%A3o%20cont%C3%A9m.
https://brainly.com.br/tarefa/6185550#:~:text=Resposta%20verificada%20por%20especialistas&text=Os%20s%C3%ADmbolos%20%E2%88%88%2C%20%E2%88%89%2C%20%E2%8A%82,contido%2C%20cont%C3%A9m%20e%20n%C3%A3o%20cont%C3%A9m.
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Figura 1: Diagrama de Veen — unio de dois conjuntos

- U

A B

Fonte: Elaborada pelo autor

No caso exposto acima os conjuntos compartilham os elementos 4 e 5, ou seja, ha
intersec¢cdo. Mas hé casos em que isso ndo ocorre. Entdo, se C = {1, 2, 3,4} e D = {5, 6, 7},
seguequeCuD=4{1,23,4,56,7}eCnD={}ouCnNnD=0.

Analogamente, podemos exibir esses resultados pelo diagrama de Veen, conforme
a figura abaixo:

Figura 2: Diagrama de Veen — unido de dois conjuntos disjuntos

U

C D

Fonte: Elaborada pelo autor

Por tratar do Principio multiplicativo, que é um método de contagem, este
trabalho adotarda como conjunto universo o conjunto dos numeros naturais, cuja estrutura é
baseada em 4 axiomas de autoria do matematico italiano Giuseppe Peano, a saber:
i. Todo nimero natural tem um Unico sucessor;
ii. Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes;
iii. Existe um Unico nimero natural, designado por 1, que ndo é sucessor de nenhum outro;
iv. Seja X um conjunto de numeros naturais (isto &, X c N.). Se 1 € X e se, além disso, 0
sucessor de todo elemento de X ainda pertence a X, entdo X = N.

Este Gltimo axioma é conhecido como Axioma da Inducdo (ou Principio da
Inducdo Finita) e apresenta-se como uma forte ferramenta para demostrar teoremas relativos a
nameros naturais. N&o por acaso, € instrumento basilar no primeiro ano do curso de Mestrado
Profissional em rede nacional, PROFMAT, em suas diversas disciplinas, bem como em todo o

andamento do curso.
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A proposito, segue um exemplo de aplicacdo desse axioma, que foi objeto de
avaliacdo de estudantes do referido curso de mestrado na edi¢cdo 2019.1 do Exame Nacional
de Qualificacdo — ENQ, que € um exame realizado duas vezes por ano e que objetiva avaliar a
qualidade dos cursos ofertados nos diversos polos de atuacdo do PROFMAT no pais. Tal
exame tem carater eliminatorio, caso o (a) cursista na obtenha aprovacdo em uma das
aplicacdes.

(ENQ - 2019.1) Prove, usando indugdo, que 11™*2 + 1227*1 é divisivel por 133 para
qualquer nimero natural n.

Solucéo:

Paran = 1, temos 111%2 + 1221+ =113 + 123 = 1331 + 1728 = 3059 = 23.133, que é um
maultiplo de 133.

Suponha que para certo k > 1 tenhamos 11%¥*2 + 122%+1 divisivel por 133. Devemos provar
que 11(k+D+2 4 120k+1+1 = 1k+3 1 122k+3 & djvisivel por 133, como segue:

11k+3 + 122k+3 - 11k+2 11+ 122k+1 . 122

=11%%2 11 + 122k+1 144

= 1142 11 + 122k+1 (133 + 11)

=11.11%%¥2 + 133, 122F*+1 + 11, 122k+1

=11. (11%+2 + 122k+1) 4+ 133, 122k+1,
Por hipdtese de inducdo, 133 divide 11%*2 + 122k*1 ¢ como a segunda parcela também é
divisivel por 133, segue que 11™+2 + 1227+1 ¢ divisivel por 133.
Portanto, pelo principio da indugdo, 11™*2 + 122"*1 ¢ divisivel por 133 para qualquer n
natural.
3.1. O Principio multiplicativo (ou Principio Fundamental da Contagem - PFC)

Segundo Carvalho (2015), “problemas de contagem sdo, muitas vezes,
considerados dificeis entre alunos e professores, apesar de as técnicas matematicas
necessarias serem bastante elementares”.

Nas palavras do eminente estudioso, estudar e ensinar contagem é uma tarefa
pouco simpatizada. Entre os métodos de contagem abordados nas salas de aula, o Principio
Multiplicativo, cuja definicdo € a que segue, é aquele que exerce maior destaque.

Definigdo: Se uma decisdo D1 pode ocorrer de m formas distintas e uma decisao
D> pode ocorrer de n formas distintas, entdo a decisdo D1, seguida da decisdo D2, pode ocorrer

de m . n formas distintas. De modo geral, se uma decisdo D; pode ocorrer de m; maneiras
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diferentes, para i =1, 2, 3, ..., n, entdo essas n decisdes podem ocorrer, em sucessdo, de mz .
mz . msz. --- . My maneiras diferentes.

Morgado nos ensina que, em se tratando da aplicacdo do Principio multiplicativo,
devemos nos colocar no lugar de quem vai decidir e que decisdes mais restritas devem ser
tomadas com prioridade. Em face de seu primor, essa informagdo ndo pode ser omitida ao
abordar o PFC.

Diante dessa definicdo e do que preconiza a BNCC, vejamos, de forma gradativa,
alguns exemplos de situages que abordam as habilidades nas quais permeiam a utilizagdo
desse principio.

Exemplo 1. Entre os componentes de um kit escolar constam um lapis e uma caneta. Se ha 3
modelos de lapis e 2 de caneta a disposicdo, quantas sao as variacdes de kits contendo um
l&pis e uma caneta?

Comentario:

Na tentativa de obter uma reposta a situacdo apresentada, os (as) aprendizes
podem, de forma impulsiva, imaginarem que a totalidade de lapis e canetas disponiveis deve
fazer parte de cada kit e, assim, emitir a soma 3 + 2 = 5 como resposta. Podem, inclusive, se
perguntarem se a omissdo dos outros itens do “pacote” ndo seria fator impeditivo para se
chegar ao resultado pretendido. Por fim, quem consolidou o aprendizado, certamente
entendera que cada um dos modelos de lapis devera formar par com cada um dos modelos de
caneta e exibir a sua solugdo de uma das formas a seguir:

a) por meio de um diagrama de arvore.

Figura 3: Arvore de possibilidades (i)

C1
L1

C»

C1
L.

C»

C1
Ls

C

Fonte: Elaborada pelo autor
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Agrupamentos: L1C1, L1Co, L2Cy, L2Co, L3Cy e L3Co. Total: 6.

b) por meio de analise direta (principio multiplicativo)
e 3 possibilidades de escolha para o lapis;
e 2 possibilidades de escolha para a caneta;
e Total: 3 x 2 =6 possibilidades.

C) por meio de uma tabela.

Figura 4: Tabela de resultados (i)

Modelos de LAPIS Modelos de CANETA Pares: LAPIS/ICANETA
L1 Cy L1C1, L1Cz, LoC1, L2Co
L2 C LsC; e LsCo.
L3 - Total: 6

Fonte: Elaborada pelo autor

Exemplo 2. Para um desfile civico uma turma de 5° ano foi organizada em disposi¢édo
retangular. Se foi possivel formar, sem sobra, 5 filas com 7 componentes cada uma quantas
pessoas ha nessa turma?
Comentario:

Como no exemplo anterior, na tentativa de obter uma reposta a situacdo é possivel
que, de forma prematura, some-se os dois valores obtendo como resultado o valor 7 + 5 = 12,
Porém, quem entendeu que a disposicao retangular corresponde a um agrupamento de objetos
cuja contagem pode ser obtida multiplicando o niumero de filas pelo nimero de componentes,
0u 0 contrario encontrou como possiveis caminhos de sucesso nha resolugéo:
a) por meio de uma tabela.

Figura 5: Tabela de resultados (ii)

Filal Fila 2 Fila 3 Fila 4 Fila5
al bl cl di el
a2 b2 c2 d2 e2
a3 b3 c3 d3 e3
a4 b4 cd d4 ed
ab b5 c5 d5 e5
a6 b6 c6 dé e6
ar b7 c7 d7 e’

Fonte: Elaborada pelo autor
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b) por meio de analise direta (principio multiplicativo)
e 5 possibilidades de escolha para a fila;
e 7 possibilidades de escolha de um lugar na fila;
e Total: 5x 7 = 35 possibilidades.
O Principio multiplicativo é também um potente mecanismo auxiliar no estudo de
Probabilidade.

Vejamos alguns exemplos do uso desse principio na resolucdo de problemas de
probabilidade.

Exemplo 3. Um restaurante possui em seu cardapio 4 opc¢des de suco (acerola, goiaba, manga
e tamarindo) e 2 opcOes de salgado (coxinha e pastel). Uma pessoa escolheu um suco e um

salgado, qual a probabilidade de que haja suco de manga em sua escolha?

Solucéo:

Denotando por S o espaco amostral do experimento; os sucos por (A), (G), (M) e
(T), respectivamente; e os salgados por (C) e (P), respectivamente, podemos obter os
resultados através da arvore de possibilidades, assim:

Figura 6: Arvore de possibilidades (ii)

SALGADO

Fonte: Elaborada pelo autor
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Assim, o espaco amostral ¢ S = {AC, AP, GC, GP, MC, MP, TC, TP}, donde
segue que n(S) = 8. Dai, denotando por E o evento de interesse, a saber: escolher um suco de
manga e um pastel, temos:

E={MC, MP}en(E) = 2.
Logo, pela probabilidade de Laplace (razdo entre os resultados favoraveis e os
- ) n(E) 2
resultados possiveis), o resultado procurado é p =——== ===10,25 = 25%.
nS) 8 4

Solucéo alternativa (principio multiplicativo):

v NUmero de elementos do espaco amostral: n(S) =4 x 2 = 8.
v Numero de elementos do evento: n(E) =1x2 = 2.
Igualmente, pela probabilidade de Laplace, o resultado procurado é:

n(E) 2 1
p=—>"=— =—=0,25=25%.

nS) 8 4
Exemplo 4. Em um cesto ha 3 meias azuis e 5 meias verdes. Retirando-se sucessivamente e
sem reposicdo duas dessas meias, qual é a probabilidade de a primeira ser verde e a segunda

ser azul?

Solucéo:
L . 5
v Evento V: a primeira meia é verde. Logo, P(V) = 5;

v Evento A: a segunda meia é azul.

Observe que, ao retirar uma meia que, espera-se ser verde, restam no cesto apenas
7 meias, das quais 3 sdo azuis. Ou seja, 0 espaco amostral foi alterado e, consequentemente a
probabilidade de se retirar uma meia azul foi alterada. Isso significa que a segunda retirada

depende da primeira. Ou seja, temos a probabilidade condicional de A dado que V ja ocorreu.

3
Em simbolos temos, p(A/V) = -
Portanto, pelo principio multiplicativo, a probabilidade dos eventos dependentes é
VnA)=pV AlV) = 3.0
p( ) =p(V) xp(AV) =X =

Solucéo alternativa (principio multiplicativo):

v NUmero de elementos do espago amostral: n(S) = 8 x 7 = 56.
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v Numero de elementos do evento: n(E) =5 x 3 = 15.
Logo, pela probabilidade de Lapl ME) _15
0go, pela probabilidade de Laplace,p=—==—.
go, pelap p p n(s) 56
Exemplo 5. Retira-se 2 cartas de um baralho de 52 cartas, com reposi¢do. Vamos calcular a

probabilidade de a primeira ser uma dama e a segunda ser um 10.

Solucéo:
) 4 1
v" Evento A: a 1% carta ¢ uma dama. Logo, p(A) = = = e

4 1
v' Evento B: a 22 carta € um 10. Logo, p(B) = 2 °13

Veja que, como houve reposicdo o espagco amostral ndo foi alterado pela
ocorréncia do evento A, ndo afetando a probabilidade de ocorréncia do evento B.

Portanto, pelo principio multiplicativo, a probabilidade dos eventos independentes
1

, 1 1
ep(AﬂB)Zp(A)Xp(B):EXE:E.

Solucéo alternativa (principio multiplicativo):

v NUmero de elementos do espaco amostral: n(S) = 52 x 52 = 2704.
v Numero de elementos do evento: n(E) =4 x 4 = 16.

n(E) 16 1
n(s) 2704 169

Logo, pela probabilidade de Laplace, p =

3.2. Férmulas fechadas

O Principio multiplicativo é a ferramenta essencial para a construgdo de novas
ideias e conceitos na Analise combinatoria. Como fruto da eficiente aplicacao desse principio
temos as chamadas “fémulas fechadas”, que servem para simplificar operacdes e resolugdes
de certos problemas de contagem. As principais férmulas fechadas conhecidas e ensinadas na
educacdo béasica sdo a Permutacdo simples, a Permutagdo com repeticdo, a Permutacao
Circular, o Arranjo simples e a Combinagao simples.
3.2.1. Permutacao simples

Permutar significa trocar de posicdo. Dito isso, define-se Permutagdo simples de
n objetos distintos como qualquer agrupamento ordenado desses n objetos.

Para n > 1, o nimero de permutagdes simples de n objetos € representado por Pn e

calculado a partir da relagdo Ph=n. (n—1).(n—2) . (n=3).---.3.2.1=nl
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O nUmero n! ¢é denominado “n fatorial” ou “fatorial de n” e representa a
multiplicagdo do nimero natural n por todos 0s nimeros naturais menores do que ele.

A luz do Principio multiplicativo, essa aplicagdo nada mais é do que a tomada de
n decisdes consecutivas na escolha de n objetos para ocupar n lugares.

Como exemplo, temos a ocupacdo de 6 vagas por 6 automoOveis em um
estacionamento.

O Principio multiplicativo nos garante que, nas escolhas sucessivas, hd 6 vagas
disponiveis para 0 1° automovel ocupar, 5 para o 2° automdvel, 4 para o 3° automovel, 3 para
0 4° automdvel, 2 para o 5° automdvel e 1 para o 6° automovel. Ou seja, 6 .5.4.3.2.1=
720 formas distintas para 0s 6 automoveis ocuparem as 6 vagas.

Por outro lado, a formula fechada nos lembra que essa operacdo equivale a P = 6!
=6.5.4.3.2.1=720, que é a quantidande de maneiras de os 6 automoveis trocarem de
posicao nas 6 vagas.

3.2.2. Permutacao com repeticao

Ha situacbes em que 0s objetos de um conjunto sdo idénticos, o que modifica a
forma de agrupa-los e, consequentemente, muda a quantidade de agrupamentos que se pode
obter permutando tais objetos.

Considere um desafio entre dois amigos que consiste em obter a quantidade
maxima de ordenacfes de 5 cartdes, sendo 1 amarelo, 2 vermelhos e 2 verdes, conforme a

figura a seguir:

Figura 7: Cartdes

Fonte: Elaborada pelo autor
Para que um jogador venca o desafio, qual devera ser a quantidade méaxima de

ordenacbes?

Veja que se esses amigos conhecem a permutacdo simples serdo impulsionados a
achar que o numero de ordenagdes é Ps = 5! = 120.

Mas observe que a troca de posicdo entre cartbes vermelho, P, = 2!, e entre

cartdes verdes, P, = 21, ndo geram agrupamentos diferentes, donde conclui-se que o resultado

5! 120 120

Ps = 5! deve ser dividido por P2 = 2! duas vezes, ou seja, PS(Z‘Z) = TPTT = > %2 = 2 = 30.
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O exemplo acima nos leva, sem dificuldade, ao fato de que, para um conjunto de n
elementos, com alguns deles sendo idénticos, se ni € o nimeros de elementos iguais a a;

podemos calcular o nimero de permutacdes desses elementos através da férmula fechada:

|
P(nl’ ny, -, nk) — n.

n

nql, ny!l, -, ng!

Agora, perceba que se a; € Unico no conjunto, entdo n; = 1 e pode ser omitido na
expressdo acima, ja que ni! = 1! = 1. Em outras palavras, sO é necessario levar para o
denominador da expressdao os fatoriais relativos as repeticbes dos elementos, conforme
exemplo que segue.

Exemplo 6. Anagramas séo palavras, com ou sem sentido, que podemos formar
com as letras de certa palavra, geralmente conhecida. Dessa forma, quantos anagramas pode-
se formar com as letras da palavra MATEMATICA?

Solucéo:

Veja que das n = 10 letras, a letra M aparece 2 vezes, a letra A aparece 3 vezes, a

letra T aparece 2 vezes e as demais aparecem s0 1 vez.

Pelo exposto, 0 nimero desses anagramas é:

p@ 3, 2) _ 10! _10x9x8x7x6x5x4x3!
10

= = =15120
21x 3! x 2! 2x3lx2
Importa lembrar que quando se fala de anagramas nédo se leva em consideracdo a

acentuacéo grafica das letras, como ocorre com o segundo A da palavra MATEMATICA.

3.2.3. Permutacdo circular

Alguns poucos autores de livros didaticos para o Ensino Médio chamam a aten¢éo
para um tipo de permutagédo conhecido como Permutacéo circular.

Como exemplo desse tipo de permutacdo podemos citar a disposicédo de 4 pessoas,
A, B, C e D em torno de uma mesa redonda. A figura abaixo mostra que as disposi¢des
ABCD e DABC sao iguais, pois a segunda pode ser obtida a partir de um giro em sentido

horario da mesa ocupada, 0 que ndo muda a disposi¢éo relativa entre as pessoas.

Figura 8: Disposicao das pessoas na mesa
A D

C B
Fonte: Elaborada pelo autor
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Diante disso, se apenas a escolha do lugar a mesa para cada pessoa fosse levada
em consideracdo, o problema se resumiria a uma permutacédo simples de 4 elementos, ou seja,
Ps=41=24.

Mas, como vimos que rotacdes da mesa levam a disposi¢Oes iguais devemos
considerar esse fato. Ou seja, sdo possiveis 4 rotagdes da mesa, donde segue que o0 nimero de
permutaces circulares é 24/4 = 6.

Tal entendimento ndo muda pela quantidade de elementos a se dispor sobre a

mesa redonda (circulo).

4! 24
Ou seja, se para 4 elementos temos (PC)s = 24 6 =31 = (4 - 1)!, entdo para

n!
n elementos temos (PC), = o= (n—1)L

3.2.4. Arranjo simples

Além de apenas trocar de posicdo os elementos de um conjunto para obter um
agrupamento, como ocorre na permutacdo simples, podemos formar agrupamentos de p
elementos escolhidos entre 0s n elementos de certo conjunto, sendo p e n nUmeros naturais,
com p < n. Cada agrupamento é diferente do outro tanto pela ordem quanto pela natureza de
seus elementos.

Assim, estamos diante de um tipo de agrupamento que remete a uma férmula
fechada conhecida como Arranjo simples de n elementos tomados p a p, denotada por A%, ou
ainda por A, ,,.

Pelo Principio multiplicativo, escolher p elementos em um conjunto de n
possiveis, ordenadamente, significa que hd n possibilidades para a 1% escolha, n — 1
possibilidades para a 22 escolha, n — 2 possibilidades para a 3?2 escolha e, sucessivamente, n —
(p—1) =n-—p + 1 possibilidades para a p? (p — ésima) escolha.

Isso equivale a:

Al =n.(n-1).(n-2).(n-3).-.[n-(p-1)]

Agora veja que essa expressdo pode ser, simultaneamente, multiplicada e dividida
por[(n-p).(n-p-1).---.3.2.1].

Isso equivale a:

o @D (-2).(n-3) . . [n-(p-D].[(n-p).(n-p-1).~.3.2.1]
" [(n-p)-(n-p-1).— .3.2.1]
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Mas isso equivale a:
AP = _n
" (n-p)
Obteve-se entdo a formula fechada para o caculo do Arranjo simples de n
elementos tomados p a p.
Como exemplo de aplicagdo dessa formula fechada temos o caso das

possibilidades de ocupacdo do pddio por 3 competidores dos 10 que participam de uma

corrida.
Veja que o pddio pode ser ocupado pelos atletas A, B e C, nessa ordem, como
mostra a figura: Figura 9: Formac&o do podio
A
B 1° lugar C
2° lugar 3° lugar

Fonte: Elaborada pelo autor
O Principio multiplicativo garante que que ha 10 possibilidades de ocupacdo do 1°

lugar, que uma vez ocupado gera 9 possibilidades de ocupacdo do 2° lugar, que por sua vez
gera 8 possibibilidades de ocupacdo do 3° lugar, donde segue que ha 10 x 9 x 8 = 720
possibilidades de ocupacéo dos 3 primeiros lugares.

Ja a formula fechada do Arranjo simples nos da:

| | | |
P= (nri'p)' = A3, = (1;(}3)1 = % = m = 10 x 9 x 8 = 720 possibilidades.

E importante notar que o pendltimo passo nada mais ¢ do que a aplicagdo direta
do Principio multiplicativo para as 3 posi¢cdes do pddio. Note-se ainda que a divisdo de 10!
por 7! refere-se a permutacdo dos 7 parcipantes cujas coloca¢fes ndo causam impacto nos
resultados pretendidos, ou seja, que ndo participardo da permutacdo, ja que SO interessam as
colocacdes dos 3 primeiros.

Uma sugestdo de aplicacdo direta da formula do arranjo simples, apesar de nédo
haver necessidade, ja que o problema pode ser resolvido tranquilamente utilizando apenas o
Principio multiplicativo, seria “olhar para o numero p como a quantidade de fatores que
aparecerdo na multiplicacdo a partir de n, em ordem decrescente”. Assim ¢ possivel “saltar”

diretamente para o penultimo passo.
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Assim, se n =10 e p = 3, os fatores sdo 10, 9 e 8. Logo, A3, =10 x 9 x 8 = 720
possibilidades.

Muitos livros do Ensino médio trazem equacdes do tipo A2 = 12 e apresentam a
seguinte solugao:

x! x. (x-1). (x-2)!
(x -2)1_12(:) (x - 2)!

=I2ex.x-1)=12ex*-x=12ox*-x-12=10
Calculando o discriminante, obtém-se:

A=(-12-4.1.(-12)=49

Dai, temos:
-(-1) Va9 1-7 -6 3 ) 1+7 8
= > X1 =—=—=-3(ndoconvém)exp=——=—-=4
2.1 2 2 2 2

Portanto, o conjunto solugdo é S = {4}.

Agora veja que, ao chegar ao passo x . (x — 1) = 12 basta observar que 0 niumero
fatorial estd definido no campo dos naturais e que X . (x — 1) sdo numeros naturais
consecutivos cujo produto vale 12.

Dai, forcadamente, é preciso perceber que x=4¢e (x—1) = 3.

3.2.5. Combinacao simples

Se tomarmos novamente como exemplo o caso dos 10 atletas referidos no caso do
arranjo simples e, em vez de classifica-los nas trés primeiras posi¢des quiséssemos formar
grupos de 3 pessoas, a cada escolha de 3 pessoas para participar do grupo escolheriamos,
compusoriamente, as outras 7 pessoas para nao participar do grupo.

Mas observe que, assim como a ordem dos atletas que ndo participardo grupo nao
importa, a ordem dos que participardo também ndo importa, ja que é uma equipe, ou seja, um
conjunto {A, B, C} de trés atletas e ndo uma sequéncia de atletas do tipo ABC.

Assim, a quantidade de grupos de 3 pessoas escolhidas entre as 10 seria obtida

10! _10x9x8x7! _ 720 _
fazendo = = =120
3!1.7! 6. 7! 6

E facil notar que essa aplicacdo do Principio multiplicativo é valida, nessas
condigdes, para quaisquer n e p naturais, com p < n, uma vez que sempre que se escolhe p dos
n elementos para participar do agrupamento também se escolhe n — p elementos para nao

participar.
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Portanto, essa abordagem sugere um tipo de agrupamento conhecido como
Combing&o simples de n elementos tomados p a p, e denotada por C?, ou ainda por Cnp, CUJA
formula fechada é:

p n!

" pi(n-p)!

Nessas condicdes, a resolucdo do problema se resumiria a uma combinacgédo de 10

10!
tomados 3 a 3, ou seja, C3y = <7 = 120

3.3. Férmulas fechadas no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM)

Ao se discutir a conveniéncia do ensino das formulas fechadas parece necessario
um olhar sobre 0 ENEM, que atualmente € o maior portal de ingresso no Ensino superior do
Brasil j& que, em diversas ocasifes, aborda em suas questdes o uso de tais formulas, o que
estimula e praticamente obriga a memorizacgéo delas, como se observa nas seguintes questdes:
(ENEM 2015) Uma familia composta por sete pessoas adultas, apos decidir o itinerario de
sua viagem, consultou o site de uma empresa aérea e constatou que 0 voo para a data
escolhida estava quase todo lotado. Na figura, disponibilizada pelo site, as poltronas ocupadas

estdo marcadas com X e as unicas poltronas disponiveis sdo as mostradas em branco.

..... . O nUmero de forrr)gs distintas de sg
G acomodar a familia nesse voo é
>< llll >< x >< calculado por
9! 9!
)X - I
Eaas IIIIIIIIII : P B B
XXX

- ¥ 5! 5! 4!
¢»ZX4! (a__XET

DChisponivel em: www.gebh.net. Acesso em: 20 out. 2013 {adapiada).

Comentario:
Pelo Principio multiplicativo, o nimero de formas distintas de escolher

sucessivamente 0s sete 0s 9 lugares € 9 x 8 x 7 x 6 x 5 x 4 x 3. Mas veja que seguindo esse

~

caminho o(a) candidato(a) poderia ndo perceber que isso equivale a:
9x8x7x6x5x4x3x2! 9!

2! 2!

Mas, pela formula fechada, isso é um arranjo simples de 9 tomados 7 a 7, como segue:
9! 9!

A3 - TY—_—
107 g-7) 21
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(ENEM 2020) Nos livros Harry Potter, um anagrama do nome do personagem “TOM
MARVOLO RIDDLE” gerou a frase “I AM LORD VOLDEMORT”.

Suponha que Harry quisesse formar todos os anagramas da frase “I AM POTTER”, de tal
forma que as vogais e consoantes aparecessem sempre intercaladas, e sem considerar o
espagamento entre as letras.

Nessas condigdes, o nimero de anagramas formados é dado por

(A) 9! o) 9!
(B) 4! 5! 2!
(C) 2 x 41 5! (E)%
Comentario:

Pelas condicGes do problema, os anagramas devem comecar por consoante(c) para
gue se tenha sequéncias do tipo cvcvevev, com a intercalacdo sugerida. De outro modo isso
ndo seria possivel.

Assim, o principio mulplicativo nos garante que a quantidade de formas de
escolher consoantes e vogais, segundo a sequéncia acimaé (5x4x4x3x3x2x2x1)+2,
pois ha duas consoantes T e a mudanca de ordem entre elas ndo gera anagramas diferentes.

_ 415!
Isso equivale a BT

Por outro lado, as férmulas fechadas da permutacdo simples e da permutacéo com
5! _ 415!
repeticdo nos ddo como resposta P4 . PZ =41 x o = >
(ENEM 2021) Uma pessoa produzird uma fantasia utilizando como materiais: 2 tipos de
tecidos diferentes e 5 tipos distintos de pedras ornamentais. Essa pessoa tem a sua disposicao
6 tecidos diferentes e 15 pedras ornamentais distintas.
A quantidade de fantasias com materiais diferentes que podem ser produzidas é representada

pela expressdo

6! 15! 6! 15!
(A) 4!.2!X10!.5! (D);X?
6! 15! 21!
B + -
( )4!. 2! 10!. 5! (E) 7!. 14!
6! 15!
©=+—

2! 5!



33

Comentario:
Nessa questdo o elabadorador novamente chama a atengdo para o uso da formula
da combinacdo simples, aplicada duas vezes juntamente com o Principio multiplicativo, para

a obtencdo da resposta desejada, dessa forma:

. ) 6!
v" NUmero de maneiras de escolher 2 tecidos: CZ = A
. : . 15!
v NUmero de maneiras de escolher 5 pedras: C;s = TR

v" Numero de maneiras de escolher todos os materiais da fantasia:
6! 15! 6! 15!
X X
2!. 4! 5!, 10! 4!, 2! 10!. 5!

Veja que a aplicagdo direta Principio multiplicativo também leva ao resultado
pretendido, mas a formula pronta parece ser o caminho mais curto para a obtencao da resposta
para a questao.

(ENEM 2022) Um predio, com 9 andares e 8 apartamentos de 2 quartos por andar, estd com
todos os seus apartamentos a venda. Os apartamentos sdo identificados por niUmeros formados
por dois algarismos, sendo que a dezena indica o andar onde se encontra o apartamento, e a
unidade, um algarismo de 1 a 8, que diferencia os apartamentos de um mesmo andar. Quanto
a incidéncia de sol nos quartos desses apartamentos, constatam-se as seguintes caracteristicas,
em funcgdo de seus nimeros de identificacdo:
e naqgueles que finalizam em 1 ou 2, ambos os quartos recebem sol apenas na parte da
manha;
e naqueles que finalizam em 3, 4, 5 ou 6, apenas um dos quartos recebe sol na parte da
manha;
e naqueles que finalizam em 7 ou 8, ambos os quartos recebem sol apenas na parte da
tarde.
Uma pessoa pretende comprar 2 desses apartamentos em um mesmo andar, mas quer que, em
ambos, pelo menos um dos quartos receba sol na parte da manha.
De quantas maneiras diferentes essa pessoa podera escolher 2 desses apartamentos para

compra nas condic¢des desejadas?

6! 4! 8!
(N9 oo © X ez (E) 9x <—(8—2)! X2 1)
(B) 9 x & (D) 9 x 2
(6—2)! x 2! (2-2)! x 2!
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Comentario:

A questdo pode ser resolvida através do Principio multiplicativo, pois ha 9
possibilidades de escolha do andar, 6 possibilidades de escolha para o 12 apartamento e 5
possibilidades de escolha para o 2° apartamento, ja que s6 ndo interessam 0s apartamentos 7 e
8, conforme o enunciado. Porém deve-se observar que a ordem de escolha dos apartamentos,
ou seja, comprar 0 apartamento 1 e depois 0 2 é equivalente a comprar o0 2 e depois 0 1, 0 que

. . . . 6x5
implica, conforme exposto em resultados anteriores, na expressao 9 x -

Mas veja que para a surpresa do(a) candidato(a) que optou por esse método de
resolucdo essa resposta ndo parece compativel com as apresentadas nas opcdes. Dai, € preciso
percorrer um caminho mais longo e escrever:

6Xx5 6Xx5x4! 6x5x4! 6!
9 X =9x—=9x =9x
2 2! x 4! 2! x 4! (6-2)! x 2!

=9xC?

Ou seja, conhecida a férmula da combinagdo simples, o trabalho na expressao
acima revela-se mais rapido da direita para a esquerda.
4. APLICACOES
4.1. Ensino Fundamental

Alguns estados, como o Ceard e Sdo Paulo, por exemplo, possuem sistemas de
avaliacdo em larga escala para avaliar a proficiéncia de seus estudantes. Esses sistemas sao
conhecidos como SPAECE (Sistema Permanente de Avaliacdo da Educacdo Basica do Ceara)
e SARESP (Sistema de Avaliacdo de Rendimento Escolar do Estado de S&o Paulo),
respectivamente.

No Ceard o SPAECE avalia, geralmente, o 2° ano do Ensino fundamental (em
Leitura), além do 5° e 0 9° anos (em Lingua portuguesa e Matematica); e o 3 ° ano do Ensino
médio (em Lingua portuguesa e Matematica).

Esses sistemas de avaliagdo corroboram a importancia do ensino do principio
multiplicativo ao abordarem o tema em suas questdes, como ocorre em duas insergdes no 4°
ano do ensino fundamental na mesma edigdo de 2007 do SARESP, exibidas a seguir.

(SARESP 2007 — 4° ano EF) O painel dos botdes com os nimeros dos andares no elevador
Q

>
]
9

de um edificio esta organizado em 2 colunas e 14 linhas, conforme a figura
ao lado. Quantos botbes tém neste painel?

(A) 28 (C) 16

(B) 18 (D) 14
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Comentario:

Nessa questdo ha margem para o (a) estudante fazer a contagem botéo a botéo, o
que certamente seria uma agdo natural de quem nédo consolidou o conhecimento do método de
contagem em comento. Ja quem o solidificou, o aplicara, também naturalmente, obtendo
como resposta 2 x 14 = 28.

Observe que os distratores, que sdo as opcoes falsas, contemplam resultados como
14 + 2 = 16, além de 18 e 14, que pretendem captar respostas de estudantes que ndo dominam
a habilidade.

(SARESP 2007 — 4° ano EF) Lu organizou um desfile. Para isso, juntou algumas pecas de

roupas, como mostra a tabela a seguir:

Vestidos | Jaquetas De quantas maneiras diferentes ela pode se vestir
Florido Jeans utilizando um vestido e uma jaqueta?
Preto Branca (A) 2 (B) 3 )5 (D) 6
Branco -

Comentario:

Na tentativa de obter uma reposta plausivel é possivel que, de forma precipitada,
some-se 0s dois valores obtendo como resultado o valor 3 + 2 = 5. Todavia, quem entendeu
que a formagéo de um par camiseta/jaqueta consiste em um agrupamento de dois objetos, cuja
contagem pode ser alcangada multiplicando o nimero de objetos do conjunto dos vestidos
pelo nimero de objetos do conjunto das jaquetas, aplicou o principio multiplicativo,
observando que ha 3 possibilidades de escolha para o vestido e 2 possibilidades de escolha
para a jaqueta, obtendo, assim, 3 x 2 = 6 como resposta para o problema.

Observe que os distratores contemplam resultados como 2, o que detecta que
foram contadas apenas as jaquetas, além de 3, o que mostra que apenas o0s vestidos foram
contados.

4.2. Ensino Médio
4.2.1. Experiéncia de sala de aula

A fim de coletar informacdes sobre a compreensdo e uso do Principio
multiplicativo para a resolucéo de problemas de nivel médio, no dia 17/10/2023 foi aplicado
um pequeno teste contendo 4 questfes: uma do SARESP — 2007 (Sistema de Avaliacdo de
Rendimento Escolar do Estado de Séo Paulo), uma da OBMEP — 2022 (Olimpiada Brasileira
das Escolas Publicas e Privadas), uma do Concurso Corpo de Bombeiros do Amazonas 2021
e uma do ENEM 2022 (Exame Nacional do Ensino Médio) com uma amostra de 10

estudantes do 3° ano do Ensino médio da Escola de Ensino Médio Tomaz Pompeu de Sousa
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Brasil, situada em Acaral - Ce, onde o autor deste trabalho atua como Professor de
Matematica na condicdo de servidor publico estadual.

Tais estudantes fazem parte de um grupo de estudos voltado para 0 ENEM e
Vestibulares e 0 Unico o pré-requisito cognitivo para a participacéo do teste foi ter estudado o
tema no 2° ano do ensino médio. Foi feito o convite com a autorizacdo do nucleo gestor da
escola.

A escolha deste portifélio de questbes teve como objetivo atender a um dos
propositos deste trabalho, que é verificar o nivel de conhecimento de nossos(as) estudantes
diante dos mais diversos tipos de exame aplicados no Pais.

Seguem as questdes do teste, os comentarios e as resolugdes apresentadas.
Questdo 1: (SARESP 2007 — 3° ano EM) Sejam Lucianépolis, Garca e Guaimbé, trés
cidades do Estado de Sdo Paulo. Se existissem 3 estradas ligando Lucianopolis-Garga, 5
ligando Garga-Guaimbé e 3 ligando Lucianépolis-Guaimbé, de quantas maneiras distintas
uma pessoa poderia viajar de Luciandpolis a Guaimbé?

(A) 12 (B) 14 (C) 16 (D) 18
Comentario:

Uma acdo esperada na resolucéo dessa questdo seriaa soma 3 +5 + 3 =11, porém
o(a) aluno(a) iria perceber que tal resposta ndo satisfaz a nenhuma das alternativas da quest&o.
O elaborador poderia ter optado por essa resposta como distrator, mas possivelmente ndo quis
induzir ao erro.

Mas a leitura atenta levara a irrefutdvel compreensdo de que é possivel viajar
diretamente de Luciandpolis a Guaimbé por qualquer uma das 3 estradas disponiveis, ou
ainda viajar de Luciandpolis a Guaimbé passando por Garga, que pode ocorrer, pelo PFC, de
3 x 5 = 15 maneiras distintas. Logo, uma pessoa poderia viajar de Luciandpolis a Guaimbé de
3 + 15 = 18 maneiras distintas.

RESOLUCOES

Figura 10: Questdo 1 — Aluna A

Fonte: Acervo do autor
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A aluna A apresentou esse esbo¢o como resolugdo, mas parou por ai, aparentando

ter compreendido parcialmente o problema.
Figura 11: Questao 1 — Aluno B

Fonte: Acervo do autor
O aluno B expds essa resolucdo, demonstrado compreensdo e habilidade para
resolver corretamente o problema proposto. Omitiu eventual processo de resolucao.
Figura 12: Questdo 1 — Aluno C

Fonte: Acervo do autor

A aluna C expressou esse resultado razoalvelmente confuso, porém com o a
resposta correta.

Figura 13: Questaol — Aluna D

Fonte: Acervo do autor

A aluna D emitiu uma resposta correta atraves de um raciocicio equivocado.
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Figura 14: Questao 1 — Aluno E

Fonte: Acervo do autor
O aluno E apresntou uma resolucdo correta, apesar de equivocos com a

simbologia matematica. Omitiu processos.

Figura 15: Questdo 1 — Aluno F

Fonte: Acervo do autor
O aluno F efetuou as somas 3 + 5 =8, 3 + 3 =6 e, em seguida, 8 + 6 = 14,

demostrando uma interpretagdo equivocada do problema, ou ainda, que ndo domina o

principio multiplicativo.

Figura 16: Questdo 1 — Aluno G

Fonte: Acervo do autor
O aluno G demonstrou compreensdo parcial do problema e emitiu o valor 12

COmo resposta.

Figura 17: Questao 1 — Aluno H
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O aluno H apresentou um bom raciocicio, porém que conduziu a uma resposta

parcialmente correta. Possivelmente se predeu na interpretagéo.

Figura 18: Resolucdo da Questdo 1 — Aluna |

N

Fonte: Acervo do autor
A aluna | emitiu uma resposta correta a partir de um raciocinio correto, mas

revelou ter duvida sobre o processo de resolugdo. Possivelmente ela esperava obter o

resultado efetuando uma Unica operagao.

Figura 19 : Questdo 1 — Aluno J

Fonte: Acervo do autor

O aluno J externou uma resposta correta atraves de um raciocinio equivocado.
Demonstrou compreensao parcial do problema, o que ficou muito claro quando considerou 0s
percursos de ida e volta.

A andlise das resolucdes dessa questdo evidencia o baixo dominio do principio
multiplicativo por estudantes nesse nivel de ensino, ja que apenas 3 de 10, ou seja, 30%
desses estudantes emitiram resolucGes plenamente satisfatorias.

Questdo 2: (OBMEP 2022: 12 fase — Nivel 3)

Um professor de educacdo fisica precisou escolher, dentre seus alunos, uma
equipe formada por dois meninos e uma menina ou por duas meninas € um menino. Ele
observou que poderia fazer essa escolha de 25 maneiras diferentes. Quantos meninos e
meninas séo alunos desse professor?

(A)5 B)7 ©9 (D) 10 (E) 25
Comentario:

Essa questdo exige uma maior apropriacdo do principio multiliplicativo na
resolucdo de problemas, além de llcida definicdo de decomposicdo, j& que se conhece 0
numero total de escolhas e pretende-se obter os valores iniciais que levaram a tal resultado.
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Uma forma plausivel de tentar uma solucdo para o que se propde seria arbitrar as
quantidades de meninos e meninas e fazer os agrupamentos. Para isso, € for¢oso pensar que
esses valores devem ser, individualmente, maiores do que ou iguais a 2, pelas condi¢des do
enunciado. Além disso, ndo podem ser ambas iguais a 2, ja que os critérios de formacdo das
equipes somente podem ser obedecidos mediante as seguintes composicdes de meninos (m) e

meninas (n):

e Equipes tipo A: um menino e duas meninas: (mz, Ny, n2) e (M2, N1, Ny);

e Equipes tipo B: uma menina e dois meninos: (N1, mi, mz) e (nz, mg, my).

No caso exposto acima, em que mie mg, N1 € Nz representam, respectivamente, 0s
dois meninos e as duas meninas sO seria possivel formar 4 equipes. Logo, uma das

quantidades deve ser necessariamente maior do 2.

Em vista disso, o principio multiplicativo nos assegura que para escolher as 3

pessoas entre 0S m meninos e as n meninas temos as possibilidades:

e Equipes do tipo A:
v" m possibilidades de escolha para 0 menino;
v" n possibilidades de escolha para a 12 menina;

v (n - 1) possibilidades de escolha para a 22 menina.

Como ndo ha ordenagdo na escolha das meninas, divide-se o resultado por 2,

COmo seque:

n.m-1) _m.n. (n-1)
2 2

e Equipes do tipo B:
v n possibilidades de escolha para a menina;
v m possibilidades de escolha para 1° 0 menino;

v" (m - 1) possibilidades de escolha para 0 2% menino.

Analogamente, como ndo ha ordenagdo na escolha dos meninos, tambem divide-

se o resultado por 2, como segue:

m.(m-1) _m.n. (m-1)

2 2
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Reunindo e equacionando os resultados, temos:

m.n. (n-1) +m.n. (m-1)
2 2

=25

m.n.m—-1+m-1)
. =

25

m.n.(m+n-2)=50

Agora, veja que do lado esquerdo da igualdade temos a decomposicdo do nimero
50 em 3 (trés) fatores primos, saber: 2, 5 e 5, ndo necessariamente nessa ordem. Como m # n,

poism +n #4, segue que m+n -2 =5, Portanto, m+n =7.

RESOLUCOES

Figura 20: Questao 2 — Aluna A

Fonte: Acervo do autor

A aluna A exibiu uma tentativa de resolucdo a partir de agrupamentos aleatorios
de meninos e meninas satisfazendo a condicdo desejada, consoante o enunciado, mas nao

obteve sucesso.

Figura 21: Questdo 2 — Aluno B

Fonte: Acervo do autor
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O aluno B apresentou timido reflexo sobre a esséncia do enunciado da questéo e,
deve ter imaginado que a quantidade de 25 pares deveria ter origem no fato de haver 5 rapazes
e 5 mocas. Dai, efetuou a operacdo 5 x 5 = 25.

E importante salientar que o pensamento desse estudante ainda demonstra certa
dificuldade de interpretacdo textual, j& que, pelo comando da questdo, uma resposta razoavel

seria 5 + 5 =10, o que representaria 0 namero de alunos e alunas.

Figura 22: Questao 2 — Aluna C

Fonte: Acervo do autor
A aluna C equacionou o problema de uma forma um pouco confusa, desordenada,

e chegou a uma resposta correta, apesar de ndo ter concluido o raciocinio. Possivelmente

associou a alguma questao que ja conhecia e tentou reproduzir a solugéo.

Figura 23: Questdo 2 - Aluna D

Fonte: Acervo do autor

A aluna D deve ter se voltado ao fato de a equipe ter 3 pessoas e, possivelmente
entende que h& 3 possobilidades de escolha para a 12 pessoas, 3 para a 22 pessoa e 1 para a 32

pessoa, obtendo uma resposta razoavelmente plausivel ante o Principio multiplicativo.

Figura 24: Questéo 2 - Aluno E

Fonte: Acervo do autor
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Assim como a aluna C, o aluno E também equacionou o problema de uma forma
um pouco confusa e chegou a uma resposta correta. Possivelmente associou a alguma questao

que ja conhecia e tentou reproduzir a solucao.

Figura 25: Questdo 2 — Aluno F
Zoa  Glont

Fonte: Acervo do autor
O aluno F apenas escreveu o valor 9 como resposta ndo permitindo analise

proficua de sua tentativa de resolucao.

Figura 26: Questao 2 — Aluno G

@ @/(.E A /@J S
AN Q

O /. 2P e

Fonte: Acervo do autor

O aluno G apresentou uma compreensdo parcial relativamente coerente,
separando as pessoas em dois grupos de 3 e, em seguida, aplicando o principio multiplicativo
para obter 3 possibilidades de escolha no primeiro grupo e 3 possibilidades no segundo grupo,
computando 3 x 3 = possibilidades de escolha.

Observe que esta acdo do aluno revela uma falha grave de compreensdo textual,
ignorando o comando da questdo, que pergunta qual a quantidade de meninos e meninas, visto
que o total de possibilidades de escolha, 25, ja foi dado no enunciado. O aluno H e ndo

respondeu a questao.
Figura 27: Questdo 2 - Aluna |

0?\. O PTO‘(QSSO( Qccle Que :Ofrf*r\g'n\ X\}

5 VOSE Q"'i\&o C\Léozo Qe \W)\w'ro'
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Fonte: Acervo do autor

A aluna | emitiu um raciocinio plausivel, mas falho, ja que entendeu que a

formacéo dos grupos seria simultanea. O aluno J e ndo respondeu a quest&o.
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Pelas resolugdes e respostas dessa amostra de estudantes, conclui-se que o ensino
do principio multiplicativo na Educacdo bésica é bastante fragilizado, sobretudo quando o(a)
se depara com questdes desse nivel.

Questao 3: (Concurso Corpo de Bombeiros do Amazonas 2021 — Banca FGV)

A senha bancéaria de Jodo possui quatro digitos. Ele esqueceu a senha, mas
lembra-se que ela possui dois digitos iguais e impares e mais dois digitos pares e diferentes
entre si. Lembrando que 0 (zero) é par, o nimero de senhas diferentes que cumprem essas
condicdes é
(A) 540. (B) 600. (C) 720. (D) 960. (E) 1200.
Comentario:

Essa questdo exige boa familiaridade com o principio multiplicativo, o que pode
ser comprovado se o (a) candidato (a) seguir esses passos:

v’ Primeiro, escolher entre as quatro posicdes disponiveis aquelas que serdo
ocupadas pelos digitos impares, j& que é a escolha mais restrita. Ou seja, ha 4 posi¢des para 0

1° digito e 3 posicdes para o 2° digito. Como eles sdo repetidos, e portanto a ordem de
4 x3
colocacdo na senha ndo importa, temos, pelo PFC, — = 6 formas de escolher essas

posicOes. As posicdes dos digitos pares também ja ficam definidas;

v" Depois, escolher os digitos que irdo ocupar as posi¢les definidas. Podemos
comegar tanto pelos pares quanto pelos impares, ja que as posicdes ja foram definidas. Assim,
temos, pelo PFC, 5x 1 x5 x4 =100.

v" Por fim, aplicar novamente o PFC e obter 6 x 100 = 600 como resposta para 0
problema.

RESOLUCOES

Figura 28: Questao 3 — Aluna A

Fonte: Acervo do autor
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A aluna A demonstrou incompreensdo quase total da questdo, pois verificou a
existéncia de algarismos pares ou impares naquilo que deveria o nimero total de senhas que

satisfaz o problema.

Figura 29: Questdo 3 — Aluno B

Fonte: Acervo do autor

O aluno B expressou compreensdo parcial do problema, inclusive aplicando o
principio multiplicativo para resolvé-lo, porém o fez de forma incorreta, segundo o enunciado.

As alunas C e D ndo respoderam a gquestao.

Figura 30: Questdo 3 — Aluno E

Fonte: Acervo do autor
O aluno E montou um esquema de resolucéo, porém se perdeu e/ou omitiu alguns

passos, apesar de ter apresentado a resposta correta. Possivelmente associou a algum resultado
ja conhecido.
Figura 31: Questdo 3 — Aluno F

Fonte: Acervo do autor

O aluno F alegou ter usado um raciocinio rapido e emitiu uma resposta incorreta.

O aluno G deixou a questdo em branco.
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Figura 32: Questao 3 — Aluno H

Fonte: Acervo do autor

O aluno H elaborou um raciocinio razoavel, utilizando bem o principio

multiplicativo, apesar de ndo ter obtido a resposta correta.

Figura 33: Questédo 3 — Aluna |

Fonte: Acervo do autor

A aluna I utilizou a “férmula fechada” do arranjo simples para apresentar a sua
resolucdo, mas ndo obteve sucesso dada a particularidade da questdo. E provavel que tenha
ignorado a validez do digito 0 (zero). Além disso, a aluna pode ter sido literalmente atraida
pelo distrator da questéo.

O aluno J ndo respondeu a questao.

Os (as) participantes deste experimento demonstraram fragilidade tanto
interpretativa quanto conceitual para ressolver este tipo de problema, o que pode ser
entendido como um ponto de atengdo no ensino desta ferramenta tdo importante para a
resolucéo de problemas de contagem, que é o principio multiplicativo.

Questéo 4: (ENEM 2022)

Uma montadora de automdveis divulgou que oferta a seus clientes mais de 1000
configuracdes diferentes de carro, variando o modelo, a motorizagdo, os opcionais e a cor do
veiculo. Atualmente, ela oferece 7 modelos de carros com 2 tipos de motores: 1.0 e 1.6. J4 em
relacdo aos opcionais, existem 3 escolhas possiveis: central multimidia, rodas de liga leve e
bancos de couro, podendo o cliente optar por incluir um, dois, trés ou nenhum dos opcionais
disponiveis.

Para ser fiel a divulgacdo feita, a quantidade minima de cores que a montadora
devera disponibilizar a seus clientes é
(A) 8. (B) 9. (C) 11. (D) 18. (E) 24.
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Comentario:

Ha 4 decisdes a serem tomadas, a saber:

Escolha do modelo, o que pode ser feito de 7 formas;
Escolha do tipo de motor, o que pode ser feito de 2 formas;
Escolha da cor, o que pode ser feito de ¢ formas.

Escolha dos opcionais, o0 que pode ser feito de 1 + 3+ 3 + 1 = 8 formas.

Observe que, denotando a central multimidia por (C), as rodas de liga leve por (R)
e 0s bancos de couro por (B), na escolha dos opcionais devem ser verificadas as

possibilidades:

Escolher nenhum (0) item: { } —1 forma;
Escolher 1 item: {C, R, B}— 3 formas;
Escolher 2 itens: {CR, CB, RB}— 3 formas;
Escolher 3 itens: {CRB}— 1 forma;

Agora veja que, segundo o enunciado, a montadora divulgou a oferta de mais de
1000 configuracdes diferentes de carro.

Dai, para atender ao exposto no enunciado, a quantidade minima de cores (c), pelo
principio multiplicatitivo, deve satisfazer a seguinte desigualdade:

7.2.8.c¢>1000 < 14c>125< 14c>125 < c>8,9285714286

Portanto, O menor inteiro que satisfaz essa desigualdade é 9, que é a quantidade
minima de cores que a montadora devera disponibilizar.

RESOLUCOES

Figura 34: Questao 4 — Aluna A

Fonte: Acervo do autor
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A aluna A esbogou um esquema de resolugdo utilizando um diagrama de arvore,

mas N&o prosperoul.

Figura 35: Questéo 4 — Aluno B

Fonte: Acervo do autor

O aluno B apresentou um excelente racionio, porém ndo teve consisténcia nas
ideias para concluir de forma exitosa.
As alunas C e D ndo respoderam a questao.
Figura 36: Questdo 4 — Aluno E

Fonte: Acervo do autor

O aluno E expressou corretamente a resolucdo via Principio multiplicativo, mas

N&o registrou os passos.

Figura 37: Questao 4 — Aluno F

Fonte: Acervo do autor

O aluno F emitiu a resposta correta, mas ndo exibiu o processo.

Os alunos G e H ndo responderam a questao.
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Figura 38: Questdo 4 — Aluna |

Fonte: Acervo do autor

A aluna | desenvolveu um raciocinio quase perfeito, apenas esqueceu de avaliar as
possibilides de escolha dos opcionais.

Os aluno J ndo respondeu a questao.

5. CONSIDERACOES FINAIS

A presente pesquisa revelou que o conhecimento dos métodos de contagem,
sobretudo do método conhecido como Principio multiplicativo ou Principio fundamental da
contagem, é preceito basilar tanto para a resolucdo de problemas de contagem quanto para
estudos mais avancados na area de Matematica discreta.

Tal fato pode ser evidenciado por meio das reiteradas inser¢des da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), citando o tema em comento, ora como ferramenta principal, ora
como mecanismo auxiliar na resolucdo de problemas de contagem e de probabilidade,
principalmente.

Foram expostos alguns exemplos de aplicacdo do meétodo de contagem e as
resolucbes com as respectivas estratégias. Somou-se a isso 0s ensinamentos de Carvalho,
Hazzan, Morgado e Plinio, que nos mostram que os problemas de contagem véo além do que
boa parte dos escritos e das propostas executadas em sala de aula entregam.

A experiéncia de sala de aula explanada pelo autor deste trabalho teve o propdsito
de evidenciar o que ora se expde, e assim o fez, pois apresentou resultados de como uma
amostra de estudantes do 3° ano do Ensino Médio se comportou diante do desafio de resolver
problemas que envolvem o Principio multiplicativo, abordados das mais variadas formas de
avaliacdo as quais qualquer pessoa que concluiu ou estar a concluir o Ensino médio pode se
submeter.

Apreciou-se no aludido experimento o Principio multiplicativo sendo abordado:

v' pelo Sistema de Avaliagdo de Rendimento Escolar do Estado de Séo Paulo

(SARESP), por ocasido de uma avaliacdo em larga escala aplicada em 2007,
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v" pelo Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA), por ocasido da Olimpiada

Brasileira de Matematica das Escolas Publicas e Privadas (OBMEP — 2022);

v’ pela Fundacdo Getulio Vargas (FGV), por ocasido do Concurso para o Corpo de

Bombeiros do Amazonas em 2021;

v pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira

(Inep), por ocasido do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM — 2022).

Os resultados desse experimento chamaram a atencdo para o baixissimo nivel de
dominio do objeto de estudo desta obra, principalmente quando as questdes lhes cobraram
habilidades mais agucadas no uso do Principio multiplicativo, o que ocorreu de maneira mais
latente nas questdes 2, 3 e 4.

Portanto, tende a aflorar - se a necessidade de revisitar as metodologias de ensino
dos métodos contagem, com énfase no Principio multiplicativo, a partir das séries iniciais,
explorando ao maximo os modos de abordagem.

Para tanto, pode-se lancar mdo de formas ludicas de ensino, tais como 0s jogos,
até que os(as) aprendizes adquiram maturidade necessaria para alcar voos proficuos na busca
de estratégias e metodos préprios de assimilacdo de uma das mais belas artes que a
Matemaética produziu: o Principio multiplicativo (Principio fundamental da contagem).

Por fim, este humilde autor deseja auspicioso que a energia dissipada neste intento
seja luz renovada em alguma sala de aula deste Pais na busca de uma melhor educacéao

matematica para 0 N0SSO povo.


https://www.gov.br/inep/pt-br
https://www.gov.br/inep/pt-br
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