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“A matematica, senhora que ensina o homem
a ser simples e modesto, € a base de todas as
ciéncias e de todas as artes.”

(Malba Tahan)



RESUMO

Um dos grandes desafios do ensino de matematica € como deixa-la mais acessivel aos estudantes
de maneira que eles possam perceber a aplicabilidade de tais ferramentas ensinadas. Um
conceito bastante importante, porém, ndo tdo explorado nas escolas regulares € o conceito de
média, que quando € abordada fica restrita a média aritmética, conteiido visto no momento
em que se ensina estatistica basica. Este trabalho explora os conceitos de média aritmética,
geométrica, harmonica e quadrética através de um estudo aprofundado e aplicagdes em resolucdes
de problemas em varios ramos da matemética. Outros problemas muito interessantes sao os
problemas de otimizagdo que geralmente sdo vistos em curso de Calculo Diferencial, usando
cédlculo de derivadas. Este trabalho também propde a resolucdo de problemas de otimizacao
usando como ferramenta a desigualdade das médias, tornando assim acessiveis aos alunos do
ensino médio. Os objetos trabalhados foram as médias aritmética, geométrica, harmonica,
quadrética, desigualdades entre as médias e problemas no geral, mas dando uma énfase em
problemas de otimizag¢do e foi trabalhada com grupos de alunos de 3° série da Escola de Ensino
Médio Monsenhor Furtado (EEMMF) de Meruoca-Ceard, usando a metodologia de pesquisa
Engenharia Didatica (ED) em conjunto com a Teoria das Situagdes Didéticas (TSD). A estrutura
do trabalho € de acordo com as etapas da Engenharia Didatica, que sdo: andlises preliminares,
concepgdes e andlise a priori, experimentacao e andlise a posteriori e validacdo. As situacdes de
ensino foram construidas na perspectiva da Teoria das Situacdes Diddticas e aplicadas através
de situagdes-problema. Tais situacdes visam despertar o pensamento critico e intuitivo dos
alunos, desenvolvendo a compreensao e estratégias de resolucdes para a solu¢cdo dos problemas
propostos. Durante o processo podem ser observadas qual média estamos trabalhando e qual
serd a desigualdade entre as médias a ser utilizada, para que o problema seja solucionado. Este
trabalho pode ser objeto de aplicacdo em contetidos aplicados nas disciplinas de eletivas e
também em aulas de preparacdo para o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), pois a

desigualdade das médias pode ser vista em varios campos da matematica. Palavras-chaves:

Palavras-chave: Médias. Engenharia Diddtica. Teoria das Situacdes Didéticas.



ABSTRACT

One of the great challenges of teaching mathematics is how to make it more accessible to students
so that they can realize the applicability of such taught tools. A very important concept, however,
not so explored in regular schools is the concept of mean, which when approached is restricted
to the arithmetic mean, content seen when teaching basic statistics. This work explores the
concepts of arithmetic, geometric, harmonic and quadratic mean through an in-depth study and
applications in problem solving in various branches of mathematics. Other very interesting
problems are the optimization problems that are usually seen in Differential Calculus courses,
using derivative calculus. This work also proposes the resolution of optimization problems using
inequality of means as a tool, thus making it accessible to high school students. The objects
worked were arithmetic, geometric, harmonic, quadratic means, inequalities between means and
problems in general, but with an emphasis on optimization problems and it was worked with
groups of 3rd grade students from Escola de Ensino Médio Monsenhor Furtado de Meruoca-
Cear4, using the Didactic Engineering research methodology in conjunction with the Theory
of Didactic Situations. The structure of the work is in accordance with the stages of Didactic
Engineering, which are: preliminary analysis, conceptions and a priori analysis, experimentation
and a posteriori analysis and validation. The teaching situations were constructed from the
perspective of the Theory of Didactic Situations and applied through problem situations. Such
situations aim to awaken students’ critical and intuitive thinking, developing understanding and
resolution strategies to solve the proposed problems. During the process, it can be observed
which average we are working with and what will be the inequality between the averages to be
used, so that the problem is solved. This work can be applied to contents applied in elective
subjects and also in ENEM preparation classes, as the inequality of averages can be seen in

several fields of mathematics.

Keywords: Averages. Didactic Engineering. Theory of Didactic Situations.
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1 INTRODUCAO

1. MOTIVACAO

Um assunto bastante discutido em tempos atuais € a Didatica da Matematica, sobre
a qual se discute os aspectos inerentes ao processo do ensino e aprendizagem na constru¢ao
do conhecimento matemdtico. A Didédtica da Matemdtica busca sistematizar o estudo sobre o
ensino de um objeto matemadtico, ela foca bastante no tripé: professor-aluno-saber. No Brasil
se destaca as tendéncias da Educacao Matemadtica, que tem muita influéncia dos estudiosos
franceses. Essas tendéncias estdo ganhando bastante forca e aceitagdo por parte dos autores
brasileiros. (ALMOULOUD, 2007), traz os seguintes aspectos:

Os processos de aquisicdo de conhecimento ndo sdo unicamente situados
do lado dos sujeitos individualmente, mas da classe; a aquisi¢do deve ser o
resultado de um processo de adaptacdo dos sujeitos as situacdes que o profes-
Sor organizou, nas quais as interagdes com ou outros alunos terdo um papel

importante. (Almoloud, 2007, p. 25)
Veja que o processo de ensino, embora bem planejado com antecedéncia, traz consigo
a necessidade de uma ligeira adaptacdo durante todo o percurso, afim de que o aluno construa o
conhecimento a ser alcancado. A maneira com que o professor expde o objeto matematico e a
situacdo problema ¢ de uma importancia tamanha para que se tenha aprendizagem significativa.
Diante disso, neste trabalho, usando as ideias sobre a Didatica da Matematica
Francesa, construimos uma proposta de Engenharia Didéatica para o ensino de desigualdade das
médias como ferramenta de resolucdo de problemas de otimizagdo. Essa proposta serd uma
adaptacdo para que alguns problemas que s6 se resolvem usando artificios da matematica usado
no ensino superior, possam ser trabalhados em uma sala de aula de ensino médio regular. Esse
tipo de problema que serd utilizado como objeto estudo ndo € muito utilizado nas salas de aula
dos cursos regulares de ensino médio, pois esse conteido nio é contemplado nos curriculos de

nenhuma série do ensino médio regular e também nao sao problemas muito abordado em provas

externas, apesar de vez ou outra ser lembrado.
A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) diz, na COMPETENCIA ESPECI-
FICA 3, que devemos

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus cam-
pos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade
e Estatistica —, para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagdo
das solugdes propostas, de modo a construir argumentacao consistente. (BNCC,
p. 527)
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Veja que, devemos sempre tentar dar um sentido ao que se € explicado e trabalhado
em sala de aula, para que os alunos vejam o quao importante € a ferramenta estudada naquele
momento, podendo ser aplicada em varios contextos do nosso cotidiano. Em uma de suas
habilidades a (BRASIL, 2018) mostra que devemos,

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o cédlculo de
dreas totais e de volumes de prismas, pirdmides e corpos redondos (cilindro e
cone) em situacgdes reais, como o célculo do gasto de material para forragdes ou
pinturas de objetos cujos formatos sejam composi¢des dos s6lidos estudados.
(BNCC, p. 529)

A importancia de se resolver problemas que envolvem situagdes reais € imprescin-
divel e o gasto de material na realizacdo de um determinado trabalho € buscado sempre, como
mostra a habilidade citado acima.

Seré utilizada a Teoria das Situacdes Didéticas de Brousseau (1976), para analisar
as secOes de ensino. Dessa forma, serd apresentado o percurso inicial, serdo feitas as andlises

preliminares, respaldadas na Engenharia Didatica e depois a apresentacdo da problematica e a

justificativa serdo discutidas. Finalmente, serdo apresentados o objetivo geral e os especificos.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo Geral

Desenvolver uma Engenharia Didatica juntamente com a Teoria das Situagdes Dida-
ticas do estudo de Desigualdades das Médias aplicadas a resolucdo de problemas para alunos
do ensino médio regular com o objetivo de investigar as situa¢des diddticas na construcao das

solucdes para esses tipos de problemas.

1.2.2 Objetivos Especificos

a) Apresentar o estudo das desigualdades das médias para os alunos do ensino
médio regular;

b) Investigar e perceber a necessidade de se trabalhar com os problemas de otimiza-
¢do;

c) Desenvolver técnicas de resolucao para problemas diversos usando a desigual-

dade das médias.
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2 A ENGENHARIA DIDATICA

Este capitulo ird tratar dos principais aspectos da Engenharia didédtica (ED) que
servird como a metodologia de pesquisa. Essa metodologia que guiard os passos que este

trabalho devera seguir.

2.1 ALGUNS CONCEITOS

A Engenharia Didatica € uma metodologia de pesquisa que se fundamenta em
situacOes didaticas em sala de aula, ela é dividida em quatro fases: andlises preliminares,
construcdo e andlise a Priori da situacdes didaticas, experimentacdo e andlise Posteriori e
validagdo. Artigue (1988) Apud Machado (2002) caracteriza a Engenharia Didética:(...) como
um esquema experimental baseado sobre “realizagdes diddticas” em sala de aula, isto €, sobre a
concepcao, a realizacdo, a observacao e a andlise de sequéncias de ensino (MACHADO, 2002).

A Engenharia Didética ndo tem uma ordem cronoldgica em sua realiza¢do, o mo-
mento que se perceber a necessidade de retomadas a etapas anteriores, as mesmas poderao e
deverdo ser retomadas para que se faca a validacdo do processo, além disso, ela vem de um
sistema de ensino da Franga, a Didédtica da Matemadtica. A Didética da Matemadtica segundo

(SANTOS, 2016):

Traz em seu bojo um conjunto de conhecimentos que propiciam ao professor
a formulacdo de situacdes didéticas de cunhos especificos, que permitem ao
mesmo realizar explicacdes, apresentar conceitos e teorias e a partir dessas
apresentagdes prever e analisar resultados cognitivos dos alunos, bem como
avaliar a adequabilidade dos processos de comunicagdo do saber (SANTOS,
2016, p. 171).

A partir desse sistema francés de ensino a ED € elaborada inicialmente por Brousseau
em 1981, estudadas e amplamente divulgada e desenvolvida por Michele Artigue (SOUZA,
2013). Vale ressaltar que essa metodologia para (ARTIGUE, 1988) é uma forma de trabalho
didatico comparavel ao trabalho de um engenheiro que, para executar qualquer projeto se
baseia em conhecimentos técnicos/cientificos de seu dominio, aceita se curvar a conhecimentos
desenvolvidos pela propria ciéncia, mas ao mesmo tempo nao deixa sua capacidade intelectual
de construcao de novas técnicas de abordagem em uma mesma aplicacdo.

Tal estratégia de pesquisa precisa que o professor tenha um foco maior em relagdo
a epistemologia dos contetdos investigados, se tornando um professor-pesquisador. A partir

disso, ele devera fazer leituras sobre seus conceitos, realizar estudos correspondentes, fazer uma
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relac@o se o modo de ensino estd de acordo com a proposta pedagégica da instituicao de ensino
e pressupor os obstaculos que os alunos vao encontrar nas resolucdes de problemas. Com essas
andlises preliminares ele formulara sua propria sequéncia diddtica com o propdsito de minimizar

as dificuldades enfrentadas pelos alunos.

2.2 AS FASES DA ENGENHARIA DIDATICA

A Engenharia Didatica, como metodologia de pesquisa, € composta de quatro fases
distintas: as andlises preliminares, a construcio e andlise a priori das situacdes didaticas, a
experimentacao e andlise a posteriori e a validacdo. Assim, nos tdpicos seguintes, cada uma

dessas fases, sera detalhada.

2.2.1 Analises preliminares

Nesta primeira etapa, serdo realizadas as andlises prévias, buscando identificar pro-
blemas relacionados ao ensino do objeto estudado. Nesta fase, serd feito um estudo bibliografico
sobre o contetido a ser trabalhado pelo professor, levando em conta as condi¢des e contexto do

ambiente escolar a ser investigado.
As analises preliminares, segundo (ALMOULOUD; COUTINHO, 2008) tém os

seguintes objetivos:

Epistemoldgica dos contetddos visados pelo ensino; Do ensino usual e seus
efeitos; Das concepgdes dos alunos, das dificuldades e dos obstaculos que
marcam sua evolugdo; A consideracdo dos objetivos especificos da pesquisa; O
estudo da transposi¢do didatica do saber considerando o sistema educativo no
qual insere o trabalho. (Almouloud e Coutinho, 2008, p.66).

Nessa fase, o professor ndo tem a necessidade de trabalhar em sala de aula. Ele
realizard os estudos bibliograficos sobre o objeto de pesquisa. Durante esse momento o docente
ird se embasar das dificuldades que os alunos supostamente enfrentardo durante a aplicacio
de sua metodologia, buscando preparar-se para todas as perguntas possiveis e desenvolver

estratégias para a compreensao dos discentes.
Para (VIEIRA; FERNANDES; SOUZA, 2020),

Esta andlise preliminar revela com confianga os fatos em sala de aula, prevendo
erros e condi¢des inseguras que poderiam ocasionar desgastes desnecessarios
e desfocados do objetivo da aula. Essa andlise prévia € capaz de identificar
fatores que guiardo o professor com mais clareza e completude das reagdes
adversas em sala de aula devido a quantidade maior de informacdes sobre o
meio interno e externo dos procedimentos para fornecer mais subsidios aos
professores, contribuindo para que o docente va para a realizagdo das sessdes
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didaticas com um amparo mais abrangente, contemplando a completude da
aplicacdo das sessdes didaticas na sala de aula. (Fernandes, 2020)

A partir da andlise preliminar o professor basear-se-a na constru¢ao da Engenharia
Didatica. Artigue (1996) apud (CARNEIRO, 2005) indica que essa analise insira a distin¢do de

trés dimensoes:

dimensao epistemoldgica, associada as caracteristicas do saber em jogo; di-
mensao didatica, associada as caracteristicas do funcionamento do sistema de
ensino; dimensdo cognitiva, associada as caracteristicas do publico ao qual se
dirige ao ensino. (Artigue, 1996)

Essa andlise € muito importante do ponto de vista diddtico, pois um mesmo tema,
principalmente na matematica, pode ser abordado de varias formas e com niveis de dificul-

dade diferentes, ou seja, analisar o conteido a ser ensinado e o publico que ird receber esse

conhecimento € de extrema importancia.
2.2.2 Construcao e analise a priori

Nesta fase, utilizaremos um instrumento avaliativo para um diagndstico composto
por algum método que nos permita levantar informagdes sobre as dificuldades enfrentadas
pelos alunos e que, supostamente, irdo encontrar na sua resolu¢io. E nesse momento que o
professor faz observacdes para que possa ter uma no¢do da abrangéncia das perguntas que eles
vao encontrar nas outras fases. Na constru¢do e andlise a priori, o pesquisador define as varidveis

que vai trabalhar.
(ARTIGUE, 1988) define dois tipos de varidveis que serdo trabalhadas pelo pesqui-

sador:

As varidveis macrodidéticas ou globais relativas a organizac¢do global da
engenharia e; As varidveis microdidaticas ou locais relativas a organizacio local
da engenharia, isto &, a organiza¢do de uma sessao ou de uma fase. (Artigue,
1988)

A partir delas deve-se selecionar as partes que serdo mais importantes para serem

desenvolvidas na fase seguinte e a partir dai, definir o que serd realizado, permitindo monitorar

as relacdes do aluno com o contetdo trabalhado.
(ALVES et al., 2017) destaca que:

Alguns fatores ndo podem ser negligenciados, num contexto da proposi¢do
progressiva de um problema. Preliminarmente, a transmissdo do problema
deverd afetar aos outros elementos do processo, na medida em que, a prépria
classe se apropria do problema. (Alves, 2017)
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Para (ARTIGUE, 1988) a andlise a priori possui uma parte de descri¢cao e outra de

previsdo, tendo como ponto de inicial os seguintes questionamentos:

Que problema o aluno tem para resolver? O que o aluno precisa saber para
compreender os problemas? O que o aluno precisa saber para resolver o
problema? Que tipo de controle o aluno tem sobre sua acdo?. (Artigue, 1988)
Tais perguntas sao norteadoras para que o pesquisador tenha um embasamento para

utilizar-se de sua metodologia de ensino e fazer o confronto no momento de validacdo do

Processo.

2.2.3 Experimentacio

Nesta fase, dd-se o momento de aplica¢do da sequéncia didatica organizada e de-
senvolvida pelo professor apds as andlises realizadas nas fases anteriores com a ideia de tentar
diminuir ou corrigir as dificuldades detectadas, podendo utilizar-se de ferramentas auxiliares
nesse processo de ensino, como a ajuda da tecnologia digital, jogos e resolugdo de situagdes
problemas, etc.

Para (MACHADO, 2002) a experimentacao supde:

A explicitacdo dos objetivos e condi¢des de realizagdo da pesquisa a populacio

de alunos que participara da experimentacdo; O estabelecimento do contrato
didatico; A aplicacdo dos instrumentos de pesquisa; O registro das observacdes
feitas durante a experimentacio (observacdo cuidadosa descrita em relatério,
transcri¢do dos registros audiovisuais, etc.)(MACHADO, 2002, p.206).

A experimentacdo é o momento da aplicacdo da situagdo diddtica, situacao essa
desenhada preliminarmente nas fases anteriores da engenharia diddtica. Na experimentagao
pode-se fazer, quando necessdria, aprimoramentos, sempre voltando as fases anteriores.

Além disso, (MACHADO, 2002) diz que, geralmente, quando a experimentacao
prevé mais de uma sessdo, € aconselhdvel se fazer uma anélise a posteriori local, apés uma ou
algumas sessdes para confrontar com as andlises a priori e realizar eventuais correcoes.

Nesse momento nds percebemos a real importancia das andlises preliminares e a

priori, pois nelas imagina-se um cendrio para o momento de discussdo dos problemas, podendo

a partir disso, antecipar acdes vindas das possiveis abordagens por parte dos alunos.

2.2.4 Anadlise a posteriore e validacao

A Andlise a Posteriori e Validacdo é o momento onde sdo feitas as andlises sobre o

objeto de pesquisa, assim os resultados encontrados serdo abordados qualitativamente.
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Para (ALMOULOUD, 2007),

E o0 momento de se colocar em funcionamento todo o dispositivo construido,
corrigindo-o quando as andlises locais do desenvolvimento experimental identi-
ficam essa necessidade, o que implica um retorno a andlise a priori, um processo
de complementagdo. (Almouloud, 2007, p.177)

E durante a andlise a posteriori e validacdo que o pesquisador deve avaliar os
resultados das etapas, propostas pela sequéncia didética, com o intuito de comparar as condi¢des
de ensino e aprendizagem antes e depois de aplicacdes das estratégias formuladas com base na
Engenharia Didética.

Para (ALMOULOUD; COUTINHO, 2008) a andlise a posteriori de uma sessao é
o conjunto de resultados obtidos, a partir de aplicagdes, que se pode tirar e contribui para o
melhoramento dos conhecimentos didéticos.

Assim, esta ultima fase depende tanto do material bibliogréifico como das ferramentas
utilizadas para juntar todas as informagdes para o andamento da pesquisa e assim relacionar com
a andlise a priori e fazer confronto com as dificuldades encontradas.

Essa fase ndo serve simplesmente para dizer se o processo desenvolvido € valido ou
ndo, essa fase serve também para corrigir e adaptar toda a estrutura desenvolvida para o processo
didatico. Nela, deve-se fazer uma avaliacao do que foi feito durante todo o desenvolvimento
didético, desde a curadoria do contetdo a ser trabalhado até o momento da experimentacgao,
pois todos esses mecanismos estdo interligados para que haja sucesso no processo de ensino e

aprendizagem.
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3 A TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS

A didatica da matematica foi desenvolvida na Franga, nos anos de 1970. A época
que surgiu a reforma da matematica moderna e com ela foi criado o Irens (Instituto de Pesquisa
sobre o Ensino da Matematica). A ideia era estudar e aprofundar os problemas no que se refere

a0 ensino e conceitos matematicos.
Analisando o processo de ensino e aprendizagem, (BROUSSEAU, 1986) introduziu
as ideias de varidveis diddticas, teoria das situacdes diddticas e contrato didatico. (ALMOU-

LOUD, 2007), fala sobre o momento do processo de ensino e aprendizagem que

As relacdes professor-saber-aluno néo sdo relacdes tdo diretas e tdo transpa-

rentes [...] ndo se deve, unicamente, limitar-se a sala de aula para estudar o
ensino e a aprendizagem; € preciso considerar a organiza¢do do sistema edu-
cativo (programas, curriculo, material pedagégico, livros didéticos, horarios
etc.)(Almoloud 2007, p.26)

Veja que essa relagdo professor-saber-aluno € bastante complexa e requer bastante
cuidado para que esse processo ocorra de maneira bem coesa e sem esquecimento das ferramentas
a serem utilizadas durante o processo de ensino e aprendizagem.

Segundo (ALMOULOUD, 2007), uma situagdo didatica é caracterizada como um
jogo de interacdes do aluno com os problemas propostos pelo professor e a forma com que esses

problemas sdo colocados aos alunos € o que ele chama de devolugdo, ela deve ter o objetivo de

tirar o aluno da zona de conforto e permitir com que o aluno desenvolva uma certa autonomia.
Para (BROUSSEAU, 1986):

A concepg¢do moderna do ensino solicita, pois, ao professor que provoque
no aluno as adaptacgdes desejadas, por uma escolha judiciosa dos problemas
que lhe propde. Estes problemas, escolhidos de forma a que o aluno possa
aceita-las, devem levé-lo a agir, a falar, a refletir, a evoluir por si préprio. Entre
0 momento em que o aluno aceita o problema como seu € 0 momento em
que produz sua resposta, o professor recusa-se a intervir como proponente dos
conhecimentos que pretende fazer surgir. O aluno sabe perfeitamente que o
problema foi escolhido para o levar a adquiri um conhecimento novo, mas
tem de saber igualmente que esse conhecimento € inteiramente justificado pela
l6gica interna da situacdo e que pode construi-lo sem fazer apelo a razdes
didaticas (BROUSSEAU, 1986, p. 49).

Todo o desenvolvimento do ensino e aprendizagem se apoia na ideia de devolugao,
tendo em vista que o professor possa estabelecer didlogos com os alunos durante as teorias e

problematizagdes apresentadas por ele.
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3.1 A TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS COMO METODOLOGIA DE ENSINO

A Teoria das situagdes didaticas como metodologia de ensino tem como principal
objeto o conhecimento da circunstincia em que ocorre a aplicacdo de uma diddtica. Nessa
metodologia de ensino se faz um conjunto de situagdes reprodutiveis dentro da organiza¢do em
sala de aula que permite momentos de interagdes entre o professor, o aluno e o saber. Esse meio
de organizacdo de sala é chamado milieu.

Para (BROUSSEAU, 1986) a TSD procura teorizar as interagdes estabelecidas no

milieu. O esquema abaixo mostra essa interacao.
Figura 1 — Triangulo didatico.

Epistemologia ——>

do professor

E A relagdo do aluno

com o saber

<
PROFESSOR

Relagdo pedagogica

Fonte: Almouloud (2007, p. 32)

Veja que as relacdes entre professor-saber, saber-aluno e professor-aluno sao forma-
das nesse tridangulo, que ndo € necessariamente simétrico e harmonioso, muito pelo contrario, na

maioria das vezes essas relagdes sdo bem conflituosas e assimétricas.
3.1.1 Situacoes didaticas e situacoes adidaticas

A situacao adidatica, como uma parte essencial da situacdo didatica, € um procedi-
mento na qual a inten¢do de ensinar ndo € revelada, mas foi planejada e construida de maneira
com que o professor proporcione o aluno um ambiente favordvel para o aprendizado do novo
saber. Essa etapa tem que ser muito bem pensada e planejada, pois ela se faz importantissima
para o processo de aprendizagem, nela as dividas podem ser tiradas pelo préprio aluno na hora

da discuss@o de um problema.
Segundo (ALMOULOUD, 2007) apud (BROUSSEAU, 1986), uma situagdo adida-
tica tem que ter as seguintes caracteristicas:

O problema matematico é escolhido de modo que possa fazer o aluno agir,
falar, refletir e evoluir por iniciativa propria; O problema € escolhido para que o
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aluno adquira novos conhecimentos que sejam inteiramente justificados pela
légica interna da situacdo e que possam ser construidos sem apelo as razdes
didaticas; O professor, assumindo o papel de mediador, cria condi¢des para o
aluno ser ator da construg@o de seus conhecimentos a partir da(s) atividade(s)
proposta(s). (Almouloud, 2007, p.33)

Veja que a fase de planejamento da situagdo adidética € crucial na construgdo de
um novo conhecimento por parte do aluno, assim o momento da situacdo didética se torna mais
fluente e sem muita interferéncia por parte do professor, deixando assimo aluno no centro da
construcdo do conhecimento.

Uma situagdo diddtica tem como principal caracteristica as interacdes dos alunos
com os problemas propostos pelo professor. Dessa forma (ALMOULOUD, 2007) diz que a
maneira de expor esses problemas aos alunos é chamada de devolugdo. Essa devolucao deve
objetivar as interacdes que permitam que o aluno tenha um desenvolvimento autdonomo. Dessa

maneira o aluno ndo percebe de imediato que houve um planejamento para o0 momento didatico

ou para o momento adidatico.
(ALMOULOUD, 2007) caracteriza o milieu fazendo parte do momento adidatico,
isso dentro da Teoria das Situagdes Didaticas. Para (ALMOULOUD, 2007),

O milieu é um sistema antagonista ao sujeito, sendo o milieu adidatico um
sistema sem intencao didatica, exterior ao sujeito, que, por suas retroagdes as
acdes do sujeito, permite sua reflex@o a respeito de sua aprendizagem. Ou seja,
o aprendiz é o responsavel pelo processo de sua aprendizagem. (Almouloud,
2007, p. 35)

Dessa forma o sujeito se torna capaz de produzir um novo conhecimento e adquirir
um novo saber, mas o milieu sem inten¢des diddticas, as vezes, ndo € suficiente para a constru¢do
de um novo conhecimento, assim se faz necessério a presenca de uma relacdo didatica.

Para se fazer a andlise do processo de aprendizagem, a teoria das situacoes dida-
ticas se ramifica em quatro fases diferentes, nas quais o saber tem fungdes diferentes e essas
fases sao interligadas. As fases sdo os momentos de acao, de formulacao, de validacdo e de
institucionalizacao.

As situacdes adidéticas sdo modeladas a estrutura de um jogo, em que a situag@o que
fara com que o aluno aprenda é uma situagdo em que o aluno perceba tanto as regras do jogo
como o objetivo a ser alcangado antes de comegar a jogar. Os conhecimentos prévios fornecidos

pelo milieu lhe possibilitam notar que a estratégia escolhida permite ou nao ganhar o jogo ou

que terd um custo didatico ou cognitivo muito grande.
Segundo (ALMOULOUD, 2007),
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A teoria das situagdes desenvolveu-se a partir da classificacao de situagdes
caracterizadas por trés tipos de dialéticas ou intera¢des fundamentais com o mi-
lieu, que envolvem diferentes relacdes com o saber em jogo: trocas diretas para
uma agdo ou uma tomada de decis@o, trocas de informa¢des numa linguagem
codificada, trocas de argumentos. (Almouloud, 2007, p.37)

Veja que as fases da situagdo diddtica sdo muito importantes para o processo de
ensino e aprendizagem quando bem desenvolvidas. Assim devemos dar muita importancia a
cada momento em particular.

A Situacao de Devolucdo € o momento em que o professor cede uma certa respon-
sabilidade de sua propria aprendizagem. Nesse momento o aluno tem que entrar na proposta
dada pelo professor e assumir alguns riscos, assim o aluno enxerga o problema como um desafio.
Nesse momento o professor expde o problema de maneira clara e orienta algumas regras do jogo
para que o aluno consiga chegar ao objetivo sem pular etapas e adquira o novo saber.

Na Situacdo de A¢do, o aluno, de posse do problema, busca em seus conhecimentos
prévios, uma interacdo com o milieu, ferramentas necessdrias para se obter a solu¢cdo do problema
proposto. A busca pela solucdo € feita por meio de tentativas e reflexdes, usando estratégias de
resolucao.

(ALMOULOUD, 2007) diz que,

Uma boa ag@o ndo é somente uma situagdo de manipulagao livre ou que exija
uma lista de instru¢des para seu desenvolvimento. Ela deve permitir ao aluno
julgar o resultado e sua agdo e ajustd-la, se necessdrio, sem intervencdes do
mestre, gragas a retroacdo do milieu. (Almouloud, 2007, p.37)

Assim, o discente, se julgar necessdrio, pode aperfeicoar ou abandonar o seu modelo
desenvolvido para criar um novo, sendo assim realizando uma aprendizagem por adaptacao.

A fase de agdo é essencial, pois o aluno exprime suas escolhas por acdes sobre o
milieu. Esses momentos de interacdes estao centralizados nas tomadas de decisdes, sendo um
trabalho individual ou em grupo.

Na Formulagdo, a principal caracteristica € a troca de informagao entre o aluno e o
meio organizado (milieu). Nesse momento a linguagem formal, prépria do objeto estudado, ja
€ permitida, mas sem a obrigatoriedade, isso se faz necessario para que exista um certo grau
de comunicacdo. Nessa etapa, o aluno ou grupo de alunos explicita, de forma oral ou escrita, a
forma ou ferramenta que foi utilizada para a solu¢do do problema.

Esse momento tem como principal caracteristica proporcionar ao aluno condicdes
para a constru¢do de uma linguagem compreensivel para a exposicdo diante do grupo de

envolvidos no processo.
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A Validacao é o momento de convencimento, na qual a ideia desenvolvida serd
apresentada aos demais participantes. As ideias e modelos apresentados ja devem estar montadas
de maneira mais formal, do ponto de vista cientifico, para que a discussdo seja feita de maneira
mais exata. Neste momento ja se pode usar métodos e ideias de demonstracdes de maneira a
convencer o outro ou até mesmo que o outro refute tal argumento. Assim, de forma bem dindmica,
se constréi um novo conhecimento. Enquanto a situagdo de Formulagdo tem a caracteristica de
debate sobre a constru¢do da solugdo, a Validacao debate a certeza das solucdes, o que faz com
que a interacdo com o0 meio seja organizada.

A Situagao de Institucionalizacdo € o momento de revelacao da inteng¢ao do professor.

Nela € mostrada a inten¢do da escolha do problema.
Para (ALMOULOUD, 2007),

As situagdes da institucionalizac@o foram entdo definidas como aquelas em
que o professor fixa convencionalmente e explicitamente ou estatuto congnitivo
do saber. Uma vez construido e validade, o novo conhecimento vai fazer parte
do patrimdnio matematico da classe. (Almouloud, 2007, p 40)

Assim, a institucionalizacdo ndo pode ser aplicada em qualquer momento, ndo
podendo ser cedo demais, para que nao haja prejuizo por parte da construcao do conhecimento
e também ndo pode ser muito tarde, pois pode atrasar o processo de aprendizagem. Depois

de realizada a institucionalizacdo, feita pelo professor, o saber € oficialmente incorporado aos

esquemas mentais dos alunos, podendo serem utilizados em problemas posteriores.

3.1.2 O contrato didatico

(BROUSSEAU, 1986) define o contrato didatico como o conjunto de comportamen-
tos especificos, como o professor e o aluno vao se comportar diante da situagdo didatica. Tais
comportamentos tem que ser o esperado por ambas as partes, pois 0 rompimento desse contrato
pode trazer prejuizo aos envolvidos no processo.

Dessa forma, a situacdo didatica, que manifesta o deseja de ensinar, tem que possuir,
pelo menos, uma situacdo-problema e um contrato didatico bem definido, pois quando o problema
é exposto ele traz consigo um sentido de estar sendo colocado naquele momento da situagao
didatica. O contrato didatico busca favorecer o acesso dos alunos ao conhecimento, € através
dele que as criancas veem a importancia e necessidade do desenvolvimento de certas teorias.

Considera-se ruptura do contrato didatico quando entra em cena elementos nao

esperados, como por exemplo, quando de uma série para a outra, uma matematica que se usa
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basicamente operagdes elementares com nimeros, passa a ser inseridos novos elementos, as
letras. Isso pode ser interpretado como quebra de contrato. Outra quebra de contrato é quando
os alunos, nos anos iniciais, sdo acostumados a retirarem informacdes da situagcdo-problema,
de modo a dar um sentido numérico a sua resposta, mas quando os nimeros ndo fazem muito
sentido pra eles ou quando a resposta ndo € numérica, sentem dificuldades em montar uma
solucdo.

Para (ALMOULOUD, 2007)

Muitos alunos t€m dificuldade em adaptar-se a essa ruptura de contrato. No
jogo de interagdes aluno-saber-professor, a ruptura de contrato diddtico e sua re-
negociagdo podem provocar a entrada em cena de fatores positivos ou negativos
para a aprendizagem. (Almouloud, 2008, pag. 91)

Alguns exemplos de situagdes-problema que provocam uma ruptura de contrato
didatico:

Numa festa tem 150 homens e 233 mulheres. Quanto custou a festa?

Em uma sala de aula temos 10 rapazes e 12 mocgas. Qual a idade do professor?

Nessas duas situagdes, € comum o aluno focar sua atenc@o nos valores numéricos

encontrados no texto, tentando achar alguma ligacao entre os valores dados e a solu¢do. Poucos

alunos conseguem perceber que € impossivel resolver tais problemas.
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4 O GEOGEBRA

(SANTOS, 2016) descreve que o Geogebra € um aplicativo/software atribuido para a
manipulagdo e construcdo de conceitos e também de objetos mateméticos, 0 mesmo consegue, ao
mesmo tempo, abranger elementos de Geometria e Algebra. O referido software tem importantes
contribui¢des usando dinamica e funcionalidade. Quando se usa, apenas, o livro didético e o
quadro branco, deixamos de poder usar todos esses beneficios que sdo constru¢do e manipulagdo
para facilitar a compreensao do discente.

Segundo (SIMM, 2013):

O GeoGebra pode ser um grande aliado para inovar o processo de ensino e
aprendizagem, dado que possui caracteristicas que o tornam ideal para esta
aplicagdo sdo: software de livre distribuicio, extremamente dindmico e interface
amigavel. Esta disponivel em http://www.geogebra.org tanto em plataforma

Windows quanto Linux, além das plataformas portéteis como Android (SIMM,
2013, p.2).

Com isso, esse software pode e deve ser utilizado em vdrias ramificagdes para o
ensino de matemdtica como: no estudo de geometria plana, geometria espacial, fungdes e
estatistica. Sendo assim, a janela inicial do Geogebra é composta de uma janela que se separa

em partes com inimeras utilidades, como € mostrado na figura abaixo a interface do software

Goegebra.

Figura 2 — Interface do Geogebra.
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Fonte: Cataneo (2011, p.35)

O Geogebra serd usado como ferramenta de auxilio no ensino e compreensao dos
alunos sobre conceitos e elementos de Geometria Plana e Espacial na experimentacio e constru-
¢ao das Sequéncias Didéticas e nos experimentos da metodologia de pesquisa da Engenharia

Didatica.
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4.1 O GEOGEBRA COMO FERRAMENTA DE MANIPULACAO GEOMETRICA EM
PROBLEMAS.

Durante as aulas de matemdtica, as vezes, os alunos podem nao conseguir identificar
0 que estd sendo proposto em um exemplo mostrado pelo professor, como na variacdo de
dimensdes de um poliedro, a variagdo de um volume etc. Sendo assim, usar uma ferramenta de
manipulacdo geométrica traz a visdo do problema ocorrendo juntamente com a explicagdo do

problema em si.
A (BRASIL, 2018) sinaliza que para o aluno desenvolver algumas habilidades de

matematica, pode-se recorrer a utilizacdo de ferramentas de manipulagao.

(EM13MAT402) Converter representacdes algébricas de fungdes polinomiais
de 2° grau para representagdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os
casos nos quais uma varidvel for diretamente proporcional ao quadrado da outra,
recorrendo ou ndo a softwares ou aplicativos de dlgebra e geometria dindmica.
(BRASIL, 2018)

Essa habilidade mostra a necessidade das representacdes algébricas, mas nem sempre
se consegue perceber o que se passa em uma representacao desse tipo, assim se traz a necessidade

de se usar uma ferramenta de manipulacdo. Essa ferramenta nos permite variar tais representacoes

e podermos formular uma conjectura e ideias inicias do problema.
Outras habilidades propostas pela BNCC contemplam um dos objetos estudados

neste trabalho, que sdo as funcdes polinomiais de 1° e 2° graus.

(EM13MATS503) Investigar pontos de maximo ou de minimo de fungdes
quadréaticas em contextos da Matemadtica Financeira ou da Cinematica, entre
outros; (EM13MAT302) Resolver e elaborar problemas cujos modelos sdo as
funcdes polinomiais de 1° e 2° graus, em contextos diversos, incluindo ou ndo
tecnologias digitais. (BRASIL, 2018)

Este pesquisa trata de desigualdade das média e problemas de otimizagao, que traz
consigo uma ideia de maximizar ou minimizar dreas, volumes, perimetros e outras funcoes,

assim € que, neste préoprio trabalho, se faz indispensavel o uso de uma ferramenta tao potente

como o geogebra.
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5 MEDIAS

Neste capitulo serdo definidas as ideias de média Aritmética, Geométrica, Harmonica
e Quadrética, com €nfase na aplicagdo em nimeros positivos. Serdo utilizados como principais
referéncias o livro texto do Mestrado Profissional em Matemaética em Rede Nacional (PROF-
MAT), Matematica de Discreta (MORGADQO; CARVALHO, 2015), outras dissertacdes retiradas
do banco do PROFMAT e também o livro texto do Programa de Iniciag@o Cientitica (PIC) que é
usado em turmas de preparacdo para olimpiadas em escolas de nivel médio.

A temadtica sobre a média € bastante importante e pouco lembrada no ensino média
a ndo ser que a ideia seja trabalhada na perspectiva do Estudo da Estatistica Basica. O estudo
das médias pode ser muito mais aproveitado se for incorporado a outros tipos de problemas. A
média de uma lista de nimeros é um valor que d4 uma caracteristica particular a esse conjunto
de elementos, se essa caracteristica for a soma simples desses valores, obtemos a mais simples

delas, a média aritmética.

5.1 MEDIA ARITMETICA

A ideia mais simples e utilizada pelos alunos € a média aritmética. Essa ferramenta é
bem discutida e calculada pelos alunos pelo fato de que eles sempre estdao calculando as préprias

médias de notas em um periodo letivo.

Definicao 5.1.1 A média aritmética da lista de n niimeros x1,x3,x3, ..., X, € definida por

XX X3t Xy
n

Ma
5.1.1 Aplicacoes das médias aritméticas

Abaixo veremos alguns exemplos de aplica¢do dos conceitos de média aritmética.

Exemplo 1 Calcular a média aritmética de um aluno que tirou as notas 6, 7, 8.
Solucdo: A média aritmética é obtida por
6+7+8 21
M =V = — = 7
¢ 3 3
Exemplo 2 (ENEM 2022) A esperanga de vida ao nascer é o niimero médio de anos que um

individuo tende a viver a partir de seu nascimento, considerando dados da populagdo. No Brasil,
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esse niimero vem aumentando consideravelmente, como mostra o grdfico.

Figura 3 — Grifico de linhas.

Esperanca de vida ao nascer

75

74,23

74 =

73,95
73,67

73 /

12

2008 2009 2010 2011 2012 2013

Fonte: Disponivel em: http://cod.ibge.gov.br. Acesso em: 6
mar. 2014 (adaptado).

Pode-se observar que a esperanca de vida ao nascer em 2012 foi exatamente a
média das registradas nos anos de 2011 e 2013. Suponha que esse fato também ocorreu com a
esperanca de vida ao nascer em 2013, em relacdo as esperangas de vida de 2012 e de 2014.

Caso a suposicdo feita tenha sido confirmada, a esperancga de vida ao nascer no
Brasil no ano de 2014 terd sido, em ano, igual a

(a) 74,23. (b) 74,51. (c) 75,07. (d) 75,23. (e) 78,49.
Solucdo: Nessa situacdo a esperanca de vida ao nascer em 2014 foi suprimida e temos que

montar uma estrutura algébrica para obtermos a solucdo do problema. Assim temos,

73,95+ x

=74,23
2 )

73,95+ x = 148,46

x=148,46 -73,95 =74,51

Reposta correta: letra (b).

Exemplo 3 (ENEM 2021) Uma pessoa realizou uma pesquisa com alguns alunos de uma escola,

coletando suas idades, e organizou esses dados no grdfico.
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Figura 4 — Grafico de colunas.
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Qual é a média das idades, em ano, desses alunos?

(a)9(b) 12 (c) 18 (d) 19 (e) 27
Solugdo: Veja que nesse caso nos deparamos com uma média ponderada, que ndo deixa de
ser uma média aritmética, apenas devemos olhar com atengdo para os pesos atribuidos a cada

valor. Assim para solucionarmos o problema devemos fazer

 9.6+18.12+27.9

Ma —
a4 6+9+12
544216+ 243
a =
27
513
Ma=""=19
4= %7

Resposta correta: letra (d).

Exemplo 4 (ESCOLA NAVAL RJ) A média aritmética de 50 niimeros é 38. Se dois dos niimeros,
45 e 55, sdao suprimidos a média aritmética passa a ser:
(a) 35,5 (b) 37,5 (c) 37,2 (d) 37,52

Solucdo: Sabendo que a média entre 50 niimeros, incluindo 45 e 55, é 38 podemos fazer

X1+x+...+x48+45+55 .

38
50
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X1 +x2+x34 ... +x48 = 38.50 — 100

X1 +x2+x34+... +x48 = 1800

X1 +x3+x3+...x48 B 1800
48 48

X1+x2+x3+ ...+ Xx48
48

=375

Resposta correta: letra (b).

Exemplo 5 (AFA — Academia das Forcas Armadas) Em um pentdgono, os dngulos internos
estdo em Progressdo Aritmética. Qual o terceiro termo, em graus, dessa progressao?

(a) 54 (b) 108 (c) 162 (d) 216
Solugao: Sabemos que a soma dos dngulos internos de um pentdgono é igual a 540°. Assim
temos uma progressdo aritmética de 5 termos, (ay,ay,as,aq,as) Usando a férmula da soma dos

termos de uma PA finita, tem-se
S — (a1 +as).n
2
(a1 +as).5
2

540 =

540.2
Ty T A +as

216 = aj +as

Como a3 é o termo do meio, ele é a média aritmética dos seus extremos.

aj +as —y
) 3
216
—=aq
) 3
a3y = 108

Resposta correta: letra (b).
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5.2 MEDIA GEOMETRICA

Essa ferramenta nao € bem trabalhada pelos alunos pelo fato de ser pouco comentada
durante as atividades desenvolvidas em sala de aula. Alguns problemas até que sdo possiveis de
ser utilizada essa ideia de média geométrica, mas acaba se tomando um caminho opcional de

resolugdo.

Definicao 5.2.1 A média geométrica dos n niimeros positivos X1,X2,X3, ...,Xx, € definida por

Mg = /x1+x2+x3+...+x,

Note que s6 definimos a média geométrica para numeros positivos. Dessa forma

evitamos que a média geométrica ndo exista em algumas situacoes.
5.2.1 Aplicacao das Médias Geométricas

Alguns exemplos de aplicagdo da média geométrica serdo mostrados abaixo.

Exemplo 6 Calcular a média geométrica dos valores 2, 4 e 8.

Solucdo: Calculamos a média geométrica fazendo

Mg=+/2.48=64=4

Exemplo 7 Determinado investimento teve um aumento de 4% no primeiro més, no segundo
més, um aumento de 5%, e no terceiro més, um aumento de 10%, entdo, o rendimento médio do
investimento feito é, aproximadamente, de:

(a) 4% (b) 5% (c) 6% (d) 7% (e) 8%
Solugdo: Note que se fizermos simplesmente a média aritmética das porcentagens acabemos
deixando de lado que esses aumentos foram sucessivos. Assim devemos calcular a média
geométricas dos aumentos.

Aumento de 4% = 1,04

Aumento de 5% = 1,05

Aumento de 10% = 1,10

Mg = 3/1,04.1,05.1,10
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Mg = 3/1,2012
Mg =1,06

Reposta correta: letra (c)

Exemplo 8 Sabe-se que as medidas dos lados de um retdngulo sdo 10 cm e 20 cm. Determine
as medidas dos lados de um quadrado que possua a mesma drea do retdngulo.

Solucdo: A drea do retdngulo é dada por:
A =10.20 = 200cm*.
A drea do quadrado é dada por:
A=L*=10.20.

Logo, o lado do quadrado é:

L=+v10.20.

Portanto, a medida do lado do quadrado serd a média geométrica das medidas dos

lados do retangulo de mesma drea.

Exemplo 9 O 5° elemento de uma PG é 3402 e 0 3° é 378. Determine o 4° termo desta PG.
Solugdo: Para resolver esse problema, usaremos uma propriedade da PG. Dada uma PG de
trés termos tem-se (g,a,aq). Logo,

a= .a.q

a
q

Assim, qualquer termo de uma progressdao geométrica (PG) pode ser obtido calcu-
lando a média geométrica dos seus termos vizinhos ou quaisquer termos simétricos em relagdo
aele.

Para encontrar o quarto elemento:
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a4 = /ds.ds

as = v 378.3402

as = 1134

5.3 MEDIA HARMONICA
Definicao 5.3.1 A média harménica dos n niimeros positivos x1,x3,X3, ...,x, € dada por

n
Lyl 41

X1 X2 Xn

Mh =

5.3.1 Aplicacdo da Média Harmonica

Veremos abaixo o campo de aplicacdo da média harmonica. Serdo mostrados alguns

exemplos da importancia do cdlculo e da interpretacdo da média harmonica.

Exemplo 10 A média harmonica dos valores 2, 4, e 8 é
Solugdo: Para calcular a média harménica basta fazer

24
. N
7 )

Observe também que sé definimos a média harmonica para ndmeros positivos. Assim
evitamos as situagdes em que obtemos uma divisao por 0, (por exemplo, qual seria a média

harménica entre os valores 3 e -37).

Exemplo 11 (Cdlculo da velocidade média) Dois amigos em viagem revesam-se para chegar
a um determinado destino. Um deles dirigiu até exatamente a metade do percurso, e depois o
outro assumiu o volante terminando o percurso. O primeiro deles manteve uma velocidade V| =
90km /h. Jd o segundo, que estava com mais pressa, manteve uma velocidade de V, = 120km /h.
Qual é a velocidade média dos dois motoristas em todo o percurso?

Solucdo: A intuigdo nos leva a fazer o cdlculo da média aritmética das velocidades, que é de 105
km/h, mas devemos perceber que a distancia percorrida é fixa e o tempo varia de acordo com

a velocidade. Como velocidade e tempo sdo grandezas inversamente proporcionais, a média
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aritmética ndo é a média pedida no problema. Assim, devemos usar uma média mais apropriada

para esse tipo de problema.

S

Vm: T
90 =2 120= 2
Ty T
S S
Ti=o =0
90 120

Aplicando a formula da média harmonica, tem-se

25
Mh=———
T+ 71>
2 2 2.360
M, = AR F= = ~ 102,85km/h
90 12 360

Assim, a velocidade média durante todo o percurso é dada pela média harménica,

que ¢é de 102,85 km/h.

Exemplo 12 (Cdlculo da vazdo de torneiras) Para encher uma piscina, uma das torneiras leva
15 horas, e a outra leva 10 horas. Existe uma terceira torneira que demora 6 horas para encher
a piscina. Caso as trés torneiras fossem abertas ao mesmo tempo, quanto tempo elas levariam
para encher toda a piscina?

Solugdo: Mais uma vez vemos que ndo se trata de uma média aritmética, pois temos que levar
em consideracdo a vazdo de cada torneira, que podem ndo serem as mesmas. Note que a vazdo

Q é inversamente proporcional ao tempo. Logo,

0=

N <

onde Q = vazdo, V = volume e T = tempo. As vazoes das troneiras 1, 2 e 3 sdo dadas por:

R4 W W
Ql - TluQZ_ T27Q3_ T3
Vi Vs . V3

Tl = _7T2 = _7T3 -
04 [0)) 03
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Entdo, a média harménica serd o tempo médio em que as torneiras vao encher o

tanque.

3
Mi=31771
15 10 6
3
My = 3355
30
3.10
= — :9
"7 710

Como as trés sdo ligadas ao mesmo tempo e no mesmo tanque, faremos 9 dividido

por 3. Assim, elas levam 3 horas para encher o tanque.

Exemplo 13 (Cdlculo da densidade) Considere-se a mistura de duas substancias, em estado
liquido de densidades 3 g/cm’ e 4 g/cm>. Se fossem misturadas com a mesma massa de cada
uma delas, sua densidade seria de quanto?

Solucdo: Dada as densidades D1, D;, temos

n my
Di=—-Dy=""
Vi Vs
v, =2y, = T2
D D,

Note que a média harménica é a densidade média. Aplicando na formula da média

harmonica, tem-se

M 2
h= 1,1
373
2
Mh= 353
12
2.12
M, = =~ 3,43g/cm’

Logo, a densidade seria de 3,43g/ cm’.
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5.4 MEDIA QUADRATICA

Definicao 5.4.1 A média quadrdtica dos niimeros x1,x3,X3,...,X, definida por

Mo \/x%—i—x%—i—...—i—x,%
n

isto é, a média quadrdtica é a raiz quadrada da média aritmética dos quadrados

dos niimeros.

5.4.1 Aplicacoes da média quadratica

Exemplo 14 Calcular a média quadrdtica dos niimeros 1 e 7.

Solugao:

12+72 1+49
Mq:\/ =\/——=V25=5
2 2
Exemplo 15 Em uma equipe de remo os atletas possuem as seguintes alturas: 1,55m, 1,75m e
1,80m. Qual é o valor do desvio padrdo da altura desta equipe?
Solucdo: Para calcular o desvio padrdo devemos encontrar primeiro a média aritmética das

alturas.

1,5541,75+1,80

M, 3

— 1,68

Assim, o desvio padrdo serd:

P \/(1,55—1,68)2+(1,75—1,68)2+(1,80—1,68)2
N 3

DP = \/(—0» 13)2 + (0,302)2 +(0,12)?

DP = ,/0’03317 ~0,1028
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6 A DESIGUALDADE ENTRE MEDIAS

A desigualdade das médias aritmética, geométrica, harmonica e quadratica € uma
excelente ferramenta para a resolucdo de problemas interessantes para serem trabalhados em salas
de aula do ensino médio, pois ela possibilita trabalhar com problemas algébricos, geométricos,
de fungdes reais, entre outros. Vale destacar que um grande ganho que se tem ao trabalhar com
desigualdade das médias € poder trabalhar com problemas que seriam necessarias ferramentas
de nivel superior, como o cdlculo diferencial, por exemplo. Dessa forma, podemos usar esses
problemas para atrair ainda mais a curiosidades e destacar a importancia da matemadtica no nosso

cotidiano.

6.1 A DESIGUALDADE ENTRE AS MEDIAS PARA DOIS TERMOS
Teorema 6.1.1 Considere x,y € R", entdo, My > M, > My > M), onde

XXt Xy
n

M,

My = /x1+x2+...+x,

x% —HC% + ... —|—x,%
M, = o

Demonstragdo: Primeiro mostraremos que My > M,,. Para x,y € R temos,

(x—y)?>=
x2+y2—2xyZO:>
xz—Fy2 > 2xy

Somando x* + y2 aos dois membros temos,

() + (P +y) = (P ) + 2y =



2(2%+)%) = (& +)?)
Multiplicando os dois membros da desigualdade por % temos,

1
> (x2+y2).1:>

=

26 +%).

1
(P +y?).5 > (x2+y2)-;ﬁ‘

| =

X24yr xty
2 T2

Logo, My > M,,.
Agora vamos mostrar que M, > M,.

Com x, y niimeros positivos temos que

(V) ~ (V5) 2 0=
x+y—2y/xy>0=

X4y >2,\/xy

Multiplicando os dois mebros da desigualdade por % tem-se,

x%z\/x_y

Assim, My > M.

Vamos mostrar também que Mg > M,

S v
ETAE0T
I 1 1

40
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[\

3

Vv
==
+
<=

Logo, Mg > M,

Portanto, My > My > Mg > M,

OJ

6.2 A GENERALIZACAO PARA A DESSIGUALDADE ENTRE AS MEDIAS ARITME-
TICA E GEOMETRICA

Para realizar a demosntracdo dessa desigualdade vamos provar trés Lemas.

Lema 6.2.1 Sejam a,b,x,y € R™, tais que:

xX+y=a-+b

Sex>aey>b,entdiox=aey=h.

Demonstragdo: Temos que x+y = a+ b, entdo temos (x —a)+ (y—b) = 0.
Temos também que x > a e’y > b, temos que (x —a) + (y—b) = 0.
Portanto, 0 >x—a > (x—a)+(y—b)=0=x—a=0=x=a.

Por outro lado, 0 <y—b< (x—a)+(y—b)=0=y—-b=0=y=0>.

Lema 6.2.2 Dada uma lista de n termos ay,ay, ...,a,, se

ar+a+...+ay,
n

G=Va.ay.a3...a, =

entdo,

aytay+..a,+G+G+...+G
n—+r

G = "Y/a.ay..a,.G.G...G =

Demonstracdo: Partindo da hipotese que

ar+ay+...+ay
n

G=a.ay...a, =

, entdo

G'=aj.ay...ap,=>nG=a+ar+... +ay,.
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nv—r _ ntr/p r _ (VH"')G _ nG+rG __ ai+ar+...+a,+rG
Logo, a.ay...a,.G"= "VG"G"' =G = o = e — P

0

Lema 6.2.3 Seja ay,a, ...,a, uma lista de n niimeros reais positivos. Pondo G = y/ai.a»...a,,
] 1,425+ P 1-42 n

considere a lista de ay,ay, ...,an,0y+1,0n42,...,A2m, COM Api| = Api2 = ... = oy = G, entdo,

M, (2m) = ay.a;...a2, = G = Mg(n)

Demonstracdo: Como G = \/ay.a;...ayy,, entdo ay.az...a, = G".
Logo temos X/ay.a...an.G.G..G = VGG =G.

Proposicao 6.2.1 Se aj,an,...,a, sdo niimeros reais positivos, com n > 2, entdo:

ar+ay+...+ay
n

Way.ap...a, <

ou seja,

M(ay,az,...an) < Mgy(ay,az, ...,an)

Alem disso, a igualdade vale se, e somente se, ay = ap = ... = a,.
Demonstragdo: Primeiro provaremos que a proposicdo vale para o caso n=2.

Para n=2 temos,

(Vay —/a)* =aj +ax —2/aja; > 0=

ay+ap > 2\/a1ar =

a+a
Ma = T 2 Vvaiaz :Mg.

Se M, = M, entdo,

ai+ap

=\/aja) =
2

(Vai—va)* =0=a; = a.

Agora vamos mostrar que se o resultado vale para todo m = 2 < n, com n > 3,

entdo esse resultado vale também para n.
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Sendo assim, dado um natural n > 3, suponha que esse resultado vale para todo
m=2<ne seja ay,ay,...,a, uma lista de n niimeros reais positivos. Existe um niimero natural
k tal que m = 2K < n < 2K1 =2m,

Tomando G = /ai.as...a,, considere a lista aumentada com 2m niimeros
1,02, .oy Apy Ayt y ey Api2 = Aoy = G.

Pelo Lema 3, a média geométrica da lista aumentada ndo muda, ou seja, M, (2m) =
M,(n) =G.

a+ar+...+ay,
n

Tomando também M,(2m) = a média aritmética dos n niimeros e

M, (2m) a média aritmética da lista aumentada com 2m niimeros. Temos

_artayt..tay, atayt..+a,+2m—n)G  nMy(n)+(2m—n)G

M, _ _
2m om m
Temos ainda,
Ma(2m):a1+a2+ +a2m:_‘<a1+a2+ +an+am+1+am+2+ +a2m)
2m 2 m -

Por hipéteses feita para n, a desigualdade vale para m = 2¥, logo

ar+az+...tay
m

> Way.ap...ap

Amt1 + Api2 + ... +a2p
m

> Yamy1-Api2..-A2m

Yay.ay...am + Wam+1 Apt2...42
2

M,(2m) >

Pelo caso m=2,

Yay.ay...am+ Yam+1-Amt2---A2m

7 > \/Wal.az...am Wami1.Apy2...a0m = \/\’"/al.az...azm

\/ War.ax...ay, = R/ar.az...a0, = My(2m) =G




A tltima igualdade usa-se o Lema 3.

Portanto

n.My(n)+ (2m—n).G
2m

=M,(2m) > G

Suponha agora que M,(n) = M,(n).

Aplicando o Lema 2, temos

ay+ay+...+ay,

44

M,(2m) = R/ay.az...an.ap11...Q0m = . =M,(2m)
Como
1
2 m m
way.ap...aym + Wa .a ...a
M,(2m) > a1-az...am \é 1 Cmt2: Tam > \/Wal.az...am g1 A 2o = My (2m)

E M,(2m) = My(2m) entdo,

l(al +ay+...+ay n Am+1 +am+2+...+a2m) B

(1) y/ay.ay...am~+ ¥amy1.-Gmi2- ..

2 m m 2

= \/{”/al.az...am i1 - Apy2. Qo
Da igualdade 1 e pelo Lema 1,

al+ay+...+ay
m

ai.ar...aym =

Am1 + Qui2 + ..o+ Aoy
m

Yami1-Amy2...Q0m =
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Como a igualdade vale para m, por hipotese, entdo

al=ay=...=ay

Da igualdade (2), como o caso da igualdade vale para m=2,

Yai.ay...ap = Yami1-Quia...aom

Am+1 = Adm+2 — -.- = A2
Logo temos,
ay = {/ar.ax...am = Ymi1.0pi2...02, = Ao
Portanto, ay = ap = ... = @y = Q1 = ... = gy em particular, ay = ar = ... = ay.

Vamos usar o Principio da Boa Ordenagdo para mostrar que esse resultado provado
acima vale para todo n > 2.

Supondo que é falso para algum niimero natural e seja esse natural n > 3 o menor
natural tal que o resultado é falso. Entdo o resultado vale para todo m = 2F < n. Pelo que foi
mostrado, valendo o resultado para m = 2k < n, o resultado vale também para n, o que ndo
ocorre. Logo, o resultado vale para todo n > 2.

Para o caso em que os termos sdo iguais vamos mostrar abaixo.

Demonstracdo: Dado um natural n, considere uma lista de n termos ay,ay,...,a,. Suponha

a|=ay =...=ay, logo

_a +a+...4+a, n.ap

M,(n) " = " =ay=+/(a))"=/a.a...a, = M,.
Portanto, Mg(n) < M,(n) e a igualdade vale se, e somente se, ay = ay = ... = ay.

O
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6.3 A GENERALIZACAO PARA A DESIGUALDADE ENTRE AS MEDIAS GEOME-
TRICA E HARMONICA

Proposicao 6.3.1 Dados ay,as,...,a, niimeros reais positivos tem-se:

1 1 :
T+ o Tt S Varax.ap, ou seja, My(ay,az,...,an) < Mg(ay,az, ...,an)
a
A igualdade vale se, e somente se, ay = ay = ... = ay.
Demonstracdo: Nessa demonstragdo iremos usar uma desigualdade ja estabelecida entre as

médias aritmética e geométrica para niimeros reais, jd provada anteriormente.

S . P ~ 1 1 1 5
Note que, se ay,ay, ...,a, saGo nimeros reais positivos, entao A m A também

sdo. Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica temos que:

1 1 I 1 1 _atat-t
<

1
n a An

1
G Waiar..a, Vai a a, " n H

Entdo,éé%iHSG.

1,1 1
SeH:Gtem_Se ’ZLL L:m

al.az...an n

Portanto, pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica:

O

6.4 A GENERALIZACAO PARA A DESIGUALDADE ENTRE AS MEDIAS ARITMETICA
E QUADRATICA

2 2 2
o~ . . . ajtas+...ta
Proposicao 6.4.1 Dados ay,as, ..., a, nimeros reais positivos tem-se: <! +“2:"'+a” <y L=

ou seja, My(ay,az,...,an) < My(ay,az, ...,an).

A igualdade vale se, e somente se, ay = ar = ... = ay.
Demonstracao: Sejam A e Q as médias aritmética e quadrdtica dos numeros a;, com i €
(1,2,...,n).

Sabemos que (a; —A)? > 0. Assim, temos:

S

n n
0< Y (ai—A? =Y a; —2A.Y a;+nA* = nQ* — 2AnA +nA* = nQ* — nA* = n(Q* — A*).
=1 i=1 i=1

Desse modo, temos n(Q2 —A2) > 0= Q? > A?. Logo concluimos que Q > A.
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n
A igualdade vale, se e somente se, Y. (a; —A)2 = 0. Portanto, devemos ter, para todo
i=1
i€(1,2,...,n),a; = A. O que significa que ay = ar = ... = a, = A.

O

6.5 A DESIGUALDADE ENTRE AS MEDIAS HARMONICA, GEOMETRICA, ARITME-
TICA E QUADRATICA

Teorema 6.5.1 Dada uma colecdo de niimeros reais positivos ay,ay, ...,a, verificam-se as

seguintes desigualdades:
Mq >M, > Mg > Mh

Em cada caso a igualdade ocorre se, e somente se, ay = ap = ... = ay,.
Demonstracdo: Essas desigualdades acima decorrem das proposicoes (1), (2), (3) que provamos
anteriormente.

Esse importante teorema matemdtico tem diferentes aplicagcbes nas dreas da mate-
mdtica e é uma ferramenta poderosa para a resolucdo de diversos problemas. Veremos a seguir

as representacoes geométricas das médias e da desigualdade das médias.
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7 REPRESENTACAO GEOMETRICA PARA AS MEDIAS

Usaremos conceitos e constru¢des geométricas para representar geometricamente as
médias aritmética, geométrica, harmonica e quadrética, e também verificar a desigualdade das

médias a partir de dois segmentos reta distintos.

7.1 A REPRESENTACAO DA MEDIA ARITMETICA

Sejam a e b dois segmentos de reta. Tomando, sem perda de generalidade, a diferente

de b. Construindo uma circunferéncia, com o didmetro sendo a + b, ou seja, D = a+b.

Figura 5 — Circunferéncia de diametro a + b.

Fonte: Autor

Note que, D =a+b, com D = 2r = 2r = a+b. Assim, temos r = #.

Logo, r = M,, com relagdo aos segmentos a ¢ b.

7.2 A REPRESENTACAO DA MEDIA GEOMETRICA

Partindo da circunferéncia construida na figura 5, iremos construir uma outra figura
que nos ajudard a encontrar a forma geométrica da média geométrica.

Tracamos & perpendicular ao didmetro, exatamente no ponto de intersec¢io de a e b,
feito isso determinamos um ponto na circunferéncia de forma que um triangulo seja formado.

Sabe-se que todo tridngulo inscrito na semicircunferéncia € um tridngulo retangulo.
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Figura 6 — Representacao da média geométrica.

Fonte: Autor

Utilizando a relagdio métrica no tridngulo retangulo, temos > = a.b = h = Va.b.

Portanto, h = Mg, com relagdo aos segmentos a € b.

7.3 A REPRESENTACAO DA MEDIA HARMONICA
Veja a constru¢cdo da média harmonica na fugura 7.

Figura 7 — Representacao da média harmonica.

Fonte: Autor
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Obtemos essa representacdo da média harmodnica através da construgdo feita na
figura 5, e da altura na figura 6, tracamos o raio r que parte do centro e vai até o ponto que o
segmento & toca a circunferéncia, obtendo assim um triangulo retdngulo de hipotenusa igual ao

raio r e catetos m e h. Tracando a altura e, obtemos um outro tridngulo retangulo de hipotenusa

h e catetos c € e.

IS . 2
Por semelhanga de tridngulos (caso AA), temos que ; = é =c= }’7
Como h2 =a.b,er= #, entio ¢ = % =c= %H“_f
_ 1 _ 2 _ 2ab
Por outro lado, M), = T =@ = afh

2
Portanto, ¢ = M;,.

7.4 A REPRESENTACAO DA MEDIA QUADRATICA

Do raio r determinado na figura 5, construimos o segmento /, com extremidades na
interseccdo de a e b e na intersec¢do entre r e a circunferéncia. Assim, formamos um triangulo

retdngulo com catetos r e m, como mostra a figura 8.

Figura 8 — Representacao da média quadratica.

Fonte: Autor

__atb _ _
Temos, m = %5~ b:>m——2,er——2.

Pelos Teorema de Pitdgoras, 1> = m? + 1> = [> = (%)2 + (#)2 =2 = # =

_]a®+b?
[ =4/ -

Portanto, [ = M,.
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7.5 REPRESENTACAO DA DESIGUALDADE ENTRE AS MEDIAS

Observando as construgdes realizadas nas figuras anteriores e analisando as suas

relagdes temos que

r=Mgy,h=M,c=M,l=M,

Figura 9 — Representacao da desigualdade das médias.

Fonte: Autor

Essa desigualdade tem diferentes aplicacdes nas dreas da matemdtica e € uma
ferramenta poderosa para a resolu¢do problemas. Veremos algumas abordagens que podem ser

solucionados usando essas desigualdades.
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8 APLICACAO DAS DESIGUALDADES DAS MEDIAS NA RESOLUCAO DE PRO-
BLEMAS
Neste capitulo iremos discutir alguns problemas algébricos, geométricos, de funcdes
reais e de otimizacao, métodos de resolu¢do e como o uso das desigualdades das médias pode ser
uma ferramenta importante na resolugdo de tais problemas. O uso das desigualdades das médias

torna possivel e interessante trabalhar esses problemas no ensino médio.

8.1 PROBLEMAS ALGEBRICOS

Nesta se¢ao iremos discutir problemas algébricos usando a desigualdade das médias.

Esses problemas serdo trabalhados com o uso do Teorema da Desigualdade das Médias.

Exemplo 16 Se a, b e c sdo inteiros positivos que satisfazem a condi¢do 5 + l—c’ + ¢ =3 prove
que a.b.c é um cubo perfeito.
Solugdo: Temos que a, b e c sdo inteiros positivos. Sendo assim, podemos aplicar a desigualdade

das médias aritmética e geométrica.

a b c
o e abc a b c
b ¢ ax P 42423
3 bca b ¢ a
Como sabemos que s ocorre a igualdade se, e somente se, j; = l—c’ = 2 e pelo

1 a_ byc_ a_b_c_
enunciado 3 + 7+ =3, temse ; == =1

E portantoa=b=c = 1.

Logo, a.b.c=a.a.a=a.

Exemplo 17 Sejam x > 0 e y > 0 niimeros reais tais que x+y = 2. Mostre que x.y < 1.

~ . P e ST 2 4y2
Solugdo: Pela desigualdade das médias quadrdtica e aritmética, temos )% > )%

Pelo enunciado, x+y = 2, entdo x2§y2 > % =1=x>+y*>2.
Por outro lado, (x+y)? = x>+ 2xy+y*, e x+y=2 = x> +y> =22 — 2xy = 4 — 2xy.
Dai, x> +y* >2=4-2xy>2=2xy<2=2xy <.

Temos a igualdade xy =1 se, e somente se, x =y = 1.

Exemplo 18 Prove que, se x > 0, entio 3x> — 6x> +4 > 0.
Solugdo: Note que 3x> +4 = 2x> + x> + 4, podemos aplicar a desigualdade entre as médias

aritmética e geométrica. Assim,
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23+ +4
ST Ve

3 4+4>3.4/8.x0 =
3 +4>32x4° =
3 +4 > 6x% =
3x3 —6x* +4 > 0.

8.2 PROBLEMAS GEOMETRICOS

Nesta se¢do, iremos trabalhar com problemas geométricos que podem ser soluci-
onados com o uso da desigualdade das médias, problemas de geometria plana e geometria

espacial.

Exemplo 19 Mostre que entre todos os retangulos de perimetro 2p, o quadrado é o de maior

drea.
ap * 4 _ s Xty
Solugcdo: Dados os lados do retdangulo x e y, temos x+y = p, ou seja, 5> =
A drea do retdngulo é A = x.y. Assim, VA = Vxy < % = g.
2
Portanto, VA < g =A< %.

A igualdade é obtida quando x = y. Portanto, o retdngulo de maior drea é o quadrado

2
de drea %.

Exemplo 20 De todos os paralelepipedos, conhecida a soma das medidas das trés arestas
perpendiculares entre si, encontrar o paralelepipedo de maior volume.
Solucd@o: Tome a,b,c como as arestas do paralelepipedo e m = a+ b+ c. O volume do

paralelepipedo ¢ V = a.b.c. Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométricas,

M, > M, temos:

NS Vabe=VV =

m3

2\3/‘7$V§—7.

w|3



54

Logo, a igualdade s6 ocorre quando a = b = ¢ = %, isto é, quando o paralelepipedo
for um cubo.

8.3 MAXIMO E MINIMO DE FUNCOES

Nesta secdo iremos trabalhar com problemas que envolvem méximo e minimo de
func¢des. Saindo do tradicionalismo que € trabalhar somente com o vértice da pardbola, vamos

usar a desigualdade das médias para achar mdximos e minimos de outras fungdes.

Exemplo 21 Se x € R e x > 0, prove que:

1
x+—->0

X

Solugdo: Note que pelo fato de x ser um niimero maior do que zero, o seu inverso multiplicativo

também é maior do que zero. Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica,
temos:

1
x+->2.
X
A igualdade ocorre se, e somente se, x =1+ = x =1

Exemplo 22 Qual é o valor mdximo da fungéo f(x) = sen(x) 4 cos(x), com 0 < x < Z.
Solugdo: Note que, pelo fato do dominio da fungdo ser 0 < x < m, temos que sen(x) > 0 e

cos(x) > 0. Logo, podemos aplicar a desigualdade das médias aritmética quadrdtica.

se(x) + cos(x) sen(x) + cos?(x)
> - \/ 2 -

sen(x) + cos(x) < 1
2 — V2

sen(x) +cos(x) < 2.\/% =

sex(x) +cos(x) < V2
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A igualdade ocorre se, e somente se, sen(x) = cos(x) = x = 7.

Portanto, o valor mdximo que a funcdo assume é /2.

8.4 RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE OTIMIZACAO.

Problemas de otimizacdo s@o bastante intrigantes pelo fato de que ndo vem a funcao
descrita no problema. Essa caracteristica traz um desafio diferente para os alunos, que é de
modelar a situagdo problema. Esse tipo de problema € muito utilizado no ambito do ensino
superior, mas iremos fazer uma abordagem para o ensino médio, sempre mostrando também as
diferentes abordagens.

O uso das desigualdades das médias dard a acessibilidade ao tema para os alunos do

ensino médio.

Exemplo 23 Se 1200cm? de material estiverem disponiveis para fazer uma caixa com uma base
quadrada e sem tampa, encontre o maior volume possivel da caixa e as dimensoes para que isso
ocorra.

Solugao: Seja x a medida do lado da base quadrada e h a medida da altura da caixa, como

mostra a imagem

Figura 10 - Caixa com base quadrada.

X

Fonte: RPM N°76

Assim temos A = x* + 4hx = 1200 sendo a drea da caixa e V = x*h sendo o volume

da caixa. Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica, temos:
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1200 2xh+2xh
3 _ Xt x3+ > Va22xh2xh = { 4(x%h)? =

400 > V4V2 =
4003 > 4V? =
4000 >V

Note que o volume mdximo que a caixa pode assumir é de 4000cm>. Para encontrar
o valor das medidas x e y basta uma simples manipulacdo algébrica.

Esse mesmo problema é resolvido no ensino superior usando nogoes de cdlculo
diferencial. Veja na solucdo abaixo.

Solucdo usando cdlculo: Tendo a drea A = x> + 4hx = 1200 e V = x*h, tem-se
X%+ 4hx = 1200 =

4dhx = 1200 — x* =

300 x
h = — — —
X 4
Substituindo h em v = x*h,
300 x
V=xt(—-2
*( X 4)

X
V=300x——=
4
Para encontrar o valor mdximo do volume, devemos encontrar para qual valor a

derivada é igual a 0, ou seja, V'(x) = 0.

Derivando V (x), tem-se

V/(x) =300— = =
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V’(x):0:>300—34i2:0=>
3OO:3szz>
3x% = 1200 =
x =400 =
x =20cm

Para encontrar o volume mdximo devemos aplicar x = 20cm na equagdo do volume.

3
V=300x—% N

2 3
V=300.20—%:>

V = 4000cm’

E para encontrar o valor da altura h devemos substituir o valor x = 20cm na equacdo

da altura

300 x
h=———
X 4

p_ 3020
20 4
h=15-5=
h=10cm

Note que a segunda abordagem é muito mais complicada tendo em vista que os alunos
provavelmente ndo comecem ainda esses conceitos iniciais de Calculo Diferencial, tornando

assim o uso das médias uma ferramenta muito forte para a resolucao deste problema.
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Exemplo 24 (Enem 2017) Viveiros de lagostas sdo construidos, por cooperativas locais de
pescadores, em formato de prismas reto-retangulares, fixados ao solo e com telas flexiveis de
mesma altura, capazes de suportar a corrosdo marinha. Para cada viveiro a ser construido,
a cooperativa utiliza integralmente 100 metros lineares dessa tela, que é usada apenas nas

laterais.

Figura 11 — Viveiro de lagostas (prisma reto-retangulo).

Nivel do mar

[ X- |

Fonte: Inep

Quais devem ser os valores de X e de Y, em metro, para que a drea da base do viveiro
seja mdxima?
Solugao 1: (Usando vértice da pardbola) X e Y sdo as dimensdo do viveiro retangular que
iremos trabalhar, assim temos o perimetro 2X +2Y =100=X+Y =50=Y =50 —X.

A drea da base é A =X.Y. Assim,

A=XY =

A=X.(50-X)=

A= 50X — X2,

Como queremos maximizar a drea da base, devemos calcular o vértice da pardbola

A =50X — X2,

—50
XV:—2:>XV:25:>YV:25.
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Portanto, a drea serd mdxima quando X =Y = 125.
Solucdo 2: (Usando a desigualdade das médias) Pelo fato de estarmos trabalhando com
comprimentos de segmentos, entdo temos que X e Y sdo sempre positivos. Logo, podemos utilizar
a desigualdade das médias.

Note que, como queremos maximizar a drea da base A = X.Y, e a tela é usada na

sua totalidade que é 100 metros lineares, temos:
2X+2Y =100= X +Y =50.

Usando a desigualdade das médias aritmética e geométrica, temos

X+Y
% > VXY =

%Z\/Zé
25> VA=
252> A =
A < 625.

Logo, a drea mdxima serd de 625m? e isso ocorre se, e somente se, X =Y = 25.

Note que um mesmo problema pode ser resolvido de maneiras diferentes, no campo
aritmética, geométrico, com conceitos simples e avancados, fazendo com que se tenha um certo
cuidado na abordagem de alguns problemas matemaéticos, sempre levando em conta a etapa de
ensino e o nivel de aprendizagem que o aluno se encontra. Essa maneira de olhar os problemas
matemadticos deixam ainda mais claro a importancia que a diddtica da matemaética tem, nao é
simplesmente expor um problema e fazer as operacdes necessarias para se encontrar o que se
pede, tem que se ter todo um cuidado para que o aluno ndo tenha um prejuizo durante as aulas,
fazendo com que ele tenha prazer e que veja o problema possivel de resolu¢cao mas, a0 mesmo

tempo desafiador.
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Exemplo 25 Uma lata de zinco de volume 16mwem? deve ter a forma de um cilindro circular
reto. Determine a altura e o raio do cilindro para que a quantidade de material usado em sua

fabricagdo seja a menor possivel.

Figura 12 — Cilindro circular reto.

V=161 cm?

Fonte: Autor

Solugdo: Tomando r como o raio da base do cilindro e h como a altura, temos que a quantidade

de material usado na fabricacdo desse cilindro é dado por

Areatotal = Arealateral +2. (Areabase)~

Ared; iy = 2TTh+ 27K,

Pelo enunciado tesmo que o volume total é de V = 16mem?, entéo

16

V:ﬂrzh:>1671::7rr2h:>h:_2
r

Substituindo h na equacdo da drea total, temos

16
Areayprq) = 2r— + 2nr? =
r

32r
Areasprqr = — + 27
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De maneira esperta, vamos manipular a equagdo da Area;yq; de maneira a deixd-la

pronta para usarmos a desigualdade das médias.

32n 16 167
Areaprqr = — +2mr? = Areay 0 = P + — + 27,

Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica, temos

lér | lérm 2
1oz 162 4 on
+ 7 +2mr 2\3/167r‘167r‘2m2

p
3

r r

167 167 2
=+~ +2r
- " s Vs

16w 16
2 2 o >3350 =
r r

Areayprq > 3.1.8 = Areapq > 24T

Portanto, a Area;pq € sempre maior ou igual a24mem’. Ocorre a igualdade se, e

somente se, 167” =2.71r.

t6m _

167
27rr2:>g:r3:>r3:8:>r:\3/§:>r:2.
,

Sabendo que h = 1 e substituindo o valor de r = 2, temos
q 2

= 16éh—E:>h:4.

h_r_2 2

Portanto, para minimizarmos o material utilizando na construg¢do desse cilindro

devemos ter o raio igual a 2cm e altura igual a 4cm.

Essse tipo de problema traz consigo uma necessidade do dia-a-dia que € minimizar o
custo de uma construcao. Esses problemas fazem com que o aluno dé uma atenc¢do maior, pois
mostra uma aplicacdo da matematica em problemas rotineiros. Esssa matematica que aborda
situacdes do cotidiano tem que ser mostrada sempre que possivel em sala de aula, pois devemos

sempre mostrar a funcionalidade das ferramentas estudadas.
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Exemplo 26 (STEWART, 2013) Um fazendeiro tem 1200 m de cerca e quer cercar um campo
retangular que estd na margem de um rio reto. Ele ndo precisa de cerca ao longo do rio. Quais

sdo as dimensoes do campo que tem a maior drea?

Figura 13 - Campo retangular.

Fonte: Stewart, 2013, p.294

Solugdo: : Tome x e y como sendo a comprimento e a largura do retdngulo (em metros). Assim,

a drea do retdngulo é dada por:

>
I

X.y.

O comprimento total da cerca é de 1200m. Assim,
2x+y = 1200.

Note que x e y sdo positivos, pois sGo comprimentos de segmentos. Assim, podemos usar a

desigualdade entre as médias aritmética e geométrica.

2
Xy >/ 2xy =
2
1200
— > \/2xy =

600 > /2xy =
600> > 2xy =
360000 > 2xy =

180000 > xy = A
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Portando, a drea do retdngulo é sempre menor do que 180000m>. A igualdade
ocorre se, e somente se, 2x =y. Note que 2x =y = x = 300 e y = 600, pois o comprimento da
tela tem que ser 1200 metros.

Assim, as dimensoes do campo sdo x = 300 e y = 600 com a drea mdxima de

180000m2.

Exemplo 27 (STEWART, 2013) Um fazendeiro quer cercar uma drea de 15000m? em um campo
retangular e entdo dividi-lo aos meio com umas cerca paralela a um dos lados do retangulo.
Como fazer isso de forma que minimize o custo da cerca?
Solugdo: Tomando x e y como as medidas do comprimento e da largura (em metros), temos que
a drea A = 15000m? = x.y.

O custo para cercar o campo retangular é C = 2x + 3y, tomando x > y. Pelo fato de

X e y serem positivos podemos aplicar a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica.

2x+3
)Hz—yz 2x3y =

> v6.15000 =

ST

C > 2+/90000

C >2.300 =

C > 600.

Assim, temos que o Custo é sempre maior ou igual a 600, e vale a igualdade se, e
somente se, 2x = 3y. Isso nos leva a x = 150 e y = 100.

Portanto, as dimensées do terreno sdo x =150 e y = 100, gerando um custo C = 600.

Veja que nos dois primeiros problemas foi desenvolvida as solu¢des de duas manei-
ras diferentes, no primeiro problema fizemos uma abordagem usando derivadas, o que nao é
possivel fazer no ensino basico, mas também foi mostrado que temos a possibilidade de usar a
desigualdade das médias. No segundo problema resolvemos com duas ferramentas mais simples,
a ideia de vértice de pardbolas e novamente a desigualdade das médias. Nos outros problemas

nos atentamos a usar somente a desigualdade das médias, ja que € um dos objetivos desse estudo.
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9 EXPERIENCIA DIDATICA: ESTUDO DAS MEDIAS E DESIGUALDADE DAS
MEDIAS

A aplicacdo desta experiéncia didatica foi desenvolvida na Escola de Ensino Médio
Monsenhor furtado, localizada na cidade de Meruoca — Ceard. Foi montado um grupo com
15 alunos da 3° séries, para essa pratica experimental. A partir da transposicdo diddtica de
problemas envolvendo média e desigualdade entre as médias, foi realizado um estudo com o
propésito de explorar a aplicagdo de médias na resolugdo de situagdes-problema por meio de
uma engenharia didatica.

Foram criadas situacdes diddticas compostas por situagdes-problema fundamentadas
na TSD, fazendo uma andlise da metodologia utilizada e suas concepcdes. Serdo analisados
também, possiveis comportamentos dos alunos perante as situagdes-problema e as suas possiveis

solugdes, correspondendo assim a fase de concepg¢do e andlise a priori da ED.

9.1 CONCEPCOES DAS SITUACOES DIDATICAS

Nas andlises prévias da ED, o uso das médias foi desenvolvido no campo epistémico-
matematico e fundamentando a concepg¢ao das situagdes-problema. Definiremos as varidveis
para a orientacao da pesquisa. As varidveis sdo definidas na perspectiva microdidética local,
pretendemos que haja interagdo entre os processos matematicos mostrados e os problemas
mostrados. Para (ALMOULOUD, 2016), uma situacao-problema é uma questao discursiva, com
um enunciado claro e objetivo, na qual o objetivo final € utilizar de forma implicita os objetivos
matematicos a serem alcangados por meio de resolug@o de problemas.

Assim, a concepcao da situagdo didatica deste trabalho visa ao uso das médias na
resolucdo de situagdes-problema como um conteido a ser ensinado em sala de aula, elaborando
uma hipétese, que nos mostre o desenvolvimento do processo de resolugdo por parte dos alunos.
Esta pesquisa € fundamentada na metodologia de pesquisa ED em conjuntos com a metodologia
de ensino TSD. O grupo escolhido para realizar a investiga¢do foi montado com alunos de 3°
série.

Neste contexto podemos explorar um contetido que, na maioria das vezes, € visto
superficialmente e assim, poder trabalhar de forma mais aprofundada, aplicando em varios
campos da matematica. Partindo do estudo das médias aritmética, geométrica, harmonica e
quadrética, foram selecionados alguns problemas para aplicarmos essas ferramentas. Dessa

forma, foram elaboradas situa¢des-problema que abordam o assunto estudado, conduzindo os



65

alunos para a constru¢do de solu¢des matemadticas. Destacamos que neste contetido € necessério
que os alunos tenham conhecimentos prévios sobre dlgebra e aritmética para o desenvolvimento

desse tema.

9.2 ANALISES A PRIORI DAS SITUACOES DIDATICAS

Pela ED, nesta etapa € definida a varidvel didatica que serd usada nesta pesquisa,
sendo a microdidatica, para que possamos direcionar um plano de acdo e também para que os
objetivos sejam atendidos. Dai, espera-se prever os comportamentos dos alunos em cada fase da
TSD e, ainda, fazer-se um levantamento de hipétese didaticas referentes as situagdes-problema
empregada. Essas a¢des sdo as que chamamos de anélises preliminares. Realizamos um estudo,
nas secoes anteriores, sobre o estudo das médias e o teorema da desigualdade entre as médias,
destacando algumas aplicagOes dessa ferramenta. Dessa forma, foram elaboradas situagdes
didaticas, com fundamentacdo na TSD, formulando uma atividade proposta para os estudantes
do curso do ensino médio com o objetivo de estimular o processo cognitivo do estudante para
que se desenvolva um conhecimento ordenado nas quatro fases da TSD.

Situacio-problema 1: Determinado investimento teve um aumento de 4% no
primeiro més; no segundo més, um aumento de 5%; e no terceiro més, um aumento de 10%,
entdo, o rendimento médio do investimento feito €, aproximadamente, de:

Situacdo de acdo: Fundamentado no conhecimento prévio do estudo de porcenta-
gem, espera-se que o aluno tenha uma ideia de usar um valor, para servir como base de célculo,
para que o cdlculo do rendimento médio seja encontrado com maior facilidade. Nesse momento
o aluno, poderd ter duvida em qual valor escolher. O professor pode perguntar qual seria o
melhor valor a ser utilizado para que tenha uma resposta mais imediata. Espera-se que o aluno
consiga conjecturar um valor médio.

Situacao de formulacio: Depois de encontrarem uma suposta solucdo, espera-se
que o aluno encontre uma maneira mais direta de encontrar um aumento, o que chamamos de
fator de atualizacdo. O aluno poderd perceber uma generalizacdo para encontrar um fator de
atualizacao para um aumento de valores. O professor podera questionar se a ideia € véalida para
descontos também. Nesse momento os alunos poderao sentir dificuldade em formular uma ideia
para encontrar a média de investimento, ja que eles nio fizeram a média aritmética entre as
porcentagens. O professor podera fazer alguns questionamentos que direcionem os alunos.

Situacdo de validacdo: A partir da resolug¢@o encontrada, espera-se que os alunos
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percebam que essa ideia vale para qualquer situacdo semelhante que envolva fatores multiplicati-
vos. Portanto, o discente poderd concluir que, quando se trata de aumentos sucessivos, devemos
abordar a situagdo-problema dessa forma.

Situacao de institucionalizacdo: O professor retoma o dominio da situagdo didética
para analisar as solucdes encontradas pelos alunos e verificar sua validade. O professor mostra
aos estudantes a finalidade da atividade proposta, relatando que a média geométrica € muito
importante para uma situagao dessa natureza. O conhecimento obtido através da situacdo didatica
fard parte do saber matematico dos discentes.

Adiante, na situagao 2, serd posto um problema que envolve a média geométrica.
Buscaremos perceber que estamos usando a média aritmética na resolugdo desse tipo de pro-
blema.

Situacdo—problema 2: Uma piscina no formato de um prisma retangular possui 2
metros de profundidade, 12 metros de largura e 9 metros de comprimento. Se fosse construido
um reservatorio no formato de um cubo que tivesse o0 mesmo volume da piscina, a medida das
suas arestas seria de quanto?

Situacao de acao: Fundamentado no conhecimento prévio do estudo de volume de
prismas, espera-se que o aluno tenha uma ideia de como calcular o volume dos dois prismas
dados na situac@o-problema. Nesse momento o aluno poderd sentir dificuldade em mostrar
o volume do cubo de maneira algébrica, ja que as medidas do cubo estdo em funcdo de uma
incognita. O professor sugere que o aluno utilize uma letra qualquer para expressar as arestas do
cubo. Ja com os conhecimentos prévios que o aluno tem sobre o cubo de um nimero, espera-se
que o aluno perceba que a solugdo encontrada tem que ser um nimero que quando elevado
ao cubo gere o volume do prisma. Espera-se que o aluno consiga perceber que esse nimero
encontrado na solugdo € o resultado da raiz cibica do volume do prisma.

Situacao de formulacao: Depois de encontrarem uma suposta solucao, espera-se
que o aluno encontre uma maneira mais direta de encontrar o volume de um cubo que tenha o
mesmo volume de um prisma, dadas suas medidas. O aluno poderé encontrar dificuldade em
formalizar a estrutura algébrica, ja que esse modelo apresentado a ele € novo. O professor podera
questionar se a ideia de igualar os dois volumes € vélida, tendo em vista que as duas formas t€ém
que ter o mesmo volume. O professor sugere que os alunos coloquem outras medidas no prisma,
para que eles verifiquem se a estrutura de solugdo esta correta. O aluno percebeu que a estrutura
ndo tem falhas e assim finaliza a sua ideia de solucgdo.

Situacao de validacido: A partir da resolu¢do encontrada, espera-se que os alunos
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percebam que essa ideia vale para qualquer situacdo semelhante envolvendo comparacao entre
volume de cubo e prismas. Portanto, o discente poderd concluir que, quando nos depararmos
com esse problema proposto devemos abordar a situagdo-problema dessa forma.

Situacao de institucionalizacdo: O professor retoma o dominio da situagdo didética
para analisar as solucdes encontradas pelos alunos e verificar sua validade. O professor fala para
os alunos o objetivo de termos trabalhado com essa situagdo-problema. Mostra a importancia
de conhecermos e de dominarmos o uso da média geométrica. O conhecimento obtido através
da situacgdo didética fard parte do saber matematico dos discentes. Adiante, na situagdo 3, serd
posto um problema que envolve a média harmonica. Buscaremos perceber que estamos usando a
média harmodnica na resolucao desse tipo de problema.

Situacao-problema 3: Dois amigos em viagem revezam-se para chegar a um
determinado destino. Um deles dirigiu até exatamente a metade do percurso, e depois o outro
assumiu o volante terminando o percurso. O primeiro deles manteve uma velocidade V| =
90km/h. Ja o segundo, que estava com mais pressa, manteve uma velocidade de V, = 120km/h.
Qual € a velocidade média dos dois motoristas em todo o percurso?

Situacao de acdo: Neste momento, ja conhecendo a ideia de velocidade média,
bastante usada na disciplina de Fisica na 1° série do ensino médio, espera-se que os alunos
montem duas estruturas, uma para cada percurso, professor poderd intermediar e pedir que
os alunos construam um desenho para auxiliar na visualizacdo do problema. Espera-se que o
aluno perceba que para encontrar a velocidade média do percurso todo ele precisard do tempo
e tamanho total do percurso. O professor podera intermediar e sugerir que eles utilizem as
velocidades médias dadas pelo problema. Espera-se que o aluno encontre o tempo de cada parte
do percurso.

Situacdo de formulacdo: Os estudantes irdo observar que precisam usar novamente
a ideia de velocidade média, dividindo o espaco percorrido e o tempo. Além disso, eles
perceberdo que devem ter um tempo Unico, ja que eles perceberam que o trajeto foi realizado em
dois tempos distinto. Eles poderdo sentir dificuldade na montagem e entendimento da equacado
da velocidade média, ja que nela aparecerd uma soma de fragdes a ainda terdo incognitas a serem
consideradas. O professor poderd intervir, argumentando se o que eles estdo fazendo faz sentido
matematico. O professor poderd lembrar, juntamente com eles, propriedades de operagdes com
fracoes. A solucdo devera ser encontrada usando o cdlculo bésico de velocidade média.

Situacao de validacio: a partir das solu¢gdes encontradas, os estudantes poderdao

mostrar as suas solugdes e também discutir os passos usados durantes o processo de resolucao
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do problema. A solucdo encontrada deverd ser 102,85km/h. Eles perceberdo que estdo usando a
média harmonica.

Situacio de institucionalizacdo: Nesse momento o professor verifica as resolugdes
dos estudantes, observa os passos que os alunos seguiram para encontrar a suas solucoes,
revelando alguns passos que os alunos poderiam seguir. Verifica se a solu¢do dos alunos esta
correta e também enfatiza a importancia da média harmonica e faz uma apresentacao desse
média estudada. Na sequéncia, serd calculada as médias Aritmética, Geométrica, Harmonica e
Quadratica. Buscaremos conjecturar uma ordenacgdo para essas quatro médias.

Situacido-problema 4: Dada as listas de nimeros abaixo, calcule as médias Aritmé-
tica (M,), Geométrica (M, ), Harménica (Mj) e Quadratica (M,). Em seguida coloque-as em
ordem crescente ou decrescente e tire conclusoes.

(a)2,3,4

(b) 1,4,5,7

()2,2,2,2

Situacdo de acdo: J4 conhecendo as estruturas das médias Aritmética, Geométrica,
Harmonica e Quadratica, espera-se que o aluno seja capaz de calcular as médias das listas de
numeros da situa¢do — problema. Caso haja duvidas por parte dos alunos o professor podera fazer
uma intermediacdo, comentando sobre algumas atividades realizadas nos encontros anteriores.
Espera-se que o aluno consiga encontrar todas as médias pedida no problema.

Situacao de formulacido: Depois que encontrarem os valores das médias em todos
os itens, espera-se que o aluno consiga perceber que os resultados das médias estdo diferentes e
logo perceberem que podem ser colocadas em ordem, crescente ou decrescente. Espera-se que
os alunos percebam também que tanto no item (a) como no item (b) a ordem € a mesma e que no
caso especifico do item (c) ocorre uma igualdade entre as médias.

Situacao de validacdo: Com todas as médias calculadas, o professor pode interagir
com os alunos, pedindo que eles socializem suas solugdes e suas ordenagdes. Espera-se que os
alunos possam conjecturar que a ordenacgdo entre as médias € sempre essa colocada por eles e
que ocorre a igualdade se os niimeros da lista forem iguais.

Situacio de institucionalizacdo: Nesta fase, o professor retoma o dominio da
situacdo didatica e analisa as respostas encontradas pelos alunos e verifica junto com eles a sua
validade. O professor poderd perguntar se teve alguém que encontrou uma solugdo diferente. O
docente mostra aos alunos a solucao aos estudantes e a finalidade da atividade proposta, que é

verificar a ordenacgdo entre as quatro médias e também verificar o que acontece quando a lista
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de valores € igual. O professor enfatiza que a desigualdade encontrada € conhecida como a
desigualdade entre as médias e que isso que eles fizeram foi conjecturar esse teorema. A seguir,
na situacao-problema 5, iremos mostrar a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica
para dois nimeros inteiros € positivos.

Situa¢io—problema 5 — Mostre que para todo x,y € R, a Média Aritmética é maior
ou igual a Média Geométrica, ou seja, )% > /Xy

Situacao de a¢do: Ja com os conhecimentos prévios de dlgebra bdsica, o aluno
poderd operacionalizar essa desigualdade, embora possa sentir dificuldade, pois ele talvez ndao
saiba onde tem que chegar. O professor poderd intermediar e sugerir que ele deixe o lado direito
da desigualdade igual a zero.

Situacao de formulacao: Espera-se que o aluno perceba a necessidade de elevar
os dois lados da desigualdade ao quadrado. Espera-se que o aluno consiga perceber que
X2 —2x+y? = (x— y)z, pois ele ja estudou durante o ensino médio produtos notaveis. O
professor poderd interagir e relembrar a ideia de produtos notdveis. Espera-se também que o
aluno chegue na desigualdade (x —y)? > 0. O aluno poderd perguntar se chegando nessa parte
ainda podemos seguir mais algum passo, assim o professor poderd argumentar com os alunos
se essa desigualdade encontrada € uma verdade absoluta. Caso os aluno nio consigam entrar
em um consenso se a desigualdade (x —y)? > 0 é sempre vilida, o professor poderd sugerir que
eles testem com alguns nimeros positivos, para que eles conjecturem que essa desigualdade é
sempre valida.

Situacao de validacdo: Os discentes poderdo expor suas solugdes, abrindo uma
discussdo sobre cada passagem feita no desenvolvimento da desigualdade. Caso eles ndo entrem
em consenso o professor poderd intervir e mediar a discussao, levantando situacdes que leve a
aceitacdo da passagem matematica. O professor podera sugerir que eles escrevam ao lado de cada
linha as operacdes que eles fizerem. Espera-se que os alunos consigam chegar a desigualdade
(x—y)? > 0. O professor poder4 intermediar novamente sugerindo agora que eles tentem voltar
de onde eles chegaram até a desigualdade das médias. Espera-se que o aluno perceba que ele
terd que fazer as operacgdes inversas as que ele fez durante a ida. Espera-se que ele consiga
demonstrar a desigualdade proposta.

Situacao de institucionalizacdo: O professor retoma o dominio da situagdo didatica
e ja sugere logo que os alunos o ajudem a demonstrar essa desigualdade, s6 que partindo da
solugdo encontrada por eles. Os alunos perguntam se essa estratégia pode ser usada e professor

argumenta que essa era a proposta da aula. O professor comenta que essas ¢ a demonstragao
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da desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, mas que essa demonstracgao foi feita
apenas para dois nimeros e que essa propriedade € vélida para qualquer quantidade de nimeros
positivos, mas que essa demonstracio nao serve para generalizarmos essa desigualdade.

Adiante, na situacdo-problema 6, iremos resolver uma situaciao problema que cabe o
uso da desigualdade entres as médias aritmética e geométrica.

Situacdo-problema 6: (Enem 2017) Viveiros de lagostas sdo construidos, por
cooperativas locais de pescadores, em formato de prismas reto-retangulares, fixados ao solo e
com telas flexiveis de mesma altura, capazes de suportar a corrosdo marinha. Para cada viveiro a
ser construido, a cooperativa utiliza integralmente 100 metros lineares dessa tela, que € usada

apenas nas laterais.

Figura 14 — Viveiro de lagostas (prima reto-retangulo.

Nivel do mar

Fonte: Inep

Quais devem ser os valores de X e de Y, em metro, para que a drea da base do viveiro
seja maxima?

Situacao de acao: J4 com os conhecimentos prévios da desigualdade das médias
aritmética e geométrica, o aluno podera operacionalizar essa desigualdade, o aluno poderd sentir
dificuldade e podera tentar alguns valores para x e y. O professor podera intermediar e sugerir
que ele monte uma equacao para o calculo do gasto de tela.

Situacdo de formulacio: Espera-se que o aluno encontre a equagdo para o gasto de
tela 2x+ 2y = 100 e para a drea da base A;, = x.y. O professor poderad sugerir que ele deixe a
equacdo para o gasto de tela na sua forma simplificada, caso os alunos ndo percebam que podem
fazer isso. O professor podera sugerir que eles utilizem o que foi visto no problema anterior,
ou seja, a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica. Os alunos deverdo encontrar

uma cota superior igual a 625 para a drea da base e notar que isso € possivel se, e somente se,
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x=y=25.

Situacao de validacao: Os discentes poderdao expor suas solugdes, abrindo uma
discussdo sobre cada passagem feita na resolu¢do do problema. O professor podera mediar a
discussao, levantando situacdes que levem a aceitacdo da passagem matemadtica. Os discentes
fardo suas exposi¢des das solucdes por meio da contribuic@o na exposi¢ao do colega.

Situacao de institucionalizacdo: O professor retoma o dominio da situacdo didética
e ja comenta sobre a importantes ferramenta que foi utilizada no problema. O professor faz
um breve comentério também sobre a situacao problema exposta no encontro anterior sobre a
desigualdade entre as médias. Os alunos perguntam se esse problema s se resolve dessa forma
e o professor comenta que existe outra forma que eles ja conhecem que € usando maximo de
uma funcdo quadrética. O professor resolve o problema novamente € mostra a importancia de se

dominar essa ferramenta matematica.

9.3 EXPERIMENTACAO

A experimentacdo ocorreu na Escola de Ensino Médio Monsenhor Furtado, na
cidade de Meruoca-Ceard, de forma presencial, com um grupo de alunos das turmas D e E da 3°
série do turno da tarde, durante o 1° semestre do ano letivo de 2023. Essa experimentag¢ao foi
realizada com 15 aluno, sendo 7 homens e 8 mulheres, que aceitaram participar desse momento
da pesquisa. A escola acima citada é a mesma onde leciona o autor desta pesquisa.

Cada etapa teve a duracdo de cinquenta minutos, onde foram realizadas as aulas de
desenvolvimento das situa¢des didéticas, fundamentadas na TSD. Assim, foram e desenvolvidas
situagOes-problemas e aplicados exercicios. Logo apds concluirem os exercicios, ocorreram
discussdes e socializacao de ideias e solu¢des dos problemas no quadro branco e/ou papel.

Antes de dar inicio as etapas dos estudos tivemos um momento de apresentacdo e
esclarecimento do que iria ocorrer durante as etapas. Durante o primeiro contato, que aconteceu
durante as aulas regulares de matemadtica, o professor (autor desta pesquisa) apresentou a proposta
e o cronograma dos encontros do grupo e também sobre o que seria estudado nos momentos
de aula. Os alunos puderam tirar suas dividas sobre o objetivo dos encontros e sobre como
eles iriam contribuir nesse momento da pesquisa. O momento foi esclarecedor, pois os alunos
puderam expor suas duvidas.

Na primeira aula, foi apresentado um problema que envolvia aumentos e descontos

sucessivos, um problema que os alunos deveriam simular uma situagdo de aplicagdo financeira.
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Esse problema trabalha com a ideia de média geométrica. Esse problema os alunos puderam
utilizar conhecimentos prévios sobre porcentagem e regra de trés, podendo usar e abusar desses
conceitos. Os estudantes puderam argumentar sobre como seria uma maneira mais direta de se
resolver esse problema, podendo sugerirem algumas saidas de resolucdes.

No segundo encontro, foi trabalhado um problema que também envolvia a média
geométrica, s6 que agora em outro ramo da matematica, em geometria. Nesse problema os
alunos tiveram que encontrar o volume de um cubo de mesmo volume que um prisma, sendo que
o prisma ja tem suas medidas definidas. Com essa abordagem eles puderam notar que a medida
da aresta do cubo deve ser a raiz ctbica do produto das medidas do prisma, ou seja, a raiz ctubica
do volume do prisma. Feito isso, a ideia do problema foi mostrar que a aresta do cubo tem que
ser a média geométrica das medidas do prisma. Nesse encontro eles perceberam que a média
geométrica € uma média que expressa valores diferentes da média aritmética e que estuda-la é
bastante importante.

No terceiro encontro, foi exposto um problema que falava sobre a velocidade média
de um carro em um trajeto, sendo que esse trajeto foi feito com dois motoristas diferentes e com
duas velocidades diferentes. Eles puderam relembrar conceitos vistos na 1° série, no componente
curricular de Fisica do ensino médio. Também puderam relembrar ideias sobre soma de fracdes
com denominadores diferentes e também divisdo de fracdes. Houve um momento em que eles
discutiram como calcular essas operacdes com fra¢des, foi um momento muito participativo. Ao
final dessa aplicacao, eles acharam essa estrutura bastante peculiar, vendo que as velocidades
ficavam sempre como inverso multiplicativo. Nesse momento foi-lhes apresentada a média
harmonica, comentado sobre a sua importancia e aplicabilidade.

No quarto encontro, o professor comegou a aula mostrando as estruturas das quatro
médias, Aritmética, Geométrica, Harmonica e Quadrética, e pediu que eles visualizassem cada
uma de suas caracteristicas. Apds esse primeiro momento o professor pediu que os alunos
calculassem as quatro médias apresentadas no inicio da aula, e lhes foi dado trés grupos de
nimeros. Esse momento foi bastante produtivo, pois eles puderam trabalhar de forma dinamica
do célculo dessas médias, podendo se utilizar da calculadora. Ao concluirem os cédlculos o
professor pediu que eles organizassem as médias em ordem crescente ou decrescente nos trés
itens. Nesse momento foi bem produtivo, pois eles comecaram a discutir, perguntando ao colega
se, a ordenacdo entre as médias eram a mesma. Outro fato que chamou a atencao deles foi o
fato de que quando a lista contém todos os nimeros iguais as médias sao todas iguais. Nesse

encontro foi apresentado a eles o conceito de Desigualdade entre as Médias.
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No quinto encontro foi proposto para que eles resolvessem uma desigualdade simples,
utilizando as operacdes que eles costumeiramente usam. A ideia era que eles conseguissem
provar a desigualdade entres as médias aritmética e geométrica para dois nimeros positivos. A
principio eles sentiram dificuldade pois ndo sabiam onde deveriam chegar, o professor interviu e
deu algumas orientagdes para que eles pudessem prosseguir com a processo. Esse momento foi
revelador, pois eles comentaram que foi a primeira vez que eles demostraram uma ferramenta
matemadtica. Ao final desse encontro os alunos se sentiram contentes com a realizacao dessa
tarefa. O professor argumentou que essa desigualdade é muito importante na resolu¢do de muitos
problemas.

No sexto encontro foi posto um problema que se resolve usando a desigualdade
entre as médias aritmética e geométrica. A ideia dessa proposta é que eles consigam usar a
desigualdade entre as médias na resolucdo de problemas de otimizag@o. No inicio eles sentiram
dificuldade na constru¢do das equagdes a serem usadas na desigualdade, mas o professor fez
as mediacdes necessarias de modo que o problema fosse aproveitado na sua totalidade. Eles se
sentiram satisfeitos, pois a solu¢do encontrada por eles foi bem prética e de facil entendimento.

Ap6s concluidos esses encontros os alunos fizeram uma avaliacao, de forma oral,
dizendo que no comeco foi bastante complicado, mas que depois viram que o desenvolvimento
deles durante as aulas foi melhorando a cada encontro, pois eles se sentiram mais desafiados e
também protagonistas das acdes no momento da aplicacao.

Trabalhar com as médias e desigualdade das médias através das situagdes-problema
de acordo com as etapas da TSD contribui de forma significativa no processo de aprendizagem
desse objeto matematico. No capitulo a seguir, serdo discutidos, os dado e resultados coletados

na execu¢do da TSD, conforme a produ¢des mais relevantes para a validacao desta etapa.

9.4 ANALISE E DISCUSSAO DE DADOS

Nesta ultima fase, de acordo com a andlise a posteriori da Engenharia Didética, serdo
analisados os dados coletados durante a fase de experimentagdo desta pesquisa, tendo o como
suporte a Teoria das Situagdes Didéticas, com o objetivo de validar a pesquisa. A seguir faremos
observagdes relevantes que ocorreram durante os momentos de aplicacdo. Para (ALMOULOUD,
2007) a fase de experimenta¢@o nos leva a um retorno para a andlise a priori, pois poderao ser
feitas possiveis correcdes e ajustes locais.

Com o objetivo da realizacdo de uma transposicao diddtica sobre o estudo das
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Médias, a TSD foi utilizada para apoiar e direcionar a etapa da experimentacao e foi utilizada
situacdes-problemas para o desenvolvimento da situagdo didética.

Para (ARTIGUE et al., 1995) “confrontam-se anélise a priori e anélise a posteriori,
validando, ou nao, a hipétese da pesquisa”. Apds a andlise a posteiori, € crucial que seja
realizada a validacdo dos dados coletados na experimentacdo da ED, comparando os resultados
encontrados e discutidos pelos alunos, assim como foi previsto na anélise a priori, levantando
possiveis questionamentos e verificando se houve avanco, ou ndo, da Engenharia Didética
sugerida.

A seguir sdo apresentadas as andlises das fases da TSD durante os momentos de
aplicacOes e resolucdes das situacdes-problema, enfatizando o comportamento dos alunos,
levando em consideragdo os conhecimentos prévios para o desenvolvimento das solugdes. As
atividades foram pensadas com o objetivo de levar o aluno a compreender e aplicar as médias
em problemas diversos.

A validacdo desta pesquisa serd de forma interna, levando em consideragdo as

observacdes e discussdes fundamentadas nas aplicacdes, embasadas na ED e na TSD.

9.4.1 Analise a posteriori e validacao interna da pesquisa

As situagdes didéticas aconteceram de forma presencial na Escola de Ensino Médio
Monsenhor Furtado, com um grupo de alunos que aceitaram participar de forma voluntaria, do
estudo proposto. Essas situacoes didaticas foram desenvolvidas por meio de questdes norteadoras,
que tem o objetivo de despertar interesse do aluno e fazer com que ele se envolva na constru¢do
das solucdes, efetivando assim a ideia de contrato didatico. As situacdes-problema trabalham a
empregabilidade das médias em problemas diversos, fazendo com que o aluno perceba a presenca
das médias durante a resolucao dos problemas e percebendo as suas propriedades. Em seguida,
o aluno podera usar a desigualdade das médias para resolver um problema de drea méxima,
esse mesmo problema pode ser resolvido usando o conceito de vértice de uma parabola, mas o
foco principal dessa situagdo € usar a desigualdade das médias. Assim, serd feita uma anélise a
posteriori e, pelo fato da validagdo ser interna, ndo serdo feitas comparagdes com dados coletados
em producdes externas, baseadas na ED. Dessa forma, discutiremos os resultados levando em
considera¢do algumas varidveis didaticas, para que possamos contribuir com o conhecimento
didéticos durante a transposicao do contetido.

A situagdo-problema 1, teve o objetivo de resolver um problema de matemaética
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financeira, cdlculo do fator de atualizacdo, para uma aplicagdo financeira. O problema foi posto
para os alunos para que eles operacionalizassem as porcentagens, o que caracterizou a situagao
de agdo, definida pela TSD. Um aluno perguntou se poderiamos utilizar um valor para que

facilitasse as contas, esse movimento por parte dos alunos foi previsto na anélise preliminar.

Figura 15 — Alunos no momento de acao.

Fonte: Dados da pesquisa.

Alguns alunos fizeram o cdlculo da média aritmética, o que resultou em 6,3333%,
mas um dos alunos usando a ideia de utilizar um valor para os cdlculos das porcentagens
encontrou 6,3012%. Outro aluno achou que os valores foram muito proximos e que as duas
solucdes serviriam, mas o professor intermediou e falou que em se tratando de valores muito
grandes essa pequena diferenca pode ser considerdvel, entdo a turma notou que ndo ¢ valido para

esse tipo de problema se utilizarem da média aritmética.

Figura 16 — Momento de formulacio.

Fonte: Dados da pesquisa.
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Apds encontrarem as solugdes, eles fizeram a validag¢do de forma coletiva, um aluno
foi ao quadro e os demais foram ajudando a formalizar a ideia desenvolvida. Apds a exposicao
de suas solug¢des, o professor retomou o momento didatico e foi mostrando que a ferramenta que
eles acabaram de utilizar foi a média geométrica, e que esse modelo de problema € solucionado
usando essa média.

A situacdo-problema 2, tem como objetivo resolver um problema sobre encontrar
as dimensdes de um cubo, de maneira que o volume desse cubo fosse igual ao volume de um
prisma, com as dimensdes do prisma ja definidas. Foi apresentado o problema e os alunos
foram logo fazendo alguns calculos de volume, como foi previsto na andlise a priori. Outro
movimento previsto também na andlise a priori, foi o fato de eles teriam dificuldade em mostrar
uma expressao para o volume do cubo, ja que o cubo ndo tinha medidas definidas. O professor
foi fazendo mediacdes até que eles conseguiram perceber que poderiam utilizar uma letra para
definir as arestas do cubo, encontrando assim os dois volumes dos sélidos, Volume do prisma =
216 m3 e Volume do cubo = x3 m3. Depois de encontrados os dois volumes, a préxima etapa foi
encontrar qual seria a medida da aresta do cubo, eles encontraram por meio de tentativas. Alguns
alunos sentiram dificuldades, mas a maioria conseguiu achar a mesma solu¢ao. O momento
de validacao foi feito de maneira coletiva, um aluno foi para o quadro branco e os outros iam
dizendo como encontrar a solu¢do, a cada passagem realizada o professor mediava perguntando

se alguém discordava do que foi feito.

Figura 17 — Aluno 1 na fase de validacao.

G

Fonte: Dados da pesquisa.

A solug¢ao foi encontrada e todos se sentiram contentes com a atividade. O professor



77

fez novamente uma intermediagdo, perguntando como seria uma equagdo que poderia levar a essa
medida da aresta, de modo a generalizar a ideia. Um aluno sugeriu igualar os dois volumes, x3 =
216, essa ideia foi aceita por todos, mas eles sentiram dificuldade nessa tltima passagem porque
tinham que extrair a raiz ctbica dos dois lados da igualdade. O professor fez algumas mediacdes
e eles conseguiram achar a solu¢do novamente. Eles acharam a ideia muito interessante e viram
que utilizaram uma raiz cibica e que tinham trés medidas sendo multiplicadas.

No momento de institucionalizacdo o professor retomou o dominio da situagdo
didatica e foi mostrando a passagem que tinha a raiz ctibica e mostrou também um problema
que usava um retangulo e um quadrado. Nesse problema, tem-se que encontrar um quadrado de
mesma drea que o retangulo, um problema andlogo ao proposto a eles, sendo assim, o professor
sugeriu que eles fizessem a mesma ideia, extraindo a raiz, e uma aluno perguntou se era raiz
cubica, j4 outro aluno sugeriu que fosse a quadrada, ja que s6 tinham duas medidas. A solucao
foi encontrada e testada para verificar a validade. O professor encerrou o encontro mostrando
que eles acabaram que trabalhar com a média geométrica, uma ferramenta importante e que eles
ainda iriam trabalhar com ela durante as aplica¢des posteriores.

A situagdo — problema 3 tinha por objetivo trabalhar com a ideia de média harmdnica.
Do mesmo modo que a situagdo anterior, foi dado um problema que eles teriam que resolver

usando conhecimento prévio.

Figura 18 — Momento de acao e formulacio.

Fonte: Dados da pesquisa.
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Os alunos comecaram a discutir que teriam que encontrar o tempo total do percurso,
como foi previsto na andlise a priori, eles conseguiram achar o espaco total. Os conhecimentos
prévios de fisica foram bastante relembrados.

No momento de formulagdo os alunos os alunos viram que teriam que colocar
agora todos os valores na férmula da velocidade média novamente, pois ja tinham encontrado
os tempos dos dois percursos e que os percursos eram iguais. Eles sentiram dificuldade em
operacdes bésicas de fragdes, sendo assim necessdria a colaboragdo do professor. Assim os
alunos conseguiram achar a solugdo, 102,85km/h.

O momento de validacao foi feito de maneira conjunta, com a ida ao quadro de uma
aluna voluntdria. Os alunos foram ajudando a colega que estava no quadro, validando cada
passagem da sua solu¢do. Quando havia divida acerca da passagem matematica o professor fazia
indagacdes pertinentes de modo que eles mesmos conseguissem se convencer de que estavam
corretos. A soluc¢do foi encontrada e validada por todos. Eles acharam curioso o fato de que os
valores das velocidades apareciam invertidas no denominador da fra¢do que definia a velocidade

média.

Figura 19 — Aluno 2 no momento de validacao.

b sonh Y o

Fonte: Dados da pesquisa.

No momento de institucionalizagdo o professor fez a retomada da situagdo didé-
tica e mostrou a passagem que ficava definida o célculo da média harmoénica. Formalizou a
apresentacdo da média harmonica e falou da sua importancia.

Na situagdo-problema 4, tinha o objetivo de conjecturar a desigualdade das médias

aritmética, geométrica, harmonica e quadratica para uma lista de valores. Os alunos receberam
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trés listas de nimeros com o objetivo de calcular e ordenar as quatro médias pedidas no problema.
Ja sabendo calcular as médias pedidas os alunos comegaram os célculos, sentiram algumas
dificuldades, mas o professor foi pedindo que eles relembrassem o que foi visto nos encontros
anteriores. Apods esse primeiro movimento os alunos conseguiram achar todas as médias sem
muitas dificuldades, e logo acharam curioso o terceiro item, em que todas as médias deram

resultados iguais.

Figura 20 — Aluno 3 no momento de a¢ao e formulacio.

el

MAEomAeicak DR,

Fonte: Dados da pesquisa.

Depois de todos os célculos feitos, os alunos foram organizar em ordem crescente ou
decrescente, e fol um momento em que eles ndo sentiram dificuldades. O momento de validagdo
foi feito em grupo, o professor pediu que eles expusessem os seus resultados e depois mostrassem
como ficou a ordenagdo deles. Todos se convenceram dos resultados encontrados. Apds a
validagdo o professor retoma o momento didatico para fazer o momento de institucionalizag3o.
O docente foi enfatizando os cdlculos que eles fizeram e mostrou o teorema da desigualdade
entre as médias, mostrando também que a igualdade s6 ocorre quando os valores listados sao
iguais. Terminou a aula dizendo que o que eles fizeram foi apenas conjecturar a desigualdade
entre as médias e que isso seria provado na aula posterior.

A situagdo-problema 5, tinha como objetivo demonstrar a desigualdade entre as
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médias aritmética e geométrica para dois nimeros positivos. Foi posto a desigualdade e pedido
que eles manipulassem a desigualdade usando operacdes que eles ja conheciam, como previsto
na andlise a priori, um aluno perguntou a qual parte eles deveriam chegar, fazendo necessaria
a mediacdo do professor, dizendo que eles deveriam chegar em uma verdade matematica,
(x—y)? > 0. O professor também sugeriu que eles anotassem do lado cada operacio realizada
nas passagens que eles fizessem. Fizeram-se necessdrias algumas colaboragdes do professor,

pois eles tiveram muitas dificuldades em saber quais operagdes eles poderiam realizar.

Figura 21 - Momento de acao e formulacio.

Fonte: Dados da pesquisa.

No momento de validacdo o professor sugeriu que eles realizassem a volta, partindo
do final de eles encontraram que foi (x —y)? > 0, s6 que usando as operagdes inversas as que eles
jéa tinham feito na ida. O momento foi bastante rico, pois eles ficaram discutindo qual seriam as
operacdes inversas as que eles j4 tinham usado. No momento de institucionalizacdo eles pediram
que o professor fosse ao quadro novamente para que eles fossem dizendo e o professor anotando,
a ideia foi aceita pelo professor e eles se sentiram animados em ajudar na demonstracdo. O
professor finalizou a aula dizendo que essa demonstracao € valida para dois termos e que existe
uma generalizacdo para essa desigualdade. O docente comentou também que essa desigualdade
¢ muito importante na resolucdo de alguns problemas legais, como os problemas de otimizacao,

comentou como funcionam esses problemas de agradeceu a presencga de todos nessa etapa.
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A situacdo-problema 6, tinha como objetivo usar a desigualdade entre as médias
aritmética e geométrica para dois nimeros positivos, ferramenta vista no encontro anterior.
O problema foi posto e os alunos ja foram manipulando as equacdes de modo a obter uma
forma de resolucdo do problema. Eles conseguiram encontrar as equagdes para a area da base
e também para o gasto de tela, como previsto na andlise a priori. Os alunos conseguiram
encontrar a equagao x+y = 50 e A = x.y. Fizeram-se necessdrias algumas intervencodes do
professor, pois eles tiveram dificuldade em encontrar o préximo passo a ser dado, que era usar
a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica. Os alunos usaram a dica dada pelo
professor e conseguiram encontrar a cota superior igual a 625 e viram que isso acontecia quando
x=y=25.

No momento de validag@o o professor pediu que um aluno expusesse sua solugcdo
e sugeriu que os colegas o ajudasse. O momento foi bastante rico, pois eles participaram

diretamente da formulagdo da solu¢dao do problema.

Figura 22 — Aluno 4 no momento de formulacao.

Fonte: Dados da pesquisa.

No momento de institucionalizacao eles pediram que o professor fosse ao quadro
novamente para que fizesse a solucdo final. O docente comentou também que esse problema
pode ser resolvido de outra forma, usando uma ferramenta que eles ja conhecem que € méximo
de funcdes quadraticas. Apds comentar rapidamente o outro caminho que eles poderiam seguir o
professor resolveu o problema usando a desigualdade entre as médias encontrando x e y. Apos
finalizar a solucdo do problema o professor agradeceu a presenca de todos na participagdo dessa

pesquisa.
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10 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho foi fundamentado na metodologia de pesquisa Engenharia Didatica e
na metodologia de ensino Teoria das SituacOes didaticas. Desse modo, realizou-se uma anélise
preliminar do objeto matemaético a ser estudado e, partiu-se de pesquisas encontradas em artigos
cientificos que tratam sobre médias e desigualdade das médias, publicados em periddicos de
Matemadtica Pura, livros importantes e em dissertacdes de mestrado. Analisou-se também artigos
e livros que falam da ED e da TSD.

A partir do levantamento bibliografico, foi apresentado o campo epistémico-matematico,
que destaca o estudo das médias. Nesta pesquisa, iniciamos no campo epist€émico-matemdtico
que abrange a Média Aritmética (Ma), Média Geométrica (Mg), Média Harmonica (Mh), Média
Quadratica (Mq), e também um estudo que fala da Desigualdade das Médias.

Foram trabalhadas no contexto didatico-cognitivo as quatro médias e a desigualdade
entre a média aritmética e geométrica. Essas médias foram trabalhadas e exploradas por um
grupo de alunos do ensino médio, permitindo que fossem realizadas discussdes das ideias e
relacdes com os problemas do cotidiano. Esta pesquisa foi aplicada com aluno de 3° série do
ensino médio regular da Escola de Ensino Médio Monsenhor Furtado, localizada na cidade de
Meruoca — Ce. Instituicdo na qual trabalha o autor desta pesquisa. O curriculo dessa escola prevé
para essa série o estudo das médias, mas nao com a mesma didatica proposta nesta pesquisa a
qual se baseia a ED e a TSD.

Na etapa de experimentacao, podemos observar alguns obstaculos epistemologicos
dos alunos do projeto desta pesquisa em relacdo a resolucio das situagdes-problema propostas,
principalmente quando eles tiveram que perceber a presenca da média harmonica, tendo em vista
que essa média foi pouco utilizada em momentos anteriores a0 momento de experimentacao.
Outro momento de dificuldade foi na demonstracio da desigualdade das médias aritmética e
geométrica para dois termos, pois demonstracdes nao sdo muito abordadas nas aulas regulares.
Os momentos de discussdes das situacdes-problema foram muito interativos, pois eles puderam
utilizar conhecimentos prévios referentes ao problema proposto, e em grupo encontrar as solucdes
dos problemas.

Com relagdo ao embasamento tedrico, no percurso metodoldgico da pesquisa, foi
utilizada a ED, em associa¢do com a TSD, que faz uma grande contribui¢io na area do ensino
de matemadtica, para o desenvolvimento de atividades que abordem problemas que tratam de

médias.
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Analisando a transposi¢ao didética, € importante destacar que os problemas propostos
nas situacdes-problema foram estudados através das situacdes de ensino baseadas na TSD,
analisando os conteudos prévios, visando compreender a constru¢do da solugdo dos problemas,
e destacando sempre 0s possiveis percalcos.

Vale ressaltar a disponibilidade e a colaborac¢do dos alunos e da escola em aceitarem
desta pesquisa. Mesmo receosos, pois 0 que viveram foi uma experiéncia nova, os alunos
nao hesitaram e foram ativos durante os encontros previstos. A contribui¢do deles foi a parte
essencial para a realizacdo deste trabalho e, mesmo com as dificuldades, encontradas durante
as aplicacoes, discutiram e realizaram as atividades de maneira a compreender cada situacao,
atingindo o objetivo das etapas da pesquisa.

Por fim, esta pesquisa proporcionou aos alunos do ensino médio, conhecerem um
pouco sobre uma ferramenta que pode ser utilizada em varios ramos da matematica. Assim,
esses alunos puderam incluir nos seus conhecimentos matemaéticos esse objeto matematico,
trabalhado de forma diferenciada nos momentos da aplica¢do. Diante do exposto, espera-se que
este trabalho sirva de referéncia e fonte de pesquisa para trabalhos que procurem explorar, com
a abordagem da TSD, contetidos matematicos que sao pouco estudados nas escolas durante o

ensino médio da educacgdo bdsica.
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