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‘Pouco importa quem chega primeiro a
uma ideia, o que importa é o quao longe

vocé pode levar essa ideia”.

(Sophie Germain)



RESUMO

Sophie Germain foi uma notavel matematica francesa que fez descobertas
interessantes nos ramos da Matemética e da Fisica, que serviram de base para que
outros matematicos pudessem utiliza-las com o passar dos anos. O presente trabalho
tem como objetivo apresentar um pequeno resumo sobre os numeros primos de
Sophie Germain e sua aplicabilidade em diferentes areas da matematica, um assunto
que tem atraido muitos matematicos desde o principio, e ainda hoje apresenta muitos
desafios. E como objetivos especificos apresentar a importancia dos niumeros primos
de Sophie Germain para historia dos niumeros; elencar sua aplicabilidade dentro da
Matemética,; e salientar sua significancia no contexto pedagogico dos numeros primos.
Nesse estudo apresenta-se uma breve descricdo histérica dos nUmeros primos, assim
como um pouco da vida de Sophie Germain. Relata também o0s conceitos
fundamentais, demonstracdes classicas da integracdo de numeros primos de Sophie
Germain, teoremas e suas relagdes de verossimilhancas com os niumeros primos de
Sophie Germain, e um pequeno relato historico dos estudos sobre a sua distribuicdo
e sua aplicabilidade, como também a relacdo entre os numeros primos de Sophie
Germain e o Ultimo Teorema de Fermat. Para tanto a metodologia aplicada foi a
pesquisa qualitativa, baseando-se em livros, artigos, dissertacbes entre outros.

Buscando assim o entendimento para essa pesquisa.

Palavras-chave: numeros primos; Sophie Germain; teorema de Fermat.



ABSTRACT

Sophie Germain was a remarkable French mathematician who made interesting
discoveries in the fields of Mathematics and Physics, which served as a basis for other
mathematicians to use over the years. The present paper aims to present a short
summary about Sophie Germain's prime numbers and their applicability in different
areas of mathematics, a subject that has attracted many mathematicians from the
beginning, and still today presents many challenges. And as specific objectives to
present the importance of Sophie Germain's prime numbers for the history of numbers;
list its applicability within Mathematics; and highlight its significance in the pedagogical
context of prime numbers. This study presents a brief historical description of prime
numbers, as well as a bit of Sophie Germain's life. It also reports the fundamental
concepts, classic demonstrations of Sophie Germain's integration of prime numbers,
theorems and their likelihood relations with Sophie Germain's prime numbers, and a
short historical account of studies on their distribution and applicability, as well as the
relationship between Sophie Germain's prime numbers and Fermat's Last Theorem.
Therefore, the applied methodology was qualitative research, based on books, articles,

dissertations, among others. Thus seeking understanding for this research.

Keywords: prime numbers; Sophie Germain; Fermat's theorem.
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1 INTRODUCAO

Os nameros primos séo importantes em muitos ramos da matematica e das
ciéncias em geral. Algumas das razbes pelas quais 0s numeros primos Ssao
importantes estao ligadas a base da teoria dos numeros. Na verdade, os matematicos
tém se interessado por numeros primos desde os tempos antigos, e o estudo dos
nameros primos levou a alguns dos maiores avangos da matematica.

Hoje, os nimeros primos sdo essenciais na criptografia, pois sdo usados
para gerar chaves criptograficas, ja que devido fatorar nimeros grandes em primos é
muito dificil portanto, os numeros primos sdo uma ferramenta importante na
seguranga das comunicacdes modernas.

Os numeros primos também séo importantes na teoria da computacao, pois
sdo usados em algoritmos para encontrar numeros primos, fatorar nimeros grandes
e gerar numeros aleatérios. Além de aparecer na fisica, por exemplo, na teoria da
relatividade de Einstein e na teoria das cordas.

Este trabalho tem como objetivo apresentar um pequeno resumo sobre 0s
nameros primos de Sophie Germain e sua aplicabilidade em diferentes areas da
matematica. E como objetivos especificos apresentar a importancia dos numeros
primos de Sophie Germain para histéria dos numeros; elencar sua aplicabilidade
dentro da Matematica; e salientar sua significancia no contexto pedagdgico dos
nameros primos.

Os primos de Sophie Germain sdo encontrados através da férmula “2p +
1”7, onde p é um numero primo, caso o resultado seja outro nimero primo entéo p é
chamado de primo de Sophie Germain. Esses numeros foram nomeados em
homenagem a Sophie Germain, uma matematica francesa do século XVIII que fez
importantes contribuicbes para a teoria dos niameros.

Os primos de Sophie Germain sdo interessantes porque eles estao
relacionados com a conjectura de Goldbach, que afirma que todo niumero par maior
que 2 pode ser escrito como a soma de dois nimeros primos. Se essa conjectura for
verdadeira, entdo todo nimero impar maior que 5 pode ser escrito como a soma de
trés nameros primos, no qual um desses primos pode ser de Sophie Germain.

Os primos de Sophie Germain também tém aplicacbes na criptografia de

chave publica, onde sdo usados na construcdo de chaves seguras. Eles sao
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particularmente Uteis na construcdo de chaves RSA seguras, pois permitem que a
chave privada seja mantida secreta, mesmo se a chave publica for conhecida.

Este trabalho segue a metodologia qualitativa quanto a natureza da
pesquisa, assim como quanto aos objetivos da pesquisa exploratéria, onde a técnica
de coleta de dados empregada foi a pesquisa bibliografica.

No capitulo 1 tem-se uma narrativa da importancia dos nameros primos
para a sociedade e as primeiras contribuicdes de Sophie Germain. O capitulo 2 trata
dos fatos historicos, faz-se uma sintese da Historia da Matemética envolvendo
nameros primos, crivo de Eratéstenes, Teorema Fundamental da Aritmética e
nameros primos gémeos nos quais esses assuntos foram suporte ao entendimento
das demonstracdes apresentadas e a realizacao das atividades propostas.

O capitulo 3 centra-se na histéria e teorias de Sophie Germain, a
matematica francesa. Logo depois, apresentam-se, detalhadamente, as etapas da
demonstracao, a fim de que, idealmente, o leitor possa refazé-las sozinho. Levantam-
se ainda aspectos historico-matematicos, que abrangem a conjectura inicial, a
elaboracdo das primeiras provas e a demonstracao final. O capitulo 4 apresenta a
metodologia da pesquisa com um resumo de todos os caminhos percorridos até
chegar aos resultados finais.

O capitulo 5, Resultados e Discussdes, mostra exemplos e atividades que
desempenham um papel complementar ao resto do texto, servindo para ampliar
alguns exemplos da teoria e também para reforcar certos pontos abordados na
demonstracao principal. E por fim, ndo menos a importante, as Considera¢des Finais

a qual aborda as ponderacdes da aplicabilidade dos objetivos da pesquisa.
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2 UM VISLUMBRE DA HISTORIA DA MATEMATICA

Quando se faz um relato cronolégico de onde a Matematica surgiu, uma
questdo de por onde devemos comecar nos € imposta. Comegamos pelos gregos?
Pelos egipcios? Ou ainda pelos sumérios? O esforco desses povos para o
desenvolvimento da Matematica tem um grande significado em sua historia. Afinal
todo o conhecimento matemético produzido por eles até hoje é estudado nas escolas,
universidades, grupos de pesquisa e outros.

Usualmente, atribui-se o surgimento da Matematica ainda nos tempos dos
homens primitivos que usavam o0 senso numerico, pois devemos admitir que eles
reconheciam quando se acrescentavam ou se retiravam alguns dos seus objetos de
uma pequena colecao, ou seja, 0 conceito de mais e menos ja era utilizado de maneira
inata.

Contagem e senso numeérico sdo totalmente distintos dentro do campo
matematico. Entende-se por contagem como sendo o ato de contar ou enumerar. Ja
0 senso numeérico é a capacidade de reconhecer e comparar pequenas quantidades
em um determinado espaco. Existe uma grande variedade de estudos que
comprovam que varios animais detém o senso numérico. Podemos citar como
exemplo os passaros, pois se retirarmos dois ou mais ovos do ninho, os passaros
abandonardo esse ninho, pois verdo que a quantidade de ovos diminuiu. Outro

exemplo bastante significativo nos € apresentado por Silveira (2001):

Mais impressionante ainda é o caso da vespa solitaria, Genus Numenus, uma
espécie em que a fémea é maior do que o macho. Quando uma vespa mae
bota seus ovos, ela o faz colocando cada ovo em uma célula diferente e junto
de cada ovo ela deixa, para futuro alimento de seu "bebé", algumas larvas de
inseto. O notavel é que, de alguma maneira, a mae sabe se um dado ovo
originard uma vespa macho ou fémea e deixa na respectiva célula: 5 larvas

de insetos se for um ovo de vespa macho e 10 se for ovo de vespa fémea.

Para contar os animais de seu rebanho, pastores faziam riscos em pedras,
nos em cordas ou entalhes em madeiras. Através desses procedimentos os pastores
sabiam se estava faltando algum animal de seu aprisco. Dessa forma surgia o
principio da contagem.

Com o passar do tempo tornou-se necessario efetuar contagens mais
extensas, de tal maneira que o processo de contagem teve que ser sistematizado.

Vérias foram as bases utilizadas como ordem de grandeza pelos povos. A base 5 foi
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a primeira a ser usada de forma extensiva, principalmente pelas tribos indigenas da
Ameérica do Sul. A base 20 foi escolhida pelas tribos americanas e sendo melhor
desenvolvida pelos Maias. Houve também a base 60 criada pelos babildnicos, que até
hoje € utilizada nas medidas de tempo e medidas de angulos. Outras bases como 2,
3, 4 e 12 foram usadas em pequenas tribos. (EVES, 2011)

A base 10 foi constantemente escolhida pelos povos, talvez por expressar
a quantidade de dedos das méaos. Com esta base os hindus criaram um sistema de
numeracdo que foi amplamente divulgado pelo mundo por meio dos arabes. Este
sistema ficou conhecido como Sistema de Numeracéao Indo-Arabico.

O sistema numérico hindu foi completamente descrito pelo matematico
persa Al-Khowarizmi em um livio do ano 825 d.C. E por causa do nome desse
matematico que se originou a palavra algarismo. Durante o século XII foi feita uma
traducdo latina de sua obra que se espalhou rapidamente em toda a Europa.

Para a efetivacdo desse sistema houve muitas discussbes entre o0s
matematicos, pois os abacistas® eram totalmente contra a implantagcéo desse sistema,
enquanto os que defendiam foram chamados de algoristas. Devido a regras de
computacdo estabelecidas na época, os abacistas foram derrotados dando lugar ao

novo sistema de numeracdo. Abaixo uma pintura da época ilustra este fato.

Figura 1 — O abacista versus o algorista

Fonte: Matematizar.

1 Dominavam a arte de calcular em &bacos, tinham grande prestigio e eram bem pagos pelo seu
trabalho.
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Durante muitos anos os numeros sofreram varias modificacbes em sua
grafia, pois os livros eram copiados manualmente um a um e cada copista tinha uma
caligrafia diferente. Somente com a invencdo da imprensa, no século XV, foi que a
grafia ficou conservada. A representacao grafica do numero zero foi incorporada ao
Sistema Indo-Arabico depois de quase 400 anos. A figura a seguir nos mostra essa

evolucao.

Figura 2 — Evolucédo dos numeros indo-ardbicos

um dois tés quatrocinco seis sete 0ito nove zero
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Fonte: Imenes.

O sistema criado pelos hindus possui 10 simbolos: 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9e
0. Esses simbolos, que recebem o nome de algarismos, podem ser repetidos em um
mesmo ndmero quantas vezes forem necessarias. E também um sistema posicional,
ou seja, a posicdo que o algarismo ocupa no niumero é importante para denotar o seu
valor.

2.1 NUmeros primos

A nocédo de numeros primos foi, muito provavelmente, introduzida por

Pitagoras, desempenhando um papel importante na matematica. De tal forma que os
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pitagoricos? foram os primeiros a se interessarem pelas propriedades “misticas” dos
nameros primos, as quais foram amplamente estudados. Segundo Silveira (2000), os
gregos classificavam os numeros naturais em trés classes:

a) monad: a unidade (1);

b) protdi arithmaoi: nameros primos (2, 3, 5, 7, 11, ...);

c) deuteroi arithmoi: nameros secundarios (4, 6, 8, 9, 10, ...).

Alguns artefatos pré-historicos podem indicar uma concepc¢éo das ideias
de numeros e operacdes entre os povos antigos. Um dos mais conhecidos € o Osso
de Ishango ou Bastéo de Ishango, que foi encontrado em uma vila de mesmo nome
localizada no Congo na Africa Central, o qual data entre 20.000 e 18.000 a.C. Nele
encontramos trés colunas com varias marcagcbes assimétricas. Em uma dessas
colunas encontramos 11, 13, 17 e 19 entalhes, os quais sdo 0S nameros primos
compreendidos entre 10 e 20. Atualmente, esse artefato encontra-se em exposicéo
no Real Instituto Belga de Ciéncias Naturais em Bruxelas, Bélgica. Abaixo vemos a

sua ilustragéo e representagéo grafica.

Figura 3 — Osso de Ishango

Fonte: Domingues.

2 Pensadores gregos da corrente filoséfica de Pitagoras.
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Figura 4 — Representacdao grafica do Osso de Ishango
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Fonte: Domingues.

Por definicdo, um numero p é classificado como numero primo se ele
satisfizer a seguinte condicdo: ser divisivel apenas por 1 e por ele mesmo,
apresentando assim, dois divisores. Desta forma, os nimeros 0 e 1 ndo sdo niumeros
primos, pois ndo existe divisdo de zero por zero e o numero 1 possui apenas um
divisor, ele mesmo. A propriedade de um namero ser primo é chamada primalidade.
Assim, 0s numeros que ndo apresentam a primalidade sdo chamados de nimeros
compostos, uma vez que podemos escrevé-los em forma de multiplicacdo de nimeros

primos.

Desde tempos remotos, problemas concernentes a nimeros primos tém
fascinado os matematicos. De fato, Karl Friedrich Gaul’ chegou a afirmar em
seu Disquisitiones Arithmeticae (1801): “O problema de distinguir numeros
primos de compostos e de decompor esses Ultimos em seus fatores primos é
conhecido como sendo um dos mais importantes e Uteis na aritmética... a
dignidade da propria ciéncia parece requerer que todos 0s meios possiveis
sejam explorados para a solucdo de um problema tdo elegante e téo
celebrado” (MARTINEZ; MOREIRA; SALDANHA; TENGAN, 2018, p. 311).

2.1.1 O Crivo de Eratdstenes

Um dos métodos mais antigos e que ainda é ensinado nas escolas de
Ensino Fundamental para encontrarmos nameros primos até um certo nimero N, € o
Crivo de Eratéstenes®. Com ele podemos determinar todos os numeros primos
utilizando uma tabela.

Segundo o dicionario Michaelis On-line, a palavra crivo tem o significado

de averiguacdo minuciosa. Ou seja, através do processo de averiguacdo desse

3 Matematico grego que viveu entre 276 a.C. a 194 a.C. Foi diretor da famosa Biblioteca de Alexandria.
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algoritmo, os numeros que s&o multiplos de primos serao “eliminados” da tabela de tal

forma que sobrem apenas os nimeros primos. Vejamos como este algoritmo funciona.

Exemplo 2.1.1: Vamos determinar todos numeros primos entre 1 e 100.

Para comecar o algoritmo, devemos elaborar uma tabela com todos os

nameros naturais menores ou iguais a 100.

Em seguida, riscaremos todos 0s numeros compostos da tabela,

obedecendo as seguintes instrugdes:

- Primeiramente riscamos o numero 1 que nao é primo;

- Risque todos os numeros divisiveis por 2, e circule o nimero 2;

- Em seguida, risque todos os multiplos de 3, e circule o nimero 3;

- O préximo numero que nao aparece riscado € o 5, que é primo. Risque
todos os multiplos de 5, e circule o numero 5;

- Observe que o proximo numero que nao aparece riscado € 0 7, que é
primo. Risque todos os multiplos de 7, e circule o niumero 7;

- Os numeros que estdo circulados sdo numeros primos menores do que
100.

Figura 5 — Crivo de Eratostenes de 1 a 100

OOV AOYACY A
O BOP R ACEAON
A oY N A AOR
GD # # H ¥ D) Hw
@ # @ m g w6 @D g
P SO A A A RO
ON N N ACY A
O BOF B N A EON
I ORI A AOR
P AN A A A NN S AR

Fonte: Lopes.

Portanto, os nimeros primos menores que 100 sao: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,

19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 e 97, conforme a figura

5.
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2.1.2 Teorema Fundamental da Aritmética

Enunciaremos um dos teoremas mais importantes da aritmética, o qual diz
que todo numero inteiro maior ou igual a 2 pode ser escrito de maneira Unica como
um produto de numeros primos. Por exemplo, o numero 820 é escrito de maneira
Gnica, a menos pela ordem dos fatores, como 22 - 5 - 41. Lembramos que, pela

propriedade comutativa da multiplicacéo, a ordem dos fatores ndo altera o produto.

Teorema 2.1.2 (Teorema Fundamental da Aritmética):
Seja n 2 2 um numero natural. Podemos escrever n de uma unica forma como um

produto

n:pl...pm

onde m = 1 é um natural e p1 <... <pm S&0 NUMeros primos.

Demonstracdo. Mostraremos a existéncia da fatoracdo de n em numeros primos

através do Principio de Inducéo. Se n é primo ndo ha o que provar, pois escrevemos
m =1 e p1 = n. Se n é composto podemos escrever n = ab, com a, b € N de modo

que 1 <a<nel<b<n. Porhipétese de inducdo a e b se decompdem em produtos
de numeros primos. Juntando as fatoracdes de a e b, organizando e reordenando os

fatores, encontramos uma fatoracéo de n.

Destacando agora a unicidade da fatoracdo de n. Vamos supor por absurdo que n

tenha duas fatoragGes diferentes

n:pl...pm:ql...qs’

com p1 <... <pm, Q1 <... <Q0s € que n € 0 minimo com tal propriedade.

Como p1|Q:1- - - gs temos que p1 | gi para qualquer valor de i. Logo, como g;i & primo,

entdo p1 = gi € p1 2 1. Analogamente, temos que g1 < p1 € g1 = p1. Mas
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admite uma Unica fatoracéo, pela minimalidade de n, temos que m =s e p; = q; para
todo i, 0 que contradiz o fato de n ter duas fatoracdes. (MARTINEZ; MOREIRA;
SALDANHA; TENGAN)

|

Assim, de acordo com o teorema sendo n = 2, com n € N, podemos

escrevé-lo de maneira Unica como uma multiplicacdo de fatores primos.

2.1.3 NUmeros primos gémeos

Dois numeros p e g sado considerados primos gémeos quando p e g séo
primos e o modulo da diferenca entre eles € igual a 2 ou seja, |p — q | = 2. De modo
gue os seguintes pares de primos sao gémeos: (3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), entre
outros. De acordo com Viana (2018), “esta denominacao foi usada pela primeira vez
em 1916, pelo matematico aleméao Paul Stackel (1862-1919), mas o problema é muito

mais antigo”.

Figura 6 — Quadrinho Primos Gémeos

egled Wloge

DOIS NOWERDS PRIMOS S20 CONSIDERADOS NOMERODS PRIMOS GEMEOS GUANDO A
DFERENGA ENTRE ELES £ DE DUAS LNIDADES. O UNICO CASO DE UMA DIFERENGA NENOR GUE 2
S5 OCORRE ENTRE 05 PRINOS 2 E 3, IS, SEGUNDO A DEFINKGAOD, ELES NAO S0 GRINEOS.

Fonte: Tenério.

Conjectura-se que existem infinitos pares de primos gémeos, alguns
matematicos atribuem essa conjectura ao matematico grego Euclides de Alexandria,

mas até o momento ndo ha provas de sua autoria e/ou resolugéo.
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No ano de 2013, o matematico Yitang Zhang* da Universidade de New
Hampshire, em Durham, apresentou uma prova de que 0os nameros primos formam
pares até o infinito. Ele conseguiu reduzir o valor do infinito para 70 milhdes, ou seja,
ele provou que existe um numero infinito de pares de primos separados por menos de
70 milhdes de unidades sem depender de conjecturas ndo comprovadas.

O maior par de primos gémeos, at¢é o momento, foi encontrado em

setembro de 2016 por uma equipe de mateméaticos. Cada numero possui 388.342

digitos.
Tabela 1 — Maiores pares de primos gémeos conhecidos
Ranque Primo N‘gl“?m de Data
igitos
1° 2996863034895 - 21290000 + 1 388342 Set. 2016
2° 3756801695685 - 2666669 + 1 200700 Dez. 2011
3° 65516468355 - 2333333 + 1 100355 Ago. 2009
4° 160204065 - 2262148 + 1 78923 Jul. 2021
5° 12770275971 - 2222225 + 1 66907 Jul. 2017
6° 12599682117 - 2211088 + 1 63554 Fev. 2022
7° 12566577633 - 2211088 + 1 63554 Fev. 2022
8° 70965694293 - 2200006 4 1 60219 Abr. 2016
9° 66444866235 - 2200003 + 1 60218 Abr. 2016
10° 4884940623 - 2198800 + 1 59855 Jul. 2015

Fonte: Prime Pages.

Os primos gémeos séo de grande interesse na teoria dos niUmeros porque
sua existéncia esta relacionada a uma das questdes mais antigas e importantes da
teoria dos numeros, a conjectura dos primos gémeos. Essa conjectura afirma que
existem infinitos pares de primos gémeos, ou seja, sempre existe outro par de primos
gémeos além de qualquer par dado.

Embora a conjectura dos primos gémeos permaneca um problema em
aberto, muitos pares de numeros primos gémeos foram encontrados por meio de
extensa pesquisa e aplicacdo de teoria avancada dos nuameros e técnicas
computacionais. A seguir temos uma tabela com os trinta menores pares de primos

gémeos.

4 Denominado Tom Zhang, (1955) € um matematico chinés. Trabalha com teoria dos nimeros.
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Pares de Primos Gémeos

3eb 41e43 137 e 139 227 e 229 347 e 349 569 e 571
5e7 59 e 61 149 e 151 239 e 241 419 e 421 599 e 601
11e13 71e73 179 e 181 269 e 271 431 e 433 617 e 619
17 e 19 101e 103 191e 193 281 e 283 461 e 463 641 e 643
29 e 31 107e 109 197 e 199 311 e 313 521 e 523 659 e 661

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os primos gémeos sdo importantes porque estuda-los pode ajudar a
melhorar nossa compreensao da distribuicdo dos nimeros primos, que por sua vez
podem ter aplicacBes importantes na criptografia e em outras areas da computacao.
Além disso, a descoberta de novos pares de nUmeros primos gémeos é uma grande

conquista na teoria dos nimeros.
2.1.3.1 Brun e os primos gémeos

O matematico noruegués Viggo Brun provou em seu trabalho “La série 1/5
+1/7+1/11+1/13+1/17 + 1/19 + 1/29 + 1/31 + 1/41 + 1/43 + 1/59 + 1/61 + ..., ou les
dénominateurs sont nombres premiers jumeaux est convergente ou finie” que existem
infinitos nameros inteiros n tal que n e n + 2 possuem no maximo nove fatores primos.
Ele também mostrou que se K é um numero par e suficientemente grande entéo ele é
a soma de dois inteiros, cada um tendo no maximo nove fatores primos. Isto
representa um tremendo avanco em direcdo a conjectura dos primos gémeos e para
a conjectura de Goldbach®. Como consequéncia do seu trabalho, ele deduziu que a
soma dos reciprocos da sequéncia de primos gémeos converge.

Mostrando assim que 0s numeros primos gémeos sdo escassos ho
seguinte sentido: se

m,(x) = #{p < x|pep+ 2sdo primos},

€ 0 numero de pares de primos gémeos até x entdo existe uma constante A > 0 tal
que

(xloglog x)2>

my(x) < A( Qog )2

5 Afirma que todo niumero par maior que 2 pode ser escrito como a soma de primos.
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Em particular, isso implica que

1
z — < +©,
p

p primo gémeo

na qual sabemos que a soma sobre todos os primos ., primO% diverge. (MARTINEZ;

MOREIRA; SALDANHA; TENGAN)
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3 SOPHIE GERMAIN, A MATEMATICA FRANCESA

Marie Sophie Germain, nasceu em 1° de abril de 1776, foi uma francesa
que teve a sua infancia e adolescéncia durante o periodo da Revolugdo Francesa. Por
ser um periodo de terror na sociedade, as pessoas eram incentivadas a ficar em suas
residéncias. Sua familia possuia algumas posses, embora ndo fossem nobres. Era
filha do comerciante de seda Ambroise Francgois Germain e de sua esposa, Marie
Madeleine Germain.

Figura 7 — Imagem de Sophie Germain

.

Fonte: Clubes de Mateméatica da OBMEP.

Sophie sempre foi interessada nos livros do seu pai, o qual tinha uma
biblioteca em sua residéncia. Constantemente, ela pegava e estudava os livros da
biblioteca, pois era autodidata.

Certo dia, pegou o livro “A histéria da matemética de Jean-Etienne
Montucla” e ficou muito impressionada com a leitura. Neste momento se inicia seu
interesse pela Ciéncia Matematica. Contudo, por ser mulher era teoricamente inapta
para estudar matematica, o preconceito foi a situacdo em que sempre lutou contra

durante toda a sua vida.
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Figura 8 — A historia da matematica de Jean-Etienne Montucla

HISTOIRE
D E S :
MATHEMATIQUES,

Duxs laquelle on rend compte de leurs progrés depuis laur origine
jusqu'h nos jours ; oh Fon expose le tableau et le développement
s tor

NOUVELLE £DITION, CONSIDERARLEMENT AUGMENTER,
2T Pmotomciz JUsqUE VEms L'EPOQUE AGTUELEE §

Par J. F. MONTUCLA, de Plnstitut national de Irance.

TOME PREMIER

JEAN ETIENNE MONTUCLA

A PARTI
Hamas AGASSE, lfbraire, rus des Poitovins , ne. 1. de Institut National de France,

AN VIL

le IAcadémie de Berlin,&e

Fonte: Montucla.

Em um dos capitulos do livro se deparou com a historia da morte de
Arquimedes®, isso chamou muito a atencéo de Sophie. Arquimedes foi o homem que
entendeu o principio da alavanca, mas durante uma invasao romana, na sua cidade
natal, Siracusa, 0 mesmo estava tdo concentrado nos seus estudos de matematica,
gue nao observou a chegada de um soldado romano para prendé-lo, o soldado
enfurecido deu-lhe um golpe com uma espada e matou-o. Esta narrativa despertou
em Sophie a curiosidade de identificar que assunto era esse que se chamava
matematica, em que Arquimedes levou uma espadada sem nem ter visto antes o seu
assassino (HALL; JONES; JONES, 2004).

Figura 9 — Pintura “La Mort d'Archimede”

Fonte: Killhian.

6 Arquimedes de Siracusa (287 a.C. — 212 a.C.) foi um matematico, fisico, engenheiro, inventor e
astronomo grego. Considerado um dos maiores cientistas da Antiguidade.



29

Posteriormente, ela iniciou os estudos do livro “Cours de mathématiques,
al'usage du corps de l'artillerie”, 1798 de Etienne Bézout (1730-1783), onde o assunto

da aritmética basica € apresentado para esta estudiosa.

Figura 10 — Livro Cours de mathématiques, 1798 de Etienne Bézout

D E
MATHEMATIQUES,
A LUSAGE
DU CORPS DE L'ARTILLERIE,

Fonte: Wikipedia.

Sophie Germain ap0s estudar o livro de Etienne Bézout, se interessou
também pelas obras de Isaac Newton (1643-1727) e de Leonhard Euler (1707-1783)
gue estavam escritos em latim. Estes autores foram o incentivo para ela estudar e
aprender latim e grego.

Naqguela época néo se esperava que uma mulher estudasse tanto, entdo o
pai de Sophie percebendo que a filha estava adquirindo conhecimento retirou dela os
agasalhos, alguns casacos pesados e também retirou as velas que ela utilizava para
iluminar os seus estudos a noite. Todas essas atitudes sO tinham uma Unica
idealizacdo, que era impedir Sophie de estudar. Mas, isso nao foi empecilho para a
determinacdo de Sophie, pois mesmo escondida ela continuou a sua rotina de
estudos.

Em 1794 foi fundada a “Ecole Polytechnique”, Escola Politécnica Francesa,
cujo objetivo era que jovens nao nobres tivessem acesso ao ensino superior. Por ser
o periodo da Revolucdo Francesa, entdo se enfatizava o ideal de igualdade no acesso
ao ensino superior contudo, esta escola era somente para homens. “A histéria das
mulheres no mundo académico foi excluida, esquecida por muitos séculos, tanto que

a maioria dos nomes importantes citados no ensino é de homens. As mulheres eram
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discriminadas” (OLIVEIRA, 2012, p. 14). Nao permitindo que Sophie ingressasse no
ensino superior, todavia a dificuldade ndo a desestimulou.

Narra-se um fato de que um aluno da Escola Politécnica Francesa,
Antoine-August Le Blanc havia desistido das aulas, entdo Sophie percebeu uma
oportunidade de utilizar os materiais desse ex-aluno para seus estudos.

A Escola Politécnica enviava listas de exercicios através de cartas, no
entanto Sophie pegava as listas de exercicio, que eram destinadas a esse ex-aluno,
as respondiam e enviava novamente. Durante dois meses ela conseguiu fazer isso.
Contudo, o professor de matematica Joseph Louis Lagrange percebeu uma
disparidade em relacdo a resolucéo das atividades de Le Blanc, pois o0 mesmo tinha
uma dificuldade intelectual e de um momento para outro, virou um grande aluno, pois
aguelas respostas que Sophie enviava eram excelentes.

O professor Lagrange ficou impressionado e disse a Le Blanc que queria
explicacbes em relacdo as suas atividades, neste momento Sophie teve que revelar
que estava se passando por esse aluno que abandonou a Escola Politécnica. O
professor ficou impressionado, mas ndo conseguiu matricula-la na Escola Politécnica.
Mais uma vez, a mesma era impedida pelo fato de ser uma mulher, “por causa da
fragilidade do sexo e da sua pior condicéo (...) ndo se devem intrometer nas reunides
dos homens’; ndo podem ser fiadoras; nao podem ser testemunhas nos testamentos
(ord. Fil., IV, 76); nos delitos sdo castigadas mais brandamente” (HESPANHA, 2010,
p. 112-113).

Sophie tinha interesse em estudar entdo procurou alguns professores
como Carl Friedrich Gauss em 1804. ApGs estudar um dos seus trabalhos, ela
comecou a se corresponder com ele, ainda utilizando o pseudénimo de Antoine-
Auguste Le Blanc, ja que muitos matematicos ndo levavam a sério as mulheres que
se dedicavam a essa area. Em 1807, Gauss descobriu a verdadeira identidade de
Sophie, pois o imperador Napoledo Bonaparte invadiu a Prassia fazendo com que
Sophie intervisse, por meio de um general amigo da familia, e garantisse a seguranca
de Gauss. Entéo “Gauss escreve a sua protetora uma carta de agradecimento na qual
externa o seu espanto pela verdadeira identidade do seu correspondente e aproveita
0 ensejo para elogiar a coragem e o talento de Sophie para estudar Matematica”
(MORAIS FILHO, 1996).

Sophie Germain fez importantes contribuicdes em teoria dos nimeros, em

particular, estudando as propriedades dos numeros primos. Ela também trabalhou em
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mecanica teorica, estudando a elasticidade dos corpos e propondo uma teoria de
vibrac&o dos corpos solidos. Ela recebeu uma medalha da Academia de Ciéncias da
Franca, em 1809, em reconhecimento ao seu trabalho em matemética com

contribuicdes significativas para a resolugdo do Ultimo Teorema de Fermat.

O gosto pelas ciéncias abstratas em geral e, acima de tudo, pelos mistérios
dos numeros, € muito raro: isto ndo é surpreendente, uma vez que 0s
encantos dessa sublime ciéncia em toda sua beleza revelam-se somente
aqueles que tém a coragem de decifra-los. Mas, quando uma mulher, devido
a seu sexo, a NOSSOS costumes e a nossos preconceitos, encontra
infinitamente mais obstaculos do que os homens em familiarizar-se com seus
intricados problemas e, ainda assim, supera tais barreiras e desvenda aquilo
gue esta mais escondido, ela sem duvida tem a mais nobre coragem,
extraordinario talento e género superior (GARBI, 2007, p. 21).

Sophie Germain morreu em 1831, aos 55 anos, devido a um cancer de
mama. Apesar dos desafios que enfrentou como mulher em uma area dominada por
homens, ela fez importantes contribuicdes para a matematica e € lembrada como uma

das pioneiras do estudo das propriedades dos nimeros primos.
3.1 Numeros primos de Sophie Germain

Um numero de Sophie Germain é um ndmero primo que, quando
multiplicado por 2 e adicionado 1, resulta em outro numero primo. Por exemplo, 5 é

um numero de Sophie Germain, pois 2 - 5+ 1 =11 é também um nimero primo.

Figura 11 — Os vinte primeiros primos de Sophie Germain

Primos de

Sophie
Germain

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A infinitude desses nimeros € até hoje desconhecida, sendo titulada como
uma conjectura. Os primos de Sophie Germain conquistaram tamanha notoriedade,
pois o Primeiro Caso do UTF é valido para n = p, onde p € um primo de Sophie
Germain.

Usaremos como referéncia para esta secdo (RIBENBOIM, 2004) e
(COUTINHO, 2016).

Vamos dar agora estimativas do numero de Sophie Germain inferiores a
um ndamero x > 1.

Mas geralmente, sejam ae d >1 com a, d par e mdc (a, d) = 1. Para todo
x>1, seja

Saq (x) =#{pprimo|p < x,a + pd primo}.

Sea=1led=2,S5,; (x) éigual ao nuimero dos primos de Sophie Germain

com p < x conforme nos mostra na tabela 3.

Tabela 3 - S;; (x) dos numeros primos de Sophie Germain inferiores a x

X $21 (%)
103 37
10* 190
10° 1171
10° 7 746
107 56 032
108 423 140
10° 3308859
1010 26 569 515
1011 218116 524

Fonte: Ribenboim (2020).

Assim, podemos listar os maiores numeros de Sophie Germain
encontrados até o0 momento, que correspondem aos maiores primos p para os quais
2p + 1 é primo. A tabela 4 faz um levantamento dos maiores nimeros primos de

Sophie Germain descobertos até o momento.
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Tabela 4 — Os dez maiores numeros primos de Sophie Germain

Numero de

Ranque Primo diai Data
igitos
1° 2618163402417 - 21290000 _1 388342 Fev. 2016
2° 18543637900515 - 2666667 _ 1 200701 Abr. 2012
3° 183027 - 2265440 _ 1 79911 Mar. 2010
4° 648621027630345 - 2253824 _ 1 76424 Nov. 2009
5° 620366307356565 - 2253824 _ 1 76424 Nov. 2009
6° 1068669447 - 2211088 _ 1 63553 Maio 2020
7° 99064503957 - 2200008 _ 1 60220 Abr. 2016
8° 12443794755 - 2184516 _ 1 55555 Set. 2021
9° 21749869755 - 2184515 _ 1 55555 Set. 2021
10° 14901867165 - 2184515 _ 1 55555 Set. 2021

Fonte: Prime Pages.

Os primos de Sophie Germain nao foram oficialmente demonstrados que
séo infinitos, nem t&o pouco provado o contrario, desta afirmacgdo, conjectura-se que

existem infinitos nameros primos de Sophie Germain.

3.2 Identidade de Sophie Germain

A identidade ndo é trivial, mas pode ser facilmente demonstrada, realizando
a multiplicacdo dos termos no lado direito da igualdade (ou, mais engenhosamente,

somando e subtraindo 4a2b? no lado esquerdo).

Identidade de Sophie Germain: Sejam a e b niUmeros reais. Mostre que:
a* + 4b* = (a® + 2b? + 2ab) - (a® + 2b? — 2ab)

Demonstracéo.
a* +4b* =
= (a%)? + (2b?)?% =
= (a®)? + (2b?)? +4a%b? —4a%b? =
= (a® + 2b%)? — (2ab)? =
= (a? + 2b? + 2ab) - (a® + 2b% — 2ab)
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Exemplo 3.2: Sendo n um inteiro maior do que 1, mostre que n + 4" nunca € primo.

Vamos dividir a demonstracdo em dois casos.
Caso I: Se n é par, entdo temos n = 2k, para k inteiro positivo.
Assim,
n* 4+ 4" = (2k)* + 42K = 16k* + 24K = 2. (8k* + 2%k 1)
logon* + 4™ né&o é primo, ja que (8k* + 24%71) > 1.
Caso ll: Se n é impar, entdo temos n = 2k + 1, para k inteiro positivo.
Assim,
n* + 4" = 2k + 1)* + 4%+ = 2k + 1)* + 4 - 47K = 2k + D* + 4 - (2*9)
Tomando a = 2k + 1 e b = 22K pela identidade de Sophie Germain, podemos fatorar
a Ultima expressao obtendo
n* + 4" = (a% + 2b? + 2ab) - (a® + 2b% — 2ab)

Resta mostrar que esses fatores ndo sdo 1 e o préprio n* + 4" .

Faremos isso mostrando que os dois fatores sdo maiores que 1. Como k é inteiro

positivo, temos k = 1 e, assim,

b? = (2% = 22k > 2% = 4

logo,
a?+2b?—-2ab=(a—b)?+b?>(a—b)>+4>1.
Além disso, como a>0e b >0, temos:
a’+2b?+2ab>a%?+2b%2-2ab>1

Portanto, n* + 4" n&o é primo.



35

Sophie Germain ndo é conhecida por desenvolver um método especifico
de fatoracdo. No entanto, seu trabalho em teoria dos numeros, em particular o
Teorema de Sophie Germain, pode ser usado em alguns casos para fatorar certos

tipos de numeros.

3.3 O Teorema de Sophie Germain e o Teorema de Fermat

O Teorema de Sophie Germain € um resultado importante da teoria dos
nameros que relaciona numeros primos e numeros de Sophie Germain. Foi
descoberto no inicio do século XIX e é um dos seus principais resultados. Onde o
mesmo serd abordado no capitulo 5.

O Teorema de Sophie Germain tem diversas aplicacdes em teoria dos
nameros e é usado em muitas demonstracdes de resultados importantes, como o
Ultimo Teorema de Fermat, que foi provado por Andrew Wiles em 1994. Uma de suas
realizacdes mais notaveis foi seu trabalho no Teorema de Fermat, pois € um dos

problemas mais famosos da histéria da matemética.

Teorema 3.3.1 (Teorema de Sophie-Legendre) Suponha que p e g sdo primos
impares, tais que

(a) Toda solucdo da congruéncia x? + y? + zP = 0 (mod q) satisfaz q | xyz;

(b) A congruéncia wP = p (mod q) ndo possui solugéo.

Entdo ndo existem inteiros X, y, z com mdc (x, y, z) = 1e p t xyz tais que xP + yP +

zP = 0.

Demonstracéo.
Suponhamos por contradicdo que a equacao x? + yP 4+ zP = 0 possui tal solucéo.
Assim, temos que

()P =@+2) P = yP?z + - —yzP 2+ 2P =0

Vamos mostrar que os dois fatores da direita sdo primos entre si.
Se |l é um primo que divide ambos os termos, entdo z = —y (mod [) e portanto

0= yP~1— yP2z ... 4 zP71 4 7P~1 = pyP~1 (mod [); temos | # p pois [ | x, assim



36

[|pyP"!= [|y, mas entdoz = —y = 0 (mod l) e [ dividiria simultaneamente x, y, z

contrariando a hipotese mdc (x,y,z) = 1.

Assim, pela fatora¢do Unica em primos existentes inteiros a, d tais que
ad= —x, aP=y+z e d?P =yP™t — yP72z 4 ... —yzP72 4 zP71
e analogamente,
be= —y, bP=x+z e eP=xP1— xP7?z +...—xzP72 4 zP71
cf= -z cP=x+y e fP=xP71— xP%y +...—xyP™2 4 yP~!

para b, c, e, finteiros.

Como q | xyz podemos supor sem perda da generalidade que q | x.

Assim, de 2x = bP + cP — aP temos que

q|bP+cP— aP = bP +cP + (—a)P,

logo, pela primeira hipotese do teorema q | abc.

Mas se q|b ou q]|c, teriamos que q|bP =x+zouq|cP=x+y;comoq|xexP+

yP +zP = 0, teriamos que q | mdc(x,y,z) = 1, um absurdo.

Por outro lado, temos f? = y?~! (mod q) e, se q | a, entdo q + d (pois a e d sdo primos

entre si)y = —z (mod q) = d? = pyP~1(mod q).

Assim, q | f, pois caso contrario f teria o inverso do médulo q e (df"1)P =p (mod q), 0

gue contradiz a segunda hipotese do teorema.

Logo, também teriamos q | z e, como xP + yP +zP = 0, q |y 0 que é impossivel ja que
mdc(x,y,z) = 1, completando a prova. (MARTINEZ; MOREIRA; SALDANHA;
TENGAN)

O Ultimo Teorema de Fermat afirma que n&do ha solucdes inteiras para a

equacao x" + y™ = z" quando n € um namero inteiro maior que 2. O teorema foi
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proposto pelo matematico francés Pierre de Fermat em 1637, mas ele ndo apresentou
uma prova completa de sua conjectura. Fermat afirmou ter uma prova desse teorema,
mas ndo deixou nenhum registro dela, sendo assim, por mais de trés séculos,

matematicos de todo o0 mundo tentaram provar o teorema sem sSucesso pois nao
conseguiram encontrar uma demonstracao geral para todos os valores de n € N.

Sophie Germain foi a primeira pessoa a fazer progressos significativos na
demonstracdo do UTF. Em particular, ela se concentrou no caso especialden=5e
provou que se, X, Y e z sdo nmeros inteiros que satisfazem a equagéo x° + y°> = z5,
entdo pelo menos um dos numeros X, y, ou z deve ser divisivel por 5. Embora isso
n&o tenha sido suficiente para provar o Ultimo Teorema de Fermat em sua totalidade,
ela preparou o terreno para mais trabalhos sobre o problema.

Em resumo, Sophie Germain foi uma notavel matemaética cujo trabalho no
teorema de Fermat e outros problemas na teoria dos nimeros e na fisica matemética
fizeram dela uma figura importante na histéria da matematica.

O Teorema de Sophie Germain, que relaciona niumeros primos e nimeros
de Germain, € um dos seus principais resultados em teoria dos nimeros. Além disso,
ela contribuiu para a teoria dos niumeros com estudos sobre a teoria dos residuos

quadraticos, a lei da reciprocidade quadrética e a teoria das equacdes diofantinas.

3.4 Teoria dos Residuos Quadraticos

A teoria dos residuos quadraticos € um assunto importante da teoria dos
nameros que estuda as propriedades dos numeros que sao residuos quadraticos
maodulo um ndmero primo p. Um ndmero inteiro a é chamado de residuo quadrético
maédulo p se existe um inteiro x tal que,

x* =a (mod p),
caso contrario, a € chamado de nédo-residuo quadratico modulo p.

A teoria dos residuos quadraticos tem aplicacdes em criptografia e em
outras areas da matematica, como a teoria dos campos finitos e a geometria algébrica.

Um resultado importante na teoria dos residuos quadraticos € a Lei da
Reciprocidade Quadratica de Euler, que estabelece uma relacdo entre o simbolo de

Legendre e o simbolo de Jacobi. O simbolo de Legendre é definido como:
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a 7 . Z: P
= =1, se p + a é um residuo quadratico médulo p;
a P ~ . 4 p
— = = —1, se a é um ndo-residuo quadratico médulo p;
a TR
- = 0, se a é divisivel por p.

O simbolo de Jacobi é uma generalizacdo do simbolo de Legendre para
qualquer inteiro n é definido como o produto dos simbolos de Legendre para os fatores
primos de n. A Lei da Reciprocidade Quadratica de Euler estabelece uma relagéo
entre os simbolos de Legendre e Jacobi e pode ser usada para determinar se um
namero é um residuo quadratico médulo um nimero primo p.

Sophie Germain contribuiu para a teoria dos residuos quadraticos com um
método para resolver equacdes diofantinas da forma ax® + by* = cz? onde a, b, ¢ sédo
inteiros e p € um namero primo que nao divide abc. Este método é conhecido como
método da desigualdade de Sophie Germain.

O método da desigualdade de Sophie Germain € uma técnica matematica
usada para provar a primalidade de um numero impar. A ideia basica por tras da
desigualdade de Sophie Germain € que, se p € um namero impar que € primo, entao
€ possivel encontrar um namero inteiro a tal que:

az=1 (mod p),
se essa relacao for verdadeira, entdo p divide oua + 1 ou a — 1.

Uma vez que essa relacéo € estabelecida, é possivel usar o método para

provar que um namero impar é primo. O método funciona da seguinte maneira:

- Escolha um nimero impar n que se deseja testar para a primalidade.

- Escolha um numero inteiro a que seja relativamente primo a n, ou seja, que nao
tenha fatores em comum com n.

- Calcule a2 mod n. Se a2 = 1 (mod n), entdo o método falha e outro valor de a deve

ser escolhido.

(n-1)
- Caso contrario, calculea 2 = mod n.

n-1

-Sea 2 =-1(mod n), entdo n é primo. Caso contrario, n € composto e outro valor

de a deve ser escolhido.
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Esse método é bastante eficaz para testar a primalidade de numeros
impares grandes, mas ndo é uma solucdo geral para o problema da primalidade.
Existem nameros compostos que passam no teste de Sophie Germain para todos os
valores possiveis de a, e esses sdo chamados de numeros de Carmichael’. No
entanto, esses numeros sao relativamente raros e o método da desigualdade de

Sophie Germain ainda é amplamente utilizado na teoria dos nameros.

3.5 Equacgdes diofantinas

Equacbes diofantinas sdo equacdes polinomiais em que as incognitas
devem assumir valores inteiros. O termo "diofantina” € uma homenagem a Diofanto
de Alexandria, um matematico grego que viveu no século Il d.C. e que é considerado
o pai da Algebra.

Um exemplo simples de equacao diofantina é:

3x+4y =5

Nessa equacdo, as incognitas sdo x e y, e os coeficientes sdo 3 e 4. A
solucdo dessa equacdo consiste em encontrar valores inteiros para x e y que
satisfacam a equacdo. No caso dessa equacado em particular, ndo existem solucdes
inteiras positivas.

Equacgbes diofantinas podem ser muito mais complexas do que esse
exemplo simples. Quando a equacdo tem duas ou mais incognitas, ela é chamada de
equacdao diofantina linear, podendo ser uma equacéao diofantina polinomial. Solu¢des
para essas equacfes podem ser encontradas por meio de técnicas algébricas, como
o algoritmo de Euclides.

As equacdes diofantinas em nameros primos sdo equacdes que envolvem
nameros primos e que sao resolvidas em termos de nameros inteiros. Estas equagdes
sao importantes em teoria dos nimeros e tém sido estudadas por muitos matematicos
ao longo dos anos.

Um exemplo de equacao diofantina em nimeros primos é a seguinte:

Pi+P,=n

7 Postulados em 1910 pelo americano Robert Carmichael. Sdo nimeros compostos que passam em
testes de primalidade.
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onde P, e P, s&0 nUmeros primos e n € um numero inteiro. Neste caso, a equacao
pede que encontremos dois nimeros primos cuja soma seja igual a n.
Outro exemplo de equacéo diofantina em ndmeros primos € a seguinte:
Py
P, "
onde P; e P, S&0 numeros primos e n € um namero racional. Neste caso, a equacéo

pede que encontremos dois niimeros primos cujo quociente seja igual an € Q.

Resolver equacdes diofantinas em numeros primos pode ser um desafio,
pois nem sempre h& uma solucdo ébvia. No entanto, existem técnicas e teoremas em
teoria dos niumeros que podem ser usados para resolver essas equacdes em alguns

casos.
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4 METODOLOGIA

Selltiz et al. (1987) comentam que o0s investigadores pesquisam
cientificamente para solucionar problemas como “cerne da questdo a ser estudada”
(RUIZ, 2006, p. 51) e que o primeiro passo na formulacdo da pesquisa € tornar o
problema concreto e explicito. Segundo Richardson (1999), os objetivos de uma
pesquisa sdo: resolver problemas especificos, gerar teorias ou avaliar as teorias
existentes, sendo que esses trés objetivos se complementam entre si.

A determinacédo de um estudo por parte do pesquisador € intencional. “Com
a reflexdo do pesquisador a respeito do tema, surge o problema como indagacao
necessaria em busca de solucdes, pois é preciso ter a ideia clara do problema a ser
resolvido, da duvida a ser superada” (RUIZ, 2006, p. 51).

Para Rudio (2007, p. 94):

Formular o problema consiste em dizer, de maneira explicita, clara,
compreensivel e operacional, qual a dificuldade com a qual nos defrontamos
e que pretendemos resolver, limitando o seu campo e apresentando suas
caracteristicas. Desta forma, o objetivo da formulagdo do problema da

pesquisa é torna-lo individualizado, especifico, inconfundivel.

Frequentemente, a op¢do pelo problema da investigacdo € precedida de
uma aproximacao do pesquisador a tematica que pode ocorrer por diversos canais e
caminhos. Independentemente dos canais e caminhos, o problema é um enunciado
interrogativo o qual questiona sobre a possivel relacdo que possa haver entre duas
ou mais variaveis pertinentes ao objeto de estudo investigado e passivel de
observacdo empirica (KOCHE, 2003). Este trabalho segue a metodologia qualitativa
guanto a natureza da pesquisa e quanto aos objetivos da pesquisa exploratdria, no
qual a técnica de coleta de dados empregada foi a pesquisa bibliografica.

Segundo Trivilos (1987) a pesquisa qualitativa é uma abordagem
metodolodgica de investigacdo que busca compreender e interpretar a complexidade
dos fenbmenos sociais, culturais, politicos e psicolégicos a partir da perspectiva dos
sujeitos envolvidos. Ela se baseia em métodos que permitem a coleta e analise de
dados nédo estruturados, como entrevistas, observacoes e analise de documentos,
buscando uma compreensao mais profunda e detalhada do objeto de estudo.

Contudo, Gil (2008) afirma que a pesquisa qualitativa é frequentemente

utilizada em areas como sociologia, antropologia, psicologia, educacao, entre outras.
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Ela pode ser realizada por meio de diferentes técnicas, com analise de documentos e
analise de conteudo. Os resultados da pesquisa qualitativa sdo apresentados em
forma de narrativas, descricbes detalhadas e interpretacbes dos dados coletados.
Eles séo frequentemente utilizados para subsidiar a formulacéo de politicas publicas,
a tomada de decisGes em organizacdes e a producédo de conhecimento em diferentes
areas.

Por ter um carater exploratorio, onde ocorre uma abordagem inicial da
pesquisa que visa explorar um tema ou problema de pesquisa de forma mais ampla e
abrangente. Ela é utilizada para gerar ideias e hipoteses, identificar lacunas de
conhecimento, definir conceitos e variaveis, e estabelecer a viabilidade de uma
pesquisa mais detalhada (AAKER, KUMAR & DAY, 2004).

No entanto, conforme Zikmund (1997) a pesquisa exploratéria ndo tem
como objetivo fornecer conclusdes definitivas ou generalizacdes precisas, mas sim
fornecer uma visdo geral do tema ou problema em questdo. E particularmente (util
quando o tema de pesquisa € pouco conhecido ou néo foi estudado anteriormente, ou
guando se deseja obter uma compreensao mais profunda de um fenébmeno complexo.

Desse modo, o estudo foi realizado no ambiente da pesquisa bibliografica
gue é elaborada a partir de material ja publicado, incluindo livros, revistas, publicacdes
e artigos cientificos, jornais, boletins, monografias, dissertacdes, teses, material
cartografico, internet. O pesquisador espera em contato direto com todo o material j&
escrito sobre o assunto da pesquisa (PRODANOV E FREITAS, 2013). Contudo a

veracidade dos trabalhos foi analisada para ndo comprometer o andamento.

4.1 Delineamento da pesquisa

O delineamento da pesquisa refere-se ao plano geral que define como a
pesquisa sera conduzida e como os dados serdo coletados, analisados e
interpretados. E uma etapa importante na elaboracdo de um projeto de pesquisa, pois
determina a estrutura e a estratégia que seréo utilizadas para alcancar os objetivos

da pesquisa. Conforme Prodanov e Freitas (2013, p. 54):

O delineamento refere-se ao planejamento da pesquisa em sua dimenséo
mais ampla, envolvendo diagramagao, previsao de andlise e interpretacao de
coleta de dados, considerando o ambiente em que s&o coletados e as formas
de controle das variaveis envolvidas. O elemento mais importante para a
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identificacao de um delineamento é o procedimento adotado para a coleta de
dados.

O delineamento da pesquisa deve ser escolhido com base nos objetivos da
pesquisa e nas questdes de pesquisa que se deseja responder. E importante que seja
claro e bem definido para garantir a validade e a confiabilidade dos resultados obtidos.
Por ser um estudo com o delineamento longitudinal, pois envolve a coleta de dados
em diferentes momentos do tempo para examinar mudancas ao longo do tempo. Onde
os dados coletados séo analisados para identificar padrées e mudancas ao longo do
tempo, bem como para examinar as relagbes entre diferentes variaveis (MARCONI;
LAKATOS, 2004).

A coleta de dados que embasaram a pesquisa foi bibliografica, como
descrita anteriormente, pois consiste na revisdo sisteméatica e critica da literatura
relevante para o tema em questdo. Ela envolve a andlise de fontes bibliogréficas, tais
como artigos cientificos, livros, teses, dissertacfes, relatorios técnicos, entre outros.
O objetivo da pesquisa bibliografica € fornecer uma visdo geral do estado atual do
conhecimento sobre um determinado assunto, permitindo identificar as principais
contribuicbes e lacunas na literatura. E importante também utilizar diversas fontes e
perspectivas para garantir uma analise abrangente e imparcial do tema (PRODANOV
E FREITAS, 2013).

Por esse percal¢go metodologico foi feito um levantamento da aplicabilidade
da Identidade de Sophie Germain por diferentes areas da matematica, sempre
buscando a viabilidade da utilizacdo dos numeros primos de Sophie Germain por
diversas situacdes, tais como: no Ultimo Teorema de Fermat; em Equacdes

Diofantinas e na Teoria dos Residuos Quadraticos.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Os resultados e discussdes sdo etapas inseparaveis em qualquer projeto
de pesquisa. Compreender, validar e analisar criticamente os resultados sé&o alicerces
para o conhecimento e para a tomada de decisdes. Ao valorizar esse ciclo de reflexado
€ possivel avancar de forma mais solida e consciente. A seguir discorreremos sobre

as contribuicdes dos numeros primos de Sophie Germain.

5.1 Contribuicdo de Sophie Germain para a resolucdo do Ultimo Teorema de

Fermat

Sophie Germain contribuiu para a teoria do Ultimo Teorema de Fermat ao
investigar a equacdo x™ + y™ = z" para 0 caso em que n € um numero primo. Ela
utilizou essa descoberta para provar um caso especial do Teorema de Fermat,
conhecido como o "Teorema de Fermat para numeros primos". A demonstracéo
completa pode ser vista em EDWARDS (2000). Este teorema afirma que, se p é um
namero primo impar e a, b sdo inteiros positivos tais que a e b ndo séo divisiveis por
p, entdo a® Y + p®-D é um mdltiplo de p. A equacéo

x™ 4y = z",

para todo n € N com n > 2, ndo possui solu¢des inteiras nao-nulas.

Teorema 5.1 (Teorema de Sophie Germain) Seja h um namero primo impar, se houver
um numero primo p auxiliar com as seguintes propriedades:

1.x™ +y*+2z"=0mod p implicaque x=0ouy=0ouz=0modp, e

2. x™ =nmod p é impossivel,

se o Ultimo Teorema de Fermat for verdadeiro para n, entéo vale o caso | do teorema
de Fermat para n, isto €, se nenhum dos X, y ou z for divisivel por n entdo a equacao

x™ + y™ + z™ = 0 ndo possui solugdes inteiras para além da nula. (EDWARDS, 2000).

Como exemplo, suponhamos que n = 5. Se considerarmos p = 11, vemos

que a primeira condi¢do do teorema é satisfeita, uma vez que, médulo 11, as quintas
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poténcias sdo congruentes a 0, 1 ou —1. Entdo, para x° + y°® + z°> = 0 mod p, uma das
guantidades tem de ser divisivel por 11. Note-se que, pelo pequeno teorema de
Fermat, a décima poténcia de um numero qualquer modulo 11 é sempre congruente
a 1 se esse numero néo for divisivel por 11.

A nota de Fermat dizia o0 seguinte em latim, com traducéo para o portugués
citado por Singh (2008, p. 80):

E impossivel para um cubo ser escrito como a soma de dois cubos ou uma
guarta poténcia ser escrita como uma soma de dois nimeros elevados a
guatro, ou, em geral, para qualquer nimero que seja elevado a uma poténcia
maior do que dois ser escrito como a soma de duas poténcias semelhantes.
Eu tenho uma demonstracdo realmente maravilhosa para esta proposicao,
mas a margem é muito estreita para conté-la.

Sophie Germain provou esse teorema usando a relacao que ela descobriu
entre os numeros primos e as formas quadraticas. Ela mostrou que a equacao
a®=D + p@-D & equivalente a uma forma quadratica e que essa forma quadrética é
congruente a 0 médulo p, o que significa que € um multiplo de p.

Embora Sophie Germain n&o tenha conseguido provar o Ultimo Teorema
de Fermat em si, suas contribuicBes para a teoria dos nimeros primos e sua relacéao
com as formas quadréaticas foram fundamentais para o desenvolvimento da teoria

moderna dos numeros.
5.2 Equacdes diofantinas e aplicabilidade
Uma equacao Diofantina € uma equacdo polinomial onde as solucbes

desejadas sdo numeros inteiros. Um exemplo de equacdo Diofantina que envolve

nameros primos de Sophie Germain € a seguinte:

@-@+q) +4q*> =n?

Nessa equacao, p e g sdo primos de Sophie Germain, e n € um nimero
inteiro desconhecido que buscamos encontrar. A equacéao relaciona a diferenca e o

produto de p e g, juntamente com um termo quadratico, a um quadrado perfeito n2.
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As solucdes dessa equacédo Diofantina sdo encontradas quando valores
inteiros adequados para p, g e n satisfazem a equacao. No entanto, a dificuldade esta
em encontrar esses valores que sejam solucdes validas.

A equacéao Diofantina mencionada acima pode ser explorada para estudar
as propriedades dos primos de Sophie Germain e suas relacdes com quadrados
perfeitos. A resolucdo completa e a obtencéo das solucdes especificas exigiriam um
estudo mais aprofundado e técnicas especificas de resolucdo de equacdes
Diofantinas.

5.3 A Teoria dos Residuos Quadraticos com os primos de Sophie Germain

A teoria dos residuos quadraticos € uma area importante em teoria dos
nameros que estuda as propriedades dos residuos quadraticos € o moédulo um nimero
inteiro. Um dos resultados interessantes desta teoria € a relacdo entre os primos de
Sophie Germain e os residuos quadraticos.

A relagdo entre os primos de Sophie Germain e os residuos quadréticos é
dada pelo Teorema de Quadrados de Euler, que afirma que se p € um nimero primo
impar, entao:

(p-1)

a 2 =41 (modp)

para todo a que € um residuo quadratico médulo p (isto €, a tem uma raiz quadrada

modulo p) e a # 0, e:

(p—1)

a 2 =4+i(modp)

para todo a que é um nao-residuo quadratico médulo p (isto €, a ndo tem uma raiz

quadrada médulo p) e a#0, onde i é a unidade imaginaria.

Exemplo 5.3 Utilizaremos os primos de Sophie Germain (11, 23)

Para determinar se 11 e 23 sdo residuos quadraticos médulo um certo
primo p, podemos aplicar o Teorema do Quadrado de Euler.

Se o valor da expressédo acima for +1, entdo a € um residuo quadratico
modulo p. Se for —1, entdo a ndo é um residuo quadratico modulo p.

Vamos considerar o caso em que p = 13
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Para a = 11 temos:
116= 12 (mod 13) = -1(mod13)

Assim, 11 ndo é um residuo quadratico médulo 13.

Para a = 23 temos:
23%= 1 (mod 13)

Assim, 23 € um residuo quadratico modulo 13.

5.4 Primos gémeos e primos de Sophie Germain

Os numeros primos gémeos e 0s numeros primos de Sophie Germain estéao
relacionados através de uma propriedade especial entre eles. Para entender essa
relagdo, € importante entender a definicdo de cada um desses conceitos.

Os numeros primos gémeos sao pares de numeros primos consecutivos
que diferem em 2. Em outras palavras, sdo numeros primos que possuem uma
diferenca de dois entre eles. Alguns exemplos de nimeros primos gémeos séo (3, 5),
(5, 7), (11, 13), (17, 19), entre outros.

Por outro lado, podemos ter pares de niameros primos da forma (p, 2p + 1),
onde p € um numero primo de Sophie Germain e 2p + 1 também é um nimero primo.
Alguns exemplos de pares de numeros primos onde o primeiro numero € primo de
Sophie Germain séo (2, 5), (3, 7), (5, 11), (11, 23), entre outros.

A relacdo entre esses dois conceitos € que um par de nimeros primos
gémeos também pode ser considerado um par de numeros primos de Sophie
Germain. Isso ocorre no seguinte par de nimeros primos gémeos (3, 5) pois 3 € um
namero primo e 2 - 3 + 1 =7 também é primo; assim como, 5 € um namero primo e 2
-5+ 1 =11 também é primo, satisfazendo o critério de Sophie Germain.

Vale ressaltar que os primos de Sophie Germain sado importantes na

criptografia de chave publica, uma vez que sado usados em algoritmos criptograficos
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como o RSA® (COUTINHO, 2014) e a assinatura de DSA® (STALLINGS, 2017;
STINSON; PATERSON, 2019). Esses algoritmos sdo baseados na dificuldade de
fatorar nimeros grandes em seus fatores primos. Os primos de Sophie Germain sédo
usados nesses algoritmos porgue eles tém propriedades matematicas que os tornam
dificeis de fatorar.

Enquanto os primos gémeos também tém implicagcbes importantes na
teoria dos numeros e na criptografia. Eles sdo usados em algoritmos criptogréaficos
como o Goldwasser-Micali'?, que é baseado na dificuldade de determinar se um
namero € primo ou composto. Os primos gémeos tém sido objeto de estudo ha

séculos, e sua distribuicdo € um problema em aberto na teoria dos nimeros.

5.5 Aplicabilidade dos primos de Sophie Germain no meio avaliativo

No contexto especifico do meio avaliativo, pode haver varias aplicacfes
dos primos de Sophie Germain. As questdes sobre os primos de Sophie Germain
podem ser incluidas em provas e avaliacbes em diferentes niveis de ensino,
dependendo do objetivo pedagdgico e do nivel de conhecimento dos estudantes.

Também podem ser Uteis em preparacao para provas de matematica, pois
elas frequentemente aparecem em exames e competicbes de nivel avancado. Ao
resolver essas questdes, o0s estudantes podem melhorar suas habilidades em
resolucdo de problemas, raciocinio l6gico e deducdo matematica.

O objetivo de compreender a matematica desde seus primérdios e fornecer
uma justificativa para o ensino é estudar sua historia, ndo apenas para expressar suas
origens, evolucao ou aplicacfes na vida cotidiana dos alunos, mas também para
expandir suas visdes de mundo e desafiar o status que, estd permitindo para maior
interacdo e intervencdo em sua realidade. Isso transcende aspectos teoricos e

praticos, evocando a matematica inerente que os humanos seguem desde as

8 O algoritmo RSA foi descrito no final da década de 70 e o acronimo RSA é composto pelas letras
iniciais dos sobrenomes dos criadores Ron Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman.

9 Um algoritmo de assinatura digital (DSA) refere-se a um padrdo para assinaturas digitais. Foi
introduzido em 1991 pelo Instituto Nacional de Padr&es e Tecnologia (NIST) como o melhor método de
criacdo de assinaturas digitais.

10 O sistema criptografico Goldwasser-Micali € um algoritmo de criptografia de chave assimétrica
desenvolvido por Shafi Goldwasser e Silvio Micali em 1982. A GM tem a distingdo de ser o primeiro
esquema probabilistico de criptografia de chave publica que é comprovadamente seguro sob
suposi¢Oes criptograficas padrao.
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cavernas. Os raciocinios elementares os transformam em individuos capazes de gerar

pensamento criativo e resolver problemas cotidianos.

A matematica ndo é uma superprodugédo onde os atores principais sao génios
— mesmo que a genialidade esteja presente nos processos de criacdo —, que
fizeram tudo individualmente, do comeco ao fim de cada teoria. Na maioria,
homens sem falhas e sem duvidas. E é com este enredo que a historia deve
contar para procurar atuar na melhoria das atitudes dos alunos — e
professores — frente a matematica. Penso que o contato com a histéria é
imprescindivel para oferecer uma visdo dinamica da disciplina, de sua
evolucdo e desenvolvimento e, desta forma, dar significacdo aos seus
conceitos. (PETERS, 2005, p. 9).

As guestdes podem ser mais simples e concentrar-se na definicdo dos
primos de Sophie Germain e em propriedades basicas dos numeros primos, quando
se atribui a devida significagdo aos seus conceitos e os utiliza em niveis mais basicos.
Por exemplo, uma questdo pode pedir aos alunos para identificar um namero que &
um primo de Sophie Germain ou pedir-lhes para explicar por que determinado nimero

nao pode ser um primo de Sophie Germain.

Exemplo 5.5.1

(Universidade Federal Fluminense — UFF 2005) Sophie Germain introduziu em seus
calculos matematicos um tipo especial de nimero primo descrito abaixo. Se p é um
namero primo e se 2p + 1 também é um nimero primo, entdo o niamero primo p é

denominado primo de Germain. Pode-se afirmar que é primo de Germain o nimero:

Sophie Germain (1776-1831)
Alternativas:

A) 7
B) 17

C) 18
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D) 19
E) 41

RESPOSTA: item E

Em niveis mais avancados, as questdes sobre os primos de Sophie
Germain podem ser usadas para avaliar a compreensdo dos alunos sobre a Teoria
dos NUumeros e suas aplicacdes em areas como criptografia e testes de primalidade.
As questbes podem envolver a identificacdo de pares de numeros primos de Sophie
Germain, a resolucéo de problemas que dependem da propriedade desses numeros,
ou a aplicacdo de algoritmos que usam nameros primos para resolver problemas

especificos.

Exemplo 5.5.2

(Universidade Estadual de Londrina — UEL 2022) Em um mundo predominantemente
masculino, mulheres foram, sistematicamente, impedidas de fazer parte do universo
da pesquisa. Sem jamais ter perdido a esperanca, ultimo dos predicados da Caixa de
Pandora, a matemética Sophie Germain (1776-1831) lutava e sofria com tais
preconceitos, chegando, até mesmo, a apresentar-se com o pseudénimo masculino

Monsier Le Blanc.
Adaptado de: FLOOD, Raymond e WILSON, Robin. Os grandes matematicos. Sao Paulo: M. Books do
Brasil, 2013. p.126

Sophie Germain é conhecida por provar, matematicamente, que se X, Yy, z, n séo

inteiros positivos e satisfazem as seguintes condi¢des simultaneamente

i) X, Yy, z sao diferentes de O;

i) mdc(x, y) = mdc(y, z) = mdc(z, x) = 1;
iif) n € um ndmero primo maior que 2;
iv) 2n + 1 € um namero primo;

V) X -y - z ndo é mdltiplo de n,

entdo x» + y» # zn. Por outro lado, se X, y, z, n ndo satisfazem simultaneamente as

condi¢cOes dadas, deve-se checar, por outro método, se x" + yn # zn ou x" + yn = zn,
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Com base no enunciado e nos conhecimentos matematicos, atribua V (verdadeiro) ou

F (falso) as afirmativas a seguir.

()11 +2311 =241

( )32+42=52

( )B7°+T715#79°

( ) {n €N tal que n € um namero primo} c {n € N tal que 2n + 1 € um nimero primo}
( ) {n € N tal que n é um namero primo} N {n € N tal que 2n + 1 é um ndmero primo}
0

Assinale a alternativa que contém, de cima para baixo, a sequéncia correta.

A) V,V,F,V,F.
B)V,F,F,FV.
C)F,V,V,F V.
D)F,V,F,V,V.

E)F,F, V,F, V.

RESPOSTA: item C

A importancia pedagdégica das questbes dos primos de Sophie Germain
reside no fato de que elas incentivam os estudantes a explorar a relacdo entre
nameros primos e a desenvolver habilidades em Teoria dos Numeros. Além disso,
elas também podem ajudar a desenvolver habilidades em Algebra e manipulacéo de
expressdes matematicas.

E importante notar que o Teorema de Sophie Germain ndo € uma
ferramenta infalivel para resolver questdes envolvendo numeros primos. Existem
nameros primos que ndao podem ser escritos na forma a2 + 2b2, e existem nameros
gue podem ser escritos dessa forma, mas ainda assim ndo sao primos. No entanto,
em muitos casos, o teorema pode ser uma ferramenta util para simplificar a resolucéo

de problemas envolvendo nimeros primos.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O critério de Sophie Germain € uma condicdo necessaria para que um
namero impar p seja primo. A condi¢do € que, se existir um namero inteiro g primo
satisfazendo a equacéo 2p + 1 = g, entdo p € primo de Sophie Germain.

O critério de Sophie Germain é importante na teoria dos humeros porque
fornece uma maneira de verificar se um nimero impar pode ser um primo de Sophie
Germain sem a necessidade de testar explicitamente se ele € primo. Isso € (til porque
testar explicitamente se um namero é primo pode ser uma tarefa muito demorada e
dificil, especialmente quando se lida com nimeros grandes. Além disso, o critério de
Germain é um exemplo da habilidade de Sophie Germain em encontrar condices
importantes para a primalidade de um ndmero.

Contudo, os primos de Sophie Germain tém aplicacdes importantes na
criptografia, uma vez que sdo usados em algoritmos criptograficos como o RSA e a
assinatura de DSA. Esses algoritmos sao baseados na dificuldade de fatorar nUmeros
grandes em seus fatores primos. Os primos de Sophie Germain sdo Uteis nesses
algoritmos porque eles tém propriedades matematicas que os tornam dificeis de
fatorar.

Através do legado de Sophie Germain e dos esforcos continuos de
matematicos e pesquisadores, esses numeros primos continuam a inspirar
descobertas e explorar os mistérios dos numeros primos, contribuindo para o avango
do conhecimento e a beleza intrinseca da matematica. Ao abracar essa rica area de
estudo, perpetuamos o impacto duradouro de Sophie Germain e continuamos a
desvendar os enigmas dos numeros primos na busca incessante pelo entendimento

mais profundo de nosso universo matematico.
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