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Resumo

Neste trabalho desenvolveu-se uma lista de atividades destinadas a alunos do ensino fun-
damental e do ensino médio, voltadas para o ensino-aprendizagem de conceitos bésicos de
geometria e para o aprofundamento em nogoes de medidas de area e volume, em periodo pés
pandémico, aplicadas em sala de aula, seguindo uma sequéncia didética, onde cada atividade
fomenta bases para a seguinte. Buscando tratar todos os tépicos partindo de uma conexao
das perspectivas abstrata e concreta, além do foco na fala por parte dos estudantes, de modo
a complementar o ensino tradicional. Assim sendo, foi utilizado materiais concretos, sejam
ja dados pelo professor, seja produzidos pelos alunos, como no caso da producao de sélidos
geométricos via impressao 3D, visando um aprendizado pautado na reflexdo e na suposicao
de hipdteses para a chegada a conclusoes, reforgcando o papel dos discentes como seres ativos
no processo de ensino e aprendizagem.

Palavras-chaves. Ensino e aprendizagem; Medidas de area e volume; pdés pandemia; Teo-
rema dos Intervalos Encaixantes; Principio de Cavalieri.



Abstract

In this work, a list of activities was developed for elementary and high school students, aimed
at teaching and learning basic concepts of geometry and for deepening notions of area and
volume measurements, in the post-pandemic period, applied in the classroom, following a
didactic sequence, where each activity provides the basis for the next one. Seeking to address
all topics from a connection of abstract and concrete perspectives, in addition to the focus
on speech by students, in order to complement traditional teaching. Therefore, concrete ma-
terials were used, whether already given by the teacher or produced by the students, as in
the case of the production of geometric solids via 3D printing, aiming at learning based on
reflection and on the assumption of hypotheses for reaching conclusions, reinforcing the role
of students as active beings in the teaching and learning process.

Keywords: Teaching and learning, Area and Volume, Post Pandemic, Nested Interval The-
orem, Cavalieri’s Principle



Lista de Figuras

2.1 Quadrado de ladoigualamn. . . . . . ... . ... .. 17
2.2 Quadrado unitario subdividido em n quadrados de lado igual a L 17
2.3 Aproximacao, por excesso, de um quadrado de lado, de medida, qualquer a. . 18
2.4 Calculo da area de um retangulo de lados de medidas a e b, respectivamente. 20
2.5 C(Cdlculo da area de um paralelogramo de base b e altura h, respectivamente. . 21
2.6 Calculo da area de um triangulo qualquer, conhecidas sua base e altura. . . . 22
2.7 Exemplo do calculo da drea de um poligono (trapézio retdngulo), a partir das
areas geradas pela decomposi¢do. . . . . .. ..o 23
2.8 Poligono qualquer inscrito em uma circunferéncia de raior. . . . . . . . . .. 24
2.9 Aumento dos lados de um poligono qualquer circunscrito em uma circunferén-
claderaior. . . . . . 25
2.10 Aproximacao do perimetro dos poligonos inscritos e circunscritos ao compri-
mento da circunferéncia . . . . .. ... 26
2.11 Relag@o de semelhanga entre dpotema (ay,,) versus raio r e lados (I,,) e (L) de
poligono inscrito e circunscrito. . . . . . ... 26
2.12 Circunferéncias I'y, I's de raios ry e 79, respectrivamente. . . . . . . . . . .. 28
2.13 Parabola y = 2?2 e segmento parabdlico, respectivamente. . . . . . . . . . .. 29

2.14 Aréa da regiao limitado pelas retas x = 0, x = b, y = 0 e grafico da funcao

Y= T o o e e e e e e 30
2.15 Aprol;(imando a area da regiao, pela somas dos retangulo inferiores e superiores

de base Az e alturas f(x;_1) e f(x;), respectivamente. . . . . . . .. ... .. 30
2.16 Aréa da regiao limitado pelas retas © = 0, x = b, y = 0 e grafico da fungao

=2t 32
2.17 Aproximando a area da regido, pela somas dos retangulo inferiores e superiores

de base Az e alturas f(x;_1) e f(x;), respectivamente. . . . . . . ... .. .. 32
3.1 Dobrando o volume do paralelepipedo retangular. . . . . . .. .. ... ... 35
3.2 Exemplos de prismas: Obliquos e retos, respectivamente. . . . . . . . . . .. 37
3.3 Piramide triangular (tetraedro), de base ABC e altura H. . . . ... .. .. 38
3.4 Piramidede mesma bases ABC e alturas H, respectivamente. . . . . . . . . . 39
3.5 Decomposicao de uma piramidede em trés tetraedros. . . . . . . . ... ... 40
3.6 O volume de uma piramide qualquer. . . . . . . .. . ... ... ... 41
3.7 Calculando o volume de um Cilindro, usando o Principio de Cavaliere. . . . . 42
3.8 Calculando o volume de um Cone de base circular de raio r e altura H, usando

o Principio de Cavaliere. . . . . . . . . . . ..o 43

3.9 Esferaderaio R. . . . . . . . 44



LISTA DE FIGURAS 6

3.10 Calculando o volume de uma esfera de raio R, usando o Principio de Cavaliere. 44

4.1 O método da fatias: Somando as areas (de cortes transversais) que constitui o

interior do sélido. . . . . . . ... 49
6.1 Alunos em atividades desenvolvendo materias tridimensionais concretos. . . . 74
6.2 Resposta da questao 1 doaluno ¥ . . . . ... ... ... ... ... ... 74
6.3 Resposta da questdao 1 doaluno C . . . . . . . ... .. ... ... ... 75
6.4 Resposta da questao 2doalunoC . . . . . .. . ... 75
6.5 Resposta da questdao 2doalunoD . . . . . . ..o 76
6.6 Resposta da questao 2doalunoE . . . . . ... ..o 76
6.7 Resposta da questdao 2 doaluno A . . . . . .. .. 76
6.8 Resposta da questdao 2 doaluno C . . . . . . . . . ... 7
6.9 Resposta da questao 3doalunoB . . . . . .. ..o 7
6.10 Resposta da questao 3 doaluno C . . . . . . .. .. .. ... 7
6.11 Resposta da questao 4 doalunoC . . . . . . . . . ... .. ... ... ... 78
6.12 Resposta da questao 2 doaluno G . . . . . . . . . ... ... L. 78
6.13 Resposta da questao 2doaluno ¥ . . . . . .. ... ... ... 79

6.14 Resposta da questao 2doalunoH . . . . . .. .. ... 79



4.1

4.2

5.1
5.2
2.3

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8
6.9

Lista de Tabelas

2
Tabela de valores aproximados da 4rea da elipse 2 + 31/ =1 ....... 52
Tabela de valores aproximados do volume do paraboldide de revolugao, gerado

pela curva (z,y) = (x,/T). . . . . 52
Variaveis Primitivas . . . . . . . . . . . .. 54
Operadores Aritméticos . . . . . . . . . . . ... 54
Operadores de Igualdade ou Relacionais . . . . . ... .. .. ... .. ... 55
Quadro Resumo — Atividade O1. . . . . . . . . . . . ... ... ... .... 63
Quadro Resumo — Atividade 02. . . . . . . . . . . ... ... L. 65
Quadro Resumo — Atividade 03. . . . . . . . . . . ... L 66
Quadro Resumo — Atividade 04. . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 68
Quadro Resumo — Atividade 05. . . . . . . . . . .. ... ... ... ..., 69
Quadro Resumo — Atividade 06. . . . . . . . . . . . ... ... ... .... 70
Quadro Resumo — Atividade 07. . . . . . . . . . .. ... ... ... 71
Quadro Resumo — Atividade 08. . . . . . . . . .. ... 72

Quadro Resumo — Atividade 09. . . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 73



Sumario

1 Introducgao 10
1.1 Justificativa da dissertacdo . . . . . . . . ... 12
1.2 Objetivos da dissertagdo . . . . . . . . . ..o 12
1.3 Organizagao da dissertacdo . . . . . . . . . . . .. ... 12

2 Resultados Basicos 14
2.1 Infimo e Supremo . . . . . ... 14
2.2 Areas. . . .. 16

2.2.1 Propriedades . . . .. ... 16
222 Areadeum quadrado. . . . . . ... ... 16
223 Areadoretangulo. . . . ... 19
2.2.4  Area do paralelogramo . . . . ... ... ... 20
225 Areadotrifngulo . . . ... ... 21
2.2.6 Area do poligono qualquer . . . . . ... ... 22
227 Areadocirculo . .. ... 23
2.3 Aréa do Segmento Parabdlico . . . . ... ... ... 29
231 Ométodo . . . . . . . 29
2.3.2 Areadapardbola . . . . ... ... 31

3 Calculo de Volumes 34

3.1 Volumes de sélidos . . . . . . . . . . 34
3.1.1 O Paralelepipedo Retangulo . . . . . .. .. ... ... ........ 34
3.1.2  Volume de Paralelepipedo . . . . . . .. .. ... ... ... ... . 35

3.2 O Principio de Cavaliere . . . . . . . . . . .. . ... ... 36
3.2.1 Prismas . . . ..o 37
3.2.2 Piramides . . . . . ... 38
3.2.3 Cilindro . . . . . . . 41
324 Cone . . . . .. 42
325 AEsfera . . . . . ... 43

4 Aproximacao de Volumes: Uma Abordagem Computacional 46
4.1 A integral de Riemman . . . . . . . . ... ..o 46

4.1.1 A integral como limite de somas . . . . . . .. ... ... ... 47

4.2 Aplicacdo I: O calculo de areas . . . . . . . .. ... oL 48
421 AdreadaElipse . . . . . . .. 48

4.3 Aplicacao II: O método das fatias . . . . . . . .. ... ... .. ... ... 49

4.3.1 O volume do Paraboldide de Revolugao . . . . . . . . ... ... ... 49



SUMARIO 9

4.4 Integracao Numérica . . . . . . . . . . .o 50
4.4.1 A regrados Trapézios . . . . . . . . ... 50

4.4.2 Regra dos trapézios repetida . . . . . . . ... 50

5 Uma Introducgao a Linguagem C 53
5.1 Imprimindo uma linha de texto . . . . . . . . . . ... ... ... ...... 53
5.2 Variaveis . . . . . ... e 54
5.3 Aritméticaem C . . . . ... 54
54 Tomada de decis@o . . . . . . . .. .. 56
5.5 Estruturas de repeticao — Lacos . . . . . . . . . ... 57
5.6 Programa em C para o calculo de volumes — Principio de Cavaliere . . . . . 57

6 O Uso de Materiais Concretos 59
6.1 Atividades Propostas . . . . . . . . . ... 60
6.1.1 Atividade 01 — Conhecendo o plano cartesiano e construindo figuras . 62

6.1.2 Atividade 02 — Posigbes entre retas e figuras geométricas. . . . . . . . 63

6.1.3 Atividade 03 — Representagao visual dos conceitos de perimetro e area. 65
6.1.4 Atividade 04 — Construindo as areas de diferentes figuras geométricas

planas a partir da area unitaria; . . . . . . . ... ... L. 67

6.1.5 Atividade 05 — A relag@o entre o comprimento da circunferéncia e seu
didmetro. . . . ... 68

6.1.6  Atividade 06 — Descobrindo o comprimento da circunferéncia pelo mé-
todo da exaustao. . . . . . . ... 69

6.1.7 Atividade 07 — Descobrindo o comprimento da circunferéncia pelo mé-
todo da exaustao. . . . . ... 70

6.1.8 Atividade 08 — Construgao dos solidos geométricos com o uso de caneta
de impressao 3D. . . . ... 71

6.1.9 Atividade 09 — Construindo os solidos geométricos com impressao 3D
a partir de suas planificagdes. . . . . . . .. ... 72
6.2 Resultados Obtidos . . . . . . . . . . .. 73

Referéncias Bibliograficas 81



10

Introducao

Em fevereiro de 2020 surgiu o primeiro caso de coronavirus no Brasil, diante disto,
se fez necessirio a substituicao das aulas presenciais pelo ensino remoto e mais de 90%
das escolas nao puderam fazer o retorno ao presencial ainda no mesmo ano, o que gerou
sérios prejuizos ao processo, ja defasado, de ensino e aprendizagem. A pesquisa Resposta
FEducacional a Pandemia de Covid-19 no Brasil, que contempla toda a educagao basica,
estima que, no ensino remoto, os estudantes aprendem, em média, apenas 17% do contetdo
de matematica esperado nas aulas presenciais.

Como explica Vitor de Angelo, presidente do Conselho Nacional de Secretarios de
Educagao (Consed), “essa realidade nao sé aumenta os déficits educacionais, mas também
agrava as desigualdades, tanto na comparagao de rede ptublica com a particular, como entre as
redes publicas de diferentes regides do Brasil, ou mesmo dentro das proprias redes publicas”.

A motivagdo dos estudantes, que também é um fator fundamental para o desem-
penho, foi afetada diretamente as condigoes de cada familia para participar de atividades
remotas — acesso a computadores, tablets e celulares, com sinal de internet — quanto aos
avancos das redes de ensino na oferta do ensino a distancia.

As agoes pés-pandemia devem ter como objetivo minimizar os danos causados a
educagao e evitar os efeitos colaterais que podem surgir nos préoximos anos. Surge assim a
necessidade de praticas de agoes voltadas para a recuperacao e aceleracao do aprendizado e
a otimizacao do curriculo.

Devido aos prejuizos produzidos na educagao publica durante esse periodo do ensino
remoto, se torna inevitavel desenvolver uma pratica que cubra as faltas percebidas nas turmas
de ensino fundamental e médio para o desenvolvimento de praticas que visem atualizar e
dinamizar a forma de ensinar e aprender, tornando os estudantes partes ativas do processo e
dando sentido pratico aos topicos abordados, despertando assim interesse e a curiosidade, e
gerando alunos com maior compreensao, nao apenas das areas de conhecimento, mas também
dos mundo que os cerca.

H& entao uma busca para que o ensino tradicional, que, em geral, coloca o estudante
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em uma posicao de receptor de informacoes e conhecimento, que partem de defini¢oes vagas
e que nao lhes agrega sentido, assim como lhes apresenta a resolucao de problemas de forma
mecanicista seja entdo revisto e que novas técnicas e caminhos sejam aplicados.

Surge entao a necessidade de um ensino e uma aprendizagem em Matematica que
se apresente de forma complementar a esse modelo tradicional, que desenvolva habilidades
diversas no educando, incentivando a criatividade, a interpretagao e a deducao a partir dos
contextos e realidades na qual ele se insere.

Como diz D’Ambrosio em (AMANCIO; SANZOVO, 2020) é preciso valorizar a aqui-
sicdo, a organizacao, a geracao e a difusdo do conhecimento vivo, integrado nos valores e nas
expectativas da sociedade. Isso sera impossivel de atingir sem ampla utilizacao de tecnologia
na educagao”, pois, segundo Molan, “em um mundo tao dinamico, de multiplas linguagens,
telas, grupos e culturas, cada um de nos precisa — junto com todas as interagoes sociais —
encontrar tempo para aprofundar, refletir, re-elaborar, produzir e fazer novas sinteses”.

Este presente trabalho se propoe a desenvolver propostas de atividades de ensino
dindmicas que fortalecam a construcdo do conhecimento matemaético a partir do raciocinio
logico aplicado a diferentes atividades que podem e devem se complementar. Estas propostas
foram aplicadas em uma turma de 9° ano, da EEEFM Joao Santos, em Capanema — PA,
durante o primeiro semestre do ano letivo de 2023.

Para dar base a producao destas atividades trazemos referenciais tedricos classicos,
como o método de Eudoxo para determinar as medidas do Circulo e o Principio de Cavalieri,
devido a sua aplicabilidade na construcao de conhecimentos em geometria volumétrica, assim
como uma analise sobre a capacidade potencializadora do uso de materiais concretos no ensino
da Geometria.

A pesquisa foi norteada pelo acompanhamento das tarefas elaboradas em sala de
aula, na leitura e analise de obras e autores com trabalhos pertinentes ao assunto, e na
interpretacao de estatisticas de aprendizagem atualizadas do Brasil, como um todo, e da
instituicao em foco.

Entretanto, é importante salientar que novos rumos e métodos foram aplicados, assim
como ideias foram descartadas e/ou adaptadas no avancar do desenvolvimento da pesquisa,
de modo a uma melhor adequacao as respostas obtidas a cada passo do processo.

Como objetos praticos e concretos foram escolhidos materiais de uso mais comum
entre matematicos, como régua e compasso, mas que por vezes, ainda nao tem sua aplicabi-
lidade em sala de aula, e ainda uma busca por novas ferramentas.

Dal surgiu a ideia do uso de impressoes 3D feitas em sala, com o auxilio de caneta
3D e do planejamento e desenvolvimento de material base para a producao externa de um

conjunto de soélidos, usando assim tanto a construcao do material como um caminho para
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aprendizagem, como seu uso em uma fase seguinte do projeto.

Tendo o professor como mediador do aprendizado, o aluno terd de desenvolver pro-
cedimentos para, usando a observacao e a logica, chegar a conclusoes. Conclusoes estas que
serao entao validadas pela comparacao entre os resultados obtidos, seguindo o que que se

estabeleceu como método para a resolucao de problemas.

1.1 Justificativa da dissertacao

Buscamos aqui, entdo, um modo de lidar com os lapsos e perdas que o periodo
do ensino remoto trouxe e superar ou, pelo menos, amenizar as dificuldades no ensino e
aprendizagem acarretados pelo fracasso do ensino em periodo pandémico, evitando aqui,
enveredarmos por uma “corrida de contetidos” que visa apenas um checagem em tépicos e
que busque apenas se certificar de que os conteudos definidos na matriz curricular da turma
foram trabalhados em sala de aula, sem um cuidado com o aprendizado em si. Mas sim
desenvolver uma revisao e apresentacao destes tépicos que seja enriquecedora e instigante,
que desperte no aluno o interesse pelo que é trabalhado em sala e o leve a desenvolver uma
postura de busca de conhecimento com aplicabilidade em toda sua vida dentro e fora do meio

académico.

1.2 Objetivos da dissertacao

Para tal foram estabelecidos os objetivos de desenvolver a compreensao das diferentes
dimensodes e suas caracteristicas através do uso de materiais concretos, apresentar a ideia de
volume a partir do estudo de areas e observacao direta das relacdes de capacidade entre
diferentes s6lidos geométricos, introduzindo o método de Eudoxo, mais especificamente O
Teorema dos Intervalos Encaizantes e o Principio de Cavalieri como caminhos e/ou resultado

das aulas desenvolvidas.

1.3 Organizacao da dissertacao

Essa dissertacao se apresenta da seguinte forma: Comegamos com a introdugdo. No
capitulo 2, apresentamos alguns resultados basicos que fundamentarao nossa metodologia,
com isso oa defini¢ao e o cdlculo de areas de algumas figuras planas estarao fundamentadas,
de modo a facilitar a compreensao dos capitulos seguintes.

No capitulo 3, destacamos o processo de desenvolvimento dos conceitos e férmulas

de volumes. Nosso principal resultado é enunciar e aplicar o Principio de Cavaliere, o que
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facilitara a compreensao de féormulas de alguns sélidos, como por exemplo: Prisma, Piramides,
Cilindros, Esfera entre outros.

No capitulo 4, abordamos uma aproximagao de volumes a partir de uma abordagem
computacional. Nossa metodologia estda baseada no cédlculo integral. Essa abordagem per-
mitird obtermos volumes de sélidos, baseado no Proncipio de Cavaliere através de métodos
computacionais.

No capitulo 5, apresentamos uma breve introducao a Linguagem de programacgao
Linguagem C. Exibimos os comando necesssarios para o entendimento do programa desen-
volvido, para auxiliar no calculo de volumes de sélidos, baseado no Principio de Cavaliere.

No capitulo 6, que justifica o uso de materiais concretos, apresentamos também as
atividades aplicadas em sala de aula. E, por fim, apresentamos as conclusoes finais deste
trabalho.



Resultados Basicos

Neste capitulo abordaremos alguns resultados bésicos necessarios ao entendimento
deste trabalho, assim traremos os conceitos de Infimo e Supremo, o Teorema dos Intervalos
Encaixantes, de grande importancia para os estudos futuros. Também traremos uma defini¢ao

de area e como encontrar as formulas de area de algumas figuras planas.

2.1 Infimo e Supremo

Definicao 1. Seja R o conjunto ordenado dos nimeros reais e A um subconjunto de R. Um

elemento x € R € um cota superior de A se x >y, para todo y € A.
Definicao 2. Um elemento x € R é uma cota inferior de A se x <y, para todo y € A.

Definicao 3. O supremo de um conjunto A C R limitado superiormente, designado por

sup A, € definido como a menor das cotas superiores de A (quando existe!).

Definicao 4. O infimo de um conjunto A C R limitado inferiormente, designado por inf A,

¢ definido como a maior das cotas inferiores de A.

Postulado de Dedekind. Todo conjunto nao-vazio de R, constituido de elementos positivos,
tem um infimo.
Decorre do Postulado de Dedekind que:

e Se um conjunto A de R tem uma cota inferior, entao A tem inf .
e Todo conjunto nao-vazio, que tem cota superior, tem supremo.

As definigoes e demonstragoes desses resultados, podem ser encontrados em (FIGUEIREDO,
1996) e (LIMA, 1995).

Definicao 5. (LIMA, 1995) Um conjunto X C R chama-se denso em R quando todo inter-

valo aberto (a,b) contém algum ponto de X.
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Teorema 1. O conjunto Q dos nimeros racionais e o conjunto R—Q dos nimeros irracionais

sao ambos densos em R.
Demonstragio. Ver (LIMA, 1995).
Teorema 2. Toda sequéncia de numeros reais monotona e limitada é convergente.

Demonstrag¢io. Ver (FIGUEIREDO, 1996).
Como consequéncia desse Teroema, obtemos um importante resultado, tal que por

ser de tal importancia enunciaremos como.

Teorema 3. (Teorema dos Intervalos Encaixzantes). Seja [ai,bi] D [ag,bo] D -+ D
[an,by] D -+ wma sequéncia de intervalos fechados, cada um contendo o sequinte. Suponha

que ligl_l (bp—ay) = 0. Entao existe um dnico nimero real ¢ comum a todos esses intervalos.
n—-+0oo

Demonstrag¢io. (LIMA, 1995)

Observacao 1. Para o que seque, é importante salientar que a exrpressao

lim (b, —a,) =0

n—+oo

significa que para cada numero real € > 0, podemos encontrar um n € N tal que
b, — a, <e.

Isto é, sempre podemos encontrar um intervalo fechado [ay,,b,], cujo o comprimento seja

menor que €.

Lema 1. Sejam a, b nimeros reais positivos, tais que a < b. Entdo a* < b?.

Dmonstragao. De fato, basta notar que a*> — 0> = (a — b)(a + b), como a e b sdo

niimeros reais positivos e a < b, segue que (a — b)(a + b) < 0. Logo, a®> — b* < 0. Portanto,
a? < b2
[ |

Lema 2. Sejam x, y mimeros reais positivos, tais que v < y. Entdo \/x < \/y.

Dmonstragao. De fato, definindo a = y/x e b = |/y temos por hipétese Ad=x<y=

b?, isto é a® < b2, Assim, b? — a® > 0. Isto é, (b — a)(b+ a) > 0. Sendo a e b positivos, segue
que b —a > 0. Portanto, a < b, ou seja /z < \/y.

|
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2.2 Areas

Segundo (NETO, 2013), “intuitivamente, area de uma regido no plano é
um numero positivo que associamos a mesma e que serve para quantificar o
espaco por ela ocupado”. A partir de tal definicdo podemos encontrar formas
de definir a area de diferentes figuras geométricas.

2.2.1 Propriedades

Abaixo, encontrampse algumas propriedades, as quais iremos admitir como axiomas,

que nos permitirao obter resultados sobre aréas de figuras plana nao tao comuns.
PA1) Poligonos congruentes possuem areas iguais;
PA2) Seja @) um quadrado de lado unitério, entdo a area de @ = 1;

PA3) Seja P um poligono que pode ser decomposto como a reuniao de n poligonos Py, Py, --- | P,
tais que dois quaisquer deles tém em comum no maximo alguns lados e area de inter-

sec¢ao vazia, entao a area de P é a soma das areas dos P, com ¢ = 1,2,--- ., n;

PA4) E ainda, como consequéncia da propriedade PA3), se o poligono P estd contido no

poligono R, entao a area de P é menor que a area de R.

2.2.2 Area de um quadrado

Consideramos um quadrado cujos lados mecam uma unidade de comprimento, de-

nominado quadrado unitario, como unidade de area, de onde podemos observar que:
o Um quadrado qualquer ), cujo lado mede uma unidade possuira area unitaria;

e Um quadrado @, cujo lado mede n, pode ser dividido em uma quantidade n x n de
quadrados unitarios a partir de cortes verticais e horizontais, como mostra a Figura
2.1.
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Figura 2.1: Quadrado de lado igual a n.

n LR ]
LN ]
eee

s £ E 2 8 2 @ 5
. . . . "L e

FONTE: Elaborado pelo autor.

Logo, segue de PA3) que a area deste quadrado é igual a quantidade dos quadrados
unitdrios encontrados, multiplicados pela 4rea de cada um, ou seja, n? x 1. Assim, a

area serd dada por n?.

« Se um quadrado @ possui 1/n de medida lateral, o quadrado unitario podera ser di-
vidido em n x n quadrados congruentes a (), a partir de cortes verticais e horizontais,
de modo que componham uma drea unitéria (ver Figura 2.2). De onde vem que, nova-

mente usando PA3), a drea de Q a drea de @) satisfaz a seguinte equagio n?x (drea de

1\2
@ = 1), ou seja, a drea de Q = () _
n

1
Figura 2.2: Quadrado unitario subdividido em n quadrados de lado igual a —.
n

LR

s

e 1 1/n

.

“en
.

see

see

FONTE: Elaborado pelo autor.

e Se o lado do quadrado @) for T, podemos entao dividi-lo em m x m quadrados de lado
n

1/n, logo, como vimos anteriormente a drea de cada um dos quadrados menores serd
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2

1 &2 2 1 m\ 2
— e a area de () sera dada por Z —) =m?x —, ouseja, (— ) . Se denominarmos
n? = n? n

— por a, teremos ainda que a area de @ serd igual a a?.

Proposicao 1. Se o quadrado Q) possui lados de medidas a, incomensuraveis com o segmento

unitdrio, a drea ainda serd dada por a’.

Demonstragio. Para provarmos tal afirmagao podemos usar o Teorema 3 (Teorema dos
Intervalos Encaixantes), mostrando que dado qualquer nimero b < a?, temos que b <
(4rea de Q) e ainda que dado um a? < ¢, temos que (drea de Q < ¢). Logo, a (drea de Q) nio
poderd ser maior ou menor que a’® e, portanto, sua drea serd exatamente igual a a®. Assim
sendo, primeiramente definimos ¢, um ntimero real positivo tal que a? < ¢, pela densidade
dos nimeros racionais (Teorema 1), podemos tomar um nimero racional r superior a a, tal
que 0 < a < r < y/c. Pelo Lema 1, temos a? < r? < c¢. Assim, o quadrado @', de lado r,

2

contém o quadrado (). Como r é racional, temos que (drea de Q') = r* e, como @ estd no

interior de @’ (ver Figura 2.3).

Figura 2.3: Aproximacao, por excesso, de um quadrado de lado, de medida, qualquer a.

Ql

FONTE: Elaborado pelo autor.

Decorre da propriedade PA4) que a (drea de ) < (drea de @)’), ou seja, (area

2

de Q) < r?. Porém, sabemos que r? < ¢, assim, por consequéncia, a (drea de Q) < c.

Sumarizando esses resultados, temos
i) a® <r*<c,
ii) (drea de Q) < (drea de Q') =r* < c.

De modo andlogo, para cada 0 < b < a2, podemos obter outro racional 7, tal que vb < 7 < a.

b < 2 < a?. Isso nos da
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i) b < 7 < a?
w) b <(area de Q') = 7* < (4rea de Q).
Segue das resultados acima que
b< i <a? (dreade Q) <r’<e.

Tomando ntmeros reais positivos 0's e s, de modo que |b — ¢| < e. Obtemos uma sequéncia

de intervalos [, r,] com lim (r, — 7)) =0 e 7 < a?, (drea de Q) < r?. Assim, ve que
n—-—+0oo

IN
<
3
|
=
[\
I

la® — (4rea de Q)| = (rp = Tp) (1 + ) = €(rn, — T + 27),
la? — (4rea de Q)| < €(2a),
—€%(2a) < a?— (drea de Q) < €*(2a)

Assim, como € > 0 é arbitrario, podemos tomé-lo de modo que €2 = , obtemos

L
(2a)

3

S|

1 1
—— < a® — (drea de Q) < — <= |a® — (drea de Q)| <
n n

para todo n € N. Segue do Teorema 3 que

area de Q = a’.

2.2.3 Area do retangulo

Considere o retangulo R, de medidas a e b, construimos o quadrado @, de lado (a+b),
que contém dois retangulos R e dois quadrados de medidas laterais a e b, respectivamente,

como mostra a Figura 2.4.
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Figura 2.4: Célculo da drea de um retdngulo de lados de medidas a e b, respectivamente.

'

7

a b
FONTE: Elaborado pelo autor.

Assim, segue do caso anterior e de (PA1), que A a1y = a®+ 2R+ b%. Por outro lado,
como visto anteriormente, a area de Q serd indicada por (a+b)? = a®+2ab+ b?. Observamos
entdo que a? e b? correspondem a area dos quadrados menores inseridos em @, o que nos leva
a area de 2R = 2ab, ou ainda,

drea de R = ab

2.2.4 Area do paralelogramo

Usaremos aqui as conclusoes acerca da area do retangulo para nos ajudar a definir a
area de um paralelogramo de forma semelhante ao que fizemos em relagao as conclusoes da
area do quadrado para se encontrar a area do retangulo.

Assim, considerando um paralelogramo ABC D, de base AB, medindo b, e altura h,
contido em um retangulo R de base b + ¢ e altura também h (ver Figura 2.5). Observamos,
entao, que, além do paralelogramo, o quadrado @, também contém dois tridngulos congru-
entes, que chamaremos aqui de 7} e T5, e que, ao unirmos 77 e T, iremos gerar um novo

retangulo, de medidas h e c.
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Figura 2.5: Célculo da drea de um paralelogramo de base b e altura h, respectivamente.

D b C c c

T‘] T1

A B

FONTE: Elaborado pelo autor.

Ja estabelecemos anteriormente que a area do retangulo sera dada pelo produto de
sua base por sua altura, assim, (drea de R) = (b+ c¢)h = bh + ch e a (4rea de T})+ (4rea de
T) = +ch + ch = ch. Por outro lado, vem da propriedade (PA3) (drea de ABCD) + (érea
de T1) + (drea de Ty) = bh + ch. O que nos dé que

drea de ABCD = bh.

Portanto, concluimos que a area do paralelogramo também sera fornecida pelo produto de

sua base pela altura correspondente.

2.2.5 Area do tridngulo

A area do tridngulo aparece entdao como consequéncia direta da descoberta da area
do paralelogramo, ja que todo tridngulo pode ser considerado a metade de um paralelogramo.
De fato, consideramos o triangulo ABC, tracando paralelas aos lados AC' e AB,que passam
pelos pontos B e C, respectivamente, srgure quer essas paralelas se encontram em um pontos
D gerando os segmentos C'D e BD, congruentes a AB e AC', pois ABDC' é um paralelogramo,
por defini¢do (ver Figura 2.6), que ja vimos anteriormente terd sua érea dada pelo produto

da base pela altura correspondente.
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Figura 2.6: Calculo da area de um tridngulo qualquer, conhecidas sua base e altura.

B D

A C

FONTE: Elaborado pelo autor.

Observamos entao que os triangulos ABC e BC'D sao congruentes, possuindo assim,
também a mesma area, logo, segue de (PA1) que a area do paralelogramo ABDC' corresponde

ao dobro da area do triangulo ABC, ou seja,
area de ABC—; area de ABDC.

Portanto, concluimos que a area do triangulo como a metade do produto da base pela altura

correspondente.

2.2.6 Area do poligono qualquer

Para obtermos a area de um poligono qualquer, basta dividi-lo de modo a encontrar as
figuras vistas anteriormente e cujas areas sabemos como calcular, assim a area sera fornecida
pela soma das areas em que o decompomos.

Vejamos o exemplo do trapézio retangulo, ou seja, um trapézio que possui dois an-
gulos internos retos, ou seja, com medidas iguais a 90°. Sendo ABDC um trapézio retangulo,
onde AB e C'D sao as bases, podemos decomp6-lo de modo a gerar um retangulo ACDFE e

o triangulo BDFE, ver Figura 2.7.
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Figura 2.7: Exemplo do cédlculo da drea de um poligono (trapézio retdngulo), a partir das dreas
geradas pela decomposicao.

C b D
N
h
ul nl
A E B
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FONTE: Elaborado pelo autor.

A area deste trapézio pode ser definida pela soma das areas do quadrado e do trian-
gulo, ou seja,

drea de ABCD = 4rea de ACDE + 4rea de BDE.

Logo, decorre dos resultados anteriormente vistos, sobre areas de quadrilateros e triangulos,

que
1
area de ABC'D = b.h + 5[(@ —b).h]

que podemos reescrever como

(a+0b).h
2

drea de ABCD =

Assim, a area do trapézio apresentado, é igual ao produto da soma das bases pela altura
sendo dividida por dois. Percebemos entao que muitas outras figuras podem ter suas areas

determinadas de modo analogo.

2.2.7 Area do circulo

Tendo visto como encontrar a area de diferentes poligonos, passaremos agora a abor-
dar um método de obtencao de uma féormula para se definir a area do circulo, assim também

como o comprimento de uma circunferéncia. Para isso precisaremos dos seguintes lemas.

Lema 3. Dada uma circunferéncia qualquer, o perimetro de qualquer poligono convexo nela

inscrito € menor que o perimetro de qualquer perimetro a ela circunscrito.

Demonstracao.



2.2 Areas 24

Figura 2.8: Poligono qualquer inscrito em uma circunferéncia de raio 7.

Py

50

FONTE: Elaborado pelo autor.

Primeiro provaremos que ao aumentar o nimero de lados de um poligono qualquer
inscrito ou circunscrito em uma circunferéncia, teremos que seus perimetros terao medidas
crescentes e decrescentes, respectivamente.

Dado uma circunferéncia qualquer I' e um poligono qualquer, de n lados, inscrito em

I', cujo perimetro seja dado por
E(pn) = A1A2 + A2A3 +--+ AnAl

Temos que, ao escolhermos o ponto B da circunferéncia, contido no arco menor A;_1A4;, e
ligd-lo a estes pontos (ver Figura 2.8), obtemos um novo poligono, de n + 1 lados, também

inscrito em I', de perimetro

l(pny1) = AvAy + AgAz + -+ A 1B+ BA; + -+ + A Ay

Segue da desigualdade triangular, que £(p,) < ¢(pn+1). Usando um raciocinio andlogo, para
poligonos P, que circunscreve a circunferéncia, obtemos ¢(P,.1) < ¢(P,) (ver Figura 2.9).

circunscrito, serda sempre valida.
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Figura 2.9: Aumento dos lados de um poligono qualquer circunscrito em uma circunferéncia de
raio r.

A

FONTE: Elaborado pelo autor.

|

Sabendo disso, veremos agora que ao aumentarmos o nimero de lados dos poligonos
inscrito e circunscrito a uma circunferéncia a diferenga entre seus perimetros tenderd a 0 (ver
a referéncia (DOLCE; POMPEO, 2013)) mantendo a relacao ¢(p,) < £(P,,), onde {(p) é o
perimetro do poligono inscrito e ¢(P) é o perimetro do poligono.

Seja a circunferéncia I, de raio r, veremos, a partir de um quadrado inscrito, de peri-
metro ¢(p4), e um quadrado circunscrito, de perimetro ¢(Py), que £(ps) < ¢(Py). Dobrando-se
o nimero de lados, temos ¢(py) < ¢(ps) e {(Ps) < ¢(Py) e ainda £(ps) < {(ps) < £(Ps) < {(Py)
(ver Figura 2.10). Assim sendo, mantendo constante a circunferéncia e aumentando o niimero
de lados, o perimetro dos poligonos regulares inscritos é crescente, enquanto o dos circuns-
critos decresce, de modo a se aproximar mas sempre mantendo o perimetro dos poligonos

inscritos sendo inferiores aos dos circunscritos.
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Figura 2.10: Aproximagao do perimetro dos poligonos inscritos e circunscritos ao comprimento da

circunferéncia

FONTE: Elaborado pelo autor.

Lema 4. Dada uma circunferéncia qualquer e fizado um segmento € > 0, arbitrdrio, podem-

se construir dois poligonos (regulares), um inscrito e outro circunscrito a circunferéncia, tais

que a diferenca entre seus perimetros seja menor que o segmento € fixado.

Demonstracao. Primeiramente, vale destacar que, por semelhanga entre triangulos,

e sendo a,, a apotema do poligono inscrito, L, e [, o lado do poligono circunscrito e inscrito,
respectivamente a circunferéncia (ver Figura 2.11)

Figura 2.11: Relagao de semelhanga entre dpotema (a,,) versus raio r e lados (,,) e (L, ) de poligono

inscrito e circunscrito.

dn
R
In

-y

Ln
FONTE: Elaborado pelo autor.

L R
obtemos — = —, implicando em

n a”l’b
UP,) R
= — 2.1
Upn)  an (1)
De onde obtemos
R - {(p, UP,) - an
(py =y = U

an
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Decorre de (2.1)

((P) — U(py) _ R —a,
P R

g E(Pn) —Lpn) = U(P)

Assim, vem que para todo n maior que 4, temos ¢(P,) < {(P;), e com isso {(P,) < 8R.

Portanto,

(P.) — ((pa) = S (R — )  ((Py) ~ Upw) = 8(R — a).

Assim, aumentando de forma indefinida o nimero de lados dos poligonos, a diferenca R —
a, tende para o segmento nulo (BARBOSA, 1995), (DOLCE; POMPEO, 2013). Portanto,

concluimos que para qualquer € > 0, existe ny € N tal que:
((P,) — l(p,) < € sempre que n > nyg.

Portanto, segue do Teorema 3, que existe um tinico segmento que é maior que o perimetro de
qualquer dos poligonos regulares inscritos e menor que o perimetro de qualquer dos poligonos
regulares circunscritos a essa circunferéncia.

Defini¢ao 6. (DOLCE; POMPEO, 2013) O segmento maior que os perimetros de todos os
poligonos convexos inscritos e menor que os perimetros de todos os poligonos circunscritos
¢ chamado de perimetro do circulo definido pela circunferéncia, e esse perimetro €, ainda,

chamado de comprimento da circunferéncia.

Lema 5. A razdo entre o perimetro do circulo e seu diagmetro € um nidmero constante repre-

sentado por .

Demonstracao. Dadas duas circunferéncias de comprimento I'y e I'y e raios rq e 7o,

respectivamente.



2.2 Areas 28

Figura 2.12: Circunferéncias I'y, I'y de raios r1 e 79, respectrivamente.

f r

FONTE: Elaborado pelo autor.

Considerando os poligonos regulares de mesmo ntmeros de lados inscritos e circuns-

critos nessas circunferéncias e sendo tais poligonos semelhantes, vem que

Up) _m (pY) _n
DN @\ (2.2)
Upn’) T2 UR) T2

Vem também

() < (Iy) < e(PM) e £(p) < 6(Iy) < £(PP)

n

Isso nos da

(p) Ty uph) ((pF)  (Ty)  4PP)
27’1 < 27"1 < 27“1 ¢ 27“2 < 27”2 < 27’2 (23)

Logo, combinando (2.2), (2.3) e o Teorema 3 (Teorema dos Intervalos Encaixantes),

concluimos que

(1) _ 4(T,)

2r 1 2r 2
Portanto, chamando essa razao de 7w, obtemos para qualquer circunferéncia I" e raio 7.

gél;):ﬂ<:>€(l“):27rr

Teorema 4. A drea da regiio limitada por um circulo € igual a metade do produto do raio

pelo comprimento do circulo

Demonstragio. (BARBOSA, 1995).

Dai segue de imediato que
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Corolario 1. A drea de um disco de raio r é wr2.

2.3 Aréa do Segmento Parabdlico

Nesta segao, aplicaremos o Teorema 3 (Teorema dos Intervalos Encaixantes),
para o calculo da area do segmento Parabdlico. O método baseia-se em aproximar o calculo
de areas, por areas contendo erros por falta e por excesso. Nosso interesse é calcular a area

do segmento parabdlico (drea sombreada), como mostra a Figura 2.13.

2

Figura 2.13: Parabola y = z* e segmento parabdlico, respectivamente.

b2

[
|
[
|
[
[
:
b

FONTE: Elaborado pelo autor.

2.3.1 O método

Para um bom entendimento do método, iremos aplica lo, para o calculo da area da
regiao limitada pelas retas © = 0, z = b, y = 0 e grafico da funcao y = 7

1. Identificando a regiao
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h
Figura 2.14: Aréa da regiao limitado pelas retas x = 0, x = b, y = 0 e grafico da funcdo y = Ea: .

h '/' h

b b

FONTE: Elaborado pelo autor.

h
Neste caso, a curva é dada pelo grafico da fungao f : [0,b] — R, com f(x) = i

2. Aproximando a area A da regiao considerada no passo 1, pela area A,, do poligono P,
(ver Figura 2.15). Para isso, dividimos o intervalo [0, b], (Particao P.) em subintervalos

I = (x;_1,2;),comi=1,--- n.

P={a=asy<x1 < - <wxj1 <z; <---<ux, =0}

Figura 2.15: Aproximando a drea da regido, pela somas dos retangulo inferiores e superiores de
base Az e alturas f(x;—1) e f(x;), respectivamente.

N A

A

L
g

FONTE: Elaborado pelo autor.

Sem perda de generalidade, vamos considerar os pontos z; igualmente espacados, isso nos da
b—a b
1) = Az = ( ) = —, x; =iAx, comi=0,1,---,n. Desta forma, obtemos
n n
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Somas Inferiores: s, (Soma das dreas dos retdngulos interiores a regiao)

S = Zaisz@i-l)Axi:Z(bwz Jaw =536 - ()
j j i=1 i=1 n
bh bhn(n—1) bh/n*>—n
e = B =)

bh 1
o= —(1-==).
5 2( n)

Somas Superiores: S, (Soma das dreas dos retdngulos superiores a regiao)

Sn = Az A i = i A i = -
24 = g flmine E(W =G
bh & bhn(n+1) bh/n*+n
= 1 2 el L e
N R e ]
bh 1
n = —(14+—).
5 2( +n)
1 1
ComosngASSnvemquewl(l—>§A§bh<1+>.lstoé,
2 n 2 n
O M (2.4)
n 2 n
bh bh )
para todo n € N. Por outro lado, a sequéncia de intervalos I,, = | ——, — |, tem a propriedade

bh bh 2bh bh bh
de lim [—<—)] = lim — = 0. Desde que 0 € { },paratodonEN, segue
n—+oo | n n n—+o0o n n n

do Teorema dos Intervalos Encaixantes, que 0 é o inico niimero real com esta propriedade.

Assim, combinando esse resultado com a desigualdade 2.4. Concluimos que
bh bh
A-—— =0« A= —
2 2
2.3.2 Area da parabola

Neste caso, a curva é dada pelo grafico da fungao f : [0,b] — R, com f(z)
Figura 2.16).

=z, (ver

1. Identificando a regiao
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Figura 2.16: Aréa da regido limitado pelas retas z = 0, z = b, y = 0 e gréafico da funcio y = 2.

N

b? ,

h 4

FONTE: Elaborado pelo autor.

2. Aproximando a area A da regiao considerada no passo 1, pela area A,, do poligono P,
(ver Figura 2.15). Para isso, dividimos o intervalo [0, b], (Particio de P.) em subinter-

valos I; = (w1, ;).

P:{a:l'0<l'1<---<xi_1<xi<...<xn:b}'

Figura 2.17: Aproximando a drea da regido, pela somas dos retangulo inferiores e superiores de
base Az e alturas f(z;—1) e f(z;), respectivamente.

_‘EH"/

FONTE: Elaborado pelo autor.

b—a b
Considerando Ax = ( ) = —, x; =iAx, com i =0,1,--- ,n. Desta forma, obtemos
n n
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Somas Inferiores: s,

Sn == Zaz:Zf QZZ 1 A:{;Z sz lel_Z(i—1)2(z)3’
=1

i=1 i=1

b & b B3 n? n
_ v _ V292 g3 12 :{_ }
A= g2 (1) = | - g,
1 1 1
N = bS[_ ]
° 3 2n+6n2
Somas Superiores: S,
S, = ZAZ:Zf VAz; = me«z_z (=),
i=1 i=1 i=1 n
b & Bnd n? n
_ _ 12 92 4 32 2:{ n- }
Zz F2Z ) = Sl St

1 1
5 - bg[ il ]_
3+2n+6n2

1 1 1 1 1 1
Como s, < A <5, vem ueb3<— )<A<b3( — ) Isto é,
= vem e O3 T, e ) S A4S 3 T 2, T
Procedendo de modo analogo, ao caso anterior, conluimos que
A=—.
Desta forma, concluimos que a area do segmento parabdlico é dada por

Asegzi_iéAsegzi



Calculo de Volumes

Neste capitulo apresentaremos uma ideia intuitiva de volume e encontraremos as
formulas dos volumes para diferentes sélidos partindo do volume do paralelepipedo retangulo

e do Teorema de Cavalieri.

3.1 Volumes de sélidos

“Intuitivamente, o volume de um sélido é a quantidade de espago por ele ocupado.
Para exprimir essa “quantidade de espago” através de um niimero, devemos compara-la com
uma unidade; e o resultado dessa comparacao serda chamado volume”. Essa unidade sera o
volume do cubo de aresta 1, também conhecido como cubo unitario, trara para cada unidade

de comprimento uma correspondente de volume.

3.1.1 O Paralelepipedo Retangulo

Paralelepipedo retangulo (ou retangular) é a designacao dada a um bloco cujas faces
sao paralelogramos de angulos retos. Um paralelepipedo retangular possui seis faces, sendo
que elas sao idénticas e paralelas entre si duas a duas.

Como o paralelepipedo retangulo é definido pelas medidas de seu comprimento (a),

sua largura (b) e sua altura (c), seu volume serd fornecido por V'(a, b, c).

Definicao 7. O volume do cubo unitdrio, que também se enquadra como um paralelepipedo

retingulo, designado por V (1, 1, 1) é definido sendo igual a 1.

Para deduzirmos a expressao do volume de um paralelepipedo retangular, usaremos

o seguinte Teorema.

Teorema 5. (Toerema Fundamental da Proporcionalidade) — Sejam x e y grandezas positi-
vas, se x ey estio relacionados por uma fungdao crescente y = f(x). As sequinte afirmagoes

sao equivalentes:
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1. f(nz) =nf(z) para todon € Z e todo x € R.
2. Pondo a = f(1), tem-se f(z) = ax para todo x € R.
3. flx+y) = f(x)+ f(y) para quaisquer x, y € R.

Demonstragio. Ver (LIMA et al., 2016a)

3.1.2 Volume de Paralelepipedo

O paralelepipedo (retangular) é um bloco formado por retangulos em suas faces. Com
isso suas dimensoes ficam bem definida podendo-se afirmar que tal figura tem comprimento

a, largura b e altura c.

Figura 3.1: Dobrando o volume do paralelepipedo retangular.

AN

AN

FONTE: Elaborado pelo autor.

A figura acima mostra 2 paralelepipedos retangulos iguais e justapostos, logo o vo-
lume total serd dobrado. Assim, temos que o volume do paralelepipedo retangulo é propor-
cional a sua dimensdes. Considere o cubo unitario, se uma de suas medidas for multiplicada

por n, seu volume também ficara. Assim,
V(l-n,1,1) =nV(1,1,1) =n.
Logo, se suas medidas forem multiplicada por nimeros nturais m, n, p vem que:
V(m,n,p) =V (Lm,1-n,1-p) =mV(1,1.n,1-p) = mnV(1,1,1.p) = mnpV(1,1,1) = mnp-1,

ou seja, V(m,n,p) = mnp

Se a,b,c € Q, escrevendo essas medidas na forma de fra¢des reduzidas ao mesmo
denominador, ou seja, a = m/q, b =n/q e ¢ = p/q e particionando cubo unitario em cubos
menores de arestas 1/¢, assim no cubo unitdrio cambem ¢* cubos de arestas 1/q e o volume

de cada cubo menor é 1/¢3. Perceba que no comprimento a cambem m cubos, pois a = m(-),
q
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pelo mesmo raciocinio na largura b cabem n “cubinhos” e na altura ¢ cabem p “cubinhos”,

portanto,
1 m,,n,,p
V(a,b,c) = mnp(—=) =(—)(—)(=),
(a,b,c) (q) (q)(q)(q)
V(a,b,c) = abc
Por outro lado, temos
Via,be) = V(=2 0 = 0Py 1,1) = abe.
qa q g qq9q

Também neste caso , o produto das dimensoes de um paralelepipedo resultara em seu volume.
E por fim, para mostrar que V' (a, b, ¢) = abc, onde a, b, ¢ € R, é valido para todo niimero real
recorre-se ao Teorema 5 ( Teorema Fundamental da Proporcionalidade), pois o volume de
um paralelepipedo é proporcional ao seu comprimento, sua largura e também a sua altura,
ou seja, se dobrarmos o comprimento o volume dobro e o mesmo acontece para a largura e

para a altura. Assim,

V(a,b,c) = V(A-1,1-b,1-¢)=aV(1,1-b,1-¢)=abV(1,1,1-¢),
V(a,b,c) = abcV(1,1,1).

Como, por defini¢ao V(1,1,1) = 1, vem que V(a, b, c) = abe.

3.2 O Principio de Cavaliere

Este é um principio, que apesar de ja conhecido por gregos e ter sido usado por outros
matematicos, como Eudoxo, Demdcrito e Arquimedes, acabou recebendo o nome de Cavalieri,
um sacerdote matematico italiano, discipulo de Galileu, devido as suas obras lancadas sobre
formas de determinar areas e volumes de figuras geométricas rapidamente.

O Principio de Cavaliere para volumes, afirma que

“Se dois sélidos sao tais que, relativamente a um mesmo eixo Oz, suas
secOes transversais correspondentes & mesma abscissa x tém &areas iguais
A(x), entao eles tém volumes iguais.” (AVILA, 2004)

A partir desta afirmacao, e usando o volume do paralelepipedo retangulo como refe-

réncia, podemos determinar os volumes de alguns sélidos simples.
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3.2.1 Prismas

“O prisma de bases Ay, Ag, -+, A, e A}, A, -+ | Al é a porgao limitada
do espago, delimitada pelos poligonos Ay, A, -+, A, e A}, AL, --- Al e
pelos paralelogramos A;A; 1 Aj 1 A;. para todo 1 <i < n.” (NETO, 2013)

“Os prismas sdo classificados de acordo com a forma de suas bases. Por
exemplo, se temos pentiagonos nas bases, teremos um prisma pentagonal.
O prisma pode ser classificado em reto quando suas arestas laterais sao
perpendiculares aos planos das bases, e obliquo quando nao sao.”

Para calcular seu volume, considere um prisma de altura h, cuja area seja um poligono

de area A, contido em um plano horizontal. Considere agora um paralelepipedo retangulo

cuja altura também seja h e que tenha como base a area A. Suponha agora que os dois

solidos sejam cortados por outro plano horizontal, produzindo as areas A; e Ay, de modo que

A1 == AQ.

Figura 3.2: Exemplos de prismas: Obliquos e retos, respectivamente.

NV

WA RN
Y

FONTE: Elaborado pelo autor.

Assim sendo, segue do Principio de Cavalieri, que ambos os solidos possuem o mesmo

volume, e logo, sendo o volume de um deles conhecido, o volume do segundo se torna também

conhecido. Logo, pelo principio de Cavalieri, temos que o volume do prisma sera fornecido

pelo produto da area de sua base por sua altura.

‘/p = Abase X h.
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3.2.2 Piramides

“Dados um poligono convexo AjAs--- A, e um ponto V nido pertencente
ao plano A1A,,--- A, definimos a pirAmide VA1 Ay --- A, de vértice V
e base A1Ay- - A,, como a por¢ao limitada do espago, delimitada por
Ay, Ag, -+ [ Ay e pelos tridngulos VA;A;41 para 1 < i < n, com a con-
vengao de que An+ 1= A;.” (NETO, 2013)

Em outros termos, a pirdmide é um sélido geométrico de base poligonal que
possui todos os vértices num plano (plano da base). Sua altura corresponde
a distdncia entre o vértice da piramide e sua base” (PIRAMIDE. .., ).

Para encontrarmos o volume da piramide qualquer, a partir do uso do Principio de
Cavalieri, precisaremos, primeiramente do conhecimento de alguns argumentos e teoremas
que veremos a seguir. Considere uma pirdmide VABC' de vértice V', base ABC' e altura H,
sendo seccionada por um plano, gerando uma secao DEF que possui uma distancia h do

vértice.
Figura 3.3: Piramide triangular (tetraedro), de base ABC' e altura H.

Vs

B
FONTE: Elaborado pelo autor.

A partir disto, podemos deduzir que:

h
i) A segdo e a base da pirdmide sdo figuras semelhantes e a razdo de semelhanga é IR

i1) A razdo entre dreas de figuras semelhantes é o quadrado da razao de semelhanca.

A demonstracao desses resultados pode ser encontrada em (LIMA et al., 2016b), mais preci-

samente na se¢do (Teorema de Tales para Planos Paralelos).

Teorema 6. Duas piramides de mesma base e mesma altura tém o mesmo volume.



3.2 O Principio de Cavaliere 39

Demonstracdo. Se tivermos duas piramides de mesma base ABC, com vértices V}
e V5 e com mesma altura, um plano paralelo ao plano ABC e distando h do vértice das
piramides, produz as segoes S; e S, em cada piramide, respectivamente, como mostra a
Figura 3.4

Figura 3.4: PirAmidede mesma bases ABC' e alturas H, respectivamente.

-~

S1 Sz

B

FONTE: Elaborado pelo autor.

Seja A a area da base ABC' e sejam A; e As as areas das se¢des Sy e Sy. Segue dos
itens i) e ii) acima, temos que:
A bW A

A  H?2 A’
de onde concluimos que as areas das segOes sao iguais e, pelo Principio de Cavalieri, segue

que os volumes sao iguais.
|

Teorema 7. O volume de uma piramide triangular € igual a um terco do produto da drea da

base pela altura.

Demonstracio. Consideremos um prisma triangular cujas bases sao os tridngulos
ABC e DFE. Sendo [ABC| a area de ABC' e a altura do prisma seja h. Como ja sabemos seu
volume serd o produto de sua base pela altura. Vamos dividir esse prisma em trés tetraedros,

sendo
o Tetraedro 1: de base DF'E e vértice A.
e Tetraedro 2: de base ACB e vértice E.

e Tetraedro 3: de base EBF e vértice A.
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Figura 3.5: Decomposi¢do de uma piramidede em trés tetraedros.

D F D F

FONTE: Livro A Matemadtica do Ensino Médio, Vol. 2, (LIMA et al., 2016b).

Sendo Vi, V5 e V3 os volumes dos trés tetraedros, respectivamente e V' seja o volume
do prisma, pelo teorema visto anteriormente, temos que que o volume de uma piramide nao
muda se, mantendo a base fixa, movemos o vértice em um plano paralelo a essa base. Podemos
concluir entao (ver (LIMA et al., 2016b)) que

Vi=V,=Vs.

Temos entao que a soma dos volumes dos trés tetraedros é igual ao volume do prisma, logo
temos, por consequéncia que cada um deles, ja que possuem o mesmo volume, tem volume
igual a um terco do volume do prisma. Assim, concluimos que, o volume da pirdmide de base

triangular é igual a um tergo da area da base pela altura.
|

Teorema 8. O volume de qualquer piramide € igual a um terco do produto da drea da base

pela altura.

Demonstracao. Para comprovar tal teorema, precisamos primeiro observar que qual-

quer piramide pode ser dividida em piramides de base triangular.
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Figura 3.6: O volume de uma pirdmide qualquer.

FONTE: Elaborado pelo autor.

Sendo assim, uma pirdmide qualquer, de altura H e que sua base de area A, tem sua
base dividida em tridngulos de areas A;, Ay, -+, A,,. Como o volume da piramide é a soma

do volume das n pirdmides triangulares, seu volume sera dado por:
V = 1AH—I—lAH—i— +1AH
— 3 1 3 2 3 nidl,
1
_ 3(A1+A2+~--+An>H,

1
V = -AH.
3

3.2.3 C(Cilindro

“Dados, no espago, um real positivo R e uma reta r, o cilindro (de revo-
lugao) de eixo e e raio R, é o conjunto dos pontos P do espago, os quais
estao a distancia R da reta e.” (NETO, 2013).

Como em um cilindro suas se¢oes possuem a mesma area que sua base, podemos,
também utilizando o Principio de Cavalieri, concluir que seu volume é a area de sua base
pela sua altura. Para tal basta supormos um prisma qualquer de altura H e base de area A e

o cilindro que possua mesmas medidas, ou seja, altura H e area da base A (ver Figura 3.7).
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Figura 3.7: Calculando o volume de um Cilindro, usando o Principio de Cavaliere.

A ~_

FONTE: Elaborado pelo autor.

Se um plano horizontal secciona os dois sélidos teremos que a area das regioes en-

contrada serao A; e Ay, onde

A R A,

A H2 A

Dai, obtemos Al = A2 = A, logo o volume do cilindro sera igual ao volume do prisma. Assim

3.2.4 Cone

Volume do Cilindro = A x H.

“Dados, um dngulo #, uma reta e e um ponto V' € e, o cone (de revolugao)
de eixo e e vértice V e abertura 20 é o conjunto dos pontos A do espaco,
tais que a reta AV forma um angulo theta com a reta e” (NETO, 2013).

“Cone é um sélido geométrico que faz parte dos estudos da geometria es-
pacial. Ele possui uma base circular, formada por segmentos de reta que
tém uma extremidade num vértice em comum. Além disso, o cone possui
a altura, caracterizada pela distdncia do vértice do cone ao plano da base.
Possui também a denominada geratriz, ou seja, a lateral formada por qual-
quer segmento que tenha uma extremidade no vértice e a outra na base
do cone. Os cones, dependendo da posicdo do eixo em relagdo a base, sdo
classificados em: Cone Reto e Cone Obliquo”(CONE, ).
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Figura 3.8: Calculando o volume de um Cone de base circular de raio r e altura H, usando o
Principio de Cavaliere.

FONTE: Elaborado pelo autor.

Para o volume do cone utilizaremos o mesmo raciocinio aplicado anteriormente, ja
que assim como o cilindro é um caso particular do prisma, o cone é um caso particular de
piramide.

Sendo um cone de altura H e base de area A, contida em um plano horizontal e
tendo uma piramide com mesmas altura e area de base que este cone, se um outro plano,
a uma distdncia h do vértice desses sélidos os secciona gerando as figuras de area A; e Ag,
teremos como consequéncia que A; = A, e, pelo Principio de Cavalieri, podemos concluir

que ambos os sélidos tém mesmo volume e, portanto,

Volume do Cilindro = ;A x H.

3.2.5 A Esfera

A esfera é um sélido geométrico de revolucao obtido através da rotacao de um se-
micirculo em torno do seu eixo. E composta por todos os pontos que estdao a uma distancia

menor ou igual que o raio em relagao ao seu centro.
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Figura 3.9: Esfera de raio R.

FONTE: Elaborado pelo autor.

Como nos casos anteriores, usaremos o Principio de Cavalieri para obter o volume da
esfera. Para tal, primeiro observaremos que ao seccionar uma esfera de raio R, como mostra
a figura, encontraremos o segmento esférico de area Sy e de raio r, de onde podemos definir,

pelo Teorema de Pitdgoras, que R? = a® + 72, ou seja, 7> = R? — a®. Por consequéncia
S) =mr? & S =n(R* - d?).

Vamos agora considerar um cilindro, cuja base possui raio R e sua altura é dada por 2R,
onde ha dois cones vazios inscritos em seu interior, os vértices desses cones coincidem e suas

bases sao correspondentes a cada base do cilindro, como mostra a imagem.

Figura 3.10: Calculando o volume de uma esfera de raio R, usando o Principio de Cavaliere.

2R 2R

FONTE: Elaborado pelo autor.

Ao seccionarmos este cilindro a uma distancia a do vértice dos cones obteremos uma

coroa circular de area Ss, que sera dada pela diferenca entre os circulos de raio R e a, logo
Sy = 7R? = 1a® & Sy, = 7(R* — a?).

Logo, sendo S} = m(R? — a?) e Sy = m(R? — a*), podemos concluir que S; = S,. Sendo tal
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resultado verdadeiro para todos os valores de a, temos entao que os volumes dos dois solidos
sao iguais, de modo que volume da esfera = volume do cilindro - 2x volume do cone. Isto é
Volume da esfera= 7 R%(2R) — 2(§)R2R. O que nos da

4
Volume da esfera = §7TR3.
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Aproximacao de Volumes: Uma

Abordagem Computacional

Neste capitulo apresentaremos a integral como soma de limites e sua aplicacao para

se encontrar a area de figuras planas e o volume de solidos.

4.1 A integral de Riemman

Seja f : [a,b] — R uma funcao definida em um intervalo fechado [a, b], limitada, isto
é, existem ntmero reais m e M tais que m < f(x) < M, para todo x € [a, b]. Uma particao

P do intervao [a,b] é um conjunto finito de pontos de [a, b]:
P{rg=a<m < - <xjo1 <xj <Tjyq <--- <z, =Db}

Dadas uma funcao f e uma particao P, definimos as somas de Darboux-Riemman,
ou simplesmente, somas de Riemman ( a soma inferior s(f,P) e a soma superior S(f,P)

pelas expressoes:

n

s(f,P) = ;mj(l‘j—%‘—l) (4.1)
S(f,P) = zi:Mj(xj—l“j—l) (4.2)

1

<

onde m; = inf{f(z) : zj41 <z <ux;} e M; =sup{f(z): ;41 <z <uz;}.

Definicao 8. (LIMA, 1995) Seja f : [a,b] — R uma funcgao real e limitada em [a,b]. A inte-
b
gral inferior, que se designa por/ f =sup{s(f,P): P) € P} onde P representa o conjunto

—b
de todas as parti¢oes de [a,b]. A integral superior que se designa por/ f=mf{S(f,P) :

P) € P}, € o supremo das somas inferiores.
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Definicao 9. (LIMA, 1995) Uma fungao imitada f : [a,b] — R, € integravel se

b —b
[7=1s
O valor comum das integrais inferiores e superiores é chamado de integral de f, que se designa
b b
por / f. Usa-se também a notagao / f(z)dz.

Teorema 9. Toda fungao f : [a,b] — R continua € integrdvel.

Demonstragao. ver (LIMA, 1995) e (FIGUEIREDO, 1996).

4.1.1 A integral como limite de somas

Seja P = {xg =a < x; < --- <z, = b} uma parti¢gdo do intervalo [a, b]. Chamare-

mos norma de P ao ntmero ||P|| = max{z; —x;_1: com j=1,2,--- n}.

Definicao 10. Dada uma particio P = {xg = a < 1 < --- < z, = b}. Pontilhar P é

escolher, em cada intervalo [xj_1,x;] um ponto &;.

Defini¢ao 11. Sejam f : [a,b] — R uma func¢io limitada e P* uma partigio pontilhada.

Formemos a sequinte soma de Riemman

n

S LPH =D (&) (w; — o)

j=1

Observagao 2. A soma inferior s(f,P) e a soma superior S(f,P) sio somas de Riemman

es(f,P) <2(f,P*) < S(f,P)

Dada f : [a,b] — R, limitada, diremos que o nimero real I é o limite de Y(f, P*)

quando a norma ||P|| tende para zero e escrevemos

= lim > (f,P*).

IPl—0

Teorema 10. Seja f : [a,b] — R, limitada. Eziste o limite I = ll?ljiHmOZ(f, P*), se somente
—>

b
se, [ for integravel. No caso afirmativo, tem-se I :/ f(z)dz.

Demonstragao. ver (LIMA, 1995)
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4.2 Aplicacao I: O calculo de areas

Defini¢ao 12. (AVILA, 2004) Seja f : [a,b] — R um fungdo real, continua e ndio negativa.
A drea da regido compreendida entre o eivo das abscissas, as reta x = a ex = b e a
(x,y) = (z, f(z)) € definida com

A= /abf(:v)dac

4.2.1 A area da Elipse

Exemplo 1. Calcule a drea da elipse centrada na origem, tendo sua equagdo dada por

Solucao. Como a elipse §imétrica em relacdo aos eixos maiores e menores, podemos calcular

sua area calculando inicialmente sua area no primeiro quadrante, que neste caso sua curva ¢é
2
‘ ~ x ‘
dada pelo grafico da funcdo f : [0,a] — R dada por f(z) = /1 — —. Desta forma a area da
a

elipse ¢ dada por

a 2
A=a [\ 1= a
0 a

Facamos as mudancas de variaveis x = acosf e y = bsenf. Isso nos da dxr = —asen6 df.

Portanto,

a 2 0 2 2
A =aflni-Sda-n |- 0 sen do),
0 a /2 a
0 /2
= 4b[// sen f(—asen 6) d@] = 4ab</ sen 20 d@),
/2 0

/2
= 4ab/ (1 — cos? ) db,
0

w/2 1 /2
= 4ab{«9 —</ 1+00529> d@],
0 2 0
T 1 w/2 1 /2
= 4ab{2—2<90 +§Sen260 )dG},
T
A = 4dabl = ——).
¢ (2 4)

Dai vem que, A = wab.
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4.3 Aplicacao II: O método das fatias

O método das fatias se baseia nas idéias do Procipio de cavaliere, pois de acordo esse
método, busca-se calcular o volume de um sélido, somando as areas, geradas pelas sec¢oes

transversais, que compoem o solido, ver Figura 4.1.

Figura 4.1: O método da fatias: Somando as dreas (de cortes transversais) que constitui o interior
do s6lido.

FONTE: Elaborado por OZIVAL RODRIGUES DOS REIS.

No caso, do solido ser gerado pela rotacao do grafico de uma curva, podemos calcular

o volume do sélido como segue.

Defini¢ao 13. (AVILA, 2004) Seja f : [a,b] — R um fungdo real, continua e ndio negativa.
O volume do solido de revolucao gerado pela rotagdo do grafico da fungdo f, entorno do eixo

das abcissas € definido como

V;"evol = ﬂ-/ab[f(x)]Qd'I

4.3.1 O volume do Paraboléide de Revolugao

Exemplo 2. Cdlcule o volume do paraboloide de revolucao de altura h.

Solugcio O paragboloide de revolucao de altura h é o sélido gerado pelo grafico da funcao
f:10,h] = R dada por f(z) = v/z. Desta forma, o volume desse sélido ¢ dado por

Vzﬂarab = W/Oh (\/5>2 dx
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Portanto,
Vo = 7 [ (V3) d=n ["e e =[Z]]
V}aamb = 7Th;-

Dai vem que, Vijgrap = 7T2h2

4.4 Integracao Numérica

Nesta secao apresentamos um algoritmo computacional, o qual pode ser usado para

calcular a integral de uma funcao (integrdvel).

4.4.1 A regra dos Trapézios

A regra dos trapézios é um método de integracao numérica, baseado na aproximacgao
da integral definida de um fung¢édo f, aproximando-a por um polindémio interpolante de grau

1 (Polinémio de Lagrange). Isto é,

[ 1@y dem 220 0 + ) (4.3

4.4.2 Regra dos trapézios repetida

Em alguns casos, por exemplo, quando o intervalo de integracao ¢ de grande mag-
nitude, é provavel que o erro cometido seja grande. Assim, um estratégia muito usada é
particionar o intervalo [a, b] em subintervalos e aplicar a regra do trapézio 4.3, em cada um

desses subintervalos. Isto é,
b h n—1
[ 1@ dom S| r@+ 23 s+ 1) (4.4

h—

sendo h = i Para mais detalhes desse método de integragao e outros ver (RUGGIERO;
n

LOPES, 1996).

Baseado no método 4.4, desenvolvemos um pseudo c6digo abaixo, com o objetivo de
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deixar livre o leitor para usar a linguagem a qual se sinta mais confortavel.

[ Entrada : a,b, f(x),n, h, soma e I.
Parai=1.--- ,n—1,faca

soma = soma + f(a + ih)

I= ;L(f(a) +250ma+f(b))

| Saida: O valor aproximada da integral definida de f(z) em [a,b] é: I.

Observagao 3. Observe que esse método nao necessita da expressao analitica, para a fungdo
f. Na verdade, precisamos apenas dos valores da fungdo nos pontos x;, isto €, necessitamos

apenas da tabela.

T ‘a:xo T To Tp1 Tn,=2>
f@) [ fla) F) fa) o flana)  f0)

Usaremos esse algoritimo para resolver os seguintes problemas.

Observagao 4. Esses resultados numéricos foram obtidos, usando a linguagem de progra-

macdo Linguagem C.

Exemplo 3. Calcular o valor aproximado da drea da elipse dada pela sequinte equacao

A qual tem por valor exato: A = g

1
Neste caso, temos: a =0, b =1, f(z) = 5\/1 — x2,
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2

Tabela 4.1: Tabela de valores aproximados da area da elipse 2% + ?i 5 = 1.

(3)

n h A, = 41 (area aproximada) | erro: |A — A,|
2 0.500000 1.366035 0.204771
4 0.250000 1.497854 0.072942
8 0.125000 1.544910 0.025887
16 | 0.062500 1.561626 0.009170
32 | 0.031250 1.567551 0.003245
64 | 0.015625 1.569649 0.001148
128 | 0.007813 1.570390 0.000406
256 | 0.003906 1.570654 0.000143
512 | 0.001953 1.570746 0.000050
1024 | 0.000977 1.570778 0.000019

FONTE: Elaborado pelo autor.

Exemplo 4. Calcular o valor aproximado do volume do parabdide de revolugdo de altura 1,

T
tendo como curva geratriz y = \/x, o qual tem por valor erato: A = —

Neste caso, temos: a =0, b= 1, f(x) = (/1)? = x.

2

Tabela 4.2: Tabela de valores aproximados do volume do paraboléide de revolugdo, gerado pela

curva (z,y) = (x,/x).

h V,, = wI (volume aproximado)

erro: [V —V,|

1.00000

1.570796

0.000000

FONTE: Elaborado pelo autor.

Observacao 5. Neste caso, o valor deu exato, devido ao fato de que a regra dos trapézios

calcula a integral exata de uma funcao afim y = ax + b, qualquer.



Uma Introducao a Linguagem C

Neste capitulo, faremos uma breve introducao a Linguagem C que pode visto com
mais detalhes em (DEITEL; DEITEL, 2011) e (CELES; CERQUEIRA; RANGEL, 2004). O
C é uma linguagem de programacao de computadores com a qual podemos criar um conjunto
de instrucgoes para que o computador possa executar. Foi desenvolvida por Dennis Ritchie
em 1972 com o objetivo de facilitar a criagdo de programas extensos com menos erros.

Em C, todo programa deve ter uma fungao main (principal). Esta é uma fungao
especial, sendo como roteiro principal do programa e sua execug¢ao sempre comega por ela.

Todas as outras func¢oes sao chamadas, direta ou indiretamente, a partir da main.

5.1 Imprimindo uma linha de texto

Apresentaremos agora um simples programa em que o computador imprime uma

linha de texto.
110D DT DTl hhhthtetetelololololotelelelehhhhtoteteteleholololos sl htetototehshslolo oo oot th sttt tetslololo oo oottt hhhhh’hh
L1 LR DT thhhhlhhhthhhhhh ESTE PROGRAMA EXIBE UMA LINHA DE TEXTO  %hhhhhhhhhhhtttthhh Tttt thhh’hhhnh
L1l hhttohhtotlot sttt tolotstotootststolottetolottstotohothtetehsthtetolotthtolotetststohtstoto ottt hotthtototstotoothtstehsth sttt tototthtsto st tohts
//Meu Primeiro Programa: Hello World
//Data: dd/mm/aaaa
//Hora: hh/mm
#include<stdio.h>

int main(void){
printf ("Hello World !!!");//Funcao que exibe um mensagem de texto

printf{"\n\n"};

return 0;

e A linha 7 é uma diretiva de pré-processador C. Ele diz ao processador que inclua no

programa o cabecalho-padrao de entrada e saida;

o A linha 9 faz parte do programa em C. Essa é a fun¢ao main, onde todos os programas

comegaln a execut ar;

e A linha 10, instrui o computador a realizar uma acao, a saber, imprimir na tela uma

string de caracteres marcada pelas aspas.
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5.2 Variaveis

A linguagem C usa o conceito de variaveis que é um local na meméria que armazenam
dados que podem ser modificados, um certo valor (um nimero, por exemplo) e que tém um

nome. Em C, h& quatro tipos primitivos de dados:

Tabela 5.1: Varidveis Primitivas

Tipo Utilidade
int Armazena um ntmero inteiro
float Armazena um numero de ponto flutuante
double Como float, mas fornece maior precisao
char Guarda um tnico caractere ou uma sequéncias de caracteres (strings)

5.3 Aritmética em C

Em C, estes operadores funcionam de maneira usual, isto é, para realizar alguma
operacao basta colocar o operador entre dois niimeros, que podem ser constantes numéricas

ou variaveis. A tabela 5.2 mostra alguns operadores que sao utilizados em C.

Tabela 5.2: Operadores Aritméticos

Operacao em C Operador Aritmético Exemplo em C
Adicao + a+b
Subtragao - a-b
Multiplicacao * ax*xbhb
Divisao / a/b

Resto da divisao entre dois inteiros % a%b
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Tabela 5.3: Operadores de Igualdade ou Relacionais

Operadores Operadores de Igualdade Exemplo Significado
na algebra ou Relacional em C

Operadores de igualdade

= == a== a ¢éigual a b

L = al=b aénaoéigualab
Operadores Relacionais

> > a>b a ¢ maior que b

< < a<b a ¢ menor que b

> >= a>=b  a é maior ou igual a b

< <= a<=b  a é menor ou igual a b

O proximo programa utiliza a funcdo scanf da biblioteca-padrao. Como ela o pro-

grama calcula a soma de dois inteiros que o usuario pode digitar pelo teclado, e imprime o

resultado na tela usando a instrucao printf.

L1 LIRKDDDD DTGl hhD DDttt lhteh’ete ot hhhthh®shh sttt ettt hhhtsht’htshhh®shhh’hth’h®hhhh®hhsh’hhhhhhhhh
//%%%%%%% ESTE PROGRAMA SOMA DOIS NUMEROS INTEIROS E IMPRIME A TELA SEU RESULTADO %%%%%%%ALLLANGNS%
LT DDTTTDhHToThtsTo ettt Toehtlot st to o’ tolshothtehotatsholo ot Tots sttt hotehthotshtten st ts o htshth sttt tshh st hh s
#include<stdio.h>

int main(){
int Inteirol;
int Inteiro2;

int soma;

printf ("Digite o primeiro inteiro: ");
scanf ("%d", &Inteirol);
printf ("Digite o segundo inteiro: ");

scanf ("%d", &Inteiro2);
soma=Inteirol+Inteiro2;

printf ("A soma dos dois inteiros eh: %d", soma);

return 0;

A instrucao scanf é usada para obter um valor do usuério. A funcao scanf 1é o dado

de entrada-padrao, que normalmente é o teclado;

Essa funcao tem dois argumentos. o primeiro ¢ a string de controle de formato. Indica

que tipo de dado deve ser digitado pelo usuario.

O segundo argumento é o operador unario de endereco em C, seguido pelo nome da

variavel.
Podemos escrever o programa anterior, da seguinte forma

110Dl et tetehelototololo oot tetetetstelolololololota ottt tototototoloTololo oottt tetetetototoTotololo oo oottt ettt lo To To To fo
t/ ESTE PROGRAD} SOMA DOIS NUMEROS INTEIROS 7%
110D hhhhthtetetolololslsheleleehhhthtettetehelehoholotshhhlhhhthtetotehslsheooott ot ththtetehtetslshstlstotet et ®hththththhhhhhhh
#include<stdio.h>
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int main(){

int Inteirol, Inteiro2;
printf ("Digite o primeiro inteiro: ");
scanf ("%d", &Inteirol);

printf ("Digite o segundo inteiro: ");
scanf ("%d", &Inteiro2);

printf ("A soma de %d e %d eh: %d", Inteirol,Inteiro2,Inteirol+Inteiro2);

return 0;

5.4 Tomada de decisao

E muito comum que em muitos programas, haja a necessidade de tomar deciséo
durante a execusao do mesmo, por exemplo, tomar a decisao se a nota de uma pessoa seria
maior ou igual a 5, e se fosse, imprimir a mensagem "Parabéns! vocé foi aprovado”. Para
isso, a linguagem C provém da estrutura if, o qual permite que um programa tome decisoes

com base na veracidade ou falsidade de uma condic¢ao. Sua forma geral é:

if (expressao booleana){

bloco de comandos

}

Se a condigao(expressao booleana) é satisfeita(ou seja, se ela é for true-verdadeira)
a instrucdo no corpo da estrutura if é executada. Se a condigao nao for satisfeita(ou seja,
se ela é for false—falsa) a instru¢do no corpo da estrutura if nao é executada. Independente
da instrucao for executada ou nao, a execusao prossegue com a proxima instrugao apés a
estrutura if.

O programa abaixo, exibe a real¢do entre dois ntimeros inteiros dados.

#include<stdio.h>

int main( void ){
int numi;

int num?2;

printf ("Entre com dois inteiros e eu he direil\n");
printf ("as realcoes que eles satisfazem: ");
scanf ("%d%d", &numl, &num2);
if (numi==num2) {

printf ("%d eh igual a %d\n", numl,num2);
}/*Fim do ifx*/
if (numi!=num2) {

printf ("%d eh nao eh igual a %d\n", numl,num2);
}/*Fim do ifx/
if (numl < num2){

printf ("%d eh menor que %d\n", numi,num2);
}/* Fim do ifx*/
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if (numl > num2){

printf ("%d eh maior que %d\n", numil,num2);
}/#Fim do if */
if (numl <= num2){

printf ("%d eh menor ou igual a %d\n", numil,num2);
}/*Fim do if x/
if (numl >= num2){

printf ("%d eh maior ou igual a %d\n", numil,num2);
}/*Fim do if =/

return 0;/* indica que o programa foi concluido com sucesso*/

}//FIM DA MAIN

5.5 Estruturas de repeticao — Lacos

A linguagem C oferece diversas construgoes possiveis para a realizagoes de lagos
(CELES; CERQUEIRA; RANGEL, 2004), (DEITEL; DEITEL, 2011). Nesse trabalho iremos

apresentar somente o comando for. Sua forma geral é:

for(inicializagdo; expressao booleana; expressao de incremento){

bloco de comandos

}

o A estrutura de lago for é uma das mais usadas na linguagem C.

o As trés condicoes que a estrutura tem deve ser, cautelosamente, analisadas antes do

programa ser inicializados.

O programa abaixo, calcula a soma dos n primeiros niimeros naturais.

#include<stdio.h>

int main( void ){
int 1i;
int n;
int Soma=0;
printf("Digite um numero inteiro positivo: ");
scanf ("%d", &n);
for(i=1; i<=n; i=i+1){
Soma=Soma+i;
}
printf (" A soma dos %d primeiros numeros naturais eh: %d", n, Soma);
return 0;
}//FIM DA MAIN

5.6 Programa em C para o calculo de volumes — Prin-

cipio de Cavaliere

De acordo com o que foi exposto no capitulo anterior, podemos calcular o volume

do solido de revolucao, gerado pelo grafico de uma fun¢do conhecendo a expressao da func
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cao ou, de modo mais pratico, conhecendo apenas alguns valores dessa funcao, pois isso é
suficiente para calcularmos a integral aproximada.

Abaixo encontra-se o programa, desenvolvidos em Linguagem C, que calcula essa
integral aproximada, usando a regra dos trapézios repetida, com o objetivo de obter os valores
do volume de um sélido somando as areas das secoes transversais, paralelas ao eixo da

ordenadas e de abcissas © = ;.

#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#include<math.h>

float funcao(float a, float h);
int main(void){
float a, b;
float h, soma=0.0, I_TR=0.0;

int i, numeroDaParticao;

printf ("Digite o extremo inferior do intervalo [a,bl: \n");
scanf ("%4f", &a);

printf ("Digite o extremo superior do intervalo [a,bl: \n");
scanf ("%f", &b);

printf ("Digite o numero de particoes: \n");

scanf ("%d", &numeroDaParticao);

h=(b-a)/(numeroDaParticao);

for(i=1; i<numeroDaParticao; i=i+1){
soma=soma+funcao (a+i*h,h);

}//Fim do For

soma=funcao (a,h)+(2*soma)+funcao(b,h);

I_TR=(h/2)*soma;

printf ("0 valor da integral, com %d particoes eh: %f " , numeroDaParticao, (M_PI)*I_TR);

return O;
}//Fim da Main

float funcao(float a, float h){
return aj;

i
Na ultima linha a expressao a, representa a expressao x, ou seja, o codigo ird nos gerar
1
um valor aproximado, para a integral de / (v/7)? dx, que gerou a Tabela 4.2. Obtivemos a
0

Tabela 4.2, usando o programa acima para a expressao %\/ 1 — 22, isto é calculamos um valor

1,1 2
aproximado para a integral / <2 V1-— x2>
0



O Uso de Materiais Concretos

Os alunos precisam ser capazes de realizar observagoes, estabelecer conexoes entre
seu conhecimento prévio em matematica e suas experiéncias cotidianas, de modo a chegar
a solugoes/conclusdes proprias, que podem ser questionadas e/ou reforcadas pelo conheci-
mento matematico formal. Como definido pela Base Nacional Curricular Comum (BRASIL.
Ministério da Educagao, 2018).

“ da mesma forma que na fase anterior, a aprendizagem em Matemaética no
Ensino Fundamental — Anos Finais também estd intrinsecamente relacio-
nada & apreensao de significados dos objetos matematicos. Esses significa-
dos resultam das conexdes que os alunos estabelecem entre os objetos e seu
cotidiano, entre eles e os diferentes temas matematicos e, por fim, entre eles
e os demais componentes curriculares. Nessa fase, precisa ser destacada a
importancia da comunicagdo em linguagem matemaética com o uso da lin-
guagem simbdlica, da representacdo e da argumentacdo. Além dos diferentes
recursos didaticos e materiais, como malhas quadriculadas, dbacos, jogos,
calculadoras, planilhas eletronicas e softwares de geometria dindmica, é im-
portante incluir a historia da Matematica como recurso que pode despertar
interesse e representar um contexto significativo para aprender e ensinar
Matematica. Entretanto, esses recursos e materiais precisam estar integra-
dos a situagoes que propiciem a reflexdo, contribuindo para a sistematizagao
e a formalizagdo dos conceitos matematicos.”

Assim, quando falamos de ensino de matematica, e aqui, no caso deste trabalho,
mais especificamente do ensino de geometria, o uso de materiais concretos surge como uma
possibilidade pois, como diz Mendes “o uso de materiais concretos no ensino da matematica
é um ampla alternativa didatica que contribui para a realizacao de intervengoes do professor
em sala de aula” (GONCALVES, 2019).

Outro ponto interessante do uso de materiais concretos é que as defini¢goes nao neces-
sariamente precisam ser o ponto de partida do processo educacional, como afirma Castelnuovo
“as descrigoes devem preceder as defini¢oes; e consequentemente, o conhecimento matematico
é construido através da experiéncia direta com as operagoes sobre esses objetos” (LUCIANO,
2017).
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E ainda, como afirmam (LIMA et al., 2016b) “o aluno do segundo grau, no seu
primeiro contato com a geometria espacial, se sente mais seguro quando compreende bem
resultados obtidos em situagoes particulares, para depois estendé-los em casos mais gerais”,
como por exemplo reconhecer as caracteristicas de um quadrado, para entao expandir sua
percepcao em relagao as caracteristicas de outros paralelogramos.

A oralidade também recebe destaque neste processo, pois, de acordo com Dantas e
Manoel“as atividades experimentais realizadas com a utilizagao de materiais concretos podem
auxiliar os alunos a transformarem o conhecimento declarativo em processual” (LUCIANO,
2017) . Eles denominam esse processo de procedimentalizagao.

De acordo com Santos “o ideal é que a utilizagdo de material concreto para o ensino
da geometria ocorresse desde os primeiros contatos do aluno com a matemética” (GONCAL-
VES, 2019). Porém muitos alunos nunca tiveram contato com ferramentas como compasso
e transferidor, pois tiveram acesso a um ensino preso aos livros didaticos e a aulas exposi-
tivas, com longos monoélogos dos professores, onde o aluno nao obteve a oportunidade de se
expressar.

Quando falamos dos alunos em retorno do periodo pandémico esta situacao se intensi-
fica pois, muitos estiveram longos periodos de tempo ausentes da sala de aula e a possibilidade
de terem tido acesso ao uso de materiais concretos fica ainda mais limitada do que a de tur-
mas anteriores, o que é uma pena, pois, como afirma Luciano “entende-se que as atividades
com materiais concretos sejam essenciais para a constituicdo de um ensino-aprendizagem sig-

nificativo e atraente, pois esses materiais auxiliam os alunos na construgdo do conhecimento
processual” (LUCIANO, 2017).

6.1 Atividades Propostas

As atividades aqui propostas buscam seguir uma linha de aplicacao partindo do que
os alunos saibam acerca dos temas abordados nas atividades, sem qualquer tipo de apresen-
tagao ou colocagoes do professor, dando a eles liberdade de expressar seus conhecimentos e
chegar as suas proprias conclusoes, que servirao de base para a construcao de novas conclu-
soes, até a chegada a resultados satisfatorios.

Este processo teve como referéncia o modelo de resolu¢ao de problemas apresentado
por Onuchic e Allevato (JUNIOR; CASTRUCCI, 2018a) — (JUNIOR; CASTRUCCI, 2018b),

que pode ser dividido nas seguintes etapas:

Preparacao do problema: nesta primeira etapa, vale ressaltar que o contetido
matematico necessirio para a resolucdo do problema néo foi trabalhado
anteriormente em sala de aula. A ideia é que mobilizem os conhecimentos
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que possuem para, a partir deles, construir novos conhecimentos necessarios
para a resolugao.

Leitura do problema: é a etapa em que se promove uma leitura indivi-
dual do problema, seguida de uma leitura em conjunto, a fim de propiciar
esclarecimento de eventuais dividas. Resolucao do problema: com base no
entendimento do problema, sem dividas quanto ao enunciado, os alunos, em
seus grupos, em um trabalho cooperativo e colaborativo, buscam resolvé-
lo. Observar e incentivar: nesta etapa, o professor se torna um mediador e,
portanto, ndo tem mais o papel de transmissor do conhecimento.

Registro das resolugdes no quadro de giz: representantes dos grupos sao
convidados a registrar e socializar, no quadro de giz, suas resolugoes inde-
pendentemente de estarem certas ou erradas.

Plenaria: para essa etapa, sdo convidados todos os alunos, a fim de discuti-
rem as diferentes resolucoes registradas no quadro de giz pelos colegas, de-
fenderem seus pontos de vista e esclarecerem suas dividas. Nesse processo,
o professor se coloca como guia e mediador das discussoes, incentivando a
participacao ativa e efetiva de todos os alunos. Busca do consenso: depois
de sanadas as dividas e analisadas as resolugoes e solugbes obtidas para o
problema, o professor tenta, com toda a classe, chegar a um consenso do
resultado correto.

Formalizagao do contetido: neste momento, denominado formalizacdo, o pro-
fessor registra no quadro de giz uma apresentagao formal — organizada e es-
truturada em linguagem matematica —, padronizando os conceitos, os prin-
cipios e os procedimentos construidos por meio da resolucdo do problema.

As atividades foram desenvolvidas na turma de 9° ano da EEEFM Joao Santos,
em Capanema-PA, por meio de uma oficina de geometria, que ocorreu durante o primeiro
semestre de 2023. Assim sendo, uma quantidade de aulas semanais foi destinada para o de-
senvolvimento do projeto, assim como foi desenvolvido um método de avaliacao proprio para
as atividades desenvolvidas, onde o foco era a participagao, interacao em sala e a produgao
de materiais. Nao houve a aplicacao de atividade de diagnose especificamente direcionada
aos objetos de conhecimento aqui em destaque, pois as atividades partem de contetidos pre-
sente na matriz curricular do 6° ano do ensino fundamental, para s6 entao avancar para os
conteudos presentes nas matrizes dos anos seguintes. Porém em caso de aplicagao sem que se
respeite a ordem aqui indicada se torna aconselhavel que primeiramente se aplique uma diag-
nose para a confirmacao de que os alunos possuem previamente os conhecimentos necessarios
para desenvolvé-la. Os materiais (régua, compasso, etc) foram usados de forma compartilhada
entre os alunos, sendo entregues e recolhidos a cada atividade de acordo com a necessidade,
exceto a malha quadriculada, ja que cada aluno recebeu uma, de modo a produzir um arquivo
individual com todas as atividades desenvolvidas. Os alunos foram informados no primeiro
dia da oficina sobre como ela funcionaria e como seria o método avaliativo. Algumas ativi-
dades foram realizadas individualmente, mas em sua maioria, as atividades foram realizadas

de forma colaborativa, e mesmo nas atividades individuais foi incentivado o debate e a troca
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de informacoes entre os alunos. As atividades priorizam a fala, tanto por parte da profes-
sora, ao realizar as descricoes das atividades e ao direcionar os alunos durante a realizagao
da mesma, quanto do aluno, ao solicitar mais informacdes e direcionamentos, ao expor suas
percepgoes iniciais, assim como suas conclusoes parciais, que apds consideradas pela turma
como um todo, foram relacionadas ao conhecimento matematico formal. Segue abaixo a lista

de atividades propostas:
1. Conhecendo o plano cartesiano e construindo figuras;
2. Posicoes entre retas e figuras geométricas;
3. Representacao visual dos conceitos de perimetro e area;
4. Construindo as areas de diferentes figuras geométricas planas a partir da area unitaria;
5. A relacao entre o comprimento da circunferéncia e seu diametro;
6. Descobrindo o comprimento da circunferéncia pelo Método da Exaustao;
7. Descobrindo a area do circulo a partir de sua divisao em triangulos;
8. Construcao dos sélidos geométricos com o uso de caneta de impressao 3D;

9. Construindo os solidos geométricos com impressao 3D a partir de suas planificagoes;

6.1.1 Atividade 01 — Conhecendo o plano cartesiano e construindo

figuras

Aplicagao: Os alunos deverao construir na malha quadriculada um plano cartesiano
seguindo as orientagoes do professor. O professor deve entao apresentar os conceitos de ponto
(destacando a ideia de coordenadas), reta e plano usando o plano como forma de mostrar
visualmente cada um, destacando a ideia de dimensoes.

Pode-se usar também situagoes do dia a dia para exemplificar cada uma delas, alguns
exemplos interessantes de se abordar sao as medidas da sala de aula ou ainda a comparagao
entre filmes 2D e 3D.

Tendo o professor apresentado o conceito de coordenas, ele deve solicitar que os
alunos encontrem determinados pontos no plano cartesiano. Nao deve ser feita uma corre-
cao em relagao aos alunos que encontraram os pontos em posi¢oes incorretas em relagao as

coordenadas dadas.



6.1 Atividades Propostas 63

Quando os alunos informarem que os pontos foram localizados, solicitar a eles que,
usando a régua, ‘liguem’ os pontos de modo a gerar uma figura geométrica. Faz-se entao a
seguinte pergunta: Qual a figura encontrada?

Aqueles que encontraram as coordenadas acertadamente terdo maior facilidade para
identificar a figura. Aproveita-se o momento para destacar a importancia de se localizar a
posicao dos pontos corretamente. Da-se entao para os alunos que localizaram pontos de forma
incorreta um novo periodo de tempo para que fagcam as corre¢des necessarias.

Os alunos ja finalizaram a tarefa, podem ajudar aqueles que estiverem realizando as

correcoes.
Tabela 6.1: Quadro Resumo — Atividade 01.

Titulo Conhecendo o plano cartesiano e construindo figuras
(EFO6MA16) Associar pares ordenados de niimeros a pontos do plano
cartesiano do 1° quadrante, em situacoes como a localizacao dos vér-
tices de um poligono.
(EFO6MA18) Reconhecer, nomear e comparar poligonos, conside-
rando lados, vértices e angulos, e classifica-los em regulares e nao

Habilidades regulares, tanto em suas representagdes no plano como em faces de

pretendidas poliedros.
(EFO6MA19) Identificar caracteristicas dos tridngulos e classifica-los
em relacao as medidas dos lados e dos angulos.
(EFO6MA20) Identificar caracteristicas dos quadrilateros, classifica-
los em relagao a lados e a angulos e reconhecer a inclusao e a inter-
seccao de classes entre eles.
Compreender e utilizar as relagoes entre as figuras unidimensional,
bidimensional e tridimensional para a percepg¢ao do mundo.

Objetivos
Desenvolver capacidade de classificacao dos poligonos quanto ao ni-
mero de vértices, as medidas de lados e angulos.

Materiais Malha quadriculada, régua, lapis e borracha.

D a d :

1‘1rfigao A | Duas aulas de 45 minutos.
atividade

FONTE: Elaborado pelo autor.

6.1.2 Atividade 02 — Posigoes entre retas e figuras geométricas.

Aplicagao: Solicitar que os alunos representem nas folhas de malha quadriculada os
conceitos que devem ser apresentados oralmente pelo professor (reta, semi-reta e segmento

de reta, assim como as relagoes de posigao existentes entre elas).
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Quando os alunos finalizarem esta etapa o professor devera solicitar que compar-
tilhem o que foi feito, de modo a comparar seus resultados e verificar se houve consenso
nas imagens apresentadas ou nao, e caso nao tenha ocorrido, quais as diferencas entre os
resultados obtidos, para que através do debate se chegue a um resultado final.

O professor deve dividir a turma em grupos e solicitar que cada um, a partir dos
conhecimentos prévios, representem visualmente as figuras planas geométricas (quadrado,
retangulo, tridngulo, trapézio) e listem o que eles observaram como caracteristicas destas
figuras.

Quando todas as equipes concluirem o solicitado, iniciaremos o processo de compar-
tilhamento, o professor lanca que questoes a turma, sobre uma figura de cada vez, acerca das
caracteristicas que eles destacaram.

Os alunos devem falar livremente sobre suas opinioes, enquanto o professor deve
direcioné-los de modo que as conclusoes as quais chegaram sejam verificadas e validadas ou

nao, levando também a novas conclusoes.
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Tabela 6.2: Quadro Resumo — Atividade 02.

Titulo Posicoes entre retas e figuras geométricas

(EFO6MA16) Associar pares ordenados de niimeros a pontos do plano
cartesiano do 12 quadrante, em situacoes como a localizacao dos vér-
tices de um poligono.

(EFO6MA18) Reconhecer, nomear e comparar poligonos, conside-
rando lados, vértices e angulos, e classifica-los em regulares e nao
regulares, tanto em suas representacoes no plano como em faces de
poliedros.

(EFO6MA19) Identificar caracteristicas dos tridngulos e classifica-los
em relacao as medidas dos lados e dos angulos.

Habilid;?des (EFO6MA20) Identificar caracteristicas dos quadrilateros, classificé-
pretendidas los em relagdo a lados e a angulos e reconhecer a inclusdo e a inter-
seccao de classes entre eles.

(EFO7TMA24) Construir tridangulos, usando régua e compasso, reco-
nhecer a condicao de existéncia do tridngulo quanto a medida dos
lados e verificar que a soma das medidas dos angulos internos de um
triangulo é 180°.

(EFOTMA27) Calcular medidas de dngulos internos de poligonos re-
gulares, sem o uso de férmulas, e estabelecer relagoes entre angulos
internos e externos de poligonos, preferencialmente vinculadas a cons-
trucao de mosaicos e de ladrilhamentos.

Compreender e utilizar as relagoes entre as figuras unidimensional,
bidimensional e tridimensional para a percep¢ao do mundo.

Objetivos
Desenvolver capacidade de classificacao dos poligonos quanto ao nu-
mero de vértices, as medidas de lados e angulos.
Materiais Malha quadriculada, régua, lapis e borracha.
D =
1.1r.agao da Duas aulas de 45 minutos.
atividade

FONTE: Elaborado pelo autor.

6.1.3 Atividade 03 — Representacao visual dos conceitos de peri-

metro e area.

Aplicacao: Nesta atividade o aluno devera encontrar formas de representar os con-
ceitos de perimetro e area visualmente de modo a fortalecer a compreensao e fixacdo dos
conceitos.

Iniciamos com os questionamentos: O que é perimetro? O que é area? O professor

ird verificar as respostas obtidas e direcionar o debate entre os alunos até que se chegue a
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um consenso quanto a resposta que a turma considerar mais adequada.

S6 entao, em comparativo ao que os alunos definiram como conceitos, o professor
deve apresenta-los, também oralmente, pela visdo da matematica formal, incitando uma nova
questao: Qual a diferenca entre perimetro e area? O professor deve entao destacar exemplos,
como “imagine que vocé comprou um terreno e decidiu que ird ou ainda “vocé também
decidiu colocar grama em todo seu terreno, como saber a quantidade de grama necessaria?”.

Solicite entao que os alunos, usando os materiais fornecidos, produzam representagoes

visuais dos conceitos, de modo a destacar as diferencas entre eles.

Observacao 6. Durante as atividades anteriores, houve uma pequena parte do tempo de
aula destinada a que os alunos fizessem o uso da caneta 3D, de modo que ao chegar a esta
atividade a maioria dos alunos jd possuia o conhecimento de seu funcionamento e de como

manejd-la, assim sendo mais natural para os mesmos seu uSo.

Tabela 6.3: Quadro Resumo — Atividade 03.

Titulo Representagao visual dos conceitos de perimetro e area.
(EFO7TMA29) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas
de grandezas inseridos em contextos oriundos de situagoes cotidianas
ou de outras areas do conhecimento, reconhecendo que toda medida
empirica é aproximada.

Habilidades

pretendidas (EFO7TMA31) Estabelecer expressoes de calculo de area de triangulos

e de quadrilateros.

(EFOTMA32) Resolver e elaborar problemas de célculo de medida de
area de figuras planas que podem ser decompostas por quadrados,
retangulos e/ou tridngulos, utilizando a equivaléncia entre areas.
Resolver problemas envolvendo medi¢oes

Objetivos Perceber a equivaléncia de area de figuras planas: calculo de areas de
figuras que podem ser decompostas por outras, cujas areas podem ser
facilmente determinadas como triangulos e quadrilateros

Materiais Malha quadriculada, régua, lapis, borracha e caneta de impressao 3D.
Duracao da
atividade

Duas aulas de 45 minutos.

FONTE: Elaborado pelo autor.
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6.1.4 Atividade 04 — Construindo as areas de diferentes figuras

geométricas planas a partir da area unitaria;

Aplicacao: Agora que os alunos ja estabeleceram o que seria perimetro e area na ati-
vidade anterior, nesta atividade iremos focar na descoberta de medidas de areas de diferentes
figuras geométricas a partir de areas unitarias, produzidas previamente pelo professor com
impressao 3D.

O professor ira distribuir entre os alunos uma quantidade especifica de materiais
que representam esta area e os alunos usarao tais unidades de area para construir figuras
livremente, quanto mais diferente os resultados, mais interessante serda quando eles forem
compartilhados.

Apo6s a turma compartilhar o que produziu o professor deve entao questionar: qual
seria o perimetro da area que vocé construiu? E a area? Os alunos entdo terao um tempo
para chegar a resultados, sem o uso de férmulas, apenas através da observacao das figuras.

As respostas encontradas também serao compartilhadas e a turma podera questionar
e propor resultados diferentes para cada figura, até haver um consenso.

Sé entao o professor apresentara as expressoes matematicas utilizadas para o calculo
de perimetros e areas e junto com a turma obterd resultados para a pergunta anterior através

desta expressoes, desenvolvendo a comparagao entre os resultados obtidos.
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Tabela 6.4: Quadro Resumo — Atividade 04.

Titulo

Construindo as areas de diferentes figuras geométricas planas a partir
da area unitaria.

Habilidades
pretendidas

(EFO7TMA29) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas
de grandezas inseridos em contextos oriundos de situagoes cotidianas
ou de outras areas do conhecimento, reconhecendo que toda medida
empirica é aproximada.

(EFOTMA31) Estabelecer expressoes de calculo de area de tridngulos

e de quadrilateros.

(EFOTMA32) Resolver e elaborar problemas de célculo de medida de
area de figuras planas que podem ser decompostas por quadrados,
retangulos e/ou tridngulos, utilizando a equivaléncia entre areas.

Objetivos

Resolver problemas envolvendo medigoes

Perceber a equivaléncia de area de figuras planas: calculo de areas de
figuras que podem ser decompostas por outras, cujas areas podem ser
facilmente determinadas como tridngulos e quadrilateros.

Materiais

Malha quadriculada, régua, lapis, borracha e caneta de impressao 3D.

Duracao
atividade

da

Duas aulas de 45 minutos.

FONTE: Elaborado pelo autor.

6.1.5 Atividade 05 — A relacao entre o comprimento da circunfe-

réncia e seu diametro.

Aplicagao: Com essa atividade desenvolvemos a compreensao da origem e, conse-

quentemente, a aplicacao de .

Os alunos deverao, usando o compasso, tracar uma circunferéncia, de medidas quais-

quer, em sua malha quadriculada, em seguida, usando o fio de algodao e a régua, para medir

o comprimento da circunferéncia e seu didametro.

Cada aluno ira calcular a razdo entre o comprimento e o didmetro de sua circunfe-

réncia e comparar seus resultados com os de seus colegas.

Cabe ao professor instigar questionamentos como: Os resultados foram préximos?

Qual a melhor aproximacao que tornaria todos os resultados um valor tinico?

68
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Tabela 6.5: Quadro Resumo — Atividade 05.

Titulo A relagdo entre o comprimento da circunferéncia e seu didmetro
(EFOTMA22) Construir circunferéncias, utilizando compasso,
reconhecé-las como lugar geométrico e utiliza-las para fazer com-
posicoes artisticas e resolver problemas que envolvam objetos

Habilidades equidistantes.

pretendidas
(EF07TMA33) Estabelecer o niimero pi como a razao entre a medida
de uma circunferéncia e seu didametro, para compreender e resolver
problemas, inclusive os de natureza historica.

. s Reconhecer a circunferéncia como lugar geométrico Encontrar meios

Objetivos . . . . N
de descobrir a medida do comprimento da circunferéncia.

. . Malha quadriculada, régua, lapis, borracha, compasso, transferidor e

Materiais .
fio de algodao.

Duracao da :

. & Duas aulas de 45 minutos.
atividade

FONTE: Elaborado pelo autor.

6.1.6 Atividade 06 — Descobrindo o comprimento da circunferéncia

pelo método da exaustao.

Aplicacao: Nesta atividade usaremos poligonos regulares inscritos e circunscritos a

circunferéncia para encontrar seu comprimento. Os materiais utilizados serao lapis, borracha,

régua € CcOoImpasso.

Cada aluno devera tragar uma circunferéncia na malha quadriculada com o compasso,

e, usando a régua, devera dividir a circunferéncia em 4 partes iguais, que usara como referéncia

para inscrever e circunscrever quadrados a ela. O mesmo processo deve ser repetido, mas

realizando divisoes da circunferéncia em 8 e 16 partes.

Solicitamos entao que os alunos observem o que acontece a medida que os lados dos

poligonos sao dobrados.
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Tabela 6.6: Quadro Resumo — Atividade 06.

, Descobrindo o comprimento da circunferéncia pelo método da exaus-
Titulo .
tao.
(EFOTMA22) Construir circunferéncias, utilizando compasso,
reconhecé-las como lugar geométrico e utiliza-las para fazer com-
posigdes artisticas e resolver problemas que envolvam objetos
Habilidades equidistantes.
pretendidas
(EFOTMA33) Estabelecer o niimero pi como a razao entre a medida
de uma circunferéncia e seu didmetro, para compreender e resolver
problemas, inclusive os de natureza historica.
Reconhecer a circunferéncia como lugar geométrico.
Objetivos Encontrar meios de descobrir a medida do comprimento da circunfe-
réncia
Materiais Malha quadriculada, régua, lapis, borracha, compasso e transferidor.
Duracao da .
rag Uma aula de 45 minutos.
atividade

FONTE: Elaborado pelo autor.

6.1.7 Atividade 07 — Descobrindo o comprimento da circunferéncia

pelo método da exaustao.

Aplicacao: Agora que ja desenvolvemos um método para encontrar o comprimento
da circunferéncia na atividade, desenvolvemos um que nos fornecga a area do circulo.

Considerando que a sequéncia de atividades esta sendo seguida, o aluno pode utilizar
a mesma figura que construiu na atividade anterior. Assim o professor pode aproveitar as
marcagoes ja feitas com os poligonos inscritos na circunferéncia e solicitar aos alunos que
dividam tais poligonos em triangulos.

J& com o conhecimento da area de tridngulos adquirido nas atividades anteriores o
professor pode mostrar que a area do circulo se aproxima da soma da area destes tridngulos
e que quanto maior a quantidade de lados dos poligonos e consequentemente de triangulos,
mas essa aproximacao se intensifica.

Entao propor aos alunos que calculem a area dos circulos, considerando essa aproxi-

magao e utilizando a féormula de area do triangulo.
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Tabela 6.7: Quadro Resumo — Atividade 07.

Titulo Descobrindo a area do circulo a partir de sua divisao em triangulos.
(EFOTMA22) Construir circunferéncias, utilizando compasso,
reconhecé-las como lugar geométrico e utiliza-las para fazer com-
posicoes artisticas e resolver problemas que envolvam objetos

Habilidades equidistantes.

pretendidas (EFO8MA19) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de
area de figuras geométricas, utilizando expressoes de calculo de area
(quadrilateros, tridngulos e circulos), em situagoes como determinar
medida de terrenos.

Reconhecer a circunferéncia como lugar geométrico.

Objetivos
Determinar a area do circulo e comprimento de sua circunferéncia

Materiais Malha quadriculada, régua, lapis, borracha, compasso e transferidor.

Duracao da :

ras Duas aulas de 45 minutos.
atividade

FONTE: Elaborado pelo autor.

6.1.8 Atividade 08 — Construcao dos sélidos geométricos com o

uso de caneta de impressao 3D.

Aplicacao: Assim como feito para a construcao de figuras planas, para se desenvolver

os conhecimentos acerca de geometria espacial, sera solicitado aos alunos que, usando a malha

quadriculada, representar através de desenhos os seguintes sélidos: cubo, prisma triangular,

prisma quadrangular, pirdmide, cilindro, cone, esfera.

Para cada soélido sera dado um determinado tempo, apos o qual os alunos realizarem

o que foi solicitado, havera o compartilhamento dos resultados, caso haja discordancia sobre

qual a representacao correta, os alunos devem debater e chegar a um consenso que norteara

a producao futura da turma.

Apos esta fase inicial, a turma serd dividida em grupos e cada grupo ficard respon-

savel por planejar a melhor maneira de representar os sélidos abordados usando a caneta de

impressao 3D.
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Tabela 6.8: Quadro Resumo — Atividade 08.

, Construgao dos sélidos geométricos com o uso de caneta de impressao
Titulo
3D.
(EFO6MA24) Resolver e elaborar problemas que envolvam as gran-
dezas comprimento, massa, tempo, temperatura, area (tridngulos e
retangulos), capacidade e volume (sélidos formados por blocos retan-
gulares), sem uso de férmulas, inseridos, sempre que possivel, em con-
Habilidades textos oriundos de situagoes reais e/ou relacionadas as outras dreas
pretendidas do conhecimento.
(EF07MA30) Resolver e elaborar problemas de célculo de medida do
volume de blocos retangulares, envolvendo as unidades usuais (metro
cibico, decimetro ciibico e centimetro ctibico).
Produzir diferentes sélidos geométricos com o uso de impressao 3D.
Objetivos
Reconhecer a ideia de volume de forma pratica
Malha extbfMa- | Malha quadriculada, régua, lapis, borracha, compasso, transferidor e
teriais caneta de impressao 3D..
z?‘l;?(f:ge da Quatro aulas de 45 minutos..

FONTE: Elaborado pelo autor.

6.1.9 Atividade 09 — Construindo os sélidos geométricos com im-

pressao 3D a partir de suas planificagoes.

Aplicacao: Agora que os alunos ja comecaram a desenvolver sua percepc¢ao da cons-
trucao de solidos, iremos reforca-la com foco na produgao de sélidos a partir de planificacao
produzida pelos mesmo.

Partindo dos acertos e erros da atividade anterior os alunos irao produzir planifi-
cagoes, tendo algumas especificagoes fornecidas pelo professor, como tamanho do lado das
bases ou comprimento do raio das bases circulares e altura.

O professor atuarda sempre como mediador direcionando a produgao.
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Tabela 6.9: Quadro Resumo — Atividade 09.

Titulo Construindo os sélidos geométricos com impressao 3D a partir de suas
planificagoes.
(EFO6MA24) Resolver e elaborar problemas que envolvam as gran-
dezas comprimento, massa, tempo, temperatura, area (tridngulos e
retangulos), capacidade e volume (sélidos formados por blocos retan-
gulares), sem uso de férmulas, inseridos, sempre que possivel, em con-
Habilidades textos oriundos de situagoes reais e/ou relacionadas as outras dreas
pretendidas do conhecimento.
(EF07MA30) Resolver e elaborar problemas de célculo de medida do
volume de blocos retangulares, envolvendo as unidades usuais (metro
cibico, decimetro ciibico e centimetro ctibico).
Produzir diferentes sélidos geométricos com o uso de impressao 3D.
Objetivos
Reconhecer a ideia de volume de forma pratica
Malha extbfMa- | Malha quadriculada, régua, lapis, borracha, compasso, transferidor e
teriais caneta de impressao 3D.
Dl.lrfigao da Duas aulas de 45 minutos.
atividade

FONTE: Elaborado pelo autor.

6.2 Resultados Obtidos

A turma em que as atividades foram desenvolvidas foi uma turma de nono ano, com

um total de 15 alunos, sendo que apenas 10 deles responderam ao questionério (ver Figura )

aplicado que, juntamente com as observacgoes feitas em sala norteiam a chegada aos resultados

obtidos nestas atividades.

E importante lembrar que estes alunos estiveram ausentes da sala de aula durante

todo o periodo letivo do 6° ano e o primeiro semestre do 7° ano devido a necessidade do

isolamento social, logo, além de todas as problematicas ja comuns no processo de ensino e

aprendizagem, ainda ¢é preciso considerar que as aulas do periodo da pandemia ocorreram a

partir de um nao planejamento, ja que as institui¢oes de ensino foram pegas de surpresa com

a necessidade do isolamento social.
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Figura 6.1: Alunos em atividades desenvolvendo materias tridimensionais concretos.

FONTE: Elaborado pelo autor

Assim, para a maioria dos estudantes os objetos apresentados e utilizados em sala
de aula durante as atividades, como transferidor e compasso, ainda eram desconhecidos e
causavam estranhamento e curiosidade, assim sendo, os alunos receberam a proposta de
intervencao em sala com boa vontade, sem haver rejeicao ao que era proposto.

Mesmo aqueles que inicialmente estavam reticentes, foram aos poucos se tornando
mais participativos e passaram a interagir mais, expor suas opinioes e contribuir pela busca

de resultados.

Figura 6.2: Resposta da questao 1 do aluno F

1.4 que vocé achou sobre as atividades desenvolvidas?

FONTE: Elaborado pelo autor
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Figura 6.3: Resposta da questdao 1 do aluno C

1. O que vocé achou sobre as atividades desenvolvidas?

L) % A Nl 1 N 'i\‘
i o - e 5 £/ A % - -
el o = g = =
. % # 4
. ~ i o & AT L A
—
z ¥ o ~
> N B i o i
. . "X N 1
AN W AN 0 AL « PAGTTN' A 3 AN LR L) A SO u A o
. ——_ = =
@ e 4 = | % | ; 5 = r nl i~
A~ \“:‘:A’L"Y‘ AR HEH N a8 &% 5.8 e U AR 1 A\ ALT AR E A ‘f "> "f;'/l A
LN R
A ANITLD o Bl miin AL Admdan Aanman aaban AanliaadAas Arva aala Aa

FONTE: Elaborado pelo autor

Surgiu dai, inclusive, um resultado positivo ndao pensado inicialmente, ao planejar
as atividades, observou-se na turma uma maior abertura a ideia de lidar com erros, ja que
sempre que compartilhavam sua opiniao sobre algo, mesmo que esta fosse invalidada pela
turma, nao havia uma consequéncia negativa para os estudantes e o ‘erro’ era colocado como
base para um proximos passo na chegada da solugao final.

Outro ponto a ser salientado foi a superagao das expectativas dos alunos em relagao
as aulas de Matematica. Aqueles que apresentavam expectativas negativas ou ainda nao
possuiam qualquer tipo de expectativas em relagao as aulas dadas, tiveram novas perspectivas
ao ver o trabalho em sala de aula ocorrendo de forma diferenciada da padrao, sendo uma
maior facilidade em se concentrar no que estava sendo abordado um dos focos das respostas

dos alunos.

Figura 6.4: Resposta da questao 2 do aluno C

2. Vocé acredita que atividades como estas aplicadas em sala de

aula ajudaram na sua compreensao dos conceitos apresentados?
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FONTE: Elaborado pelo autor
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Figura 6.5: Resposta da questao 2 do aluno D

2. Vocé acredita que atividades como estas aplicadas em sala de

aula ajudaram na sua compr sdodos c eltos apresentados'?
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FONTE: Elaborado pelo autor

Figura 6.6: Resposta da questdao 2 do aluno E

2. Vocé acredita que atividades como estas aplicadas em sala de
aula ajudaram na sua compreens&o dos COﬂCGItOS apresentados?
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FONTE: Elaborado pelo autor

Assim, a utilizagdo de métodos diferenciados foi imprescindivel para que houvesse um
maior entendimento e engajamento dos alunos, ja que ele foram incentivados ao compartilha-
mento de conhecimentos e de ideias, para que eles chegassem a suas préprias dedugoes e nao
apenas recebessem férmulas de origem desconhecida e que nao necessariamente conseguissem

se aliar a uma percepcao concreta dos contetidos abordados.

Figura 6.7: Resposta da questdo 2 do aluno A

2. Vocé acredita que atividades como estas aplicadas em sala de
aula ajudgram na sua compreensao dos concettos apresentados"»‘
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FONTE: Elaborado pelo autor
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Figura 6.8: Resposta da questao 2 do aluno C

2. Vocé acredita que atividades como estas aplicadas em sala de
aula ajudaram na sua compreensao dos conceitos apresentados?
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FONTE: Elaborado pelo autor

O uso da caneta foi destacado pela maioria dos alunos como recurso que tornou as
aulas mais interessantes e dinamicas, mas também houve uma 6étima recepcao ao uso dos

outros materiais apresentados.

Figura 6.9: Resposta da questao 3 do aluno B

3. Qual(is) atividade(s) vocé achou mais interessante? Diga o
porqué.

FONTE: Elaborado pelo autor

Figura 6.10: Resposta da questao 3 do aluno C

3. Qual(is) atividade(s) vocé achou mais interessante? Diga o
porqué. :
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FONTE: Elaborado pelo autor

Houveram também criticas negativas, onde a resposta que mais esteve presente foi
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a de que as atividades teriam corrido de maneira mais dinamica ainda se houvesse mais de
uma caneta, ja que foi necessario um revezamento no uso entre as equipes, gerando alguns
momentos ociosos para os estudantes.

O tempo de aplicacao também foi questionado, pois grande parte dos alunos de-
monstrou que gostaria de ter mais tempo para desenvolver as atividades, especialmente as

que envolviam o uso da caneta 3D.
Figura 6.11: Resposta da questdao 4 do aluno C

4. Deixe comentarios (positivos e negativos) sobre as atividades
que foram realizadas.
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FONTE: Elaborado pelo autor

Figura 6.12: Resposta da questao 2 do aluno G

2. Vocé acredita que atividades como estas aplicadas em sala de
aula ajudaram na sua compreensao dos conceitos apresentados?
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FONTE: Elaborado pelo autor

Também foi solicitado aos alunos que dessem sugestoes com relacao as atividades
e o que eles acreditavam que poderia ser mudado e melhorado, ou ainda acrescentado para
que as atividades fossem ainda mais proveitosas. Um dos alunos demonstrou muito interesse
em desenvolver atividades artisticas, principalmente pixel art a partir do uso da malha qua-
driculada, outro sugeriu que as atividades em sala fossem complementadas com diferentes

atividades extra classe.
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Figura 6.13: Resposta da questao 2 do aluno F

5. Deixe sugestées em relagdo as atividades que foram realizadas
e/ou para novas atividades.
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FONTE: Elaborado pelo autor
Figura 6.14: Resposta da questao 2 do aluno H

5. Deixe sugestdes em relagao as atividades que foram realizadas
e/ou para novas atividades.

FONTE: Elaborado pelo autor



Conclusoes

Com este trabalho foi demonstrado como o uso de alguns teoremas, que normalmente
sao deixados de lado no ensino bésico, podem ser tteis para a construcao de conhecimento.
Percebemos ainda a importancia de se aplicar métodos diferentes, como o uso de materiais
concretos, como forma de despertar e manter a atencdo e o foco dos alunos nas aulas de
Matematica.

A juncao dessas duas consideracoes levou ao desenvolvimento de préaticas dinamicas
e que instigaram no aluno o interesse e a curiosidade pelo que estava sendo produzido em
sala.

Considerando assim que as atividades foram aplicadas com sucesso, que a sequéncia
didatica proposta foi funcional e que os objetivos definidos foram alcancados. As atividades
movimentaram os alunos e modificaram positivamente a dindmica na sala, incentivando a
busca por conhecimento, levantando discussoes e intensificando o engajamento dos alunos,
tanto planejando quanto executando o que foi solicitado.

Chegando a um ensino e aprendizagem mais atrativo e instigante, levando os alunos
a agao e a busca pelo saber, tornando-os seres ativos na construgao de seu conhecimento.

Assim, este trabalho permitiu que pudesse vislumbrar e por em pratica um ensino
diferenciado, de modo a expandir minhas perspectivas do que pode e deve ser feito em sala
de aula, de forma a diminuir a dependéncia das aulas demasiado explanatoérias e do livro
didatico.

Houve assim, um “abrir de portas” para novas possibilidades, seja como comple-
mentagao e/ou modifica¢do das atividades aqui apresentadas, seja para o desenvolvimento de
outros projetos. Portanto, o trabalho nao se encerra aqui, ja que novas atividades ja comegcam

a tomar forma e certamente serdao postas em pratica futuramente.
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