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RESUMO

A presente dissertacdo tem como objetivo apresentar um método de resolugcdo de equagdes
diofantinas ndo lineares que tem suas origens no trabalho de (Mordell, 1952) cujo titulo é: “The
Congruence ax’ 4 by’ 4 ¢ = 0(modxy) , and integer solutions of cubic equations in three varia-
bles” . O referido método foi aplicado por diversos autores para resolver equagdes quadréticas
e cubicas. Especificamente apresentaremos a aplicagdo do método em sistemas de equagdes
diofantinas ndo lineares tendo como base os artigos “A system of quadratic diophantine equation”
(Mills, 1953) e “A system of cubic diophantine equation”’(Mohanty, 1977). Heuristicamente,
o método consiste em produzir uma sequéncia de solugdes a partir de uma solugdo inicial. As
sequéncias assim produzidas sdo chamadas de cadeias e satisfazem certas condicoes de rigidez
as quais permitem inferir sobre a finitude de sua quantidade. Essa informagdo por sua vez nos

permite tirar conclusdes sobre a natureza das solugdes das equagdes em estudo.

Palavras-chave: método de Mordell; equacdes diofantinas; equacdes diofantinas quadraticas;

equagoes diofantinas cubicas.



ABSTRACT

This dissertation aims to present a method for solving equations nonlinear diophantine li-
nes that has its origins in the work of (Mordell, 1952) whose title é: “The Congruence
ax® + by’ + ¢ = 0(modxy), and integer solutions of cubic equations in three variables”. This
method was applied by several authors to solve equations quadratic and cubic. Specifically, we
will present the application of the method in systems of non-linear diophantine equations based
on the articles “A system of quadratic diophantine equation” (Mills, 1953) and “A system of
cubic diophantine equation” (Mohanty, 1977). Heuristically, the method consists of producing a
sequence of solutions from a initial solution. The sequences thus produced are called chains and
satisfy certain requirements. rigidity conditions which allow inferences about the finiteness of its
quantity. This information in turn allows us to draw conclusions about the nature of the solutions

of the equations under study.

Keywords: Mordell’s method; diophantine equations; quadratic diophantine equations; cubic

diophantine equations
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1 INTRODUCAO

As equacdes diofantinas sdo equacdes com uma ou mais incognitas e coeficientes in-
teiros, para as quais devemos encontrar solucdes inteiras. Receberam esse nome em homenagem
ao Matematico Grego Diofanto de Alexandria, considerado o pai da Algébra, cuja obra mais
importante “Aritmética” foi escrita por volta de 250 d.c.

Considerando as equagdes diofantinas lineares, existem métodos gerais de resolugao
e o conjunto solucdo é completamente determinado. Por outro lado, para equagdes diofantinas
ndo lineares tais métodos ainda sdo muito escassos.

Neste trabalho resolveremos problemas envolvendo equacdes diofantinas nao line-
ares, tais como, fixado & € Z vamos determinar todos os pares (X,y) tais que x|y> + oy +1e
y|x? + ax+ 1. Esse problema equivale a considerar um sistema com duas equagdes diofantinas
quadréticas cada uma delas com trés varidveis. Para resolvé-lo aplicaremos um método de
resolugdo de equacdes diofantinas nao lineares que tem suas origens no trabalho de (Mordell,
1952). O referido método consiste em produzir uma sequéncia de solugdes a partir de uma
solucgdo inicial. O estudo dessas sequéncias nos permitird obter todas as solugdes para o problema
em questao.

Para faciltar a leitura e o entendimento, esta dividido conforme descrito abaixo.

Apresentaremos no capitulo 2, conceitos e as principais propriedades de divisibi-
lidade, que serdo necessarios para a compreensao de algumas demonstracdes constantes nos
capitulos posteriores. Para tanto nos apoioremos em (Caminha, 2013).

No capitulo 3 veremos a definicio de sequéncias recorrentes e apresentaremos
exemplos de recorréncias lineares de primeira e segunda ordem.

No capitulo 4 encontraremos os pares (x,y) que satisfazem o par de condigdes
quadraticas x|y? 4+ ay + 1 e y|x> + oex + 1. Em particular, para & = 0, o problema possui solucdes
inteiras positivas (x,y) = (x,x,+1) onde a sequéncia x, = (...,13,5,2,1,1,2,5,13,...) consiste
em termos alternados da sequéncia de Fibonacci.

No capitulo 5 estudaremos um par de equagdes diofantinas cubicas simultianeas
x|y> +1 e y|x* 41, onde x e y sdo inteiros positivos e resolveremos completamente a equa-

¢do x> +y+1—xyz=0.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos propriedades de divisibilidade e alguns teoremas
que serdo uteis ao longo dos préximos capitulos. Assumiremos que o leitor possui uma certa
familiaridade com os tdpicos e deixaremos os detalhes para serem verificados nas referéncias bi-
bliogréficas indicadas. Usaremos como referéncia: (Lima et al., 2006) e o material disponivel no
Portal da Matematica que esta dividido em trés partes, a saber, Recorréncias: parte 1 (Benevides,

2019), Recorréncias: Parte 2 (Benevides, 2020a) e Recorréncias: Parte 3 (Benevides, 2020b).

2.1 Divisibilidade

Definicao 2.1.1 Dados a e b € Z, diremos que b divide a quando existir ¢ € 7, tal que a = c.b

e denotaremos por bla. Caso contrdrio, b ndo divide a e denotaremos por b1 a.
Exemplo 1 7|21, pois 21 = 3.7 e 41 19, pois ndo existe ¢ € 7 que satisfaz a equagdo 19 = 4c.

Note que para n € Z, temos:

a) n0VneZ, pois 0=n0Vn.

b) 1|nVneZ,poisn=n.1Vn.

¢) njnVneZ,pois n=1.nVn.

d) Sec|b entdo clab, pois sec|b entdo b= ck, onde k € Z.Como ak € Ztemos ab =
ack ,logo ab = c.(a.k) portanto c|ab.

e) Se bla entdo bclac pois sebla entdo a =bk onde k € Z.Logo, ac = bck, portanto
bclac.

f) Se c|b e b|a entio cla (transitiva), pois se c|b entdo existe k € Z tal que b = ck. De modo

andlogo se b|a entdo existe ¢ € Z tal que a = bt, daf

b=ck

a=>bt

entdo a = (ck)t dai a = c.(kt). Como k € Z, temos que c|a.
g) Se bla e a|b entdo a = £b, com a,b inteiros ndo nulos, pois se b|a entdo existe k € Z
tal que: a = bk(i) de modo andlogo se a|b entdo existe ¢ € Z tal que: b = at(ii). Logo,

substituindo (ii) em (i), temos que a = (a.t).k entdo a = a.(t.k). Portanto, tk = 1.
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Assim,

Substituindo em (i), temos:

a=bl=a=b
a=b.(-1)=a=-b

Portanto, podemos concluir que a = +b.
h) Se c|a e c|b entdo c|(ax+ by) com x,y inteiros quaisquer, pois, se c|a entdo a = ck, onde

ke Z.Se c|bentdo b= ct,com k € Z. Dai,

Logoa+b=ck+ct, entdo a+b=c(k+1)

entao,

ax = ckx

by = cty

Dai, ax+ by = c(kx+ty), ou seja, c|(ax+ by), pois kx+1ty € Z.

2.2 Maximo Divisor Comum

Definicao 2.2.1 O mdximo divisor comum de dois inteiros a e b (a ou b diferente de zero),
denotado por mdc(a,b) = (a,b) é o maior inteiro que divide a e divide b. Dizemos que a e b

sdo relativamente primos se mdc(a,b) = 1.

Se a # 0 ou b # 0, entdo mdc(a,b) sempre existe, pois 1 é divisor de qualquer inteiro e, além

disso,

x| € o maior divisor de x,V x € Z*. Logo 1 < mdc(a,b) < min{|al,|b|}.

Note que pela defini¢do, pelo menos um dos inteiros deve ser diferente de zero, pois caso
contrario, qualquer inteiro seria divisor comum, o que tornaria impossivel determinar o maior
deles.

Segue ainda da definicdo que mdc(a,b) = mdc(b,a).

Agora, se a € Z, entdo a, —a possuem os mesmos divisores. Logo, mdc(a,b) = mdc(—a,b) =
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mdc(a,—b) = mdc(—a,—b), para quaisquer a,b € Z nao simultaneamente nulos. Portanto,
mdc(a,b) = mdc(|al,|b|).

Por fim, mdc(a,0) = |a| para todo inteiro a # 0.

Teorema 2.2.1 (Principio da Boa Ordem:) Todo subconjunto ndo vazio de niimeros naturais

possui um menor elemento.

Demonstracao. Seja A um subconjunto ndo vazio de N. Se 1 € A, entdo este € o menor elemento
de A pois 1 é o menor elemento de N. Suponhamos entdo que 1 ¢ A e consideremos o conjunto
X={n eN|n<aVacA}. NotequelecX. ComoA#0,existenc NtalquenecX e
n+1¢ X, pois do contrério teriamos X = N. Afirmamos que n+ 1 é o menor elemento de A.
De fato, jaque n € X ,temos que n+1 <a,Va €Aecomon+1¢ X segue que n+ 1 = a para

algum A. Dai, n+ 1 é o menor elemento de A.

Teorema 2.2.2 (Bézout) Se a e b sdo inteiros e d = mdc(a,b), entdo existem inteiros xy e Y

tais que d = axy + byy.

Prova: Considere o conjunto S = {au+bv; u,v € Z e au+bv >0}

Podemos supor sem perda de generalidade que a # 0, logo a ou —a pertence a S, pois
a=al+b0 ou —a=a.(—1)+b.0

€ positivo.
Pelo Principio da Boa Ordenacdo, S possui um menor elemento ¢ e assim, existem inteiros x € y

tais que ¢ = ax + by. Nessas condi¢des, vamos mostrar que ¢ = mdc(a,b).

i) c|ae c|b: Pelo algoritmo da divisdo, existem inteiros ¢ e r tais que a = gc+rcom0 < r <
c. Dair=a—qc=a—q(ax+by) =a(l —gx)+b(—yq) e se r >0, teriamos que r € S,
contradizendo a minimalidade de c¢. Logo r = 0 e c|a. De modo andlogo, concluimos que
c|b.

ii) ¢ = mdc(a,b): Considere d = mdc(a,b). Como cla e c|b, tem-se ¢ < d. Além disso
d|(ax+ by) entdo d|c e como ¢,d > 0 tem-se d = |d| < |c| = |¢| = ¢. Logo d < c. Portanto
c=d.

Caracterizacao do maximo divisor comum por Euclides.

Teorema 2.2.3 Sejam a e b inteiros ndo simultaneamente nulos. Um inteiro positivo d é o

mdximo divisor comum de a e b se, e somente se, satisfaz as seguintes condigoes:



i)
ii)
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dlaed|b

Se ¢ € 7 é tal que cla e c|b, entdo c|d.

Prova:

= Seja d = mdc(a,b). Logo, i) ocorre, pois, d é divisor comum, e além disso, pelo teorema de

Bézout existem inteiros xg e yo tais que d = axo + byg. Se ¢ € Z é tal que c|a e c|b, entdo c|d.

<« Considere um inteiro satisfazendo i) e ii). Assim d|a e d|b. Por outro lado, dado ¢ € Z um

divisor comum de a e b. Por ii)c|d e como d > 0 tem-se ¢ < |¢| < |d| = d. Portanto d é o0 maximo

divisor comum.

Proposicao 2.2.4 Para a,b e c inteiros ndo nulos, temos que:

)

1i1)

Se a|bc e mdc(a,b) = 1, entdo a|c.
Prova: Por hipétese, existem constantes inteiras xg € yq tais que axg + byg = 1 dai multi-

plicando por ¢ obtemos, a(cxg) 4 (bc)yp = ¢. Como ala e a|bc tem-se a|c.

mdc(a+bc,b) = mdc(a,b).
Prova: Sejam d = mdc(a+ be,b) e d' = mdc(a,b). Como d'|a,b, temos que d’|a,a+ bc.
Portanto, d’|d. Agora, como d|(a+ bc) e d|b, tem-se d|(a+ bc) — bc = a. portanto temos

que d'|d e, assim, d = d'.

Se mdc(a,c) =1, entdo mdc(a,bc) = mdc(a,b).

Prova: Sejam d = mdc(a,b) e d' = mdc(a,bc). De d|b, segue que d|bc. Assim, d|a

e d|bc, tal que d|mdc(a,bc) = d'. Agora, mostraremos que d’|d, como mdc (a,c) = 1,
segue, segue do teorema de Bézout a existéncia de u, v € Z tais que au+cv =1 e, dai
a(bu) + (bc)v = b. Mas, como d'|a e d'|bc, temos que d’|b. Entdo, d'|a e d'|b, de modo

que d'|mdc(a,b) =d.

Se c|b e mdc(a,b) = 1, entdo mdc(a,c) = 1.
Prova: Sejam d € ztal que b = cd e u,v € z tais que au+ bv = 1. Entdo, au+ c(dv) =1

e segue que mdc(a,c) = 1.
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v) Se mdc(b,c) = 1, entdo mdc(a,bc) = mdc(a,b).mdc(a,c). Em particular, se b e ¢ sdo
primos entre si e dividem a, entdo bc divide a.
Prova: Sejam d = mdc(a,b) e a = du, b = dv, com u e v inteiros primos entre si.
Aplicando o teorema de Bézout, obtemos: mdc(a,bc) = mdc(du,dvc) = dmdc(u,ve) =
dmdc(u,c).
Mas, d|b e mdc(b,c) = 1 implicam mdc(d,c) = 1. Portanto, aplicando novamente o
item iii), teremos mdc(a,c) = mdc(du,c) = mdc(u,c). Juntando as duas relagdes acima,

obtemos: mdc(a,bc) = d.mdc(u,c) = mdc(a,b).mdc(a,c).
Proposicao 2.2.5 Para todo inteiro t ndo nulo, tem-se mdc(ta,tb) = t.mdc(a,b).

Prova: Pelo Teorema de Bézout, mdc(ta,tb) é o menor valor possivel de mta + ntb, onde m e n

sdo inteiros, que é igual a r vezes o valor positivo de ma +nb = t.mdc(a,b).
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3 RECORRENCIAS

Neste topico revisaremos como classificar e resolver recorréncias lineares de primeira

e segunda ordem.

3.1 Sequéncias recorrentes

Seja (xp)men uma sequéncia numérica. Diremos que essa sequéncia é uma sequéncia
recorrente de ordem n, se existir uma “lei” que permite determinar um termo em fung¢do de seus
“n” antecedentes imediatos, ou seja, existe uma fung@o F, tal que x,, = F (Xp—1,Xm—2, - - s Xm—n)-
A recorréncia € classifcada conforme as caracteristicas da funcio F. Por exemplo, se a funcdo F

for linear, diremos que a recorréncia € linear, do contrério serd dita ndo linear.

Exemplo 2 A sequéncia (x,) dos nimeros naturais impares 1,3,5,7, ... pode ser definida por

Xnt1 =Xp+2,(n>1), comx; = 1.

Note que nessa sequéncia cada termo x,;; pode ser obtido a partir do termo anterior Xx;
adicionando-se 2 unidades. Temos assim uma recorréncia linear de ordem “1”, dita também de
primeira ordem. Veja ainda que somente a relacdo de recorréncia ndo € capaz de identificar a
sequéncia, pois neste caso, ela representa qualquer progressio aritmética de razdo 2. Para que a
sequéncia esteja bem determinada € necessario usar um ponto de partida, neste caso, o primeiro
termo x; = 1. Note ainda que o valor de x| ndo precisa ser inteiro, no caso em que x; = v/3
obtemos a seguinte sequéncia (v/3,v3+2,v/3 +4,v/346,v/3 +8,...). De forma mais geral,
pode-se mostrar que uma recorréncia linear de ordem “n”” define uma sequéncia de modo tnico

somente quando conhecemos os valores do termos x1,x2, ... ,X,.

3.2 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem com Coeficientes Constantes

No caso das recorréncias lineares com coeficientes constantes, fixados o(s) primeiro
(s) termo(s), podemos encontrar a lei de formagao da sequéncia.

Considere a sequéncia (x,),~; que satisfaz a recorréncia linear de primeira ordem
Xp+1 = ax, +b,Yn

com a e b constantes reais. Essa recorréncia € classificada como linear, pois estd relacionada

com a Funcéo linear F(x) = ax+ b. Além disso, dizemos que ela é homogénea, quando nio
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possuir termo independente de x;,, isto €, quando b = 0. As recorréncias mais simples sdo aquelas
em que o valor de a = 1. A seguir veremos exemplos diversos de problemas de recorréncia e

observaremos os diferentes métodos de resolugao.
Exemplo 3 Resolva a recorréncia x,,+1 = x,+4 e x; =6.

Escrevendo a relagcdo de recorréncia para diferentes valores de n, obtemos:

X2 =x1+4
x3=x2+4
x4 =x3+4

| X =Xp1 T4

Somando membro a membro as (n — 1) igualdades, temos:
X +x3+x4+Fx =x1+x0+x3+ - +x,-1 +4(n—1),

como o indice estd variando de 1 até n — 1, temos (n — 1) parcelas iguais a 4, daf

xp =x1 +4(n—1), como x; = 6, concluimos que x, = 6+4(n—1) =4n+2.

O mesmo método também se aplica a qualquer recorréncia linear de primeira ordem do tipo

Xp+1 =X+ b, onde b € R, que nada mais € do que uma progressao aritmética de razdo b. Nesse

caso, obtemos a lei de formagao x, = x; + (n—1)b.

De forma mais geral, podemos considerar a recorréncia x, 1 = x,, + g(n), onde g é uma fungio
n—1

qualquer. A lei de formacao serd dada por x,, = x| + Z g(k).
k=1

Exemplo 4 Resolva a recorréncia em que x; =0 e x,11 =x, + 2" +n.

Neste exemplo, temos que g(n) = 2" +n.

Assim,

xp=x1+g(1)
x3=x2+g(2)

| Xn = Xn-1 +gn—1)
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Portanto, somando as equagdes teremos:
xn=x1+g(1)+8(2) 4+ +grn—1)
e como x; = 0, temos:
X =04+ 4+ D)+ 22 +2) 4+ + 2" T+ (n—1)).

Xp= 2V 422+ 2 (1424 (n—1)).

Aplicando as férmulas das progressdes geométricas e aritméticas acima temos:

(n—1)

n
X, =2"—=2+ 5
Exemplo 5 Resolva a recorréncia x,11 = 4x,,.

Note que se x; = 0, entdo a sequéncia € identicamente nula. Por outro lado, se x| # 0 entao

X, # 0,Vn e podemos proceder como segue

(

Xy =4x;
X3 = 4)62
X4 = 4)63

| X = Ax,-1

Multiplicando as equagdes,

X2.X3.X4+ Xp = X|.X2. X3+ Xp_1.4.4.4.4..4.

n vezes

Logo, ap6s os devidos cancelamentos, temos que x, = 4"=1x, . como ndo foi atribuido um
valor para x; ha um nimero infinito de solu¢des para a recorréncia, assim, x, = k.4" ~!, onde k
¢ uma constante arbitraria.

O mesmo método também se aplica a qualquer recorréncia linear de primeira ordem e homogénea
do tipo x,+1 = ax,, onde a € R. Nesse caso, obtemos a lei de formagao x, = a"'x;. De modo
mais geral, podemos considerar a recorréncia x,,+1 = f(n)x,, onde f(n) # 0,Vn. Nesse caso, a

lei de formacdo é
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Assim, fixado x| a sequéncia fica completamente determinada, veja o exemplo a seguir.

Exemplo 6 Resolva a recorréncia x,+1 = nx, e x| = 2.

Seguindo um raciocinio semelhante ao item anterior, temos:

(

Xy = 1x1
X3 = 2)(2
x4 = 3x3

Xp=(n—1)x,_1

Agora, multiplicando as equagdes, x.x3.X4...X, = X1.X3. X3+ - X,—1.1.2.3...(n — 1) e cancelando

0S termos, temos:

Xp=(n—1)lx

e como x| = 2, temos

Xp=2(n—1).

Exemplo 7 Seja (xn)nzl uma sequéncia tal que xy = 1 e x,, = 2nx,_| para todo n > 1. Mostre

que x, = n'2", para todo n > 0.

x1 =2.1.x9

X2 =2.2.x;

Xy = 2.0.X,_1
\

Multiplicando as relagdes acima membro a membro, e reordenando os termos, ficamos com:
X1.X0. Xy =2.1.x9.2.2.x1 - 2.1 X1

xp=(123---n).2.2.2.2..2

n vezes

temos,

x, =n!2".
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Exemplo 8 Encontre a lei de formagdo da sequéncia (x;,) n>1 que satisfaz xp41 = 4x, +9 e x1 =3.

(

x2=4x1+9
x3=4x,+9
x4 =4x34+9

Xp—1=4xp2+9
Xp=4x,_1+9

Veja que ndo € suficiente apenas somar ou multiplicar as equacgdes de forma direta para obtermos
x, dependendo somente de n e de x;. Nesse caso para cada i de 2 a n vamos multiplicar a equagdo
x; = 4x;_1 +9 por 4", obtendo o sistema:

(
47 Zxy =411y 9. 4772

47 Sx3 = 4" 2xy +9. 4773

4n—4xy =47 3x349. 474

A2, 5 =4x,_3+9. 42
dx, | =4%x, »+9.4

Xp=4x,_1+9

Depois de somarmos as equagdes, membro a membro, ficaremos com:
Xp=4"1x (94944947 +... 49474194773 1 9 472)

As parcelas entre parénteses formam uma progressao geométrica razao 4 e primeiro termo igual

a 9. Desta forma:

i 9(4m1 -1
Xy = 4n l-xl + ( - )
Substituindo o valor de x; = 3, temos:
BECICaRE)
=34
Xn + 11

x, =347 143471 3,
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Portanto,

x, =6.4""1 -3,

Que representa a lei de formacao procurada.
Solucdo Alternativa: Inicialmente dividiremos a equacio x,_; = 4x, +9 por 41,

Assim,

ol x, 9
4n+1 - 47 4n+1 '

Agora definiremos uma sequéncia mais simples S, = 7i para todo n.

Xnr1 4 +9  xy 9

Snt1 = gn+l = gntl 47 gn+1-
Logo,
Xn 9
Snt1 = an + PrEsE
E, portanto,
9
Sn+1="3Sn+ W

Encontraremos a lei de formacao substituindo os valores de n.

;

9
S2=S1+4—2

9
S3252+4—3

Sn:Sn—l+42n
\

Somando as equagdes teremos:

9 9 9 9
Sn:S1+(47+4?+4—2+"'+47)
Como
3
Si=h=2
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temos:

_3 9 9 9 9
Sn_4_1+(4_2+4_3 4—2++4—n)

agora basta multiplicar a equagdo por 4" (lembrando que S, = 7 , obtemos:

Xy =347 4 (9477249473 4. 19)

o resultado entre parénteses € uma progressao geométrica de razdo 4 e primeiro termo igual a 9,

resultando dai:
94" 1 —1)

n=3.4""1
* R

que é 0 mesmo que:

x, =6.4""1-3

conforme a solucao anterior.

Ambos os métodos acima podem ser utilizados para resolver recorréncias do tipo x; 1 = ax, + b,
com a,b € R. De fato, pelo primeiro método, para cada i de 2 a n vamos multiplicar a equagdo
x; = ax;_1 + b por 4"~ obtendo:

(
a2y =a"'x +b. a2

a"3x3=a""2x+b. a3
A" xg=d" x5+ b a"?
a*x,_» = a’x,_3+b. a*

axp,_1 = a*x,—o+b. a

Xp=ax,_1+b

Portanto,
n—1
x, =x1a" '+ b Z a1
k=1

3.3 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem Gerais

Agora estudaremos as recorréncias lineares de primeira ordem trocando os coeficien-

tes a e b por fungdes ndo constantes de n. As recorréncias serdo do tipo

Xny1 = f(n)xy +g(n).
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A seguir apresentaremos um teorema que mostra que qualquer recorréncia linear nao-homogenéa,

de primeira ordem, pode ser transformada em uma recorréncia da forma x,+1 = x, + f(n).

Teorema 3.3.1 Se a, é uma solugcdo ndo-nula de x,1 = f(n)x,, entdo, a substitui¢do x, = anyn

transforma a recorréncia

g(n)
f(”)an'

Prova: A substitui¢do x, = a,y, transforma x, .1 = f(n)x, + g(n) em a,1y,+1 = f(n)any, +

Xnt+1 = f(n)xn—l—g(n) em Ypi1 =Yn+

g(n). Mas a1 = f(n)ay, pois a, é solugdo de x, 1 = f(n)x,.
Portanto, a equacdo se transforma em
f(m)anyni1 = f(n)anyn +g(n),

ou et 311 = o+ AL

Exemplo 9 Sabendo que f(n) # 0 para todo n > 1, indique como resolver uma recorréncia do

1ipo xp+1 = f(n)x, + g(n).

Faremos por meio de uma substituicao de varidveis. Considere uma sequéncia em que a; = 1
e apy1 = f(n)a, para todo n > 0 onde a lei de formagdo de a, é a, = f(1).f(2).--- .f(n—1).
(veja a equacdo (1) no exemplo 5).

Dividindo a equacdo x, 1 = f(n)x, + g(n) por a,, temos:

Yt _ )% g(n) _ X g(n)
Ap+1 an+1 an+1 an  dp+l
Assim, definiremos outra sequéncia (yn)n>1 , fazendo x, = a,y,, ou seja, y, = 2%, para todo n.
n
Essa nova sequéncia satisfaz y, 1 = y, + &~ 8ln)

ap+1’
g(n)
n

Considerando a fungdo h(n) = = ~) temos que y, i = y(n) + h(n). Logo, podemos obter a lei de
formacdo para y, conforme visto anteriormente. Assim,
n—1

Yn=Yy1+ Z h(k)
k=1

_)’1+Z

ak+1

Apds encontrarmos as leis de formaciao de a, e de y,, usaremos que x, = a,y, € obtemos a lei de

formacao de x;,.
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3.4 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem com Coeficientes Constantes

Nesta secao mostraremos como resolver as recorréncias lineares onde cada termo a
partir do terceiro depende dos dois termos imediatamente anteriores. As recorréncias lineares de
segunda ordem sdo do tipo

Xp+2 = Xpt1 +bx, + ¢

para todo n > 0, a, b, e ¢ constantes. Iniciaremos com o caso em que ¢ = 0, quando isso ocorre,

dizemos que a recorréncia linear ¢ homogénea, conforme a seguir.
Xp42 = aXpy1 +bxy

para todo n > 0. Veja que existe uma tinica sequéncia que satisfaz a relacdo acima, desde que os
valores de x; e x; estejam definidos.

Recorreremos a ideia utilizada na resolucdo de recorréncia linear de primeira ordem homogénea
com coeficientes constantes que sdo do tipo x,;1 = ax,, onde a solucdo € do tipo x, 11 = xp.a".
Testaremos se a solucdo da recorréncia de segunda ordem pode ser também deste formato, ou

seja, x, = c.r'* , com c e r constantes.

Exemplo 10 Seja (x”)nZO a sequéncia que satisfaz x,+2 = —3x,4+1+4x,, xo=1 e x; = -8,

para todo n, com n > 0. Encontremos uma formula para o termo geral.
Suponhamos que a solucdo € da forma x,, = c.r’* , substituindo essa expressao na recorréncia

e = 3T de

Note que c.r # 0, pois do contrario a sequéncia seria identicamente nula e ndo poderia satisfazer

a condi¢do xo = 1, por exemplo. Dai, dividindo a equacdo por cr", encontramos:
= _3r+ 4,

que chamaremos de equacao caracteristica da relacdo de recorréncia.
As raizes dessa equag@o sdor; =1e rp = —4.
Desta forma, as possiveis solugdes sdo x, = c.1” ou x,, = c¢.(—4)" para o que falta devemos

considerar os valores iniciais xo =2 e x; = —8 e verificar o que acontece em cada caso

xp = c.(1)", para todon > 0.
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Para n = 0, temos:xg = c.(1)? = ¢ = 2 e portanto x,, = 2.1"
paran = 1, temos:x; = 2.(1)! e portanto x; = 2 que ndo satisfaz o enunciado.

Veremos o segundo caso:

xp = c.(—4)", para todon > 0.

Para n = 0, temos: xo = c.(—4)? = ¢ = 2 e portanto x,, = 2.(—4)"

Paran =1, temos:x; = 2.(—4)1 e portanto x| = —8 e satisfaz arecorréncia x,, 15 = —3x,4+1 + 4x;,.
Veja que se os valores iniciais fossem xyp = 2 e x; = 8 ndo existiria sequéncia do tipo x,, = ¢.(r)"
que satisfizesse o enunciado. Mas € possivel combinar solu¢gdes para formar novas solugdes, da
seguinte maneira:

xn=c1.(1)"+c2.(—4)".

Pois as sequéncias do tipo (1)" e (—4)", satisfazem a recorréncia x, 1y = —3x,1 +4x,, além

disso a relacdo € valida para qualquer constante ¢y, ¢2. Assim,
— n+2 n+2
Xp2 = c1 (1) +ca(—4)
Xppo = 1 (=30 H401") + oo (=3(—4)" T +4(—4)")
Xpp2 = =3(c1 1" oo (=) +4(cr (1) + c2(—4)")
Xn4+2 = —3Xn+1 + 4Xn.
Agora queremos encontrar ¢j € ¢;. para que xo =2 e x; = 8.
Da equacao

xp=c1.(1)"+c2.(—4)"

temos que,

X0 = cl.(1)0+cz.(—4)0 =c1te=2

xX] = cl.(l)1 —I—cz.(—4)1 = ¢ —4c, = 8.
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Resolvendo o sistema:

cit+c=2
01—462:8
Concluimos que c; = £ e ¢ =—$
Assim,
16 6
w= 0y -2

E a sequéncia procurada.
Exemplificamos o caso em que as raizes da equacdo caracteristica eram distintas, agora veremos

como proceder quando o discriminante da equacao for igual a zero.

Exemplo 11 Resolva a recorréncia x,42 = 14x, 11 — 49x, sabendo que xo = 3 e x; = 28.

Verificaremos a solugao x, = r", conforme o exemplo anterior.
Assim, 72 = 14771 — 497" = 12 = 14r — 49.
Logo, r1 =rp="17.

Neste caso, x,, = ¢.7", para algum c. Verifiquemos que:
x0:3:>c.70:3:>c:3
x1=28=c7'=28=c=4
Observe que o valor de ¢ encontrado nao satisfaz xg e x;.
Além da solucdo x, = 7" verificaremos que a solugdo x, = n.7" também satisfaz a relacdo de

recorréncia pelo fato de 7 ser uma raiz dupla da equacao caracteristica.

Assim, x, = n.7" e x,41 = (n+1).7"+!

Xpt2 = 14x, 11 —49x, =

Xopo = 14(n+1).7"" —49n.7" =
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Xppo = 1407 4147 — 72 7" =

Xppo = 20724272 2 o

Xpio = n7"2 4272 =

Xpio = (n+2).7"2

Agora combinaremos as duas possiveis solucdes de modo que:

xp,=c1.7"+cr.nT"

Xo = C1.70 —I—C2.O.7O =c =3

x1=c1.7 417" = Tey + Ty = 28.

Portanto, ¢, = 1. Dai,

x, =3.7"+n7".

Exemplo 12 Resolva a recorréncia x,42 = 2x,41 — X, sabendo que xo =2 e x; = 10.

A recorréncia tem equagio caracteristica 7> —2r + 1 = 0. As rafzes sdo r; = r, = 1. E a solugio

da recorréncia é x, = ¢1.(1)" +c.n.(1)"
X = 01.10+c2.0.10 =c1 =2
X1 = cl.l1 +c2.11 =c1+c;=10=cp =8.
Portanto, x,, = 2.1" 4+ 8.n.1"

E concluimos que

X, =2+ 8n.
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3.5 Recorréncias nao homogéneas

As recorréncias do tipo x;,42 = ax,+1 +bx, + ¢ paratodon > 0ea, b, e c constan-

tes e ¢ # 0 podem ser reduzidas ao caso anterior escrevendo do seguinte modo:
Xp42 = AXpi1 +bxp+c

Xpt1 = axp+bx,_1+c¢

Subtraindo a segunda equacdo da primeira para eliminar o ¢, obtemos

Xn+2 = Xn+1 = a<xn+1 _xn> +b(xn _xnfl)

E necessdrio definir uma nova sequéncia (y,) p>15 COM Y, = X, — X, 1 paratodon > 1.
Note que y, satisfaz a equacdo homogénea y, 12 = ax, 1 + bx,.

Assim podemos aplicar os métodos usados anteriormente e descobrir o valor de y,,.
Dai concluimos que x;,, = x,—1 +y, que € uma equacdo linear de primeira ordem.

Portanto, x,, = x, +yi +y2 + -+ yu.

Exemplo 13 Resolva a recorréncia x,42 = Tx,4+1 — 10x,, + 3 sabendo que xo =1 e x; = 2.

Seja y, = x, —x,—1 entdo y,+2 = 7y,+1 — 10y, 4+ 3 para todon > 1.
A equacio caracteristica > = 7r — 10 possui raizes r; = 2 e r, = 5. Portanto sua solugio geral é
da forma

Vo =c1.2" +¢p.5"
substituindo os valores de xp € x| para encontrar as constantes ¢ € c3,temos:
yi=c12' +6.5' = 2¢1 +5¢, =1
yo =c1.2% +¢2.5% = 4ci +25¢5 = 15

resolvendo o sistema
2c1+5¢ =1

dcy +25¢, =15
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Encontramos que c; =0e ¢y = %
Portanto,

1
yn=02" 425" = 5!

Para n > 1, vale que

Xp=X0+Y1+Y2+- -+ Yn.

Xp =14+ (5" +52 ... 4571,

Solucio Alternativa: Veja que a parte nao homogénea da recorréncia x;, 1 — 7x,,+1 + 10x, —3 =0
€ uma constante igual a 3, desse modo, tentaremos a seguinte solucao.

Assim a solucdo da recorréncia serd y, = x,, + ¢, onde y, € solucdo da parte homogénea e ¢ é
uma constante arbitréria.

Substituindo x, = y, — ¢ na recorréncia teremos:
nt2=¢) =T(Yat1—¢) +10(yn —c) =3 =0

V2 — €= Tyur1+7c+ 10y, —10c =0
Yn+2 = Tynt1+10y, —4c—=3=0

Logo,

3
C =cC 4

Dai,

Ynt+2 = Tyn+1+ 10y, =0

onde a equacdo caracteristica sera:

2—T7r+10=0 cujas raizes sdior; =2 e rp = 5.
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Portanto sua solucao geral é da forma:

3
X, =c1.2"+c.5" — (_Z)

Logo,

3 3 1
w=ca2+oSl+(Q)=atati=l=ata=g

3 3 5
X :C1-21+02-51+(Z) :>2C1+5C2+4_1 =2=2c1+5¢ = 1

Resolvendo o sistema
c1tecp= 3—1

2¢1+5¢; = %

Encontramos que c; =0e ¢y = zlt'

Portanto a solu¢do da recorréncia sera:

1 3
n=02"+-5"+(=).
X + 1 +( 4)
Exemplo 14 Resolva a recorréncia x,+1 — kx, +x,—1 +a = 0.

Seja y, = x,, + ¢ a solucdo da recorréncia x,, | — kx,, +x,—1 +a = 0, como y, a solucdo da parte
nao homogénea.

Assim, x,, =y, — ¢, dai
n+1 =€) =k(yn—¢)+ (Yp-1—¢c)+a=0
Yn+1—C€—kyn+kc+y,—1—c+a=0

Yn+1 _kyn +yn—l + (k—2)c+a =0

A equagdo caracteristica de x,+1 —kx, +x,—1+a=0¢ rr—kr+1=0.

Se k = £2, temos que:



~
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k a
xn:cl.(i)"+cz.n.(—)"— =)
Se k # +2, temos que:
k+Vk?—4 k—Vk*—4
n=——H———€¢e¢En=——.
2 2
Entao:
k+vVk*—4 k—+Vk*—4
xn:cl.(#ﬂ—cz.(#).
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4 UM SISTEMA DE EQUAC()ES DIOFANTINAS QUADRATICAS
4.0.1 O Problema

Apesar dos esfor¢os de mateméticos dos dltimos 350 anos, poucos métodos gerais
de resolucdo de equacgdes diofantinas ndo lineares estdo disponiveis. De fato, grande parte
da literatura sobre o assunto consiste em resultados isolados. Quando se trata de sistemas de
equacdes diofantinas ndo lineares simultineas, os resultados sdo ainda mais fragmentados e uma
solug@o completa de um tal sistema € uma raridade.

Nesta dissertacao estudaremos um par de equagdes diofantinas quadraticas simultaneas que foge
do panorama descrito acima e podem ser resolvidas completamente por métodos de resolugdo de
recorréncia.

Dado um inteiro ¢ consideraremos o sistema
xy?+ay+leyx®+ox+1

4.1

o qual € essencialmente um par de equagdes quadraticas simultdneas com quatro incognitas, pois
o € um inteiro fixo. Veremos que este sistema € equivalente a uma recorréncia de segunda ordem
nao linear. Além disso, também veremos que toda solu¢do dessa recorréncia nao linear ¢ uma
solucao de uma recorréncia linear com coeficientes constantes. Podemos assim obter a solucao
completa de (4.1) em inteiros. Com algum esfor¢o adicional podemos obter todas as solucdes
inteiras positivas.

O resultado principal é que se o ¢ {—2,2} , entdo existe um nimero finito de sequéncias
tais que x e y satisfazem (4.1) se e somente se eles sdo termos consecutivos de uma dessas
sequéncias. Essas sequéncias sdo semelhantes a sequéncia de Fibonacci, pois ha uma relacao
linear conectando quaisquer trés termos consecutivos.

Por exemplo, para o caso especial & = 0, dois inteiros satisfazem x|y2 +1e y|x2 + 1 somente
se x e y sdo elementos consecutivos da sequéncia ... 1,1,2,5,13,34... obtida da sequéncia de
Fibonacci, eliminando termos alternados.

Para o € {—2,2}, a principal diferenca é que existe um nimero infinito de sequéncias e que 0

(zero) pode ser termo de alguma delas.
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4.0.2 Discussoes preliminares

Seja (x,y) um par de inteiros satisfazendo o sistema (4.1). Vamos construir uma
sequéncia de nimeros inteiros (x;),cz, onde xy = x e x; =y, de modo que quaisquer dois de
seus termos consecutivos satisfazem o sistema (4.1) e quaisquer trés de seus termos consecutivos

satisfazem a seguinte recorréncia nao linear:
Xnp1Xn—1 = x% +ox, +1
4.2)
Inicialmente observamos que mdc(x,y) = 1. De fato, sendo d € N tal que d|x, segue por
tansitividade que d|y® + oty + 1. Dai, se também tivermos que d|y, entdo podemos concluir que

d|1. Isso prova que mdc(x,y) = 1.

Agora como x|y? + ay + 1, existe um inteiro z € Z tal que
Xz = y2 +oay+1.
Tomando congruéncia obtemos xz = 1(mody) e consequentemente
(2 +az+1) =1+ ax+x> = 0(mody).

Assim, como x e y sio relativamente primos, temos que y|z> + aiz + 1. Além disso é claro que
dy* +ay+1.

Desse modo produzimos um nova solugdo (y,z) para o sistema (4.1). Entao definimos x; := z.
De modo andlogo, como y|x? + ax + 1, existe w € Z tal que yw = x> + otx + 1. Daf, tomando

congruéncia médulo x, concluimos que yw = 1(modx) e com isso,
VW +ow+1) =1+ ay+y* = 0(modx).

Logo, x|w? + aow + 1. Portanto, (w,x) também & solucio de (4.1) e entdo definimos x_; := w.

Continuando desta maneira, obtemos a sequéncia:

(xn)nez = ( <y X—1,X0,X1,X2, .. ) er”

a qual, por construcdo, satisfaz as condi¢des desejadas, ou seja, quaisquer dois termos consecuti-
vos satisfazem (4.1) e quaisquer trés termos consecutivos satisfazem (4.2).

Portanto, toda solucao inteira do sistema (4.1) produz uma sequéncia de inteiros que satisfaz a
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recorréncia (4.2) e cujos pares de termos consecutivos satisfazem (4.1).
Nesse contexto, destacamos que o sistema (4.1) possuird solucdo (x,y) com xy = 0 somente

quando a € {—2,2}. De fato, se por exemplo tivermos x = 0, o sistema (4.1) se resume a
Oy* 4+ ay+1ey|l.

Logo,y € {—1,1} e y* + oty + 1 = 0, de onde segue que & € {—2,2}.

Desse modo, para o ¢ {—2,2}, todos os termos da (x;,),cz serdo ndo nulos e além disso, cada
par de termos consecutivos determina o termo subsequente (ou antecedente) de forma univoca,
por meio da equacdo (4.2). Consequentemente, a sequéncia € completamente determinada pelo
par de termos inicial (xgp,x;) = (x,y).

A discussdo acima motiva o conceito a seguir. Antes, lembramos que um subconjunto . C Z é

dito um intervalo se seus elementos sdo inteiros consecutivos.

Definicao 4.0.1 Sejam a € Z e & C 7 um intervalo com pelo menos trés elementos. Dizemos
que uma sequéncia de inteiros (X;) jc s € uma 0.—cadeia se satisfaz:

1. xji1xjq :x?—i— oax;j+1, sempre que {j—1,j,j+1} C 7.

2 xp=0&n—1¢ Foun+1¢.7.

Destacamos que duas oc—cadeias (x;) jc.s, € (}) je.s, serdo consideradas iguais se uma for obtida
a partir da outra por uma translacao ou uma reflexao de indices, isto €, se existir n € Z tal que
X; =Yitn paratodoi € fey; =x;_, paratodo j € % oux; =y,_;paratodoi € S ey; =x,_;
paratodo j € .%.

Observe que se uma a—cadeia possui termo nulo, digamos x,, = 0, entdo o € {—2,2}. De fato,
nesse caso teremos x? +axj+1=x;_1xj11 =0, onde tomamos j =n+1ou j=n— 1 conforme
X, seja o primeiro ou o ultimo termo da sequéncia. Em qualquer caso, x; € uma raiz (inteira)

da equacio X2 + oX +1 = 0. Como « é inteiro, a outra raiz dessa equagiio também ¢ inteira e

como o produto das raizes € 1, concluimos que x; = 1 ou x; = —1. Portanto, & = —2 ou ¢ = 2,
respectivamente.
Exemplo 15 Note que, para o = —2 temos X, 1%, 1 = x2 — 2x, + 1 = (x, — 1)%. Com isso, as

{—2}—cadeias com primeiro termo nulo sdo da forma

(0,1,x,(x—1)?, x(x—2)%...), onde x € Z.
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Do mesmo modo, para ¢ = 2 temos X, 41X, = x% +2x,+ 1= (x,+ 1)2. Logo, as {2} —cadeias

com primeiro termo nulo sdo da forma
(0,—1,x,—(x+1)%,x(x+2)*...), onde x € Z.

Observacio 4.0.1 Segue da discussdo acima, que um par (x,y) é solu¢do do sistema (4.1) se e
somente se x € y sdo termos consecutivos de uma o-cadeia. Portanto, para determinarmos todas
as solucdes daquele sistema € suficiente determinarmos todas as o-cadeias. Além disso, € claro
que uma o—cadeia fica completemente determinada por dois de seus termos consecutivos € nao
nulos.

Nesse sentido, o seguinte resultado € fundamental.
Proposicao 4.0.1 Se a & {—2,2} entdo existe apenas um niimero finito de a-cadeias.

Prova: Seja (x;) jc.» uma ot—cadeia, como o ¢ {—2,2}, temos x; # 0, para todo j € .#. Em
particular, segue da defini¢ao que (x;) jc.» ndo possui nem primeiro nem tltimo termo, ou seja,
I =7.

Dai, temos |x;| > 1,Vj € Z e a menos de uma translacdo de indices, podemos supor que

lxj| > |x1],Vj € Z. Com isso, segue que
bt 2 ot et 1 2 e+ ooxt 1] = ol 2 bl 2 b 2

1
= |xi|+]oe| + 1> |xp |+ || +— > |xo0| > |x1].

1
= |OC|—|—1 > |)C()|—|)C1| > 0.
Portanto, |xo| = |x;|+ b, onde 0 < b < ||+ 1, ou ainda xyp = ex; +b com € € {—1,1} e

0< b < || +1.

De modo anélogo, temos x; = €'x; +ccom € € {—1,1} e 0 <|c| < |ot| + 1. Por fim, temos
(€'x14¢)(ex1 +b) =x3 +ax; +1
= (g€’ —1)x3 + (b€’ +c€ — o)x; +bc— 1 =0.
Isso nos diz que para cada escolha de €,€’,b € ¢ temos no maximo duas escolhas possiveis para

x1, exceto quando €€’ = 1, be’' + ce = o € bc = 1, mas nesse caso teriamos o € {—2,2}.

Desse modo, para o ¢ {—2,2}, o niimero de escolhas para x| é no maximo 8(2|a|+3)?. Como
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a escolha de xo, x| determina completamente a sequéncia, temos 8(2|c| 4 3)? como cota superior
para o nimero de ox—cadeias. Isso conclui a prova do teorema.
Agora vamos mostrar que quaisquer trés termos consecutivos de uma o —cadeia satisfazem uma

relacdo de recorréncia linear de segunda ordem.

Proposicio 4.0.2 Para toda ot—cadeia (x;) jc 7 existe um inteiro k € Z tal que se {n —1,n,n+

1} C .7, entdo:
Xpt1 —kxy +xp—1+0 =0.

4.3)

Prova: Para cada g € .¥, com x, # 0, certamente existe k, € Q tal que
Xg+1 —kqxq +xp-1+ 0= 0.

Inicialmente, provaremos que k, = k, para todo n > g. De fato, se x4 1 nao for o ltimo termo

da sequéncia, entdo x,41 # 0 e
2
Xg+2%g = Xg11(Xg1 + &) + 1 = xg11 (kgxg — xg-1) + 1 = kgxgy1X4 — X5 — 0xg

= Xgr2 = kgXg11 —Xg — 00 = Xg42 — kgXg11 +x4+ 0 =0.

Isso prova que k,1 = k; € argumentando indutivamente segue que k, = k; para todo n > g,
enquanto ocorrer x, # 0. Por fim, dados ¢1,g> € Z, com x4,x4, 7# 0, temos g1 < g2 ou g1 > g.
Em qualquer dos casos, pelo que provamos acima, segue que k,, = kg,. Desse modo, concluimos
que existe k € Q tal que

Xpa1 —kxy +xp—1 +0 =0.

sempre que {n— l,n,n+1} C 7.
Além disso, como k = k; =k, 1 temos que kx,, kx,q1 € Z e por (4.2) mdc(xy,x441) = 1. Por-

tanto, usando o lema de Bézout vemos que k € Z.

Corolario 4.0.1 Se (x;) jc.s € uma o.—cadeia entdo para {j—1,j, j+1} C .7 existe k € Z tal
que

x?—kx?_l —kxjxj_1+o(xj+xj-1)+1=0.
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Prova: Por defini¢do temos x; x| = x? + ax;j+ 1 e pela proposicdo anterior
i =k 1 — X2 — o
Xjr1Xj—1 = KXjXj—1 —Xj_| ox;—1.
Portanto, x? —|—x571 —kxjxj,l + Ot(xj —|—xj,1) +1=0.

Corolario 4.0.2 Dados x,y € 7 temos que x e y satisfazem o sistema (4.1) se, e somente se,
existe k € 7 tal que
X —kxy+ Y +oax+ay+1=0.

Prova: Se x e y satisfazem o sistema (4.1), entdo x e y ndo sao ambos nulos e sdo termos conse-
cutivos de uma o—cadeia. Portanto o resultado segue da proposi¢ao acima. Reciprocamente, se

existe uma tal constante k € Z, entdo claramente x e y satisfazem o sistema (4.1).

Na verdade, a existéncia do inteiro k € Z referido no corolédrio acima, é consequéncia do

fato que x e y dividem x>+ y> + ox+ ay+ 1 e mdc(x,y) = 1. Dai, quando xy # 0, temos

k— ¥+ y*+ox+oy+1
= o .

quer par de termos consecutivos da ox—cadeia determinada por x e y.

O que temos de novidade aqui € que esse quociente € 0 mesmo para qual-

A finitude do nimero de ox—cadeias tem ainda como consequéncia o seguinte resultado.

Corolario 4.0.3 Para um inteiro o & {—2,2} fixado, a equagcdo diofantinha x* — kxy + y* +

ox+ ay+ 1 =0 possui solugdo apenas para um niimero finito de valores inteiros de k.

Prova: Temos que (x,y) é solugdo se, e somente se, x e y satisfazem o sistema (4.1), o que é
equivalente a dizer que x e y sdo termos consecutivos de uma o —cadeia. Nesse caso xy # 0, pois
o ¢ {—2,2}. Como existe apenas um nimero finito de a—cadeias e o inteiro k fica determinado

pelo par (x,y), segue que temos apenas um nimero finito de possibilidades para k.
4.0.3 Limitacdo: |k| <2|a|+3 paratodo o ¢ {—2,2}.

Como vimos na proposi¢ao 4.0.2, para uma o—cadeia (x;) jc » existe um inteiro

k € Z que satisfaz a recorréncia
Xp+1 —kxy +x,-1+ 0 =0.

Isso nos da, por exemplo

[Kf[oer| < ool + 2] 4 |ex].
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Assim, supondo |a| > 2 e argumentando como na proposi¢do 4.0.1, com x; sendo o termo de

menor médulo, podemos assumir
1< |xy] < |xo| < || < x|+ [ + 1.

Portanto,

[k bei | < fxo| =+ oer | + 2| +- 1.

Caso ocorra |xg| = |x;|, entdo teremos

K| =2 < ([k[ =2)|a | < 2[af +1 = |k <2]af+3.

Se tivermos |xp| > |x1|, entdo a desigualdade |xz| < |x;|+ |a| + 1 € estrita e portanto |x;| <
er| =+ lex].
Assim, para |x;| < |xo| < 2|x;|, obtemos |k| < 2|at| + 3.

Por outro lado, para |xg| > 2|x;|, vamos refinar as desiguladades obtitadas na proposigio 4.0.1.

Com efeito,
a
(ka4 1902 > a2+ o 4+12 128+ a1 1] = o] 2 o2 o
Dessa forma,
o] 1 1 1
xo| < |x1|+—=¢ |0 < — (x| +|a|+—) < = (x| + ||+ 1).
ol < x|+ e lxe ’xO‘(IIII \xll) 5 (b + el +1)

Com isso,

3 1
(k| = S)ba| < 2lal + 5 = k| < 2Jar| +2.

Para |a| = 1, verificamos diretamente (veja a se¢do 4.0.5) que a mesma cota |k| < 2|o|+ 3

também ¢ satisfeita. Resumidamente, temos o seguinte resultado.

Proposicio 4.0.3 Para uma o.—cadeia (xj)jc.s, com |&| # 2, o inteiro k € Z tal que X1 —
kx, +xn,—1 + a = 0, satisfaz a desigualdade |k| < 2|a|+ 3. Ocorre a igualdade apenas quando

o[ = [x1]-
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4.0.4 Todas as o.—cadeias com || < 4.

Dada uma a—cadeia (x;) jc.»~, a menos de uma translagao podemos supor {0,1,2} C
7 e amenos de uma reflexdo podemos admitir |x;| > |xp|. Dai, supondo || < 4 e argumentando

como na demonstrag¢do da proposi¢ao 4.0.1, concluimos que
(Jx1| 4+2)% > |y >+ e ey |+ 1 > 53 + oy + 1] = |xaxg] > |x0]? > |x1]?

= |x1|+2 > |xo| > |x1].
Portanto, segue que
xo| = [xi | ou xo| = |y |+ 1.

Essa segunda possibilidade s6 tem chance de ocorrer quando || > 2. De fato, se |xg| = |x1| + 1
entao

et 2+ ot e |+ 1> |xf 4 g + 1] > [xo)* = g [*+2x [+ 1.

Portanto, |a| > 2.
Por outro lado, para |a| € {2,3} e |xo| = |x1|+ 1, devemos ter |xz| = |xp|. De fato, se ocorrer

|x2| > |x0| = |x1| 4+ 1, entdo
et [ [l et [ 41> xaxo] = (Jet | +2) (bt |+ 1) = x| + 3] [ +2
= (la]=3)x;| > 1=|a| > 3.
Para |a| =4 e |xo| = |x1|+ 1, temos |xz| € {|xo], |xo| + 1}. Com efeito, se |xz| > |xo| +1 =
|x2| > |xo| + 2 entdo
i 2+ [ e[+ 1> peaxol > (Jxer | +3) (Jxa| +1) = paa|* + 4] +3

= (la]—4)|x1| >2=|a| > 4.

Resumimos essa discussdo no seguinte resultado.

Proposicio 4.0.4 Para uma a—cadeia (x;) jc.y podemos supor |x2| > |xo| e que x1 € o termo

de menor valor absoluto. Nessa condi¢oes vale que:
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L. || <4 = |xo| € {|x1],|x1|+ 1}

2. o] < 1= |xo| = |x1].

3. |o] <4elxo| = |x1|+1=|x2] € {|x0], |x0| + 1}
4. |o| <4de x| = x|+ 1= |x2] = |x0]

4.0.5 O caso |xo| = |x1|

Caso tenhamos |xg| = |x1 |, 0 que é sempre verdade quando || < 2, como mdc(xg,x1) =
1, segue que |xo| = |x;| = 1. Logo, xo = +1 e x; = £1.
Assim, se |xp| = |xi|, a menos de reflexdes, temos apenas trés a—cadeias correspondendo,

respectivamente, aos pares (xo,x1) € {(1,1);(—1,1);(—1,—1)}.
@...,(a+2)*+ (0 4+ 1) a+2,1,1,a+2, (0 +2)* + (a+1)%,...

AD)...,— (@ =2+ (o —1)> =2, —a+2,—1,1,—o =2, (¢ +2)* — (a+1)>+2,...
..., — (-2 — (- 1%, a—2,—1,-1,aa—2,— (¢ —2)* — (. — 1)?, ...

Para cada uma das sequéncias acima, podemos determinar a constante k estabelecida pela
proposicao 4.0.2.
A saber, para a sequéncia (1), temos k = 2o 4 3. Além disso, a sequéncia € determinada pela
recorréncia
Xnr1 = 2a+3)x, —xp—1 — &, x0 = 1,x = 1.
Para as sequéncias do tipo (II), temos kK = —3, de onde segue a recorréncia
Xpt1 = —3X, —Xp—1 — O, x0 = —1,x1 = 1.
Para as sequéncias do tipo (III), temos k = —2a + 3 e portanto,
Xp+1 = (200 +3)x;, —xy—1 — &, x0 = —1,x; = —1.

Observe que para o € {—1,0,1} temos

2 2 2 _ 2

xj+OCXj+1 > x5 — |Xj|+1 ij—2|xj|+1 = (|Xj| — 1) > 0.

Assim, para |x;| > 1, temos x;_1xj41 = x? +axj+1> 0. Isso também € verdade quando |x;| = 1.

Portanto, x;_ € x;;1 sd0 ndo nulos e t€ém o mesmo sinal. Logo, os termos de ordem par t€ém o
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mesmo sinal e os termos de ordem impar também tém o mesmo sinal.
Em particular, para (xg,x;) = (1, 1) a sequéncia tem todos os termos positivos. Para (xq,x;) =
(—1,1) tem termos de sinais alternados e para (xq,x;) = (—1,—1), todos os termos sdo negativos.
Enfim, podemos listar todas as {—1}—cadeias, substituindo o = —1 nas sequéncias (I), (I) e
(1I0).

(., L1111, k=1

(y=7,3,—1,1,—1,3,-7,...), k= —3
(iy—13,-3,—1,—1,-3,-13,...), k=5.

A primeira das sequéncias acima € dada pela recorréncia x,, 11 = x, —x,—1 + 1, com xg = x; = 1.
E claro que a sequéncia constante igual a 1 satisfaz essa recorréncia e também as condicdes
iniciais. Dai, a unicidade de solugdes mostra que x; = 1 efetivamente para todo j € Z.

As demais sequéncias sdo dadas pelas respectivas recorréncias referentes aos tipos (II) e (I11),
especializadas ao caso o = —1.

Fazendo o0 = 0, obtemos todas as 0—cadeias:
(..,5,2,1,1,2,5,...), k=3

(y=5,2,—1,1,-2,5,...), k= -3
(y=5,—2,—1,—1,-2,-5,...), k=3.

A primeira das sequéncias acima € dada por x,,.1 = 3x, —x,_1, com xy = x; = 1. Dai, sendo

(fn)nez a sequéncia de Fibonacci, temos que

xi=1=fo; xo=2=fr; x3=5=fa; x4=13= fe.

Portanto, podemos conjecturar que x, = f2,_7 para todon > 1.

Supondo que x; = f>;_» para todo j < n, temos

Xp = 3xp—1 —Xpn—2 = 3fon—4 — fon—6 = 2fon—a+ fon-5 = fon—a+ fon—3 = fon—2.

Isso prova a conjectura.

Por fim, fazendo o = 1, seguem todas as 1 —cadeias:

(..,13,3,1,1,3,13,...), k=5
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(.7,-3,1,—1,1,-3,7,...), k= —3
(=1, —1,—1,—1,—1,—1,..), k= 1.

Observacio 4.0.2 Note que as 1 —cadeias sdo obtidas das {—1}—cadeias multiplicando-as por

—1. Isso ja era esperado, pois
Xjp1xj1 = x5+ oxj+ 16 (—xj0) (—xj1) = (=x))7 + (=) (—x) + 1,

ou seja, (x;) je.» € uma ai—cadeia se e somente se (—x;) jec.» € uma {—o } —cadeia. Claramente,

essas sequéncias correspondem a uma mesma constante k.

Como consequéncia dos resultados acima, temos
Proposiciio 4.0.5 Dada a equacdo diofantina x* — kxy +y* + ox+ oy + 1 = 0, vale que:

1. Para oo = —1, existe solucdo se, e somente se, k € {—3,1,5}. Além disso, tal equacdo
possui solugdo em inteiros positivos somente para k = 1 e (x,y) = (1,1) é a tnica solugéo
da referida natureza.

2. Para o = 0, a equac@o posui solucdo se e somente se k € {—3,3}. Teremos solu¢do em
inteiros positivos somente para k = 3 e nesse caso, (x,y) = (fan, fon+2) (termos de ordem
par da sequéncia de Fibonacci).

3. Para o = 1, a equag@o posui solugdo se e somente se k € {—3,1,5}. Havera solu¢do em
inteiros positivos somente para k = 5 e as solugdes sdo dadas por (x,y) = (x,,X,+1), onde

Xp+1 =5%X, — X1 — 1, comx, =x; = 1.
4.0.6 O caso |xo| = |x1| + 1 e |x2| = |x0]

Quando |a| > 2, além das sequéncias (I),(I) e (III), também temos aquelas para
as quais |xg| = x|+ 1 e nesse caso, |xa| € {|xol, |xo| + 1}. Consideremos inicialmente o caso
|x2| = |xo]|. Assim,

(1| +1)% = [xoxa| =[] + axy + 1

= x7+ax;+1= (x| +1)% oux]+ox; +1 = —(|xy| +1)%



43

Da primeira igualdade, obtemos ax; = 2|x;|. Daf ax; > 0 e |a| = 2. Desse modo, xox; =

x? +axy + 1 > 0. De onde segue
xp=xp = |xi|+1oux, =xp=—|x;|— 1.
Caso tenhamos xo = |x1| + 1, para o = 2, temos
X1X_1 = x% +2x0+1=(xo+ 1)2 = (|x1] -|—2)2,
segue que x1|4. Logo, para o = 2 temos x; > 0 e entdo x| € {1,2,4}. Isso nos dd trés sequéncias
(..,9,2,1,2,9,...)

(...,8,3,2,3,8,...)

(...,9,5,4,5.9,...).

Se tivermos & =2 e x; =x9 = —|x1| — 1 = —x] — 1, entdo segue que x3 = x_; = x;. De um modo
geral xp;41 = X1 € X2 = Xg. De fato, temos k = —2 e entdo a sequéncia é dada pela recorréncia
Xjp1 = —2Xj—Xxj 1 —2=Xj1+Xx;= —(Xj—|—x]'_1) —2.

Portanto, definindo y; = x| +x;, segue que y; = —y;_1 — 2, com yg = —1. Resolvendo essa

recorréncia obtemos
. J - 1, se j é impar
(=1)yj=yo+2) (-1)"' =
i=1 —1, se j é par

Logo, yj = —1,Vj. Assim, x; = —x;_1 — 1. Por fim, Resolvendo essa recorréncia, chegamos a

. J . X0+ 1, se j é impar
(=D =g+ Yo (1)1 = g 0T TR

i=1 Xg, se j € par

0 que nos da a sequéncia
(cory—x1 — Lixy, —x; — Lix,—xp — 1,..0).

Observe que para o = 2 as sequéncias (II) e (III) sdo casos especiais da sequéncia obtida no
exemplo 15. Além disso, a sequéncia (I) se reduz a (...,25,4,1,1,4,25,...). Essa 2—cadeia é

determinada pela recorréncia

Xjp1=Txj—xj—1—2, comxy=x; = l.
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Observacao 4.0.3 Destacamos que os termos dessa 2—cadeia sdo os quadrados dos termos da
0—cadeia (...,5,2,1,1,2,5,...),k = 3, estudada na se¢fo 4.0.5. De fato, essa O—cadeia é dada
pela recorréncia y; 1 = 3y; —yj_1, com yg = y; = 1. Assim, supondo que x; = yl2 para todo
i < j, segue que

Xj= 7Xj_1 —Xj_2—2 = 7)%71 —)’?72 —2.

Por outro lado,

2 2 2 2 2 2 2
Yi=9i 1 —6yj-1yj2+Yia=Tyj_1 —¥j_2 +2(0j_1 = 3yj-1yj—2+Yi2)

Por fim, como (yy),cz é uma O—cadeia com k = 3, o coroldrio 4.0.1 nos diz que y?_l —

3yji—1yj-2 +y§72 = —1. Com isso, concluimos que x; = y? para todo j.

A seguir, listamos todas as 2—cadeias.
(...,25,4,1,1,4,25,...), k=1.

(.,9,2,1,2,9,...), k=6.

(.18,3,2,3,8,..), k= 4.

(.,9,5,4,5,9,..), k=3.
(0,—1,x,—(x+1)%,x(x+2)%...) k= —x—2.
(o,—x—Lx,—x—1,x,—x—1,...),k=—2.

Pela Observagao 4.0.2, as { —2}—cadeias sao:
(=25, —4,—1,—1,-4,-25,..) k=17

(y=9,-2,—-1,-2,-9,..), k=6
(.. —8,-3,-2,-3,-8,...), k=4

(oy=9,—-5,—4,-5,-9,..), k=3
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(0,1, —x, (x+ 1)2,—x(x+2)2.,,)7 k=—x—2
(oox+1,—x,x+1,—x,x+1,...), k= -2

comx € Z.
Consideremos agora a segunda igualdade x7 + otx; + 1 = —(|x; |+ 1)2. Nesse caso, xox; < 0 e

como |x;| = |xg|, segue que xg +x; = 0. Ademais,
2x% + axy +2)x | +2=0.
Portanto, ax; < 0 e x1|2. Dai, temos as seguintes situagdes
xi=—lea=6x1;=-2ca=Txj=leax=—-6x;=2ea=-7.

Porém, destacamos que no presente caso, x| < 0, ndo existe cadeias tais que x; = =2, =7

ou x; = 2,0 = —7. Nessas situagdes, teriamos xox; = —9, com |xg| = |x2| e xpx, < 0. Dai,
_ Xotmta o

k=222 =2 7.

Desse modo, as tnicas oc—cadeias que satisfazem ox; < 0, [xo| = |x1|+ 1 e |x2| = |x0| sdo a

6—cadeia

(i) —17,2,—1,-2,7,—46,...),k = —6.

e a {—6}—cadeia
(.y17,-2,1,2,-7,46,...),k = —6.

A andlise acima nos permite concluir que a situagio |xg| = |x1|+ 1 e |x2| = |xo| ocorre somente
para || € {2,6}.

Em particular, para || = 3 as tinicas oo —cadeias sdo aquelas fornecidas pelas sequéncias (I), (IT)
e (IIT) das secdo 4.0.5. Além disso, as sequéncias dadas (II) e (IIT) para o¢ = 3 coincidem, pois
as recorréncias que definem essas sequéncias coincidem quando ¢ = 3 e além disso o “bloco”
(...1,-1,-1,1,...) aparece em ambas as sequéncias. Dai, como a recorréncia é a mesma, tomar
as condig¢des iniciais como —1,1 ou como —1, —1 determina a mesma cadeia, ja que diferem
apenas por uma translacao.

Desse modo, todas as 3—cadeias sdo:

(...,41,5,1,1,5,41,...),k=9.
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(..=51,-1,-1,1,=5,...), k= 3.

E todas as {—3}—cadeias sdo:
(y—41,-5,—1,-1,-5,—41,..),k=9.

(.5,—1,1,1,—1,5,...),k = —3.

4.0.7 O caso |xo| = |x1|+ 1 e |x2] = |xo| +1
Como j4 vimos, nesse caso deve ocorrer |¢t| > 4 e temos
X7 4 axy + 1] = |xoxa| = |xy|> 4+ 3|x1| + 2.
Isso nos dé duas equacdes, a primeira delas é
X2 4ax;+1= x> +3x|+2= ax; —3x | =1

:>OCX1>0;|X1’=1G‘OC|:4
:>]xo|:2e|x2|:3.

Dai, se o = 4, segue que x; > 0. Portanto, xgx; = x% +4x; +1 > 0 Logo, teremos xo =2 e
x» =3 ouxg=—2ex; =—3,0que nos di duas 4—cadeias

(...,13,2,1,3,22,...), k=9.

(y=3,-2,1,-3,-2,...), k=—1.

a segunda equacao é:
X oxy 41 =—|x > =3 | — 2= 2xF + ox; +3|x|+3=0

=ox; <0e|x|=1,|a] =8 ou |x;| =3,|a| = 10.

Isso nos dé as seguintes cadeias

(—11,2,1,-3,34,...), o = —8 e k= —9.
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(..,21,-2,1,3,-14,...), a = —8e k= —T7.

(11,-2,—1,3,-34,..), a =8 e k= —9.

(=21,2,—1,-3,14,...), a =8 e k= —7.

(...,—19,4,-3,-5.8,..), . = 10 e k = —3.

(..,19,—-4,3,5,-8,...), a = —10 e k = —3.

Da andlise feita, podemos listar todas as 4—cadeias: temos cinco sequéncias, trés delas sdo
fornecidas pelas sequéncias (I), (II) e (IIT), obtidas na secdo 4.0.5, especializando ao caso o = 4.

As outras duas foram obtidas na presente secao
(...,13,2,1,3,22,...), k=09.

(y=3,-2,1,-3,-2,..), k=—1.

(...,61,6,1,1,6,61...), k=11.

(.3,-2,—1,1,—6,13,..), k= —3.

(..—13,2,—1,—-1,2,—13,...), k= —5.

As {—4}—cadeias sdo as opostas dessas, conforme a observagao ??.

Resumimos a discussdo acima por meio da seguinte proposi¢ao.
Proposiciio 4.0.6 Dada a equacdo diofantina x* — kxy +y* + ox + oy + 1 = 0, vale que:

1. Para || = 4, existe solucdo se, e somente se, k € {—5,—3,—1,9,11}. Tal equacdo possui
solugdo em inteiros positivos somente para (@, k) € {(4,9);(4,11),(—4,—5)}, sendo que
para (o, k) = (—4,-5), tem-se que (x,y) = (1,1) é a dnica solugdo da referida natureza.

2. Para |a| = 3, a equagdo posui solucgdo se e somente se k € {—3,9}. E teremos solugédo
em inteiros positivos somente (k) € {(3,9),(—3,—3)}. Para (o,k) = (—3,—3), tem-se
que (x,y) = (1,1) é a tnica solucdo da referida natureza. Para (ot,k) = (3,9), tem-se que

x € y sdo termos consecutivos da sequéncia x,4+1 = 9x, —x,_1 — 3, com xg = x; = 1.
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3. Para |a| = 2, a equacdo possui solug@o em inteiros positivos somente para k = 5 e as

solugdes sdo dadas por (x,y) = (X, Xp+1), onde x, 41 = Sx, —x,—1 — 1, comx, = x; = 1.
4.0.8 Estudo Qualitativo

Agora voltemos a considerar a recorréncia
Xp+1 —kxy +x,-1+ 0 =0.

Como essa recorréncia nao € homogénea, faremos a mudanca de varidveis x, =y, + c. Com isso,

obtemos:
Yni1+c—k(yp+c)+yn1+tc+a=0=y, 1 —kyy+y,1+2—k)c+a=0.

Assim, para k # 2, tomando ¢ = %5, teremos y 1.1 — ky, +y,—1 = 0.

Desse modo, sendo { e {~! as raizes da equacdo x> — kx + 1 = 0, segue que para k # —2,
yn=col"+c1l "= x=col"+c1{ "+

4.4)

onde cg, ¢ sdo contantes determinadas em func¢do de xg,x, @ e k. Por outro lado, substituindo

na equacao xox; = x% + ax; + 1 obtemos
Vi =¢8>+ il +2c0c1 = kS + Tk — (co—c1)?

= x7 = co(cok +2¢)& +c1(c1k+2¢) 1 = (co— 1) + 2
= x7 4 ax; + 1 = co(cok+2c+ ) +ci(crk+2c+ ) —(co—c1)* +* +co+ 1
= xpx2 = (co+ ¢y +c)(c0<:2—|—c1§_2—|—c) = (co+cy —|—c)(cokC—|—c1k§_l +c—co—cy)
= co{(cok+2c+ ) —k(co+ci +¢)} +er{(crtk+2c+a) —k(co+ ¢y +¢)} ¢!
=(c+co+ci)(c—co—c1) =+ (co—c1)? —ca—1
= —keoe1(E+C D =(co—c1)> = (co+c1)? —ca—1

= —kzcocl = —4coc; —ca — 1.
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Concluimos que:
(k2 —4)coe) = co+1= 25 +1.
4.5)
Isso mostra que o produto coc; depende apenas de o e k. Além disso, como ¢y + ¢y = x9 — ¢

concluimos que para |k| # 2, as constantes ¢ e ¢, dependem apenas de «,k e xo, pois sdo as

raizes da equagdo

2 Ca+ 1
— (%o — =0.
x“—(xp—c)x+ 24
Note que para k = —2, temos f‘i +1 =0, ou seja, a> = 4. Logo, o] =2 e nesse caso ja

conhecemos explicitamente todas as cadeias.
4.0.9 Estudo do sinal dos termos de uma o.—cadeia

Para estudar o sinal do termos de uma o—cadeia (x;);c s, vamos comecar lis-
tando alguns propriedades gerais. Para o que segue vamos supor & > 0, pois como vimos
as {—o}—cadeias sdo as opostas das a—cadeias. Além disso, como ja conhecemos todas as
o—cadeia com |o¢| < 4 vamos considerar @ > 4.

L. Se (x;) je.s possui dois termos consecutivos positivos, entdo todos os termos sdo positivos.
De fato, se x,_1 e x, sdo positivos entdo x, | também o €, haja vista que x,41x,—1 =
X2+ ax, +1>0.

II. Sex; <0, entdox; <xj_1o0ux; <Xjii.

De fato, se x; 1 < x; <0exj;; <x; <0, chegamos a um absurdo
Xiq1Xit] > XiX; >x2>x2-+ax‘+1—x~ X;
J=1Aj+1T Z A A+ Z A j J —Aj—1Aj+1-

II. Sek>—-2ex;jxj—1 <0,entdo 0 < x; < |xj—1| ou 0 <xj_1 < |xj].

De fato, pelo corolério 4.0.1 temos
0 :x§ —|—x§_1 —kxjxj_l —+ OC(Xj —|—Xj_1) +1

2x§+x§_1 +2xjxj_1 —|—OC(Xj—|—Xj_1)+1

= (xj—l—xj_1)2+a(xj+xj_1)+1
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>oa(xj+xj_1)+1>x4+xj-1+1.

=xj<xj+l<—xjqexj_1 <xj_1+1<—x;.

IV. Se k > —2, todo termo de valor absoluto minimo em (x;) jc » € positivo.
De fato, pelo item 3, um termo negativo com um vizinho positivo ndo pode ter o menor
valor absoluto. Do mesmo modo, pelo item 2, um termo negativo com os dois vizinhos
negativos também nao.
V. Para k < —3, entdo coc; < 0 e para k > 3, coc; > 0, onde cg,c; sdo os coeficientes da

solucdo, veja equacio (4.4).

Como vimos em (4.5), (k* —4)coc) = k“TZZ +1= “‘2,:“_]‘2’2. Parak < —3,temosk—2<0e

k? —4 > 0. Além disso, para o > 4, segue que
k—2+0a?>>k—24+4a>k+200+3>0,

pois |k| <2a + 3. Ademais, para k > 3, claramente temos coc; > 0.
VL. Se |k| >3, entio {,{ ! € R. Parak > 3 teremos { >2eparak < -3, -1 < (! <0.

Como discriminante da equagio x*> — kx4 1 = 0 é k> — 4, para |k| > 3 teremos k> —4 > 0
e daf as raizes sdo reais e distintas. Como o produto das raizes € igual a 1, elas t€ém o
mesmo sinal e apenas uma delas tem médulo maior que 1, podemos supor que seja |§| > 1
e consequentemente | ~!| < 1. Por fim, como a soma das raizes é k, isto &, { +{ ' =k,
segue que para k > 3 vale { +{ ! > 3. Logo ¢ > 0 e de fato temos { > 2. Para k < —3
claramete teremos —1 < {~! < 0.

VII. Se k > 3 e existe termo negativo entdo cy < 0e ¢y <O0.
Pela propriedade (V) coc; > 0 e se tivessemos ¢y > 0 e ¢; > 0, entdo pela propriedade
(VI) seguiria x, > 0 para todo 1, j4 que c = % > 0.

Com essas propriedades podemos analisar o sinal dos termos das o—cadeias, com |a| > 4.

Como ja observamos, as { —o } —cadeias sdo as opostas das a—cadeias, basta considerarmos o

caso o > 4.

Pela propriedade (I), se tivermos dois termos consecutivos positivos, entdo todos serdao positivos.

Caso contrario, teremos x;,, < 0 para valores de n arbitrariamente grandes.

Para k > 3, a propriedade (IV) assegura que existe termo positivo, que podemos supor que

seja x1. Dai, se existir termo negativo, entao xg e x, devem ser negativos. Assim, como x,, =

08"+ 1L+ ¢, comcy < 0ecy <O, segue que x, < 0,Vn # 1.
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Para k < —3, por (V) temos cgc; < 0. Assim, a menos de uma translagdo podemos supor cg > 0

e c1 < 0. Nesse caso, temos
Xop42 —Xop = C()Czn(cz — 1) +61C72H(C72 — 1) >0

Xont1 — X1 = o8 N EF = D)+ T2 -1) <.

Além disso, para n suficientemente grande temos Xy, € X_»,_1 POSIitivos € Xp,+1 € X_2, hegativos.
Portanto, ndo temos termos consecutivos positivos € temos exatamente um par de termos

consecutivos negativos.
4.0.10 O casok=2.

Consideremos agora o caso k = 2. Bem, nesse caso, o corolario 4.0.2 nos diz que

x,y satisfazem o sistema (4.1) se e somente se
(x—y)+a(x—y)+20y+1=0

ou ainda,

2(x—y) +a]® +8ay = o’ — 4.

Portanto, para que exista solucio é necessario que o> — 4 seja residuo quadratico médulo 8ct. Em
particular, a? — 4 deve ser residuo quadrético médulo 8. Como os tinicos residuos quadraticos
médulo 8 sdo 0,1 e 4 concluimos que &> = 4(mod 8) ou a?> = O(mod 8), pois a congruéncia
a? = 5(mod 8) ndo possui solugio. Em todo caso, segue que ¢ é par e (%)2 — 1 deve ser residuo
quadratico médulo 2¢. Veremos que tal condicao também € suficiente.

De fato, deve existir € Z tal que 2oty + 1 =1(x —y) e consequentemente teremos x —y = 0 ou
x—y = —o —t. No primeiro caso teriamos 2oty + 1 = 0, o que € impossivel.

No segundo caso, (x,y) é solugdo do sistema

tx—(t+20)y = 1
xX—y = —o—t
Issonos dd 2oy = —(t2 + at + 1) e completando quadrados chagamos a congruéncia (7 + %)2 =
(%)2 — 1(mod 2¢). Dai, para cada § € Z tal que 8% = (%)2 — 1(mod 2¢¢), podemos tomar
t = 6 — S(mod 2¢). Logo, para cada escolha de § e ¢ satisfazendo a condi¢do acima, temos
que 2« divide > + ot + 1 e portanto temos uma solugio inteira (x,y) = (y — & —t,y), onde

2 . . . .
y= —%. Com isso, caracterizamos todas as o¢—cadeias para as quais temos k = 2.
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2

Proposico 4.0.7 Existe a—cadeia (x;)jc s tal que k =2 se e somente se & é par e ($)*—1 ¢
residuo quadrdtico modulo 2o.. Além disso, em caso afirmativo, podemos tomart € 7 tal que
(t+%)*=(%)*— l(mod 2a) e a sequéncia é dada por

2 +50r+1
20

2430+ 1 o Proar+1 2—oar+1

2o 200 2a o)

(o 3a,

9
Observacao 4.4 Em Particular, temos que —1 € residuo quadratico médulo todo fator primo
impar de «. Isso nos diz que necessariamente todo fator primo impar p de o devem ser tal que

p = 1(mod 4).



53
5 UM SISTEMA DE EQUACOES DIOFANTINAS CUBICAS

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos no artigo (Mohanty, 1977).
Especificamente, resolveremos a equacio x> +y + 1 —xyz = 0 e estudaremos um par de equacdes

diofantinas ctubicas simultaneas definidas pelas condic¢des.
x|y +1 ey +1

onde x e y sdo inteiros positivos. Como resultado principal veremos que existe um ndmero
infinito de sequéncias tais que x e y satisfazem o sistema acima se, € somente se, forem termos
consecutivos de uma dessas sequéncias. Também encontraremos todas as solucdes inteiras para a
equagio x> + y +1—xyz = 0 e provaremos que a equagio x> +y>— y+ 1 — xyz = 0tem
um numero infinito de solucdes em inteiros positivos. Finalmente mostraremos a existéncia de
um ndmero infinito de sequéncias tais que x,y satisfaz x|y3 +1le y|x3 + 1 se e somente se sao
termos consecutivos de uma dessas sequéncias.

Inicialmente destacamos que se x e y satisfazem as condicdes acima, entdo mdc(x,y) = 1. De
fato, se d = mdc(x,y). Entio d|x e como x|y + 1 segue que d|y* + 1. Dai como d|y, é claro que
d [y}, logod |(y* +1) —y? e portanto d |1. Assim d = 1. Agora note que, como x|y> + 1 e x|x,
segue que x |x* +y* + 1. Do mesmo modo, como y|y* e y|x* 4 1 deduzimos que y|x*> +y* + 1.
Dai, sendo x e y relativamente primos, obtemos que xy]x3 +y> + 1. Assim, existe z € Z tal que
x> +y3+ 1 = xyz, ou ainda,

x3+y3—xyz+1 =0.

Em outras palavras, se x e y satisfazem x [y +1 e y|x’ + 1 entdo o par (x,y) é solucio da
equagdo Diofantina

X4y —z2y+1=0,

para algum z € Z.

Reciprocamente, se (x,y) € solug@o inteira positiva dessa equacdo diofantina entdo claramente
temos que x|y’ +1ey[x® +1

A exemplo do que fizemos no capitulo anterior, comecamos destacamos o tipo de sequéncias

que aparecem naturalmente no estudo desses problemas.

Definicio 5.0.1 Uma sequéncia de inteiros positivos {x;} com pelo menos trés termos xy,x2,x3, ...
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tal que quaisquer trés termos consecutivos satisfaz a relacdo
_ .3 1
Xn—1 - "Xn+1 = Xn +
é chamada de cadeia ciibica.

Como antes, vamos considerar duas cadeias {u;};cz, {vi}icz iguais se e somente se existe um h
tal que u,, = v, para todo n ou u, = v;,_, para todo n.
O seguinte teorema relaciona os termos de uma cadeia ctbica com o par (x,y) tais que x[y* + 1

eylxd+1

Teorema 5.0.1 Dois inteiros positivos x e y satisfazem as condicoes x |y> +1 e y|x> +1
se e somente se forem termos consecutivos de uma cadeia cubica. Além disso, quaisquer dois

termos consecutivos de uma cadeia cubica a determinam completamente.
De fato, sejam x e y dois inteiros positivos satisfazendo
x|y 41 e y|x +1
5.1

Entdo existe um inteiro positivo r tal que xr = y> + 1. Tomando congruéncia médulo y ,
temos que xr = 1(mody), elevando ambos 0s membros ao cubo e adiconando x°, temos que
(P +1) =x> + 1 = 0(mody). Além disso, mdc(x,y) = 1. implica que 7> + 1 = 0(mody). As-

sim, temos
y|rP 41 e rly* +1.
(5.2)
Repetindo o processo temos que 7> + 1 = yw, para algum w inteiro positivo. Logo yw = 1(modr),

€ portanto,

Y} (W 4 1) = 1 +y*(modr) = 0(modr).

Como 7 | y* + 1, temos que r | w* + 1, pois (y,7) = 1.

Desse modo, temos uma nova solugio (w,r)

wlr+le rfwd+l.
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Continuando assim, obtemos uma sequéncia..., x, y, r, w ... , em ambas as direcdes, tal que quais-

quer dois termos consecutivos x,, x,+ desta sequéncia satisfaga x,, | xfl o e xap | X +1

€ quaisquer trés termos consecutivos X,_1,X,,X,+1 satisfaz x,_1-x,11 = X, + 1. Portanto, x

e y sdo termos consecutivos de uma cadeia cubica. Reciprocamente, se x € y s@o termos con-

secutivos de uma cadeia cibica (x;)jcz , entdo x = x, € y = X, 1, para algum n. Dai, como

Xi—1 Xpt] = xl-3 + 1, fazendo i = n segue que y|x3 + 1. E fazendo, i = n+ 1 vemos que x]y3 + 1.

Da discussdo acima também fica claro que quaisquer dois termos consecutivos de uma cadeia

cubica a determinam completamente.

A seguir detacamos alguns fatos sobre a cadeia cuibica

a)

b)

Se em uma 1—cadeia ocorrer x; = x;;| para algum i € Z, entdo temos
(xj)jez = (---,9,2,1,1,2,9...).

De fato, como x;,_1 - xp4+1 = xS+ 1 para todo n, fazendo n = i, obtemos:

Xi—1 " Xi+1 = xi3 + 1, mas ¢como x; = X;+1, S€gue que
_ .3
Xi—1-xi=x;7+ 1.

Logo, x| X2 + 1 e entéio x;|1. Portanto, x; = 1 = x; ;| e x;—; = 2. Como uma cadeia ci-
bica fica completamente determinada por dois de seus termos, vemos que s existe uma
cadeia cubica com dois termos consecutivos iguais entre si. Além disso, a menos de uma
translacdo de indices podemos supor que i = 0. Logo, xo =x; =1.ex_1 =2.

Substituindo na equagdo, com n = 1, temos xp - xp = X| 3 +1 =2, concluimos que xp = 2.
De modo analogo, fazendo n = 2, concluimos que x3 = 9. e para n = —1, deduzimos que

X_p = 9.

Se em uma cadeia cubica ocorrer x; = x;;, para algum i, entdo

3
Xi*Xj+2 :XH_1 +1

implica que x7 = x7 i

+ 1. Desde que y> = x> + 1 tem apenas a solugio x =2 ey =3 em
inteiros positivos, temos x; = 3 e x;1.; = 2. Ademais, a menos de translagdao, podemos

supor i = 0 e com isso obtemos a cadeia cubica (---,915,14,3,2,3,14,915,---).

De a) e b) fica claro que x* +y* + 1 —xyz = 0 tem um niimero infinito de solu¢des em

inteiros positivos.
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De fato, cada par de termos consecutivos de uma cadeia cibica cadeia ctibica satisfaz as con-
digdes x | y+ley |x3 + 1 e por sua vez corresponde a uma solugdo de x> +y> + 1 —xyz = 0.
Como a quantidade de termos consecutivos distintos nas cadeia cubica dos itens a) e b) € in-

finita, temos uma quantidade infinita de solugdes (x,y,z) paraa equagio x> +y> +1 —xyz = 0.

d) Seemuma 1—cadeiax; < x;;1,entdode x; - xj 1 = x? T 1 temos x;11 < Xj1+2. Do mesmo
modo, se x; > x;11 entdo de x;_1 - Xj11 = x? + 1 deduzimos x;_| > x;.
Como todos os termos de uma cadeia ctibica sdo inteiros positivos, existe elemento minimo
em uma cadeia ctbica e a menos de uma translagc@o de indices, podemos supor que seja xg.

Se xp # 1 a cadeia cuibica
ceey X3, X-2,X1,X0,X1,X2,X3, . ..

tem a propriedade ..., x_3 >x_ o >x_| >xgexy <x; <X <x3<X4,....

De fato, sendo x; | > x; podemos multiplicar ambos os membros por x;,, e obter
> . o S Xy — x5 1 3
Xitl 2 Xi = Xip1-Xi42 2 XiXip2 =X+ 1> x5
2
= Xi42 > X 2 Xipl = Xip] < Xif2-

Dai,

Xi—1 <X = x; < Xjt1.

Portanto,

Xip1 S X = x; < X1
Em particular, concluimos que

Xitl] < Xj = X < Xj—1.-

Teorema 5.0.2 As solucées da equagdo Diofantina x> +y+ 1 — xyz = 0 em inteiros positivos

sdo dadas por
(x,v,2) =(3,14,1),(2,9,1),(2,3,2),(5,14,2),(1,2,2),(1,1,3),(5,9,3),(3,2,5) e (2,1,5).
Prova: De x> +y+1—xyz=0, onde x, y e z sdo inteiros positivos,temos que

x|y+1 ey x> +1.
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Entio xy| (y+1)(x* + 1) de onde xy| x> +y+ 1. Portanto, existe um inteiro positivo z tal que
x> +y+1—xyz=0. Resolver essa equagiio é o mesmo que resolver xly+1le y| x> +1, pois
sdo equivalentes. Suponha que

xly+1le y|x3+1,

entdo temos dois inteiros positivos r e s tais que

xr=y+1
sy = x4 1.
(5.3)
De (5.3) segue
s(rx—1)=x3+1.
(5.4)

2

Podemos escrever (5.4) na forma x(sr — x*) = s + 1, e substituindo sr — x> = n, temos s = xn — 1.

Entao

=sr—n=r(xn—1)—n=rm—(n+r).

(5.5)

(ntr)

De (5.5) implica que rn > x, pois rn = x+ -——. Dai podemos supor que rn =x+k , onde k

€ um inteiro postivo. Ao colocar rn = x+k em (5.5), temos xk = r +n. Somando as equacdes

rmn= x-+kexk=r+n,e adicionando 2 unidades em ambos os membros, segue que
(n—1D(r—1)+x-1)(k—1)=2,

(5.6)

onde cada fator € um niimero inteiro nao negativo. Entao, temos as trés possibilidades
(n—1)(r—1)=0, (x—1)k—1)=2

(5.7)
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(n—1)(r—1)=2, (x—1)(k—=1)=0

(5.8)

n-D(r—1)=1, x-1k-1)=1

(5.9)

De (5.7) podemos verque x+k =5. Entdior=1,n=50our=5,n=1.

Entdo x = 2 ou 3. y sendo rx — 1, obtemos as solugdes

(x,y) =(2,1),(2,9),(3,2) e (3,14).

Por um argumento similar, de (5.8) obtemos

(x,y)=(1,1),(1,2),(5,9) e (5, 14).

Apenas uma solugio (x,y) = (2,3) pode ser obtida por (5.9). Portanto, temos a seguir todas as

solugdes
(x,y) = (3,2),(3,14),(2,1),(2,9),(1,1),(1,2),(5,9),(5, 14)e (2,3).
Entdo z = x*+x_§+1 produzindo 5,1,5,1,3,2,3,2 e 2, uma sequéncia de valores de z para os respecti-

vos valores de (x,y) acima. Assim, temos o teorema. Notamos que a equacio x> + y +1—xyz = 0,
tem um nimero infinito de solucdes inteiras. Seguindo a linha de prova acima, podemos mostrar
que

(X,y,Z) = (07 _17Z>7 <_1705Z)7 (X, —(X3 + 1)70)7
(x,—1,—x?),(=1,y,—1),(x,—(x* —x+1),—1),(x, —(x +1),1— x), (=2, =1, r).
Os seguintes resultados podem ser facilmente comprovados.

e) Se (x,y,z) éasoluciode x> + y +1—xyz = 0 entio (x, )% y+71) também € solucio.

De fato, substituindo na equacao, obtemos:

3 3
241 B+1) (y+1
. f1ox . )-(yx ) Py 1y — (P41 (1)

x3+

0.
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Se em uma cadeia cubica u,s,f sdo trés termos consecutivos, entao

s| u+ 1 se e somente se s| 7+ 1.

Por hipétese, u-t = s> + 1. Daf sendo ¢ e r o quociente e o resto da divisio de u + 1 por s,

temos u = sq+r — 1. Portanto,
S+l=ut=sqt+rt—1=s(s>—qt)+t+1=rt1.
Assim, como s e ¢ sdo relativamente primos e 0 < r < s, temos
st+1esinteslrer=0sslut1.

No caso afirmativo, ou # ou s ou ¢ € o menor elemento da cadeia cubica.

Com efeito, suponha que s ndo é o menor termo. Assim, sendo (x,),cz a cadeia ctibica
em questdo, segue que s = x;, com i # 0, ja que podemos supor que xp € 0 menor termo.
Se i < 0, pelo item “d)” segue que t = x;11 < 5 < x;—1 = u. Como st + 1, deduzimos
que s =t + 1, de onde vem, por substitui¢do na equagao, que ¢|2 e entdo chegamos a
t=1,s=2,u=9out=2,5s=3,u=14. Em qualquer dos casos, t ¢ o menor termo da
1 —cadeia.

O caso i > 0 € andlogo, teremos u < s < t,com s = u-+ 1 e u|2 e vemos que u é o menor
termo.

Sex|y+1ey|x*+1entdo x|y’ +1ey|x’+ 1. Dai, toda solugio de x| y+ 1 e y| x> + 1
produz uma cadeia cibica. Agora note-se que os pares (2,3),(3,2) e (3, 14) produzem a
mesma cadeia cubica

(---,14,3,2,3,14,---).

Do mesmo modo, os pares (2,9),(1,1),(1,2) e (2,1) produzem a mesma cadeia ctibica
dada por
( 79727 17 172797”')'

Essas duas cadeias cubicas foram obtidas anteriormente, considerando u; = u; 1 € u; = uj4|
respectivamente.

Por outro lado, a partir dos pares (5,9) e (5, 14) obtemos uma nova cadeia ctibica

(---,146,9,5,14,549, ).
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Teorema 5.0.3 Sejam u, s, e t trés termos consecutivos de uma cadeia cuibica. Entdo
1. s|u* —u+1 se e somente se s|t> —t + 1.
2. slu+t—1 se e somente se s|u> —u+ 1.

Prova: Se u,s e t sdo trés termos consecutivos de uma cadeia cibica, temos ut = s> + 1. Conse-

quentemente ut = 1(mods). Dai,
w (12 —1+1) = 1 —u+u?(mods).
Portanto, como u e s sdo relativamente primos,
sl —u+ 1< s> —1+1.
Isso prova a primeira parte.
Para a segunta parte, note que se s|u> — u -+ 1 entdo s|¢t(u*> —u+ 1). Por outro lado,

1 —u+D)=uw.(u—1)+t=(C+Du—-1)+r=5sw—1)+utr—1.

Assim,
1 —u+1) = u+1—1(mods).
Consequentemente, como ¢ € s sdo relativamente primos, segue que
slu+1—1< sju® —u+1.
Isso prova a segunda parte.

2

,2) €

Coroldrio 5.0.1 (x,y,2) é a solu¢do de x* +y* —y+1—xyz =0 se e somente se (x, XS;FI

uma solugdo.

Prova: Veja que se (x,y,z) é uma solugio dessa equacdo, entdo x|y*> —y+ 1 e y|x* + 1. Dai,

x[y*+1=(y+1)(y*—y+1). Portanto, x3;rl ,X,y s@0 temos consecutivos de uma cadeia cubica.

Dai, como x|y> —y -+ 1, segue que x| (’%)2 — ’% 41 o que garante que x|x> +y? — .

Teorema 5.0.4 Sejam u,s,t trés termos consecutivos de uma cadeia ciibica. Entdo s # 1 é o
menor membro da 1-cadeia se e somente s <t e s* > . (Como uma cadeia ciibica € reversivel,

a mesma conclusdo vale com u no lugar de t).
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Prova: Suponha que s seja o menor membro de uma cadeia cibica, entdo s <t e s < u. Dai, se

tivermos s> < f seguird que
st<ut=s+1=ss"+1 <st+1,

Assim, como st e st + 1 sdo inteiros consecutivo e uf também € inteiro, devemos ter ut = st + 1,

isso implicariat = s =1 e u = 2, que contradiz a condigdo s # 1

Reciprocamente, suponha s < ¢ e s> > ¢. Entdo
ut = s>+ 1> st +1> st.

Logo, s < u. Portanto, pelo item "d)"segue que s € o menor termo da cadeia cubica.

Teorema 5.0.5 A equacdo Diofantina x> + y* —y +1—xyz = 0;x > 0,y > 0 tem um niimero

infinito de solucoes inteiras.

Prova: Inicialmente observe que se (x,y,z) é uma solugio dessa equacio, entdo x|y*> —y+ 1
e y|x*> + 1. Em particular, segue que mdc(x,y) = 1. Reciprocamente, se x e y sdo inteiros tais
que x|y> —y+ 1 e y|x> + 1, entdo xy|x® +y> —y + 1. Portanto, existe z, inteiro, tal que (x,y,z) é
solucdo da equagdo. Também destacamos que (x,y,z) = (1,1,2) é uma solugao.

Por outro lado, se (x1,y1,z1) € uma solugdo entao (x2,y,22), com

y%—y1+1 x% +1 x%+y%—y2+1
XNp=—""T—, = e 2=
X Y1 X2y2

também é uma solugdo, claramente diferente de (xy,y;).
2
—yi+1 . ) )
De fato, como x; |y% —y1 + 1 temos que x; = y1+1‘+ € um inteiro. Além disso, de xp x| =
1 (mod y;) obtemos

X3 (3 +1) =x] +1=0(mod yy).

€ um numero inteiro tal que y, ]x% +1.

341
Portanto, y; |x3 + 1 e dai y, = xzyf

Analogamente, de y;y, = 1 (mod x;) deduzimos que
2/ .2 _ 2 _
yi(y5—=y2+1)=1—-y +y7 =0(mod xp).

Logo, x2[y — y2 + 1. Consequentemente x2y>|x3 +y3 —y2 + 1 € assim, (x2,y2,22) € a solugdo

inteira da nossa equagao.
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Agora, a partir de (xp,y2,z2) produzimos uma nova solucdo (x3,y3,z3). Repetindo esse processo

geramos infinitas solucdes para a equagao.

Corolario 5.0.2 Se (x1,y1,21) € uma solugdo da equacdo x> + y* —y +1—xyz = 0; x >
¥§ — yo +1 eyozx?+l.

0,y >0, entdo (xo,y0) € também uma solucdo, onde xo = - T

Prova: De fato, argumentando como na demonstracao do teorema acima concluimos que

(x0,¥0,20), com

Y& —yo+1 3 +1 X +y:—yo+1
X0=—"——", Yo—= € 20— s
X1 Y1 X0Y0

¢ uma solucdo da equacao.
Exemplo: Tomamos (1,1,2) como solugdo de x> 4+y?>—y+1—xyz=0. Usando o teorema
5.0.5, a partir da solug@o (1,1,2), obtemos (1,2,2). Por outro lado, pelo corolario 5.2, a partir

de (1,1,2) obtemos (3,2,5). Aplica¢des repetidas do teorema 5.0.5 e seu coroldrio produz:

co e (61,14,266) + (3,2,5) < (1,1,2) = (1,2,2) — (3,14,5) — (61,16213,266) — - --

Teorema 5.0.6 Se u, s, t sdo trés termos consecutivos de uma 1-cadeia e s|t2 —t+1 entdo ou u

ou s out é o menor elemento da cadeia cuibica.

Prova: Se st —¢+ 1, pelo teorema 5.0.3, temos que s|u”> — u+ 1. Daf, segue que t* > s e u” > .

Por outro lado, se tivermos 2 = s ou u?

= s podemos concluir que 7|1 ou u|1, respectivamente.
Assim teremos t = s = 1 ou u = s = 1 e em qualquer dos casos, temos que s = 1 € termo minimo
da cadeia ctbica e o teorema é verdadeiro. Dai, se tivermos s # 1 entdo 2> seu®>s. Desse
modo, se ¢ < s entdo, pelo teorema 5.0.4, ¢ € 0o menor termo. Analogamente se u < s entdo u é o

menor termo. Por fim, se ¢ e u forem maiores que s, entdo pelo iten “d)”, s € o menor termo da

cadeia cubica.
Teorema 5.0.7 Existe um niimero infinito de cadeias ciibicas.

Prova: Pelo teorema 5.0.5 a equagio x> +y> —y+ 1 — zxy = 0 possui infinitas solucdes inteiras

4yt —y+1

> ¢ unicamente determinado pelo par (x,y). Desse

(x,y,z). Além disso, o nimero z =
modo, a existéncia de infinitas solugdes garante a existéncia de infinitos pares (x,y) tais que
x[y? —y+1 e y|x® + 1. Ora, para cada tal par (x,y), claramente vale que x|y* 4+ 1 e y|x> + 1.
Portanto, pelo teorema 5.0.1, x e y deteminam uma tnica cadeia cibica, da qual sdo termos conse-

. 3 - .
cutivos. Por outro lado, fazendo s =x,t =yeu = XTH, segue que u,s,t sao termos consecutivos
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da cadeia cubica e pelo teorema 5.0.6, vemos que um desses trés ndmeros € o termo minimo da
sequéncia. Isso nos diz que cada terna (u,s,t) tal que s|t> — t+1eut = s> + 1 dd origem a
uma cadeia cubica. Além disso, ternas distintas correspondem a cadeias distintas. Visto que, pelo

teorema 5.0.5, hd um numero infinito de tais ternas, temos um numero infinito de cadeias cubicas.



64

6 CONCLUSAO

A busca por solugdes inteiras para sistemas de equacdes diofantinas nao lineares €
um desafio significativo na Teoria dos Numeros. Devido a sua nao linearidade, até o momento,
nao foram desenvolvidas técnicas abrangentes que permitam resolver esses sistemas de forma
completa.

As técnicas utilizadas neste estudo continuam a ser valiosas ferramentas de pes-
quisa, como demonstrado no artigo intitulado "A family of cubic diophantine equations and
4—chains"de (Ge, 2017) também inspirado no artigo de (Mohanty, 1977) e (Mills, 1953). Este
artigo introduz a ideia de n—cadeias, onde n é um inteiro positivo. Se um par (u;_1,u;) pos-
sui uma certa propriedade, entdo os pares (uy4i—1,Un+i) € (U—pti—1,U—_p+i) também possuem
a mesma propriedade. Nesse contexto as sequéncias, (u;—1,ui,Ui+1)s (Unti—1,Un-+isUn+it1) €
(U—pti1,U—ptisU—pntit1) sB0 referidas como trincas correspondentes.

Neste trabalho, exploramos um método de resolucio para sistemas de equagdes
diofantinas ndo lineares. Em particular, tratamos de um par de equacdes diofantinas quadréticas
e um par de equacdes diofantinas cibicas usando o método de resolucao por recorréncia. Embora
os métodos para encontrar tais solucdes sejam semelhantes, a principal diferenca ocorre no caso
das equagdes diofantinas quadréaticas, onde o nimero de sequéncias que satisfazem a equacdo €
finito para o ¢ {—2,2}. No caso das cibicas, encontramos que esse nimero ¢ infinito. Além
disso, reconhecemos a importancia da aplica¢do dos conceitos de divisibilidade e recorréncias,
que desempenharam um papel fundamental na consecucao de nosso objetivo.

Esperamos que este estudo contribua significativamente para professores de Ma-
temadtica e estudantes que desejam aprofundar seus conhecimentos em sistemas de equagdes
diofantinas nao lineares. Acreditamos que nossa pesquisa possa também promover a divulgacdo

cientifica na area da Teoria dos Numeros.
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