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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo investigar se é razoavel ministrar o assunto Equagoes
Diofantinas Lineares no Ensino Médio de maneira satisfatoria. Neste sentido, foram des-
tacadas, da prépria Base Nacional Comum Curricular (BNCC), algumas habilidades do
Ensino Fundamental e do Ensino Médio que possuem uma relagao com as equagoes em
questao e, desta forma, foi verificado que os alunos do Ensino Médio tiveram acesso aos
principais pré-requisitos para estudar as Equacoes Diofantinas Lineares como, por exem-
plo, divisao euclidiana e maximo divisor comum. No decorrer do trabalho, apresentamos,
também, a Teoria Elementar dos Niimeros e em seguida, abordamos aspectos matematicos
e histéricos sobre as Equacoes Diofantinas Lineares. Amparados pela metodologia de pes-
quisa conhecida como Engenharia Didética e pela Metodologia Ativa da Gamificagao
chegamos a outro objetivo da pesquisa que foi elaborar uma sequéncia didatica sobre as
Equagoes Diofantinas Lineares para alunos do Ensino Médio, utilizando jogos de tabuleiro.
Uma vez elaborada a sequéncia didatica e confeccionados os jogos, foram selecionados dois
grupos de alunos da EEMTI Adahil Barreto Cavalcante, formados por alunos do 1° ano e
3% ano do Ensino Médio. Apds a aplicacao das etapas da sequéncia conclui-se que os es-
tudantes foram instigados, ainda que de maneira superficial, a conhecerem detalhes sobre
as Equacoes Diofantinas Lineares e algumas de suas aplicagoes no cotidiano. Além disso,
percebeu-se que é possivel abordar este assunto no Ensino Médio, mas que devem ser
consideradas restrigoes como escolher preferencialmente turmas que tenham matematica

em seu itinerario formativo.

Palavras-chave: Equagoes Diofantinas Lineares. Sequéncia Didatica. Gamificacao.



ABSTRACT

This work aims to investigate whether it is reasonable to teach the subject Linear Di-
ophantine Equations in High School in a satisfactory manner. In this sense, some skills
from Elementary and High School that have a relationship with the equations in question
were highlighted from the National Common Curricular Base (BNCC) itself and, in this
way, it was verified that High School students had access to main prerequisites for studying
Linear Diophantine Equations such as, for example, Euclidean division and greatest com-
mon divisor. During the work, we also present the Elementary Theory of Numbers and
then we address mathematical and historical aspects of the Linear Diophantine Equations.
Supported by the research methodology known as Didactic Engineering and the Active
Gamification Methodology, we reached another research objective, which was to develop
a didactic sequence on Linear Diophantine Equations for high school students, using bo-
ard games. Once the didactic sequence was developed and the games were created, two
groups of students from EEMTI Adahil Barreto Cavalcante were selected, made up of
1st year and 3rd year high school students. After applying the steps in the sequence,
it is concluded that the students were encouraged, albeit superficially, to learn details
about the Linear Diophantine Equations and some of their applications in everyday life.
Furthermore, it was realized that it is possible to address this subject in high school,
but that restrictions must be considered, such as preferably choosing classes that have

mathematics in their training itinerary.

Keywords: Linear Diophantine Equations. Didactic Sequence. Gamification.
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1 INTRODUCAO

A Educacao Basica vem sofrendo mudancas significativas no Brasil com a
implementagao do Novo Ensino Médio e da Base Nacional Comum Curricular (BNCC).
As mudancas dizem respeito ao aumento da carga horaria a que os alunos sao submetidos,
ao uso dos itinerarios formativos e a reorganizacao curricular. Todas essas novidades se
configuram, em parte, como um esforgo para resolver os problemas de aprendizagem dos
estudantes. Historicamente, os alunos obtém péssimos resultados em avaliagoes externas
em escala nacional e internacional, em particular na mateméatica. Tais resultados sao
atribuidos a forma com que a disciplina é ensinada, conforme Pontes (2021) quando afirma

que

Na contemporaneidade, as dificuldades deparadas por educadores e edu-
candos no ato de ensinar e aprender matematica, respectivamente, sao
intmeras e bastante conhecidas. O professor, mediador do conheci-
mento, busca a todo o momento encontrar estratégias que possam mi-
nimizar as consternacoes de seus aprendizes. Por outra direcao, esse
préprio aluno, nao alcanca assimilar e compreender os modelos ma-
tematicos propostos por seu professor. Em resumo, o processo de ensino
e aprendizagem de matemadtica fica limitado a utilizacao de praticas me-
todoldgicas, quase sempre tradicionais, e efetivamente perde-se a cons-
trugao do pensamento matematico tao demandado entre pesquisadores
nos diversos congressos de Educagao Matematica (Pontes, 2021, p. 83).

N

Em relagao a reorganizagao curricular da Educacao Bésica, apresentamos as-
pectos da BNCC, que é um documento oficial, de nivel nacional, que propoe o desen-
volvimento de competéncias e habilidades no Ensino Infantil, Ensino Fundamental e no
Ensino Médio, de modo que neste tltimo nivel de ensino sejam consolidadas as aprendiza-
gens essenciais desenvolvidas na etapa anterior, com o objetivo de que os estudantes sejam
capazes de aplicar a matematica ao cotidiano. Ressaltamos que no Ensino Fundamental
trabalhamos com a Area de Matemadtica e no Ensino Médio trabalhamos com a Area de
Matematica e suas Tecnologias.

Foi nesse contexto de mudancas que cursei a disciplina do PROFMAT, MA14
— Aritmética e, a partir disso, surgiram para mim, professor de matematica do En-
sino Médio, os dois principais fatores que motivaram esta pesquisa, a saber: por que
as Equacoes Diofantinas Lineares nao sao abordadas oficialmente na Educacao Basica,
j& que os pré-requisitos sao assuntos basicos e vistos durante o Ensino Fundamental e
através de qual metodologia ativa, seria possivel lecionar esse assunto para alunos do
Ensino Médio, de forma satisfatoria?

No Capitulo 2 mostramos como a Area de Matematica e suas Tecnologias e os
pré-requisitos das Equagoes Diofantinas Lineares estao inseridos na BNCC, justificamos
o uso de Metodologias Ativas e Gamificagdo através da apresentagao dos resultados de

avaliagoes externas e, por fim, abordamos caracteristicas da Engenharia Didatica, em
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especial, das Sequéncias Didaticas.

No Capitulo 3 trabalhamos os conceitos basicos sobre Teoria dos Nimeros re-
lativos as Equagoes Diofantinas Lineares, apresentando desde a definicao de divisibilidade
até os teoremas que permitem, se possivel, resolver tais equagoes.

No Capitulo 4 exibimos informagoes sobre a instituicao em que foram desen-
volvidas as atividades e detalhamos as etapas da Sequéncia Didética aplicada com os
estudantes.

No Capitulo 5 analisamos os dados relativos a Avaliacao Diagndstica e a Ava-
liacao Final e, finalmente, no Capitulo 6 fazemos as consideracoes finais, onde avaliamos,
principalmente, como foi o desempenho dos estudantes durante a aplicacao da Sequéncia
Didatica.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 A BNCC E A AREA DE MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS

Recentemente, mudangas vém sendo feitas na organizagao curricular da Educagao

Baésica, gragas a implementagao da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que

[...] éum documento de cardter normativo que define o conjunto organico
e progressivo de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem de-
senvolver ao longo das etapas e modalidades da Educacao Bésica, de
modo a que tenham assegurados seus direitos de aprendizagem e desen-
volvimento, em conformidade com o que preceitua o Plano Nacional de
Educagao (PNE) (Brasil, 2018, p.7).
Além disso, a BNCC estd embasada legalmente pela Lei de Diretrizes e Ba-
ses da Educacao Nacional (LDB) e pelas Diretrizes Curriculares Nacionais da Educacao
Bésica (DCN) e busca desenvolver nos alunos competéncias e habilidades, para que estes

estejam plenamente aptos a viverem em sociedade. Assim,

[...] competéncia é definida como a mobilizagao de conhecimentos (con-
ceitos e procedimentos), habilidades (préticas, cognitivas e socioemo-
cionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida
cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho (Bra-
sil, 2018, p.8).

Na BNCC, o Ensino Fundamental estd organizado em cinco dreas do conheci-

mento, a saber:

e Linguagens;

e Matematica;

e Ciencias da Natureza;
e Ciéncias Humanas;

e Ensino Religioso.

J& o Ensino Médio estd organizado em quatro areas do conhecimento, conforme

determina a LDB, a saber:

e Linguagens e suas Tecnologias;

e Matematica e suas Tecnologias;

e Ciencias da Natureza e suas Tecnologias;
e (Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas.

No Ensino Fundamental e no Ensino Médio, as areas do conhecimento pos-
suem competéncias especificas e cada uma delas possui habilidades a serem alcancadas.
Isso estd de acordo com a BNCC, onde se explica que cada area do conhecimento estabe-
lece competéncias especificas de drea, cujo desenvolvimento deve ser promovido ao longo
dessas etapas. Para assegurar o desenvolvimento dessas competéncias, a cada uma delas
¢ relacionado um conjunto de habilidades, que representa as aprendizagens essenciais a

ser garantidas a todos os estudantes nesses niveis de ensino (Brasil, 2018).
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No Ensino Fundamental, cada habilidade é identificada por um cédigo alfa-

numérico que possui a seguinte composigao:

Figura 1 — Identificacao das habilidades no Ensino Fundamental

O primeiro par de letras indica
a etapa de Ensine Fundamental,

EF67EFO1

LT [ TE P [ S (R |

O ditimo par de nimeros
indica a posicdo da habilidade
na numeracdo sequencial do
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Fonte: BRASIL (2018, p.30).

Segundo esse critério, o cédigo EFO6MAOQ6, por exemplo, refere-se a sexta

habilidade do 6° ano de Matemadtica, enquanto o cédigo EF07TMA13 indica a décima

terceira habilidade do 7° ano de Matemética. J4 no Ensino Médio, cada habilidade é

identificada por um codigo alfanumérico que possui a seguinte composi¢ao:

Figura 2 — Identificacao das habilidades no Ensino Médio
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305 sistemas e escolas
definir a progressio das
aprendizagens, em funcao
de seus contextos locais

Fonte: BRASIL (2018, p.34).
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Segundo esse critério, o codigo EM13MAT301, por exemplo, refere-se a pri-
meira habilidade proposta na area de Matematica e suas Tecnologias relacionada a com-
peténcia especifica 3, que pode ser desenvolvida em qualquer série do Ensino Médio,
conforme defini¢oes curriculares.

Segundo a BNCC (Brasil, 2018, p. 31), é importante “destacar que o uso de
numeracao sequencial para identificar as habilidades de cada ano ou bloco de anos nao
representa uma ordem ou hierarquia esperada das aprendizagens.”

Além disso, no documento se afirma que

Também é preciso enfatizar que os critérios de organizacao das habilida-
des do Ensino Fundamental na BNCC (com a explicitacao dos objetos de
conhecimento aos quais se relacionam e do agrupamento desses objetos
em unidades temdticas) expressam um arranjo possivel (dentre outros).
Portanto, os agrupamentos propostos nao devem ser tomados como mo-
delo obrigatério para o desenho dos curriculos (Brasil, 2018, p. 31).

Em particular, a BNCC da area de Matematica e suas Tecnologias propoe a
consolidacao das aprendizagens essenciais desenvolvidas no Ensino Fundamental. Para
isso, sugere explorar de modo mais profundo os conhecimentos vistos na etapa anterior,

com o objetivo de que os estudantes consigam usar a Matematica aplicada ao cotidiano.

2.1.1 Equacgoes Diofantinas Lineares e a BNCC

Vejamos a relacao entre as Equacoes Diofantinas Lineares e a BNCC, princi-
palmente no que diz respeito aos pré-requisitos do assunto e se este esta presente na Base
Nacional Comum Curricular. Assim, poderemos analisar se é razoavel inserir o assunto
em questao na Educacao Basica.

De acordo com a BNCC, as habilidades da area de Matematica do Ensino Fun-
damental estao organizadas segundo unidades de conhecimento da prépria area (Numeros,
Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica). No Ensino
Médio, espera-se que esses conhecimentos sejam ampliados, tornando os estudantes capa-
zes de consumir, com um olhar critico, as muitas informagoes disponiveis. Neste sentido,

a BNCC explica que a area de Matematica e suas Tecnologias tém a

[...] responsabilidade de aproveitar todo o potencial ja constituido por
esses estudantes, para promover acoes que estimulem e provoquem seus
processos de reflexdo e de abstragdo, que deem sustentacdo a modos
de pensar criativos, analiticos, indutivos, dedutivos e sistémicos e que
favorecam a tomada de decisOes orientadas pela ética e o bem comum
(Brasil, 2018, p. 518).

Para que esses propositos se concretizem nessa area, a BNCC acrescenta que
os estudantes devem desenvolver habilidades relativas aos processos de investigacao, de

construcao de modelos e de resolucao de problemas.
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Reforcamos que, durante o mestrado PROFMAT, na disciplina MA14 — Aritmética,
surgiram questionamentos relativos as Equacoes Diofantinas Lineares, como:
e Por que este topico de Aritmética nao é abordado oficialmente na Educacao Bésica, ja
que os pré-requisitos sao assuntos basicos e vistos durante o Ensino Fundamental?
e Através de qual metodologia ativa, seria possivel lecionar esse assunto para alunos do
Ensino Médio, de forma satisfatoria?

Mesmo que nao consigamos responder a primeira pergunta de forma objetiva,
buscamos, na BNCC, os pré-requisitos de Equacgoes Diofantinas Lineares e encontramos

as habilidades do Ensino Fundamental exibidas na Tabela [Tk

Tabela 1 — Habilidades do Ensino Fundamental relacionadas as Equacoes Diofantinas.

Objetos de
Conhecimento

Habilidade

(EFO6MAO03) Resolver e elaborar problemas

que envolvam cdlculos (mentais ou escritos,
exatos ou aproximados) com nimeros naturais,
por meio de estratégias variadas, com compreen-
sao dos processos neles envolvidos com e sem
uso de calculadora.

(EFO6MAO5) Classificar nimeros naturais em
primos e compostos, estabelecer relacoes entre
Nimeros primos e nuameros, expressas pelos termos “é multiplo de”,
compostos. “é divisor de”, “é fator de”, e estabelecer, por
meio de investigagoes, critérios de divisibilidade
por 2, 3, 4, 5,6, 8,9, 10, 100 e 1000.
(EFO6MAO06) Resolver e elaborar problemas que
envolvam as ideias de multiplo e de divisor.

Série Unidade

Operagoes com
numeros naturais;
Divisao euclidiana.

62 ANO | Niimeros

Multiplos e divisores
de um numero natu-
ral.

(EFOTMAO1) Resolver e elaborar problemas

com numeros naturais, envolvendo as nogoes

de divisor e de multiplo, podendo incluir maximo
divisor comum ou minimo multiplo comum, por
meio de estratégias diversas, sem a aplicacao de
algoritmos.

(EF07MA13) Compreender a ideia de varidvel,
Linguagem algébrica: | representada por letra ou simbolo, para expressar
varidvel e incognita. relagdo entre duas grandezas, diferenciando-a da
ideia de incégnita.

(EFO7MA18) Resolver e elaborar problemas que
Equagoes polinomiais | possam ser representados por equacdes polinomiais
do 1° grau. de 19 grau, redutiveis a forma ax + b = ¢, fazendo
uso das propriedades da igualdade.

Fonte: Elaborado pelo autor, adaptado de BRASIL (2018).

Multiplos e divisores
Numeros | de um ntmero natu-
ral.

7% ANO

Algebra

No que diz respeito ao Ensino Médio, sabemos que as Equacgoes Diofantinas
Lineares nao aparecem de maneira explicita na BNCC. No entanto, destacamos a com-
peténcia 3 que trata sobre “utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos con-

textos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugoes propostas,
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de modo a construir argumentagao consistente” (Brasil, 2018, p. 531).

Destacamos, dentro dessa competéncia, a habilidade EM13MAT301: Resolver
e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de outras areas do conhecimento,
que envolvem equacoes lineares simultaneas, usando técnicas algébricas e graficas, com
ou sem apoio de tecnologias digitais.

Portanto, mesmo com as mudancas propostas pela BNCC, percebemos que os
pré-requisitos para se compreender Equacoes Diofantinas Lineares sao entendidos como
contetudos essenciais, como, por exemplo, divisao euclidiana, multiplos e divisores de um
nimero natural, nimeros primos, maximo divisor comum, linguagem algébrica e equagoes
polinomiais do 1° grau. No entanto, é importante destacar que vérios alunos tém dificul-
dade nos momentos em que é necessaria a interpretacao da situagao-problema apresentada.
Neste sentido, Weber (2012), afirma que

[...] osalunos criam, durante o tempo em que estudam Matemadtica e re-
solvem problemas, um sistema de memorizagao de algoritmos e férmulas
resolutivas que se transformam num tabulario mental que decoram sem,
no entanto, compreenderem as relacoes entre estes algoritmos e férmulas
e aquilo que se apresenta nos enunciados dos problemas. Isso os torna de-
pendentes das férmulas de um modo tao intenso que eles chegam a neces-
sitar da sua explicitacao direta no enunciado do problema, do contrario,
nao sao capazes de proporem a resolucao (Weber, 2012, p.65-66).

Essa condicao pode dificultar as atividades a serem desenvolvidas, uma vez
que as equacoes diofantinas lineares serao aplicadas em situacoes reais. Ainda assim, per-
cebemos que é possivel, pelo menos teoricamente, que os alunos do Ensino Médio tenham
acesso a esse conteudo e, portanto, precisamos buscar métodos de ensino adequados a

realidade atual.

2.2 METODOLOGIAS ATIVAS

E comum, nas aulas de matematica do ensino bésico, os alunos apresentarem
dificuldades em relagao a disciplina e, pior do que isso, demonstrarem desinteresse em
estudé-la. Os estudantes estao inseridos em uma realidade em que o uso de jogos e
redes sociais ¢é frequente, enquanto as aulas de matematica ainda apresentam um teor
conteudista e os conteidos sao repassados de forma tradicional. Neste sentido, Diesel
(2017, p. 270), afirma que “[...] é ainda muito comum a influéncia do método tradicional
de ensino, centrado no docente e na transmissao de conteidos, em que os estudantes
mantém uma postura passiva, apenas recebendo e memorizando as informacoes numa
atitude de reproducgao.”

As transformacoes sociais, culturais e tecnoldgicas dos tltimos anos tém refle-
tido em mudancas significativas na vida das pessoas, em especial na forma de se comunicar,

nas relagoes dentro do mundo do trabalho e, claro, na escola. Mesmo com tais mudangas,
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o ambiente escolar necessita de alteragoes no que diz respeito as metodologias utilizadas
em sala de aula, visto que os resultados de avaliagoes externas, tanto a nivel nacional

quanto a nivel internacional, nao sdo nada animadores. Mordn (2015) entende que

A escola padronizada, que ensina e avalia a todos de forma igual e exige
resultados previsiveis, ignora que a sociedade do conhecimento é base-
ada em competéncias cognitivas, pessoais e sociais, que nao se adquirem
da forma convencional e que exigem proatividade, colaboracgao, perso-
nalizacao e visao empreendedora (Moran, 2015, p.16).

Vemos, a seguir, os tultimos resultados das principais avaliacoes externas da
educacao bésica no Brasil (PISA, SAEB/IDEB) e, mais especificamente, no Estado do
Ceard (SPAECE).

O PISA ¢ o Programa da OCDE para Avaliacao Internacional de Estudantes,
langado em 2000. Esta avaliagao, aplicada a cada trés anos, mede a capacidade dos jovens
de 15 anos de usar seus conhecimentos e habilidades em leitura, matematica e ciéncias
para enfrentar os desafios da vida real.

A seguir, sao apresentados os resultados de mateméatica no periodo de 2003 a

2018, comparando os resultados do Brasil com a média da OCDE.

Figura 3 — Resultados de matematica PISA 2003/2018.
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Fonte: OCDE (12019).

Verificamos que os resultados do Brasil estao aquém do esperado, uma vez que
a nota dos alunos brasileiros variou entre 356 e 389 pontos, enquanto a média da OCDE;,
tida como referéncia, é de, aproximadamente, 500 pontos.

O SAEB é uma avaliacao em larga escala a nivel nacional que engloba lingua
portuguesa e matematica, que oferece subsidios para a elaboragao, o monitoramento e o
aprimoramento de politicas educacionais. Esta avaliacao permite que os diversos niveis

governamentais avaliem a qualidade da educacgao praticada no pais, a partir de evidéncias.
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Considerando as faixas de desempenho no SAEB, apresentadas na Tabela [2] trazemos os

ultimos resultados divulgados desta avaliagao, relativos a matematica:

Tabela 2 — Faixas de desempenho SAEB - Matemética / Ensino Médio.

Faixa de desempenho | Proficiéncia Média
Abaixo do bésico Abaixo de 275
Basico Entre 275 e 350
Adequado Entre 350 e 400
Avancado Entre 400 e 450

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Tabela 3 — Resultados SAEB Matematica - Ensino Médio (2017/2021).

Ano | Proficiéncia Média | Faixa de desempenho
2017 269,74 Abaixo do bésico
2019 277,34 Abaixo do basico
2021 272,09 Abaixo do bésico

Fonte: Adaptado de Inep (2022b)).

O IDEB ¢ um indicador sintético que relaciona as taxas de aprovagao esco-
lar, obtidas no Censo Escolar, com as médias de desempenho em lingua portuguesa e
matemadtica dos estudantes no Sistema de Avaliagdo da Educagao Basica (SAEB). Desta
forma, apresentam melhores resultados no IDEB os sistemas que alcancam, de forma
concomitante, maiores taxa de aprovacao e proficiéncia nas avaliagoes. Segue, abaixo, 0s

ultimos resultados deste indice e as respectivas metas que deveriam ser alcancadas.

Tabela 4 — Resumo de desempenho no IDEB — Brasil (Ensino Médio - 2017/2021).

Ano | Meta | Resultado
2017 | 4.7 3,8
2019 | 5,0 4.2
2021 5,2 4,2

Fonte: Adaptado de Inep (2022a)).

O SPAECE, na vertente Avaliacao de Desempenho Académico, caracteriza-
se como avaliacao externa em larga escala que avalia as competéncias e habilidades dos
alunos do Ensino Fundamental e do Ensino Médio do estado do Ceard, em Lingua Por-
tuguesa e Matemdtica. As informacoes coletadas a cada avaliacao identificam o nivel de
proficiéncia e a evolucao do desempenho dos alunos que sao classificados em quatro niveis:
muito critico, critico, intermediario e adequado. Trazemos abaixo os tltimos resultados

publicados desta avaliagao.
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Tabela 5 — Resumo de desempenho no SPAECE (Matematica — Ensino Médio).

Edicao | Proficiéncia Média | Indicagao do Padrao de Desempenho
2012 260,7 Critico
2013 267,8 Critico
2014 266,3 Critico
2016 265.,4 Critico
2017 269,1 Critico
2018 272,5 Critico
2019 274.6 Critico
2022 2744 Critico

Fonte: Adaptado de SEDUC (12022).

Em relacao ao SAEB, IDEB e SPAECE, verificamos que nao houve avancos
significativos ao longo dos periodos exibidos. Vale destacar que os resultados de 2021 e
2022, foram fortemente afetados pela pandemia da Covid-19. Sugere-se que a leitura e a
analise dos resultados apresentados sejam voltadas a apoiar politicas publicas que visem
a melhoria do processo educacional, em particular, no cenario pés-pandemia. Com isso,
fica clara a necessidade de alteracoes que impactem na qualidade da educagao basica.

Diante desse contexto, ¢ razoavel imaginarmos que o processo de ensino-
aprendizagem se torna mais eficiente quando os seus principais sujeitos, professor e aluno,
participam com a mesma empolgacao. Alids, quem primeiro se mostra desanimado é o
estudante, por se ver em um ambiente que reflete, em poucos aspectos, a sua realidade.
Nessa diregao, Diesel (2017) acredita

[...] que toda e qualquer acdo proposta com a intengao de ensinar deve
ser pensada na perspectiva daqueles que dela participarao, que via de
regra, deverao aprecid-la. Desse modo, o planejamento e a organizagao
de situagoes de aprendizagem deverao ser focados nas atividades dos
estudantes, posto que é a aprendizagem destes, o objetivo principal da
acao educativa (Diesel, 2017, p.270).

Conforme Glasser (2001)), psiquiatra americano, que desenvolveu uma piramide
para explicar a forma como o ser humano aprende, é possivel obter a aprendizagem, indo
além da memorizacao dos conceitos, usando estratégias que tornem as aulas mais praticas,
ou seja, que os estudantes nao sejam simplesmente receptores de informagoes.

Na Figurald] apresentamos a Piramide de Aprendizagem de Glasser, onde estao
indicadas as porcentagens de aprendizado para cada uma praticas. Assim, por exemplo,
de acordo com o autor, uma pessoa aprende 10% de uma leitura, aprende 20% de algo que
ela escuta e aprende 95% ao explicar, resumir, estruturar, definir, generalizar, elaborar

ou ilustrar um assunto.
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Figura 4 — Piramide de Aprendizagem de Willian Glasser.
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Fonte: Garcia e Morais (2020)).

Com base nessas ideias, é necessario que os professores busquem alternativas e
novas metodologias de ensino que centrem no protagonismo e autonomia dos estudantes,
e que permitam uma motivacao dos mesmos.

As metodologias ativas figuram como uma possibilidade para encarar os desa-
fios citados, pois tais metodologias fazem com que o estudante possua papel ativo e seja

corresponsavel pelo seu préprio aprendizado, conforme explica Medeiros (2014)

O método envolve a construgao de situagoes de ensino que promovam
uma aproximagao critica do aluno com a realidade; a opcao por proble-
mas que geram curiosidade e desafio; a disponibilizagao de recursos para
pesquisar problemas e solu¢bes; bem como a identificagdo de solugoes
hipotéticas mais adequadas a situacdo e a aplicacao dessas solucgoes.
Além disso, o aluno deve realizar tarefas que requeiram processos men-
tais complexos, como andlise, sintese, deducao, generalizagao (Medeiros,
2014, p.43).

Conforme Garcia e Morais , p.10), as metodologias ativas mais comuns
utilizadas sao as seguintes:
e Sala de aula invertida (Flipped Classroom);
e Instrugao pelos Colegas (Peer Instruction);
e Ensino sob Medida (Just-in Time Teaching);
e Gamificagao;
e Aprendizagem baseada em projetos (Project Based Learning);
e Aprendizagem baseada em problemas (Problem Based Learning).
No caso deste trabalho, acreditamos que uma das metodologias capazes de
fazer a conexao atrativa entre as aulas de matematica e os estudantes é a gamificacao. A

propdsito, vejamos o que é gamificacao e suas principais caracteristicas.
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2.2.1 Gamificagao

Segundo Fardo (2013, p.63), a palavra gamificagao “foi cunhada pela industria
de midias digitais e seus primeiros usos datam de 2008, porém, somente na segunda metade
de 2010 é que o termo ganhou popularizagao devido a sua introdugao em conferéncias sobre
midias digitais.”

De acordo com Mozer e Nantes (2019, p.3) “na esfera escolar, a gamificagao
se aplica aos objetos de aprendizagem, sendo que estes sao apresentados com a estrutura
e as caracteristicas dos jogos”. Além disso, quando queremos aplicar a gamificacao na
matematica nao somos obrigados a usar um jogo por completo. Podemos selecionar, se
desejarmos, os elementos de tal jogo que sejam pertinentes e que contribuam para atingir
o objetivo da aplicacdo. Neste sentido, Mcgonigal (2011, apud Fardo, 2013) explica que os
jogos apresentam quatro elementos fundamentais: objetivo, regras, sistema de feedback e
participagao voluntaria. Segundo a autora, objetivo é o que os jogadores trabalham para
alcancar e fornece um “senso de propodsito” para o jogo. As regras colocam limitacoes
em como os jogadores podem alcancar esse objetivo, fazendo-os explorar os espacos de
possibilidades oferecidos, o que libera a criatividade e motiva o pensamento estratégico. O
sistema de feedback fornece uma visualizacao aos jogadores de qual é o seu estado perante
o objetivo do jogo e, finalmente, a participagao voluntaria requer que todos que estejam
jogando aceitem essas regras, objetivos e feedbacks.

Mozer e Nantes (2019) mostram que é possivel aplicar a gamificagdo de modo
efetivo, no formato de jogo ou atividade gamificada. As autoras concluem, em sua
pesquisa, que o uso de jogos é capaz de proporcionar melhora no processo de ensino-

aprendizagem e sugerem

[...] a aplicacdo de jogos na pratica pedagdgica, porém com objetivos
especificos e direcionados, com o intuito de propiciar condigoes praze-
rosas de ensino aos alunos, de forma que eles percebam que antes de
a Matematica adentrar na esfera escolar, a mesma j& estd presente nas
diversificadas praticas sociais (Mozer e Nantes, 2019, p.27).

Vale destacar que, por atividade gamificada, entendemos ser aquela em que
sao usados elementos de jogos digitais para atrair a atencao dos estudantes e motiva-los,

conforme expdem Martins e Giraffa (2015), quando afirmam que

Dentre os elementos de jogos digitais, consideramos significativos no
contexto educacional aqueles que desenvolvidos em atividades gami-
ficadas possam aprimorar competéncias relevantes ao estudante, tais
como: colaboragao, cooperacao, reflexdo (pensamento critico), autono-
mia, dominio de conteido, habitos de estudo, limites, etc. (Martins e
Giraffa, 2015, p.16).

Evidenciamos até aqui algumas vantagens no uso da gamificacao, tais como

a motivagao dos alunos, tornar o aluno ativo perante o processo de aprendizagem e o
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poder de socializacao entre os estudantes. No entanto, conforme explica Grando (2000),

sintetizamos, na tabela [0} outras vantagens e até desvantagens no uso da gamificagao:

Tabela 6 — Vantagens e desvantagens no uso da gamificagao.

Vantagens

Desvantagens

Fixacao de conceitos ja aprendidos

de uma forma motivadora.

Introducao e desenvolvimento de

conceitos de dificil compreensao.

Quando os jogos sao mal utilizados, existe o peri-
go de dar ao jogo um carater puramente aleatorio.
Dessa forma, os alunos jogam e se sentem motiva-

dos apenas pelo jogo, sem saber por que jogam.

Desenvolvimento de estratégias de

resolugao de problemas (desafio dos

jogos).

O jogo requer a participacao ativa do
aluno na construcao do seu proprio

conhecimento.

O tempo gasto com a as atividades de jogo em
sala de aula é maior e, se o professor nao estiver
preparado pode existir um sacrificio de outros

conteudos pela falta de tempo.

O jogo favorece a socializacao entre
os alunos e a conscientizacao do tra-

balho em equipe.

A perda da “ludicidade” do jogo pela interferéncia

constante do professor.

A utilizacao dos jogos é um fator de

motivagao para os alunos.

A coercao do professor, exigindo que o aluno jo-
gue, mesmo que ele nao queira, destruindo a vo-

luntariedade pertencente a natureza do jogo.

Fonte: Adaptado de GRANDO (2000, p.35).

Analisando os prés e contras das metodologias ativas, percebemos que héd um

bom custo-beneficio em se utiliza-las. Além disso, escolhemos associa-las ao uso de uma

outra metodologia conhecida como Engenharia Didatica.

2.3 ENGENHARIA DIDATICA

Este trabalho se baseia na Engenharia Didatica para atingir os seus objetivos.

Vemos, a seguir, um pouco sobre o surgimento desta metodologia e quais as suas carac-

terfsticas. Para isso, usamos os estudos de Artigue (1988), Almouloud e Coutinho (2008)

e Almouloud e Silva (2012).

De acordo com Almouloud e Silva (2012),

[...] anogdo de Engenharia Didatica (cldssica ou de primeira geracao)
emergiu na didatica da matematica no inicio dos anos 1980. Primeira-
mente em 1982 por Yves Chevallard e Guy Brousseau, depois, em 1988,

por Michele Artigue.

FEla foi apresentada como uma metodologia de

pesquisa suscetivel de fazer aparecer fendmenos didaticos em condigoes
mais préximas possiveis do funcionamento de uma sala de aula classica
(Almouloud e Silva, 2012, p.26).




28

E importante destacar que, segundo Artigue (1988),

O termo “engenharia didatica” foi concebido para o trabalho didatico
comparavel ao trabalho de um engenheiro que, para realizar um projeto,
se apoia em conhecimentos cientificos de sua area, aceita submeter-se a
um controle de tipo cientifico, mas, ao mesmo tempo, se vé obrigado a
trabalhar objetos bem mais complexos do que os objetos depurados da
ciéncia e, portanto, enfrentar, com todos os meios que dispoe, problemas
que a ciéncia ndo quer ou nao pode levar em conta (Artigue, 1988, apud
Almouloud e Silva, 2012, p.26).

De acordo com Almouloud e Coutinho (2008),

A Engenharia Didéatica, vista como metodologia de pesquisa, caracteriza-
se, em primeiro lugar, por um esquema experimental baseado em "re-
alizacoes didaticas”em sala de aula, isto é, na concepcao, realizacao,
observacao e anélise de sessoes de ensino. Caracteriza-se também como
pesquisa experimental pelo registro em que se situa e modo de validagao
que lhe sao associados: a comparacao entre analise a priori e andlise a
posteriori (Almouloud e Coutinho, 2008, p.66).

Para Artigue (1988), uma pesquisa, seguindo os principios de uma Engenharia

Didatica, realiza as seguintes etapas:

1. Andlises preliminares: consideragoes sobre o quadro teérico didatico
geral e os conhecimentos ja adquiridos sobre o assunto em questao, in-
cluem a andlise epistemolédgica do ensino atual e seus efeitos, das con-
cepgoes dos alunos, dificuldades e obstéculos, e andlise do campo das
restrigoes e exigéncias no qual vai se situar a efetiva realizacao didatica.
2. Concepcao e andlise a priori das situagoes didaticas: o pesquisador,
orientado pelas analises preliminares, delimita certo ntimero de variaveis
pertinentes ao sistema sobre os quais o ensino pode atuar, chamadas de
varidveis de comando (microdidaticas ou macrodiddticas) [...].

3. Experimentacao: consiste na aplicagao da sequéncia didatica, tendo
como pressupostos apresentar os objetivos e condi¢oes da realizacao da
pesquisa, estabelecer o contrato didatico e registrar as observacoes feitas
durante a experimentagao.

4. Anélise a posteriori e validagao: a andlise a posteriori consiste em uma
andlise de um conjunto de dados colhidos ao longo da experimentagao,
como por exemplo, producao dos alunos, registros de observadores e re-
gistro em video. Nessa analise, se faz necessario sua confrontagao com a
andlise a priori para que seja feita a validacao ou nao das hipéteses for-
muladas na investigacao (Artigue, 1988, apud Almouloud e Silva, 2012,
p.26-27).

Vejamos uma breve descri¢ao de como se desenvolveram cada uma dessas qua-

tro etapas.

2.3.1 Analises preliminares

Nesta etapa estudamos o contexto historico sobre as Equacoes Diofantinas
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Lineares, investigamos as dificuldades dos alunos em assuntos pré-requisitos através de
uma Avaliacao Diagnédstica e citamos problemas na estrutura da escola que dificultaram

a execucao das atividades.

2.3.2 Concepgao e andlise a priori das situacoes didaticas

Nesta etapa delimitamos as seguintes variaveis (microdidéticas):
e A producao de uma sequéncia didatica, com o uso da gamificacao, sobre as Equagoes
Diofantinas Lineares;
e E depois da execucao da sequéncia didatica e da analise dos resultados, a verificacao se

é possivel implementar este contetido, de forma satisfatéria, em turmas do Ensino Médio.

2.3.3 Experimentacao

Durante esta fase foi feita a aplicacao da sequéncia didatica, cujas etapas e
cronograma serao apresentados mais adiante. Foi neste momento que foi feito o contrato
didatico com os estudantes, mostrando que eles estavam participando de um projeto
de pesquisa e deixando claro todos os objetivos. Os dados foram coletados através de
imagens, anotacoes feitas pelo autor e o armazenamento dos materiais utilizados pelos

alunos (Avaliagdo Diagnéstica, Avaliacao Final e Formuldrio de Satisfagao).

2.3.4 Analise a posteriori e validagao

Por fim, foi feita a confrontacao da andlise a priori com a analise a posteriori
e, baseados na analise dos dados da pesquisa foi possivel argumentar sobre a validagao do
estudo e indicar, com ressalvas, a reprodutibilidade das atividades em outros estabeleci-

mentos de ensino.

2.4 SEQUENCIA DIDATICA

Um dos objetivos deste trabalho consiste em apresentar uma sequéncia didéatica
sobre Equacoes Diofantinas Lineares para ser aplicada no Ensino Médio. Assim, é impor-
tante a compreensao, com mais detalhes, dessa etapa da Engenharia Didatica.

Zabala (1998)) entende que as atividades ou tarefas como, por exemplo, uma
exposi¢ao, um debate, uma leitura, uma aplicacao ou um exercicio sao uma das unidades
mais elementares que constituem os processos de ensino e aprendizagem e que “apesar
de concentrarem a maioria das variaveis educativas que intervém na aula, podem ter um
valor ou outro segundo o lugar que ocupem quanto as outras atividades, as de antes e as
de depois” (Zabala, 1998, p.17). Assim, o autor julga que a ordem e as relagoes entre as

atividades determinam o tipo de ensino.
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Com isso, Zabala (1998, p.18) define que a Sequéncia Diddtica é “um conjunto
de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacao de certos objetivos
educacionais, que tém um principio e um fim conhecidos tanto pelo professor como pelos
alunos” e, além disso, elas sao capazes de reunir toda a complexidade da pratica educativa
podendo incluir as trés fases de toda intervencao reflexiva: planejamento, aplicacao e
avaliacao.

Ainda de acordo com Zabala (1998), vemos que em uma Sequéncia Didatica
podem constar fases como: apresentacao de uma situacao problematica, proposicao de
problemas ou questoes, didlogo entre professor e aluno, busca da informacao, elaboracao
das conclusoes, generalizacao das conclusoes e sintese, exercicios, prova ou exame e ava-

liacao.
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3 TEORIA ELEMENTAR DOS NUMEROS

Apresentamos, neste capitulo, conceitos basicos da Teoria Elementar dos
Numeros que sao essenciais para o desenvolvimento deste trabalho. Os teoremas, pro-
posigoes e demonstragoes exibidos foram baseados nos estudos feitos por Santos (2010),
Hefez (2016)) e Milies (2001).

Abordaremos conceitos de divisibilidade e suas principais propriedades. Na
sequéncia demonstramos o Algoritmo da Divisao e os principais resultados que envolvem
o Méaximo Divisor Comum (MDC) entre dois nimeros inteiros. Finalizando o capitulo, de-
finimos a equacao diofantina linear e apresentamos resultados importantes que permitem,

se possivel, resolver tais equacoes e, além disso, desenvolvemos alguns exemplos.

3.1 DIVISIBILIDADE

Divisibilidade é um conceito simples, mas de fundamental importancia para o
entendimento dos proximos topicos como, por exemplo, a definicao de MDC e reconhecer

quando uma equagao diofantina linear possui solugoes inteiras.

Definicao 3.1 Sejam a e b dois numeros inteiros, dizemos que a divide b e indicamos
por a|b, se existe k € Z tal que b = ka. Neste caso, dizemos que a é um divisor de b,
que b € divisivel por a ou ainda que b € multiplo de a. Por outro lado, se a nao divide b,

escrevemos a t b.

Observagao 3.1 Convém observar que, se a # 0, o inteiro k nas condi¢oes da defini¢ao
¢ unico. De fato, se existisse outro k’ tal que b = k’a teriamos que ka = k’a e, cancelando,
vem que k = k’. O inteiro assim definido chama-se quociente de b por a e € indicado por
k=b/a=2.

Por outro lado, note que 0 | b se, e somente se, b = 0. Nesse caso, o quociente
nao é unico, pois 0 = k - 0 para todo inteiro k. Por causa disso, admitiremos sempre que
todos os divisores considerados sao diferentes de zero.

Vejamos alguns exemplos que sucedem imediatamente da Definigao [3.1]

Exemplo 3.1 Dados os inteiros 7 e —63, note que 7 | —63, pois —63 = (—=9) - 7. Porém,
—63 1 7, pois nao existe um inteiro k tal que 7=k - (—63).

Exemplo 3.2 Temos que

a) 110, £20, +310, ...;
b) £1 16, 2|6, £3 |6, 6 |6;
¢) 016, +416, £516, +816.
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Abordaremos, agora, as principais propriedades sobre divisibilidade expostas

nas proximas quatro proposigoes.

Proposicao 3.1 Sejam os inteiros a, b e c. Se alb e b|c, entdo alc.

Demonstragao: De fato, se a|b e b|c, entdo existem os inteiros k e ¢ tais que b = ka e
¢ = ¢b. Substituindo o valor de b em ¢ = gb obtemos ¢ = ¢(ka) = (¢k)a. Como gk € Z,

concluimos que alc. ]

Exemplo 3.3 Como 4|80 e 80|3200, entdo 4|3200, em virtude da Proposi¢ao[3.1]

Proposigao 3.2 Sejam os inteiros a, b e c. Se alb e c|d, entao ac|bd.

Demonstragao: Note que, se a|b e c|d entdao existem os inteiros k e ¢ tais que b = ka
e d = gc. Multiplicando as igualdades termo a termo, obtemos que bd = (ka) - (qc) =
(ac) - (kq). Como kq € Z, entao ac|bd. ]

Exemplo 3.4 Veja que 3|15 e 4|8, entdo 12|120, em virtude da Proposi¢ao[3.4

A seguinte proposi¢ao nos diz que se um certo niimero inteiro é divisor de ou-
tros dois, entao continua sendo divisor de qualquer combinagao linear formada por esses

dois outros numeros inteiros.

Proposicao 3.3 Sejam os inteiros a, b e c. Se alb e alc, entdo a|(bx + cy), para todos

0S inteiros T e y.

Demonstragao: Note que, se alb e a|c entdo existem os inteiros k e ¢ tais que b = ka
e ¢ = qa. Assim, bz + cy = (kaz) + (qay) = (kx + qy) - a. Como (kx + qy) € Z, entdo
al|(bz + cy). m

Exemplo 3.5 Como 4|12 e 4|20, entdo 4](12 -2+ 20 - 3), ou seja, 4|84.

Exemplo 3.6 Como 4|12 e 4|20, entdo 4|[12 - (=2) + 20 - (=4)], ou seja, 4| — 104.

Proposigao 3.4 Dados os inteiros a e b, com b # 0 temos que se alb, entdo |a| < |b].

Demonstragao: Veja que, se a|b entao existe um inteiro k tal que b = ka e em termos

de moédulo, temos que

|b] = [ka| = [kl|a].
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Como b # 0, temos que k # 0, logo 1 < |k|. Multiplicando esta desigualdade
por |a|, obtemos
la] < [Kl[al.

Portanto, concluimos que
|a] < |k[la] = [b],

ou seja,
lal < Jb]
]
A seguir, apresentamos o Principio da Boa Ordem que serd utilizado, posteri-

ormente, na demonstracao do Algoritmo de Euclides na segao 3.2.

Definicao 3.2 Diremos que um subconjunto S de Z € limitado inferiormente, se existir

c €7 tal que ¢ < x para todo x € S.
Definicao 3.3 Diremos que a € S € um menor elemento se a < x para todo x € S.

Axioma 3.1 (Principio da Boa Ordem) Se S € um subconjunto nao vazio de Z e limitado

inferiormente, entao S possui um menor elemento.

Vejamos uma proposicao e o Principio de Eudoxius, tteis na demonstracao do

Algoritmo da Divisao Euclidiana.

Proposicao 3.5 Nao existe nenhum nimero inteiro n tal que 0 < n < 1.

Demonstracgao: Suponha, por absurdo, que exista n com essa propriedade. Logo, o
conjunto S = {n € Z; 0 < n < 1} é nao vazio, além de ser limitado inferiormente.
Portanto, S possui um menor elemento a, com 0 < a < 1. Multiplicando esta ultima
desigualdade por a, obtemos 0 < a? < a < 1. Logo, a®> € S e a? < a, uma contradicao.

Portanto, nao existe um inteiro n entre 0 e 1. |

Axioma 3.2 (Principio de Fudozius) Dados a e b inteiros, com b # 0, entdo a € um
maltiplo de b ou estd compreendido entre dois multiplos consecutivos de b. Em simbolos,

para cada par de inteiros a e b, com b # 0, existe um inteiro q tal que,

bg<a<b-(qg+1), parab>0 e
bg<a<b-(qg—1), parab < 0.

Na sequéncia, demonstramos o Algoritmo da Divisao Euclidiana, 1til quando
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queremos expressar a divisao entre dois nimeros inteiros, pois tal algoritmo mostra a

existéncia e a unicidade do quociente e do resto nesta situacao.

Teorema 3.1 (Algoritmo da Divisao Euclidiana) Sejam a e b dois inteiros, com b > 0.

Eziste um tunico par de inteiros q (quociente) e r (resto) tais que
a=bg+r, com 0<r<b.
Demonstracgao: Pelo Principio de Eudoxius, como b > 0, existe ¢ € Z satisfazendo
bg<a<b-(qg+1),

ou seja,

bg < a<bg+b.
Subtraindo, membro a membro, bg na desigualdade acima, obtemos

0<a—bg<hb.

Com efeito, tomando r = a — bg, garantimos a existéncia de q e 7.
Provemos, agora, a unicidade de ¢ e r. Suponhamos que na divisao de a por

b, exista outro quociente ¢’ e outro resto r’ tais que
a=q¢b+7r", com 0<r <b.

Mas, do fato de também a = bq + r, segue que

bg+r=0b¢+r" =bg—bg =r" —r
=(@—q)-b=r"—r (1)

Suponhamos, sem perda de generalidade, que " > r. Como ' < b, entao

temos que ' — r < b. Substituindo esta desigualdade na equagao (|1]), obtemos
(q - q/) b < b7
e, tomando modulos e utilizando propriedades de moédulo temos,

0<lg—q1-[b] <1bl.
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Como |b| > 0, segue que
0<|g—dl<1

Logo, pela Proposicao [3.5, ¢ — ¢ = 0 e, consequentemente, ¢ = ¢'. Substituindo na
equacao , obtemos
O=r'"—r=1r=r.
n
Corolario 3.1 Sejam a e b dois inteiros, com b # 0. Eziste um unico par de inteiros q
er tats que

a=0bqg+r, com 0<r<|b.

Demonstracao: O caso b > 0 j& foi provado no Teorema [3.1, Agora, supondo b < 0,
temos que |b| > 0, e portanto, pelo Teorema , existem e sao unicos ¢',r € Z que

satisfazem as condigoes:
a=1bl-¢+r, com 0<r<].
Como |b| = —b, entao
a=—-bf'+r=>0-(—¢)+r, onde (—¢)e€Z.

Portanto, existem e sdo tnicos os inteiros ¢ = —¢’ e r tais que a = bg + r, com
0<r<lbl. m

Ressaltamos que em algumas literaturas, o Algoritmo da Divisao Euclidiana

aparece em um unico teorema. No entanto, optamos aqui em dividir em dois casos, quando

b > 0 (Teorema [3.1]) e b # 0 (Coroldrio [3.1)).

A seguir, temos exemplos de aplicacao do Algoritmo da Divisao Euclidiana.

Exemplo 3.7 Qual o quociente e o resto na divisao de 225 por 5%

Solugao: Note que 225 =545+ 0. Assim, ¢ = 45 e r = 0 (ou seja, 5|225).

Exemplo 3.8 Qual o quociente e o resto na divisao de 140 por 37

Solucao: Note que 140 =3 -46 + 2. Assim, g =46 e r = 2.

Exemplo 3.9 Qual o quociente e o resto na divisao de 82 por -57

Solugao: Note que 82 = (—5) - (—16) + 2. Assim, ¢ = —16er = 2.
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3.2 MAXIMO DIVISOR COMUM

Abordaremos outro tépico de grande importancia para o desenvolvimento das
equagoes diofantinas lineares. Na Educacao Bésica, o maximo divisor comum entre dois
numeros inteiros é abordado desde o Ensino Fundamental como se verifica na seguinte
habilidade, presente na BNCC: EFOTMAO1 — “Resolver e elaborar problemas com niimeros
naturais, envolvendo as nogoes de divisor e de multiplo, podendo incluir maximo divisor
comum ou minimo multiplo comum, por meio de estratégias diversas, sem a aplicacao de
algoritmos.” Os principais livros didaticos usados neste nivel de ensino calculam o MDC
através da decomposicao em fatores primos dos numeros envolvidos. Aqui, além desse
método, usaremos o método das divisoes sucessivas, proposto por Euclides de Alexandria.

Apresentamos o conceito de MDC que, segundo Hefez (2016), é essencialmente
a definicao dada por Euclides nos Elementos. O MDC sera usado, por exemplo, para
compreender o importantissimo Teorema de Bézout e para determinar se uma equagao

diofantina linear possui solugoes inteiras.

Definicao 3.4 Diremos que um nimero inteiro d > 0 é um mdximo divisor comum dos
inteiros a e b, denotado por mdc(a,b), se possuir as sequintes propriedades:
i) dla e d|b;

ii) Se cla e c|b, entao c|d.

Ou seja, dizemos que o MDC entre dois inteiros a e b é o maior inteiro d que
divide a e que divide b. Para Santos (2010), “a caracteriza¢do do maximo divisor comum
dada pela definicao anterior apresenta algumas vantagens. Entre outras, é mais facil de

ser usada e simplificara algumas das demonstragoes que se seguem.”

Exemplo 3.10 Vamos calcular mdc(56, 160).

Solugao: Note que 8|56 e 8160, ou seja, 8 é um divisor comum de 56 e 160. Assim,
a condicao i) estd satisfeita. Agora, seja ¢ tal que ¢|56 e ¢|160. Como ¢ € A, onde A
= {£1,+2, £4, 48} implica que ¢|8 para qualquer ¢ € A. Ou seja, a condi¢do i) estd
satisfeita. Assim, o mdc(56,160) = 8.

Observacao 3.2 De forma prdtica, um modo de calcular o MDC de a e b é considerar

0s divisores comuns aos dois numeros e selecionar o maior deles.

A seguir, ilustramos o calculo do MDC entre dois ntimeros inteiros relativa-

mente pequenos através de um exemplo.

Exemplo 3.11 Consideremos os inteiros 56 e 160. Ambos tém como divisores comuns
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+1,42, £4, 48, sendo que 8 é o maior deles. Assim, o mdc(56,160) = 8.

Uma outra forma de calcular o mesmo mdc € listar todos os divisores positivos de 56 e de

160 e selecionar o maior numero em comum aos dois conjuntos. Note que

D(56) = {1,2,4,8,28,56}
D(160) = {1,2,4,5,8, 10, 16, 20, 32, 40, 80, 160}.

Assim, vemos que mdc(56,160) = 8. Tal método € o primeiro contato que os alunos do

Ensino Bdsico tem com o cdlculo de MDC.

Observagao 3.3 Podemos calcular o MDC' entre dois ou mais niimeros inteiros usando o
método da fatoracdo simultanea, que consiste em decompor os nimeros em fatores primos
e o produto dos divisores comuns aos numeros dados é exatamente o MDC' procurado.
Tal método se justifica pelo Teorema Fundamental da Aritmética e € bastante utilizado no

Ensino Bdsico.

Observagao 3.4 Se a é um numero inteiro, nao é dificil ver que

mdc(0,a) = |al
mde(l,a) =1

mdc(a,a) = |al.

Observacgao 3.5 Note que mdc(a,b) = mdc(b,a), ou seja, o mde de a e b ndo depende

da ordem em que eles sao tomados.

Observacao 3.6 Dados a, b € 7, se existir o mdc(a,b) de a e b, entdo
(a,b) = mde(—a, b) = mde(a, —b) = mde(—a, —b).

Assim, para efeito de cdlculo do MDC de dois niumeros, podemos sempre supo-

los mao negativos.

Exemplo 3.12 Sejam os numeros inteiros a = 25 e b = 35. Os divisores comuns de
25 e 35 sao 1 e 5, e como o maior deles é o 5, temos que o mdc(25, 35) = 5. Assim,

observamos que:

mdc(25,35) = mde(—25,35) = mdc(25, —35) = mde(—25, —35) = 5.
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Definicao 3.5 Dois numeros inteiros a e b nao simultaneamente nulos sao primos entre
si se, e somente se, o mdc(a,b) =1, ou seja, se o Unico divisor comum positivo de ambos
€l

Vejamos um exemplo que sucede imediatamente da Definigao [3.5

Exemplo 3.13 Os nimeros inteiros: 3 e 11; 17 € 30; —18 e 25, sdo primos entre si, pois

temos que
mdc(3,11) = mdc(17,30) = mde(—18,25) = 1.
Vejamos um lema importante usado na demonstracao do Algoritmo de Euclides.

Lema 3.1 (Lema de Euclides) Sejam a, b € Z e a = bq + r com q, v € Z entao
mdc(a,b) = mdc(b,r).

Demonstracao: De a = bg + r, concluimos que todo divisor de b e r é divisor de a
e que r = a — bq, ou seja, todo divisor de a e b é divisor de r. Logo, o conjunto dos
divisores comuns de a e b é igual ao conjunto dos divisores comuns de b e r, o que garante

o resultado. n

Hefez (2016), afirma que o Lema “é efetivo para calcular MDC e ¢ fun-
damental para estabelecer o Algoritmo de Euclides, que permitird, com muita eficicia,

calcular o MDC de dois nimeros naturais quaisquer.”

Exemplo 3.14 Calcule, usando o Lema de Euclides, o valor de mdc(56,160).
Solucao: Temos que
mdc(56,160) = mde(56, 160 — 2 - 56)
= mdc(56,48) = mdc(48,56 — 1 - 48)
= mdc(48,8) = mdc(8,48 — 6 - 8) = mdc(8,0) = 8.

Ainda, de acordo com Hefez, temos a seguir a prova construtiva da existéncia
do MDC dada por Euclides. O autor afirma “ainda que tal algoritmo é um primor do ponto

de vista computacional e pouco conseguiu-se aperfeicod-lo em mais de dois milénios.”

Teorema 3.2 (Algoritmo de Fuclides) Dados a e b numeros naturais, se o Lema de
Fuclides for aplicado sucessivamente, entao o ultimo resto nao nulo r,, satisfaz a sequinte
igualdade mdc(a,b) = r,.

Demonstracao: Dados a, b € N, podemos supor b < a. Se b = 1 ou b = a, ou ainda
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bla, temos que mdc(a,b) = a. Suponhamos, entao, que 1 < b < a e que b { a. Logo, pela

divisao euclidiana, podemos escrever:
a=>bqg +r, com 0<ry<b.

Temos duas possibilidades:

a) r1 | b: Em tal caso, pela definigdo de mdc(a, b) e o Lema de Euclides temos que
r1 = mdc(b,r) = mde(b,a — ¢ - b) = mdc(b,a) = mdc(a,b),
e termina o algoritmo, ou

b) r1 1 b: Nesse caso, podemos efetuar divisdo de b por 7, obtendo
b=1r1-qy+ 7y, com0 < ry < ry.

Novamente, temos duas possibilidades:
a’) ro | r1: Nesse caso, novamente pela definicao de mdc(a,b) e pelo Lema de Euclides,

temos
ro = mdc(ry, ro) = mdce(ry, b — qory) = mdc(ry, b) = mdc(a — ¢1b,b) = mdc(a, b)

e paramos, pois, termina o algoritmo.

b’) 5 1 r1: Nesse caso, podemos efetuar divisao de  por 79, obtendo
r1 = T9q3 + 13, com 0 < r3 < 7o.

Continuamos esse procedimento até que pare. Isso sempre ocorre, pois, caso contrario,
terfamos uma sequéncia de nimeros naturais b > r; > ry > ... que nao possui menor
elemento, o que nao é possivel pelo Axioma (Principio da Boa Ordem). Logo, para

algum n, temos que r, | r,—_1, o que implica que mdc(a, b) = r,. m

Temos abaixo um dispositivo pratico onde aparecem os nimeros a e b, os

quocientes e restos das divisoes sucessivas que sao feitas até encontrar o r,,.

Figura 5 — Dispositivo pratico do Algoritmo de Euclides.

1 42 43 | G Fn+1
a b " RN =y | Ty =mdc
T ry "y w0 r, 0

Fonte: Adaptado de Hefez (2016).

Mostramos, nos dois préximos exemplos, a aplicacao do Algoritmo de Euclides.



40

Exemplo 3.15 Calcule, usando o Algoritmo de Euclides, o mdc(372,162).

Solucao: Note que

372 =162 -2+ 48
162 =48 -3+ 18

48 =18 -2+ 12
18=12-1+6
12=6-2+0.

Logo, mdc(372, 162) = 6.
De maneira alternativa podemos utilizar o dispositivo pratico para calcular o
mde(372,162).

Figura 6 — Calculo do mdc(372,162).

2 k 2 1 2
372 162 48 18 12 6 = mde
48 18 12 & 0

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
Exemplo 3.16 Encontrar, pelo Algoritmo de Euclides, o mdc(—75,12).
Solucgao: Note, inicialmente, que mde(—75,12) = mdc(75,12). Assim, temos que

D=12-6+3
12=3-4+0.

Logo, mdc (—75,12) = 3.

De maneira alternativa podemos utilizar o dispositivo pratico para calcular o

mdc (—75,12).

Figura 7 — Calculo do mdc(—75,12).

6 4
75 12 3=mde
3 0

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Temos, a seguir, um teorema que nos dé uma outra demonstracao da existéncia

do MDC de dois niimeros inteiros. Ressaltamos que tal teorema nao fornece um método
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para que o MDC seja calculado.

Teorema 3.3 (Teorema de Bézout) Sejam a, b € Z. Entao existem m, n € 7Z tais que
d = mdc(a,b) = ma + nb.

Demonstracgao: Seja B o conjunto de todas as combinagoes lineares xa + yb, com x, y
€ Z. Claramente, este conjunto contém ntimeros negativos, positivos e também o zero.
Vamos escolher m e n tais que ¢ = ma + nb seja o menor inteiro positivo pertencente ao
conjunto B. Provaremos, por contradi¢ao, que cla e c|b. Supondo que ¢ t a, entdo, pela

Divisao Euclidiana, existem q e r tais que
a=qc+r,com0<r<ec

Portanto, r = a —gc = a - ¢ - (ma+nb) = (1 - gm) - a + (—gn) - b. Isto
mostra que r € B, pois (1 —gm) e (—gn) s@o inteiros, o que é uma contradigao, uma vez
que 0 < r < c e, por hip6tese, ¢ é o menor elemento positivo de B. Logo c|a e de forma
andloga se prova que c|b.

Como d é o maximo divisor comum de a e b, entao existem ¢, g2 € Z tais que
a=qd e b=qd
e, portanto,
c=ma+nb=m-qd+n-qgd=d-(mg +ng),

o que implica d|c, pois (mgq + ngs) € Z. Logo, pela proposi¢ao , d < ¢ (ambos sao
positivos), e como d < ¢ nao é possivel, uma vez que d é o maximo divisor comum, segue

que ¢ = d = ma + nb. m

Na demonstracao deste teorema mostramos, nao apenas que o maximo divisor
comum de a e de b pode ser expresso como combinacao linear desses niimeros, mas que

este nimero é o menor valor positivo dentre todas estas combinagoes lineares.

Exemplo 3.17 Calcule o mdc(202,3) e em sequida encontre nimeros inteiros x ey, tais
que 202z + 3y = mdc(202, 3).

Solugao: Temos inicialmente, pelo Algoritmo de Euclides, que:

202=3-67+1
3=1-3+4+0.
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Logo, mdc (202,3) = 1. Assim, podemos escrever 1 = 202z + 3y com z, y € Z. Por
inspegao, temos que 1 =202 - (1) + 3 - (—67), logo x =1 e y = —67.

Note que, no ultimo exemplo, descobrimos os valores = e y por inspecao. Pos-

teriormente, veremos um método mais eficiente para encontrar tais valores.

Observacao 3.7 Vale destacar que, para o Teorema de Bézout, apenas a ida € vdlida.
Assim, podem existir m,n € 7 tais que ma +nb = d, onde d # mdc(a, b). Ilustramos

essa ideia por meio dos dois exemplos a sequir.

Exemplo 3.18 Note que a equagao 2m-+4n = 8 € satisfeita, por ezemplo, quando m = 2
en =1, mas 8 # mdec(2,4).

Exemplo 3.19 Note que a equagao 5m~+3n = 36 € satisfeita, por exemplo, quando m = 6
en =2, mas 36 # mdc (5,3).

Corolario 3.2 Dados a, b e t niumeros inteiros, tem-se que
mdc(ta, tb) = |t| - mde(a, b).
Demonstracgao: Analisemos os casos:
e ¢ > 0: Pelo Teorema de Bézout, mdc(ta,th) é o menor valor positivo de
m - (ta) +n - (tb),
(m e n inteiros), que é igual a ¢ vezes o menor valor positivo de
ma +nb =t -mdc(a,b) = |t| - mde(a,b).

e t < 0: Neste caso temos que —t > 0, o que implica em |t| = —t. Como vimos no

caso anterior, o mdc(ta, tb) é o menor valor positivo de
m - (—ta) +n - (—tb),
(m e n inteiros), que é igual a —t vezes o menor valor positivo de

ma + nb = —t - mdc(a, b) = [t| - mdc(a, b).
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Corolario 3.3 Dados a, b € Z, ndo ambos nulos, com d = mdc(a,b) tem-se que

a b
de-=,-]=1.
mc(d,d)

Demonstracao: Pelo Corolério 3.2 temos que

a b

a b
d~mdc(d,a) —mdc(d~8,d~a) = mdc(a,b) = d,

a b
de| =, =] =1.
mc(d,d)

Teorema 3.4 Dois numeros inteiros a e b, sao primos entre si, e somente se, existem x

que implica em

e y numeros inteiros tais que ax + by = 1.

Demonstracao: =) Suponha que a e b sdo primos entre si, entdo o mde(a,b) = 1. Pelo
Teorema de Bézout existem ndmeros inteiros x e y tais que ax + by = mdc(a,b) = 1.

<) Reciprocamente, suponha que existam nimeros inteiros x e y tais que
ar + by = 1.
Se mdc(a,b) = d, entdo d|a e d|b. Logo,
d|(azx + by), isto 6, d|1

que implica em
0<d<l=d=1,

ou seja, mde(a,b) = 1, isto é, a e b sdo primos entre si. [

Teorema 3.5 (Euclides) Sejam a, b, ¢ nimeros inteiros. Se albc e mde(a,b) =1, entdo

ale.

Demonstragao: Como mdc(a,b) = 1, entao pelo Teorema , existem x, y € Z tais que
xa+yb=1.
Multiplicando os dois lados dessa tultima equagao por ¢ segue que

x-(ac) +y- (be) =c.
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Como alac e, por hipdtese, a|bc, entao, pela Proposigao

al(z - (ac) +y - (b)),
ou seja, alc. n

3.3 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

Vejamos, inicialmente, um pouco sobre a histéria de Diofanto e, em seguida,
introduzimos as Equacoes Diofantinas Lineares, onde apresentamos sua definicao e resul-

tados importantes para a sua resolucao.

3.3.1 Diofanto de Alexandria

Pouco sabemos sobre a vida de Diofanto e esta incerteza é tao grande que
nao se sabe exatamente em que século viveu. No entanto, segundo Eves (2011), a maioria
dos historiadores acredita que ele viveu por volta do século III d.C. e que sua carreira se
desenvolveu na cidade grega de Alexandria, ficando conhecido, entao, como Diofanto de
Alexandria.

Abaixo temos um relato sobre Diofanto, retirado de uma colecao de problemas

chamada “Antologia Grega”, como descrito a seguir:

Deus lhe concedeu ser um menino pela sexta parte de sua vida, e so-
mando uma duodécima parte a isto cobriu-lhe as faces de penugem. Ele
lhe acendeu a lampada nupcial apés uma sétima parte, e cinco anos
apods seu casamento concedeu-lhe um filho. Ai! infeliz, crianga tardia;
depois de chegar & metade da vida de seu pai, o Destino frio o levou.
Depois de consolar sua dor com a ciéncia dos niimeros por quatro anos,
ele terminou sua vida (Cohen e Drabkin, |1958, p.2, apud Boyer, 2012
pég.133).

A equacao que resolve tal enigma é:

L 5+
6 12 7 g TETT

Assim, de acordo com o enigma acima e resolvendo a equagao, Diofanto viveu

oitenta e quatro anos.

Em sua obra Arithmetica, Diofanto é reconhecido por introduzir uma lingua-
gem diferente da que era usada pelos gregos que o antecederam na resolucao de equagoes.
Neste sentido, Boyer afirma que

A Arithmetica de Diofanto era um tratado caracterizado por um alto
grau de habilidade matematica e de engenho. Neste aspecto, o livro pode
ser comparado aos grandes classicos da Idade Alexandrina anterior; no
entanto, quase nada tem em comum com esses ou, na verdade, com
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qualquer matemadtica grega tradicional. Representa essencialmente um
novo ramo e usa uma abordagem diferente (Boyer, 2012, pag.134).

De acordo com Eves (2011), Diofanto se interessava apenas por respostas en-
tre os nimeros racionais positivos e, na maioria dos casos, satisfazia-se com uma resposta
apenas do problema. Eves também cita que em Arithmetica, o primeiro livro de seis livros
se ocupa de equacoes determinadas em uma incognita e os demais, em sua maioria, de
equacoes indeterminadas de segundo grau e assim, os problemas algébricos indetermina-
dos em que se devem achar apenas as solugoes racionais tornaram-se conhecidos como
problemas diofantinos. No entanto, o uso atual dessa terminologia muitas vezes impoe a

restricao de que as solucoes sejam inteiras.

3.3.2 Equacgoes Diofantinas Lineares

As Equacoes Diofantinas Lineares podem ser utilizadas para modelar pro-
blemas cotidianos. Definimos, a seguir, as Equagoes Diofantinas Lineares e resultados

importantes que auxiliam na resolucao de tais equagoes.

Definicao 3.6 Dadosa, b, ¢ € Z, chamamos de Equacoes Diofantinas Lineares com duas

incognitas as equagoes do tipo aX + bY =c¢, coma # 0 ou b # 0.

Definicao 3.7 Todo par x, y € Z que substituem X eY satisfazendo a igualdade a X +bY

= ¢ sao chamados de solugoes particulares da equagao.

Exemplo 3.20 Note que a equacao 2z + 4y = 8 € satisfeita, por exemplo, quando toma-

mos
r=4 e y=0 ou z=2 e y=1.
Portanto, (x,y) = (4,0) e (z,y) = (2,1) sdo solugdes particulares da equagio dada.

Observagao 3.8 De modo geral, ao resolvermos uma equacdao diofantina linear busca-
mos todas as solucoes inteiras. No entanto, em alguns casos, a depender do contexto, hd
restricoes que permitem apenas solucoes inteiras nao negativas. Além disso, € importante

destacar que nem sempre as equagoes possuem solug¢ao.
Exemplo 3.21 A equacgao 20x + 2y = 3, ndo possui nenhuma solu¢ao xg, yo nos numeros
inteiros, pois, caso contrdrio, teriamos 20 - xo + 2 - yo par e, portanto, nunca igual a 3,

que € impar.

Assim, estamos interessados em saber quando uma equacao diofantina tem
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solucao, e caso as tenha, em como determina-las. Para resolver essas duvidas, temos os

teoremas e as proposicoes a seguir.

Teorema 3.6 Dados a, b, c € Z, com a # 0 ou b # 0, a equacdao diofantina aX 4+ bY =

¢ admite solugdo se, e somente se, mdc(a,b) divide c.

Demonstracgao: Suponha a existéncia de solu¢ao na equacao, ou seja, que existam x,

Yo € Z tais que
axg + byy = c.

Temos que mdc(a,b)|a e mde(a,b)|b e, portanto, mdc(a,b) divide qualquer
combinacao linear formada por a e b. Assim, mdc(a, b)|(azo + byo), logo mde(a, b)|c.
Reciprocamente, fazendo d = mdc(a, b), temos, por hipétese, que d|c. Entao,

existe ¢ € 7Z tal que ¢ = qd. Pelo Teorema de Bézout, existem xg, yo € Z tais que
axg + byy = d.
Multiplicando por q ambos os lados da igualdade, obtemos

(azo) - q + (byo) - ¢ = dq.

Portanto,

(azo) - q+ (byo) - q¢ = ¢,

e assim, podemos afirmar que a equacao diofantina ax 4+ by = ¢ admite pelo menos uma

solugdo: x =xp-qey =1y - q. [

Observacao 3.9 Uma consequéncia deste teorema € o fato de que quando mdc(a,b) =1

a equacao apresentard infinitas solugoes, ja que 1 € divisor de qualquer numero real.

Observacao 3.10 Quando a equacao diofantina linear possui solugao e mde(a,b) # 1
podemos dividir ambos os membros da igualdade por um valor conveniente de modo que
mdc(a,b) = 1, ou seja, chamando mdc(a,b) = d, a equagio aX +bY = ¢ pode ser reduzida
para a forma

aX B _c
d d d

sendo que as solucoes das duas equacoes coincidem. Além disso, pelo Coroldrio sa-

bemos que mdc (%, g
C

com mde(a,b) = 1 ondea="2%b=2%¢cc=25,

): 1. Logo, ¢ suficiente estudar as equacoes do tipo aX + bY = c,
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Proposicao 3.6 Seja xq, yo uma solugao particular da equacao aX + bY = c, onde

mdec(a,b) = 1. Entao todas as solugoes inteiras x, y da equagao sao da sequinte forma:
x=x9+bt, y=yo—at, ondet € Z.
Demonstracao: Seja x, y uma solucao da equacao aX + bY = c¢. Assim,
ary + by = ax + by = c.

Portanto,
a(x — xo) = b(yo — ). (2)
Da tultima equagao, temos que
bla(x — xg).
Como mdc(a,b) = 1, segue, pelo Teorema [3.5, que b|(z — xy). Logo, existe t € Z tal que

xr — xg = bt,

ou seja,

xr=ux9+bt, com teZ.

Substituindo (z — x0) por bt em (2)), obtém-se
Yo —y = at, ouseja, Yy =1yy— at.
Por outro lado, x, y como no enunciado, é solucao, pois
ax + by = a(zg + bt) + b(yo — at) = axo + byo = ¢,
como queriamos demonstrar. [

Observagao 3.11 O numero inteiro t € também chamado de parametro, sendo que para

cada valor de t, tem-se uma solucdo distinta para a equacgao diofantina.
Vejamos aplicacoes da Proposicao (3.6}

Exemplo 3.22 Resolva a equagao diofantina 2x + 15y = 60.

Solugao: Como o mde(2,15) = 1 e 1|60, temos que a equagdo acima admite solucao.

Logo, devemos determinar m, n € Z tais que 2 - m + 15 - n = 1. Pelo Algoritmo de
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Euclides, temos

15=2-7T+1.
Assim,
=15-2-7
=2.(=7)+15-1.

Logo, m = —7 e n = 1. Multiplicando ambos os lados de 2 - (=7) + 15 - 1 = 1 por
60, segue que 2 - (—420) + 15 - 60 = 60 isto é, xg = —420 e yo = 60 é uma solucao de

2x + 15y = 60. Portanto, a solucao geral da equacgao diofantina é dada por
r=—-420+ 15t e y=60—2t, com teEZ.

Neste caso, as outras solugoes sao determinadas pelo parametro t.

Exemplo 3.23 Resolva a equagao diofantina 22x + 60y = 40.

Solugao: Como o mde(22,60) = 2 e 2|40, temos que a equagao acima admite solugao.
Assim, podemos simplificar a equagao para a forma 11z + 30y = 20, onde mdc(11,30) = 1.
Logo, devemos determinar m, n € Z tais que 11 - m + 30 - n = 1. Pelo Algoritmo de

Fuclides, temos

30=11-248
11=8-1+3
8=3-2+42
3=2-1+1.
Assim,
1=3-2-1
=3-(8-3-2)
=3-3-8
=3-(11-8-1)-38
=3-11—-4-8

—3.-11—-4-(30—11-2)
—11-11+430- (—4).
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Logo, m = 11 e n = —4. Multiplicando ambos os lados de 11 - 11 + 30 - (—4) = 1 por
20, segue que 11 - 220 4+ 30 - (—80) = 20 isto é, xop = 220 e yo = —80 é uma solucado de
11x 4+ 30y = 20. Portanto, pela Observagao [3.10] a solucao geral da equacao diofantina é
dada por

r=2204+30t e y=-80—11f{, com ¢te€Z.

Neste caso, as outras solugoes sao determinadas pelo parametro t.

Observagao 3.12 Generalizando o resultado da Proposi¢do temos:
Considerando a equagdo diofantina linear ax + by = ¢ tal que d = mdc(a,b) divide ¢ e

escrevendo d na forma d = ma + nb, com m, n € Z, temos que toda solug¢ao € da forma

b
x:xo%—t—l-t, y:yo—%-t, onde te€Z

exo =m- 5, Yo =n -G Assim, fazendo d =1 retornamos a equagio da Proposicio[3.6,
Reciprocamente, para todo t € 7 o0s valores x ey dados pelas formulas acima sao solu¢oes

da equagao. Para demonstragao e mais detalhes deste resultado ver Milies (2001).
Vejamos uma aplicacao direta da Observacgao [3.12]

Exemplo 3.24 Resolva a equagao diofantina 56x + 72y = 40.

Solugao: Como o mde(56,72) = 8 e 8/40, temos que a equagao acima admite solugao.
Logo, devemos determinar m, n € 7Z tais que 56 - m + 72 - n = 8. Pelo Algoritmo de

Euclides, temos

72=56-1416
56 =16 - 3 + 8.
Assim,
8 =56 — (16 - 3)

=56 — (72— 56) - 3
=56 —3-72+3-56
=56-4—72-3

= 564472 (=3).

40
8

20 e yo = —15. Calculando % =Te % =9, temos que toda outra solucao é da forma

Logo, m = 4 e n = —3. Multiplicando por == = 5, temos uma solugao particular: zy =

r=204+9 e y=-15—-"Tt, com t¢€Z.
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Em muitas situacoes, apenas as solugoes inteiras nao negativas de uma equacao diofan-
tina sao de interesse, ou seja, solugoes = e y sendo ntimeros inteiros, com x > 0 e y > 0.

Veremos isto nos préximos exemplos.

Exemplo 3.25 E possivel comprar selos de R$ 3,00 e R$ 12,00 dispondo de R$ 135,00

sem que haja troco? Se for possivel, quantas sao as maneiras de se comprar os selos?

Solugao: Para resolver o problema, sejam x o nimero de selos de R$ 3,00 e y o niimero

de selos de R$ 12,00. Assim, temos a equacao diofantina
3z + 12y = 135.

Como o mde(3,12) = 3 e 3|135, temos que a equagao possui solugao e dividindo
a equacao por 3 obtemos
r + 4y = 45.

Logo, devemos determinar m, n € Z tais que 1 - m + 4 - n = 1. Pelo algoritmo de
Euclides, temos
4=4-14+0.

Assim,
1+4=4-1+1
1=14+4—-4-1

1=1-1+4-{1+ (-1}
1=1-1+4-0.

Logo, temos que m =1 en = 0 é uma solugao de 1 - m + 4 - n = 1. Assim, multiplicando

ambos os lados de 1 -1+ 4 -0 =1 por 45, segue que

1-45+4-0=45.

Isto é, zop = 45 e yp = 0 é uma solucao de x + 4y = 45. Portanto, a solucao geral da

equacao diofantina é dada por
r=45+4t,y=0—t, com tE€Z,

ou seja,
r=45+4t,y = —t, com t € Z.
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Logo, para todas as solugoes do problema, devemos ter x > 0 e y > 0. Entao devemos ter
454+4t>0 e —t2>0,

o que implica em
t>—-11,25 e t<0.

Logo,
—11,25 <t <0, com t € Z.

Ou seja, para cada valor de ¢ inteiro no intervalo acima, obtemos valores para x e y que

sao solugoes inteiras nao negativas e estao discriminadas na Tabela |7, abaixo:

Tabela 7 — Solugoes da equagao 3z + 12y = 135.

t T |y
0 [45 | 0
-1 1411
2 137 2
31331 3
-4 129 | 4
-5 |25 5
-6 |21 6
R Ya N
-8 113 | 8
91919
-10) 5 | 10
111 |11

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Logo, temos 12 maneiras de comprar os selos sem que haja troco.

Exemplo 3.26 Uma padaria vende bolos de R$ 12,00 ¢ R$ 16,00. Dispondo de R$ 200,00

quantas sao as maneiras de se comprar os bolos, sem que haja troco?

Solugao: Para resolver o problema, sejam z o niimero de bolos de R$ 12,00 e y o niimero

de bolos de R$ 16,00. Assim, temos a equacao diofantina
122 + 16y = 200.

Como o mde(12,16) = 4 e 4/200, temos que a equagao possui solucao e divi-
dindo a equacgao por 4 obtemos
3z + 4y = 50.
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Logo, devemos determinar m, n € Z tais que 3 - m + 4 - n = 1. Pelo algoritmo de

Euclides, temos

4=3-1+1.
Assim,
1=4-3-1
1=3-(-1)+4-1.
Logo, temos que m = —1 e n = 1 é uma solugao de 3 - m + 4 - n = 1. Assim, multipli-

cando ambos os lados de 3+ (—1) +4 -1 =1 por 50, segue que

3-(=50) +4-50 = 50.
Isto é, xp = —50 e yg = 50 é uma solucao de 3x + 4y = 50. Portanto, a solugao geral da
equacao diofantina é dada por

r=-50+4t,y=50—-3t, com te&Z.

Logo, para todas as solucoes do problema, devemos ter z > 0 e y > 0. Entao
devemos ter
—50+4t>0 e H50—3t>0,

o que implica em
t>12,5 e t<16,6.

Logo,
12,5 <t < 16,6, com t € Z.

Ou seja, para cada valor de t inteiro no intervalo acima, obtemos valores para x e y que

sao solugoes inteiras nao negativas e estao discriminadas na Tabela [8, abaixo:

Tabela 8 — Solucoes da equacao 12z + 16y = 200.

t | x|y
1312 |11
1416 | 8
15110 | 5
16 | 14 | 2

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Logo, temos 4 maneiras de comprar os bolos sem que haja troco.
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Exemplo 3.27 Maria deu R$ 100,00 a sua filha para ela comprar figurinhas da Copa
do Mundo de futebol feminino. Sabendo que as figurinhas sao vendidas em envelopes que
custam R$ 2,00 e R$ 5,00 e que o dinheiro deve ser gasto totalmente, quantos envelopes

de cada tipo podem ser comprados?

Solugao: Para resolver o problema, sejam z o nimero de envelopes de R$ 2,00 e y o

numero de envelopes de R$ 5,00. Assim, temos a equacao diofantina
2z + by = 100.

Como o mdc(2,5) = 1 e 1|100, temos que a equagao possui solugao.
Logo, devemos determinar m,n € Z tais que 2-m + 5 -n = 1. Pelo algoritmo

de Euclides, temos

5=2-2+1.
Assim,
1=5-2-2
=2-(=2)+5-1

Logo, m = —2 e n = 1. Multiplicando ambos os lados de 2 - (—2) +5-1 = 1 por 100,
segue que
2. (—200) + 5 - (100) = 100.

Isto é, xg = —200 e yo = 100 é uma solucao de 2z + 5y = 100. Portanto, a solucao geral

da equacao diofantina é dada por
xr=-200+5t e y=100—2t, com te€Z.
Logo, para todas as solugoes do problema, devemos ter x > 0 e y > 0. Entao devemos ter
—200+5t>0 e 100—2t>0

o que implica em
t>40 e t <50.

Logo,
40 <t <50, com teZ.

Ou seja, para cada valor de ¢ inteiro no intervalo acima, obtemos valores para x e y que

sao solugdes inteiras nao negativas e estao discriminadas na Tabela [J] abaixo:



Tabela 9 — Solugoes da equacao 2z + 5y = 100.
t | x|y
401 0 | 20
411 5 | 18
42 110 | 16
43 | 15| 14
44 1 20 | 12
45125 | 10
46 | 30 | 8
A7 135 | 6

4

2

48 | 40
49 | 45

20 |50 | O
Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Logo, temos 11 maneiras de comprar os envelopes nas condicoes dadas.
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4 PERCURSO METODOLOGICO

Neste capitulo, primeiramente, descrevemos o ambiente escolar onde as ati-
vidades foram desenvolvidas citando desde os aspectos fisicos da escola até os aspectos
profissionais e o corpo discente. Depois, apresentamos detalhes das etapas da Sequéncia
Didética aplicada a dois grupos de alunos: um grupo de 1° ano (16 estudantes) e outro de
3° ano (11 estudantes), ambos do Ensino Médio. As etapas foram Avaliacao Diagndstica,
Revisao de assuntos bésicos, Jogo Equacione, Introducao as Equagoes Diofantinas Linea-

res, Jogo Aritmetik, Avaliagdo Final e Formulario de Satisfacao.

4.1 O AMBIENTE DA ACAO

As atividades foram desenvolvidas na escola EEMTI Adahil Barreto Caval-
cante, localizada na Avenida Vereador Edimilson Marques s/n - Conjunto Timbé — Ma-
racanat/Ce. Foi construida em 1982 e autorizada por decreto governamental no dia 27
de abril de 1983, ano que iniciou suas atividades letivas.

Em 2020, todas as turmas passaram a funcionar em periodo integral, ou seja,
os estudantes permanecem das 7 : 00 hs as 16 : 40 hs na escolaﬂ, totalizando 9 horas/aula.
Neste formato, sao servidos aos alunos um lanche pela manha, um almogo e um lanche a
tarde.

Em 2023, sob a direcao da Professora Sheila Pinto Lopes Linhares, a escola
possui matricula de 570 alunos distribuidos nas trés séries do Ensino Médio, onde a maioria
deles sao residentes no Conjunto Timbd, bairro em que a escola se localiza, e em bairros

vizinhos.

4.1.1 Aspectos Fisicos da Escola

A escola conta com 33 dependéncias, distribuidas em 3 blocos:

e Bloco 01: 01 sala de direcao, 01 sala de coordenagao, 01 sala dos professores com
banheiro masculino e feminino, 01 sala de apoio aos professores, 01 secretaria e 01
sala de multimeios.

e Bloco 02: 08 salas de aula, 01 Laboratoério de informatica, 02 banheiros para alunos
(masculino e feminino), 01 banheiro para cadeirante e 01 patio interno.

e Bloco 03: 04 salas de aulasE] , 01 laboratorio de ciéncias, 01 sala de Atendimento

Educacional Especializado (AEE), 01 almoxarifado, 01 cozinha, 02 dispensas para

'Durante a pandemia de COVID-19, as aulas ocorreram de forma remota (2020) e hibrida (2021)
e, assim, os horédrios de permanéncia dos alunos na escola sofreram alteracoes. A partir de 2022, esses
horarios foram normalizados.

2Durante a execucdo deste trabalho, duas salas de aulas deste bloco passaram por reformas para
ampliagdo do numero de salas na escola. Esta reforma iniciou-se na segunda semana de fevereiro e
alterou a logistica de aplicagao planejada inicialmente.
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condicionar merenda escolar, 01 patio interno para o intervalo, 01 quadra coberta e

02 salas/depdsitos.

4.1.2 Clientela Escolar

A EEMTI Adahil Barreto Cavalcante atende alunos oriundos das escolas
publicas municipais e escolas particulares mais préximas. Tais alunos sao, em grande
parte, de baixa renda, sendo filhos de operarios, pequenos comerciantes e trabalhadores
autonomos e vale destacar que a clientela escolar vive em uma comunidade que nao
tem muitas oportunidades de lazer e espacos saudéaveis. Ressaltamos que varios alunos
sao provenientes de familias desestruturadas e economicamente vulneraveis, motivos que
contribuem com a evasao e a repeténcia escolar, comprometendo a qualidade do trabalho

pedagdgico.
4.2 AS ETAPAS DA SEQUENCIA DIDATICA

Apresentamos, a seguir, como foi a aplicagao das etapas da Sequéncia Didatica
citadas no inicio deste capitulo. Ressaltamos que antes de iniciarmos a aplicagao de tais
etapas, foi explicado aos estudantes que o presente trabalho fazia parte de uma dissertacao
do mestrado PROFMAT. As turmas em que houve o convite para participar foram 1° A,
1° B, 1° C, 1° D e 3° A. A quantidade de alunos de cada turma que aceitou o convite se

encontra na Tabela [10k

Tabela 10 - Quantidade de alunos que aceitou participar da Sequéncia Didatica.

Turma | Niimero de alunos
1°A 3
1°B 8
1° C 4
1°D 1
3% A 11

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Assim, surgiram os grupos citados no inicio do capitulo, um de 1° ano (16
estudantes) e outro de 3° ano (11 estudantes) que chamaremos, respectivamente, de Grupo
1 e Grupo 2. A partir dai, as mesmas etapas foram desenvolvidas com tais grupos, mas,

obviamente, cada grupo obteve resultados diferentes, como descreveremos adiante.

4.2.1 Avaliacao Diagnéstica

Durante a aplicagao desta avaliagdo (ver Apéndice A) percebeu-se um maior

desconforto no Grupo 1. Acreditamos que o Grupo 2, por ter um pouco mais de ex-
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periéncia e maturidade na disciplina obteve um desempenho mais satisfatério. Alunos de
ambos os grupos relataram que nao lembravam como calcular o MDC entre dois niimeros
inteiros. A seguir, apresentamos dados relativos ao desempenho dos alunos dos grupos 1
e 2 na Avaliacao Diagnostica.

Figura 8 — Alunos realizando a Avaliacao Diagndstica (a esquerda estd o Grupo 1 e a direita
estd o Grupo 2).

Fonte: Elaborado pelo autor (202/3)

Tabela 11 — Percentual de alunos do Grupo 1 que deixaram questao em branco e
aqueles que registraram alguma solugao.

~ DEIXOU EM | REGISTROU

QUESTAO/ASSUNTO BRANCO SOLUCAO

1 Multiplos 12,50% 87,50%
Divisores 6,25% 93,75%

2 | Restos 0,00% 100,00%

3 MMC 12,50% 87,50%
MDC 75,00% 25,00%

4 | Montar equacao 31,25% 68,75%

5 Resolver prob}ema 25.00% 75.00%
usando equagao

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Tabela 12 — Percentual de alunos do Grupo 1 que, dentre os que registraram alguma
solucao, acertaram totalmente, acertaram parcialmente ou erraram as questoes.

- ACERTOU ACERTOU
QUESTAO/ASSUNTO ERROU
TOTALMENTE | PARCIALMENTE
) Multiplos 7,14% 35,71% 57,15%
Divisores 6,66% 53,34% 40,00%
2 | Restos 56,25% 37,50% 6,25%
MMC 14,29% 21,42% 64,29%
3
MDC 25,00% 25,00% 50,00%
4 | Montar equacao 18,18% 9,09% 72,73%
Resol bl
j | OROTYEr Probiema 16.67% 8,33% 75,00%
usando equagao

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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Tabela 13 — Percentual de alunos do Grupo 2 que deixaram questao em branco e
aqueles que registraram alguma solucao.

~ DEIXOU EM | REGISTROU

QUESTAO/ASSUNTO BRANCO SOLUCAO

] Multiplos 0,00% 100,00%
Divisores 0,00% 100,00%

2 | Restos 0,00% 100,00%

3 MMC 0,00% 100,00%
MDC 54,55% 45,45%

4 | Montar equacao 18,19% 81,81%

5 Resolver prob}ema 18,19% 81 81%
usando equagcao

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Tabela 14 — Percentual de alunos do Grupo 2 que, dentre os que registraram alguma
solucao, acertaram totalmente, acertaram parcialmente ou erraram as questoes.

~ ACERTOU ACERTOU

QUESTAO/ASSUNTO TOTALMENTE | PARCIALMENTE ERROU
1 Muiltiplos 36,36% 63,64% 0,00%

Divisores 27.27% 63,64% 9,09%
2 | Restos 100,00% 0,00% 0,00%
3 MMC 81,81% 18,19% 0,00%

MDC 80,00% 20,00% 0,00%
4 | Montar equacao 44 .44% 0,00% 55,56%
5 | Resolver problema 66,67% 0,00% 33,33%

usando equagao

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

De fato, quando observamos a Tabela [11] e a Tabela [13| vemos que 75% dos
alunos do Grupo 1 deixaram a questao sobre MDC em branco, enquanto 54,55% dos
alunos do Grupo 2 fizeram o mesmo, ou seja, das questoes avaliadas, o assunto MDC foi
aquele que os estudantes obtiveram o menor desempenho.

Outro assunto que merece atencao ¢ o de equagoes do primeiro grau que foi
cobrado nas questoes 4 e 5, pois tal topico é crucial quando trabalhamos com problemas
envolvendo equacoes diofantinas lineares aplicadas no cotidiano. Note que, no Grupo 1,
o registro de alguma solucao foi de 68,75% e 75,00% nas questoes 4 e 5, respectivamente,
sendo que 72,73% e 75,00% destes registros estavam errados. J& no Grupo 2, o registro de
alguma solucao foi de 81,81% tanto na questao 4 quanto na questao 5, sendo que 55,56%
e 33,33% destes registros estavam errados. Consideramos estas taxas de erro altas, dada
a simplicidade das questoes propostas.

Diante deste contexto, justificamos a execucao da proxima etapa da Sequéncia
Didéatica, que se trata de uma revisao sobre os assuntos bésicos abordados na Avaliacao

Diagnéstica.
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4.2.2 Revisao de assuntos basicos

Nesta etapa, fizemos uma revisao sobre os assuntos abordados na Avaliacao
Diagnostica, que foram: multiplos e divisores de um nimero, Algoritmo da Divisao,
MMC e MDC de nimeros naturais e resolver problemas envolvendo equagoes do 1° grau
(ver Material de Revisao — Apéndice B). Julgamos esta etapa essencial no trabalho, uma
vez que o aprendizado dos estudantes estava claramente comprometido em relagao aos
assuntos revisados. Durante a revisao, percebemos que, de modo geral, os alunos do

Grupo 1 tiveram mais dificuldade que os alunos do Grupo 2.

Figura 9 — Alunos na aula de revisao sobre assuntos bésicos (a esquerda estd o Grupo 1 e a
direita estd o Grupo 2).

4.2.3 Jogo Equacione

A terceira etapa foi a utilizacao de um jogo de tabuleiro, chamado de Equaci-
one, que abordava a resolugao de equagdes diofantinas lineares pelos alunos (para regras
do Jogo Equacione ver Apéndice C). Como eles ndo tinham conhecimento de como re-
solver tais equacoes usando algoritmos, entao esperavamos que eles usassem o método de
tentativa e erro para chegar as solugoes e foi o que justamente aconteceu. Ressaltamos
que cada um dos grupos teve a oportunidade de jogar quatro partidas e que nas duas
ultimas os alunos sugeriram mudanca em uma das regras. A mudanca se referiu a regra
que determinava a posse de uma carta por parte das equipes durante toda a partida. Os
alunos sugeriram que houvesse uma troca constante de cartas pelas equipes. Em todo
caso, destacamos que os alunos participaram empolgados dos jogos e, inclusive, manifes-
taram interesse de jogar além do tempo que tinhamos disponivel. A seguir, temos imagens

dos alunos praticando o Jogo Equacione:
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Figura 11 — Grupo 2 praticando o Jogo Equacione.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

4.2.4 Introducao as Equagoes Diofantinas Lineares

Nesta etapa, foi ministrado aos alunos o assunto Equacoes Diofantinas Linea-
res usando como referéncia o material apresentado no Apéndice D. Como os estudantes ja
haviam passado pela segunda etapa (revisao de assuntos basicos) entdo eles ndo apresen-
taram grandes dificuldades com o conteuido desta quarta etapa. Percebemos que os alunos
atingiram um certo grau de entendimento sobre as Equacoes Diofantinas, mas constata-
mos que seria necessario mais tempo para que os estudantes se apropriassem efetivamente
do contetido trabalhado, conforme veremos na analise dos resultados da Avaliagao Final.

A seguir, temos imagens dos alunos na aula sobre Equacoes Diofantinas Lineares:

Figura 12 — Grupo 1 na aula sobre Equagoes Diofantinas.
i - -

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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Figura 13 — Grupo 2 na aula sobre Equagoes Diofantinas.

4.2.5 Jogo Aritmetik

Nesta etapa aplicamos um outro jogo de tabuleiro chamado de Aritmetik,
semelhante aquele aplicado na 3% etapa (para regras do Jogo Aritmetik ver Apéndice E).
Desta vez, o jogo abordou a montagem e resolucao de equagoes diofantinas lineares e, além
disso, havia perguntas sobre divisibilidade, niimeros primos e MDC, ou seja, foi abordado
o conteudo principal e, além disso, os pré-requisitos vistos na etapa 2. Os alunos estavam
ansiosos por este jogo, pois ficaram com uma boa expectativa quando participaram do Jogo
Equacione, na etapa 3. Como as regras dos dois jogos sao parecidas, entao os estudantes
desenvolveram esta etapa de maneira satisfatoria. A seguir, na figura temos os alunos

praticando o Jogo Aritmetik:

Figura 14 — Alunos praticando o Jogo Aritmetik (& esquerda estd o Grupo 1 e & direita esté o
Grupo 2).

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

4.2.6 Avaliacao Final e Formulario de Satisfacao

No Grupo 1, do total de 16 alunos, 7 realizaram a Avaliacao Final e preen-
cheram o Formulério de Satisfagao (ver Apéndices F e G), sendo que as atividades foram
realizadas no mesmo dia. Os alunos demonstraram maior desconforto nas questoes 2 e
5 da avaliacao, onde era solicitado que eles calculassem o MDC entre dois nimeros e
resolvessem uma equagao diofantina em N U {0}, respectivamente. No Grupo 2, do total
de 11 alunos, 7 realizaram a Avaliacao Final e preencheram o Formulédrio de Satisfacao

e, assim como no Grupo 1, as atividades foram realizadas no mesmo dia. Desta vez, os
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alunos demonstraram maior desconforto na questao 5 da avaliagdo, onde era solicitado
que eles resolvessem uma equacao diofantina em N U {0}.

No que diz respeito ao Formuléario de Satisfacao, os estudantes avaliaram posi-
tivamente o material didatico utilizado, onde 100% deles EI se declarou satisfeito ou muito
satisfeito. A organizacao das aulas também foi avaliada de forma positiva, pois 92,85%
deles se declarou satisfeito ou muito satisfeito. No quesito tempo, 85,71% avaliaram que
a duracao das atividades foi suficiente. Por fim, os alunos reconheceram a importancia
das Equacoes Diofantinas Lineares ao dizerem que elas poderiam ser usadas para resolver
problemas do cotidiano. Na Figura[I5] trazemos os alunos realizando a Avaliagao Final e

o Formulario de Satisfacao.

Figura 15 — Alunos realizando Avaliagao Final e Formuldrio de Satisfacao (a esquerda esté o
Grupo 1 e a direita estd o Grupo 2).

4.2.7 Cronogramas de aplicacao

Para finalizar o capitulo, trazemos os Cronogramas de aplicacao da Sequéncia
Didéatica para o Grupo 1 e para o Grupo 2 (tabelas [15] e respectivamente), contendo
as etapas de aplicacao, as datas e a carga horaria utilizada em cada uma das etapas

realizadas.

Tabela 15 — Cronograma de aplicacao da Sequéncia Didatica para o Grupo 1.

Etapas Data | Horas/aula
1 - Avaliacao Diagndstica 07/03/23 2
2 - Revisao de assuntos basicos 21/03/23 1
2 - Revisao de assuntos bésicos 23/03/23 1
3 - Jogo Equacione 26/04/23 1
4 - Introducao as Equagoes Diofantinas Lineares | 10/05/23 2
5 - Jogo Aritmetik 07/06/23 2
6 - Avaliacao Final 14/06/23 1
7 - Formuldrio de Satisfagao 14/06/23 1

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

3Estamos considerando todos os alunos dos Grupos 1 e 2.



Tabela 16 — Cronograma de aplicacao da Sequéncia Didatica para o Grupo 2.

Etapas Data | Horas/aula
1 - Avaliacao Diagnéstica 07/03/23 2
2 - Revisao de assuntos bésicos 31/03/23 1
2 - Revisao de assuntos basicos 13/04/23 1
3 - Jogo Equacione 19/04/23 1
4 - Introdugao as Equagoes Diofantinas Lineares | 04/05/23 2
5 - Jogo Aritmetik 11/06/23 2
6 - Avaliagao Final 17/06/23 1
7 - Formulario de Satisfagao 17/06/23 1

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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Destacamos que as etapas tiveram a mesma duragao para ambos os grupos,

apesar de o tempo total de aplicacao ter sido diferente devido aos rodizios das turmas.
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5 ANALISE DOS DADOS

Neste capitulo, os dados da Avaliacao Diagnéstica e da Avaliagao Final serao
confrontados com o objetivo de concluirmos se houve melhora no desempenho dos alunos
entre um teste e outro e, mais do que isso, a fim de verificarmos se as Equacoes Diofantinas
Lineares podem ser ensinadas no Ensino Basico.

Analisaremos graficos gerados a partir dos resultados da Avaliacao Diagndstica
apresentados no capitulo anterior, assim como graficos gerados a partir dos resultados da

Avaliagao Final.

5.1 ANALISE DA AVALIACAO DIAGNOSTICA

Inicialmente, trataremos dos resultados do Grupo 1. A partir das Tabelas
e [T1] foram gerados os Gréficos [I] e 2], respectivamente, apresentados abaixo.

Gréfico 1 — Avaliagdo Diagnéstica do Grupo 1 - alunos que deixaram a
questao em branco ou registraram alguma solucao.

Multiplos  RPRESFA 87,50%
Divisores WAL/ 93,75%
Restos 100,00%
MMC PR 87,50%

MDC 75,00% 25,00%

Montar equagdo 31,25% 68,75%
Resolver problema usando equagdo 25,00% 75,00%

m DEIXOU EM BRANCO  ® REGISTROU SOLUGAO

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

O Gréfico |1l mostra que os estudantes do Grupo 1 tiveram bastante dificuldade
em responder as questoes relativas ao MDC, pois 75% deles nao conseguiu ao menos
elaborar alguma solucao, assim como nas questoes relativas as equagoes do 1° grau, onde
31,25% nao conseguiu montar uma equacao, dada uma situacdo e 25% nao registrou
nenhuma solugao quando foi solicitado resolver um problema usando equacao do 1° grau.
Vejamos o Gréfico [2}
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Grafico 2 — Percentual de alunos do Grupo 1 que, dentre os que
registraram alguma solugao, acertaram totalmente, acertaram parcialmente
ou erraram as questoes.

Multiplos  ELS 35,71% 57,15%

Divisores NN/ 53,34% 40,00%

Restos 56,25% 37,50% 6,25%

\I\(emm 14,29% | 21,42% 64,29%

MDC 25,00% 25,00% 50,00%
Montar equagao 18,18% 9,09% 72,73%
Resolver problema usando equagdo 16,67% 8,33% 75,00%

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

B ACERTOU TOTALMENTE =~ m ACERTOU PARCIALMENTE ~ ® ERROU

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

O Gréfico [2 revela que, dentre os alunos que registraram alguma solu¢ao,
apenas a questao que envolvia o cdlculo do resto de uma divisao obteve uma taxa de
acerto total E| mediana, de 56,25%. No entanto, para as demais questoes, as taxas de
acerto total foram menores ou iguais que 25% e isso indica que os estudantes nao sabiam
ou nao lembravam dos assuntos abordados. Os conteudos onde a taxa de acerto total foi
mais baixa foram multiplos e divisores de um ntimero natural com taxas de 7,14% e 6,66%,
respectivamente. Assim, analisando os Graficos [I] e 2| simultaneamente, destacamos que
o assunto MDC foi o que gerou o resultado mais critico e na sequéncia temos o assunto
equacoes do 1° grau.

Agora, trataremos dos resultados do Grupo 2. A partir das Tabelas [12] e

foram gerados os Gréficos [3] e [, respectivamente, apresentados a seguir.

4Aqui estamos considerando as questdes em que os alunos acertaram a resposta integralmente.
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Gréfico 3 — Avaliagao Diagnéstica do Grupo 2 - alunos que deixaram a
questao em branco ou registraram alguma solugao.

Multiplos 100,00%
Divisores 100,00%
Restos 100,00%

MMC 100,00%

MDC 54,55% 45,45%
Montar equagdo 18,19% 81,81%

Resolver problema usando equagdo 18,19% 81,81%

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

H DEIXOU EM BRANCO W REGISTROU SOLUGAO

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Gréfico 4 — Percentual de alunos do Grupo 2 que, dentre os que
registraram alguma solugao, acertaram totalmente, acertaram parcialmente
ou erraram as questoes.

Muiltiplos 36,36% 63,64%

Divisores 27,27% 63,64% 9,09

X

Restos 100,00%

MMC 81,81% 18,19%
o
Montar equagao 44,44% 55,56%
Resolver problema usando equagdo 66,67% 33,33%

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

W ACERTOU TOTALMENTE ~ m ACERTOU PARCIALMENTE m ERROU

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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O Grafico |3| reforga que os estudantes do Grupo 2 também tiveram dificuldade
em responder as questoes relativas ao MDC, pois 54,55% deles nao conseguiu ao menos
elaborar alguma solucao. Nas questoes relativas as equacoes do 1° grau 18,19% nao con-
seguiu montar uma equacao dada uma situacao e 18,19% nao registrou nenhuma solucao
quando foi solicitado resolver um problema usando equacao.

O Grafico {| revela que, dentre os alunos que registraram alguma solugao, as
questoes que envolviam o calculo do resto de uma divisao, o MMC, o MDC e resolver
problema usando equacgao obtiveram uma taxa de acerto totalﬂ de 100%, 81,81%, 80%
e 66,67%, respectivamente. No entanto, devemos considerar que a taxa de acerto total
de 80%, relativa ao MDC, corresponde & apenas 36,36% de todos os alunos avaliados
no Grupo 2. Portanto, assim como aconteceu no Grupo 1, o Grupo 2 apresentou mais
dificuldade nos assuntos MDC e equagoes do 1° grau. Além disso, destacamos que as
taxas de acerto total das questoes sobre multiplos e divisores foram mais baixas do que

para as outras questoes.

5.2 ANALISE DA AVALIACAO FINAL

Através da Avaliagao Final, verificamos que os alunos do Grupo 1 consegui-
ram, identificar equagoes diofantinas lineares, modelar um problema usando tais equagoes
e justificar se elas possuem solucao em Z. No entanto, tiveram dificuldade em calcular
o MDC, pois 57,14% dos alunos erraram a questao relativa a este assunto. Com relacao
ao Grupo 2, verificamos que os alunos conseguiram calcular o MDC, identificar equagoes
diofantinas e modelar um problema usando tais equacoes. No entanto, tiveram dificul-
dade em justificar se uma equacao diofantina possui solucao em Z, pois 100% dos alunos
responderam corretamente quanto a existéncia e apenas 28,57% conseguiram justificar.

Quanto a resolucao das equacoes diofantinas, os estudantes conseguiram re-
solve-las em 7Z usando o método de achar uma solucao particular, por inspecao e, depois
usando as férmulas da solucao geral. No entanto, mostraram dificuldade em resolver a
mesma equacao em NU{0}, pois apenas 14,28% de cada um dos grupos acertou a questao

que envolvia tal assunto.

5Aqui estamos considerando as questoes em que os alunos acertaram a resposta integralmente.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Motivados por questionamentos ja apresentados na introducgao deste trabalho,
tinhamos como objetivo investigar se é possivel abordar as Equagoes Diofantinas Lineares
no Ensino Médio de maneira satisfatoria e, a fim de chegar a uma conclusao, foi planejada
e aplicada uma Sequéncia Didatica sobre o assunto, onde as etapas foram executadas para
o Grupo 1 e para o Grupo 2 de acordo com os cronogramas apresentados nas Tabelas
e [16] respectivamente. Destacamos que estes nao foram os cronogramas ideais, mas que,
devido a logistica de funcionamento da escola, foi feito o melhor possivel.

Outro ponto importante a ser levado em consideragao é a questao do tempo,
pois em varios momentos sentimos a necessidade de dispor de uma carga horaria maior,
haja vista a dificuldade dos alunos em assuntos considerados pré-requisitos e o fato de
os estudantes estarem vendo alguns assuntos pela primeira vez, demandando mais tempo
para que eles fixassem efetivamente o contetdo.

Feitas essas consideragoes, percebemos, por meio dos resultados da Avaliacao
Final, que a maioria dos estudantes avaliados obtiveram ou relembraram conhecimentos
relevantes como, por exemplo, reconhecer uma Equacao Diofantina Linear, calcular o
MDC entre dois nimeros, modelar um problema usando uma Equagao Diofantina Linear
e determinar se ela possui solucao em Z. Percebemos ainda que, na resolucao das equagoes
em Z, os estudantes optaram por usar o método de buscar uma solucao particular, por
meio de inspecao, e depois usar as férmulas para chegar a solucao geral, ou seja, os alunos
nao demonstraram seguranca em resolver as equagoes usando o método mais geral que
inclui o Algoritmo de Euclides.

Um fato importante é que no periodo de aplicacao da sequéncia didatica houve,
na mesma escola, uma mostra de ciéncias onde um grupo de alunos do 1° ano, envolvidos
na pesquisa, decidiu apresentar um trabalho intitulado Equacoes Diofantinas Lineares
com Duas Incognitas. O objetivo, segundo a equipe, foi divulgar um assunto da ma-
tematica pouco conhecido, que desperta interesse e que contribui com o aprendizado dos
demais alunos. Assim, percebemos que a pesquisa atinge resultados positivos inesperados,
uma vez que os participantes da pesquisa passaram a ser divulgadores do conhecimento
abordado.

Portanto, concluimos que atingimos parcialmente o objetivo, pois os alunos
conheceram as Equacoes Diofantinas Lineares e entenderam aspectos basicos importan-
tes. Quanto a resolucao das equacoes, acreditamos que seria necessario dedicar mais
tempo para que os estudantes se apropriassem efetivamente de todo o processo. Assim,
concluimos que é possivel abordar as Equagoes Diofantinas Lineares no Ensino Médio,
mas ¢é preciso ter o cuidado de inserir o assunto em turmas pertencentes a um itinerario

formativo adequado, em que uma das areas de foco seja a matematica.
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APENDICE A - AVALIACAO DIAGNOSTICA

Questao 1: Responda as perguntas sobre multiplos e divisores:
a) Quais os multiplos positivos de 37
b) Quais os multiplos de 7, localizados entre 100 e 1507

¢) Quais os divisores de 257 Quais os divisores positivos de 257

Questao 2: Responda cada uma das perguntas:
a) Qual o resto da divisao de 24 por 37
b) Qual o resto da divisao de 25 por 37
¢) Qual o resto da divisao de 26 por 37

d) Qual o resto da divisao de 27 por 37

Questao 3: Usando os seus conhecimentos sobre MMC e MDC, responda:
(a) Qual o mmc e o mdc entre 2 e 157
(b) Qual o mmc e o mdc entre 3 e 607

Questao 4: Monte uma equacao que represente a situagao: Joao gasta um terco do seu

saldrio com alimentacao, metade com moradia e ainda lhe sobram R$ 1200,00.

Questao 5: Carlos e Manoela sao irmaos gémeos. A metade da idade de Carlos mais um

terco da idade de Manoela ¢é igual a 10 anos. Qual é a soma das idades dos irmaos?
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APENDICE B - MATERIAL DE REVISAO

MULTIPLOS E DIVISORES

Definicao 1: Sejam a e b dois niimeros inteiros, dizemos que a divide b e indicamos por
a | b, se existir um inteiro k € Z tal que b = ka. Neste caso, dizemos que a é um divisor
de b, que b é divisivel por a ou ainda que b é miltiplo de a. Por outro lado, se a nao

divide b, escrevemos a 1 b.

Exemplo 1:

a) 2 divide 16, pois 16 = 8 - 2. Assim, escrevemos 2|16 ou 16 é um maltiplo de 2.
b) £1/0, £2(0, £30, ...

¢) +1(6, £2(6, £3(6, +6/6.

d) Multiplos de 2: M(2) = 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, ...

e) Divisores de 100: D(100) = 1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100.

DIVISAO EUCLIDIANA

Teorema 1: Sejam a e b dois inteiros com b # 0. Existem dois tinicos nimeros inteiros
q e r tais que

a=bqg+r, com 0<r<]|b.

Nas condicoes do teorema acima, os niimeros ¢ e r sao chamados, respectivamente, de
quociente e de resto da divisao de a por b. Da divisao euclidiana, temos que o resto da

divisao de a por b é zero se, e somente se, b divide a.
Exemplo 2:

a) O quociente e o resto da divisao de 19 por 5sdo q =3 er = 4.

b) O quociente e o resto da divisdo de 25 por 3sdoq=8er = 1.

CONCEITOS DE MMC E MDC

Defini¢ao 2: O minimo multiplo comum (MMC) de dois inteiros a e b é o menor inteiro

positivo que é multiplo simultaneamente de a e de b.
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Exemplo 3:

a) MMC (2,5) = 10, pois M(2) = 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, ... e M(5) = 5, 10, 15, ....

b) MMC (6,21) = 42, pois M(6) = 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, ... e M(21) = 21, 42,
63, 84, ....

Método alternativo para calcular MMC (Fatoragao simultanea): Dada a fa-
toragao em primos de cada um dos nimeros dados, destaca-se aquelas poténcias de maior

expoente e o produto entre elas é o MMC entre os nimeros dados.
Exemplo 4: Como 6 = 21.31.7% e 21 = 20.31.7! entao MMC (6,21) = 21.3L.7" = 42.
Defini¢ao 3: O méximo divisor comum (MDC) de dois ou mais niimeros inteiros é o
maior divisor inteiro comum a todos eles.
Exemplo 5:

a) MDC (2,5) = 1, pois D(2) = £1, £2 e D(10) = +1, £5, £10.

b) MDC (16,36) = 4, pois D(16) = 1,2,4,8,16 e D(36) =1,2,3,4,6,8,9,12,18, 36.
Método alternativo para calcular MDC (Fatoragao simultinea): Dada a fa-

toracao em primos de cada um dos nimeros dados, destaca-se aquelas poténcias de menor

expoente e o produto entre elas é o MDC entre os niimeros dados.

Exemplo 6: Como 6 = 21.31.7% e 21 = 2°0.3L.7! entao MDC (6,21) = 2°.3L.7° = 3.

RESOLVER SITUACOES ENVOLVENDO EQUACAO DO 1° GRAU

Definicao 5: As equacoes de primeiro grau sao sentencas matematicas que estabelecem
relagoes de igualdade entre termos conhecidos e desconhecidos (incégnitas), representadas

sob a forma:

ax + by = c,

onde a,b e ¢ sao numeros reais, sendo a um valor diferente de zero e x,y representam
valores desconhecidos. Nessas equagoes, o expoente da(s) incdgnita(s) é, no maximo,

igual a 1.
Exemplo 7:

a) 2x+3 =11
b) x+3 =0

c) 2x+by = 100
d) 3x+4y = 60
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Exemplo 8: A balanca abaixo esta em equilibrio. Qual equagao traduz esta situacao?

Figura 16 — Balanga em equilibrio.
14
O®[] \ [ I J

Fonte: Autor desconhecido.

Exemplo 9: Escreva uma equagao que expressa a seguinte situagao: Se a mae de Murilo

triplicar o valor pago de sua mesada e descontar 5 reais, ele ficard com R$ 40, 00.

Exemplo 10: Escreva uma equacao que expressa a seguinte situacao: Maria gasta um

terco do seu saldrio com alimentacao, metade com moradia e ainda lhe sobram R$ 1200, 00.

Exemplo 11: Carlos e Manoela sao irmaos gémeos. A metade da idade de Carlos mais
um terco da idade de Manoela é igual a 10 anos. Qual é a soma das idades dos dois
irmaos?

EXERCICIOS DE FIXACAO

1. Para cada afirmacao, coloque C se estiver correto e E se estiver errado:

a) 958 é multiplo de 3 ()
b) 55 é multiplo de 8 ()
c) 70 é miltiplode 2 ()
d) 25 é multiplode 5 ()

2. Determine os elementos dos seguintes conjuntos:

3. Calcule o valor do:
a) MMC (14,40) e MDC (14,40).

b) MMC (40,100) e MDC (40,100).
4. Joao tem R$ 25,00 e deseja comprar doces que custam R$ 2,00 e R$ 5,00. Se todo

o dinheiro deve ser gasto, quantos doces de cada tipo podem ser comprados por

Joao?

5. Em um estacionamento ha triciclos e carros, cujo total de pneus é igual a 60. Quan-

tos veiculos de cada tipo podem existir?
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APENDICE C — REGRAS DO JOGO EQUACIONE

Informacgoes gerais:

O jogo é composto por:

e um tabuleiro que possui um trajeto com 23 casas, conforme a Figura
e 12 cartas-pergunta, conforme a Figura [18}

e 12 cartas-resposta, conforme a Figura |19}

e Um dado cubico, numerado de 1 a 6;

e 6 pecas de cores diferentes (para identificacao das equipes).

Observacao 1: Ha um espaco, no centro do tabuleiro, para serem colocadas as 12 cartas-

pergunta;

Figura 17 — Tabuleiro do jogo Equacione.

+1

<
+2 '\00

A=
< 8

+3 +2 INiClO

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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Figura 18 — Cartas-pergunta do jogo Equacione.

Cite uma Cite uma Cite uma Cite uma It Cite uma
seluglo, em I, solugdo, em 7, solugio, em I soluglio, em Z, fo e solugio, em Z,
para a equacio: ERTR e para a equagio: para a squacio: ol e para a equagio:

x+7y=35 Ax+5y=70 6Gx+11y=90 Ix+dy=50 xeye 2x+15y=60
Cite uma Cite uma Cite uma Cite uma Cite uma Cite uma
solugio, em I, solugio, em I, solucio, em I, solucio, em Z, solugio, em Z, solugio, em Z,
para a equagio: para a equagio: para a equagio: para a equacio: para a equagio: para a equagio:
3x+12y=135 2u+5y=100 Ixn+dy=60 2x+10y=80 3x+By=50 12x+16y=200

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

7

Observacgao 2: As cartas-resposta, que constam na figura|l9, apresentam apenas algumas

solugoes possiveis de suas respectivas equagoes associadas e como buscamos resolvé-las em

7., sabemos que tais equagoes possuem infinitas solucoes dadas pela Proposicao [3.6

Figura 19 — Cartas-resposta do jogo Equacione.

3nel2y=135 2u+5y=100 Zx+10y = B0
" 1 ’ ' 1 ] In+dy=60
] [ [ ] 3n+8By=50 ; . : 12x+16y=200
al 1 L "
[ | 1 m | W ] L = :
» ; S — - R x ! S : -
] & - 2
n I ' : T :u : _'_I'_ 6 4 = 3 _ﬁ____u__
I — e 5 - 14 [ sl 10 5
F—— L] . I i __'.‘f‘._._..:_. T T
" I " n = m [ — 2
.:. - - ._... :‘:-_ _-_;_ . |_I| ] 1
1 i i o [l o o
x4+ Ty=35 x+5y=d0
AxsSy=70 R
x ¥ L ot Ju+dy=50 o 1 2x+1 5y=G0
T a Gx+11y=20 1
A = 1 5 % ¥ it o] K S 5
L L. o 12 = L T ITH e . : :
14 i = I 10 4 [ = - 13 \ o 4
21 2 0 P 15 0 = = - : 15 2
= [ T : 2 -5 = = » 30 0
s 1] R |
- [}

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Observacao 3: Com relagao as casas, existem cinco categorias, conforme consta na figura

20)
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Figura 20 — Identificacao das casas do Tabuleiro do jogo Equacione.

CATEGORIA DA CASA

IMAGEM
Casas de inicio e fim Iﬁﬂ| m

Casas amarelas

Casas de avango ﬁ ‘+21 +—3‘

Casas das cartas ﬂ

Espago central Q
|kt

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Regras do jogo:

1. Os estudantes devem ser divididos em, no maximo, 6 equipes compostas por, apro-

ximadamente, 3 componentes.
2. Cada equipe escolhe uma peca para representa-la e poe na casa Inicio.

3. Um componente de cada equipe lanca o dado uma tnica vez e observa-se o niimero
obtido. Quem obtiver o maior valor inicia o jogo, quem obtiver o segundo maior
valor joga em segundo lugar e assim por diante. Em caso de empate, as equipes

empatadas jogam o dado novamente até tirarem nimeros diferentes.

4. Na sequeéncia, as cartas-pergunta devem ser embaralhadas e colocadas em monte no
espago central com as perguntas voltadas para baixo. As cartas-resposta ficam na

posse do professor /mediador.

5. De acordo com a ordem estabelecida, as equipes retiram uma carta-pergunta supe-

rior do monte que deve ser mantida em sua posse;

6. As equipes jogam o dado, de acordo com a ordem estabelecida, e percorrem as casas

correspondentes ao nimero obtido, observando os seguintes critérios:

(a) Caso a peca seja movida para uma casa amarela, a préxima equipe joga o dado

e continua a partida;

(b) Caso a pega seja movida para uma casa das cartas, a equipe deve citar em,

no maximo, 60 segundos, uma solugao inteira para a equacao presente na
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carta-pergunta que estd em sua posse. Se a solucao estiver correta, a peca
da equipe permanece na casa das cartas e a préxima equipe continua a par-
tida. Caso contrario, a pega deve voltar para a 1ltima casa em que estava antes

do lancamento do dado e a proxima equipe continua a partida;

(c¢) Caso a peca seja movida para uma casa de avango, a equipe avanga a sua peca
imediatamente de acordo com o valor apresentado. Caso, ao avancar, a peca

cala na casa das cartas segue-se o procedimento descrito na regra [6b}

Observacao 4: Quando a peca for movida para uma casa das cartas, a equipe
tera até 60 segundos para citar uma solucao, onde o tempo seré cronometrado pelo

professor /mediador.

Observagao 5: As equipes tém o direito, a partir da segunda rodada, de trocar a
sua carta-pergunta, no maximo, uma vez durante a partida. A carta trocada deve

ser colocada na parte inferior do monte e o controle é feito pelo professor/mediador.

Observagao 6: Caso a peca de uma equipe pare em uma casa das cartas duas ou
mais vezes e a equacao a ser solucionada ainda seja a mesma, a equipe deve citar
uma solugao diferente daquela apresentada anteriormente. O controle das solugoes

ja citadas serd feito pelo professor/mediador.

7. Vence a equipe que chegar na casa Fim em primeiro lugar.
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APENDICE D — INTRODUCAO AS EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

ALGORITMO DE EUCLIDES

Exemplo 1: Calcule, usando o Algoritmo de Euclides o mde(60, 8).
Solucgao: Note que
60=8-7+14
8=4-2+40

Logo mdc(60, 8) = 4.

Exemplo 2: Encontrar, pelo Algoritmo de Euclides o mde(75, 12).

Solugao: Note que
7H=12-6+3

12=3-440

Logo mdc (75, 12) = 3.

EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

Dados a, b, ¢ € Z, chamamos de Equacoes Diofantinas Lineares com duas incognitas as
equagoes do tipo aX + bY = ¢, com a # 0 ou b # 0. Todo par z, y € Z que substituem X

e Y satisfazendo a igualdade ax+by = ¢ sao chamados de solugoes particulares da equagao.

Exemplo 3: Note que a equacao 2x + 4y = 8 é satisfeita, por exemplo, quando tomamos
r=4 e y=0 ou z=2 e y=1

Portanto, (z,y) = (4,0) e (z,y) = (2,1) s@o solugbes particulares da equacao dada.

Observacao 1: De modo geral, ao resolvermos uma equacao diofantina linear buscamos
todas as solugoes inteiras. No entanto, em alguns casos, a depender do contexto, hé res-
tricoes que permitem apenas solugoes inteiras nao negativas. Além disso, é importante

destacar que nem sempre as equagoes possuem solucao.

Exemplo 4: A equacao 20z + 2y = 3, nao possui nenhuma solucao xg, 3y nos nimeros
inteiros, pois, caso contrario, teriamos 20 - xg + 2- yy par e, portanto, nunca igual a 3,

que é fmpar.
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Assim, estamos interessados em saber quando uma equacao diofantina tem solucao, e
caso as tenha, em como determina-las. Para resolver essas duvidas, temos os resultados

a seguir.

Resultado 1: Dados a, b, ¢ € Z, com a # 0 ou b # 0, a equacao diofantina linear a X +bY

= ¢ admite solugao se, e somente se, mdc(a, b) divide c.

Resultado 2: Seja xg, yo uma solucao particular da equacao aX + bY = ¢, onde

mdc(a,b) = 1. Entao todas as solugoes inteiras z, y da equacao sdo da seguinte forma:

r=x9+0bt, y=1yo—at, onde teZ.

Exemplo 5: Resolva a Equacgao Diofantina 7z + 9y = 5.
Solugao: Como o mdc(7,9) = 1 e 1|5, temos que a equagao acima admite solu¢do. Logo,

devemos determinar m, n € Z taisque 7- m + 9 - n = 1. Pelo algoritmo de Euclides, temos

9="7-1+2
7=2-3+1

Assim,

1=7-(2-3)
=7-(9-17)-3
=7-3-943.7
=7.4-9.3
—7-449-(=3).

Logo, m = 4 e n = —3. Multiplicando ambos os lados de 7 - 4+9 - (=3) = 1 por 5, segue

que 7 -20+9 - (—15) = 5 isto é, xgp = 20 e yp = —15 é uma solucdo de 7x + 9y = 5.

Portanto, a solugao geral da equacao diofantina linear é dada por
r=2049 e y=—-15—-"Tt, com t¢€Z.

Neste caso, as outras solucoes sao determinadas pelo parametro t.

Exemplo 6: Resolver a Equacao Diofantina 11x + 30y = 20.
Solugao: Como o mdc(11,30) = 1 e 1|20, temos que a equagdo acima admite solucao.
Logo, devemos determinar m, n € Z tais que 11 - m + 30 - n = 1. Pelo algoritmo de

Fuclides, temos
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30=11-2+438

11=8-1+3
8=3-2+42
3=2-14+1.

Assim,

1=3-2
—3-(8—3-2)
=3.3-8
=3-(11-8-1)—8
=3-11-4-8
=3-11-4(30—11-2)
—11-11+30- (—4).

Logo, m = 11 e n = —4. Multiplicando ambos os lados de 11 - 11 + 30 - (—4) = 1 por
20, segue que 11 - 220 + 30 - (—80) = 20 isto é, g = 220 e yop = —80 é uma solugao de

112 + 30y = 20. Portanto, a solucao geral da equacao diofantina linear ¢ dada por
x=220+30t e y=-80—11t, com teZ.

Neste caso, as outras solucoes sao determinadas pelo parametro t.

Observacao 2: Em muitas situacoes, apenas as solugoes inteiras nao negativas de uma
equacao diofantina sao de interesse, ou seja, solugoes x e y sendo nimeros inteiros, com

x > 0ey > 0. Veremos isto nos dois préximos exemplos.

Exemplo 7: E possivel comprar selos de R$ 3,00 e R$ 12,00 dispondo de R$ 135,00 sem
que haja troco? Se for possivel, quantas sao as maneiras de se comprar os selos?
Solugao: Para resolver o problema, sejam x o ntimero de selos de R$ 3,00 e y o nimero

de selos de R$ 12,00. Assim, temos a equacao diofantina linear
3z + 12y = 135.

Como o mdc(3,12) = 3 e 3|135, temos que a equagao possui solugao e dividindo a equagao
por 3 obtemos
r + 4y = 45.
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Logo, devemos determinar m, n € Z tais que 1 - m + 4 - n = 1. Pelo algoritmo de
Euclides, temos
4=4-1+0.

Assim,
1+44=4-1+1
1=14+4—-4-1

1=1-14+4-1+(-1)
1=1-1+4-0.

Logo, temos que m = 1 en = 0 é uma solugao de 1 - m + 4 - n = 1. Assim, multiplicando
ambos os lados de 1 -1+ 4 -0 =1 por 45, segue que
1-45+4-0=45.

Isto é, g = 45 e yo = 0 é uma solugao de = + 4y = 45. Portanto, a solugao geral da

equacao diofantina linear é dada por
r=4544t e y=0—t, com teZ,

ou seja,
r=45+4+4 e y=—t, com te€Z.

Logo, para todas as solugoes do problema, devemos ter x > 0 e y > 0. Entao devemos ter
A5 +4t>0 e —1t >0,

o que implica em
t>—-11,25 e t<0.

Logo,
—11,25 <t <0, com te€Z.

Ou seja, os valores de ¢, z,y para todas as solucoes inteiras nao negativas estao apresen-

tados na Tabela [I7
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Tabela 17 — Material de introdugao as Equagoes Diofantinas Lineares - Solugoes da
equacao 3z + 12y = 135.

T |y
0 45| 0
141 1
2 37| 2
3 (33| 3
4 (29 4
5 125] 5
6 [21] 6
7177
8 [13] 8
909109

10 | 5 | 10

111 |11

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Logo, temos 12 maneiras de comprar os selos sem que haja troco.

Exemplo 8: Maria deu R$ 100,00 a sua filha para ela comprar figurinhas da Copa do
Mundo de futebol feminino. Sabendo que as figurinhas sao vendidas em envelopes que
custam R$ 2,00 e R$ 5,00 e que o dinheiro deve ser gasto totalmente, quantos envelopes
de cada tipo podem ser comprados?

Solugao: Para resolver o problema, sejam z o nimero de envelopes de R$ 2,00 e y o

numero de envelopes de R$ 5,00. Assim, temos a equacao diofantina linear
2z + by = 100.

Como o mdc(2,5) = 1 e 1]100, temos que a equagao possui solugdo. Logo, devemos

determinar m,n € Z tais que 2-m + 5-n = 1. Pelo algoritmo de Euclides, temos

5=2-2+1.
Assim,
1=5-2.2
=2-(-2)+5-1

Logo, m = —2 e n = 1. Multiplicando ambos os lados de 2 - (—=2) +5-1 = 1 por 100,
segue que
2. (—200) + 5 - (100) = 100.
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Isto é, xg = —200 e yo = 100 é uma solucao de 2z + 5y = 100. Portanto, a solucao geral

da equacao diofantina linear é dada por
xr=-200+5t e y=100—2t, com t € Z.
Logo, para todas as solugoes do problema, devemos ter x > 0 e y > 0. Entao devemos ter
—2004+5t>0 e 100—2t>0

o que implica em
t>40 e t<50.

Logo,
40 <t <50, com teZ.

Ou seja, os valores de t, x,y para todas as solugoes inteiras nao negativas estao apresen-
tados na Tabela [18]

Tabela 18 — Material de introducao as Equagoes Diofantinas Lineares - Solucoes da
equacao 2z + 5y = 100.

t |z |y
401 0 | 20
41 1 5 | 18
42 110 | 16
43115 | 14
44 120 | 12
45 125 | 10
46 | 30 | 8
47135 | 6
48 140 | 4
49 1 45| 2
20 |50 | O

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Logo, temos 11 maneiras de comprar os envelopes nas condigoes dadas.
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APENDICE E - REGRAS DO JOGO ARITMETIK

Informacoes gerais:

O jogo é composto por:

e um tabuleiro que possui um trajeto com 37 casas, conforme a Figura

12 cartas-pergunta (as mesmas do jogo Equacione), conforme a Figura

12 cartas-resposta (as mesmas do jogo Equacione), conforme a Figura

24 cartas pergunta/resposta, conforme a Figura

Um dado ctibico, numerado de 1 a 6;

6 pecas de cores diferentes (para identificacao das equipes).

Observagao 1: Ha um espaco, no tabuleiro, para serem colocadas as 12 cartas-pergunta

e as 24 cartas pergunta/resposta,;

Figura 21 — Tabuleiro do jogo Aritmétik.

- E

CARTAS

| B [+2] [

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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Observacao 2: Este jogo utiliza as mesmas 24 cartas do Jogo Equacione acrescentando-

se 24 cartas pergunta/resposta (estas ja vem com a resposta na prépria carta, conforme

a Figura 22));

Figura 22 — Cartas pergunta/resposta do jogo Aritmétik.

Todas as
equacbes
et

possuem
solucdo?

Resposta: Ndo

A equacdo
tiofanti
abaixo tem
solucbes em z?

20x+5y=12

Resposta: Nio

9 divide 90?

Resposta: Sim

9 divide 917

Resposta: Nio

Qual o valor do

mc(5.18)?

Resposta: 1

Monte uma equagdo
que represente a
situacio:
Maria deu R$100,00
a seu filho para ele
comprar figurinhas.
Elas sdo vendidas
em envelopes de
R$2,00 e R§5.00 e 0
dinheiro deve ser

gasto totalmente.

R 2x+5y =100

A equacdo
dinfanti Monte uma equagio
Qual o valor do Qual o valor do RIS I _ que;ﬁmﬂ“e a
. i Qual o valor do
mdcl7.19)? mde(50,105)7 100 divide 507 abaixo tem Pedro quer comprar
. solugio em z7 mdc(125,1000)? ;;l?;gen 53 3500de
s A Ispondo
Resposta: 1 Resposta: 5 RREnostE Nag : de RS 135,0clpnsem
3x+5y=2023 Resposta: 125 e i
Resposta: Sim R 3x+12y =135
Quais os SR A equacdo A equagio e .
. . = ' i g uma equacao
divisores diofantina dt;ofamma diofantina que represente a
2 abaixo tem Sl U bai Qual lor d situagio:
positivos de guantas abaixo tem uval o valor do

Carol precisa pagar

307

10, 15. 30}

R:{1,2,3,5.6,

quarte do seu
salario mensal com
moradia, metade
com alimentaciao e
ainda Ihe sobram
RS 500,00.

X x
R: x-;-5=500

Resposta: Sim

Resposta: Ndo

mdsla.b) = 17

R: Nameros
primos entre si

507 solucdo em z? solucdes em z? solugio em 22 mdg(-50,-105)? LATC Dreces Dagar
de R$ 8500 e so
Resposta: {1, 2, 2x+7y=2000 2x+7y=2000 Ax+16y=21 Resposta: 5 dispoe de notas de
5, 10, 25, 50} ' R: Infinitas R$2,00 e de R$10.00.
s i s Resposta: Sim SOll.Il;f)BS Resposta: Nio e
o Monte uma
uais os equagio que )
S represente a Como sao
divisores situagdo: chamados os
S = niimeros inteiros
posilivez e Josaiggoss s e 7 divide 35? 12 divide 1007 aeb tais que

2023 divide 07

Resposta: Sim

Observacao 3:

Figura [23;

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Com relacao as casas, existem cinco categorias, conforme consta na
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Figura 23 — Identificacdo das casas do Tabuleiro do jogo Aritmétik.

CATEGORIA DA CASA IMAGEM

Casas de micio e fim “] m

Casas amarelas

Casas de avango _2 l +2 i +3 +4

Cazas daz cartas ﬂ

Espago central Q
 deld

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Regras do jogo:

1. Os estudantes devem ser divididos em, no maximo, 6 equipes compostas por, apro-

ximadamente, 3 componentes.
2. Cada equipe escolhe uma peca para representa-la e poe na casa Inicio.

3. Um componente de cada equipe lan¢a o dado uma tnica vez e observa-se o nimero
obtido. Quem obtiver o maior valor inicia o jogo, quem obtiver o segundo maior
valor joga em segundo lugar e assim por diante. Em caso de empate, as equipes

empatadas jogam o dado novamente até tirarem nimeros diferentes.

4. Na sequéncia, as 12 cartas-pergunta e as 24 cartas pergunta/resposta devem ser
embaralhadas e colocadas em monte no espago central com as perguntas voltadas

para baixo. As cartas-resposta ficam na posse do professor/mediador.

5. As equipes jogam o dado, de acordo com a ordem estabelecida, e percorrem as casas

correspondentes ao nimero obtido, observando os seguintes critérios:

(a) Caso a pega seja movida para uma casa amarela, a proxima equipe joga o dado

e continua a partida;

(b) Caso a pega seja movida para uma casa das cartas, o professor/mediador retira
a carta superior do monte e faz a pergunta a equipe, que deve responder em, no
maximo, 60 segundos. Se a solugao estiver correta, a peca da equipe permanece
na casa das cartas e a proxima equipe continua a partida. Caso contrario, a
peca deve voltar para a tultima casa em que estava antes do lancamento do

dado e a proxima equipe continua a partida;
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(c) Caso a peca seja movida para uma casa de avango, a equipe move a sua peca
imediatamente de acordo com o valor apresentado. Caso a peca caia na casa

das cartas segue-se o procedimento descrito na regra [5bj

Observacgao 4: Quando a pega for movida para uma casa das cartas, a equipe
tera 60 segundos para citar uma solugao, onde o tempo sera cronometrado pelo

professor /mediador.

Observagao 5: Caso uma equipe tenha que responder a mesma equacao duas ou
mais vezes, ela deve citar uma solucao diferente daquela apresentada anteriormente.

O controle das solugdes ja citadas sera feito pelo professor/mediador.

6. Vence a equipe que chegar na casa Fim em primeiro lugar.
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APENDICE F — AVALIACAO FINAL

Questao 01: Classifique as afirmagoes em verdadeiro (V) ou falso (F):

a x4+ 2 =100 é um exemplo de equacao diofantina linear.

o

o

) )

) ( ) 22 + 3y = 100 ¢ um exemplo de equagao diofantina linear.

) ( ) Todas as equagoes diofantinas lineares possuem solugdo em N U {0}.
) )

d Todas as equacgoes diofantinas lineares possuem solucao em Z.

Questao 02: Calcule o mde(150, 1050).
Questao 03: A equacao 2x + by = 100 possui solucao em Z? Justifique.

Questao 04: Carlos sacou R$ 200,00 em um caixa eletronico que disponibilizava cédulas
de 10 e 20 reais. Monte uma equagao que represente a quantidade de tais cédulas que

Carlos podera receber?

Questao 05: Resolva a equacao 2z + 5y = 100 em N U {0}.
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APENDICE G - FORMULARIO DE SATISFACAO

As perguntas a seguir serao usadas para obter feedback da atividade aplicada e visam
medir os niveis de satisfacao dos participantes e obter algumas ideias sobre como melhorar

para uma eventual aplicacao futura.

1. Sexo:

2. Série:

3. Qual o seu grau de satisfacao com o material didatico utilizado durante a atividade?
( ) Muito insatisfeito
( ) Insatisfeito
( ) Satisfeito
C )

Muito satisfeito

4. Qual o seu grau de satisfacao com a organizacao das aulas durante a atividade?
( ) Muito insatisfeito
( ) Insatisfeito
( ) Satisfeito
C )

Muito satisfeito

5. Quao facil foi entender a linguagem ou os termos usados pelo professor?
( ) Muito facil
( ) Moderadamente fécil
( ) Moderadamente dificil
( ) Muito dificil

6. Voceé acha que a duracao da atividade foi boa o suficiente para atender as suas ex-

pectativas de aprendizado?

( ) Sim
( ) Nao

7. Na sua opiniao, o objetivo da atividade foi claramente explicado antes de sua

aplicacao?

( ) Sim
( ) Nao
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8. Vocé considera importante estudar sobre equagoes diofantinas? Justifique abaixo.

9. Voceé gostou de estudar sobre equagoes diofantinas? Justifique.
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