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Dissertação apresentada ao Centro Federal de Edu-
cação Tecnológica de Minas Gerais como parte das
exigências do Programa de Pós-Graduação Mestrado
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Dissertação apresentada ao Centro Federal de Edu-
cação Tecnológica de Minas Gerais como parte das
exigências do Programa de Pós-Graduação Mestrado
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Resumo

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) menciona a importância dos algoritmos
no desenvolvimento do Pensamento Computacional com estudantes da Educação Básica,
além de salientar que eles podem ser objetos de estudo nas aulas de Matemática. Duas
habilidades da BNCC para o Ensino Médio estão diretamente relacionadas ao Pensamento
Computacional: EM13MAT315, que propõe investigar um algoritmo que resolve um
problema, e EM13MAT405, que propõe utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de
programação na implementação de algoritmos. Entre as possibilidades de se trabalhar essas
habilidades estão os Algoritmos Evolutivos (AEs), os quais são baseados em mecanismos
da evolução biológica que resolvem problemas de otimização. Apesar desses problemas
serem discutidos frequentemente em dissertações do PROFMAT, o uso de AEs ainda é
pouco explorado. Nesta dissertação apresenta-se aspectos teóricos de otimização e AEs,
além de uma revisão da literatura. A maior contribuição deste trabalho é um produto
educacional onde AEs são usados para resolver problemas de otimização em diversos
contextos, implementados na linguagem de programação Python e trabalhados através
de sequências didáticas sob a óptica do Pensamento Computacional e da perspectiva
da gamificação. A proposta inclui a organização de uma competição de AEs, inspirada
em Maratonas de Programação, com foco nos Algoritmos Genéticos (AG) e na Evolução
Diferencial (ED), visando aprimorar as soluções obtidas pelos competidores. Uma simulação
de competição é realizada em que os resultados obtidos são discutidos. A ideia é fazer
com que os competidores consigam desenvolver variações do AG e da ED que obtenham
soluções cada vez mais próximas do ótimo dos problemas. A utilização de AEs para
resolver problemas de otimização se mostrou promissora como uma excelente oportunidade
para o desenvolvimento do Pensamento Computacional pelos estudantes do Ensino Médio.
O presente material visa tanto oferecer ao professor um embasamento teórico consistente e
ao mesmo tempo de fácil acesso, além dos próprios trechos de códigos já implementados
para facilitar a replicação.

Palavras-chave: Educação Básica. Pensamento Computacional. Otimização. Algoritmos
Evolutivos. Gamificação.



Abstract

The Brazilian National Common Curricular Base (BNCC) highlights the significance of
algorithms in fostering Computational Thinking among students in Basic Education while
emphasizing their potential as study subjects within Mathematics classes. Two specific
skills outlined in the BNCC for High School education are directly linked to Computational
Thinking: EM13MAT315, which involves investigating algorithms to solve problems, and
EM13MAT405, which focuses on utilizing basic concepts of a programming language for
algorithm implementation. Among the various possibilities for incorporating these skills,
Evolutionary Algorithms (EAs) stand out. EAs employ techniques inspired by biological
evolution to solve optimization problems. Despite being a frequently discussed topic in
PROFMAT dissertations, the use of EAs remains relatively unexplored. This dissertation
addresses theoretical aspects of optimization and EAs while also providing a literature
review. The primary contribution of this work is an educational product that employs EAs
to solve optimization problems across different contexts. The product uses Python and
adopts a pedagogical approach that integrates Computational Thinking and gamification.
The proposed educational product includes an EA competition inspired by Programming
Contests focused on Genetic Algorithms (GA) and Differential Evolution (DE). The com-
petition aims to enhance participants’ problem-solving solutions by developing variations
of GA and DE algorithms to achieve solutions that increasingly approximate the optimal
solution. The results obtained with a performed simulation are analyzed and discussed.
Solving optimization problems with EAs demonstrates a remarkable potential for fostering
Computational Thinking among students in Secondary School. This material equips teach-
ers with a solid theoretical foundation and provides effortless access to pre-implemented
code snippets, simplifying replication.

Keywords: Basic education. Computational Thinking. Optimization. Evolutionary
Algorithms. Gamification.
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2.3.3 Propriedades Desejáveis para Métodos de Otimização . . . . . . . . 27
2.3.4 Regras ou Critérios de Parada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3 Algoritmos Evolutivos 30
3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.2 A Evolução Biológica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2.1 Codificando os Seres Vivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.2.2 A Seleção Natural . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.2.3 Diversidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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3.4.1 Codificação das Variáveis do Problema . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.4.2 Seleção da População Inicial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.4.3 Seleção dos Pais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.4.4 Cruzamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.4.5 Mutação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.4.6 Seleção dos Sobreviventes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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1 Introdução

Pensamento Computacional é uma estratégia usada para solucionar problemas que se

baseia, entre outros, na decomposição (dividir um problema complexo em pequenas partes)

e no uso de algoritmos para sua solução. Algoritmos são sequências de passos executadas

com o intuito de se resolver um problema. A ideia é reformular problemas que aparentam

ser de dif́ıcil resolução anaĺıtica e transformá-los em algo capaz de ser compreendido,

desejavelmente tendo a tecnologia como alicerce. Assim, além do pensamento algoŕıtmico

e da decomposição, o pensamento computacional também se baseia nas habilidades de

abstração e reconhecimento de padrões [1].

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [2] menciona a importância dos

algoritmos no desenvolvimento do Pensamento Computacional dos estudantes da Educação

Básica, além de salientar que eles podem ser objetos de estudo nas aulas de Matemática:

Associado ao pensamento computacional, cumpre salientar a importância

dos algoritmos e de seus fluxogramas, que podem ser objetos de estudo

nas aulas de Matemática. Um algoritmo é uma sequência finita de

procedimentos que permite resolver um determinado problema. Assim, o

algoritmo é a decomposição de um procedimento complexo em suas partes

mais simples, relacionando-as e ordenando-as, e pode ser representado

graficamente por um fluxograma. (BNCC, 2018, p. 271).

É importante ressaltar que, segundo a Lei de Diretrizes e Bases da Educação

Nacional [3], a Educação Básica compreende a Pré-Escola, o Ensino Fundamental e o

Ensino Médio. Duas das habilidades da BNCC para a Matemática do Ensino Médio que

estão diretamente relacionadas ao Pensamento Computacional são:

EM13MAT315, que propõe investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando

posśıvel, um algoritmo que resolve um problema, e

EM13MAT405, que propõe utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programação

na implementação de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matemática.

8
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Entre as possibilidades de se trabalhar algoritmos no Ensino Médio estão os Algo-

ritmos Evolutivos (AEs), os quais são baseados em mecanismos da evolução biológica no

intuito de resolver problemas de otimização. Tais problemas são discutidos frequentemente

no contexto do Ensino Médio em dissertações do PROFMAT, como, por exemplo, Corrêa[4]

e Nunes[5], os quais utilizam métodos determińısticos para resolução desses problemas.

Dados do Repositório de Dissertações do PROFMAT revelam uma escassez de

trabalhos no contexto do programa que utilizam os AEs na resolução de problemas de

otimização, o que traz um aspecto inovador à presente proposta. Ressalta-se ainda que o

caráter interdisciplinar ao se utilizar AEs é potencializado, dado que eles podem traduzir

elementos associados aos fenômenos que caracterizam à Teoria da Evolução para uma

linguagem algoŕıtmica. Nesse sentido, as atividades podem ser conectadas às aulas de

biologia e qúımica.

Uma utilização recorrente de algoritmos na resolução de problemas diversos se

encontra na área de otimização. De forma simplificada, um problema de otimização

consiste em obter os valores das variáveis independentes que minimizam uma função de

custo dependente destas mesmas variáveis. Nesses problemas, as variáveis podem assumir

uma representação real, inteira, binária ou mista.

A otimização é uma área da matemática com aplicações em problemas de engenharia,

estat́ıstica, loǵıstica, biologia, economia, dentre outras [6, 7]. Métodos diversos podem ser

utilizados no intuito de se resolver um problema de otimização que vão desde métodos

baseados em derivadas até estratégias que envolvem populações. Nesse contexto, dentre

as estratégias computacionais bem consolidadas despontam os AEs. Tais algoritmos são

baseados em populações, isto é, existe um conjunto de vetores que codificam de alguma

forma as variáveis independentes do problema. Exemplos bem conhecidos de AEs são os

Algoritmos Genéticos (AGs) e a Evolução Diferencial (ED). Em AG, por exemplo, cada

indiv́ıduo da população está associado a uma função de custo que se deseja otimizar e

recebe o nome de fitness (do inglês, adaptação). Essa população passa por processos de

atualização (trocas de informações entre os indiv́ıduos da população e variações individuais),

que podem envolver cruzamentos, mutações e seleções [8]. De modo geral, cada uma dessas

operações deve ser realizada considerando-se uma probabilidade de ocorrência, de forma

que tais algoritmos estão intimamente associados a aspectos aleatórios. A execução de uma

sequência dessas operações que foram mencionadas compõem uma geração ou iteração. O
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algoritmo repete tal processo durante um certo número de gerações até que algum critério

de parada seja satisfeito. Assim, o indiv́ıduo com melhor valor da função fitness obtido

durante o processo de busca é aquele que o AE considera como solução do problema de

otimização. Tais abordagens computacionais são classificadas como heuŕısticas, ou seja,

não existem garantias matemáticas de que a melhor solução encontrada pelo algoritmo seja

a solução ótima do problema. Por outro lado, diferentemente de métodos determińısticos

tradicionais, AEs não dependem de informações adicionais associadas às propriedades

matemáticas da função de custo, como, por exemplo, suas derivadas.

Pelo fato de apresentarem caráter aleatório, os AEs também se constituem como

oportunidade de se abordar conceitos de Estat́ıstica e Probabilidade em sala de aula.

Como algumas operações, por exemplo, as mutações e as seleções, apresentam aspectos de

aleatoriedade de modo intŕınseco, as seguintes habilidades da BNCC se relacionam aos

AEs:

EM13MAT406: Construir e interpretar tabelas e gráficos de frequências com base em

dados obtidos em pesquisas por amostras estat́ısticas, incluindo ou não o uso de

softwares que inter-relacionem estat́ıstica, geometria e álgebra.

EM13MAT407: Interpretar e comparar conjuntos de dados estat́ısticos por meio de di-

ferentes diagramas e gráficos (histograma, de caixa (box-plot), de ramos e folhas,

entre outros), reconhecendo os mais eficientes para sua análise.

EM13MAT311: Identificar e descrever o espaço amostral de eventos aleatórios, realizando

contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o

cálculo da probabilidade.

EM13MAT316: Resolver e elaborar problemas, em diferentes contextos, que envolvem

cálculo e interpretação das medidas de tendência central (média, moda, mediana) e

das medidas de dispersão (amplitude, variância e desvio padrão).

Para implementação de AEs em um contexto computacional, utiliza-se alguma

linguagem de programação. Dentre as diversas existentes, a linguagem Python desponta

como uma das mais populares atualmente. Python é uma linguagem de programação

de alto ńıvel, interpretada e orientada a objetos, tendo sido criada no final dos anos

80 por Guido van Rossum. Tal linguagem apresenta uma sintaxe clara e concisa, o
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que facilita o aprendizado e a utilização para iniciantes. Ademais, possui uma vasta

biblioteca padrão que oferece funcionalidades que vão desde a manipulação de strings

até a criação de interfaces gráficas. Outra vantagem é a sua portabilidade, pelo fato

de ser compat́ıvel com diversos sistemas operacionais, como Windows, Linux, macOS,

entre outros. Além disso, tal linguagem pode ser trabalhada em interpretadores online

gratuitos diretamente do navegador, tais como o Google Colab1, dispensando sua instalação

em computadores e/ou dispositivos móveis. Também é importante mencionar que essa

linguagem possui uma grande comunidade de entusiastas em diversas áreas, tais como

ciência de dados, inteligência artificial, desenvolvimento web, automação de tarefas, jogos,

etc. Tais comunidades tem atuado no sentido de produzir bibliotecas de boa qualidade,

fato que também tem contribúıdo para o crescimento da quantidade de programadores

que trabalham com Python.

A gamificação consiste na aplicação de técnicas, elementos e dinâmicas associadas

a jogos para enriquecer outros contextos. No âmbito educacional, sabe-se que ela promove

um processo de imersão do estudante em um ambiente lúdico ou ficcional na forma de

narrativas, imagens e sons [9, 10]. Esse processo tende a aproximar aspectos da realidade

(aleatoriedade, competição, resolução de problemas, etc.) seguindo determinadas regras

que trazem certo grau de controle. Dessa forma, a gamificação permite relacionar a

motivação intŕınseca e extŕınseca do estudante, aumentando o ńıvel de engajamento no

contexto de tarefas didáticas [11, 12, 13]. Outros benef́ıcios relacionados à gamificação

estão relacionados à facilitação quanto à compreensão de conceitos e conhecimentos

complexos e a retenção do conhecimento [14, 15]. Assim, a gamificação será inclúıda nessa

proposta de pesquisa em um contexto de competição similar ao que ocorre frequentemente

em Maratonas de Programação, Olimṕıadas de Informática e no IEEE Congress on

Evolutionary Computation (CEC)2, um evento bem conhecido da área de AEs.

Dessa forma, o objetivo geral desse trabalho foi tentar responder a seguinte questão

de pesquisa:

Como construir um produto educacional para o Ensino Médio mediado principal-

mente pelo Pensamento Computacional e pela gamificação onde AEs são usados para

resolver problemas de otimização em diversos contextos?

Visando respondê-la, os seguintes objetivos secundários foram traçados:

1https://colab.research.google.com/
2https://ieeexplore.ieee.org/xpl/conhome/1000284/all-proceedings

https://colab.research.google.com/
https://ieeexplore.ieee.org/xpl/conhome/1000284/all-proceedings
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1. Estudar os principais AEs que representam o estado da arte da literatura;

2. Construir um material teórico de boa qualidade que alie tanto o rigor necessário

quanto uma linguagem mais acesśıvel, de modo a facilitar o entendimento e a

aplicação em sala de aula pelo professor interessado em fazê-lo;

3. Elaborar um produto educacional com sugestões de atividades incluindo gamificação

onde AEs implementados na linguagem de programação Python são programados

para resolver problemas de otimização em diversos contextos.

Para o desenvolvimento deste trabalho, foram realizadas algumas etapas impor-

tantes. Primeiramente, foi feita uma pesquisa na literatura nas principais bases de dados

relacionadas ao tema e repositórios de pesquisa bem conhecidos. O objetivo dessa pesquisa

foi encontrar trabalhos relacionados aos temas de Otimização, AEs e gamificação no

contexto da educação básica. Em seguida, foi realizada uma revisão bibliográfica sobre os

fundamentos teóricos desses conteúdos, com o objetivo de formar uma base conceitual sólida

sobre o assunto. Por fim, construiu-se um produto educacional de modo que algoritmos

evolutivos implementados em uma linguagem de programação são utilizados para resolver

diversos problemas de otimização em um contexto similar ao que ocorre em maratonas de

programação, olimṕıadas de informática e competições do CEC. É importante mencionar

que embora neste trabalho utiliza-se a linguagem de programação Python, não existem

impedimentos à aplicação do produto educacional em outras linguagens. Nesse sentido, o

organizador da competição pode escolher utilizar aquela que lhe for mais familiar. Uma

das principais vantagens associadas a se utilizar Python é que um conjunto de códigos já

está previamente disponibilizado no Apêndice A e, portanto, pode ser reutilizado.

Por fim, resolver um problema de otimização via Algoritmos Evolutivos é uma

oportunidade em potencial para desenvolver o Pensamento Computacional de estudantes

da Educação Básica, especialmente do Ensino Médio. Além disso, a gamificação também

tem ganhado espaço entre as metodologias ativas de aprendizagem. Sabe-se que muitos dos

conceitos envolvidos nessa pesquisa são recentes e não são do contato cotidiano do professor

do ensino básico. Portanto, este trabalho pretende fornecer um produto educacional de boa

qualidade que alie tanto o rigor necessário quanto uma linguagem mais acesśıvel, repleto

de exemplos. Dessa forma, ao ter contato com o produto desenvolvido, espera-se que o

professor tenha condições de entender os principais conceitos e aplicar a proposta em sala
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de aula.

Devido a variedade de conteúdos envolvidos neste trabalho, sugere-se que o mesmo

seja aplicado para estudantes que já tenham alguma familiaridade com a linguagem de

programação a ser utilizada. De forma geral, estudantes de itinerários formativos do

Novo Ensino Médio que estejam relacionados à programação e modalidades de Ensino

Médio atreladas a cursos técnicos em que linguagens de programação são trabalhadas

constituem o público que reúne as melhores condições para usufruir de forma plena do

presente trabalho. Contudo, o produto educacional pode ser aplicado mesmo em turmas

que não tenham conhecimentos prévios em programação, cabendo ao professor realizar as

adaptações necessárias.

O restante do trabalho se constitui como descrito na sequência. O Caṕıtulo 2

apresenta aspectos teóricos sobre Otimização, dando o leitor a oportunidade de revisitar os

principais conceitos que serão fundamentais para o entendimento do restante do trabalho.

No Caṕıtulo 3 são apresentadas as ideias relacionadas à evolução biológica, além dos

conceitos básicos de AEs, incluindo a descrição de alguns dos algoritmos mais importantes,

como Algoritmos Genéticos e Evolução Diferencial. O Caṕıtulo 4 apresenta trabalhos

correlatos que abordam os principais aspectos matemáticos e educacionais tais como

otimização, algoritmos evolutivos e gamificação. O Caṕıtulo 5 constitui-se da descrição

do produto educacional com as atividades propostas, enquanto o Caṕıtulo 6 apresenta as

conclusões desta dissertação.



2 Otimização

Neste caṕıtulo, apresentamos os principais fundamentos teóricos relacionados à

área da Matemática conhecida como Otimização. De forma simples, podemos dizer que

o objetivo deste conhecimento é estudar métodos para obter os valores das variáveis

independentes que levam a um valor de máximo ou de mı́nimo para uma função de custo

dependente dessas mesmas variáveis. Inicialmente, apresentamos as principais definições

e os conceitos fundamentais relacionadas ao tema para, em seguida, apresentarmos de

forma resumida os aspectos computacionais que tipicamente são abordados neste contexto.

O intuito deste caṕıtulo é apresentar uma visão geral contendo os principais aspectos

relacionados a esse saber matemático, de modo a preparar o leitor tanto em termos de

linguagem e notação quanto em termos de conceitos que serão apresentados nos caṕıtulos

seguintes.

2.1 Introdução

A otimização é uma área da matemática com aplicações em problemas de engenharia

[16, 17, 18, 19, 20], estat́ıstica [21, 22], loǵıstica [23, 24], biologia [25, 26, 27, 28], economia

[29, 30, 31, 32], dentre outras áreas do conhecimento. No Ensino Médio, o aluno é

apresentado a problemas simples de otimização envolvendo, por exemplo, cálculo do vértice

de uma parábola ao se estudar a função quadrática.

Para definir matematicamente o problema de otimização no contexto deste trabalho,

considere o vetor de m ∈ N variáveis independentes x⃗ ∈ D ⊂ Rm, x⃗ = (x1, x2, . . . , xm),

e f : D ⊂ Rm → R, uma função a ser otimizada, conhecida como função de custo ou

função objetivo. Dizemos que este problema corresponde ao contexto escalar pelo fato

de f(x⃗) ∈ R, isto é, f é um funcional : uma função cuja imagem é um escalar, ou seja,

um número real. Neste trabalho, os problemas de otimização estão restritos ao contexto

escalar.

Ao otimizar (minimizar ou maximizar) o funcional f , classificamos a otimização

14
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como mono-objetivo, isto é, deseja-se otimizar apenas uma função objetivo. Também é

posśıvel otimizar uma função vetorial que, quando possui duas ou três funções objetivo,

tem-se uma otimização do tipo multiobjetivo. Para mais de três funções objetivo, utiliza-se

o termo otimização de muitos objetivos (em inglês, many-objective optimization) [33]. A

diferenciação desses termos se dá em função de existir a tendência de que os algoritmos

projetados para o contexto multiobjetivo, em geral, perderem sua eficiência em problemas

de otimização de muitos objetivos.

A seguir, são apresentadas definições e conceitos fundamentais para o entendimento

de um problema de otimização. O leitor interessado em um estudo mais aprofundado

pode encontrar maiores detalhes em referências como [17, 34, 35]. As definições aqui

apresentadas foram extráıdas ou adaptadas das fontes citadas para o aprofundamento do

leitor. Mesmo quando adaptadas, as definições são equivalentes àquelas apresentadas nos

materiais originais. As adaptações foram realizadas com o intuito de tornar o texto o mais

didático posśıvel, mantendo um ńıvel de rigor que julgamos importante. Além disso, as

adaptações visam manter um padrão de notação ao longo de todo o texto que foi inspirado

em várias fontes e que utilizam notações distintas.

2.2 Definições e Conceitos Básicos

Lembremos que, para o contexto deste trabalho, iremos considerar o vetor de m ∈ N

variáveis independentes x⃗ ∈ D ⊂ Rm, x⃗ = (x1, x2, . . . , xm). As importantes definições para

o restante do trabalho são apresentadas a seguir.

Definição 2.1 (Conexidade): Seja o conjunto D ⊂ Rm. Uma cisão de D é uma decom-

posição D = A ∪ B, em que A ∩ B = ∅ e os conjuntos A, B são ambos abertos em D.

Todo conjunto D ⊂ Rm admite pelo menos a cisão trivial, D = D ∪ ∅. Um conjunto D

é conexo quando não admite outra cisão além da trivial. Quando existir uma cisão não

trivial D = A ∪B, diremos que D é desconexo [36, p. 54].

De forma intuitiva, um conjunto é conexo, se for posśıvel passar de um ponto

qualquer dele para outro ponto distinto qualquer por meio de um movimento cont́ınuo,

sem sair deste conjunto.

Definição 2.2 (Convexidade): Dizemos que um conjunto D ⊂ Rm é convexo se para
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quaisquer dois vetores x⃗, y⃗ ∈ D, existe

z⃗ = αx⃗+ (1− α)y⃗, (2.1)

sendo z⃗ ∈ D para qualquer α ∈ [0, 1]. A operação acima é conhecida como combinação

convexa .

Geometricamente, um conjunto é conexo quando, dado dois pontos P,Q ∈ D,P ≠ Q,

tivermos o segmento PQ ⊂ D.

Definição 2.3 (Continuidade): Dizemos que o funcional f : D ⊂ Rm → R é cont́ınuo, se

para todo x⃗0 ∈ D, tem-se que f(x⃗) está definido e limx⃗→x⃗0 f(x⃗) = f(x⃗0).

Definição 2.4 (Diferenciabilidade): Dizemos que o funcional f : D ⊂ Rm → R é diferen-

ciável, se para todo x⃗0 ∈ D, existe o vetor gradiente avaliado neste ponto:

∇f(x⃗)

∣∣∣∣
x⃗=x⃗0

=

(
∂f

∂x1

∂f

∂x2

. . .
∂f

∂xm−1

∂f

∂xm

)∣∣∣∣
x⃗=x⃗0

, (2.2)

em que operador ∂[·]/∂xm corresponde ao operador derivada parcial calculado com respeito

a variável xk, k ∈ {1, 2, . . . ,m}:

∂f(x1, . . . , xm)

∂xk

= lim
h→0

f(x1, . . . , xk + h, . . . , xn)− f(x1, . . . , xk, . . . , xm)

h
. (2.3)

Dois importantes subconjuntos de D ⊂ Rm são definidos a seguir.

Definição 2.5 (Superf́ıcie de Nı́vel): A superf́ıcie de ńıvel S(f, α), associada ao ńıvel α é

definida como o conjunto: S(f, α) = {x ∈ D ⊂ Rm|f(x⃗) = α} [17, p. 30].

Definição 2.6 (Região de Sub-Nı́vel): A região de sub-ńıvel R(f, α), associada ao ńıvel α

é definida como o conjunto: R(f, α) = {x ∈ D ⊂ Rm | f(x⃗) ≤ α} [17, p. 30].

Para ilustrar estes dois conceitos, apresentamos a Figura 2.1. Considerando m = 2,

x⃗ = (x1, x2), e utilizou-se o funcional, f
(
(x1, x2)

)
= 3x2

1 + x2
2. Note que, como o funcional

retorna um escalar f(x⃗), tais valores são apresentados no eixo vertical do gráfico mostrado

na Figura 2.1a. Para facilitar a visualização, optou-se por restringir x1 e x2, D = {(x1, x2) |

x1, x2 ∈ R,− 3 ≤ x1, x2 ≤ 3}, de modo que f(x⃗) ≤ 36 para todo x⃗ ∈ D. Além disso, neste

mesmo gráfico, tem-se as curvas de ńıvel de f apresentadas no plano x1 × x2. Note que
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as curvas de ńıvel correspondem aos pares (x1, x2) no plano citado, em que o funcional

apresenta o mesmo valor escalar. Para explicitar esses pontos, tem-se na Figura 2.1b o

plano x1 × x2 em evidência, com as respectivas curvas de ńıvel. Destaca-se a superf́ıcie de

ńıvel S(f, 15), correspondente a todos os pares (x1, x2) em que f
(
(x1, x2)

)
= 15. Também

está em evidência a região de subńıvel R(f, 2) que, por sua vez, corresponde a todos os

pontos (x1, x2) em que f
(
(x1, x2)

)
≤ 2, ou seja, incluem S(f, 2) e seus pontos interiores.

Figura 2.1: Gráfico e curvas de ńıvel para o funcional de duas variáveis,
f
(
(x1, x2)

)
= 3x2

1 + x2
2. Em (a), tem-se o gráfico em três dimensões de f ,

enquanto as curvas de ńıvel de f são apresentadas no plano x1 × x2. Em
(b), tem-se o plano x1 × x2, destacando-se as curvas de ńıvel, em especial,
S(f, 15) (−). Também em destaque, tem-se a região de subńıvel R(f, 2)

(· · · ), limitada por S(f, 2) (−).

x1

x2

f

(a)

R(f,2)

S(f,15)

x1

x
2

S(f,2)

(b)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definição 2.7 (Unimodalidade): Dizemos que f é unimodal se R(f, α) é um conjunto

conexo para todo α ∈ R [17, p. 31].

Definição 2.8 (Multimodalidade): Dizemos que f é multimodal se existe α ∈ R tal que

R(f, α) é um conjunto não conexo [17, p. 31].

Com o intuito de exemplificar esses conceitos, considere:

f1(x) =
1

2
(|x− 2|+ |x− 8|), (2.4)

f2(x) =
x4

10
− 23x3

10
+

37x2

2
− 601x

10
+ 66. (2.5)
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O gráfico de f1(x) (2.4), um funcional unimodal, é apresentado na Figura 2.2a. Note que

para α = 4, o conjunto R(f1, 4) é conexo, o que também ocorreria para qualquer outro α

que fosse arbitrariamente escolhido devido à unimodalidade. Por outro lado, o gráfico de

f2(x) (2.5) é mostrado na Figura 2.2b. Este último é um exemplo de multimodalidade,

dado que é posśıvel encontrar algum α para o qual R(f2, α) não é conexo. Como exemplo,

ilustramos na figura o que ocorre para α = 3, em que vemos que R(f2, 3) é um conjunto

não conexo.

Figura 2.2: Exemplos de unimodalidade e multimodalidade. Em (a), tem-
se o gráfico de f1(x) (2.4), unimodal, dado que para qualquer α escolhido
R(f1,α) é um conjunto conexo. Por outro lado, note que em (b), tem-se
um exemplo de multimodalidade para f2(x) (2.5), dado que para α = 3,

R(f2,3) é um conjunto não conexo.

(a) (b)
Fonte: Elaborada pelo autor.

Definição 2.9 (Minimizador Global e Mı́nimo Global): Dizemos que x⃗∗ é minimizador

global de f , se f(x⃗∗) ≤ f(x⃗) para todo x⃗ ∈ D ⊂ Rm. Assim, f(x⃗∗) é o valor de mı́nimo

global.

Definição 2.10 (Maximizador Global e Máximo Global): Similarmente, dizemos que x⃗∗ é

maximizador global de f , se f(x⃗∗) ≥ f(x⃗) para todo x⃗ ∈ D ⊂ Rm. Assim, f(x⃗∗) é o valor

de máximo global.

Nas próximas definições, ∥ · ∥ representa a norma euclidiana.

Definição 2.11 (Minimizador Local e Mı́nimo Local): Dizemos que x⃗∗ é minimizador local

de f , se existir um ϵ > 0 tal que f(x⃗∗) ≤ f(x⃗) para todo x⃗ ∈ D ⊂ Rm com ∥x⃗− x⃗∗∥ < ϵ.

Assim, f(x⃗∗) é um valor de mı́nimo local.

Definição 2.12 (Maximizador Local e Máximo Local): De modo similar, dizemos que x⃗∗ é
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maximizador local de f , se existir um ϵ > 0 tal que f(x⃗∗) ≥ f(x⃗) para todo x⃗ ∈ D ⊂ Rm

com ∥x⃗− x⃗∗∥ < ϵ. Assim, f(x⃗∗) é um valor de mı́nimo local.

No caso em que as desigualdades das Definições 2.9 e 2.11 são estritas, o conjunto de

minimizadores é dito estrito. Isso significa que este conjunto, em contexto local ou global,

possui apenas um elemento. Caso contrário, dizemos que o conjunto de minimizadores é

não estrito e esses conceitos também apresentam seus análogos para os maximizadores. A

Figura 2.3 ilustra os conceitos de minimizadores e mı́nimos, locais e globais, para uma

função em particular. Além disso, note que um funcional unimodal pode possuir múltiplos

mı́nimos locais ou globais desde que eles formem um conjunto conexo como podemos

verificar nas Figuras 2.2a e 2.3.

Figura 2.3: x1 é o minimizador global (v̄ é o valor ótimo), x2 é um
minimizador local estrito, [x3,x4] é um conjunto de minimizadores locais

não estritos.

Fonte: Ismailov e Solodov (2005) [34] (Adaptada).

Definição 2.13 (Região Conexa de Sub-Nı́vel): Seja a região de sub-ńıvel R(f,α) associada

ao ńıvel α e seja o ponto x⃗0 ∈ R(f, α). A região conexa de sub-ńıvel Rc(f, α, x⃗0) é o maior

subconjunto conexo de R(f, α) que contém x⃗0. [17, p. 32].

Definição 2.14 (Bacia de Atração): Seja x⃗∗ ∈ D ⊂ Rm um mı́nimo local de f . A bacia de

atração de x⃗∗ é a maior região conexa de sub-ńıvel associada a x⃗∗, em que α∗ é o ńıvel

correspondente, de modo que a função restrita a essa região, f∗ : Rc(f, α∗, x⃗∗) → R, é

unimodal [17, p. 32].



2. Otimização 20

Assim, o problema de minimização irrestrito pode ser expresso como:

x⃗∗ = argmin
x⃗

f(x⃗), (2.6)

consistindo em encontrar o minimizador global x⃗∗ do funcional f , sem que restrições sejam

impostas, isto é: x⃗ ∈ D = Rm. Caso o objetivo seja resolver o problema de maximização

irrestrito sobre f , este pode ser transformado em um problema de minimização como se

segue (fato ilustrado pela Figura 2.4):

x⃗∗ = argmin
x⃗

f(x⃗) = argmax
x⃗

[−f(x⃗)] . (2.7)

Figura 2.4: Na Figura, temos que o ponto x̄ que maximiza −f(x) é o
mesmo que minimiza f(x).

Fonte: Ismailov e Solodov (2005) [34] (Adaptada).

Dessa forma, como um problema de maximização pode ser transformado em um

problema de minimização, a formulação do problema dada em (2.6) será utilizada de forma

geral como a formulação de um problema de otimização irrestrita e, assim, diremos que x⃗∗

é a solução do problema de otimização irrestrita.

Ocorre que, em muitos cenários, além de minimizar o funcional objetivo, é necessário

atender restrições. Essas restrições podem ser expressas por r ∈ N desigualdades, como

gi(x⃗) ≤ 0, ∀i = 1, . . . ,r e/ou p ∈ N igualdades descritas como hj(x⃗) = 0,∀j = 1, . . . ,p.

Tal conjunto de restrições compõem um conjunto chamado de conjunto viável ou região

fact́ıvel D:

D =

x⃗ ∈ Rm

∣∣∣∣ gi(x⃗) ≤ 0,∀i = 1, . . . ,r

hj(x⃗) = 0,∀j = 1, . . . ,p.

 . (2.8)
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Ao se impor as restrições dadas em (2.8) sobre o problema de otimização, tem-se

que a busca por soluções se concentra apenas sobre o subconjunto formado pelos candidatos

que atenderem a essas restrições, o conjunto viável D. Portanto, as restrições definem o

espaço de valores fact́ıveis para as variáveis independentes. Nesse sentido, as soluções do

problema de otimização que atendem às restrições são chamadas de soluções fact́ıveis do

problema de otimização com restrições.

Matematicamente, o problema de otimização considerando as restrições pode ser

escrito como

x⃗∗ = argmin
x⃗

f(x⃗) sujeito a x⃗ ∈ D, (2.9)

ou seja, queremos obter o vetor x⃗∗, argumento do funcional de custo, que atende às

restrições de D (2.8) e minimiza este funcional. É importante mencionar que a função de

custo, usualmente, em problemas práticos, está associada a um modelo para um sistema

f́ısico [17]. Nesse sentido, as restrições podem estar ligadas à natureza f́ısica do problema

como por exemplo, a existência de um valor de saturação para a transformação de energia

no sistema; à impossibilidade de se utilizar valores de um dado subconjunto, como por

exemplo, no caso em que não faz sentido utilizar valores negativos para algumas variáveis;

ao desempenho, quando obrigatoriamente se quer impor uma condição de desempenho

mı́nima para o sistema; dentre outras diversas razões [17, 18].

Posto o problema de otimização, existem diversas técnicas e algoritmos utilizados

para encontrar as soluções do problema de otimização de forma metódica. Assim, neste

trabalho, os termos método e algoritmo são utilizados para designar essas sequências

de operações e passos que visam obter a solução do problema de otimização de forma

sistemática. Em geral, os algoritmos de otimização são iterativos, isto é: são iniciados a

partir de uma estimativa inicial, gerando uma sequência de aproximações até se encontrar

uma aproximação satisfatória do minimizador. Assim, os algoritmos se distinguem pelas

estratégias utilizadas para se mover de uma iteração para a seguinte. Nos métodos

determińısticos clássicos esse processo é feito utilizando-se de informações advindas da

própria função objetivo ou de suas propriedades matemáticas que podem incluir suas

derivadas [17, 6, 8].

A seguir, apresenta-se um exemplo simples em que as definições desta seção são

aplicadas. O objetivo do exemplo é mostrar como os conceitos abordados até aqui podem
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ser aplicados em um problema. No exemplo, mostra-se como a partir de um problema

que envolve uma aplicação prática, obtém-se o modelo matemático, nesse caso, a função

objetivo. Em seguida, define-se o problema de otimização que é resolvido de forma

anaĺıtica, utilizando resultados do Cálculo Diferencial. É importante frisar que o exemplo

aqui abordado é uma situação simples, sendo que as técnicas para obtenção de modelos

matemáticos para estudar fenômenos são estudadas em uma área de pesquisa conhecida

como Modelagem Matemática que não faz parte dos objetivos deste trabalho.

Exemplo 2.2.1: Uma lata ciĺındrica é feita para receber um litro de óleo. Encontre as

dimensões que minimizarão o custo da lata [37, p. 333].

Sejam h ∈ R+ e r ∈ R+ a altura e o raio da base da lata ciĺındrica em cent́ımetros,

respectivamente. O custo da lata é proporcional à área da superf́ıcie total de um cilindro

de altura h e raio r. Portanto, ao minimizarmos tal área, estaremos também minimizando

o custo. A área mencionada é expressa por

A = 2πr2 + 2πrh, (2.10)

em que a primeira parcela corresponde a soma das áreas das duas bases circulares de raio

r, enquanto a segunda parcela corresponde a área da superf́ıcie lateral - um retângulo de

base 2πr e altura h.

Como o volume da lata ciĺındrica deve ser igual a 1000 cm³, devemos ter

πr2h = 1000 ⇒ h =
1000

πr2
. (2.11)

Substituindo h (2.11) em A (2.10), conseguimos eliminar a dependência de h, obtendo

A = 2πr2 + 2πr

(
1000

πr2

)
= 2πr2 +

2000

r
.

Portanto, a função objetivo de uma variável a ser minimizada é

A(r) = 2πr2 +
2000

r
com r > 0. (2.12)

Utilizando a formulação do problema conforme (2.9), temos o problema de minimização

com restrições definido
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r∗ = argmin
r

A(r) sujeito a r ∈ R+. (2.13)

Note que a função objetivo de uma variável é cont́ınua e diferenciável, portanto, diferenci-

amos

d

dr
A(r) = A′(r) = 4πr − 2000

r2
=

4(πr3 − 500)

r2
. (2.14)

Os pontos cŕıticos de uma função de uma variável são pontos candidatos a ótimo desta

função em que a derivada desta função é nula ou não existe:

• A′(r) = 0:

4(πr3 − 500)

r2
= 0 ⇒ r =

3

√
500

π
(2.15)

Atente-se ao fato de que, devemos considerar apenas as soluções reais, dado que

r ∈ R+, assim as soluções complexas conjugadas de (2.15) não são levadas em conta.

• A′(r) não existe:

r2 = 0 ⇒ r = 0 (2.16)

Note que, r = 0 /∈ R+, portanto este não é um ponto dentro da região fact́ıvel.

Conclúımos que existe apenas um ponto cŕıtico, r = 3

√
500

π
. Note que para

r < 3

√
500

π
, tem-se que A′(r) < 0, de modo que A(r) está decrescendo para todo r à

esquerda do ponto cŕıtico. Por outro lado, para r > 3

√
500

π
, tem-se que A′(r) > 0, sendo

que A(r) está crescendo para todo r à direita do ponto cŕıtico. Assim, conclui-se que o

ponto cŕıtico r∗ = 3

√
500

π
é o minimizador global do problema, associado ao valor mı́nimo

global A(r∗) = 300 3
√
2π.

A Figura 2.5 mostra o gráfico da função objetivo (2.12) que é convexa, evidenciando

o minimizador global e seu valor mı́nimo. Podemos perceber a bacia de atração única, de

modo que tal função é unimodal.



2. Otimização 24

Figura 2.5: Gráfico da função objetivo do exemplo da lata ciĺındrica.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.3 Uma Visão Geral sobre os Métodos

O objetivo desta seção é apresentar noções básicas e uma visão geral sobre métodos

computacionais (algoritmos) que resolvem problemas de otimização em geral. Esta seção se

baseia no conteúdo apresentado em Ismailov e Solodov[35], de modo que o leitor interessado

em maiores detalhes pode recorrer a tal referência.

Para resolver o problema de otimização formulado em (2.9), utilizaremos procedi-

mentos computacionais. Nesse contexto, calcula-se ou avalia-se a função objetivo e suas

restrições para um conjunto de pontos dentro do espaço de busca. Também é comum

utilizar a informação das derivadas da função objetivo e das restrições. Como, nesses

métodos, cada ponto é conhecido a partir da informação obtida nos pontos anteriores

são conhecidos como sequenciais ou iterativos. Um método iterativo gera uma sequência

de pontos em Rm, {x⃗k} = x⃗1, . . . , x⃗k, . . ., chamada de trajetória, em que cada ponto é

conhecido como uma aproximação à solução do problema ou um iterando do método [35].

Uma iteração do método consiste em gerar uma nova aproximação, x⃗k+1, a partir da

anterior, x⃗k. Na k-ésima iteração, Uk ⊂ Rm corresponde ao conjunto dos valores que x⃗k

pode assumir. Assim, partindo-se de um ponto inicial x⃗0 ∈ U0 ⊂ Rm, o método consiste
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em um procedimento para obter a trajetória {x⃗k}.

A ordem do método está associada a maior ordem de derivadas da função objetivo

ou das restrições que são calculadas ao longo das gerações. Portanto, um método de ordem

zero, não utiliza derivadas, mas apenas os valores das funções. Por outro lado, métodos

de primeira ordem utilizam as derivadas primeiras dessas funções, de segunda ordem, as

derivadas segundas e, assim, sucessivamente.

2.3.1 Convergência

No caso em que, partindo-se de qualquer x⃗0 ∈ U0, encontra-se x⃗n = x⃗∗ que seja

solução do problema de otimização, para algum n finito, diz-se que o método apresenta

convergência finita [35]. Tipicamente, tem-se esse tipo de convergência para uma gama

de problemas de maior simplicidade, como aqueles de programação linear e quadrática.

Para problemas mais complexos, utiliza-se métodos de convergência assintótica. Neles,

embora não seja posśıvel garantir que x⃗n seja uma solução exata, para n suficiente grande,

é posśıvel dizer que x⃗n é uma boa aproximação para a solução do problema segundo algum

critério [35]. De acordo com a natureza da aproximação, falamos dos seguintes tipos de

convergência em relação:

• Às Variáveis do Problema: à medida que k se torna suficientemente grande, x⃗k

converge para x⃗∗.

• Ao Conjunto de Soluções: à medida que k se torna suficientemente grande, a

distância de x⃗k para o conjunto das soluções S converge para zero.

• À Função Objetivo: à medida que k se torna suficientemente grande, f(x⃗k) converge

para v̄, valor ótimo do problema.

• Ao Gradiente: à medida que k se torna suficientemente grande, {f ′(x⃗k)} converge

para zero.

• Global: para U0 = Rm, tem-se convergência partindo-se de qualquer x⃗0 ∈ Rm.

• Local: quando algum tipo de convergência pode ser garantido somente para pontos

suficientemente próximos a uma solução.
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2.3.2 Taxas de Convergência

Suponha que um método seja convergente a uma solução ótima x⃗∗ pelo menos

em um contexto local: {x⃗k} → x⃗∗ para k → ∞. O conceito de taxa de convergência

está associado à velocidade de redução da distância ∥x⃗k+1 − x⃗∗∥ em relação à redução

da distância ∥x⃗k − x⃗∗∥, para k suficientemente grande. Considerando x⃗0 ∈ Rm, suficiente

próximo de x⃗∗, x⃗k ̸= x⃗∗, para todo k, e que as constantes a seguir, q e C, não dependem

de x⃗0, tipicamente destacam-se na literatura as seguintes denominações para taxas de

convergência [35]:

1. Convergência linear:

Se existe q ∈ (0, 1) tal que

lim sup
k→∞

∥x⃗k+1 − x⃗∗∥
∥x⃗k − x⃗∗∥

= q, (2.17)

dizemos que esse tipo de convergência ocorre.

2. Convergência superlinear:

Quando em (2.17), tem-se q = 0.

3. Convergência sublinear:

Quando em (2.17), tem-se q = 1, de modo que esta é mais lenta do que a convergência

linear.

4. Convergência aritmética:

Ocorre quando, para uma constante fixa C > 0, a desigualdade

lim sup
k→∞

k∥x⃗k − x⃗∗∥ ≤ C (2.18)

é satisfeita.

5. Convergência geométrica:

Quando, para uma constante fixa C > 0, a desigualdade

lim sup
k→∞

∥x⃗k − x⃗∗∥
qk

≤ C (2.19)

é verdadeira para q ∈ (0,1).
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6. Convergência quadrática:

Se existir q ∈ (0, 1) tal que:

lim sup
k→∞

∥x⃗k+1 − x⃗∗∥
∥x⃗k − x⃗∗∥2

= q, (2.20)

dizemos que a convergência é quadrática, um caso particular da taxa superlinear.

2.3.3 Propriedades Desejáveis para Métodos de Otimização

Um conceito importante para avaliar a boa qualidade de um método de otimização

é conhecido como custo computacional. Tal conceito está relacionado tanto ao tempo

necessário para o processamento quanto à quantidade de memória que deve ser utilizada

para execução do método. Portanto, esse conceito está intimamente ligado ao gasto

energético dos recursos computacionais que o método necessita para resolver o problema,

sendo um aspecto relevante tanto na escolha de qual algoritmo será utilizado para resolução

do problema quanto para se comparar algoritmos distintos que visam resolver um mesmo

problema de otimização.

Nesse sentido, é importante mencionar que são desejáveis as seguintes propriedades

para algoritmos de otimização [6]:

Robustez: capacidade de obter bom desempenho mesmo sujeito a: i) incertezas nas

variáveis, ii) variações na função objetivo ou iii) variações nas inicializações do

método, considerando diversos pontos de partida;

Eficiência: baixa exigência de tempo computacional e necessidade de armazenamento de

dados;

Precisão: baixa sensibilidade a erros numéricos decorrentes da implementação em compu-

tadores.

2.3.4 Regras ou Critérios de Parada

Como todo processo computacional deve ser finito, é importante que seja definida

alguma regra de parada, também conhecido como critério de parada. Tais critérios, definem

condições que, quando satisfeitas, encerram o método, entregando uma aproximação para

o otimizador, dado que, em geral, os métodos apresentam convergência assintótica. No
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caso em que as taxas de convergência são conhecidas, as regras de parada mais confiáveis

são baseadas nessas estimativas, contudo, as taxas de convergência tendem a apresentar

natureza local além de serem, em geral, dependentes de constantes nem sempre conhecidas

(como q e C em (2.17), (2.18), (2.19) e (2.20)) [35].

Embora as regras que tipicamente são utilizadas no contexto da prática compu-

tacional não apresentem a mesma confiabilidade teórica daquelas baseadas nas taxas de

convergência, elas tendem a ser mais facilmente implementadas. Tais regras tendem a

examinar o comportamento dos valores mais recentes de {x⃗k} e/ou de {f(x⃗k)} e/ou suas

derivadas [35]. Utilizando um valor pequeno ϵ > 0 definido pelo próprio projetista do

algoritmo, tem-se como posśıveis critérios para se encerrar o método na iteração k + 1:

||x⃗k+1 − x⃗k|| ≤ ϵ, (2.21)

||f(x⃗k+1)− f(x⃗k)|| ≤ ϵ, (2.22)

||f ′(x⃗k+1)|| ≤ ϵ. (2.23)

No caso do critério (2.21), o método é encerrado quando o passo de aproximação entre

duas soluções fica curto, o que aponta para uma tendência de que a continuação do método

não promova melhorias na qualidade da aproximação [35]. Para o critério (2.22), tem-se

um caso análogo, em que o passo produzido não gerou aumento significativo na qualidade

dos valores da função objetivo, indicando uma tendência de acomodação em torno de

algum valor ótimo local [35]. Por fim, no caso de funções objetivo diferenciáveis em um

contexto irrestrito, pode-se utilizar a informação da derivada conforme apresentado no

critério (2.23) ao invés de (2.22), de modo que a tendência desses valores de se aproximarem

de zero, podem indicar a existência de um ótimo local. É importante frisar que esses

critérios de parada são frágeis do ponto de vista teórico pelo fato de não garantirem a

proximidade do iterando x⃗k+1 a uma solução do problema em qualquer sentido, contudo,

eles são tipicamente utilizados pelo fato de não existirem alternativas melhores [35].

Como o algoritmo não pode funcionar por um tempo ilimitado, um critério de

parada associado a quantidade de iterações ou ao número de avaliações da função objetivo

está impĺıcito a esses métodos computacionais e deve ser definido pelo projetista [35].

Nesse sentido, tipicamente algoritmos de otimização combinam diversas regras de parada

organizadas hierarquicamente, sendo que estas escolhas muitas vezes são definidas por

questões emṕıricas ao invés de estarem embasadas em fundamentos teóricos.
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Portanto, tendo sido os aspectos e conceitos fundamentais relacionados à área de

otimização que são importantes para uma boa compreensão do restante do texto, o próximo

caṕıtulo se dedica a apresentar os Algoritmos Evolutivos (AEs). Tais algoritmos são as

estratégias utilizadas para resolver problemas de otimização, abordadas no contexto deste

trabalho.



3 Algoritmos Evolutivos

Neste caṕıtulo são apresentados os fundamentos teóricos associados aos algoritmos

evolutivos que desempenham papel fundamental nesta dissertação. Inicialmente, tem-se

uma apresentação da evolução biológica que é, em seguida, associada a área de Compu-

tação Evolucionária (CE) por meio da metáfora fundamental da CE. Na sequência são

apresentados os aspectos teóricos fundamentais dos Algoritmos Evolutivos e, a partir de

então, descreve-se de forma geral duas estratégias fundamentais: os Algoritmos Genéticos

(AG) e a Evolução Diferencial (ED).

3.1 Introdução

Algoritmos Evolutivos são ferramentas computacionais que, baseados em conceitos

de evolução dos seres vivos1, visam resolver problemas de otimização [8]. Nesse sentido,

existe uma população de indiv́ıduos que carregam informações sobre as variáveis do

problema e sobre a função de custo. Tais indiv́ıduos passam por operações que envolvem

seleções, mutações e cruzamentos, nas quais ocorrem comparações entre os indiv́ıduos, a

troca de informações entre eles e a inserção de elementos de forma meramente aleatória.

Assim, ao percorrer o espaço de busca, a população visa convergir para encontrar o ótimo

global. As bases teóricas para tais algoritmos foram apresentadas nas décadas de 1960 e

1970 [38, 39, 40, 41, 42] e, desde então, novos mecanismos, variações e aprimoramentos

tem sido propostos.

Esses algoritmos podem apresentar alto custo computacional, principalmente por

se avaliar a função objetivo diversas vezes em uma dada população, ao longo das gerações.

Atualmente, com o advento da computação de alto desempenho (processadores e clusters

com cada vez mais núcleos) tem-se a computação paralela das funções objetivo, de modo

que boa parte dessas dificuldades tem sido superadas em muitos casos [6, 8]. Obviamente,

1“Não é o mais forte que sobrevive, nem o mais inteligente, mas o que melhor se adapta às mudanças.”
– Leon C. Megginson.

30
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para problemas de grande dimensão e alta complexidade, dificuldades relacionadas a essas

questões sempre deverão ser avaliadas pelo projetista que está resolvendo o problema de

otimização.

Por outro lado, o uso dessas ferramentas se justifica devido a algumas dificuldades

numéricas e problemas de robustez muitas vezes encontrados por métodos determińısticos

tais como: sensibilidade às condições iniciais, multimodalidade, problemas de continuidade

e diferenciabilidade das funções a serem otimizadas e/ou de suas restrições, funções não

convexas, existência de rúıdos nas funções, necessidade de se trabalhar com valores discretos,

dentre outras [6]. De forma geral, algoritmos evolutivos são capazes de lidar de forma

efetiva com essas limitações, possuindo a capacidade de encontrar ótimos globais de funções

com alto grau de complexidade, sem a exigência do cálculo de suas derivadas ou outras

informações associadas às propriedades matemáticas dessas funções. A Figura 3.1 mostra

o crescimento do número de publicações por ano encontradas no Portal Periódicos2 ao se

utilizar o termo de busca “Evolutionary Algorithm” considerando o peŕıodo entre 1990 e

2022, evidenciando o interesse da comunidade cient́ıfica pelo tema.

Figura 3.1: Número de publicações por ano encontradas no Portal Periódi-
cos com o termo de busca “Evolutionary Algorithm”, entre 1990 e 2022.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

2https://www.periodicos.capes.gov.br/

https://www.periodicos.capes.gov.br/


3. Algoritmos Evolutivos 32

3.2 A Evolução Biológica

Um ponto interessante ao se estudar AEs é a interdisciplinaridade com às Ciências

Biológicas. Nesta seção, apresentaremos apenas as ideias mais básicas e fundamentais para

a compreensão da evolução biológica. O leitor interessado em maiores detalhes históricos e

conceituais sobre a descoberta desse importante fato pode se aprofundar em [8, 43, 44].

Em um ambiente ecológico, os seres vivos de uma mesma espécie competem entre

si pela sobrevivência e pela reprodução. Esse conjunto de seres vivos que compartilham

tal ambiente é chamado de população. No contexto da Biologia Moderna, a evolução

biológica pode ser definida como a mudança gradual da composição genética média de

uma determinada população de organismos, ao longo de sucessivas gerações [8]. Essas

modificações ocorrem devido a combinação de operações evolutivas que consistem de:

seleções, cruzamentos e mutações. De modo geral, entre duas gerações sucessivas, tais

mudanças tendem a gerar pouco impacto. Contudo, ao longo de centenas ou milhares

de gerações, ocorrem apreciáveis alterações morfológicas e metabólicas na população

em questão e que podem resultar na diferenciação de uma nova espécie. A seguir, são

apresentados de forma resumida e simplificada, aspectos fundamentais sobre a bioqúımica

da hereditariedade.

3.2.1 Codificando os Seres Vivos

Um ser vivo, indiv́ıduo biológico, possui as informações relacionadas à hereditarie-

dade armazenadas em um composto orgânico conhecido como ácido desoxirribonucleico

(ADN ou DNA, do inglês, deoxyribonucleic acid) [45]. O DNA se localiza no núcleo das

células, sendo por essa razão um tipo de ácido nucleico, constitúıdo por átomos de Hidro-

gênio, Oxigênio, Nitrogênio, Carbono e Fósforo, organizados em estruturas conhecidas

como nucleot́ıdeos. Assim, temos que os nucleot́ıdeos do DNA possuem:

• uma base nitrogenada – pode serAdenina(A), Citosina(C),Guanina(G) ou Timina(T);

• um monossacaŕıdeo (açúcar) constitúıdo de cinco átomos de carbono (pentose)

conhecido como desoxirribose;

• um grupo fosfato [46].

As bases nitrogenadas são assim denominadas devido à presença do átomo de

Nitrogênio (N), sendo que as fórmulas qúımicas das cinco bases nitrogenadas existentes
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estão mostradas na Figura 3.2. Dentre essas cinco bases, apenas a base Uracila(U) não

pode estar presente na estrutura do DNA. A Uracila está presente em outro tipo de ácido

nucléico conhecido como RNA (do inglês, ribonucleic acid ou ARN, ácido ribonucleico)

[45]. O RNA possui uma estrutura bastante similar à do DNA, com as seguintes diferenças

principais:

• o monossacaŕıdeo do RNA é a ribose, enquanto no DNA é a desoxirribose;

• as bases nitorgenadas do RNA são às mesmas do DNA, exceto que a Timina é

substitúıda pela Uracila, de modo que o RNA é codificado com A,C,G e U [46].

Figura 3.2: Fórmulas qúımicas das bases nitrogenadas.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Base nitrogenada.

Na estrutura do DNA, tem-se um esqueleto composto do grupo fosfato (P) e do

açúcar desoxirribose (D) que se ligam e se alternam, de modo a formar uma dupla-hélice

(ver Figura 3.3b). Portanto, o DNA é constitúıdo por duas fitas ou duas cadeias que

correspondem aos nucleot́ıdeos pareados. Cada base nitrogenada (A,C,G ou T) está ligada

a uma desoxirribose (D) que juntamente com um grupo fosfato formam, assim, cada

nucleot́ıdeo. As ligações entre os nucleot́ıdeos estão relacionadas às bases nitrogenadas e

vale destacar que o pareamento ocorre entre bases complementares, que devem respeitar

a seguinte regra: A deve estar sempre pareada com T e G sempre ligada a C. Portanto,

conhecendo uma das fitas, a outra estará determinada. No caso do RNA, o que modifica é

que A deve estar sempre pareada com U [46].

Uma das importantes funções do DNA é produzir o RNA em um processo conhecido

como transcrição. Nesse processo, a enzima RNA polimerase separa as duas fitas do DNA,

quebrando as ligações qúımicas que as unem [45]. Assim, uma das fitas é utilizada como

molde para a śıntese de RNA. Portanto, diferentemente do DNA que possui fita dupla,

o RNA possui apenas uma cadeia de nucleot́ıdeos organizada em forma de fita simples,

https://pt.wikipedia.org/wiki/Base_nitrogenada
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Figura 3.3: Esquema representativos de trechos de DNA e RNA. Em
(a), tem-se um trecho de DNA em dupla hélice e seus componentes,
destacando-se um nucleot́ıdeo, formado por uma base nitrogenada (neste
caso, Guanina), um ácido fosfórico e a desoxirribose. Em (b), tem-se os
formatos de dupla hélice do DNA e de fita simples do RNA, frisando-se a

substituição de Uracila por Timina.

(a) Fonte: https://www.todamateria.com.br/

dna-e-rna/ (Adaptada).

(b) Fonte: https://www.todamateria.com.br/

rna/.

conforme Figura 3.3b. Em um processo conhecido como śıntese proteica, um conjunto de

RNAs (mensageiro, transportador e ribossômico), inicialmente produzidos pelo DNA no

processo de transcrição, são capazes de construir uma cadeia de aminoácidos que se dá o

nome de cadeia polipept́ıdica ou protéınas [46]. As protéınas determinam a estrutura das

células e controlam os processos metabólicos. Portanto, desde as diferentes posśıveis cores

da pele, dos olhos, tamanhos das partes do corpo, doenças, até o fato de algumas pessoas

apesentarem a tendência de metabolismo mais acelerado estão relacionadas à produção de

protéınas que são dependentes do DNA.

Na cadeia de RNA, uma sequência de três bases nitrogenadas espećıficas codificam

um determinado aminoácido ou os pontos conhecidos como start e stop, termos do inglês

que significam, respectivamente, ińıcio e fim de tradução - ou śıntese - da cadeia proteica,

processo por meio do qual o RNA produz as protéınas. Essa sequência é conhecida como

códon [45]. Por exemplo, a glutamina (C5H10N2O3), um aminoácido bastante conhecido

que atua como nutriente para células imunológicas e no crescimento muscular, é sintetizada

no nosso organismo por meio dos códons CAA e CAG. Note que duas sequências distintas

são responsáveis por produzir o mesmo aminoácido, o que ocorre também com outros

aminoácidos. Um outro exemplo é o aminoácido serina que pode ser produzido por

https://www.todamateria.com.br/dna-e-rna/
https://www.todamateria.com.br/dna-e-rna/
https://www.todamateria.com.br/rna/
https://www.todamateria.com.br/rna/
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quatro sequências distintas: UCU, UCC, UCA e UCG. Observe que caso a relação entre

aminoácidos e códons fosse biuńıvoca, existiram 64 aminoácidos: 4 possibilidades para cada

códon, o que pelo prinćıpio fundamental de contagem, levaria a: 4 · 4 · 4 = 64. Contudo,

posto que algumas sequências geram os mesmos aminoácidos, na vida existente no planeta

Terra que é baseada na qúımica do carbono, temos apenas os 20 aminoácidos que são

mencionados na Figura 3.4a. Assim, todos os seres vivos que conhecemos produzem e/ou

se utilizam desses 20 aminoácidos que são codificados conforme os códons da Figura 3.4b.

Por tal figura, note que Metionina (AUG) codifica o ińıcio da cadeia, enquanto os códons

UAA, UAG e UGA são referidos como do tipo stop, ou seja, delimitam o fim da construção

da cadeia polipet́ıdica.

Figura 3.4: Aminoácidos e Códons. Em (a), tem-se a lista dos 20 aminoá-
cidos existentes na natureza, enquanto em (b), apresenta-se uma tabela
com a relação que codifica cada códon em seu respectivo aminoácido. O
códon Metionina (AUG) sinaliza o ińıcio da tradução (start), enquanto os

códons UAA, UAG e UGA são referidos como do tipo stop.

(a)
(b)

Fonte: https://www.todamateria.com.br/codigo-genetico/.

Na cadeia de DNA, uma sequência espećıfica e ordenada de nucleot́ıdeos que

produz uma molécula de RNA é conhecida como gene, sendo este identificado por meio

de sua sequência de bases nitrogenadas [45]. Como exemplo, suponha que a seguinte

sequência de bases corresponda a um gene, ACGTAC. Portanto, um gene pode ser visto

matematicamente como um vetor que utiliza elementos do conjunto {A,C,G,T}. Por

sua vez, os genes são organizados em estruturas conhecidas como cromossomos. Em

seres vivos complexos, um cromossomo tem de centenas a milhares de genes, sendo que a

https://www.todamateria.com.br/codigo-genetico/
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localização fixa e espećıfica de um gene no cromossomo é conhecida como locus gênico [46].

Assim, cada espécie possui um número espećıfico de cromossomos, no caso das células

haploides dos seres humanos, existem 23 cromossomos, enquanto nas diploides, tem-se 46

cromossomos como mostrado na Figura 3.5.

Figura 3.5: Exemplo de cariótipo – conjunto de cromossomos de uma
célula. Nesse caso, tem-se uma célula diploide (23 pares - 46 cromossomos)
de um homem adulto. O último par de cromossomos se relaciona ao sexo:

XY corresponde ao sexo masculino, enquanto XX, ao feminino.

Fonte: https://phil.cdc.gov/Details.aspx?pid=14679.

Note que, na referida figura, os cromossomos estão pareados. Cromossomos que

compõem o mesmo par são ditos homólogos, sendo que um deles veio da célula paterna

(espermatozoide), enquanto o outro foi herdado da célula materna (ovócito) [45]. Nos

seres humanos as células haploides correspondem as células reprodutivas (espermatozoide

e ovócito), de modo que na fecundação, o zigoto recebe 23 cromossomos de cada uma das

células dos pais, formando uma célula diploide de 46 cromossomos. As demais células

diploides do organismo são formadas no processo de mitose, em que ocorre a replicação do

DNA. Por outro lado, as células reprodutivas que são haploides se formam via meiose [46].

Nesse sentido, um cromossomo pode ser visto como um vetor em que posições

espećıficas estão associadas a genes distintos. Em última instância, um indiv́ıduo, tem

seu genótipo ou genoma, o conjunto de todos os seus cromossomos [45], que também

pode ser encarado como um vetor de bases nitrogenadas. Como vimos, os genes são

trechos de DNA e, portanto, determinarão a produção de RNA que são os construtores de

aminoácidos e, consequentemente, de protéınas. Da perspectiva de um determinado ser

https://phil.cdc.gov/Details.aspx?pid=14679
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vivo, um aminoácido pode ser classificado em essencial ou não essencial. Os aminoácidos

são ditos essenciais quando são necessários para o funcionamento do organismo em questão

mas não podem ser sintetizados por ele. Assim, tais aminoácidos devem ser obtidos de

fontes externas ao organismo por meio da alimentação, por exemplo.

Dizemos que o conjunto de caracteŕısticas morfológicas e funcionais que podem

ser observadas em um organismo é o fenótipo [8]. O fenótipo é resultado da interação

do genótipo com o ambiente em que o indiv́ıduo vive. Na Figura 3.6, tem-se diferentes

indiv́ıduos que exibem variados fenótipos em aspectos de coloração, padrões e formato das

conchas na espécie de molusco Donax variabilis.

Figura 3.6: Quinze indiv́ıduos da espécie de molusco Donax variabilis com
variações fenot́ıpicas quanto a padrões de formato e coloração.

Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Phenotype.

A dependência do ambiente ocorre, dentre outros fatores, pela necessidade de o

organismo obter aminoácidos essenciais e fontes de energia que irão impactar em seu

metabolismo e desenvolvimento [44]. Além disso, o indiv́ıduo molda diversos aspectos

comportamentais e até mesmo fisiológicos de acordo com suas reações às restrições e aos

est́ımulos impostos pelo ambiente. Um exemplo disso é a cor da pele dos seres humanos.

Obviamente, essa coloração está associado a genes espećıficos que contém as instruções

para a produção dos aminoácidos que irão determinar tal cor. Contudo, a incidência de luz

solar sobre a pela tende a estimular a produção de uma protéına conhecida como melanina

que gera o escurecimento da pele e confere maior proteção contra os efeitos da radiação

https://en.wikipedia.org/wiki/Phenotype
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ultravioleta. Portanto, essa coloração irá depender tanto dos genes vinculados quanto dos

est́ımulos do ambiente, neste caso, a incidência de luz solar sobre a pele.

Um outro conceito importante corresponde ao que conhecemos como genes ale-

los. Eles são formas alternativas de um mesmo gene que estão expressas aos pares em

cromossomos homólogos, possuindo a mesma localização na extensão cromossômica, ou

seja mesmo locus gênico [45]. Alelos distintos podem resultar em diferentes caracteŕısticas

fenot́ıpicas, como por exemplo, a pigmentação do cabelo. Os alelos podem ser classificados

em recessivos e dominantes. Um alelo dominante, independente de seu par, determinará

uma caracteŕıstica hereditária. Por outro lado, alelos recessivos determinam sua caracteŕıs-

tica hereditária somente se formarem um par com um outro alelo idêntico a ele [46]. Para

exemplificar, consideremos o fenótipo presença de chifres em bovinos. Identifica-se como

M o alelo dominante associado a ausência de chifres, nesse caso o bovino é chamado mocho.

Por outro lado, seja m o alelo recessivo associado a presença de chifres. A cada posśıvel

par genético, associa-se uma das posśıveis caracteŕısticas fenot́ıpicas como mostrado na

Tabela 3.1. Note que a presença de chifres só ocorre no par mm devido ao fato de o alelo

m ser recessivo.

Tabela 3.1: Presença de chifres em bovinos de acordo com os pares
genéticos.

Par Genético Fenótipo
MM mocho
Mm mocho
mM mocho
mm chifre

A seguir, iremos introduzir o importante conceito de Seleção Natural que é creditado

a Charles Robert Darwin, importante cientista do século XIX. Além disso, iremos apresentar

a Teoria Moderna da Evolução das Espécies que envolve aspectos de pressão seletiva com

aspectos geradores de diversidade relacionadas ao que foi visto até aqui.

3.2.2 A Seleção Natural

Os seres vivos possuem instintos básicos atrelados à reprodução de modo que

se todos eles reproduzissem, as populações cresceriam exponencialmente [46]. Contudo,

em qualquer ambiente em que uma população se desenvolve, temos que os recursos

são limitados e, portanto, algum tipo de pressão seletiva é inevitável [8]. Em outras
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palavras, os indiv́ıduos de uma população irão competir para sobreviver e também para

reproduzir, transmitindo seus genes para as próximas gerações. Cada indiv́ıduo possui uma

probabilidade de sobreviver e uma probabilidade de reproduzir, sendo que ambas estão

relacionadas às suas caracteŕısticas fenot́ıpicas, tais como: agilidade, força, aparência f́ısica,

capacidade de camuflagem, dentre outras [44]. Como os recursos são escassos, apenas

um subconjunto formado por indiv́ıduos mais adaptados ao ambiente, isto é, capazes de

competir por esses recursos de forma mais efetiva, irá sobreviver e gerar descendentes para

as próximas gerações. Como foi mencionado, a sobrevivência depende das caracteŕısticas

fenot́ıpicas que determinam o grau ou a medida de aptidão/adaptação (em inglês, fitness)

do indiv́ıduo ao meio e, por sua vez, estão relacionadas ao genótipo [8].

No processo de reprodução, os filhos herdam os genes dos pais e, portanto, existe

uma tendência de se preservar caracteŕısticas favoráveis à sobrevivência naquele meio, visto

que os mais aptos apresentam maior probabilidade de reproduzir [44]. Contudo, como

explicar o surgimento de novas caracteŕısticas? Isso ocorre como resultado das reproduções

e mutações sucessivas, introduzindo o fator diversidade de forma persistente ao longo das

gerações.

3.2.3 Diversidade

No contexto evolutivo, o conceito de diversidade está relacionado às variações no

código genético que ocorrem ao longo das gerações e, assim, provocam modificações em

caracteŕısticas fenot́ıpicas [8]. Existem, basicamente, três importantes processos que atuam

como fontes de variabilidade genética que serão apresentados a seguir.

Cruzamento sexuado: nesse tipo de reprodução, tem-se a participação de dois gametas,

um masculino e um feminino. Já na produção dos gametas, tem-se o aumento

da variabilidade genética devido à recombinação gênica. Nesse processo, ocorre a

quebra dos cromossomos e a troca de partes de material genético entre partes dos

cromossomos conhecidas como cromátides [45]. A recombinação gênica também é

conhecida como crossing over e, assim, os cromossomos originais se recombinam, de

modo que cada um agora transporta uma parte dos genes do outro. Além disso, na

fecundação, tem-se a união do gameta masculino com o gameta feminino, formando

um novo indiv́ıduo em que o código genético é o resultado de uma combinação dos

genes do gameta masculino e do gameta feminino, gerando, portanto, uma nova
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combinação de genes [46].

Mutação: ocorre ao acaso e permite o surgimento de novos alelos nos indiv́ıduos. Tal

surgimento está relacionado à inserção, troca ou até mesmo deleção de algum nucleo-

t́ıdeo do DNA, de modo que a sequência de bases é alterada [45]. Com a alteração da

sequência, tem-se alteração na molécula de RNA e, consequentemente, alterações na

protéına codificada. Como as protéınas estão intimamente relacionadas às caracteŕıs-

ticas fenot́ıpicas, pode ocorrer alterações que geram vantagens ou desvantagens para a

sobrevivência naquele ambiente [8]. Note que, sendo este processo aleatório, a seleção

natural irá atuar para preservar as caracteŕısticas vantajosas para a sobrevivência

ou para o cruzamento.

Fluxo gênico: consiste na movimentação de genes de uma população para a outra. Essa

movimentação acaba por inserir um novo gene ou reintroduzir um gene em uma

população, aumentando a variabilidade [45]. Um exemplo ocorre no contexto da

migração de um determinado indiv́ıduo para outro meio, de modo que, ao reproduzir

com elementos da população desse novo meio, tem-se o aumento de variabilidade.

3.2.4 Śıntese da Teoria Evolutiva

A evolução biológica é um processo que pode ser sintetizado como a combinação da

seleção natural com os elementos responsáveis pela diversidade [8]. Mutações e cruzamentos

tendem a aumentar a variabilidade, enquanto a pressão seletiva faz o papel de preservar os

indiv́ıduos mais adaptados à sobrevivência naquele meio. Assim, em uma determinada

população, alguns indiv́ıduos irão conseguir sobreviver e reproduzir, passando seus genes

para as próximas gerações. Na reprodução, tem-se a combinação de gametas, aumentando

a variabilidade. Além disso, a mutação que ocorre aleatoriamente pode gerar novas

caracteŕısticas, sejam elas vantajosas ou não para a sobrevivência do indiv́ıduo. Como a

sobrevivência e o fato de ele reproduzir ou não estão associados a aspectos fenot́ıpicos

que, por sua vez, dependem do genótipo do indiv́ıduo, aqueles indiv́ıduos que possuem

caracteŕısticas genéticas vantajosas terão maior probabilidade de sobreviver e reproduzir

[44]. Com o passar das gerações, tem-se a tendência de que as caracteŕısticas genéticas

mais vantajosas para a sobrevivência naquele meio sejam preservadas.

Os fatores de diversidade são muito importantes porque espécies muito especializadas

a um determinado ambiente sofrerão maiores dificuldades de sobrevivência conforme,
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naturalmente, existe a tendência de ocorrer alterações no meio. Tais alterações podem

estar relacionadas à disponibilidade de alimentos, caracteŕısticas f́ısicas, qúımicas, biológicas

e ecológicas que tipicamente acontecem com o passar do tempo.

3.3 Conceitos Básicos em Computação Evolucionária

Tendo apresentado as ideias fundamentais relativas à evolução biológica, o que se

pretende nesta seção é traduzir os conceitos biológicos para o contexto computacional.

A metáfora fundamental que relaciona a evolução biológica com a solução de problemas

usando computação evolucionária está apresentada na Figura 3.7. No contexto de solução

de problemas de otimização via estratégias evolutivas, deseja-se obter a solução candidata

que apresente a maior qualidade ao resolver o problema. O conceito de qualidade se

relaciona ao de adaptação no contexto da evolução biológica, à medida em que ambos

estão associados a probabilidades. O primeiro concerne à probabilidade de uma solução

ser mantida e usada como semente para a construção de novas soluções para o problema

de otimização, enquanto o segundo consiste na probabilidade de um indiv́ıduo sobreviver e

reproduzir no ambiente em que vive [8].

Figura 3.7: Metáfora fundamental da Computação Evolucionária.

Fonte: Eiben e Smith[8] (Adaptada).

Ao longo das décadas de 1960 e 1970, três diferentes implementações inspiradas na

evolução biológica foram desenvolvidas por diferentes grupos de pesquisa. Nos Estados

Unidos, os pesquisadores Fogel, Owens e Walsh introduziram as ideias do que ficou

conhecido como Programação Evoulcionária [38], enquanto John Holland propôs um

método que ficou conhecido como Algoritmo Genético [39]. Por outro lado, na Alemanha,

Rechenberg e Schwefel desenvolveram as bases do que conhecemos como Estratégias

Evolutivas [41, 42, 47]. Até a década de 1990, essas três áreas se desenvolveram de forma

independente, contudo, a partir de então, elas passaram a ser vistas pelos pesquisadores
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como diferentes sub-áreas de um mesmo campo cientifico-tecnológico, a Computação

Evolucionária [8]. Assim, os algoritmos desenvolvidos dentro deste campo de pesquisa

são conhecidos como Algoritmos Evolutivos (AEs). Nesses algoritmos, uma população de

indiv́ıduos é inicializada e evolui sucessivamente para regiões melhores no espaço de busca

por meio de um processo estocástico em que ocorrem seleções, mutações e, em alguns

casos, recombinação ou cruzamento. As diferentes formas nas quais os AEs podem ser

implementados resultam em diferentes paradigmas dentro da Computação Evolucionária,

descritos a seguir:

Algoritmos Genéticos (AGs), que replicam a evolução genética em um contexto algoŕıt-

mico. De forma simplificada, tem-se uma população de soluções candidatas (pontos

do espaço de busca ou indiv́ıduos), em que cada indiv́ıduo é codificado utilizando-se

uma representação conhecida como cromossomo. Os indiv́ıduos são avaliados via

função de adaptação (fitness) que incorpora matematicamente o problema de otimi-

zação a ser resolvido e associa os maiores valores aos indiv́ıduos que representam

melhores soluções do problema de otimização. Nesse sentido, é posśıvel comparar

indiv́ıduos entre si. Indiv́ıduos mais adaptados apresentam maior probabilidade de

cruzamento, gerando filhos que recebem um cromossomo resultante da mistura de

cromossomos dos pais. A população então sofre mutações, variações aleatórias em

seus cromossomos, e os indiv́ıduos mutantes são também avaliados. Ao final, ocorre

a seleção de sobreviventes ou substituição, em que um subconjunto de indiv́ıduos da

geração atual é selecionado para se repetir o processo na próxima geração. Nesse

contexto, os indiv́ıduos mais adaptados tipicamente apresentam maior probabilidade

de sobrevivência. Tais algoritmos serão tratados com mais detalhes na Seção 3.4.

Programação Genética, que é baseada em AGs, servindo como uma técnica para realizar

o processo de programação de computadores de forma automática. Nesse sentido, os

indiv́ıduos são programas [48].

Programação Evolucionária , que é derivada da simulação do comportamento adaptativo

na evolução para desenvolver uma forma automática de programação via máquinas

de estado finito. A ideia inicial é obter a evolução de uma população de máquinas

que seriam avaliadas por uma função de custo quanto à capacidade de, ao receber

uma sequência de śımbolos, predizer corretamente o próximo śımbolo da sequência
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[38]. As máquinas sofrem variações aleatórias (mutações) e são novamente avaliadas,

ocorrendo a preservação de um subconjunto de máquinas mais adaptadas.

Estratégias de Evolução, que visam obter, a partir de mecanismos evolutivos, além da

solução do problema de otimização, os parâmetros que controlam os mecanismos

evolutivos do algoritmo, como por exemplo, a probabilidade de mutação [47]. Nesse

sentido, ocorre o processo conhecido como auto-adaptação dos parâmetros [49].

Evolução Diferencial (ED), bastante similar aos algoritmos genéticos, diferindo-se nos

mecanismos de atualização utilizados, que não são inspirados na recombinação

genética [50]. Este algoritmo será tratado com mais detalhes na Seção 3.5

Evolução Cultural, em que se modela a evolução da cultura de uma população e como

esta cultura influencia a evolução das caracteŕısticas genot́ıpicas e fenot́ıpicas dos

indiv́ıduos [51].

Co–Evolução, nos quais a medida de adaptação de um indiv́ıduo é subjetiva, isto é,

os indiv́ıduos são avaliados baseados em suas interações com outros indiv́ıduos

[52]. Nesse sentido, existem dois grupos principais de algoritmos, baseados em: i)

cooperação ou ii) competição. No primeiro caso, indiv́ıduos são premiados quando

trabalham bem com outros indiv́ıduos e punidos quando essas interações são menores.

No caso competitivo, os indiv́ıduos são recompensados as custas daqueles com os

quais interagem. Em ambos os casos, a ideia básica é que os indiv́ıduos interajam

via cooperação ou competição, de modo que o grupo adquira as caracteŕısticas

necessárias para sobreviver [52].

Conforme já foi apresentado, os AEs se utilizam de uma população de indiv́ıduos,

em que cada indiv́ıduo representa um ponto de busca no espaço de soluções potenciais de

um problema de otimização. É importante mencionar que esses algoritmos funcionam de

forma iterativa, sendo que as iterações são conhecida, no contexto de AEs, como gerações.

Assim, definido um número de gerações Nger ∈ N, a população em uma dada geração

0 ≤ k < Nger produz descendentes que, submetidos a algum critério de elitismo, são

selecionados para a geração k + 1.

Matematicamente, cada indiv́ıduo é um vetor x⃗k,n associado a uma geração ou itera-

ção 0 ≤ k < Nger, e que pertence a um conjunto deNpop(k) ∈ N vetores, 1 ≤ n ≤ Npop(k),
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ou seja, Npop(k) é o tamanho da população na iteração k a qual é submetida aos processos

de atualização inspirados na evolução biológica. Note que o tamanho da população Npop(k)

pode, a prinćıpio, variar de acordo com a geração k.

Seja um problema de otimização dado na forma de (2.9) e descrito por m ∈ N

variáveis de decisão: x1, x2, . . . , xm−1, xm. Dizemos que o ponto ou solução candidata do

espaço de busca x⃗k,n = (x1,x2, . . . ,xm) é o indiv́ıduo que pode ser codificado no cromossomo

ou genoma ou genótipo, x̄k,n = (x̄1, x̄2, . . . , x̄m). Note que existe uma relação biuńıvoca

entre cromossomo e indiv́ıduo, de modo que x̄k,n está associado unicamente a x⃗k,n. Nesse

sentido, o cromossomo x̄k,n possui a informação das variáveis do problema codificada

nos m ∈ N genes, de modo que, cada gene x̄j, 1 ≤ j ≤ m, está associado a variável de

decisão xj, tipicamente expressa em base dois ou na forma de um número real em base

decimal. No primeiro caso, a codificação é dita binária e no segundo, real. A codificação

binária será apresentada com detalhes na Subseção 3.4.1. A codificação real pode ser

feita simplesmente considerando x̄j = xj, j ∈ {1, . . . ,m}. Note que, nesse caso, cada gene

corresponde diretamente a uma variável de decisão xj do problema de otimização. Assim,

no contexto da codificação real, por simplicidade pode-se tratar x⃗k,n = x̄k,n.

O espaço ou conjunto que contém todas os posśıveis x̄k,n é o espaço genot́ıpico.

Cada cromossomo x̄k,n pertence a um indiv́ıduo x⃗k,n que está associado ao valor da função

de custo neste ponto, f(x⃗k,n). A função f a ser minimizada, no contexto de AEs, está

associada a uma outra função que recebe o nome fitness (do inglês, adaptação), f̄ . O

objetivo de minimizar f deve equivaler à maximização de f̄ . Ou seja, indiv́ıduos que

correspondem a valores de x⃗k,n que minimizam f devem apresentar alta pontuação de

fitness, f̄(x̄k,n). Portanto, a relação entre a fitness e a função a ser minimizada é que

a função fitness é constrúıda de modo a refletir o quão bem um determinado indiv́ıduo

apresenta desempenho na resolução do problema de otimização. Além disso, enquanto o

argumento da função objetivo f é um indiv́ıduo qualquer da população x⃗k,n, o argumento

da fitness é o cromossomo deste indiv́ıduo, x̄k,n. Desse modo, a fitness é uma medida ou

uma nota que podemos atribuir a um indiv́ıduo, medindo sua adaptação à estrutura (curva,

superf́ıcie, variedade, etc) que queremos otimizar. Às vezes, é posśıvel usar diretamente

a função que se deseja otimizar como função fitness, no entanto, em problemas mais

complexos, pode ser necessário fazer ajustes. As definições de fitness apresentadas a seguir

podem não ser apropriadas para alguns problemas, de modo que, nesses casos, o projetista
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deverá realizar adaptações. Nesse sentido, é importante reiterar que a escolha da função

fitness é uma etapa crucial para os algoritmos e depende da natureza do problema. Dado um

problema de maximização da função objetivo f , podemos definir f̄(x̄k,n) = f(x⃗k,n)− β(k),

em que β(k) corresponde ao menor valor de f dentro da população da geração atual

k. Para o contexto de minimização, podemos definir a fitness como uma transformação

simples de f como se segue

f̄(x̄k,n) = −
(
f(x⃗k,n)− β(k)

)
− β̄(k), (3.1)

sendo β̄(k) o menor valor de −
(
f(x⃗k,n)− β(k)

)
na geração k. Assim, em ambos os casos,

tem-se que a fitness f̄ é não negativa e maximizá-la equivale a resolver o problema de

otimização para a função objetivo f . De forma similar ao espaço genot́ıpico, o espaço

ou conjunto que contém todos os posśıveis valores de f̄(x̄k,n) é conhecido como espaço

fenot́ıpico.

Ao longo de uma geração, dois processos básicos ocorrem e serão detalhados

mais adiante, sendo eles: o cruzamento e a mutação. O cruzamento consiste na troca

de informações genéticas entre indiv́ıduos da população e a mutação consiste em uma

perturbação que introduz alguma caracteŕıstica aleatória nos indiv́ıduos. O número de

cruzamentos, Nc(k) ∈ N, pode ser determinado por meio da probabilidade de cruzamento

Pc ∈ [0, 1] que é um meta-parâmetro do algoritmo e deve ser definido pelo usuário,

Nc(k) = PcNpop(k). Note que o número de cruzamentos Nc(k) também pode depender da

geração k. No contexto da codificação real, uma opção de combinação de material genético

de dois pais distintos, x⃗k,i e x⃗k,j, i ̸= j, para gerar o p-ésimo filho y⃗k,p, p ∈ {1, . . . ,Nc(k)},

é o cruzamento aritmético que consiste de uma combinação convexa (2.1) dos genes dos

pais

y⃗k,p = αx⃗k,i + (1− α)x⃗k,j, (3.2)

sendo α ∈ [0, 1] um parâmetro que determina a proximidade do filho a cada um dos pais no

espaço genot́ıpico, em que tal proximidade pode ser medida via norma euclidiana. Assim,

α ≈ 0 produz um filho mais próximo do pai x⃗k,i, isto é, ∥x⃗k,i − y⃗k,p∥ < ∥x⃗k,j − y⃗k,p∥. Por

outro lado, α ≈ 1 produz um filho mais próximo do pai x⃗k,j, ∥x⃗k,j − y⃗k,p∥ < ∥x⃗k,i − y⃗k,p∥.

O parâmetro α pode ser definido de forma fixa ou sorteado a partir de uma distribuição

de probabilidade, como por exemplo, a distribuição uniforme. Outra posśıvel variação é



3. Algoritmos Evolutivos 46

utilizar valores distintos de parâmetro para cada gene.

Na codificação real, a mutação simples pode ser vista como uma escolha de uma

direção de busca aleatória, sendo dado um passo nessa direção. Como no cruzamento, o

primeiro passo é definir o número de mutações Nm(k) ∈ N que é dependente do meta-

parâmetro probabilidade de mutação Pm ∈ [0, 1], Nm(k) = PmNpop(k). Note que o número

de mutações Nm(k) também pode depender da geração k. Assim, um indiv́ıduo mutante

z⃗k,p, p ∈ {1, . . . ,Nm(k)}, resultado da mutação de um indiv́ıduo x⃗k,i pode ser obtido como

z⃗k,p = x⃗k,i + t⃗k,p, (3.3)

em que t⃗k,p = (t1(k), t2(k), . . . , tm(k)), sendo tj(k) ∼ P(0, σj(k)
2). Cada valor tj(k)

provém de uma variável aleatória de distribuição de probabilidade P cuja média é nula e a

variância é dada por σj(k)
2. Note que o vetor de meta-parâmetros que correspondem aos

desvios-padrões da distribuição adotada, σ⃗k = (σ1(k), σ2(k), . . . , σm(k)), também devem

ser inicializados e podem depender da geração k. Conforme foi mencionado, a mutação

consiste em escolher uma direção aleatória e dar um passo nessa direção. Tipicamente, a

distribuição P é escolhida como a distribuição gaussiana, também conhecida como normal,

(N ) ou uniforme (U) [8]. No paradigma de Estratégias de Evolução, os meta-parâmetros de

mutação também fazem parte do cromossomo de um indiv́ıduo, de modo que eles também

evoluem ao longo das gerações [49].

Dados o conjunto de candidatos a pais Xk = {x⃗k,i}Npop(k)
i=1 , de filhos Yk = {y⃗k,i}Nc(k)

i=1

e de indiv́ıduos mutantes Zk = {z⃗k,i}Nm(k)
i=1 , deverão ser selecionados aqueles indiv́ıduos de

Dk = Xk∪Yk∪Zk que irão compor a próxima geração de pais, Xk+1. Essa fase é conhecida

como seleção dos sobreviventes. Para selecionar os indiv́ıduos sobreviventes algum critério

de elitismo deve ser utilizado, isto é, a informação contida em alguns indiv́ıduos mais bem

adaptados deve ser preservada para a próxima geração. Isso é importante porque AEs

não se constituem como uma busca meramente aleatória, sendo esta última tipicamente

incapaz de resolver uma grande parte de problemas complexos [53]. Existem tanto critérios

de elitismo fortes quanto critérios mais relaxados. O caso mais relaxado posśıvel, ocorre

quando apenas o indiv́ıduo mais adaptado em Dk é garantidamente preservado em Xk+1,

isto é

x⃗k+1,1 = argmin
x⃗

f(x⃗) sujeito a x⃗ ∈ Dk, (3.4)
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sendo que os outros indiv́ıduos que irão compor Xk+1 serão selecionados aleatoriamente do

conjunto Dk − {x⃗k+1,1}, de modo que Xk+1 tenha uma população de tamanho Npop(k + 1).

Por outro lado, o caso mais elitista ocorre quando todos os elementos de Xk+1 são

selecionados a partir da ordem crescente dos valores da função de adaptação, de modo, que

são selecionados todos os mais bem adaptados. Embora, a primeira vista possa parecer

razoável utilizar este elitismo forte, Eiben e Smith[8] argumentam que essas posturas

podem levar a uma convergência prematura, isto é, o método acaba preso em um mı́nimo

local, não explorando o espaço de busca de forma apropriada. Nesse sentido, deve-se

determinar o número de indiv́ıduos Nelt(k) ∈ N que serão selecionados para a próxima

geração Xk+1 a partir de um critério elitista e compor o restante dos Npop(k + 1)−Nelt(k)

indiv́ıduos da população de forma aleatória.

Outras formas de seleção de sobreviventes são destacadas a seguir [6, 8], considerando

µ indiv́ıduos pais de uma geração que produzem uma quantidade λ de descendentes por

mutação ou cruzamento no contexto de Estratégias Evolutivas:

• Dois membros (1+1): esquema simplificado em que existe apenas um indiv́ıduo

gerador na k-ésima iteração, x⃗k, o qual é submetido a um processo de mutação, e

gera um novo descendente, y⃗k. Ambos indiv́ıduos são comparados em termos da

adaptação, de modo que o mais adaptado é selecionado

x⃗k+1 =

x⃗k se f(x⃗k) ≤ f(y⃗k)

y⃗k se f(y⃗k) < f(x⃗k)

. (3.5)

• Multi-membros (µ + λ): nesse caso, tem-se, inicialmente, µ indiv́ıduos em uma

geração, sendo produzida uma quantidade λ de novos indiv́ıduos por mutação ou

cruzamento. Ao fim de cada geração, são selecionados µ indiv́ıduos para a próxima

geração a partir de uma quantidade de µ+ λ indiv́ıduos.

• Multi-membros (µ, λ): a partir de λ indiv́ıduos, µ serão selecionados, sendo (λ ≥ µ).

Note que os procedimentos de selecionar os pais para cruzamento, realizar o cru-

zamento, realizar a mutação, selecionar os sobreviventes são repetidos durante um certo

número de gerações até que algum critério de parada seja satisfeito. Os critérios de parada

tipicamente utilizados estão tipicamente relacionados ao número de gerações e à estagnação

de um ı́ndice de melhoria conforme está mencionado nas Subseções 2.3.4, 3.4.7 e 3.5.3.



3. Algoritmos Evolutivos 48

Tendo o critério de parada sido satisfeito, o indiv́ıduo com melhor valor da função

fitness obtido ao longo do processo de busca é a solução do problema de otimização. É válido

relembrar aqui que, embora sejam técnicas úteis e, por isso, bastante difundidas no meio

cient́ıfico-tecnológico para a resolução de problemas, Algoritmos Evolutivos não garantem

que a solução ótima será encontrada. Dependendo da população inicial, dos parâmetros e

dos próprios aspectos aleatórios embutidos no algoritmo, pode ser que a população não

convirja para o ótimo global, encontrando, ao final do caminho, algum mı́nimo local. Tudo

isso tem a ver com as caracteŕısticas não determińısticas de algoritmos evolutivos que ficarão

ainda mais evidentes conforme detalharemos os processos e os operadores na sequência

do caṕıtulo. Problemas em que a a função objetivo apresenta platôs consideravelmente

grandes e muitos mı́nimos locais, tendem a evidenciar tais aspectos. Em geral, é importante

permitir que o algoritmo excursione bem a função objetivo, de forma a se conhecer as

várias bacias de atração. Somente após isso é recomendável a especialização da população

convergindo para o ótimo local dessa bacia que se espera ser o ótimo global do problema.

Para ilustrar o funcionamento de um algoritmo evolutivo, apresenta-se o seguinte exemplo.

Exemplo 3.3.1: Considere o problema de otimização com restrições que consiste em resolver

o seguinte problema de duas variáveis x⃗ = (x1,x2):

x⃗∗ = argmin
x⃗

f(x⃗) = 20 + x2
1 + x2

2 − 10cos(2πx1)− 10cos(2πx2) sujeito a x⃗ ∈ D,

D =

xm ∈ [− 5,12; 5,12], m = 1,2

∣∣∣∣∣ gi(x⃗) = sen(2πxi) + 0,5 ≤ 0, i = 1,2

hj(x⃗) = cos(2πxi) + 0,5 = 0, j = 1,2.

 .

Tal problema tem caracteŕıstica multimodal e apresenta um minimizador global em

(−1/3,− 1/3). Este problema consiste da Função de Rastringin em um contexto restrito,

sendo que essa função no contexto de problemas irrestritos será considerada no Caṕıtulo 5.

Um problema com restrições pode ser transformado em um problema irrestrito

considerando o método dos multiplicadores de Lagrange [17, 34]:

x⃗∗ = argmin
x⃗

f(x⃗) +
2∑

i=1

µimax (0,gi(x⃗)) +
2∑

i=1

λj |hj(x⃗)|

sujeito a xm ∈ [− 5,12; 5,12], m = 1,2, (3.6)

sendo que os parâmetros µi = 5 e λj = 5 para i, j = 1, 2, são conhecidos como multi-
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plicadores de Lagrange e penalizam, respectivamente, as restrições de desigualdade e de

igualdade. Note que, quando as restrições são satisfeitas as parcelas relativas a tais penali-

zações têm contribuição nula. Por outro lado, quanto mais essas condições são violadas,

maior se torna a contribuição dessas parcelas de penalização. Utilizou-se um AE com

codificação real, cruzamento aritmético, mutação como uma perturbação via distribuição

de probabilidade normal e preservação de um percentual dos mais bem adaptados. Além

disso, os meta-parâmetros Pc, α, Pm, σ⃗k, Nelt são adaptados dinamicamente. Na Figura

3.8, tem-se a evolução da população sobre as curvas de ńıvel do problema transformado

(3.6) ao longo de 100 gerações.

Figura 3.8: Evolução da população sobre as curvas de ńıvel do problema
transformado (3.6). Considera-se as 100 gerações de execução do AE
utilizado neste exemplo. Cada imagem retrata a população em um dos
estágios da evolução do algoritmo, especificamente, na k-ésima geração.

Em (a), tem-se k = 0; (b), k = 24; (c), k = 49 e (d), k = 99.

-5 0 5
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5
Individ. da Pop. Atual
Ótimo Global
Ótimo da Pop. Atual

(a)

-5 0 5

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

(b)

-5 0 5

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

(c)

-5 0 5

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

(d)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste AE, são realizadas 4000 avaliações da função objetivo, considerando uma

população de 40 indiv́ıduos por geração, ao longo de 100 gerações. Note, na Figura 3.8,

que os asteriscos pretos representam a população de indiv́ıduos que está distribúıda sobre
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a região de busca. Devido as seleções, cruzamentos e mutações, a população percorre

a região de busca ao longo das gerações, com objetivo de encontrar o ótimo global do

problema. Nas gerações iniciais, prevalecem os elementos geradores de diversidade de forma

a varrer as diversas bacias de atração. Na fase final do algoritmo, busca-se o refinamento

das soluções, assim, a população converge para o ótimo populacional que, neste caso, está

muito próximo do ótimo global. Além disso, perceba que caso a região de busca não fosse

adequadamente explorada na parte inicial do algoritmo, poderia se realizar o refinamento

das soluções em uma das bacias de atração que não contém o ótimo global do problema,

levando a convergência prematura para um ótimo local.

3.4 Algoritmos Genéticos

Algoritmos Genéticos (AGs) são algoritmos de otimização global pertencentes a

classe dos AEs que, baseados na Metáfora Fundamental da Computação Evolucionária

(Figura 3.7), buscam replicar os mecanismos da evolução biológica, sejam aqueles geradores

de variabilidade, sejam os mecanismos que visam a seleção dos mais adaptados. As primeiras

pesquisas que propuseram e utilizaram AGs para resolver problemas de otimização remetem

a década de 1970 e são atribúıdas a John Holland e seu grupo de pesquisa na Universidade

de Michigan. O objetivo inicial era simular e estudar o comportamento adaptativo dos

seres vivos. Após anos de pesquisa, os resultados e ideias desenvolvidos por Holland foram

gradualmente refinados, sendo publicados no importante livro para a área, Adaptation

in Natural and Artificial Systems [40]. Em 1989, David Goldberg, aluno de Holland,

popularizou o método ao resolver um problema complexo de engenharia que envolvia o

controle de transmissão de um gás em uma tubulação [54]. A partir de então, os algoritmos

tem sido utilizados em diversos problemas de otimização. Para Golberg[54], existem quatro

aspectos fundamentais que diferem os AGs dos métodos tradicionais de busca e otimização:

• AGs utilizam alguma codificação do conjunto de parâmetros, não trabalhando

diretamente com os próprios parâmetros;

• Ao invés de utilizar um único ponto, AGs utilizam uma população de pontos;

• AGs utilizam informações de custo/recompensa ao invés de derivadas da função

objetivo;
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• AGs utilizam regras de transição baseadas em aspectos probabiĺısticos e não deter-

mińısticos.

De forma geral, as seguintes operações são necessárias para se utilizar AGs na

resolução de problemas de otimização:

1. Codificação das variáveis do problema;

2. Geração da população inicial;

3. Avaliação da população;

4. Seleção dos indiv́ıduos para o cruzamento;

5. Cruzamento dos indiv́ıduos selecionados gerando uma população de filhos;

6. Mutação nestes indiv́ıduos;

7. Seleção dos sobreviventes para a próxima geração.

O AG proposto por Holland[40] ficou conhecido como AG Simples (AGS). Este algoritmo

possui as caracteŕısticas que estão sintetizadas na Tabela 3.2. A seguir, detalha-se tanto

cada um dos itens apresentados na tabela para o AGS, quanto formas alternativas impor-

tantes. Um comentário relevante é que o fato de AGs utilizarem versões codificadas das

variáveis dos problemas e não as próprias variáveis do problema é visto por alguns pesqui-

sadores da área como um purismo histórico, dado que alguns deles não necessariamente

aderem a tal regra. Nesse sentido, em muitos trabalhos recentes, utiliza-se codificação real

em algoritmos que são classificados como genéticos. Neste trabalho, opta-se por usar a

definição que tem raiz histórica, associando os AGs aos cromossomos dados em binário.

Tabela 3.2: Caracteŕısticas do AGS

Forma de Representação Codificação Binária

Operador de Recombinação Crossover de 1-ponto
Operador de Mutação Bit-Flip com baixa probabilidade

Seleção dos Pais Proporcional à Fitness (Roleta)
Seleção dos Sobreviventes Geracional
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3.4.1 Codificação das Variáveis do Problema

Em um algoritmo genético, cada indiv́ıduo é também chamado de cromossomo pos-

suindo uma codificação binária. Outra forma de codificação é conhecida como codificação

real e foi apresentada na Seção 3.3. O cromossomo é constitúıdo por um conjunto de genes,

sendo uma forma codificada de uma solução (ponto) do problema no espaço de busca. A

codificação é binária porque, em cada gene, os alelos podem apresentar somente os valores

1 ou 0. Como mencionado na Seção 3.3, para um problema descrito por m ∈ N variáveis,

um cromossomo é dado por x⃗k,n = (x̄1, x̄2, . . . , x̄m), em que x̄j é um gene que codifica a

j-ésima variável do problema, xj. Também é importante mencionar que x⃗k,n refere-se ao

n-ésimo cromossomo da população, presente na k-ésima geração. O gene x̄j é composto

por vj ∈ N alelos (bits), em que, nesta codificação, cada alelo pode apresentar apenas

valores binários, al ∈ {0,1}, l ∈ {0,1, . . . ,vj}, assim x̄j é um número binário

x̄j = (avj−1
avj−2

. . . a2a1a0)2, (3.7)

que pode ser representado em decimal a partir da conversão a seguir, com a qual tem-se a

equivalência relativa à j-ésima variável de decisão

xj = avj−1
· 2vj−1 + avj−2

· 2vj−2 + · · ·+ a1 · 21 + a0

=

vj−1∑
l=0

al · 2l. (3.8)

Para realizar o mapeamento do número binário x̄j (3.7), codificado com vj bits,

para a variável real Lj ≤ xj ≤ Uj, procedemos como se segue:

• Calculamos a distância entre dois valores adjacentes (ou precisão): ∆xj =
Uj − Lj

2vj − 1
;

• O valor xj que corresponde ao binário x̄j é dado por:

xj = Lj +∆xj

vj−1∑
l=0

al · 2l. (3.9)

Para exemplificar, considere o seguinte caso de 3 variáveis limitadas dentro do

conjunto dos reais: 0 ≤ x1, x2, x3 ≤ 2 e usaremos v1 = v2 = v3 = 5 bits para os três genes.

Assim, temos que:
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• (00000)2 mapeia 0;

• (11111)2 mapeia 2;

• Tem-se que a precisão é: ∆x1 = ∆x2 = ∆x3 =
2− 0

25 − 1
=

2

31
≈ 0,0645;

• Suponha que o primeiro indiv́ıduo da geração inicial (geração 0) tenha sido gerado

de forma aleatória e seja o cromossomo x̄0,1 = (10011,10000,00111)2, em que seus

genes são mapeados como se segue e a v́ırgula foi utilizada para separar os genes:

x̄1 = (10011)2 mapeia x1 = 0 +
2

31
(1 · 24 + 1 · 21 + 1 · 20) = 2

31
· 19 =

38

31
≈ 1,226,

x̄2 = (10000)2 mapeia x2 = 0 +
2

31
(1 · 24) = 2

31
· 16 =

32

31
≈ 1,032,

x̄3 = (00111)2 mapeia x3 = 0 +
2

31
(1 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20) = 2

31
· 7 =

14

31
≈ 0,452.

Assim, conclúımos que o cromossomo x⃗0,1 corresponde ao ponto
1

31
(38; 32; 14) no

espaço de busca.

Tendo sido apresentada a codificação binária, é importante, neste ponto do texto,

mencionar alguns problemas relacionados à esta forma de representação. Uma limitação

bem evidente ocorre quando os limites das variáveis de decisão são desconhecidos a priori,

assim, escolhas arbitrárias sobre tais limites deverão ser realizadas. Outra limitação está

relacionada à precisão: obviamente quanto maior o número de bits, melhor a acurácia

da representação o que, entretanto, irá ocasionar um aumento do custo computacional.

Além disso, a fixação de uma determinada precisão tende a ser uma escolha arbitrária

e que pode gerar impactos nos resultados obtidos pelo algoritmo. Por fim, um outro

problema é que uma pequena diferença entre valores no espaço fenot́ıpico pode significar

uma grande diferença entre esses valores no espaço genot́ıpico. Para exemplificar esse

fato, considere os valores 6, 7 e 8 no espaço fenot́ıpico. A distância entre os valores

extremos e o 7 são iguais: |8 − 7| = |6 − 7| = 1. Contudo, as representações binárias

desses valores quando codificados são: 6 = (0110)2, 7 = (0111)2 e 8 = (1000)2. A medida

de distância tipicamente utilizada para números no contexto binário em que ocorrem

operações de trocas de bits é conhecida como Distância de Hamming (dH), definida como

a quantidade de bits diferentes entre duas strings ou palavras binárias. Assim, note que

dH[(0110)2,(0111)2] = 1 e dH[(1000)2,(0111)2] = 4. Portanto, embora a distância entre 6 e

7 seja igual a distância entre 7 e 8 no espaço de fenótipos, o mesmo não ocorre no espaço
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genot́ıpico. Nesse sentido, a probabilidade de um operador de mutação que selecione

aleatoriamente alguns bits e os troque não é a mesma de, ao se partir de 7[(0111)2] chegar

em 6[(0110)2], quando se compara a troca de bits partindo de 7[(0111)2] para se chegar em

8[(1000)2]. Uma alternativa capaz de aliviar bastante este ponto fraco é o código de Gray.

Para mais detalhes, o leitor interessado é convidado a consultar Mathias e Whitley[55].

3.4.2 Seleção da População Inicial

Definida a codificação, é necessário selecionar os indiv́ıduos que irão compor a

população inicial. De forma genérica, a população que dá ińıcio a k-ésima geração é

representada como Xk = {x⃗k,i}Npop(k)
i=1 , onde 0 ≤ k < Nger. Tipicamente, a população

inicial X0 é constitúıda de Npop(0) vetores escolhidos aleatoriamente sobre o espaço de

busca, amostrando-se uma distribuição de probabilidade uniforme. Este tipo de seleção é

conhecido como seleção aleatória. Em se tratando de AGS, tem-se que a quantidade de

cromossomos da população não varia ao longo das gerações, de modo que a quantidade

inicial é preservada: Npop(k) = Npop(0),∀k. Portanto, definir a quantidade Npop(0) é

importante, visto que quando esta quantidade é pequena, existe uma tendência de não se

explorar de forma apropriada a região de busca, podendo o algoritmo ficar preso em algum

mı́nimo local. Entretanto, grandes tamanhos de população podem tornar o algoritmo

excessivamente lento devido ao aumento do custo computacional [56]. Por simplicidade,

no restante do caṕıtulo, para os casos em que Npop(k) for constante ao longo de todas as

gerações, trataremos esse parâmetro simplesmente como Npop. Tipicamente, este tamanho

é definido de forma emṕırica a partir de pré-simulações do algoritmo.

3.4.3 Seleção dos Pais

Nesse ponto, o objetivo é selecionar aqueles pais que irão participar do cruzamento.

A partir da população definida, é importante avaliar os indiv́ıduos de modo a compará-los

segundo algum critério de desempenho. Como em um problema de otimização mono-

objetivo temos a fitness f̄ , podemos ordenar os indiv́ıduos hierarquicamente medindo a

adaptação deles à esta função de custo. Assim, dados dois indiv́ıduos x⃗k,i e x⃗k,j, cujos

cromossomos são x̄k,i e x̄k,j, podemos calcular f̄(x̄k,i) e f̄(x̄k,j). Independentemente se o

problema de otimização consiste de minimização ou maximização, devemos lembrar que a

fitness é máxima para o indiv́ıduo mais bem adaptado, refletindo, portanto, um problema

de maximização. Assim, se f̄(x̄k,i) ≥ f̄(x̄k,j), classificamos x⃗k,i como mais ou igualmente
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adaptado em comparação a x⃗k,j. Caso contrário, dizemos que x⃗k,j está mais adaptado.

Nesse sentido, é importante que AGs repliquem o fato presente na evolução biológica de que

indiv́ıduos mais adaptados, apresentam maior probabilidade de reproduzirem. Lembrando

que esta maior probabilidade, não exclui os indiv́ıduos menos adaptados deste processo,

o que garante a presença do aspecto de diversidade no algoritmo. Na sequência, são

apresentadas algumas técnicas utilizadas nesses procedimentos.

Seleção Proporcional a Fitness

O AGS utiliza o operador conhecido como Seleção Proporcional a Fitness (SPF).

Dado o conjunto de pais candidatos Xk = {x⃗k,i}Npop(k)
i=1 , a probabilidade de seleção do

j-ésimo indiv́ıduo para o cruzamento, PS(x̄k,j), é dada por:

PS(x̄k,j) =
f̄(x̄k,j)∑Npop(k)

ℓ=1 f̄(x̄k,ℓ)
, (3.10)

em que é importante revisitar o fato que a fitness f̄ (3.1) é definida como não negativa e o

processo de minimizar a função objetivo f equivale a maximização de f̄ . Um problema

que pode surgir relacionado a este operador é a perda de pressão seletiva em um contexto

de indiv́ıduos que apresentam valores de fitness muito próximos. Neste cenário, existe a

tendência da seleção tornar-se meramente aleatória, a partir de uma distribuição uniforme.

Outro problema é a variação brusca de valores de probabilidade para versões deslocadas

da função de adaptação, obtidas ao se somar uma constante. A formulação dada em (3.1)

visa resolver os dois problemas, na medida em que as probabilidades foram calculadas a

partir de uma versão deslocada da função objetivo, por meio das subtrações dos termos

β(k) e β̄(k) (consultar Seção 3.3 para mais detalhes).

Por outro lado, um problema mais dif́ıcil de lidar envolvendo este operador é a

convergência prematura. Isso pode ocorrer devido ao fato de indiv́ıduos com altos valores de

fitness tenderem a se reproduzir com frequência bastante elevada, dominando rapidamente

toda a população. A técnica a seguir conhecida como Seleção por Roleta utiliza a ideia

de SPF. Por outro lado, após ser apresentada tal técnica, mostramos a seleção conhecida

como Torneio. Esta última técnica visa evitar o problema de convergência prematura que

pode ocorrer com a SPF.
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Seleção por Roleta

Uma forma de se utilizar a SPF ocorre no mecanismo conhecido como Seleção por

Roleta. Nesse operador, indiv́ıduos são mapeados para segmentos de reta cont́ıguos no

intervalo [0, 1]. O tamanho de um segmento associado ao ind́ıviduo x⃗k,j será proporcional

a probabilidade de seleção PS(x̄k,j) (3.10). Assim, obtém-se os limites dos segmentos

cont́ıguos:

a0 = 0;

ai = PS(x̄k,i) +
i−1∑
ℓ=1

PS(x̄k,ℓ), (3.11)

de modo que para j = 1, . . . ,Npop(k) − 1, o indiv́ıduo x⃗k,j está associado ao segmento

[aj−1,aj [ e o último indiv́ıduo da população x⃗k,Npop(k), está associado ao segmento [aNpop(k)−1,

aNpop(k)]. Assim, sorteando-se um valor r ∈ [0, 1], o indiv́ıduo cujo segmento contém r será

selecionado para ser um pai. Esse processo é análogo a girar uma roleta de um cassino

com um único ponto de seleção. Roda-se a roleta, então, uma quantidade de vezes igual a

quantidade de pais que deverão ser selecionados.

Seleção por Torneio

Esta estratégia tenta replicar o que ocorre no contexto de algumas espécies biológicas,

de modo que indiv́ıduos estabelecem uma disputa em que apenas o vencedor irá reproduzir.

Assim, um subconjunto de p ∈ N indiv́ıduos, com p ≥ 2, é selecionado aleatoriamente do

conjunto de candidatos Xk, sendo que apenas um dos indiv́ıduos será escolhido para o

cruzamento. Nesse sentido, o parâmetro p determina o tamanho do torneio e quanto maior

o valor de p, maior se torna a pressão seletiva, dado que isso aumenta a probabilidade

de indiv́ıduos mais adaptados serem sorteados. Basicamente, existem dois tipos de

torneios: determińıstico e probabiĺıstico. No torneio determińıstico, sempre o indiv́ıduo

mais adaptado é selecionado como vencedor dentre os p indiv́ıduos que disputaram o

torneio. Por outro lado, no torneio probabiĺıstico, pode-se sortear um número t, a partir

de uma distribuição de probabilidade, sendo t ∈ [0, 1]. A ideia é permitir que nem sempre

o mais adaptado vença o torneio, dependendo do valor de t quando comparado a uma

probabilidade de seleção do mais adaptado Ps(k) ∈ [0, 1[, sendo esta última definida pelo

projetista. Nesse contexto, se t < Ps(k), então se seleciona o pai mais adaptado. Caso
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contrário, será escolhido aleatoriamente um outro indiv́ıduo dentre os p− 1 restantes para

o cruzamento.

Essa estratégia apresenta a vantagem de ser computacionalmente eficiente, na

medida que não exige nem a ordenação da população de forma hierárquica, nem o cálculo

de medidas adicionais a priori, apenas o valor da fitness. Além disso, a seleção por

torneio ajuda a manter a diversidade na população, pois indiv́ıduos menos aptos também

apresentam probabilidade de serem selecionados como pais, mesmo no caso determińıstico.

3.4.4 Cruzamento

O processo de cruzamento ou crossover consiste em combinar os genes de indiv́ıduos

da população previamente selecionados, os pais, para gerar novos indiv́ıduos, os filhos. Um

meta-parâmetro importante nesse processo é a probabilidade de cruzamento Pc(k) ∈ [0, 1].

Essa medida determina quão provável será para que um par de pais selecionados seja

submetido à recombinação genética.

Basicamente, existem duas maneiras de utilizar a informação da probabilidade de

cruzamento Pc(k) ∈ [0, 1] para geração dos filhos. Uma maneira consiste em determinar

o número de cruzamentos Nc(k) ∈ N, por meio desta probabilidade Nc(k) = PcNpop(k).

Assim, a partir deste número são selecionados 2Nc(k) pais para cruzamento segundo

alguma técnica conforme as apresentadas na Seção (3.4.3). A segunda maneira consiste

em se sortear um número t aleatoriamente no intervalo [0,1[. Se t < Pc(k), então 2 filhos

serão gerados via crossover dos pais. Caso contrário, os filhos serão simplesmente cópias

dos pais.

Tipicamente, AGs utilizam valores altos para a probabilidade de cruzamentos,

Pc(k) ∈ [0,6; 0,9]. Cada uma das posśıveis formas de realizar a combinação dos genes

caracteriza um tipo de cruzamento, sendo os principais apresentados a seguir.

Crossover de 1 ponto de corte

Este tipo de cruzamento é realizado pelo AGS, sendo portanto aplicado para

a codificação binária. Na k-ésima iteração, são selecionados 2Nc(k) pais, dado que o

cruzamento de 2 pais gera 2 filhos. Consideremos o crossover de 1 ponto de corte para os

pais previamente selecionados, x⃗k,r e x⃗k,s. Cada indiv́ıduo está associado a um cromossomo

da forma (x̄1, x̄2, . . . , x̄m), sendo que para para cada gene x̄j composto por vj bits, considere
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os seguintes genes dos pais x⃗k,r e x⃗k,s, respectivamente

x̄j,r = (aj,vj−1
aj,vj−2

. . . aj,2aj,1aj,0)2,

x̄j,s = (bj,vj−1
bj,vj−2

. . . bj,2bj,1bj,0)2, (3.12)

em que aj,ℓ,bj,ℓ ∈ {0,1}, ℓ ∈ {0,1, . . . ,vj}. Este método consiste em sortear aleatoriamente

um número natural q no intervalo [1, v1+ v2+ · · ·+ vm− 1] que será um ponto de corte nos

cromossomos dos pais. Sendo o número q a posição no cromossomo, é posśıvel mapeá-la

para uma posição p no gene xj . Assim, os cromossomos dos filhos serão gerados por meio de

trocas das caudas entre os cromossomos pais considerando aquele ponto sorteado, de modo

que os genes dos cromossomos dos filhos y⃗k,r e y⃗k,s serão determinados, respectivamente,

como se segue

(x̄1,r, x̄2,r, . . . , x̄j−1,r,x̄j,r′ , x̄j+1,s, . . . ,x̄m,s)

(x̄1,s, x̄2,s, . . . , x̄j−1,s,x̄j,s′ , x̄j+1,r, . . . ,x̄m,r)

de modo que os genes x̄j,r′ e x̄j,s′ são produzidos a partir das misturas dos códigos genéticos

de ambos os indiv́ıduos

x̄j,r′ = (avj−1
avj−2

. . . ap+1apbp−1 . . . b2b1b0)2,

x̄j,s′ = (bvj−1
bvj−2

. . . bp+1bpap−1 . . . a2a1a0)2. (3.13)

Para tornar mais claro como ocorre este cruzamento, um exemplo é apresentado na

Figura 3.9. Note que os genes de cada um dos filhos possuem partes do código genético de

ambos os pais, sendo que o ponto de corte determina as partes que virão de um dos pais e

aquelas que virão do outro.

Crossover de n pontos de corte

Este tipo de cruzamento é uma forma generalizada do cruzamento anterior. O

primeiro passo é definir o número n ∈ N de pontos de corte. A seguir, são selecionados

uma quantidade de n naturais no intervalo [1, vj − 1], sendo eles: p1, p2, . . . , pn−1, pn.

Assim, de forma similar ao que ocorre para 1 ponto de corte, são estabelecidos cortes nos

genes dos pais sorteados separando-os em partes, de modo que os filhos são gerados a

partir de trocas alternadas entre as partes.
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Figura 3.9: Exemplo de Crossover com 1 ponto de corte.

Fonte: Elaborada pelo Autor.

A Figura 3.10 apresenta um exemplo para n = 4 pontos de corte. Note que os

pontos de corte determinam as alternâncias das partes dos códigos de cada pai que serão

recebidos pelos filhos.

Figura 3.10: Exemplo de Crossover com n = 4 pontos de corte.

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Crossover uniforme

Este tipo de cruzamento funciona como se lançássemos uma moeda para cada alelo

do genótipo e, caso o resultado seja “cara” (K) será preservado o alelo do primeiro pai

para o genótipo do primeiro filho. Por outro lado, caso o resultado seja “coroa” (C) será

preservado o alelo do segundo pai para composição do genótipo do primeiro filho. Por fim,
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o segundo filho é obtido como uma cópia inversa dos alelos do primeiro filho. Matemati-

camente, sejam os pais x⃗k,r e x⃗k,s cujos cromossomos são dados por (x̄r,1, x̄r,2, . . . , x̄r,m)

e (x̄s,1, x̄s,2, . . . , x̄s,m), em que r e s são valores distintos, r, s ∈ {1, . . . ,Npop(k)}, e irão

gerar o t-ésimo descendente y⃗k,t cujo cromossomo é (ȳt,1, ȳt,2, . . . , ȳt,m), t ∈ {1, . . . ,Nc(k)},

de modo que o i-ésimo alelo é obtido como se segue

ȳt,i =

x̄s,i se ri ≤ 0,5

x̄r,i se ri > 0,5

, (3.14)

sendo que ri ∈ [0,1] é sorteado a partir de uma distribuição uniforme. A Figura 3.11

apresenta um exemplo deste tipo de procedimento.

Figura 3.11: Exemplo de Crossover Uniforme.

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Crossover por variável

No crossover por variável, aplica-se o cruzamento de 1 ponto de corte limitado a

cada gene em espećıfico que mapeia cada uma das variáveis, ao invés de se realizar o

procedimento considerando o genótipo por completo. Sendo assim, atribui-se um ponto de

corte para cada variável de decisão. Consideremos os pais previamente selecionados, x⃗k,r e

x⃗k,s. Para cada gene x̄j composto por vj bits, considere os seguintes genes dos pais x⃗k,r e
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x⃗k,s, respectivamente

x̄j,r = (avj−1
avj−2

. . . a2a1a0)2,

x̄j,s = (bvj−1
bvj−2

. . . b2b1b0)2, (3.15)

em que aℓ,bℓ ∈ {0,1}, ℓ ∈ {0,1, . . . ,vj}. Este método consiste em sortear aleatoriamente

um número natural p no intervalo [1, vj − 1] que será um ponto de corte nos cromossomos

dos pais. Os genes dos filhos serão gerados por meio de trocas das caudas entre os dois

genes pais considerando aquele ponto sorteado, de modo que os genes dos filhos y⃗k,r e y⃗k,s

serão determinados como se segue

ȳj,r = (avj−1
avj−2

. . . ap+1apbp−1 . . . b2b1b0)2,

ȳj,s = (bvj−1
bvj−2

. . . bp+1bpap−1 . . . a2a1a0)2. (3.16)

Para tornar mais claro como ocorre este cruzamento, apresenta-se um exemplo na

Figura 3.12. Note que os genes de cada um dos filhos possuem partes do código genético

de ambos os pais, sendo que o ponto de corte determina as partes que virão de um dos

pais e aquelas que virão do outro.

Figura 3.12: Exemplo de Crossover por Variável considerando um indiv́ıduo
com 3 genes de 4 alelos. Considere que os pontos de corte sorteados sejam

3, 1 e 2, respectivavemnte para os genes 1, 2 e 3.

Fonte: Elaborada pelo Autor.
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3.4.5 Mutação

O processo de mutação consiste em inserir novas informações de forma aleatória

no código genético de indiv́ıduos da população previamente selecionados, para gerar

novos indiv́ıduos, os filhos mutantes. Um meta-parâmetro importante nesse processo é a

probabilidade de mutação Pm(k) ∈ [0,1]. Essa medida determina quão provável será para

que um indiv́ıduo selecionado seja submetido à mutação genética. Tipicamente,

1

Npop(k)
≤ Pm(k) ≤

1

ℓ

em que ℓ = v1 + v2 + · · ·+ vm é o tamanho do cromossomo de m genes, dado que vj é o

tamanho do j-ésimo gene.

Basicamente, existem três maneiras de utilizar a informação da probabilidade de mu-

tação Pm(k) ∈ [0, 1] para geração dos filhos mutantes. Uma maneira consiste em determinar

o número de mutações Nm(k) ∈ N, por meio desta probabilidade: Nm(k) = PmNpop(k).

Assim, a partir deste número são selecionados aleatoriamente segundo alguma distribuição

de probabilidade Nm(k) pais para mutação. Em seguida, para cada pai, sorteia-se o bit

a ser alterado. A segunda maneira consiste em se sortear um número t aleatoriamente

no intervalo [0,1[ para cada indiv́ıduo da população. Se t < Pc(k), então o indiv́ıduo

sofrerá mutação sendo um de seus bits escolhidos aleatoriamente; em caso contrário, o

indiv́ıduo não sofrerá mutação. A outra forma consiste em se determinar o número médio

de mutações para cada indiv́ıduo como ℓPm e assim selecionar este número de bits que

serão alterados.

A forma de mutação t́ıpica da codificação binária é conhecida como Bit-Flip, em

que se troca cada alelo segundo a probabilidade Pm(k) considerando alguma das formas

de seleção apresentadas no parágrafo anterior. A alteração do alelo é simplesmente uma

inversão de valor binário: se o alelo vale 0, então ele é trocado para 1; e caso o valor seja 1,

este será trocado para 0. A Figura 3.13 apresenta um exemplo de mutação considerando

um indiv́ıduo de 10 bits e Pm = 30%.

3.4.6 Seleção dos Sobreviventes

Ao final de uma geração, é importante selecionar os indiv́ıduos que irão sobreviver

para a geração seguinte. Este processo é conhecido como seleção dos sobreviventes ou

substituição. Sendo µ, o tamanho da população e λ, o número de descendentes, tem-se
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Figura 3.13: Exemplo de Mutação Bit-Flip considerando um indiv́ıduo
com um total de 10 bits. Considerando Pm = 30%, em média 3 de cada
10 bits serão selecionados para mutação. Neste exemplo, após um sorteio

aleatório, os alelos das posições 3, 5 e 9 sofreram mutação.

Fonte: Elaborada pelo Autor.

como modelos de população:

Modelo Geracional (µ = λ): cada indiv́ıduo vive por exatamente uma geração, sendo

todos os pais substitúıdos pelos descendentes.

Modelo de Estado Estacionário (Steady-State) (µ > λ): apenas uma parte dos pais é

substitúıda pelos λ descendentes, seguindo algum critério baseada em idade ou

adaptação.

Assim, as duas principais abordagens de substuição são:

Substituição Baseada em Idade: os indiv́ıduos são substitúıdos conforme a sua idade. No

modelo geracional, todos os pais são substitúıdos pelos descendentes e no modelo

de Steady-State a parte dos pais que será substitúıda pode ser escolhida de forma

aleatória ou o processo pode envolver uma fila do tipo First-in-First-Out (Primeiro

a entrar, primeiro a sair).

Substituição Baseada em Fitness: todos os λ descendentes são inclúıdos, de modo que a

medida de adaptação é utilizada para decidir quais dos µ pais serão substitúıdos.

A decisão pode ser baseada em métodos de SPF, Torneio ou mantendo µ melhores

indiv́ıduos considerando toda a população de pais e descendentes.
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3.4.7 O Algoritmo Genético Simples

Considerando os principais aspectos mencionados de forma geral para AGs, apresenta-

se a estrutura do Algoritmo Genético Simples na Figura 3.14.

Figura 3.14: Fluxograma do AGS.

Fonte: Elaborada pelo Autor.

A população inicial da geração k = 0, X0, é gerada de forma aleatória sobre o

espaço de busca (Subseção 3.4.2). Em seguida, para cada geração k, a população Xk é

avaliada por meio da fitness, de modo que um subconjunto de pais é selecionado via roleta

considerando a informação dada pela probabilidade de cruzamento Pc (Subseção 3.4.4).

Sobre os pais selecionados, aplica-se o cruzamento de 1 ponto de corte (Subseção 3.4.4), de

modo que a população de filhos Yk é produzida. Em seguida, aplica-se a mutação sobre o

conjunto Yk, considerando o processo de Bit-Flip (Subseção 3.4.5), produzindo o conjunto

de filhos que incluem indiv́ıduos mutantes e não mutantes, Zk. Por fim, avança-se a geração,

fazendo k = k + 1, e substitúımos os pais pelos descendentes, Xk = Zk−1 (Subseção 3.4.6).

3.5 Evolução Diferencial

Algoritmos de Evolução Diferencial (ED) são AEs que, ao invés de replicar o processo

da evolução biológica em todos os passos, inserem formas alternativas de cruzamento

e mutação. A ideia fundamental presente neste algoritmo é gerar cada novo indiv́ıduo

selecionando-se um indiv́ıduo da população ao qual será adicionado a diferença entre outros
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indiv́ıduos da população ponderada por um fator positivo [6].

Visando tornar a notação aqui apresentada o mais próxima posśıvel da notação

previamente utilizada neste trabalho, optou-se por usar uma notação própria neste ponto

do texto que reaproveita o que já foi apresentado no restante do caṕıtulo. A ideia é evitar

a inserção de uma nova notação para o leitor. É importante mencionar que, como as

diversas sub-áreas da Computação Evolucionária desenvolveram-se de forma independente,

tipicamente as notações também se diferenciam bastante.

Diferentemente de AGs, eles utilizam a codificação real, de modo que cada indiv́ıduo

chamado de vetor, mapeia diretamente as variáveis do problema. Nesse sentido, consi-

deremos no vetor x⃗k,n = (x1, x2, . . . , xm), tem-se que cada uma das variáveis de decisão

xj, j ∈ {1, . . . ,m} estão mapeadas. O algoritmo é iniciado de modo que a população de

Npop indiv́ıduos seja escolhida aleatoriamente sobre o espaço de busca conforme descrito

na Subseção 3.4.2.

3.5.1 Mutação Diferencial

Na k-ésima iteração, 0 ≤ k < Nger, serão produzidos Npop indiv́ıduos via mutação

diferencial, um processo fundamental para geração de diversidade em algoritmos do

tipo DE. Assim, para produzir o p-ésimo indiv́ıduo, p ∈ {1, . . . ,Npop} via mutação,

consideremos: o indiv́ıduo mais bem adaptado da população x⃗k,o e sejam os indiv́ıduos

escolhidos aleatoriamente de modo a serem distintos entre si, x⃗k,r, x⃗k,s e x⃗k,t, sendo que os

ı́ndices r, s, t, o ∈ {1, . . . ,Npop}. Dois deles serão utilizados para se obter uma diferença

x⃗k,s − x⃗k,t que, multiplicada por um fator de escala F > 0, tem-se o termo denotado

como diferença ponderada, F (x⃗k,s − x⃗k,t). Tal diferença ao ser adicionada ao terceiro vetor

selecionado ou ao melhor vetor da população, produz um novo vetor conhecido como vetor

doador ou modificado z⃗k+1 que será utilizado na iteração k + 1 [6]:

z⃗k+1,p = x⃗k,r + F (x⃗k,s − x⃗k,t)

ou

z⃗k+1,p = x⃗k,o + F (x⃗k,s − x⃗k,t). (3.17)

Assim, é importante que Npop ≥ 4 e F ∈ [0, 2], permitindo-se controlar a amplitude

das perturbações que serão aplicadas. Uma abordagem alternativa é utilizar duas diferenças

ponderadas, aumentando o aspecto de diversidade, desse modo, deverão ser selecionados
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os indiv́ıduos distintos entre si x⃗k,r, x⃗k,s, x⃗k,t, x⃗k,u e x⃗k,v:

z⃗k+1,p = x⃗k,r + F · (x⃗k,s − x⃗k,t + x⃗k,u − x⃗k,v)

ou

z⃗k+1,p = x⃗k,o + F · (x⃗k,s − x⃗k,t + x⃗k,u − x⃗k,v), (3.18)

em que r, s, t, u, v, o ∈ {1, . . . ,Npop}, de modo que, exceto o que denota o ı́ndice do melhor

indiv́ıduo, os outros são escolhidos aleatoriamente, sendo Npop ≥ 6.

3.5.2 Cruzamento

No cruzamento, tem-se como objetivo aumentar a diversidade dos indiv́ıduos

que sofreram mutação. Utiliza-se neste processo um procedimento bastante similar ao

Cruzamento Uniforme apresentado na Subseção 3.4.4. Para cada p ∈ {1, . . . ,Npop}, o

vetor doador z⃗k+1,p = (zp,1, zp,2, . . . , zp,m) obtido da mutação diferencial é misturado com

as componentes de outro vetor que é selecionado aleatoriamente e é chamado vetor alvo

x⃗k+1,d = (xd,1, xd,2, . . . , xd,m), d ∈ {1, . . . ,Npop}, para gerar um novo vetor conhecido como

vetor tentativa ou vetor experimental de acordo com a probabilidade de cruzamento Pc,

y⃗k+1,p = (yp,1, yp,2, . . . , yp,m) em que o i-ésimo componente do vetor é obtido como se segue

yp,i =

zp,i se rp,i ≤ Pc

xd,i se rp,i > Pc

, (3.19)

sendo que rp,i ∈ [0, 1] é obtido amostrando-se uma distribuição uniforme. Após o cruza-

mento, caso a i-ésima componente do vetor experimental esteja fora da região de busca,

fazemos as correções reinserindo-as nos limites da região de busca

yp,i =

Ui se yp,i > Ui

Li se yp,i < Li

, (3.20)

lembrando que cada variável xj está limitada em um intervalo dado por Lj ≤ xj ≤ Uj.

O cruzamento (3.19) é conhecido na literatura de ED como cruzamento binomial.

Uma alternativa também utilizada em algoritmos ED é o que se entende por cruzamento

exponencial. Nesse caso, as componentes do vetor experimental são dadas pelas compo-

nentes do vetor doador enquanto o número randômico for menor ou igual a Pc. Para o
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número randômico de valor maior que Pc, as componentes seguintes virão do vetor alvo.

Assim, suponha que para 1 ≤ i < q, em que q ∈ {1, . . . ,m}, obteve-se em q um número

randômico de valor superior a probabilidade de cruzamento, rq,i > Pc, e, assim, o vetor

experimental deverá ser dado por

y⃗k+1,p = (zp,1, zp,2, . . . , zp,q−1, zp,q, xd,q+1, xd,q+2, . . . , xd,m−1, xd,m). (3.21)

3.5.3 Seleção

Neste procedimento, objetiva-se selecionar os sobreviventes para a próxima gera-

ção. Note que, neste ponto, partiu-se de uma população de Npop pais dos quais foram

produzidos Npop filhos, após os operadores de mutação e cruzamento. Assim, para cada

p ∈ {1, . . . ,Npop}, tem-se a seleção conforme se segue, considerando o problema de minimi-

zação

x⃗k+1,p =

y⃗k+1,p se f(y⃗k+1,p) < f(x⃗k,p)

x⃗k,p se f(y⃗k+1,p) ≥ f(x⃗k,p)

, (3.22)

ou seja, caso caso o custo do vetor experimental gere algum benef́ıcio em relação ao vetor

alvo, tem-se a substituição do vetor alvo pelo experimental na próxima geração. Caso

contrário, é permitido ao vetor alvo avançar a próxima geração. O processo iterativo

continua até que algum critério de parada seja alcançado. Tipicamente, um dos critérios

de parada que é utilizado se refere ao número de gerações máximo (0 ≤ k < Nger) para

execução do algoritmo. Outro critério também bastante utilizado relaciona-se à estagnação

de um ı́ndice de melhoria dado por
∣∣fk+1

min − fk
min

∣∣ < ϵ. Neste ı́ndice, fk
min indica o menor

valor da função objetivo obtido na k-ésima geração e o parâmetro ϵ é utilizado para

determinar o limite de estagnação que será utilizado como critério de parada.

3.5.4 Parâmetros em Evolução Diferencial

De forma geral, um algoritmo do tipo ED apresenta três parâmetros fundamentais:

o fator de escala F , o tamanho da população Npop e a probabilidade de cruzamento

Pc. Orientações e recomendações de caráter emṕırico propostas para esses algoritmos

incluem [6, 8]:

• A população inicial deve ser gerada de forma a se espalhar bem ao longo da região
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de busca.

• A prinćıpio usar Pc < 0,5 e caso existam dificuldades de convergência adotar

Pc ∈ [0,8; 1].

• De forma geral, tende-se a escolher Np = 10m, em que m é o número de variáveis do

problema.

• Normalmente, escolhe-se F ∈ [0,5; 1].

• Quanto maior for o valor de Npop menor deverá ser o valor F .

3.5.5 Estratégias em Evolução Diferencial

Como uma famı́lia de algoritmos, existem diversas variações que podem estar

presentes em algoritmos caracterizados como ED. Basicamente, utiliza-se se a notação

ED/a/b/c para descrever tais posśıveis variações, de modo que:

• a: especifica qual vetor será perturbado, podendo ser rand, em que um vetor é

escolhido de forma aleatória, ou best, escolhe-se o vetor mais adaptado da população.

Existem variações como current-to-best e current-to-pbest que serão apresentadas

adiante.

• b: especifica o número de diferenças ponderadas que não consideram o indiv́ıduo

atual e, portanto, são usadas para a perturbação – uma conforme (3.17) ou duas,

(3.18).

• c: denota o tipo de cruzamento que pode ser binomial (bin) ou exponencial (exp).

Em geral, o tipo de cruzamento mais utilizado é o binomial, sendo que as principais

estratégias, desconsiderando o cruzamento são apresentadas a seguir [57, 58, 59]. A notação

e os termos utilizados foram detalhados na Subseção 3.5.1.

1. Estratégia ED/rand/1, em que os ı́ndices r, s, t denotam elementos aleatoriamente

selecionados dentro da população e F > 0 é o fator de escala

z⃗k+1,p = x⃗k,r + F (x⃗k,s − x⃗k,t).
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2. Estratégia ED/rand/2, em que ocorrem duas diferenças ponderadas, sendo que os

ı́ndices r, s, t, u, v novamente denotam elementos aleatoriamente selecionados dentro

da população

z⃗k+1,p = x⃗k,r + F (x⃗k,s − x⃗k,t + x⃗k,u − x⃗k,v).

3. Estratégia ED/best/1 em que o ı́ndividuo ótimo de ı́ndice o é perturbado por apenas

uma diferença

z⃗k+1,p = x⃗k,o + F (x⃗k,s − x⃗k,t).

4. Estratégia ED/best/2 em que o ı́ndividuo ótimo de ı́ndice o é perturbado considerando

duas diferenças ponderadas

z⃗k+1,p = x⃗k,o + F (x⃗k,s − x⃗k,t + x⃗k,u − x⃗k,v).

5. Estratégia ED/current-to-best/1, em que i denota o indiv́ıduo atual da população,

sendo a estratégia realizada para todos os indiv́ıduos da população

z⃗k+1,p = x⃗k,i + F (x⃗k,o − x⃗k,i + x⃗k,s − x⃗k,t).

6. Estratégia ED/current-to-best/2: em que são utilizadas duas diferenças ponderadas,

desconsiderando a diferença relativa ao ind́ıviduo atual

z⃗k+1,p = x⃗k,i + F (x⃗k,o − x⃗k,i + x⃗k,s − x⃗k,t + x⃗k,u − x⃗k,v).

7. Estratégia ED/current-to-pbest/1, em que pbest denota um indiv́ıduo aleatoriamente

escolhido entre os P% mais adaptados da população, onde P é um parâmetro definido

pelo usuário

z⃗k+1,p = x⃗k,i + F (x⃗k,pbest − x⃗k,i + x⃗k,s − x⃗k,t).

Portanto, este caṕıtulo apresentou as bases sobre computação evolucionária e AEs,
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de modo a proporcionar ao leitor uma visão geral e resumida sobre o assunto, devido ao fato

de esse campo de estudo ser bastante extenso e apresentar uma quantidade considerável

de variações em seus algoritmos. O leitor interessado em mais detalhes e profundidade

é convidado a estudar as seguintes referências: [6, 8, 50, 56, 57, 58, 59, 60]. O caṕıtulo

seguinte situa o presente trabalho no contexto de trabalhos correlatos já desenvolvidos e

aspectos educacionais inerentes ao produto educacional que será apresentado no Caṕıtulo 5.



4 Trabalhos Correlatos e Aspectos

Educacionais

No Caṕıtulo 1, buscamos discutir a relevância de se fazer pesquisa considerando os

eixos principais de intersecção deste trabalho: Otimização, Algoritmos, AEs e gamificação,

para o ensino básico. O presente caṕıtulo visa aprofundar essa discussão em sintonia com

o arcabouço literário de pesquisas, sejam elas desenvolvidas no PROFMAT ou fora dele.

Na sequência do caṕıtulo, tem-se a divisão em seções, de modo que cada seção se

refere a um eixo principal em que esta pesquisa está inserida. Quanto à parte referente

ao PROFMAT, as pesquisas foram realizadas considerando o Banco de Dissertações do

programa1, utilizando o t́ıtulo de cada seção como palavra de busca para a pesquisa ou

algum termo similar, conforme será mencionado adiante.

4.1 Otimização

Como AEs são ferramentas dedicadas à resolução de problemas de otimização, a

primeira parte dos trabalhos correlatos que serão apresentados neste caṕıtulo referem-se a

tal termo. As pesquisas foram feitas no dia 12/06/2022, considerando os trabalhos que

possuem o termo otimização no t́ıtulo e estão presentes no Banco de Dissertações do

PROFMAT. No momento mencionado, foram encontrados 64 registros. Nesse sentido,

percebemos que, nos últimos anos, a otimização tem sido objeto recorrente de pesquisa

no âmbito da educação básica dentro do programa, sendo que alguns dos trabalhos têm

apresentado estratégias didáticas envolvendo o assunto. Devido a quantidade considerável

de trabalhos, utilizamos como critério para selecionar os trabalhos a serem aqui tratados,

os oito trabalhos mais recentes que deixassem claro o foco no ensino básico, dado que esse

é um aspecto relevante da presente pesquisa. Além disso, buscamos também por trabalhos

que realizassem abordagens que se distinguissem seja pelos métodos, pela formulação, pelo

1https://profmat-sbm.org.br/dissertacoes/
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uso de ferramentas como calculadora, ou apenas papel e lápis na execução de algoritmos ou

ainda softwares variados. O objetivo foi conseguir capturar trabalhos recentes com maior

diversidade de abordagens, de modo a se perceber um contexto geral de pesquisa sobre o

tema da otimização. Nesse contexto, percebemos o uso massivo do software GeoGebra, de

modo que selecionamos apenas dois trabalhos que focaram no uso dessa ferramenta.

Na dissertação proposta por Castro[61], mostra-se que problemas de otimização são

comuns no cotidiano, aparecendo, por exemplo, na minimização de custos. O trabalho

teve como foco a elaboração de uma sequência didática para os alunos da terceira série do

Ensino Médio. Embora a proposta não tenha sido aplicada, essa questão foi colocada como

uma possibilidade futura de trabalho. Argumentou-se que a abordagem desenvolvida no

corpo do trabalho das estratégias para a resolução de problemas são essenciais e devem ser

ministradas aos alunos do Ensino Médio para que eles possam consolidar as habilidades

espećıficas do ensino, conforme mencionado na BNCC. Além disso, também é mencionado

que formular, resolver problemas e criar soluções com base nos conhecimentos das diferentes

áreas é uma competência essencial para a formação dos alunos no intuito de despertar

o interesse pela área de Matemática. Por fim, o autor se dedicou a fazer considerações

sobre como o PROFMAT impactou positivamente sua atuação profissional. O produto

educacional foi uma sequência didática composta de 4 atividades no contexto de otimização

em que se utilizou apenas a função quadrática como base.

Fernandes[62] trabalha em sua dissertação a Resolução de Problemas, a partir da

Modelagem Matemática, que é uma ferramenta eficaz na tomada de decisão. Em particular,

o trabalho considera a abordagem de situações-problema com dados incertos, a partir de

técnicas de Otimização sob Incerteza. O objetivo é ressaltar a relevância do ensino de

estat́ıstica, probabilidades, álgebra e geometria na Educação Básica. Em tal trabalho,

propõe-se duas partes: a abordagem teórica, sempre utilizando problemas como ponto de

partida para a generalização, com foco no aprofundamento dos conteúdos necessários para

a otimização com dados incertos e o desenvolvimento do estudo voltado aos alunos do

ensino básico, revendo e ampliando conceitos abordados no Ensino Médio. No decorrer

da dissertação houve uma preocupação de abordar problemáticas que discorressem sobre

questões aplicadas, agregando competências que enfatizassem os conceitos probabiĺısticos

os quais permeiam o cotidiano. Nesse sentido, visou-se distanciar dos jogos de azar, que

podem dar uma interpretação enviesada dos conceitos de probabilidade e sua aplicabilidade.
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Pretende-se como proposta futura preparar um material a partir das propostas apresentadas,

com o objetivo de realizar atividades com os alunos. Sobre o produto educacional, tem-se

que a própria dissertação apresenta diversas situações-problema de otimização envolvendo

o contexto aleatório. É importante reiterar que não foi apresentada uma proposta didática.

O trabalho de Saldanha[63] tem como objetivo apresentar três estratégias para

a resolução de problemas de otimização, envolvendo alguns conceitos geométricos como

áreas de figuras planas e volume de sólidos geométricos. São abordadas duas estratégias

de resolução, uma com o uso de valores de máximos e mı́nimos de uma função quadrática

e, posteriormente, outra, através do uso da desigualdade das médias. A terceira estratégia,

abordando problemas de caráter geométrico, utiliza os teoremas do Cálculo que consideram

máximos e mı́nimos. Para o trabalho, utilizou-se como metodologia, a pesquisa bibliográfica.

Por meio dessa pesquisa, concluiu-se que, apesar dos três artif́ıcios apresentados, o cálculo

toma grande importância para a resolução desse tipo de problema, já que existe uma grande

quantidade de situações que não podem ser resolvidas através da desigualdade das médias,

nem com o uso da função quadrática. Ademais, as estratégias apresentadas podem ser

abordadas no Ensino Médio, visto que formular e resolver problemas e criar soluções com

base nos conhecimentos das diferentes áreas é uma das competências gerais da educação

básica de acordo com a BNCC. Nesse sentido, o estudo dos problemas de otimização trata

de conteúdos importantes próprios da educação como básica, tais como o estudo de função

quadrática, os conceitos de média aritmética, média geométrica e noções geométricas.

Além disso, aborda-se também conceitos que vão além do ensino básico relacionados ao

cálculo de limites e derivadas, que apesar de não serem inclúıdos por muitos professores,

no Ensino Médio, poderiam ser apresentados de forma simples e modesta no contexto

do estudo das funções. Conclui-se que, apesar dos três artif́ıcios apresentados, o cálculo

toma grande importância para a resolução desse tipo de problema, já que existem várias

situações-problema que não podem ser resolvidas através da desigualdade das médias,

nem com o uso dos valores de máximo e mı́nimo de uma função quadrática. O autor

almeja que o trabalho possa servir de apoio a professores que desejem ampliar os seus

conhecimentos pela área abordada ou utilizar em seu planejamento didático para as aulas

de Matemática a fim de que possam desenvolver em seus alunos a capacidade de resolver

problemas de otimização. Sobre o produto educacional tem-se a apresentação de diversas

situações-problema de otimização, mesmo que não tenha sido elaborada uma proposta
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didática propriamente dita.

A dissertação de Sena[64] apresenta uma proposta de resolução de problemas de

otimização linear através do método geométrico com a utilização do GeoGebra. Inicial-

mente, realiza-se uma fundamentação teórica, apresentando tópicos de otimização linear

e mostrando caracteŕısticas da formulação matemática e teoremas que fundamentam o

método geométrico. O desafio de reinventar e contribuir de forma significativa para o

ensino da matemática formaram o ponto inicial do trabalho. Foram dados subśıdios para

professores com a resolução desses problemas através do método geométrico, com diversas

aplicações e conteúdos que podem ser explorados no Ensino Médio. Argumenta-se que

contemplar a resolução de problemas com modelos de otimização através da resolução

geométrica provoca o caráter formativo e o status como ciência que a Matemática possui.

Segundo o autor, o aux́ılio do GeoGebra foi fundamental para se trabalhar com problemas

em três dimensões. O autor conclui que o software vem facilitar a visualização geométrica

e ser aliado no propósito de despertar o caráter investigativo e desafiador através da

resolução de problemas. Por fim, é feita uma sequência de resolução e discussão passo

a passo de problemas propostos. O produto educacional consiste de uma sequência de

exerćıcios de programação linear, incluindo a resolução detalhada, com o uso do GeoGebra

para fins didáticos.

Nascimento[65] produziu um catálogo de sequências didáticas envolvendo otimização

no contexto geométrico, desde problemas clássicos até um jogo criado pelo autor, visando

alcançar estudantes do Ensino Básico, para estimular um primeiro contato com a otimização

por meio do ensino da Geometria do Ensino Básico. Para instigar o interesse sobre

otimização, o autor utiliza-se do ensino da geometria, introduzindo as ideias através

de propostas de sequências didáticas que envolvem a confecção de um jogo e também

uma história em quadrinhos. Sobre as sequências didáticas, o autor argumenta que

elas são adaptáveis a diferentes ńıveis do ciclo básico, interativas, variadas, propositivas,

contextualizadas e acesśıveis em todos os sentidos, com estrutura processual completa de

aplicação e avaliação, prontas para serem executadas. Um dos maiores empecilhos destacado

foi não encontrar registros de tentativas anteriores de uma conexão tão contextualizada e

facilitadora entre a aplicação da otimização no contexto geométrico e a Educação Básica.

O autor também apresenta a pretensão tanto em aplicar as sequências didáticas em

trabalhos futuros quanto continuar explorando outros problemas clássicos e formas de
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introduzi-los em séries do Ensino Fundamental anos finais e Ensino Médio da melhor

maneira para criar e aplicar novas sequências didáticas. É importante mencionar que

o produto educacional produzido por ele constitui-se tanto do catálogo de sequências

didáticas envolvendo otimização quanto do jogo e da história em quadrinhos desenvolvida

para ser trabalhada em sala de aula com o t́ıtulo “Otimizando Caminhos”.

Taveira[66] apresenta em seu trabalho um pouco sobre a evolução da educação

brasileira, as habilidades e competências propostas pela BNCC, conceitos importantes sobre

otimização e por fim como se pode conciliar, de maneira atrativa, problemas de otimização

no ensino básico. No trabalho, explora-se, por meio da resolução de problemas e da

ludicidade, metodologias de aulas motivadas pelas versões mais simples de alguns problemas

de otimização combinatória, como: O Problema do caixeiro Viajante, O Problema do

Carteiro Chinês, O Algoritmo de Dijkstra, O Problema da Mochila e o Problema do

Dimensionamento de Lotes. Durante a aplicação das atividades, foram relatadas as

seguintes dificuldades: os próprios modelos matemáticos dos problemas de otimização, que

utilizam uma notação pouco habitual no contexto do ensino básico; o cronograma, devido

ao fato que as aulas demandaram mais tempo do que o inicialmente planejado. O autor

discorre que essas dificuldades foram superadas, de modo que, conciliando material lúdico

e recursos computacionais, percebeu-se maior interação, interesse e motivação dos alunos.

O produto educacional apresentado é a elaboração de atividades juntamente com seus

planos de aula sobre diversos problemas de otimização combinatória.

No trabalho de Lima[67] discute-se uma série de problemas clássicos de otimização

ligados ao cálculo variacional, com ênfase na braquistócrona. O trabalho procurou apresen-

tar um conteúdo complexo, o Cálculo Variacional, e suas diversas aplicações no dia a dia,

como por exemplo, a forma de uma pista de skate do tipo half-pipe ou o formato de uma

bolha de sabão, entre outras. Os experimentos e problemas de otimização desenvolvidos

com os alunos se mostraram como elos, que correlacionam a matemática com suas diversas

aplicações. Segundo o autor, o público-alvo se mostrou mais interessado em apreciar a

matemática após as primeiras atividades experimentais. O autor também menciona que

o problema da braquistócrona e o da “bolha de sabão” foram os experimentos que mais

produziram comentários, uma vez que, ambos causaram surpresa e encantamento nos

estudantes. Na visão do autor, romper com esses paradigmas com relação a matemática,

não necessariamente depende do conteúdo, mas está relacionado ao fato de o docente
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preparar ou orientar algo que desperte a curiosidade e o espanto nos alunos. O produto

educacional consiste na elaboração de atividades sobre diversos experimentos no contexto

de otimização atrelada ao Cálculo Variacional.

4.2 Algoritmos em Diversos Contextos

Nesta parte do trabalho, a palavra de busca nos t́ıtulos das dissertações do PROF-

MAT foi “algoritmo”, em que essas buscas foram realizadas no dia 16/06/2022. Foram

obtidos 48 registros. Naquele momento, foram selecionados os seis trabalhos mais recentes

em que algoritmos são utilizados nos diversos contextos, desde operações feitas com papel

e lápis pelo estudante até a programação de computadores, de modo a tentar prover uma

visão mais geral do que tem sido feito recentemente no PROFMAT. Além disso, todos os

trabalhos selecionados estão diretamente ligados à aplicações na Educação Básica, o que

embora seja um objetivo do PROFMAT, nem sempre ocorre.

Na dissertação de Pereira[68] apresentou-se a viabilidade de se abordar tanto a

Teoria dos Grafos quanto à programação em linguagem Pascal no contexto dos itinerários

formativos relacionados à Matemática e suas Tecnologias conforme evidenciado pela BNCC.

Procurando conciliar teoria e prática, foram propostos problemas envolvendo o cotidiano

dos alunos, para serem resolvidos em grupo, pretendendo-se, ao final da etapa, o domı́nio

dos conceitos básicos de Pascal e da Teoria dos Grafos, o entendimento dos algoritmos e

dos programas em Pascal relativos a caminhos mı́nimos com o fim de aplicá-los a casos

práticos. O autor ressaltou também a dificuldade em encontrar em livros, aulas, trabalhos

acadêmicos, etc. um único exemplo prático relacionado ao Algoritmo de Bellman-Ford.

Para trabalhos futuros, pretende-se realizar trabalhos similares no contexto de outros

temas correlacionados à Teoria dos Grafos, como Árvore Geradora Mı́nima e Problemas

de Coloração, relacionados a problemas como o planejamento de rotas de voos e o controle

de tráfego viário. O produto educacional consistiu na elaboração de uma proposta de

ensino voltada para o problema de caminhos mı́nimos, com a respectiva implementação

em linguagem Pascal.

Silva[69] apresenta uma discussão sobre os desafios relacionados ao ensino-aprendiza-

gem de Matemática, tanto pelas dificuldades dos alunos quanto dos professores. Nesse

contexto, o autor indica métodos, alternativos aos usuais, de efetuar tanto a multiplicação

quanto a divisão que possuem, em sua maioria, um contexto histórico que podem representar



4. Trabalhos Correlatos e Aspectos Educacionais 77

aos alunos uma forma de “liberdade” na qual há uma maior possibilidades de efetuar essas

operações de formas distintas e de mostrar a eles que a matemática está mais próxima

de seu cotidiano do que imaginam, pois cada cultura criou uma forma peculiar e mais

familiar posśıvel para suas realidades de modo a lidar com determinados tipos de situações,

dessa forma, um mesmo problema pode ser resolvido de formas distintas. O autor também

destaca que os métodos apresentados não são os únicos métodos alternativos aos usuais

existentes, em que a escolha deles se deu pela possibilidade de serem apresentados aos

alunos em um peŕıodo de tempo não demasiadamente longo e permitirem a verificação

de que realmente foram utilizados. Além disso, afirma que o trabalho não pretende

em momento algum rejeitar os métodos tradicionais, mas apenas indicar alternativas

quando aqueles tradicionais não são plenamente compreendidos. Quanto ao resultado

da pesquisa, o autor nota que a diferença entre o volume de acertos das contas diretas

relacionado à multiplicação, que, apesar de fatores externos possivelmente terem interferido

no resultado, mostrou um avanço significativo dos acertos sendo a maioria pelo método

árabe que, de certa forma, é o precursor do algoritmo usual da multiplicação e o método

chinês. Apesar dos resultados da pesquisa não demostrar avanços relacionados a divisão,

referindo-se ao volume ou tentativas de resoluções, e haver uma equivalência na resolução

dos problemas, sendo que o resultado foi proporcionalmente melhor do que o preliminar

com a aplicação do método árabe. O autor argumenta que os resultados mostram que

houve uma contribuição positiva em relação aos posśıveis meios de resolução das operações,

principalmente a multiplicação, que permite uma melhor progressão dos assuntos que

necessitam dessas bases, de forma, pode ser facilmente utilizado como uma estratégia,

por parte dos professores, que vise sanar dificuldades dos alunos sem se tornar repetitivo

em pontos que geraram dificuldades e mostrar que há várias possibilidades de se atacar

um problema estimulando o racioćınio lógico. O autor também argumenta que em uma

eventual contraprova dos resultados desta pesquisa em uma nova aplicação da metodologia

proposta, mas com um melhor controle dos fatores externos que podem interferir no

experimento, há grande potencial de que os resultados se mostrem bastante satisfatórios,

não apenas na multiplicação como também na divisão. No caso espećıfico da divisão,

o autor menciona que a grande maioria dos estudantes afirmam possuir dificuldades

relacionadas com essa operação. No que tange aos problemas propostos, identifica-se a

existência de uma grande dificuldade, por parte dos discentes, em interpretar o enunciado
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e elaborar uma estratégia de solução, como esse ponto também não estava definido nos

objetivos do trabalho, não houve uma investigação e consequentemente uma proposta que

vise minimizar essa problemática. Esse problema é apontado como uma questão para

pesquisas futuras. O produto educacional produzido apresenta a indicação de métodos

alternativos para as operações aritméticas, sendo que atividades propostas para avaliar o

aprendizado com os novos métodos foram aplicadas e utilizadas para a avaliação.

No trabalho de Santos[70] se argumenta que os conhecimentos de algoritmos são

fundamentais na formação de qualquer profissional, pois saber organizar os processos e

ideias em passos que podem ser executados por pessoas ou computadores é uma habilidade

importante na vida cotidiana. Assim, o autor situa seu trabalho como uma tentativa

de contribuir para que esse conhecimento seja trabalhado na educação básica dentro

dos itinerários formativos de Matemática. O produto educacional produzido consiste na

elaboração de uma proposta didática constitúıda de vários algoritmos implementados em

linguagem de programação Java.

Castro[71] apresenta uma visão em que o educador é responsável por tornar a

matemática acesśıvel para todos por meio de um processo de aprendizagem prazeroso e

significativo. Nesse sentido, é preciso haver a imersão do professor no mundo dos alunos,

para que se saiba a melhor maneira de abordar um conteúdo, algum modo de chamar a

atenção e mostrar que aquele conhecimento é importante na formação social do mesmo.

Além disso, argumenta-se que é de incumbência do professor levar a tecnologia para a sala

de aula, mas também é seu papel mostrar que a máquina mais perfeita ainda é o cérebro

humano quando atiçado ao conhecimento, pois é capaz de enxergar além. Foi utilizado

o software GNU Octave aplicado em temas bastante abordados no ensino fundamental

e médio através de exerćıcios que estimulam a reflexão sobre como chegar num objetivo

final, buscando construir uma sequência lógica de passos para tal fim. A partir disso, o

aluno também é capaz de correlacionar os algoritmos matemáticos com as atividades que

realiza cotidianamente em sua vida. Nesse trabalho, o produto educacional consiste de

uma proposta didática constitúıda de vários algoritmos implementados em linguagem de

programação GNU Octave.

Na dissertação de Santos[72] mostrou-se a relação entre a matemática e os avanços

tecnológicos, focando na importância de inserir o estudo de algoritmos no contexto da

educação básica conforme a BNCC sugere, tratando de forma particular os Algoritmos de
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Ordenação. Quanto ao conteúdo matemático utilizado para que a análise dos Algoritmos de

Ordenação sugeridos seja realizada de uma maneira correta e sem perda de rigor, verificou-

se que o tema favorece o estudo de Séries Aritméticas, bem como o estudo das Funções

Afim e Quadrática. O autor propõe que a sequência didática seja um subśıdio utilizado

por professores do Ensino Médio no processo de ensino e aprendizagem. As competências

abordadas na sequência estão relacionadas as ações de representar, comunicar, raciocinar

e argumentar. Constatou-se que não existem propostas consistentes para que se utilizem

os Algoritmos de Ordenação, com preceitos didáticos, no Ensino Médio e que o tema se

restringe, principalmente, aos cursos de graduação da área de computação. De modo que

tal sequência surge como alternativa. O produto educacional resultante de tal trabalho

consistiu de uma proposta de atividades constitúıda de vários algoritmos de ordenação.

Pires[73] comparou o resultado do algoritmo utilizado com a rota atual feita pelo

transporte escolar de Rio Verde - GO, encontrando uma economia de 2 km em uma das

rotas que foi analisada. Existem 8 rotas no total. O algoritmo foi implementado em

MATLAB e também se discutiu questões relacionadas à economia financeira, ao bem-

estar dos alunos e ganhos de aprendizagem com o menor tempo gasto com o transporte.

Ressaltou a necessidade de se considerar a conservação das estradas rurais. Observa-se

também, que se fosse para fazer, cálculo por cálculo manualmente dessa rota, levar-se-ia

muito tempo calculando algo que o computador faz em minutos. Nesse sentido, poderá

ser apresentado para o aluno que a Matemática e a Computação caminham de braços

dados e tem atuação importante no seu dia a dia. Percebe-se também que os métodos

explicados no trabalho podem ser utilizados em diversos assuntos dentro da sala de

aula, em diversos seguimentos do Ensino Básico, tais como: formulação do problema

(parte da modelagem matemática), cálculos de distâncias, geometria, com o estudo de

ponto, reta, aresta e vértice, além do conteúdo de análise combinatória e probabilidades.

Foi ressaltado o grande potencial interdisciplinar de tal estudo, visto que é posśıvel

o desenvolvimento de um projeto que englobando Matemática (análise combinatória

e probabilidade), Biologia (ecossistema e biodiversidade), Artes (figuras geométricas e

assimétricas), Geografia (Vegetação), Português (produção de texto), Educação F́ısica

(caminhada); lembrando que, se for feita uma reflexão mais abrangente, provavelmente

será posśıvel entrar em conexões com outras disciplinas. O autor também fez uma reflexão

sobre as dificuldades encontradas por alunos e professores no uso dessas tecnologias,
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principalmente aquelas relacionadas à falta de infraestrutura adequada de muitas escolas.

O produto educacional proposto consiste de uma proposta de atividade para resolver

problemas de caminho mı́nimo por meio do Algoritmo da Colônia de Formigas.

Outros trabalhos interessantes que não estão situados dentro do PROFMAT mas

merecem destaque nesse contexto de ensino de algoritmos são [74, 75, 76]. Em [74], é

feita uma tentativa de analisar aspectos importantes de uma sequência de cursos sobre

programação destinado a estudantes de áreas não relacionadas à Ciência da Computação.

Embora o trabalho não esteja relacionado propriamente à Educação Básica, é interessante

mencionar o fato de que mesmo estudantes do Ensino Superior podem apresentar dificulda-

des consideráveis no aprendizado de disciplinas relacionadas a algoritmos e programação.

A análise realizada no trabalho é baseada em um questionário respondido por estudan-

tes de forma voluntária. Os tópicos dos cursos de programação investigados incluem:

a estratégia selecionada para a introdução à programação; a sequência das técnicas de

programação e linguagens ensinadas; eventuais dificuldades dos estudantes; o design de

ensino utilizado nos cursos; e o material didático utilizado. Baseando-se nas análises dos

questionários respondidos e na experiência do professor no ensino dos cursos são apresenta-

das as conclusões. Os principais resultados apontam que o uso de uma pseudo-linguagem

na introdução à programação pode ser uma estratégia promissora, além de se comentar

maneiras consideradas mais eficientes de se realizar a transição da programação procedural

para a orientada a objetos.

Santos et al.[75] menciona que para se aprender a programar diversas habilidades

técnicas são fundamentais, estando elas relacionadas à lógica de algoritmos, à sintaxe de

linguagens de programação e à utilização de plataformas computacionais. Diante desses

desafios, metodologias de ensino inovadoras têm sido aplicadas no ensino de programação.

O trabalho se situa no sentido de de compreender como essas metodologias estão sendo

utilizadas. Assim, são apresentados os resultados de uma revisão sistemática da literatura,

motivada pela seguinte pergunta de pesquisa: “Quais são as abordagens inovadoras de

ensino e aprendizagem de programação, como elas são aplicadas e quais são os principais

resultados de sua aplicação?”. A partir da busca em bases de pesquisa consolidadas,

24 estudos primários foram considerados e categorizados em 6 grupos. Os principais

desafios destacados estão relacionados aos problemas abordados, ambiente de ensino,

conteúdo, capital humano envolvido e processo de avaliação. Os estudos também mostraram
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evidências de casos de sucesso, bem como caminhos abertos para novas pesquisas.

Outra revisão sistemática da literatura é apresentada por Silva et al.[76]. Nesse

trabalho, a revisão está relacionada a abordagens de aprendizagem e ensino de programação.

Os resultados observados mostram que os pesquisadores preferem desenvolver ferramentas

para ensinar algoritmos e o foco de pesquisa está principalmente no ensino de programação

para a educação superior em um contexto de sala de aula, o que novamente abrange uma

certa carência de trabalhos voltados para a Educação Básica. Os resultados também

indicam que os trabalhos de pesquisa se concentram no Brasil principalmente nas regiões

Sul, Sudeste e Nordeste.

4.3 Algoritmos Evolutivos

Nesta parte do trabalho, as pesquisas foram feitas no dia 10/06/2022 e, inicialmente,

não foram encontrados registros envolvendo dissertações cujos t́ıtulos apresentassem as

palavras “evolutivo” ou “evolutivos”. Assim, optou-se por pesquisar t́ıtulos de dissertações

que possúıssem a palavra “genético”, na medida em que algoritmos genéticos compõem

uma pequena parte do que conhecemos como algoritmos evolutivos. Ao realizar essa busca,

foram encontrados apenas dois t́ıtulos que estão apresentados a seguir. Isso demonstra

uma escassez de trabalhos envolvendo o tema de algoritmos evolutivos no contexto do

PROFMAT, o que mostra certo grau de ineditismo da presente dissertação.

O primeiro trabalho aqui mencionado é de autoria de Rosa[77] que se utiliza

de técnicas para a resolução de problemas elementares de otimização que podem ser

apresentados para alunos do Ensino Básico com conhecimento mı́nimo sobre funções. Assim,

é feito um estudo acerca das técnicas Seção Áurea e Algoritmos Genéticos. São mostrados

exemplos de posśıveis aplicações das técnicas. No trabalho mencionado são comparados os

resultados entre as duas técnicas de otimização para um problema simples: obter o mı́nimo

de uma dada função quadrática. O método de seção áurea é mais rápido e eficiente devido

à situação de incertezas menores. A autora aponta que o trabalho apresenta a possibilidade

de se trazer novas perspectivas de aprendizagem para o ensino básico, dado que tais técnicas

não são foco do ensino médio. Os exemplos de atividades propostas não foram aplicados

em sala de aula. Os problemas de otimização utilizados consistiam de funções simples que

não necessitavam de algoritmos complexos como algoritmos genéticos para a resolução.

O produto educacional consiste de exemplos de atividades de forma detalhada em que se
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pode utilizar ambas as técnicas em sala de aula com uso de calculadora. A autora não

embasou as atividades em competências/habilidades o que pode estar relacionado ao fato

de na época de publicação do trabalho a BNCC ainda estava em construção.

O segundo trabalho é a dissertação de Júnior[78] em que se realiza o ajuste linear

para dados experimentais através de um AG. A proposta do trabalho é comparar os

resultados de ajuste linear para alguns cenários de controle através dos dois métodos e

certificar a qualidade dos ajustes obtidos pelo método aproximado. Assim, com a ajuda

de um banco de dados, comparou-se a qualidade das estimativas do método de mı́nimos

quadrados e o algoritmo genético, evidenciando as potencialidades e fraquezas desse método

alternativo. Não foi posśıvel identificar propriamente um produto educacional no trabalho.

4.4 Gamificação

A gamificação, a aplicação de elementos de jogos em contextos não relacionados a

jogos, tem ganhado destaque como uma abordagem promissora para melhorar a aprendi-

zagem em diversos domı́nios, incluindo a matemática. Resultados de pesquisas recentes

indicam que a gamificação pode melhorar o engajamento dos estudantes, promover a moti-

vação intŕınseca, facilitar a compreensão de conceitos matemáticos complexos e aumentar

a retenção do conhecimento [9, 10, 11, 12, 13].

Pelo fato de a matemática ser frequentemente percebida como uma disciplina

desafiadora e abstrata, muitos estudantes a consideram dif́ıcil e desinteressante [11].

A gamificação surge como uma abordagem inovadora para tornar a aprendizagem de

matemática mais envolvente, divertida e eficaz. Ao incorporar elementos de jogos, como

desafios, recompensas e competição, a gamificação pode estimular o interesse e a motivação,

além de promover a aplicação prática dos conceitos matemáticos [79].

Ademais, existe o potencial de aumentar o engajamento dos estudantes na aprendi-

zagem de matemática. Ao transformar os conceitos matemáticos em desafios e atividades

interativas, os alunos são incentivados a se envolverem de maneira ativa e a desenvolverem

habilidades de resolução de problemas [12]. Além disso, a introdução de elementos de

competição saudável, como placares de ĺıderes e conquistas, pode estimular a motivação

intŕınseca dos estudantes, promovendo uma atitude positiva em relação à matemática.

Outro benef́ıcio que vem sendo descoberto é o fato deste tipo de atividade facilitar

a compreensão de conceitos matemáticos complexos, fornecendo uma abordagem prática
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e visualmente estimulante. Por meio de simulações, jogos e quebra-cabeças interativos,

os alunos podem explorar e experimentar os prinćıpios matemáticos de forma concreta,

tornando-os mais tanǵıveis e acesśıveis [15, 80]. Isso permite uma melhor compreensão da

lógica por trás dos conceitos matemáticos e sua aplicação em situações do mundo real [79].

Estudos têm demonstrado que a gamificação pode melhorar a retenção do conheci-

mento matemático [14, 15]. Ao envolver os alunos em atividades lúdicas e desafiadoras,

a gamificação cria um ambiente proṕıcio para a prática repetida e a consolidação dos

conceitos aprendidos [14]. Além disso, o retorno imediato e personalizado fornecido pelos

jogos permite que os alunos monitorem seu progresso e identifiquem áreas que precisam de

aprimoramento, promovendo um aprendizado mais efetivo e duradouro [15].

Nesse contexto de gamificação, destaca-se a tese de Geronimo[81] que foi produzida

no contexto do Doutorado em Educação Matemática do Pontif́ıcia Universidade Católica

de São Paulo (PUC-SP). Assim, construiu-se uma sequência didática articulada por meio

da gamificação para se trabalhar o teorema de Tales. Visando avaliar a relevância para o

contexto do ensino, desenvolveu-se uma sequência didática que incorporou a gamificação

como estratégia pedagógica e implementou-se essa sequência junto a alunos do nono ano

do ensino fundamental. A metodologia utilizada abarcou análises curriculares, revisão

de pesquisas e exploração dos conceitos matemáticos. Em seguida, utilizou-se como base

a Teoria das Situações Didáticas (TSD) e a Dialética Ferramenta Objeto (DFO) para

elaborar e aplicar remotamente a sequência com três alunos do Nono Ano do Ensino

Fundamental. Observou-se que mesmo as tarefas sendo realizadas de forma remota, os

estudantes foram capazes de agir, formular e validar suas respostas. Eles utilizaram

conceitos sobre poĺıgonos e semelhança em diversas situações-problema e foram capazes de

empregar seus conhecimentos prévios para compreender o teorema de Tales, indicando que

as abordagens utilizadas foram bem-sucedidas na formulação dos desafios e interpretação

das respostas apresentadas. Por fim, o autor argumenta que o procedimento foi validado no

contexto de aplicação, já que os estudantes conseguiram construir seus conhecimentos sobre

o teorema de Tales, enunciá-lo e aplicá-lo, mesmo antes da abordagem institucional. Além

disso, enfrentaram as atividades propostas com relativa facilidade, mesmo considerando

que eram situações didáticas que poderiam ser consideradas complexas.

Outro trabalho que vale a pena ser mencionado aqui é a dissertação de Boas[82]. O

trabalho consiste em uma dissertação de Mestrado em Ciências da Computação produzido
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na Universidade Estadual de Londrina em que desenvolveu-se uma Interface de Programação

de Aplicativos, denominada GamAPI. A ferramenta tem o propósito,de implementar

aspectos de gamificação a partir de premiações baseadas em recompensas, conquistas e

ńıveis. Dois experimentos foram conduzidos para avaliar a eficácia dessa abordagem em

um site de ensino. No primeiro experimento, não foi aplicada a Gamificação, enquanto o

segundo experimento utilizou-se a interface mencionada. Segundo o autor, os resultados

indicaram que a utilização da plataforma com gamificação incentivou os usuários a se

engajarem mais em suas atividades.

No contexto do PROFMAT, a palavra de busca nos t́ıtulos das dissertações do

PROFMAT foi “gamificação”, tendo sido obtidos 9 registros no dia 05/07/2022. Naquele

momento, foram selecionados dois trabalhos que foram escolhidos pelo fato de serem os

dois trabalhos mais recentes no momento da busca que estava associados diretamente à

realidade da sala de aula da Educação Básica.

O primeiro trabalho relacionado ao contexto de produções do PROFMAT é de

autoria de Serra[83] sendo intitulado “Gamificação e Ensino de Matemática: Proposta de

um Jogo para a Aprendizagem de Equações Polinomiais de Primeiro Grau”. O objetivo

da dissertação é compreender como utilizar jogos na forma de metodologia auxiliar para

a aprendizagem, apresentando, assim, um produto educacional. Nesse sentido, o autor

contextualiza historicamente o surgimento e o desenvolvimento dos jogos, ressaltando

a importância que é atribúıda a eles em diferentes culturas. Em seguida, discute-se

os principais fatores associadas a motivação e a satisfação em se realizar uma tarefa,

especialmente os elementos que tornam os jogos atrativos. A utilização de jogos que

não são estritamente educacionais para fins pedagógicos é abordada, conjuntamente são

tratados os aspectos relevantes associados a concepção de jogos - mecânicas, estratégias,

dinâmicas, etc - e como esses elementos impactam a satisfação dos jogadores. A formação

acadêmica dos professores de Matemática no Ensino Básico e as relações com os desafios

associados de se ensinar Álgebra, especificamente Equações Polinomiais de 1º Grau,

também são pontos avaliados na dissertação. Apresentou-se as razões relacionadas a alguns

erros frequentemente cometidos pelos alunos no estudo dessas equações, assim como os

prinćıpios matemáticos envolvidos na resolução das mesmas, especialmente os conceitos

relacionados ao estudo de Grupos, que fundamentam as técnicas para resolver uma equação.

Introduziu-se o desenvolvimento de um jogo que se baseia em uma narrativa de mistério e
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aventura, visando promover o desenvolvimento de habilidades essenciais para compreensão

e resolução de equações polinomiais de primeiro grau. Por fim, o autor conclui e apresenta

as propostas de continuidade, reconhecendo que os processos educacionais demandam

formação e aprimoramento cont́ınuos, o que não é diferente no contexto da gamificação

voltada para a aprendizagem.

O segundo trabalho no contexto do PROFMAT é intitulado “Xadrez de Sociedade:

Do Game à Gamificação”, de autoria de Escobar[84]. O trabalho aborda a integração da

gamificação na sala de aula, com objetivo de ensinar Matemática de forma contextualizada e

interligada a outros conhecimentos. Para este fim, o autor propõe a resolução de problemas

matemáticos por meio de games ou gamificações de atividades pedagógicas, estratégia

intitulada Xadrez de Sociedade. Também se propõe que a atividade seja transformada

em uma plataforma digital gamificada. Nesse sentido, são apresentadas sugestões visando

adaptar as atividades para o contexto de jogo de modo a implementar o modelo digital

gamificado na rotina escolar. Em tal modelo, o estudante recebe retornos sobre o próprio

desenvolvimento ao longo dos desafios que lhes são apresentados. O autor enfatiza a

distinção entre a gamificação da sala de aula e a simples utilização de um jogo como

recurso pedagógico: enquanto empregar jogos como ferramenta representa uma abordagem,

a gamificação implica em uma transformação mais abrangente do ambiente de aprendizado.

Tais diferenças são bem ilustradas pelo jogo e pelo aplicativo gamificado. Conclui-se que

é viável incorporar atividades como gincanas, olimṕıadas, explorar recursos tecnológicos,

incluir jogos e estruturas de gamificação como um suporte valioso para o ensino de

Matemática. O autor finaliza a dissertação apresentando um quadro em que se compara as

vantagens e desvantagens de se utilizar a gamificação em sala de aula. Também se ressalta

a importância do aluno dominar as tecnologias digitais de forma cŕıtica e reflexiva para

participar ativamente dos diferentes contextos sociais, inclusive na escola. Além disso, o

trabalho sugere que a utilização de jogos de tabuleiro e a aplicação da gamificação como

atividades pedagógicas podem aumentar a motivação e o envolvimento dos alunos na

resolução de problemas matemáticos.

Portanto, este caṕıtulo apresentou os trabalhos correlatos e alguns aspectos educaci-

onais inerentes ao objeto de pesquisa desta dissertação. O Caṕıtulo 5 apresenta o produto

educacional deste trabalho com detalhes.



5 O Produto Educacional

Este caṕıtulo visa apresentar o produto educacional que envolve a competição de

algoritmos evolutivos. Para comparar os algoritmos produzidos e, então, classificá-los,

propõe-se uma súıte de testes conforme será apresentado a seguir. De forma simplificada,

uma súıte de testes para uma competição de programação com foco em problemas de

otimização visa apresentar o conjunto de problemas a serem solucionados, a partir de

regras que envolverão os recursos disponibilizados. Nesse sentido, para as funções que

deverão ser otimizadas, partiremos, inicialmente, de funções simples e, gradativamente,

serão inseridas funções mais complexas. O objetivo é avaliar o desempenho dos algoritmos

propostos nesses cenários.

Em geral, AEs são utilizados para lidar com problemas de otimização cada vez mais

complexos, e consequentemente, as melhorias nos AEs são importantes. Essas melhorias

podem ser verificadas inicialmente a partir do feedback sobre seu desempenho em testes

conduzidos com funções benchmark.

Os participantes devem criar algoritmos, por exemplo, hibridizando elementos

conhecidos ou inserindo novos, e testá-los na súıte de testes definida a seguir. Com

base nos resultados, o professor apresentará uma análise comparativa que inclui testes

estat́ısticos sobre desempenho de convergência para comparar algoritmos com soluções

finais semelhantes. Os algoritmos devem ser implementados em uma mesma linguagem de

programação e usando as mesmas bibliotecas como base. Apesar de indicarmos o Python

neste trabalho, os organizadores podem adotar outras linguagens que se sintam mais

seguros, por exemplo, C ou Matlab/Octave. Alguns códigos em Python estão descritos no

Apêndice A. Eles podem ser disponibilizados aos estudantes como códigos-base para que

eles próprios modifiquem, ampliem e combinem os trechos de códigos visando construir os

seus próprios AEs.

86
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5.1 Definições das Funções que compõe a Súıte de Testes

Nesta seção são apresentadas as funções sugeridas para avaliação do desempenho

dos algoritmos que serão produzidos na competição. Tais funções a serem minimizadas

são dividas em três grupos principais: funções de uma dimensão, funções bidimensionais

e funções de dez dimensões. A escolha das funções que serão apresentadas a seguir foi

inspirada nas competições de AEs que ocorrem em um dos eventos mais conhecidos e

mundialmente importantes da área de Computação Evolucionária, o IEEE Congress on

Evolutionary Computation (CEC)1. Como problemas de duas e dez dimensões exigem

maior grau de abstração do estudante, ficará a cargo do organizador da competição incluir

ou não esses problemas na competição, conforme comentaremos mais adiante. Também

é importante mencionar que como o presente trabalho é voltado para a educação básica,

tem-se problemas significativamente mais simples do que aqueles tipicamente utilizados no

evento mencionado.

Antes de prosseguirmos, apresentando especificamente as funções que compõem o

súıte de testes, daremos as seguintes definições que serão válidas para todos os problemas

a seguir.

Definição do Problema: Todos os problemas serão de minimização conforme se segue

x⃗∗ = argmin
x⃗

f(x⃗) sujeito a x⃗ ∈ Df , (5.1)

em que x⃗ = (x1,x2, . . . ,xD)
T, sendo que T indica a transposição matricial e D ∈ N

denota o número de dimensões do problema cujo domı́nio ou região de busca é Df .

Região de Busca: A região de busca Df apresenta limites inferiores e superiores para todas

as D variáveis, ou seja Df é definida de modo que −Li ≤ xj ≤ Ls, j ∈ {1, . . . ,D}

e Li, Ls ∈ R+. Essas restrições de limites superiores e inferiores na região de

busca são conhecidas como restrições de caixa. De forma sintética, as restrições de

caixa serão representadas como Df ⊂ [−Li, Ls]
D, indicando os limites superiores e

inferiores para as D dimensões. Como poderá ser visto, na maioria dos problemas

Li = Ls = 100, mas em alguns casos, Li e/ou Ls apresentam valores menores do que

100.

1https://ieeexplore.ieee.org/xpl/conhome/1000284/all-proceedings

https://ieeexplore.ieee.org/xpl/conhome/1000284/all-proceedings
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Ótimo Global: Todos os problemas apresentam um ótimo global x⃗∗ que está dentro da

região de busca, x⃗∗ ∈ Df . Devido ao fato de que esses valores podem ser números

irracionais, nesses casos, são apresentadas as aproximações considerando 5 casas

decimais.

Funções de uma Dimensão

1. Soma de Senoides de Frequências Distintas

f1(x) = sen(x) + sen

(
10

3
x

)
, para − 2,7 ≤ x ≤ 7,5 (5.2)

Valor ótimo: x∗ ≈ 5,14574 e f1(x
∗) ≈ −1,8996.

Figura 5.1: Função soma de senos f1 (5.2)

Fonte: Elaborada pelo autor.

2. Função de Styblinski–Tang de uma Dimensão

f2(x) =
x4 − 16x2 + 5x

2
, para − 5 ≤ x ≤ 5 (5.3)

Valor ótimo: x∗ ≈ −2,90353 e f2(x
∗) ≈ 39,16617.
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Figura 5.2: Função Styblinski–Tang de uma dimensão f2 (5.3)

Fonte: Elaborada pelo autor.

3. Função Descont́ınua

f3(x) =


2− x se − 2 ≤ x < 0,99

0 se 0,99 ≤ x ≤ 1,01

x2 se 1,01 < x ≤ 2

(5.4)

Valor ótimo: x∗ ∈ [0,99; 1,01] e f3(x
∗) = 0.

Figura 5.3: Esboço do Gráfico da Função Descont́ınua f3 (5.3)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Funções Bidimensionais

4. Função Rastrigin

f4(x1,x2) = 20 + x2
1 − 10 cos(2πx1) + x2

2 − 10 cos(2πx2)

para − 5,12 ≤ x1,x2 ≤ 5,12. (5.5)

Valor ótimo: (x∗
1,x

∗
2) = (0,0) e f4(x

∗
1,x

∗
2) = 0.

Figura 5.4: Função Rastringin Bidimensional (5.5). Em (a), tem-se a
representação de f(x1,x2) e em (b), tem-se o mapa de calor.

(a) (b)
Fonte: Elaborada pelo autor.

5. Função Rosenbrock

f5(x1,x2) = 100(x2 − x2
1)

2 + (1− x1)
2 para − 100 < x1,x2 < 100 (5.6)

Valor ótimo: (x∗
1,x

∗
2) = (1,1) e f5(x

∗
1,x

∗
2) = 0.

Figura 5.5: Função Rosenbrock Bidimensional (5.6). Em (a), tem-se a
representação de f(x1,x2) e em (b), tem-se as curvas de ńıvel.

(a) (b)
Fonte: Elaborada pelo autor.
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6. Função McCormick

f6(x1,x2) = sen(x1 + x2) + (x1 − x2)
2 − 1,5x1 + 2,5x2 + 1

para − 1,5 ≤ x1 ≤ 4;−3 ≤ x2 ≤ 4. (5.7)

Valor ótimo: (x∗
1,x

∗
2) ≈ (−0,54719;−1,54719) e f6(x

∗
1,x

∗
2) ≈ −1,9133.

Figura 5.6: Função McCormick Bidimensional (5.7). Em (a), tem-se a
representação de f(x1,x2) e em (b), tem-se as curvas de ńıvel.

(a) (b)
Fonte: Elaborada pelo autor.

7. Função de Styblinski–Tang de duas dimensões:

f7(x) =
x4
1 − 16x2

1 + 5x1 + x4
2 − 16x2

2 + 5x2

2
, para − 5 ≤ x1,x2 ≤ 5 (5.8)

Valor ótimo: (x∗
1,x

∗
2) ≈ (−2,90353;−2,90353) e −78,33234 < f7(x

∗
1,x

∗
2) < −78,33232.

Figura 5.7: Função Styblinski–Tang Bidimensional (5.8). Em (a), tem-se
a representação de f(x1,x2) e em (b), tem-se as curvas de ńıvel.

(a) (b)
Fonte: Elaborada pelo autor.



5. O Produto Educacional 92

Funções de 10 Dimensões

8. Função Esfera:

f8(x1, . . . ,x10) =
10∑
i=1

x2
i para − 100 ≤ x1, . . . ,x10 ≤ 100. (5.9)

Valor ótimo: (x∗
1, . . . ,x

∗
10) = (0, . . . ,0) e f8(x

∗
1, . . . ,x

∗
10) = 0.

9. Função Rastrigin:

f9(x1, . . . ,x10) = 100 +
10∑
i=1

[
x2
i − 10cos(2πxi)

]
para − 5,12 ≤ xi ≤ 5,12; 1 ≤ i ≤ 10. (5.10)

Valor ótimo: (x∗
1, . . . ,x

∗
10) = (0, . . . ,0) e f9(x

∗
1, . . . ,x

∗
10) = 0.

10. Função Rosenbrock:

f10(x1, . . . ,x10) =
9∑

i=1

[
100(x2

i+1 − x2
i )

2 + (1− xi)
2
]

para − 100 ≤ xi ≤ 100; 1 ≤ i ≤ 10. (5.11)

Valor ótimo: (x∗
1, . . . ,x

∗
10) = (1, . . . ,1) e f10(x

∗
1, . . . ,x

∗
10) = 0.

5.2 Regras da Competição

Cada participante (ou equipe) deverá propor um único AE para resolver todos os

10 problemas de minimização da súıte de testes. Os AEs devem ser executados 30 vezes

em cada problema. Cada execução terá uma semente geradora de números aleatórios

definida pelos organizadores da competição. As populações iniciais devem ser geradas

aleatoriamente com base nessa semente. É importante executar um AE várias vezes porque

um mesmo AE pode evoluir para soluções distintas dependendo da população inicial. Para

que a população inicial seja a mesma em uma dada execução de todos os algoritmos,

propõe-se, portanto, a utilização da mesma semente geradora. Nesse sentido, para cada um

dentre os 30 testes, tem-se uma população inicial distinta. Entretanto, todos os algoritmos

usam uma mesma população inicial em cada teste.
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O critério de parada de cada execução do AE será determinado pela número máximo

de gerações Nger (ou número de iterações) e pelo tamanho da população Npop definidos na

Tabela 5.1, fixado ao longo de todas as gerações. Além disso, as equipes deverão realizar,

no máximo, o número de avaliações da função objetivo dado pelo produto do número

de iterações pelo tamanho da população, valor que também está apresentado na referida

tabela.

Tabela 5.1: Número Máximo de Gerações Nger, Tamanho da População
Npop e Número Máximo de Avaliações da Função Objetivo.

Função Nger Npop Máximo de Avaliações de f

f1,f2,f3 4 8 32
f4,f5 30 30 900
f6,f7 10 10 100
f8 50 30 1500

f9,f10 200 200 40000

Para definir a pontuação de cada equipe, os organizadores irão proceder como se

segue:

1. Cada equipe entregará aos organizadores uma matriz 30×10 com o melhor valor

da função objetivo obtido pelo AE utilizado nas 30 execuções de cada um dos

10 problemas. A maneira de entrega dos resultados é sugerida a seguir. Seja

Rm = {rmi,j}30×10 a matriz entregue pela m-ésima equipe, em que o elemento rmi,j

refere-se ao resultado do mı́nimo obtido ao final da i-ésima execução do j-ésimo

problema.

2. Os organizadores farão as diferenças absolutas entre os resultados da matriz Rm

e o valor ótimo conhecido da função de cada problema. Seja x⃗∗
j = (x∗

1, . . . ,x
∗
D) o

ponto de ótimo para o j-ésimo problema de dimensão D, cujo valor ótimo da função

objetivo será denotado por fj(x⃗
∗
j). Assim, a diferença ou erro absoluto para o valor

ótimo do i-ésimo teste considerando o j-ésimo problema será calculada como

emi,j = |fj(x⃗∗
j)− rmi,j|, (5.12)

organizados em uma matriz Em = {emi,j}30×10.
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3. Para a m-ésima equipe, os organizadores farão as médias das colunas de Em para o

cálculo de SEm (soma ponderada dos erros) dada por

SEm = 0,2

(∑30
i=1

∑3
j=1 e

m
i,j

90

)
+0,3

(∑30
i=1

∑7
j=4 e

m
i,j

120

)
+0,5

(∑30
i=1

∑10
j=8 e

m
i,j

90

)
. (5.13)

4. Em seguida, será calculada a primeira parte da nota para a m-ésima equipe, N1m

N1m =

(
1− SEm − SEmin

SEm

)
× 50, (5.14)

em que SEmin = minm∈{1,...,t} SEm, supondo que existam t ∈ N equipes, ou seja, é o

menor valor da soma ponderada dos erros considerando todas as equipes.

5. Tendo sido todos os testes executados para as t equipes, para cada execução i de

cada problema j, as equipes serão ranqueadas, isto é, classificadas nas posições de 1 a

t, de acordo com a ordem crescente de valores de erros absolutos. A m-ésima equipe

será classificada na posição pmi,j ∈ {1, . . . ,t} de acordo com o valor correspondente de

erro absoluto emi,j. Portanto, a melhor equipe terá como posição no ranqueamento o

valor 1 e a pior, o valor t.

6. Assim, as posições dam-ésima equipe no ranqueamento serão utilizadas para o cálculo

do ı́ndice SPm que equivale a uma média ponderada das posições no ranqueamento

SPm = 0,2

(∑30
i=1

∑3
j=1 p

m
i,j

90

)
+0,3

(∑30
i=1

∑7
j=4 p

m
i,j

120

)
+0,5

(∑30
i=1

∑10
j=8 p

m
i,j

90

)
. (5.15)

7. A segunda parte da nota para a m-ésima equipe, N2m, está relacionada as posições

desta equipe no ranqueamento

N2m =

(
1− SPm − SPmin

SPm

)
× 50, (5.16)

em que SPmin = minm∈{1,...,t} SPm, é o menor valor da soma ponderada das posições

no ranqueamento considerando todas as equipes.

8. Portanto, a nota final Nm da m-ésima equipe será dada por

Nm = N1 +N2. (5.17)
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9. Por fim, as equipes serão ordenadas em ordem decrescente de notas finais (5.17),

sendo que a equipe campeã será aquele que apresentar a maior nota.

Os fatos de se:

• calcular os ı́ndices relacionados aos erros absolutos SEm (5.13) e às posições no

ranqueamento SPm (5.15);

• utilizar esses ı́ndices de forma comparativa, considerando os valores mı́nimos obtidos

em todas as execuções (ver cálculos de N1m (5.14), e N2m (5.16));

• dividir a nota Nm (5.17) em duas partes igualmente ponderadas N1m e N2m;

são inspirados em procedimentos previamente utilizados pelas competições do CEC [85],

realizadas neste trabalho com menor complexidade. É importante mencionar que o ńıvel

de complexidade de entrega de dados e avaliações conforme exige as competições do CEC

tornaria a competição demasiadamente complexa para ser aplicada na Educação Básica,

dado que essas competições são voltadas para um público de especialistas e estudiosos

em Computação Evolucionária que estão na vanguarda deste conhecimento cient́ıfico.

Inclusive, os problemas são mais complexos dos que os propostos neste trabalho, gerando

publicações e novos trabalhos cient́ıficos.

5.3 Simulando a Competição

Para fazer uma simulação da competição, suponha que 4 equipes estejam concor-

rendo: A, B, C e D. Todos os algoritmos geram a população inicial de forma aleatória

considerando as fronteiras do problema.

A Equipe A escolheu usar uma versão do Algoritmo Genético Simples (AGS), com

codificação binária. Uma diferença quanto ao AGS padrão é que, neste exemplo, a seleção

de pais para cruzamento é realizada por torneio determińıstico, ao invés de roleta. O

cruzamento feito com um ponto de corte que é escolhido aleatoriamente. A mutação é

realizada pela técnica de bit-flip em uma taxa equivalente ao inverso do número de bits,

o qual foi definido pela Equipe A em 16. A substituição dos sobreviventes é realizada

de forma geracional, sem critérios de elitismo. Mais detalhes sobre o AGS podem ser

consultados na Subseção 3.4.7.
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A Equipe B escolheu usar a versão mais simples da Evolução Diferencial (Seção 3.5),

considerando a estratégia de mutação DE/Rand/1 e cruzamento binomial. Os parâmetros

adotados foram F = 0,5 e Pc = 0,7.

A Equipe C utiliza um algoritmo que mescla elementos inspirados em ED e AG.

Utiliza-se a codificação real e os pais são selecionados por torneio probabiĺıstico, com

probabilidade de o mais adaptado vencer o torneio fixada em Ps = 50%. O cruzamento é

do tipo aritmético com probabilidade de ocorrência fixada em Pc = 50%. O parâmetro α

(3.2) do cruzamento é amostrado de forma aleatória a partir de uma distribuição uniforme

delimitada pelo intervalo [0,1]. A mutação é inspirada em DE com estratégia DE/Rand/1

e a probabilidade de ocorrência também fixada em Pm = 50%. É importante ressaltar que

tanto os pais quanto os filhos compõem o conjunto de elementos candidatos a sofrerem

mutação. O elitismo não é muito forte, mas é realizado ao se preservar, para a próxima

geração, o indiv́ıduo mais adaptado da geração anterior, o filho mais bem adaptado e o

mutante mais bem adaptado. Os indiv́ıduos restantes são selecionados aleatoriamente

dentre os filhos, os mutantes e a população da geração anterior.

A Equipe D também utiliza um algoritmo evolutivo que mistura elementos de ED

e AG. Este algoritmo é baseado na codificação real, e realiza-se dois tipos de mutação: a

mutação 1 que é do tipo ED/current-to-best/2 e a mutação 2 que consiste em perturbar

um indiv́ıduo a partir de uma distribuição normal multivariada. A mutação 1 possui

probabilidade de ocorrência definida como Pm e a mutação 2, como 100%−Pm. Na mutação

2, (100%− Pm)Npop indiv́ıduos aleatoriamente escolhidos são perturbados considerando

uma distribuição normal multivariada de média nula e matriz de covariância diagonal

C = {ci,j}D×D que é constrúıda como se segue para um problema de D dimensões:

ci,j =

σ2
i se i = j

0 se i ̸= j

(5.18)

em que σ2
i é a variância da distribuição normal para a i-ésima variável. O desvio padrão

σi é calculado como σi = c|Ui − Li|, sendo c ∈ [0,1], o meta-parâmetro a ser ajustado pelo

usuário para permitir que a mutação aumente ou reduza seu potencial de excursionamento,

Ui e Li, são, respectivamente, os valores máximo e mı́nimo para a i-ésima variável. O

procedimento aqui mencionado equivale ao que é descrito em (3.3). Ao final de cada

geração, tem-se o seguinte critério de elitismo: o indiv́ıduo mais adaptado da geração
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anterior, o mutante do tipo 1 mais bem adaptado e o mutante do tipo 2 mais bem adaptado

são preservados para a próxima geração. Além disso, os outros Nelt − 3 indiv́ıduos mais

bem adaptados são preservados, de modo que Nelt = TeltNpop consiste no número de

indiv́ıduos mais bem adaptados que são preservados, sendo 0% ≤ Telt ≤ 100%, a taxa

percentual de preservação via elitismo. Diferentemente dos algoritmos anteriores em que

os meta-parâmetros são fixados ao longo de todas as gerações, neste algoritmo, tem-se que

os meta-parâmetros podem variar ao longo das gerações como se segue:

• Até 50% das gerações (k ≤ 50%Nger): Pm(k) = 50%, Telt(k) = 40%, c(k) = 30%;

• Entre 50% e 85% (50% < k < 85%Nger): Pm(k) = 80%, Tsel(k) = 60%, c(k) = 20%;

• A partir de 85% (k ≥ 85%Nger): Pm(k) = 95%, Tsel(k) = 95% , c(k) = 10%.

Os códigos dos algoritmos das Equipes A, B, C e D estão dispońıveis no Apêndice

A. Além disso, tais algoritmos e outras funções úteis para a competição estão dispońıveis

no link abaixo por meio da plataforma do Google Colab:

https://colab.research.google.com/drive/1n3DvD3aeA6rba4q7PMhAmmT1E6tCJN2W.

Conforme mencionamos no Caṕıtulo 1, tem-se que para construir e manipular esses algorit-

mos, as equipes lidaram intimamente com as habilidades EM13MAT315 e EM13MAT405

da BNCC que versam sobre o pensamento computacional.

Assim, ao se realizar as 30 execuções dos algoritmos para cada problema, os

dados das matrizes de erro EA, EB, EC e ED foram armazenados. Na Tabela 5.2, estes

resultados são apresentados de forma sintética considerando a média e o desvio padrão

das 30 execuções de cada equipe para cada problema. Em seguida, as notas utilizando os

critérios descritos na Seção 5.2 são apresentadas na Tabela 5.3. Boxplots das 30 execuções

de cada um dos problemas considerando os erros dados nas matrizes EA, EB, EC e ED

são exibidos nas Figuras 5.8a e 5.8b.

Sobre os resultados obtidos, um ponto importante de se comentar é o fato de que

tanto os algoritmos da Equipe C quanto o da Equipe D foram produzidas misturando-se

elementos de algoritmos genéticos com elementos de evolução diferencial. Note que uma

das misturas, o algoritmo da Equipe C, produziu resultados, de modo geral, inferiores que

os algoritmos AG (Equipe A) e ED (Equipe B) simples, o que pode ser percebido através

das médias exibidas na Tabela 5.2 e visualmente nos Boxplots (Figuras 5.8a e 5.8b). De

modo especial, para os problemas de maior dimensão (f8, f9 e f10), o algoritmo da Equipe

https://colab.research.google.com/drive/1n3DvD3aeA6rba4q7PMhAmmT1E6tCJN2W
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Tabela 5.2: Resultados obtidos para as 30 execuções de cada problema de
otimização considerando os erros dados nas matrizes EA, EB, EC e ED.
Os valores estão apresentados na forma µ[σ] em que µ representa a média
dos 30 testes para cada problema e σ o respectivo desvio padrão. Em
negrito, tem-se o menor valor médio de erro obtido para cada problema.

Função A B C D

f1
1,7 · 10−1 2,6 · 10−1 9,7 · 10−2 1,6 · 100
[1,7 · 10−1] [2,2 · 10−1] [1,1 · 10−1] [1,6 · 10−1]

f2
3,0 · 100 2,3 · 100 1,4 · 100 6,6 · 10−1

[4,5 · 100] [3,8 · 100] [3,4 · 100] [2,5 · 100]

f3
8 · 10−1 9,4 · 10−1 6,8 · 10−1 6,8 · 10−1

[4,9 · 10−1] [4,4 · 10−1] [5,2 · 10−1] [5,2 · 10−1]

f4
1,1 · 100 1,6 · 10−1 3,4 · 10−1 2,8 · 10−1

[1,3 · 100] [1,8 · 10−1] [4,3 · 10−1] [4,1 · 10−1]

f5
1,8 · 10+1 3,4 · 100 2,9 · 100 1,4 · 100

[2,1 · 10+1] [4,5 · 100] [4,9 · 100] [2,1 · 100]

f6
5,9 · 10−1 7,0 · 10−2 3,1 · 10−1 5,4 · 10−2

[9,4 · 10−1] [1,4 · 10−1] [8,3 · 10−1] [2,6 · 10−1]

f7
5,0 · 100 4,2 · 100 6,6 · 100 1,7 · 100

[4,6 · 100] [5,1 · 100] [7,9 · 100] [3,9 · 100]

f8
7,9 · 10+1 2,6 · 10+1 6,9 · 10+2 2,0 · 10+1

[8,3 · 10+1] [1,5 · 10+1] [3,6 · 10+2] [1,6 · 10+1]

f9
7,0 · 100 3,3 · 10+1 7,8 · 10+1 5,4 · 100

[4,5 · 100] [3,4 · 100] [1,9 · 10+1] [2,4 · 100]

f10
5,0 · 10+2 6,3 · 100 1,1 · 10+4 2,2 · 10+1

[1,0 · 10+3] [5,7 · 10−1] [2,1 · 10+4] [4,2 · 10+1]

Tabela 5.3: Tabela de Notas para Simulação da Competição. A nota é
divida em duas partes, N1 (5.14) e N2 (5.16), que somadas geram a nota
final N (5.17). Em negrito, tem-se os melhores valores para cada linha da

tabela.

Nota A B C D

N1 (5.14) 3,5 34,9 0,2 50

N2 (5.16) 35,0 39,7 29,7 50

N (5.17) 38,5 74,6 29,9 100

Classificação 3° 2° 4° 1°
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Figura 5.8: Boxplots das 30 execuções de cada um dos problemas f1 ao f6
considerando os erros dados nas matrizes EA, EB, EC e ED.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 5.9: Boxplots das 30 execuções de cada um dos problemas f7 ao
f10 considerando os erros dados nas matrizes EA, EB, EC e ED.

(a) (b)

(c) (d)

Fonte: Elaborada pelo autor.

C apresentou resultados consideravelmente piores que os outros algoritmos. Por outro lado,

o algoritmo da Equipe D venceu a competição, apresentando os melhores resultados em 5

dos 10 problemas (ver Tabela 5.2) e sendo bastante competitivo nos outros 5 problemas.

Esse bom desempenho do algoritmo da Equipe D também pode ser visualizado através dos

Boxplots (Figuras 5.8a e 5.8b). Portanto, verifica-se que é posśıvel combinar elementos de

diversas áreas da computação evolucionária, mas a escolha cuidadosa de quais elementos

serão combinados e como eles serão combinados irão impactar de forma significativa os

resultados principalmente para problemas de maior dimensão. Nesse sentido, as escolhas

feitas para a Equipe C e Equipe D mostraram comportamentos bastante distintos na

elaboração do algoritmo. A Equipe C comportou-se apenas conectando elementos distintos

de AG e ED, sem utilizar critérios para esta mistura e sem considerar ajuste fino dos

parâmetros, dado que todos eles foram colocados com valor de 50%. Por outro lado, a

Equipe D realizou a mistura dos elementos com maior critério, inclusive utilizando uma
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forma de mutação vinda de AG e outra de ED. Além disso, um ajuste fino dos parâmetros

combinado às formas de mutação utilizadas pela Equipe D foram realizados de modo a

favorecer exploração ou diversificação das soluções no espaço de busca na fase inicial e

o refinamento das soluções na fase final do algoritmo, em que espera-se que as regiões

promissoras já tenham sido encontradas. Ademais, os parâmetros são ajustados de modo

a existir uma transição entre essas duas fases.

É importante ressaltar que diversos aspectos desta atividade são proṕıcios para se

trabalhar as habilidades da BNCC. Além daquelas mencionadas especificamente sobre pen-

samento computacional, podemos mencionar as habilidades intŕınsecas aos conhecimentos

de probabilidade e estat́ıstica tais como EM13MAT406, EM13MAT407, EM13MAT311 e

EM13MAT316. Elas aparecem desde a concepção dos algoritmos a partir da utilização de

probabilidades para definir a ocorrência de eventos tais como mutações, cruzamentos e se-

leções, até a utilização de dados estat́ısticos oriundos dos experimentos computacionais por

meio de medidas de tendências central, medidas de dispersão, gráficos, tabelas e boxplots.

Todas as habilidades aqui mencionadas estão descritas em detalhes no Caṕıtulo 1.

Portanto, o presente caṕıtulo apresentou o produto educacional foco desta disserta-

ção. O caṕıtulo seguinte apresenta algumas discussões, comentários e considerações finais

sobre o presente trabalho.



6 Conclusões

Este trabalho se dedicou a tentar responder a questão de pesquisa proposta no Ca-

ṕıtulo 1, objetivo principal desta dissertação. Assim, foram traçados objetivos secundários

também apresentados no referido caṕıtulo. Um desses objetivos secundários consistia em

construir um material teórico de boa qualidade que aliasse tanto o rigor necessário quanto

uma linguagem mais acesśıvel, de modo a facilitar o entendimento e a aplicação em sala de

aula pelo professor interessado em fazê-lo. Nesse sentido, tais fundamentos teóricos foram

apresentados nos Caṕıtulos 2, 3 e 4.

O Caṕıtulo 2 discorreu sobre os principais conceitos e definições tipicamente utiliza-

das na área de Otimização que tem importância para o entendimento sobre problemas de

otimização e suas caracteŕısticas. Conforme mencionado, o intuito desse caṕıtulo foi o de

fornecer um embasamento sólido para o desenvolvimento do produto educacional e para o

professor que irá utilizar o produto com finalidade pedagógica.

Uma visão geral sobre a evolução biológica, inspiração dos AEs, caracteŕısticas e

etapas básicas para o funcionamento desses algoritmos estão no Caṕıtulo 3. Aspectos his-

tóricos e os diversos ramos da área de computação evolucionária também são apresentados,

além de importantes fundamentos para a implementação de dois algoritmos essenciais para

a área - AGS e ED - são discutidos neste ponto do texto. Variações e formas de se aplicar

as operações básicas dos algoritmos - cruzamentos, mutações e seleções - também estão

presentes no caṕıtulo. Assim, nesse caṕıtulo, outro objetivo secundário relacionado a se

estudar aspectos fundamentais envolvendo AEs foi cumprido.

Para situar o trabalho no contexto do PROFMAT e do estado da arte da pesquisa

atual com foco em produtos educacionais que envolvam temas como otimização, algoritmos,

computação evolucionária e gamificação, tem-se o Caṕıtulo 4. Mostramos nesse caṕıtulo

que a utilização de AEs no contexto de pesquisa relacionada à educação básica ainda é

incipiente, seja no PROFMAT, seja em um contexto global. Portanto, tal fato serviu

como motivação para explorar o potencial dos algoritmos evolutivos como ferramenta

102
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pedagógica de forma inovadora para a educação básica. Nesse sentido, essa revisão de

literatura permitiu identificar lacunas no conhecimento e fundamentar a proposta do

produto educacional.

A principal contribuição deste trabalho consiste da proposta de um produto edu-

cacional que envolve uma competição de algoritmos evolutivos pensada para a educação

básica, especialmente no Ensino Médio. Tal contribuição foi obtida ao se buscar responder

a questão de pesquisa proposta no Caṕıtulo 1. A ideia de gamificação envolvendo a

competição de algoritmos visa estimular o interesse e o aprendizado dos alunos, conforme

se discutiu os benef́ıcios deste tipo de estratégia no Caṕıtulo 4. Assim, engajamento,

est́ımulo a criatividade, trabalho em equipe e o pensamento anaĺıtico para a resolução

de problemas complexos são aspectos interessantes que estão atrelados à aplicação deste

trabalho.

Devido a variedade de assuntos complexos envolvidos, a sugestão é que o trabalho

seja aplicado para estudantes que já tenham alguma familiaridade com a linguagem de

programação que será utilizada. De forma geral, o público que apresenta o potencial de

melhor aproveitar o trabalho são estudantes de itinerários formativos do Novo Ensino Médio

que estejam relacionados à programação e modalidades de Ensino Médio atreladas a cursos

técnicos em que linguagens de programação são previamente trabalhadas. Entretanto,

o produto mencionado e apresentado no Caṕıtulo 5 pode ser adaptado, a critério do

professor, para as necessidades e/ou caracteŕısticas do conjunto de estudantes que estiver

trabalhando com o mesmo. Por exemplo, pode ser que não seja adequado utilizar funções

de 10 dimensões ou utilizar muitas variantes dos algoritmos. Enfim, esta etapa fica a cargo

do professor planejar o que será mais adequado para a turma. Entendemos também que

os aspectos interdisciplinares, principalmente aqueles relacionados à Qúımica e à Biologia

devem ser estimulados, e sugerimos que possam existir parcerias com os professores dessas

disciplinas ao se desenvolver o trabalho no contexto de sala de aula. Por fim, consolidar os

conhecimentos e habilidades relativas a aspectos matemáticos que foram mencionadas no

Caṕıtulo 1 é um ponto importante de atenção do professor.

Percebendo que ao se iniciar esta pesquisa, novas perguntas e perspectivas de

investigação se abrem, a seguir, propõem-se os seguintes estudos como propostas de

continuidade e trabalhos futuros:

• Aprimorar o produto educacional por meio da criação de um framework com as
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principais classes e métodos implementadas previamente, tais como pymoo[86] e

PlatEMO [87] que são dois frameworks bem conhecidos da área de otimização multi-

objetivo. O objetivo é melhorar a qualidade de um produto educacional espećıfico,

utilizando um novo framework desenvolvido para essa finalidade. Esse framework

será projetado para incluir diversas classes e métodos essenciais, já implementados

previamente, a fim de facilitar o processo de desenvolvimento.

• Aplicar a atividade proposta no Caṕıtulo 5 em sala de aula e verificar os resultados

de aprendizagem no Ensino Básico, como, por exemplo, em cursos técnicos de

Informática, que é uma modalidade de Educação Básica, e em Itinerários Formativos

do Novo Ensino Médio que versam sobre Matemática e suas Tecnologias.

• Verificar a aplicabilidade da atividade para o Ensino Superior, uma vez que Algoritmos

Evolutivos também é tema de estudo em diversos cursos de graduação, tais como

Engenharias e Ciências da Computação.

• Neste trabalho, são propostas a utilização apenas de algoritmos inspirados em

aspectos da evolução biológica. O uso de algoritmos que envolvem aspectos culturais

(ver Reynolds[51] para mais detalhes) e outras formas bioinspiradas baseadas em

populações também será explorado em trabalhos futuros. Alguns exemplos de

algoritmos bioinspirados baseados em populações são:

1. Otimização por Enxame de Part́ıculas (PSO, do inglês Particle Swarm Opti-

mization), inspirado no comportamento de enxames de pássaros ou cardumes

de peixes. Cada part́ıcula atualiza sua posição com base em sua experiência

pessoal (melhor posição encontrada) e na experiência coletiva do enxame [88].

2. Algoritmo de Colônia de Abelhas (ABC, do inglês, Artificial Bee Colony), base-

ado no comportamento de colônias de abelhas, utiliza-se abelhas trabalhadoras

que exploram soluções em potencial. As abelhas compartilham informações

sobre as soluções encontradas, permitindo uma busca eficiente [89].

3. Algoritmo de Busca de Alimento de Vaga-lumes (FA, do inglês, Firefly Algo-

rithm). Este algoritmo é inspirado no comportamento de vaga-lumes, o FA

utiliza a comunicação visual e a atração mútua dos vaga-lumes para otimizar

problemas, sendo que os vaga-lumes se movem no espaço de busca, buscando se

aproximar dos vaga-lumes mais brilhantes (soluções melhores) [90].
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4. Algoritmo de Nuvem de Part́ıculas (PCO, do inglês Particle Cloud Optimiza-

tion): inspirado na formação de nuvens, o PCO utiliza part́ıculas que se movem

e interagem entre si no espaço de busca, de modo que as part́ıculas são atráıdas

por regiões de alta densidade, permitindo uma busca distribúıda e eficiente [91].

• Incorporar aspectos que tornam as funções mais complexas, tais como rotações

e translações, composições e hibridização entre as funções, tal como é feito nas

competições do CEC.

• Expandir os problemas de otimização para que os próprios estudantes realizem

a modelagem dos problemas, obtendo as funções objetivo a partir de problemas

baseados em problemas do cotidiano.

• Expandir a competição de modo que os próprios estudantes proponham os problemas

de otimização que serão resolvidos.

Em suma, espera-se que o produto educacional proposto possa contribuir para o ensino de

temas relacionados à otimização e computação evolucionária, despertando o interesse e

promovendo uma aprendizagem mais significativa e prazerosa na educação básica.
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DF, 2018.
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Otimização Combinatória. Dissertação (Mestrado) — Universidade Federal do Triângulo
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2015.

79 ALT, D. Assessing the benefits of gamification in mathematics for student gameful
experience and gaming motivation. Computers & Education, Elsevier, v. 200, p. 104806,
2023.

80 ZAHARIN, F. Z. et al. Gamification in mathematics: Students’ perceptions in
learning perimeter and area. Jurnal Pendidikan Sains Dan Matematik Malaysia, v. 11, p.
72–80, 2021.

81 GERONIMO, R. R. Uma proposta para o ensino do teorema de Tales com gamificação.
Tese (Doutorado) — Pontif́ıcia Universidade Católica de São Paulo, 2021.
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Apêndice A

Principais códigos de AEs em Python

Abaixo estão listados os principais códigos de AEs em Python para competição de

algoritmos. Uma lista mais completa e detalhada está dispońıvel no link abaixo:

https://colab.research.google.com/drive/1n3DvD3aeA6rba4q7PMhAmmT1E6tCJN2W.

Nos comentários, as equações são citadas conforme numeração da dissertação sendo apre-

sentadas entre parêntesis.

A.1 Funções a Serem Minimizadas

import numpy as np

# Conjunto de funcoes a serem minimizadas

# Cada funcao possui duas entradas:

# x: argumento a ser avaliado pela funcao objetivo

# cont: quantidade de vezes que a funcao objetivo ja foi avaliada

#f1 − Funcao Soma de Senoides − (5.2)

def f1(x,cont):

fronteiras = [[−2.7, 7.5]]

f1.fronteiras =fronteiras

f1.y = []

f1.cont = []

if x != [] and x[0] >=fronteiras[0][0] and x[0] <=fronteiras[0][1]:

f1.y = np.sin(x[0])+np.sin(10/3∗x[0])

f1.cont = cont+1

return f1

#f2 − Funcao de Styblinski−Tang de uma dimensao − (5.3)
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def f2(x,cont):

fronteiras = [[−5, 5]]

f2.fronteiras =fronteiras

f2.y = []

f2.cont = []

if x != [] and x[0] >=fronteiras[0][0] and x[0] <=fronteiras[0][1]:

f2.y = (x[0]∗∗4 − 16∗x[0]∗∗2 + 5∗x[0]) / 2

f2.cont = cont+1

return f2

#f2 − Funcao Descontinua − (5.4)

def f3(x,cont):

fronteiras = [[−2, 2]]

f3.fronteiras =fronteiras

f3.y = []

f3.cont = []

if x != []:

f3.cont = cont+1

if −2 <= x[0] and x[0] < 0.99:

f3.y = 2 − x[0]

elif x[0] >= 0.99 and x[0] <= 1.01:

f3.y = 0

elif x[0] > 1.01 and x[0] <= 2:

f3.y = x[0]∗∗2

return f3

#f4 − Funcao Rastringin de uma dimensao − (5.5)

def f4(x,cont):

fronteiras = [[−5.12, 5.12],[−5.12, 5.12]]

f4.fronteiras =fronteiras

f4.y = []
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f4.cont = []

if x != [] and x[0] >=fronteiras[0][0] and x[0] <=fronteiras[0][1]

and x[1] >=fronteiras[1][0] and x[1] <=fronteiras[1][1]:

f4.cont = cont+1

f4.y = 20+x[0]∗∗2−10∗np.cos(2∗np.pi∗x[0])+x[1]∗∗2−10∗np.cos(2∗

np.pi∗x[1])

return f4

#f5 − Funcao Rosenbrock de uma dimensao − (5.6)

def f5(x,cont):

fronteiras = [[−100, 100],[−100, 100]]

f5.fronteiras =fronteiras

f5.y = []

f5.cont = []

if x != [] and x[0] >=fronteiras[0][0] and x[0] <=fronteiras[0][1]

and x[1] >=fronteiras[1][0] and x[1] <=fronteiras[1][1]:

f5.cont = cont+1

f5.y = 100∗(x[1]−x[0]∗∗2)∗∗2+(1−x[0])∗∗2

return f5

#f6 − Funcao McCormick − (5.7)

def f6(x,cont):

fronteiras = [[−1.5, 4],[−3, 4]]

f6.fronteiras =fronteiras

f6.y = []

f6.cont = []

if x != [] and x[0] >=fronteiras[0][0] and x[0] <=fronteiras[0][1]

and x[1] >=fronteiras[1][0] and x[1] <=fronteiras[1][1]:

f6.cont = cont+1

f6.y = np.sin(x[0]+x[1])+(x[1]−x[0])∗∗2−1.5∗x[0]+2.5∗x[1]+1

return f6

#f7 − Funcao de Styblinski−Tang de duas dimensoes − (5.8)
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def f7(x,cont):

fronteiras = [[−5, 5],[−5, 5]]

f7.fronteiras =fronteiras

f7.y = []

f7.cont = []

if x != [] and x[0] >=fronteiras[0][0] and x[0] <=fronteiras[0][1]

and x[1] >=fronteiras[1][0] and x[1] <=fronteiras[1][1]:

f7.cont = cont+1

f7.y = (x[0]∗∗4 − 16∗x[0]∗∗2 + 5∗x[0]+x[1]∗∗4 − 16∗x[1]∗∗2 + 5∗x

[1]) / 2

return f7

#f8 − Funcao Esfera de duas dimensoes − (5.8)

def f8(x,cont):

fronteiras = [[−100, 100],[−100, 100],[−100, 100],[−100,

100],[−100, 100],[−100, 100],[−100, 100],[−100, 100],[−100,

100],[−100, 100]]

f8.fronteiras =fronteiras

f8.y = []

f8.cont = []

if x != []:

f8.cont = cont+1

f8.y = x[0]∗∗2+x[1]∗∗2+x[2]∗∗2+x[3]∗∗2+x[4]∗∗2+x[5]∗∗2+x[6]∗∗2+x

[7]∗∗2+x[8]∗∗2+x[9]∗∗2

return f8

#f9 − Funcao Rastringin de duas dimensoes − (5.9)

def f9(x,cont):

fronteiras = [[−100, 100],[−100, 100],[−100, 100],[−100,

100],[−100, 100],[−100, 100],[−100, 100],[−100, 100],[−100,

100],[−100, 100]]

f9.fronteiras =fronteiras
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f9.y = []

f9.cont = []

if x != []:

f9.cont = cont+1

result = 100

for i in range(10):

if x[i] >=fronteiras[i][0] and x[0] <=fronteiras[i][1]:

result += x[i]∗∗2−10∗np.cos(2∗np.pi∗x[i])

else:

f9.y = []

return f9.y

f9.y = result

return f9

#f10 − Funcao Rosenbrock de duas dimensoes − (5.10)

def f10(x,cont):

fronteiras = [[−100, 100],[−100, 100],[−100, 100],[−100,

100],[−100, 100],[−100, 100],[−100, 100],[−100, 100],[−100,

100],[−100, 100]]

f10.fronteiras =fronteiras

f10.y = []

f10.cont = []

if x != []:

f10.cont = cont+1

if x[0] >=fronteiras[0][0] and x[0] <=fronteiras[0][1]:

result = 0.0

for i in range(9):

if x[i+1] >=fronteiras[i+1][0] and x[0] <=fronteiras[i

+1][1]:

result += 100 ∗ (x[i+1] − x[i]∗∗2)∗∗2 + (1 − x[i])

∗∗2

else:
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f10.y = []

return f10.y

f10.y = result

return f10

A.2 AG Simples – Algoritmo Equipe A

# Funcoes relativas a EQUIPE A − AG Simples

# Implementacao baseada no codigo disponivel em

# https://machinelearningmastery.com/simple−genetic−algorithm−from−

scratch−in−python/

# Decodifica palavra binaria para base 10

def decode(fronteiras, n_bits, bitstring):

#fronteiras: limites inferiores e superiores de cada variavel

#n_bits: numero de bits

#bitstring: palavra binaria que sera decodificada

decoded = list()

largest = 2∗∗n_bits

for i in range(len(fronteiras)):

# Extrai a substring

start, end = i ∗ n_bits, (i ∗ n_bits)+n_bits

substring = bitstring[start:end]

# Converte bitstring para string de chars

chars = ’’.join([str(s) for s in substring])

# Converte string para inteiro

integer = int(chars, 2)

# Ajusta inteiro para range desejado

value =fronteiras[i][0] + (integer/largest) ∗ (fronteiras[i][1]

−fronteiras[i][0])

# Salva e retorna o valor decodificado
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decoded.append(value)

return decoded

# Selecao por torneio

def torneio(pop, scores, k=3):

# pop: populacao de individuos

# scores: valores da funcao objetivo de pop

# k: tamanho do torneio

# Primeira selecao aleatoria

selection_ix = randint(len(pop))

for ix in randint(0, len(pop), k−1):

# Checa melhora (aplica torneio)

if scores[ix] < scores[selection_ix]:

selection_ix = ix

# Retorna o individuo vencedor do torneio

return pop[selection_ix]

# Cruzamento − crossover binario

def crossover_1ponto(p1, p2, r_cross):

# p1: codigo genetico do primeiro pai

# p2: codigo genetico do segundo pai

# r_cross: probabilidade de cruzamento

# filhos sao copias dos pais por padrao

c1, c2 = p1.copy(), p2.copy()

# verifica se ocorrera cruzamento

if rand() < r_cross:

# seleciona o ponto de corte

pt = randint(1, len(p1)−2)

# aplica o cruzamento

c1 = p1[:pt] + p2[pt:]
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c2 = p2[:pt] + p1[pt:]

# retorna os filhos

return [c1, c2]

# Operador de Mutacao

def mutacao_bit_flip(bitstring, r_mut):

# bitstring: indidivuo codificado em binario

# r_mut: probabilidade de mutacao

for i in range(len(bitstring)):

# verifica se ocorrera cruzamento

if rand() < r_mut:

# troca o bit

bitstring[i] = 1 − bitstring[i]

# Retorna o individuo codificado mutado

return bitstring

# Algoritmo Genetico Simples (ver Secao 3.4 para mais detalhes)

def algoritmo_genetico_simples(objective,fronteiras, n_bits, n_iter,

n_pop, r_cross, r_mut):

#objective: funcao objetivo a ser otimizada

#fronteiras: limites inferiores e superiores de cada variavel

#n_bits: numero de bits da codificacao (deve ser inteiro positivo)

#n_pop: tamanho da populacao (deve ser inteiro positivo)

#r_cross: probabilidade de cruzamento (deve ser real entre 0 e 1)

#r_mut: probabilidade de cruzamento (deve ser real entre 0 e 1)

# Populacao inicial de bitstrings geradas aleatoriamente

pop = [randint(0, 2, n_bits∗len(fronteiras)).tolist() for _ in range

(n_pop)]

best_eval = math.inf

best = []



A. Principais códigos de AEs em Python 120

scores = np.zeros(n_pop)

# Inicializa contador de avaliacoes da funcao objetivo

numero_avaliacoes_fo = 0

# enumerate generations

for gen in range(n_iter):

# Decodifica populacao

decoded = [decode(fronteiras, n_bits, p) for p in pop]

# Avalia todos os individuos da populacao e procura nova solucao

otima

for i in range(n_pop):

avaliacao = objective(decoded[i],numero_avaliacoes_fo)

numero_avaliacoes_fo = avaliacao.cont

scores[i] = avaliacao.y

if scores[i] < best_eval:

best, best_eval = pop[i], scores[i]

# Seleciona os pais

selected = [torneio(pop, scores) for _ in range(n_pop)]

# Produz a proxima geracao

children = list()

for i in range(0, n_pop, 2):

# Seleciona os pais em pares

p1, p2 = selected[i], selected[i+1]

# Aplica cruzamento e mutacao

for c in crossover_1ponto(p1, p2, r_cross):

# Aplica mutacao

mutacao_bit_flip(c, r_mut)

# Salva os filhos para a proxima geracao

children.append(c)

# Substitui toda a populacao

pop = children

return [best, best_eval,numero_avaliacoes_fo]
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def equipeA(fo,n_iter,n_pop):

#fo: funcao objetivo

#n_iter: numero de geracoes (deve ser inteiro positivo)

#n_pop: tamanho da populacao (deve ser inteiro positivo)

fronteiras = fo([],0).fronteiras

# Bits por variavel

n_bits = 16

# Taxa de crossover

r_cross = 0.9

# Taxa de mutacao

r_mut = 1.0 / (float(n_bits) ∗ len(fronteiras))

# Aplica o AGS

best, score, numero_avaliacoes_fo = algoritmo_genetico_simples(fo,

fronteiras, n_bits, n_iter, n_pop, r_cross, r_mut)

print(’%f ∗ %d’ % (score, numero_avaliacoes_fo))

return score

A.3 ED Simples – Algoritmo Equipe B

from numpy.random import rand, choice

from numpy import clip

# Funcoes relativas a EQUIPE B − ED Simples

# Define operador de mutacao

def mutationED(x, F):

#x: vetores que serao usados para se aplicar a mutacao

#F: fator de escala (deve ser positivo)

#Aplica mutacao (3.17) e retorna o individuo mutado

mutacao=np.array(x[0]) + F ∗ (np.array(x[1]) − np.array(x[2]))
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return mutacao.tolist()

# Checa se o individuo esta dentro das fronteiras do problema

def checar_fronteiras1(mutated,fronteiras):

#mutated: individuo mutado

#fronteiras: limites inferior e superior de cada variavel

mutated_bound = [clip(mutated[i],fronteiras[i][0],fronteiras[i][1])

for i in range(len(fronteiras))]

return mutated_bound

# Define operador de cruzamento binomial

def crossoverED(mutated, target, dims, cr):

#mutated: vetor vindo da mutacao

#target: vetor alvo

#dims: numero de dimensoes do problema

#cr: probabilidade de cruzamento (deve estar entre 0 e 1)

# Gera um valor aleatorio de uma distribuicao uniforme para cada

dimensao

rs = rand(dims)

# Gera e retorna o vetor tentativa via cruzamento binomial

trial = [mutated[i] if rs[i] < cr else target[i] for i in range(dims

)]

return trial

# Implementacao do Algoritmo de ED Simples (ver Secao 3.5)

def evolucao_diferencial_simples(objective,fronteiras, n_iter, n_pop, cr

, F):

#objective: funcao objetivo a ser otimizada

#fronteiras: limites inferior e superior de cada variavel
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#n_iter: numero de geracoes (deve ser inteiro positivo)

#n_pop: tamanho da populacao (deve ser inteiro positivo)

#cr: probabilidade de cruzamento (deve estar entre 0 e 1

#F: fator de escala (deve ser positivo)

#Gera populacao inicial e a avalia

pop = []

scores = np.zeros(n_pop)

numero_avaliacoes_fo = 0

for c_pop in range(n_pop):

individuo=[]

for c_dim in range(len(fronteiras)):

individuo.append(fronteiras[c_dim][0] + (rand() ∗ (

fronteiras[c_dim][1] −fronteiras[c_dim][0])))

pop.append(individuo)

# Avalia vetor produzido, monta vetor de scores e contabiliza

numero de avaliacoes

avaliacao = objective(individuo,numero_avaliacoes_fo)

scores[c_pop] = avaliacao.y

numero_avaliacoes_fo = avaliacao.cont

# Define melhor individuo como vazio e melhor valor de funcao

objetivo como infinito

best = []

best_eval = math.inf

#Aplica ED ao longo das geracoes (iteracoes)

for i in range(int(n_iter−1)):

for j in range(n_pop):

candidates = [candidate for candidate in range(n_pop) if

candidate != j]

escolhidos = choice(candidates, 3, replace=False).tolist()

v1=pop[escolhidos[0]]
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v2=pop[escolhidos[1]]

v3=pop[escolhidos[2]]

# Aplica mutacao

mutated = mutationED([v1, v2, v3], F)

# Checa se o individuo gerado por mutacao esta dentro das

fronteiras

mutated = checar_fronteiras1(mutated,fronteiras)

# Aplica cruzamento

trial = crossoverED(mutated, pop[j], len(fronteiras), cr)

# Busca funcao objetivo para vetor alvo

obj_target = scores[j]

# Calcula funcao objetivo para vetor de teste

avaliacao_trial = objective(trial,numero_avaliacoes_fo)

obj_trial = avaliacao_trial.y

numero_avaliacoes_fo = avaliacao_trial.cont

# Aplica a Selecao

if obj_trial < obj_target:

# Troca o vetor alvo pelo vetor de teste

pop[j] = trial

scores[j] = obj_trial

if obj_trial < best_eval:

best, best_eval = pop[j], obj_trial

return [best, best_eval, numero_avaliacoes_fo]

def equipeB(fo,n_iter,n_pop):

#fo: funcao objetivo

#n_iter: numero de geracoes (deve ser inteiro positivo)

#n_pop: tamanho da populacao (deve ser inteiro positivo)

# Definicao de parametros

fronteiras = fo([],0).fronteiras

cr=0.9
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F=0.5

#Aplicacao de ED

best, score, numero_avaliacoes_fo = evolucao_diferencial_simples(fo,

fronteiras, n_iter, n_pop, cr, F)

print(’%f ∗ %d’ % (score, numero_avaliacoes_fo))

return score

A.4 AE h́ıbrido com elementos inspirados em AG e ED –

Algoritmo Equipe C

from numpy.random import rand, choice

from numpy import clip

import copy

# Funcoes relativas a EQUIPE C − AE com elementos de AG e ED

# Checa se individuo esta dentro das fronteiras que limitam a regiao de

busca

def checar_fronteiras(individuo, fronteiras):

#individuo: individuo que sera verificado se esta dentro da regiao

factivel

#fronteiras: valores superior e inferior para cada variavel

#Verifica se o individuo esta dentro da regiao de busca

individuo_dentro = individuo

for i in range(len(fronteiras)):

if individuo[i] < fronteiras[i][0]:

individuo_dentro[i] = individuo[i] % fronteiras[i][0]

elif individuo[i] > fronteiras[i][1]:

individuo_dentro[i] = individuo[i] % fronteiras[i][1]

return individuo_dentro.tolist()
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# Define operador de mutacao baseado em ED/rand/1

def mutacao_rand_1(candidatos,avaliacoes,F,fronteiras):

# Mutacao ED/best/1

# candidatos: populacao de candidatos dos quais serao selecionados

os 3 vetores em que se aplica a mutacao

# avaliacoes: avaliacoes das funcoes objetivo organizada de acordo

com a posicao dos candidatos

# F: fator de escala (deve ser inteiro positivo)

# fronteiras: limites inferior e superior de cada variavel

#Escolhe 3 individuos aleatoriamente dentre os candidatos

indices_escolhidos = choice(len(candidatos), 3, replace=False).

tolist()

#Aplica mutacao ED/best/1 (3.17)

if avaliacoes[indices_escolhidos[0]] <= avaliacoes[

indices_escolhidos[1]] and avaliacoes[indices_escolhidos[0]] <=

avaliacoes[indices_escolhidos[2]]:

v1 = candidatos[indices_escolhidos[0]]

v2 = candidatos[indices_escolhidos[1]]

v3 = candidatos[indices_escolhidos[2]]

elif avaliacoes[indices_escolhidos[1]] <= avaliacoes[

indices_escolhidos[0]] and avaliacoes[indices_escolhidos[1]] <=

avaliacoes[indices_escolhidos[2]]:

v1 = candidatos[indices_escolhidos[1]]

v2 = candidatos[indices_escolhidos[0]]

v3 = candidatos[indices_escolhidos[2]]

else:

v1 = candidatos[indices_escolhidos[2]]

v2 = candidatos[indices_escolhidos[0]]

v3 = candidatos[indices_escolhidos[1]]
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# aplica a mutacao

mutacao=np.array(v1) + F ∗ (np.array(v2) − np.array(v3))

mutacao = checar_fronteiras(mutacao, fronteiras)

return mutacao

# Selecao dos Pais por Torneio Probabilistico

def torneio_probabilidade(pop, avaliacoes, n_cruz, prob_torneio):

#pop: populacao

#avaliacoes: avaliacoes da populacao

#n_cruz: numero de cruzamentos que serao executados (deve ser

inteiro positivo)

#prob_torneio: probabilidade do torneio ocorrer de forma

deterministica (deve ser um valor entre 0 e 1)

pais1 = []

pais2 = []

# Define os pais selecionados para cada cruzamento

for i in range(n_cruz):

# Seleciona 4 candidatos dentro da populacao

indices_pais= np.random.choice(range(len(pop)), 4, replace=False

)

indices_pais1 = indices_pais[0:2]

indices_pais2 = indices_pais[2:5]

# Sorteia um valor aleatoriamente entre 0 e 1. Caso este valor

seja menor que a probabilidade de torneio, vence o torneio individuo

mais bem adaptado. Caso contrario, vence o individuo pior avaliado.

numero_torneio = np.random.uniform(0, 1)

if numero_torneio < prob_torneio:
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if avaliacoes[indices_pais1[0]] < avaliacoes[indices_pais1

[1]]:

pais1.append(pop[indices_pais1[0]])

else:

pais1.append(pop[indices_pais1[1]])

if avaliacoes[indices_pais2[0]] < avaliacoes[indices_pais2

[1]]:

pais2.append(pop[indices_pais2[0]])

else:

pais2.append(pop[indices_pais2[1]])

else:

if avaliacoes[indices_pais1[0]] < avaliacoes[indices_pais1

[1]]:

pais1.append(pop[indices_pais1[1]])

else:

pais1.append(pop[indices_pais1[0]])

if avaliacoes[indices_pais2[0]] < avaliacoes[indices_pais2

[1]]:

pais2.append(pop[indices_pais2[1]])

else:

pais2.append(pop[indices_pais2[0]])

# Retorna os pais selecionados

return [pais1, pais2]

# Aplica o Cruzamento Aritmetico

def cruzamento_aritmetico(pais1, pais2, n_cruz):

#pais 1, pais2: conjuntos de pais que serao submetidos ao cruzamento

aritmetico (3.2)

#n_cruz: numero de cruzamentos que serao realizados (deve ser

inteiro positivo)
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filhos = []

for i in range(n_cruz):

pai1 = np.array(pais1[i]) # Converte para numpy array

pai2 = np.array(pais2[i]) # Converte para numpy array

alpha = np.random.uniform(0, 1)

filho1 = alpha ∗ pai1 + (1 − alpha) ∗ pai2

#filho2 = (1 − alpha) ∗ pai1 + alpha ∗ pai2

filhos.append(filho1.tolist()) # Converte de volta para lista

#filhos.append(filho2.tolist()) # Converte de volta para lista

return filhos

# Define a forma de elitismo

def elitismoC(n_pop, individuos, avaliacoes, filhos, avaliacoes_filhos,

mutantes, avaliacoes_mutantes, candidatos_otimos, avaliacoes_otimos):

# Seleciona candidatos otimos para serem preservados na proxima

geracao

indice_otimo = np.argmin(avaliacoes_otimos)

otimo = candidatos_otimos[indice_otimo]

avaliacao_otimo = avaliacoes_otimos[indice_otimo]

nova_pop, nova_avaliacoes_pop = [], []

nova_pop.extend(candidatos_otimos)

nova_avaliacoes_pop.extend(avaliacoes_otimos)

individuos.extend(filhos)

avaliacoes.extend(avaliacoes_filhos)

individuos.extend(mutantes)

avaliacoes.extend(avaliacoes_mutantes)
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indices = np.random.choice(range(len(individuos)), n_pop−3, replace

=False)

nova_pop.extend([individuos[i] for i in indices])

nova_avaliacoes_pop.extend([avaliacoes[i] for i in indices])

return [nova_pop, nova_avaliacoes_pop, otimo, avaliacao_otimo]

# Algoritmo Evolutivo C

def evolutivoC(f_objetivo, fronteiras, n_iter, n_pop, prob_cross,

prob_torneio, prob_mut, F):

n_cruz = round(n_pop∗prob_cross)

n_mut = round(n_pop∗prob_mut)

pop, avaliacoes, avaliacao_ind, avaliacao_filho, avaliacao_mut,

avaliacoes_filhos, avaliacoes_mutantes = [],[],[],[],[],[],[]

numero_avaliacoes_fo = 0

otimo_individuo = []

avaliacao_otimo_individuo = math.inf

for c_pop in range(n_pop):

individuo=[]

for c_dim in range(len(fronteiras)):

individuo.append(fronteiras[c_dim][0] + (rand() ∗ (

fronteiras[c_dim][1] − fronteiras[c_dim][0])))

pop.append(individuo)

avaliacao_ind = f_objetivo(individuo,numero_avaliacoes_fo)

avaliacoes.append(avaliacao_ind.y)

numero_avaliacoes_fo = avaliacao_ind.cont

if avaliacao_ind.y <= avaliacao_otimo_individuo:

otimo_individuo = individuo

avaliacao_otimo_individuo = avaliacao_ind.y
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for i in range(n_iter−1):

# Seleciona otimo pai para ser preservado para proxima geracao

candidatos_otimos,avaliacoes_otimos = [],[]

candidatos_otimos.append(otimo_individuo)

avaliacoes_otimos.append(avaliacao_otimo_individuo)

# Seleciona os pais para cruzamento via torneio

[pais1, pais2] = torneio_probabilidade(pop,avaliacoes,n_cruz,

prob_torneio)

# Obtem os filhos via cruzamento aritmetico

filhos = cruzamento_aritmetico(pais1,pais2,n_cruz)

# Avalia os filhos

avaliacao_otimo_filho = math.inf

otimo_filho = []

for d in range(n_cruz):

avaliacao_filho = f_objetivo(filhos[d],numero_avaliacoes_fo)

avaliacoes_filhos.append(avaliacao_filho.y)

numero_avaliacoes_fo = avaliacao_filho.cont

if avaliacao_filho.y <= avaliacao_otimo_filho:

otimo_filho = filhos[d]

avaliacao_otimo_filho = avaliacao_filho.y

# Seleciona otimo filho para ser preservado para proxima geracao

if otimo_filho != []:

candidatos_otimos.append(otimo_filho)

avaliacoes_otimos.append(avaliacao_otimo_filho)

candidatos_mut = copy.deepcopy(pop)

candidatos_mut.extend(filhos)

av_candidatos_mut = copy.deepcopy(avaliacoes)

av_candidatos_mut.extend(avaliacoes_filhos)
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mutantes, otimo_mut, avaliacao_otimo_mut = [], [], []

avaliacao_otimo_mut = math.inf

# Aplica a mutacao baseada em ED aos filhos

for j in range(n_mut):

mutante = mutacao_rand_1(candidatos_mut,av_candidatos_mut,F,

fronteiras)

mutantes.append(mutante)

avaliacao_mut = f_objetivo(mutante,numero_avaliacoes_fo)

avaliacoes_mutantes.append(avaliacao_mut.y)

numero_avaliacoes_fo = avaliacao_mut.cont

if avaliacao_mut.y <= avaliacao_otimo_mut:

otimo_mut = mutante

avaliacao_otimo_mut = avaliacao_mut.y

# Seleciona otimo mutante para ser preservado para proxima

geracao

candidatos_otimos.append(otimo_mut)

avaliacoes_otimos.append(avaliacao_otimo_mut)

# Aplica criterio de elitismo

pop,avaliacoes,otimo_individuo,avaliacao_otimo_individuo =

elitismoC(n_pop,pop,avaliacoes,filhos,avaliacoes_filhos,mutantes,

avaliacoes_mutantes,candidatos_otimos,avaliacoes_otimos)

return [otimo_individuo, avaliacao_otimo_individuo,

numero_avaliacoes_fo]

def equipeC(fo,n_iter,n_pop):

fronteiras = fo([],0).fronteiras

F=0.5

prob_cross=0.5

prob_mut=0.5
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prob_torneio=0.5

otimo_individuo, avaliacao_otimo_individuo, numero_avaliacoes_fo =

evolutivoC(fo, fronteiras, n_iter, n_pop, prob_cross, prob_torneio,

prob_mut, F)

print(’%f ∗ %d’ % (avaliacao_otimo_individuo,numero_avaliacoes_fo))

return avaliacao_otimo_individuo

A.5 AE h́ıbrido com elementos inspirados em AG e ED –

Algoritmo Equipe D

from numpy.random import rand, choice

from numpy import clip

import copy

# Funcoes relativas a EQUIPE D − AE com elementos de AG e ED

# Ajusta parametros

def ajusta_parametrosD(iter_atual,n_iter,n_pop,fronteiras):

if iter_atual/n_iter <= 0.5:

probM = 0.5

taxa_sel = 0.4

c = 0.3

elif iter_atual/n_iter >= 0.85:

probM = 0.95

taxa_sel = 0.95

c = 0.1

else:

probM = 0.8

taxa_sel = 0.6

c = 0.2

n_sel = int(taxa_sel∗n_pop)
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n_mut1 = int(n_pop∗probM)

n_mut2 = n_pop − n_mut1

var = (c∗abs(np.diff(fronteiras))/2)∗∗2

cov = np.diagflat(var)

return n_mut1,n_mut2,cov,n_sel,c

# Define operador de mutacao baseado em ED

def mutacao1D(atual,otimo_individuo,candidatos_cp,avaliacoes,F,

fronteiras):

# aplica a mutacao

indices_escolhidos = choice(len(candidatos_cp), 4, replace=False).

tolist()

v1 = atual

v2 = otimo_individuo

v3 = candidatos_cp[indices_escolhidos[0]]

v4 = candidatos_cp[indices_escolhidos[1]]

v5 = candidatos_cp[indices_escolhidos[2]]

v6 = candidatos_cp[indices_escolhidos[3]]

mutacao = np.array(v1) + F ∗ (np.array(v2) − np.array(v1) + np.

array(v3) − np.array(v4) + np.array(v5) − np.array(v6))

mutacao = checar_fronteiras(mutacao, fronteiras)

return mutacao

# Define operador de mutacao

def mutacao2D(candidato,cov,fronteiras):

mean = np.zeros(len(fronteiras))

s = np.random.multivariate_normal(mean, cov)

mutacao1 = candidato + s

mutacao1 = checar_fronteiras(mutacao1, fronteiras)
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return mutacao1

# Define a forma de elitismo

def elitismoD(n_sel,n_pop,individuos,avaliacoes,mutantesX,

avaliacoes_mutantesX,mutantesY,avaliacoes_mutantesY,candidatos_otimos

,avaliacoes_otimos):

indice_otimo = np.argmin(avaliacoes_otimos)

otimo = candidatos_otimos[indice_otimo]

avaliacao_otimo = avaliacoes_otimos[indice_otimo]

individuos.remove(candidatos_otimos[0])

avaliacoes.remove(avaliacoes_otimos[0])

mutantesX.remove(candidatos_otimos[1])

avaliacoes_mutantesX.remove(avaliacoes_otimos[1])

individuos.extend(mutantesX)

avaliacoes.extend(avaliacoes_mutantesX)

individuos_copia = copy.deepcopy(individuos)

avaliacoes_copia = copy.deepcopy(avaliacoes)

nova_pop, nova_avaliacoes_pop, indices_nova_pop = [], [],[]

avaliacoes_ord = sorted(avaliacoes_copia)

for j in range(n_sel):

index_elemento = avaliacoes_copia.index(avaliacoes_ord[j])

nova_pop.append(individuos_copia[index_elemento])

nova_avaliacoes_pop.append(avaliacoes_copia[index_elemento])

if individuos_copia[index_elemento] in individuos:
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individuos.remove(individuos_copia[index_elemento])

avaliacoes.remove(avaliacoes_copia[index_elemento])

if n_pop−n_sel−3 < 1:

n_rand = 1

else:

n_rand = n_pop−n_sel−3

indices_nova_pop = np.random.choice(range(len(individuos)), n_rand,

replace=False)

nova_pop.extend([individuos[i] for i in indices_nova_pop])

nova_avaliacoes_pop.extend([avaliacoes[i] for i in indices_nova_pop

])

nova_pop.extend(candidatos_otimos)

nova_avaliacoes_pop.extend(avaliacoes_otimos)

return [nova_pop, nova_avaliacoes_pop, otimo, avaliacao_otimo]

# Algoritmo Evolutivo D

def evolutivoD(f_objetivo,fronteiras,n_iter,n_pop):

# Gera a populacao inicial

pop, avaliacoes = [],[]

numero_avaliacoes_fo = 0

avaliacao_otimo_individuo = math.inf

for c_pop in range(n_pop):

individuo=[]

for c_dim in range(len(fronteiras)):

individuo.append(fronteiras[c_dim][0] + (rand() ∗ (

fronteiras[c_dim][1] − fronteiras[c_dim][0])))

pop.append(individuo)

avaliacao_ind = f_objetivo(individuo,numero_avaliacoes_fo)
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avaliacoes.append(avaliacao_ind.y)

numero_avaliacoes_fo = avaliacao_ind.cont

# Encontra o otimo da populacao inicial

if avaliacao_ind.y <= avaliacao_otimo_individuo:

otimo_individuo = individuo

avaliacao_otimo_individuo = avaliacao_ind.y

for i in range(n_iter−1):

n_mut1,n_mut2,cov,n_sel,F = ajusta_parametrosD(i,n_iter,n_pop,

fronteiras)

pop_antiga = []

pop_antiga = copy.deepcopy(pop)

mutantesX, mutantesY, avaliacoes_mutantesX, avaliacoes_mutantesY

= [], [], [], []

avaliacao_otimo_mutanteX = math.inf

# Produz a primeira mutacao − ED/current−to−best/2

indices = choice(len(pop), n_mut1, replace=False).tolist()

for j in range(n_mut1):

mutante1 = mutacao1D(pop[indices[j]],otimo_individuo,pop,

avaliacoes,F,fronteiras)

# Avalia o individuo mutante 1

av_mutante1 = f_objetivo(mutante1,numero_avaliacoes_fo)

numero_avaliacoes_fo = av_mutante1.cont

mutantesX.append(mutante1)

avaliacoes_mutantesX.append(av_mutante1.y)

# Procura pelo individuo mutante 1 otimo

if av_mutante1.y <= avaliacao_otimo_mutanteX:

otimo_mutanteX = mutante1

avaliacao_otimo_mutanteX = av_mutante1.y
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indices = choice(len(pop_antiga), n_mut2, replace=False).tolist

()

avaliacao_otimo_mutanteY = math.inf

# Produz a segunda mutacao − perturbacao considerando uma

distribuicao normal multivariada

for j in range(n_mut2):

mutante2 = mutacao2D(pop_antiga[indices[j]],cov,fronteiras)

# Avalia o individuo mutante 2

av_mutante2 = f_objetivo(mutante2,numero_avaliacoes_fo)

numero_avaliacoes_fo = av_mutante2.cont

mutantesY.append(mutante2)

avaliacoes_mutantesY.append(av_mutante2.y)

# Procura pelo individuo mutante 2 otimo

if av_mutante2.y <= avaliacao_otimo_mutanteY:

otimo_mutanteY = mutante2

avaliacao_otimo_mutanteY = av_mutante2.y

# Separa os otimos: geracao anterior, mutante 1 e mutante 2

candidatos_otimos = []

candidatos_otimos.append(otimo_individuo)

candidatos_otimos.append(otimo_mutanteX)

candidatos_otimos.append(otimo_mutanteY)

avaliacoes_otimos = []

avaliacoes_otimos.append(avaliacao_otimo_individuo)

avaliacoes_otimos.append(avaliacao_otimo_mutanteX)

avaliacoes_otimos.append(avaliacao_otimo_mutanteY)

#Aplica o elitismo

pop,avaliacoes,otimo_individuo,avaliacao_otimo_individuo =

elitismoD(n_sel,n_pop,pop,avaliacoes,mutantesX,avaliacoes_mutantesX,

mutantesY,avaliacoes_mutantesY,candidatos_otimos,avaliacoes_otimos)
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return [otimo_individuo, avaliacao_otimo_individuo,

numero_avaliacoes_fo]

def equipeD(fo,n_iter,n_pop):

fronteiras = fo([],0).fronteiras

otimo_individuo, avaliacao_otimo_individuo, numero_avaliacoes_fo =

evolutivoD(fo,fronteiras,n_iter,n_pop)

print(’%f ∗ %d’ % (avaliacao_otimo_individuo, numero_avaliacoes_fo))

return avaliacao_otimo_individuo

A.6 Código para Batelada de Testes

from numpy.random import randint

from numpy.random import rand

# Gerar Resultados das Simulacoes

NExec = 30

EA = np.zeros((NExec,10))

EB = np.zeros((NExec,10))

EC = np.zeros((NExec,10))

ED = np.zeros((NExec,10))

EE = np.zeros((NExec,10))

ra, rb, rc, rd = [], [], [], []

fmin = [−1.8996, −39.16617, 0, 0, 0, −1.9133, −78.33233, 0, 0, 0]

n_iter = [4, 4, 4, 30, 30, 10, 10, 50, 200, 200]

n_pop = [8, 8, 8, 30, 30, 10, 10, 30, 200, 200]

for cfo in range(1, 11):

print(’Funcao Objetivo’, cfo)
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print(’\n’)

fo = globals()[’f{}’.format(cfo)]

for equipe in [’A’,’B’,’C’,’D’]:

print(’Equipe’, equipe, ’\n’)

equipe_results = globals()[’E’ + equipe] # Seleciona a matriz

de resultados correta

for ce in range(NExec):

np.random.seed(ce)

r = globals()[’equipe’ + equipe](fo, n_iter[cfo−1], n_pop[

cfo−1])

equipe_results[ce, cfo − 1] = abs(r − fmin[cfo − 1])

r = []

print(’\n’)

# Gerar Notas

def calculaS(E, NExec):

S = 0.2∗(sum(sum(E[:,0:3])))/(3∗NExec)+0.3∗(sum(sum(E[:,4:8])))/(4∗

NExec)+0.5∗(sum(sum(E[:,8:11])))/(3∗NExec)

return S

def calculaN(vetorS):

n_equipes = len(vetorS)

N = np.zeros(n_equipes)

Smin = min(vetorS)

for j in range(n_equipes):

N[j] = (1 − (vetorS[j] − Smin) / vetorS[j]) ∗ 50

return N
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def calculaP(EA, EB, EC, ED):

n_lin = np.size(EA, 0)

n_col = np.size(EA, 1)

PA = np.zeros((n_lin, n_col))

PB = np.zeros((n_lin, n_col))

PC = np.zeros((n_lin, n_col))

PD = np.zeros((n_lin, n_col))

for i in range(n_lin):

for j in range(n_col):

lista = sorted([EA[i, j], EB[i, j], EC[i, j], ED[i, j]])

PA[i, j] = lista.index(EA[i, j]) + 1

PB[i, j] = lista.index(EB[i, j]) + 1

PC[i, j] = lista.index(EC[i, j]) + 1

PD[i, j] = lista.index(ED[i, j]) + 1

return PA, PB, PC, PD

SEA = calculaS(EA,NExec)

SEB = calculaS(EB,NExec)

SEC = calculaS(EC,NExec)

SED = calculaS(ED,NExec)

N1 = calculaN([SEA, SEB, SEC, SED])

N1A = N1[0]

N1B = N1[1]

N1C = N1[2]

N1D = N1[3]

PA, PB, PC, PD = calculaP(EA, EB, EC, ED)

SPA = calculaS(PA,NExec)
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SPB = calculaS(PB,NExec)

SPC = calculaS(PC,NExec)

SPD = calculaS(PD,NExec)

N2 = calculaN([SPA, SPB, SPC, SPD])

N2A = N2[0]

N2B = N2[1]

N2C = N2[2]

N2D = N2[3]

NA = N1A + N2A

NB = N1B + N2B

NC = N1C + N2C

ND = N1D + N2D
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