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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar as sequéncias conhecidas como Progressoes Aritméticas
e Geométricas de primeira e segunda ordens, construidas a partir de relagoes de re-
corréncias de seus termos gerais, bem como suas propriedades e algumas aplicagoes na
resolucao de problemas. Além disso, realiza-se um estudo de suas variacoes denomina-
das aqui como Progressoes Harmonicas de primeira e segunda ordens e as progressoes
mistas, construidas a partir do produto dos termos de uma Progressao Aritmética com
uma Progressao Geométrica (Progressoes Aritmético-Geométricas) e a partir da soma dos
termos das Progressoes Aritméticas e Progressoes Geométricas (Progressoes Geométrico-
Aritméticas). Por fim, é abordado a aplicabilidade dos contetidos desta dissertagao, em
particular das Progressoes Harmonicas e das Progressoes Mistas, no Ensino Bésico, para
que possa melhorar a compreensao dos discentes nestes assuntos.

Palavras-chave: Sequéncias. Progressoes. Progressoes Aritmético-Geométricas.

Progressoes Geométrico-Aritméticas.



ABSTRACT

The objective of this work is to study the sequences known as Arithmetic and Geometric
Progressions of the first and second orders, constructed from recurrence relations of their
general terms, as well as their properties and some applications in problem solving. In
addition, a study is made of their variations, known here as first and second order Har-
monic Progressions and mixed progressions, constructed from the product of the terms of
an Arithmetic Progression with a Geometric Progression (Arithmetic-Geometric Progres-
sions) and from the sum of the terms of Arithmetic Progressions and Geometric Progres-
sions (Geometric-Arithmetic Progressions). Finally, the applicability of the contents of
this dissertation, in particular Harmonic Progressions and Mixed Progressions, in Basic
Education is addressed, so as to improve students’ understanding of these subjects.

Keywords: Sequences. Progressions. Arithmetic-Geometric Progressions. Geometric-

Arithmetic Progressions.



LISTA DE FIGURAS

[Figura 1 — Representacao geomeétrica de uma PA|. . . . . . . ... ... ... ... 15
[Figura 2 — Representacao geométrica de uma PG parag>1eO<g<1.| ... .. 23
[Figura 3 — Triangulo Harmonico. | . . . . . . .. ... ... o oL 30

[Figura 4 — Numeros Pentagonais. | . . . . . . . . . ... ... ... ... .. ..., 32




SUMARIO

[1 INTRODUCAO!. . . . o oot e e e e e e e e e e e 11
2 PROGRESSOES| . .. ... ... . . 12
2.1 PROGRESSOES ARITMETICAS . . . . .. .. ... ... .. .. ..... 12
2.2 PROGRESSOES GEOMETRICAS . . . ... ... .. ........... 21
2.3 PROGRESSOES HARMONICAS . . . . ... ... ... .. ........ 28
3 PROGRESSOES DE SEGUNDA ORDEM| . .. .......... 31
3.1 PROGRESSOES ARITMETICAS DE SEGUNDA ORDEM. . . . . . . .. 31
3.2 PROGRESSOES GEOMETRICAS DE SEGUNDA ORDEM| . . . . . . .. 35
3.3 PROGRESSOES HARMONICAS DE SEGUNDA ORDEM| . . . . . . . .. 37
4 PROGRESSOES MISTAS . . . .o v it 39
K41 PROGRESSOES ARITMETICO-GEOMETRICAS . .. ... ....... 39
K42  PROGRESSOES GEOMETRICO-ARITMETICAS . . .. ......... 46
5 CONSIDERACOES FINAIS| . . . o o ot o e et e e e e e 49




11
1 INTRODUCAO

Esta pesquisa apresenta uma abordagem sobre Progressoes Aritméticas (PAs)
e Geométricas (PGs) de primeira e segunda ordens e a partir destas outras progressoes
que sao formadas somando ou multiplicando termos de PAs e PGs e considerando os
inversos dos termos de PAs. Assim obteremos propriedades e aplicagoes dessas duas
progressoes tomadas com seus termos misturados formando Progressoes Mistas, Pro-
gressoes Geométrico-Aritmética e Progressao Aritmético-Geométrica. Existem poucos
trabalhos realizados sobre Progressao Harmonica, Progressao Aritmético-Geométrica e
Geométrico-Aritmética. Diante disso, torna-se necessario abordar, em um unico trabalho,
Progressao Harmonica, Aritmético-Geométrica e Geométrico-Aritmética e outros tipos de
progressoes, considerando a importancia desses assuntos para o estudo das progressoes
matematicas. Nesse sentido, uma das contribuicoes dessa pesquisa para os estudos ma-
tematicos consiste na apresentacao e exposicao de ideias concepgoes sobre a teméatica das
progressoes que, por sua vez pode significar uma insercao de conteudos para a pesquisa
sobre progressoes, assim como para o ensino desse assunto no Ensino Médio.

O objetivo geral deste trabalho é estudar as propriedades das Progressoes
Aritméticas e Geométricas. Com a intencao de se cumprir esse objetivo geral, definiu-se os
seguintes objetivos especificos: mostrar que é possivel combinar as PAs e PGs originando
novas sequéncias chamadas Progressoes Mistas, no caso as Progressoes Harmonicas, Pro-
gressoes Geométrico-Aritméticas (PAGs) e Progressoes Aritmético-Geométricas (PGAs);
analisar as progressoes de segunda ordem harmonicas, aritméticas, geométricas, PAGs e
PGAs para estas tltimas serao analisados os casos de primeira ordem sem deixar de falar
sobre a existéncia de ordens superiores; proporcionar um aprofundamento de conhecimen-
tos das principais sequéncias estudadas no Ensino Baésico.

Este trabalho a partir de sua estrutura esta organizado, resumidamente, da se-
guinte forma: no capitulo 2 sao apresentadas algumas nogoes sobre Progressoes Aritméticas,
Progressoes Geométricas e Progressoes Harmonicas; no capitulo 3 algumas nogoes sobre
progressoes de segunda ordem para Progressoes Aritméticas, Geométricas e Harmonicas;

e no capitulo 4 algumas nogoes sobre progressoes mistas.
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2 PROGRESSOES

Neste capitulo iremos discutir as Progressoes Ariméticas, Geométricas e as
Progressoes Harmonicas, que sao obtidas a partir das Progressoes Aritméticas. As notacoes
e resultados estdo baseados principalmente em Morgado (2015), Oliveira (2021) e Neto et
al. (2009).

Definicao 2.1. Uma sequéncia numérica é uma funcao a : N — R, que a cada nimero
n € N, com N = {1,2/3,---}, associa um nimero a(n), ou como também é escrito na
maioria das vezes (a,). Os numeros a, sdo chamados termos da sequéncia, assim a; ¢
o primeiro termo da sequéncia, ay é o segundo termo da sequéncia e consequentemente
a, € o n-ésimo termo da sequéncia. A sequéncia a : N — R, serd representada por,
(a1, as,as,...) ou simplesmente como (a,). A notacao (a,) serd muito usada neste tra-

balho para denotar sequéncias numeéricas.

111
)99 47 87"
n—1 N

) ,Vn € N. E dessa forma nessa sequéncia teremos: a; = 1,

Exemplo 2.1. A sequéncia definida por (1

1
2

. ) possui o termo geral representado

pela expressao a, = (

1
Ay = =, a3 = —, Qg = 3 e assim respectivamente.

2.1 PROGRESSOES ARITMETICAS

Nesta secao falaremos sobre as Progressoes Aritméticas comegando com a sua
definicao e algumas propriedades, com a formalizacao do termo geral por recorréncias e
por ultimo faremos a demonstragao da soma dos seus termos usando Indugao Matematica.
Defini¢ao 2.2. Uma Progressao Aritmética (PA) é uma sequéncia em que cada termo é
igual ao anterior somado com um valor constante denominado razao r da PA. Da mesma
forma podemos dizer que uma sequéncia é uma PA, se a diferenca entre dois termos
consecutivos é constante e chamamos essa constante de razao r da PA.

Assim, podemos escrever os seguintes termos:

a) o =a1 +7r = a9 —a; =

o

o

)
) ag=as+r = a3 —ay; =
)

ay as+1r = a4 —ag =

T T B

d) as=a4+7r=a5— a4 =

De modo geral, vale a seguinte relacao entre os termos de uma PA:

ay = ai1+r

as = az+r

an = Qp_1+T.
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Somando as (n — 1) equagoes de um lado e do outro das igualdades e fazendo os cancela-
mentos possiveis chegamos a equagao a, = a;+(n—1)-r, que representa o termo geral de
uma PA, com primeiro termo a; e razao r conhecidos. Podemos também escrever qualquer
termo de uma Progressao Aritmética em fungao de um termo qualquer conhecido, denomi-
nado ay, e darazao r. Assim dada a Progressao Aritmética, (a,) = (a1, a9, - ,ag, -+ ,a,),

podemos escrever:

Ag+1 = A+ 7T
(g2 = Qg1+ T
+an = Qpg+7T
a, = ar+(n—=Fk)-r (1)

Somando as (n — k) equagoes do lado esquerdo e do lado direito das igualdades e fazendo
os cancelamentos possiveis chegamos a equacao a, = ax + (n — k) - 7, que representa o
termo geral de uma PA, conhecidos um termo ay e a razao r. A equagao a, = a;+(n—1)-r
representa um caso particular da equacao . Assim a partir da equacao de modo
geral, para passar de um termo de ordem k para um de ordem n, somamos a; com (n— k)
vezes a razao r. Assim podemos dizer, que ao passar do termo a; para o termo a,,, quando
n > k avangamos (n— k) termos da sequéncia, caso contrario retrocedemos (n— k) termos.
De acordo com o valor da razao r, uma PA poderd ser:
a) Crescente, se r > 0 ;
b) Decrescente, se r < 0 ;

c) Estaciondria, se r =0 .

Exemplo 2.2. Escrever o termo a9 de uma PA conhecendo o termo ay e a razao r.

Solucgao: Pela equacao podemos escrever:
ajp=as+ (10—-2)-r=ay+8-r.

Dessa forma podemos observar que para escrever a;y em funcao de ay, somamos

8 vezes a razao, ou seja, avancamos 8 termos dessa sequéncia.

Exemplo 2.3. Considerando uma PA em que a5 = —3 e r = 5, calcular o termo aos.

Solucgao: Pela equacao podemos escrever:

(125:CL5+(25—5)'T:CL5+20'T:—3+20'5:97.
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Exemplo 2.4. Escrever o termo ay de uma PA conhecendo o termo aig e a razao r.

Solugao: Pela equacao podemos escrever a4 da seguinte forma:
ag=a;+(4—10)-r=a;o—6-1.

[ |
Dessa forma observamos que para escrever ay em funcao de apg, subtraimos 6

vezes a razao, ou seja, retrocedemos 6 termos dessa sequeéencia.

Exemplo 2.5 (MORGADO, 2015). Os ntimeros \/5, V3e5 podem pertencer a mesma

Progressao Aritmética?

Solucao: Supondo sem perda de generalidade que v/2, v/3 e v/5 sdo termos de uma Pro-

gressao Aritmética crescente, entdo podemos escrever as seguintes relacoes:

\/32\/§—|—m«r
\/52\/§+n-r

,m,n € N.

A partir dessas relagoes, igualando os valores de r em funcao de m e n, obtemos:

Vi-VZ_ V52

m n

logo,

V5 -2
V312
(V5= VI3 +V?)
(V3-V2)(V3+v?2)
V15 — /6 + /10 — 2
3-2
= V15 +V10 - V6 — 2.

SIs3ls 2= 3=

n n
Dai devemos ter — = /15 + /10 — v/6 — 2 , mas — é um nimero racional pois n,m € N
m m
e o nimero V154 v/10 — /6 — 2 é irracional, para verificar a irracionalidade deste niimero
veja Niven (2012). Portanto nao é possivel \/5, \/g, /5 serem termos de uma mesma

Progressao Aritmética. u

Exemplo 2.6. Determinar uma PA de trés termos consecutivos cuja soma de seus termos
¢ 39 e o produto é 2145.
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Solucao: Note que trés termos consecutivos de uma PA podem ser escritos na forma

a—r,a,a-+r, assim:

a—r+a+a+r=39 36 =39=a=13
=

(a—r)-a-(a+r)=2145 (a* —r?) - a = 2145.
Substituindo a = 13 em (a? — r?) - a = 2145, obtemos:
(169 — 1) - 13 = 2154 = 169 — 1> = 165 = r* = 4 = r = £2.

Assim, para r = 2 obtemos os termos 11,13 e 15 e para r = —2 obtemos os termos 15,13
e 11. H
Proposigcao 2.1. O termo geral de uma Progressao Aritmética é expresso por um po-
linomio de grau 1, em n € N. Reciprocamente, um polinomio de grau 1, em n € N,

expressa o termo geral de uma Progressao Aritmética.

Demonstragao: Dado o termo geral de uma Progressao Aritmética, a, = a1+ (n—1)-r,

assim temos:

a, = ag+(n—1)-r
ap, = a+nr—r

an, = rn+(a —r).

Fazendo A =r e B = a; — r, temos o termo geral da sequéncia, dado por um polinémio
do 19 grau, visto que :
a(n) = An + B.

Reciprocamente desde que P(n) = an + b é um polinomio de grau 1, comparando com a
equagao a, = rn+ (a; —r), temos a = r e b = a; — r. Assim P(n) expressa o termo geral
de uma Progressao Aritmética de razao r =a e a; = b+ a. [ |
A Figura 1 mostra uma fungao polinomial do 1° grau que contém pontos (n,a,) de uma

PA nos casos em que a razao r > 0 e r < 0:

Figura 1 — Representacdo geométrica de uma PA

aln) |
251 =+,

g+ k-1)prF—-—==== a + =

a4 (k=1)rf— === — = \

|
|
|
|
1 2 koon

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Podemos destacar algumas propriedades das Progressoes Aritméticas conheci-
dos alguns de seus termos, que podem ser encontradas em (OLIVEIRA, 2021) e (LOPES,
1998).

1. (OLIVEIRA, 2021) Seja trés termos de uma Progressao Aritmética (ay, a,, a,) com
razao r # 0, entao a igualdade a, + a, = 2a, acontece se e somente se, p +r = 2q.

Demonstracao: Seja (a,, a4, a;) uma PA satisfazendo a, + a, = 2a,, usando a

formula do termo geral de uma PA, temos:

2-lam+(@—-1) 7] = ai+(p—1)-r+a1+(s—1)-r
&2 +2qr—2r = ay+pr—r+a+sr—r
S 2a0 +2qr —2r = 2aq +pr+sr—2r

29 = p+s.

[ |

2. (OLIVEIRA, 2021) Seja p < ¢ < s < t os indices de quatro termos de uma Pro-

gressao Aritmética (a,,) com razao r # 0, entao a relacao entre os indices p+t = ¢+s

¢ valida se e somente se, a, + as; = a, + a;. Em particular, a soma de dois termos
equidistantes dos extremos é igual a soma dos extremos.

Demonstracao: Seja (ay, a4, as, a;) quatro termos de uma PA, satisfazendo a, +

as = a, + a;. Usando a férmula do termo geral de uma PA, obtemos:

ag+as = a,+a;
sau+@—1)-r+a+(s—1)r = a1 +p—-1)-r+a+@t—1)-r
& 2a1+qgr+sr—2r = 2a1+pr+tr—2r
Sqr+sro o= pr+tr
Sp+t = g+s.

[
3. (LOPES, 1998) Em uma PA de razao r # 0, a soma de dois termos equidistantes
dos extremos € igual a soma dos extremos.

Demonstragao: Considere a PA (ay,as, G, Qpi1,  *  Qpky Gngi1, " * 5 Gn)-

Sabendo que agi1 e a,_; sdo equidistantes dos extremos, entao usando o termo

geral da PA, temos:

agr1 = a1+ (E+1—=1)r; (2)
- = a1+ (n—Fk—1)r. (3)
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Somando (2) e (3), obtemos:

A1 +an_p = ai+a;+ (n - 1)7"

= Q+1 T A = Q1+ Qp.

Proposicao 2.2. Dada uma Progressao Aritmética (a,), a soma dos seus n primeiros
(a1 + ap) - n
—

Demonstracgao: Seja S,, = a; + as + - -+ + a,, a soma dos n primeiros termos de uma

termos sera dada por S,, =

Progressao Aritmética, vamos mostrar por Inducao Matematica que:

(a1 4+ ay) - n

Sp=a1+ay+ - +a, = 5

Para n =1, temos:
(a1 + 0,1) -1
—

Portanto a proposigao é verdadeira para n = 1. Suponhamos agora que

51:a1:

a;+ay)-n
Sn:a1+a2+---+an:% (4)

seja verdadeira, para algum n € N, devemos mostrar a validade para n + 1. Somando
an+1 & ambos os lados de temos:

(a1 + ay) - n

Sn+1:a1+a2+-~-+an+an+1: 5

+ An+1

Usando a relacao do termo geral da PA , temos a,1 = a; + nr, logo:

(a1 + ay) - n
Spe1=a1+ag+ -+ ap + Ay = B E— +ay +nr

nay, + na, + 2a, + 2nr
2
(n+1) a1+ (an+71)-n+a; +nr
2
(n+1)-a; +naps1 + ania
2
m+1)-a1+(n+1): ap1
2
(a1 + aps1) - (n+1)
2

(a1 + ay)-n

Portanto, por Inducao Matematica, S,, = 5

é valida para todon € N . [ |
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Defini¢ao 2.3. Podemos representar a soma dos termos de uma sequéncia (a,) usando o
n

simbolo > a; chamado somatério, que representa a soma dos termos ay, para k variando

k=1

de 1 até n. Assim podemos escrever uma soma da seguinte forma:

a)

Zak:a1+a2+...+an.
k=1

A partir dessa definicao podemos escrever algumas propriedades do somatorio:

Z(ak+bk) = Z ap + Z bk
k=1 k=1 k=1

Demonstragao: [remos demonstrar essa propriedade por indugao em n. Entao para

n = 1, temos:

1 1 1
Z(ak-f—bk) =a;+b = Za1+ Zbl‘
k=1 k=1 k=1

Suponhamos agora a validade para um n natural, devemos entao demonstrar a

validade para n + 1. Observe que:

n+1 n

Z(@kz +bp) = Z(ak + b)) + ang1 + bnga
=1 =1
= Zak+zbk+an+1+bn+l
=1 =1
n+1 n+1

= Z ar + Z by..
k=1 k=1

Portanto, a propriedade é valida para n + 1 e dai por Indugao Matematica é valida

para todo n € N. [ |

> Cap=0C)> ag, com C € R.
k=1 k=1

Demonstracgao: Iremos demonstrar essa propriedade por inducao em n. Entao para

n = 1, temos:
1 1
> Cay = Ca; = C Y ay. Suponhamos agora a validade para algum n € N. Deve-
k=1 k=1
mos mostrar a validade para n 4+ 1. Observe que:
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n+1

ZC’ak = ZCa;ﬁ—C’anH

k=1 k=1

= Ci ap + Can+1

k=1

Portanto a propriedade é valida para n + 1 e dai segue por Inducao Matematica a
validade pra todo n € N. [ |
Os proximos exemplos mostram as aplicagoes de somatérios e Progressoes Aritméticas na

resolucao de problemas.

Exemplo 2.7. Determinar a soma dos n primeiros ntimeros naturais pares.

Solugao: Devemos calcular > 2k =244+ --- + 2n, sabendo que os termos dessa soma
k=1
formam uma PA de razdo r = 2k — 2(k — 1) = 2, usando a férmula da soma dos termos

da PA, temos:
(2+42n)-n  2n*+2n

5 5 :n2+n.

Sy =

Exemplo 2.8. Determinar a soma dos n primeiros niimeros naturais impares.

Solugao: Devemos calcular > (2k — 1) =143+ 54 ---+ (2n — 1). Sabendo que esse
k=1
somatoério forma uma PA de razdo r = (2n — 1) — (2n — 3) = 2 e usando a férmula da

soma dos termos de uma PA, obtemos:
1+ 2n—-1)]-n 202

STL: = —_—— = .
2 2 "

Exemplo 2.9. Determinar a soma dos quadrados dos n primeiros niimeros naturais.

Solugao: Escrevendo em notagao de somatorio temos:

YR =142+ 40"
k=1
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Notando que:

por outro lado,

De (6), (7) e desde que

concluimos que

Logo,

= 3n(n+1)+2n+2
3 K = (n+1)°- 5

~ 5, 2(n+1P=3n(n+1)—2(n+1)
3y K = 5

SikQ _ (n+1)2(n+1)*—3n— 2]

3zn:k2 (n+1)(2n* + n)

3Z/€2 _ n(n+1)2n+1)

ikQ _ n(n+1 (2n—|—1)'

[ |
Exemplo 2.10 (MORGADO, 2015). Calcular a soma dos n primeiros termos da sequéncia:
(13,2333 ... n?).

Solucao: Escrevendo em forma de somatorio temos:
Zk3:13+23+"'+n3

Note que:

n

Z(k+1)4:ik4+4ik3+6ik2+4ik+il, (7)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

k=1



e, por outro lado,
n

D k+ 1)t =243+ nt (1)
k=1

De (8) e (9), concluimos que:

(n—i—1)4:n+1+4-ik3+6-ik2+4-ik.
k=1 k=1 k=1

Desde que,
(n+1)-n
k=-——""—
2 )

k=1

~ , n-(n+1)-(2n+1)
Zk = ; .

k=1
Concluimos que:

n-(n+1)-(2n+1)

(n+1)'=n+1+4-> K +6- +4-

(1+n)-n

6

k=1

4-ik3 = n+D)'—n-(n+1)-2n+1)—-2n-(n+1)—n

4-21@3 = n*+ 23 +n?
k=1

2": 13 n* 4+ 2n3 4+ n?
k=1 4

zn:k3 _ n2~(n+1)2
=1 4

2.2 PROGRESSOES GEOMETRICAS

2

21

(10)

(11)

Nesta secao falaremos sobre as Progressoes Geométricas definindo seu termo

geral, o produto de seus termos e demonstraremos a soma de seus termos usando Inducao

Matematica.

Defini¢ao 2.4. Uma Progressao Geométrica (PG) é uma sequéncia em que cada termo

a partir do segundo ¢é igual ao anterior multiplicado com um valor constante denominado

razao .

Em uma PG de razao ¢ se conhecermos um termo é possivel escrevermos todos

os outros termos em fungao deste e da razao ¢. De modo geral, supondo a; # 0 e g # 0,
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podemos escrever as seguintes relagoes entre os termos de uma PG:

(
Gy = ay - q

a3 = das (¢

X ays=as-q

Ap = Qp—-1 (.

E agora multiplicando os termos do lado direito e esquerdo das n — 1 equagoes e cance-

lando os termos iguais de lados opostos chegamos a seguinte equacao:

. . ...an — a - . “ e _q . “ e
5 - 05 94 19598 Qm(q q)q q
n—1) fatores

a, = a;-q"". (12)

Assim a equacao representa a férmula do termo geral da Progressao Geométrica,
dados a; # 0 e ¢ # 0. Podemos também escrever de um modo mais geral qualquer termo
de uma Progressao Geométrica em fungao de outro termo dado. Assim, dada a Progressao

Geométrica (ay,ag,ag, - ag---an,--- ), podemos escrever:

(
Q41 = Qg - ¢

Qg+2 = Ag+1 - 4

Q43 = Q42 * ¢

\G,n = Qp-1"4.

Multiplicando de um lado e do outro as (n — k) equagoes e cancelando os termos iguais,
obtemos:

QT " Q2 " Q3" " " Ay = Q" QT " Q7" " " A=7q "4 4" - (
—_——
(n—k fatores)

an = ap-q"". (13)

A equacao é um caso particular da equagao (13]) em que k = 1 e representa uma PG
de primeiro termo a;. Quando ¢ > 1 a Progressao Geométrica sera crescente e quando
0 < g < 1 sera decrescente.

Exemplo 2.11. Em uma Progressao Geométrica tem-se a5 = 160 e ag = 2560. Calcular
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o primeiro termo e a razao dessa PG.

Solucao: Sabendo que ag = as - ¢°~°, entao:
2560 = 160 - ¢* = ¢* = 16 = ¢ = +2.

Usando o fato de que a5 = a; - ¢*, temos:

160

16O:a1-24:>a1:1—6—10.

[
Exemplo 2.12. Quantos termos devemos inserir entre 12 e 1536 para obtermos uma PG

de razao 27

Solugao: Considerando a PG (12,---,1536), temos que a; = 12, a, = 1536 e ¢ = 2.
Como queremos inserir termos entre 12 e 1536, entao devemos ter n = k + 2, onde k é a

quantidade de termos inseridos. Dessa forma, substituindo esses valores na equacao ((12)):

1536 = 1221 =
128 = 2"l = k=6,

logo devemos inserir 6 termos entre 12 e 1536. |

A representagao geométrica de uma Progressao Geométrica esta relacionada
com o grafico de uma Funcao Exponencial. A Figura 2 mostra a representacao geométrica
de uma Fungao Exponencial em que possui os pontos (n, a,) nos casos em ¢ > 1 e em que

0<qg<l.

Figura 2 — Representacao geométrica de uma PG para g > 1 e

0<g<l.
a(n) a(n)
I L
| 31 --II
a;-qL - | 4°q |-=--n
al L1 : n al-qk ! "'.L“J:_"hﬁ-lh"“-'—— _—
1 2 k 1 2 k

Fonte: Elaborada pelo autor.

Proposigao 2.3. Se (a,) é uma Progressao Geométrica com termos positivos, entao (by,)

definida como b,, = log a,, ¢ uma Progressao Aritmética.
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~ . ~ ~ s . an
Demonstragao: Seja ¢ a razao da Progressao Geométrica (a,). Logo, ¢ = 1 Por-

tanto,
Ap+1

bpi1 — b, =loga,1 —loga, = log = loggq.

Assim, (b,) é uma PA de razao r = loggq.
|
Proposicao 2.4. Se (a,) é uma Progressao Aritmética entdo (b,,) definida como, b,, = ™

¢ uma Progressao Geométrica.

Demonstragao: Seja r a razao da PA (a,) logo temos, r = a,, 1 — a,. Portanto,

Ap+1
bn+1 _ e — eOn+17an — o
b,, ean '
Assim (b,) é uma PG de razao g = €’. |

Proposigao 2.5. A soma dos n primeiros termos de uma Progressao Geométrica (a,) é

dada por:
ai(¢" —1)
g—1 =

Demonstracao: Seja S, = a1 + as + - -+ + a,, a soma dos n primeiros termos de uma

S, = (14)

Progressao Geométrica, vamos mostrar por Indugao Matematica que:

a1(g" — 1
Sn:(ll—l-(lg—l—---—}—a,n:M'
q—1
Para n =1, temos:
1
—1
S =g =@l
qg—1

Portanto, o resultado é verdadeiro para n = 1. Suponhamos agora que

a(¢" —1)

Sp=a1+ay+---+a, =
qg—1

(15)
seja verdadeira, para algum n € N, devemos mostrar a validade para n + 1. Somando
a,+1 a ambos os lados de temos:

ai(g" —1
Sn+1:a1+a2+"‘+an+an+1:%-Fanﬂ-
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Usando a relacao do termo geral da PG , temos a, 11 = ay - ¢", logo:

ar(¢g" —1
Sppr=a1+ay+ -+ Ay +apy1 = %—Fal'qn
_ a@"=D+a-q¢"(g-1)
qg—1
oa- ¢ ta " —a " —a
= -
_ aq (qn+1 _ 1)
g—1
~ " al(qn—l), ‘s
Portanto, por Inducao Matematica, S,, = —Y 1 ¢ valida para todo n € N. [ |
q J—
Exemplo 2.13. Calcular a soma dos 20 primeiros termos da Progressao Geométrica

(2,4,8,...).
Solucao: Considerando que a; = 2 e ¢ = 2, temos:

2. (220 — 1)
21

Soo = =22 _ 9

O préximo Teorema sera utilizado na demonstragao de Teorema [2.2]
Teorema 2.1 (Desigualdade de Bernoulli). Se x > —1, entdo (1 + z)” > 1 + naz, para
todo n € N.

Demonstragao: [remos demonstrar essa desigualdade por inducao em n. Para n = 1,
teremos:
(1+2)'=1+1z.

Suponhamos agora que (1+x)" > 1+ nx, para algum n € N. Entao devemos demonstrar
que (1+2)"™ > 1+ (n+1)xz. Como x > —1, dai 1 + z > 0, entao multiplicando ambos

os lados da desigualdade por 1 + x, temos, por hipote de inducao:
(14+2)" > 1+ nx.
Desde que x > —1 obtemos

1+2)(1+2)" > (1+nz)(l+2)
(1+2)" > 14+ (1 +n)z+n2*>>1+ (1+n)z.

Logo, por Inducao Matematica, a desigualdade é valida para todo n € N. [ |
A demonstracao do préximo Teorema tem como referéncia Morgado (2015).

Teorema 2.2. Se n — 00 e |g| < 1, entao o lim,,_,., ¢" = 0.



26
Demonstracgao: Considere ¢ = 0, entao escolhendo € > 0, temos:

l¢" — 0] < e

1

Agora dado ¢ # 0, para todo ¢ > 0 pondo h = ﬂ — 1 e aplicando a desigualdade de
q

Bernoulli 2.T] temos:

1 1
h=——1=l|¢ = —,
iq] =57

logo

1 1 1
<
T TR

l¢" — 0] =

1 ) 1 L.
se n > —. Dessa forma a partir de n > —, teremos os termos bem préximos de 0.
€ €
Portanto para todo n € N, lim,, ., ¢" = 0 com, |g| < 1. [
Corolario 2.1. A soma de todos os termos de uma Progressao Geométrica infinita com

razao |¢| <1 é:

a(¢" — 1)

Demonstragao: Na equacao S, = , aplicando o limite quando n — oo e con-

siderando que o lim,,_,., ¢" = 0 para |g| < 1, obtemos:

0
S = lim al(Qﬂ,_ D) S

n—00 qg—1 1—q'

Exemplo 2.14 (MORGADO, 2015). Sendo x > 0, calcule \/x\/x\/x\/:c e
Solugao: Observando que \/x\/x\/x\/m S =x2eqt-gs -z =g2titsTet ) entdo
1 1 1 1

a soma dos expoentes de x , S = 3 + 1 + 3 + 6 + .-+ é a soma de uma PG infinita, em
1
que a; = 3 eq= 7 Pelo corolario 2.1 segue que:
1
9 1 2
S=—2_—_.2-1
1_1 2 1
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Assim, \/x\/xm = . [

Exemplo 2.15. Determine a fracao geratriz da dizima periddica 0,252525- - - .

Solucao: Escrevendo a dizima 0, 252525 - -+ como uma soma de fragoes, obtemos:
25 25 25
0,252525 - = —
’ 100 ~ 10000 * 1000000 *
Usand dos t da PG infinita, t 25 11
sando a soma dos termos da infinita, temos a; = — e ¢ = —, logo:
’ "= 100 © 77 1000 %
25 25
... _100 _ 100 _25
0, 252525 —1_L—£—99.
100 100
[ |
Proposicao 2.6. O produto dos n primeiros termos de uma Progressao Geométrica é
dado por:
n(n—1)

Demonstragao: Seja P, =ay - as -+ ay,_1 - a,, 0 produto dos n primeiros termos de uma

PG. Usando a férmula do termo geral da PG, podemos escrever o seguinte produto:

P, = ay-a1q-- -alq"_2 . alq”_l =

Pn = (al.al...al)...(q.qz.q3...qn_3.qn_2.qn_l):>
~—_——

P, = a"- q[1+2+3+---+(n73)+(n72)+(n71)}.

Como o expoente, 1 +2+3+4---+ (n—3)+ (n —2) + (n — 1) é a soma dos termos de

uma PA, entao:

Pn = (I? . qn<n271>
[
Exemplo 2.16. Determinar o produto das n poténcias de 2.
Solugao: Considerando a sequéncia formada pelas n poténcias de 2, (a,,) = (2,22%,23,...,2")

e sabendo que essa sequéncia forma uma Progressao Geométrica de razao ¢ = 2. Usando
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a equacao , obtemos o seguinte produto:

n2—’n

P, = 2".2 72

|
Exemplo 2.17 (MORGADO, 2015). Quanto vale o produto P = (a) - (aq) - (ag?) -

(ag®) -+ (ag"~')?

Solugao: Considerando que a sequéncia (¢, ¢, ¢%, ..., ¢" ') é uma Progressao Geométrica,

de razdo ¢ e n — 1 termos . Usando a equagao ([16]), obtemos:

(n—1)(n—2)
P = q*- qnfl X qf
(n—=1)(n—2)+2(n—1)
= an . q 2
n2-n
= an . q 2

2.3 PROGRESSOES HARMONICAS

Nesta secao comecamos definindo Progressao Harmonica a partir de sua
relacdo com as Progressoes Ariméticas e falaremos ainda sobre a definicao de Triangulo
Harmonico e sua construcao.

Definigao 2.5. Uma sequéncia é uma Progressao Harménica (PH) quando os inversos

dos seus termos formam uma Progressao Aritmética. Assim, (ai,as,...,a,,...) é uma
PH se, e somente se, (i, Lo L ) é uma PA.
a1’ as an

Pela expressao do termo geral da PA, temos:
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1 1
Desde que r = — — —, onde r é a razao da PA, temos:

(05} aq
1 1 1 1
Qn ai ¢5) ay

1 i+(n—1)-<al_a2>

Qp, aq ay -+ Ay
1 as+(n—1)- (a1 — ag)
QA ay - ag

ay - as

az+(n—1)-(ag —ag)’

que € o termo geral de uma Progressao Harmonica para n > 2.

32
Exemplo 2.18 (NETO et al., 2009). Determinar o 20° termo da PH (5, e ) .
~ ap - as 3 2
Solucao: Sabendo que a,, = , ] = — € ay = — temos:
¢ q as+(n—1-(ay—a) ' 2 7 5

(2) ()

@20

Qo0 =
2 15—-4
z 19). [ =/—=
5+( ) ( 10 )

3
G20 = 44_%09
10
3 M
Q20 = gm
6
Qo0 = 213"

|
A definicao a seguir leva em consideracao a soma infinita dos termos de uma
Progressao Harmonica onde r = 1, e serda bastante 1til para a definicao do préoximo
resultado chamado Triangulo Harmonico ou Triangulo de Leibniz.
Definicao 2.6. A série harmonica (Sy) é a soma dos inversos de infinitos niimeros natu-
rais. Assim podemos escrever:
T 1 1 1 1 1 1

e S B R H O P
h 1+2—|—3+4+5—|—6+7+
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Definicao 2.7. O Triangulo Harmoénico é formado a partir dos elementos da série harmo-
nica, de tal forma que a primeira coluna é constituida por esses elementos em ordem
decrescente de cima para baixo. E os elementos das demais colunas sao obtidos fazendo

a diferenca entre o elemento de cima e o elemento debaixo a esquerda destes.

Figura 3 — Triangulo Harmonico.

1

i

1 1

2 2

1 1 1

3 6 3

1 1 1 1

4 12 12 4

1 1 1 1 1

5 20 30 20 5

1 1 1 1 1 1

6 30 60 60 30 6

1 1 1 1 1 1 1

7 42 105 140 105 @ 42 7

1 1 1 1 1 1 1 1

8 56 168 280 280 168 56 8

Fonte: Elaborada pelo autor.
_ N 1 1 1 a

Observacgao 2.1. Observe que na 3% coluna, o elemento 35~ 6; enquanto que na 6%

1 1
coluna o elemento, — = — — —

168 105 280°

Observacgao 2.2. Os elementos da 12 coluna de um Triangulo Harmonico e da diagonal

mais externa formam uma Progressao Harmonica.
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3 PROGRESSOES DE SEGUNDA ORDEM

Neste capitulo iremos falar sobre as Progressoes Aritméticas, Geométricas e
Harmonicas de segunda ordem. Iremos mostrar que existe uma relacao entre as Pro-
gressoes Aritméticas de segunda ordem e os polinomios de grau 2 e que existe uma relacao
entre Progressoes Geométricas de segunda Ordem e Progressoes Aritméticas de segunda
ordem envolvendo sequéncia formada por logaritmos. Ao fim veremos que é possivel ex-
pandir essas progressoes pra uma ordem k, embora nosso objetivo seja estudar os casos
de ordem 2. Teremos como base de pesquisa Morgado (2015), Didgenes e Lima (2020),
Lopes (2017) e Martins (2015).

3.1 PROGRESSOES ARITMETICAS DE SEGUNDA ORDEM

Para definirmos as Progressoes Aritméticas de segunda ordem precisamos
definir o operador diferenga, que é fundamental para a generalizacao das Progressoes

Ariméticas para uma ordem k.

Definigao 3.1. Para uma sequéncia (a,), podemos definir o operador diferenca da se-
guinte forma:

Aa, = api1 — ay.

De acordo com o operador diferenga, dizemos que uma sequéncia (a,) é uma
PA| se e somente se, (Aa,) formar uma sequéncia de termos constantes. Podemos usar o
operador diferenca para definir as Progressoes Aritméticas de ordem 2 que sera vista na
proxima definicao.
Definigao 3.2. Uma Progressao Aritmética de segunda ordem é uma sequéncia (a, ) onde
a sequéncia formada pelo operador diferenca, Aa, = a,;1 — a,, forma uma Progressao
Aritmética nao-estaciondria, ou seja, com razao r # 0. De outro modo podemos dizer que
(ay) é uma Progressao Aritmética de segunda ordem se A(Aa,) = Aa,+1 — Aa, for igual
a uma sequencia constante.
Exemplo 3.1. A sequéncia definida por (a,) = (0,2,6,12,20,30,---) é uma Progressao

Aritmética de segunda ordem.

Solucao: De fato, (Aa,) = (2,4,6,8,10,...) forma uma Progressdo Aritmética nao-
estacionaria de razao r = 2. [ |
3’ —n

Exemplo 3.2. Os Numeros Pentagonais representados pela férmula, P(n) = —5

geram uma PA de 2% ordem.
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Figura 4 — Numeros Pentagonais.

AP

p1=1 3 p3=12 p4=22
Fonte: Gabrielli e Monteiro (RPM 68).

Solugao: De fato, calculando A(Aay,) = Aap+1 — Aa,, obtemos:

e, _ BFDP-(+D) (3n2 - n)

2 2
3n?+6n+3—n—1-3n*+n
= 5 =3n+1
A(Aa,) = 3-(n+1)+1—-[3n+1]=3.
) N , 3n?—n | a
Como A(Aa,) = 3 é constante, entdo a féormula P(n) = é uma PA de 22 ordem.

[ |
A demonstracao da préxima proposigao foi baseada em Didgenes e Lima (2020).
Proposigao 3.1. O termo geral de uma Progressao Aritmética de segunda ordem é um

polinomio de grau 2.

Demonstragao: De fato, dada uma Progressao Aritmética de segunda ordem (a,) , a
sequéncia (Aa,) forma uma PA de razao r # 0. Assim pela férmula do termo geral de
uma PA podemos escrever Aa,, = Aa; + (n — 1) - 7. De modo geral, podemos escrever as

seguintes recorréncias:

Aa; = Aa;+0-r
Aay, = Aap+1-r
Aaz = Aai+2-r
ANay, = Aay+3-

<

Aa, 1 = Aay+(n—2)-r.

Somando os termos do lado esquerdo e do lado direito , obtemos:

Aay +Aas +Aaz+Aag+---+Aayy = (n—1)-Aay+r[1+2+3+---+(n—2)]. (17)
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Observando que pelo operador diferenca Aa,,, temos:

Aal = a2 — aq
ACLQ = Qa3 — Q9
A(Ig = Qa4 — ag
Aay, = a5 — aq
Aa/nfl = Gp — Qp—1.

Podemos reescrever a equagao (17]), como:
(a2—a1)+(a3—a2)+(a4—a3)+- . -—i—(an—an_l) = (n—l)Aa1+7‘[1+2+3+ . —|—(TL—2)]

Cancelando os termos dos parenteses consecutivos do lado esquerdo e considerando o fato

de que:
1+2+3+---+(n—2):(”_1)2(”_2)
, temos:
a, —a; = ("—1)'A6L1+7“'(n_1)2(n_2)
ap = a1+n~Aa1—Aa1+r.(n2_3++2>
n = g'nz‘i‘<Aa1—%>n+(7’+a1—Aa1). (18)

Como r # 0, a, representa um polinomio de grau 2, e portanto o termo geral
de uma Progressao Aritmética é um polinomio de grau 2.

Vale a reciproca da Proposicgao (3.1} [ |
Proposicao 3.2. Todo polinémio de grau 2 em n, expressa o termo geral de uma Pro-

gressao Aritmética de segunda ordem.

Demonstracao: Seja a, = an? + bn + ¢ um polindomio de grau 2, logo a # 0. Calculando
o A(Aa,) = Aays1 — Aay,, obtemos:

Aa, =y —a, =an+1)>+bn+1)+c—an® —bn—c=2an+a+b=
A(Aay,) = Aayr — Aa, =2a(n+1)+a+b—2an — a — b = 2a.

Como A(Aa,) = 2a, que é constante e diferente de zero, entdo temos uma Progressao

Aritmética de segunda ordem. [
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Proposigao 3.3. Seja (a,) uma Progressao Aritmética de 2% ordem, entdo da equagao

(18)) seu termo geral é dado por:

(n—1)(n—2)r
5 ;

a, = a1 + (n — 1)()1 + (19)

em que by = Aay e r é arazao da PA (Aay,).

Podemos generalizar as Progressoes Aritméticas para ordens superiores, para
isso basta que generalizemos o operador diferenca Aa, para ordens superiores. Pela
definicao de Aa, podemos escrever para PAs de 22, 3% e consequentemente de k-ésima

ordem:

A%a, = A(A'a,) = Aapyr — Aay,
Ada, = A(A%a,) = Aa,., — A%a,

Afa, = A(A*a,) = A la, — AFla,.

Assim, observa-se que basta fazermos o operador diferenca A*a,,, k vezes até
obtermos uma Progressao Aritmética estaciondria, com isso diremos que (a,) é uma Pro-
gressao Aritmética de ordem k.

Exemplo 3.3. A sequéncia (a,) = (4, 34, 138, 388, 880, 1734, 3094, 5128, - - - ) é uma Pro-

gressao Arimética de 4% ordem.

Solugao: De fato, calculando os valores de (Aay,), (A%a,) = (A(Aay)), (A3a,) = (A(A%a,))
e (A'a,) = (A(A3a,)), obtemos:

) (30,104, 250, 492, 854, 1360, 2034, - - - ).

) (74,146,242, 362, 506,674, - - - ).
(A’a,) = (72,96,120,144,168,---).

) (24,24,24,24,24, - - -).

Portanto como (A%a,,) é constante, entdo (a,) é uma Progressao Aritmética de 4% ordem.

[ |

De acordo com essa generalizacao do operador diferenca para Progressoes
Aritméticas de ordem k, podemos escrever a definicdao a seguir.

Definicao 3.3. Diz-se que uma Progressao Aritmética é de ordem £k, onde k > 2,

se a sequéncia formada entre a diferenca de cada termo e o seu anterior, forma uma

Progressao Aritmética nao-estacionaria de ordem k — 1.

Exemplo 3.4. No Exemplo 3.3 verificou-se que (a,,) = (4, 34, 138, 138, 388,880, 1734, .. .)
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era uma progressao de 4% ordem, consequentemente (Aa,) = (30, 104,250,492, 854, - - -)

¢ uma Progressao Aritmética nao-estacionéria de 3* ordem.

3.2 PROGRESSOES GEOMETRICAS DE SEGUNDA ORDEM

Para definirmos as Progressoes Geométricas de segunda ordem é necessario
definir o operador quociente, que é fundamental para uma possivel generalizacao das

Progressoes Geométricas de segunda ordem.

Defini¢ao 3.4. Em uma sequéncia (b,,) definimos o operador quociente, como:

bn,
Vb, = b+1 . (20)

De acordo com a Definigao uma sequéncia (b,) é uma PG se e somente
se, a sequéncia formada pelos operadores quociente (Vb,,), formarem uma sequéncia de
termos constantes e diferentes de 1.

Exemplo 3.5. A sequéncia (b,) = (5,15,90,1080,25920,...) forma uma Progressao

Geométrica de 2% ordem.
Solugao: Usando a Defini¢ao [3.4] temos:

bni1 15 90 1080 25920
n) — = =1 an ) 1non 0 = 3 7127247""
(Von) ( b ) ( 515" 90 ' 1080 ) (3,6 )

(V(Vb,)) = (g,%,%,---):(zz,z,---).

Logo, a sequéncia é uma PG de segunda ordem pois (V(Vb,,)) é uma sequéncia constante.
Proposigao 3.4. Seja (b,) uma Progressao Geométrica de 2% ordem, entdao o seu termo
geral ¢ dado por:

(n—=1)(n—2)
2

b =b1- "V g : (21)
onde ¢; = Z—f e q é arazao da PG (Vb,).

Demonstragao: Como (b,) é uma Progressao Geométrica de 2* ordem, seja a sequéncia

b
(gn) = (q1,92, - ,qn—1) tal que g, = 2+l entdo podemos escrever as seguintes re-
corréncias: !
b = bi-qu
by = by q
bn—l - bn—2 *Qn—2

bn = bn—l'Qn—l-
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Multiplicando e dividindo os fatores comuns do lado esquerdo e direito, obtemos:
bn =01-G1- G2 Gn-2 " Gn—1- (22)

Como (Vb,) = (q1,92 - - -, Gn—2, gn—1) forma uma PG de razao q, entao escrevendo cada

termo em funcao de ¢; e de ¢, obtemos:

@2 = ¢1-¢q

qg3 = ({1 q2

qs = ({1~ q3
n—2 = (q1° qn_g
G = q-q" %

Multiplicando e cancelando os fatores comuns de ambos os lados ficamos com:

G2 G3 Qu Gng Gy = qp 2 qUTETnm8n=2), (23)

Substituindo em ([22)), obtemos:

R i )
(n—1)-(n—2)
bn = bl : Q1n71 : 2

|
Proposicao 3.5. Se (b,) é uma Progressao Geométrica de 2% ordem, entao (logb,,) é uma

Progressao Aritmética de 22 ordem.
Demonstracgao: Da Proposicao segue que (b,) pode ser escrito como:

n—1)(n—2
(n1) 0=

Logo, aplicando logaritmos a ambos os membros da equagéo, obtemos o seguinte

polinomio:
logb, = log(b; - q1("_1) ) q%)
= loghi+(n—1)-logg + n )2(n ) -logq
2_3 9
= w logq+ (n—1) -log q; + logb;.

Como log b,, é um polinémio de grau 2 em n, entao aplicando a Proposi¢ao [3.2] temos que
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(logb,) é uma Progressao Aritmética de 2% ordem. [
A proposigao a seguir nos diz que uma fungao exponencial do tipo f(x) = kz",

transforma uma PA de 22 ordem em uma PG também de 22 ordem.

Proposicao 3.6. Se (a,) é uma Progressao Aritmética de 2% ordem, entao (b,) = (k-r®)

é uma Progressao Geométrica de 22 ordem.

Demonstragao: Se (a,,) é uma Progressao Aritmética de 2% ordem entao pela Proposi¢ao

a, = ain® + bin + ¢, logo aplicando logaritmos em b, = k - r“1"2+b1”+c, temos:

logh, = log (k- ram+hinte)

logh, = logk+ (ayn®+bin+c)logr
b, = 1ologk+(a1n2+b1n+0)log7‘.

Aplicando a Definicao [3.4] vamos verificar se (b,) é uma Progressao Geométrica de 2%

ordem:
b B bn+1 B 1010gk+(a1n2+2a1n+a1+b1n+b1+c)logr
noo bn - 1010gk+(a1n2+b1n+0)10gr
— 10(2a1n+a1+b1)10gr
V2b B Vbn—i-l B 10(2a1n+2a1+a1+b1)logr
[ Vbn - 10(2a1n+a1+b1) logr
— 102a1-logr
— 1010gr2a1
= o,

Portanto, como V?b,, é constante, entao (b,) é uma Progressio Geométrica de 2% ordem.

[ |
Observacao 3.1. E possivel generalizar o operador quociente para uma ordem k, e assim
obter expressoes para Progressoes Geométrica de ordem k, o que se pode ver em Nunes e
Gomes (2020).

3.3 PROGRESSOES HARMONICAS DE SEGUNDA ORDEM

Como na definicao de Progressao Harmonica que depende de uma Progressao
Aritmética, as Progressoes Harmonicas de segunda ordem dependem das Progressoes

Aritméticas de segunda ordem.
Defini¢ao 3.5. Uma sequéncia (h,) é uma Progressao Harmonica de segunda ordem

se o inverso de seus termos formarem uma Progressao Aritmética de segunda ordem.

Assim se (h,,) = (hy, ha, - -+ , hy,) for uma Progressao Harmoénica de segunda ordem, entao
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1 1 1
(an) =|—,—, -+ ,— | é uma Progressao Aritmética de segunda ordem.

hl h2 hn
Proposicao 3.7. O termo geral de uma Progressao Harmonica de segunda ordem é dado
por:

1
hy, = , (25)
n—1)(n-2)r
a1+(n—1)b1+( )é )

onde a; é o primeiro termo da PA de segunda ordem associada a PH, by = Aa; e r é a

razao da PA (Aa,,).
(n—1)(n—2)r

temos que a, = a; + (n — 1)by + 5
Dai segue o resultado. u

Demonstragao: Pela Defini¢ao , temos que (h,) = (—) onde a, é uma PA de

segunda ordem. Pela Proposicao

Exemplo 3.6. Determinar o termo geral de um Progressao Harmonica de 22 ordem for-

mada a partir dos termos da Progressao Aritmética de 22 ordem, (a,) = (4,8,14,22,...).

Solugao: Como (a,) é de 2* ordem entao, (b,) = (4,6,9,...) é uma PA de 1* ordem
de razao r = 2 e primeiro termo b; = 4. Dai substituindo na equacao , obtemos o

seguinte termo geral da Progressao Harmonica de 2% ordem:

1
h —
" —1D(n-2)-2
d )4y 2D
B 1
n24+n+2

Escrevendo alguns termos dessa Progressao Harmonica de 22 ordem obtemos a seguinte

11 1 1
sequéncia (h,) = (é_l’ 1w ) onde observamos que se trata dos inversos dos
termos da Progressao Aritmética de 2% ordem (ay,). |

Observagao 3.2. Assim como nas PAs é possivel da mesma forma generalizar as Pro-

gressoes Harmonicas para uma ordem k.

Observagao 3.3. Retornando a Definicao de Triangulo Harménico (Figura [3)) é
possivel observar que a 2% coluna forma uma Progressao Harmonica de segunda ordem,
bem como a diagonal logo abaixo da diagonal superior. De modo geral pode-se ver em
Martins (2015) que a coluna k de um Triangulo Harmonico é formada por uma Progressao

Harmonica de ordem k.
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4 PROGRESSOES MISTAS

Neste capitulo veremos como formar novas sequéncias a partir das Progressoes
Ariméticas e Geométricas. Para isso iremos multiplicar e somar os termos destas e for-
mar Progressoes Mistas chamadas, respectivamente, Progressoes Arimético-Geométricas e
Geométrico-Ariméticas. Veremos que existe uma relagao entre as Progressoes Aritmético-
Geométricas e as relagdes de recorréncia homogéneas cujas equagoes caracteristicas pos-
suem raizes iguais. Aplicaremos essas novas relacoes que envolvem PA e PG para resolver
alguns problemas propostos nos livros Matematica Discreta, de Morgado (2015) e Nogoes
de Matematica, de Neto et al. (2009). As defini¢bes e demostragoes aqui estudadas sao

baseadas nos artigos de Paiva (2010) e Carneiro e Moreira (2002).

4.1 PROGRESSOES ARITMETICO-GEOMETRICAS

De acordo com Paiva (2010) dada uma PA de termos consecutivos (a, a+r, a+
2r,--+ ;a+(n—1)-r - +) e uma PG de termos consecutivos (1,q,¢* ...,¢"1,...), cujo
primeiro termo ¢é igual a 1, multiplicando os termos dessas progressoes ordenadamente
formamos uma nova sequéncia (a, (a +7) - q,(a+2r)-¢* ....l[a+(n—1)-r]-¢"*,...),

chamada Progressao Aritmético-Geométrica (PAG).

Definicao 4.1. Uma Progressao Aritmético-Geométrica é uma sequéncia cujo termo
geral é da forma:
an = [a+ (n— 1)r]g" . (26)

Em que a, r e g sdo constantes nao nulas e g # 1.
Observamos que se ¢ = 1 em terfamos o termo geral de uma Progressao
Aritmética a,, = a+ (n — 1) - r, onde a; = a. E se r = 0, terfamos o termo geral de uma

Progressao Geométrica a,, = a-¢" 1, com a; = a.

Proposigao 4.1. Se o primeiro termo da PG, ou seja by, que multiplica a PA no termo
geral da Progressao Aritmético-Geométrica nao for igual a 1, entdo é sempre possivel

inserir este termo na PA afim de se adequar ao formato da equacao .

Demonstragao: De fato, seja a PA de termo geral ¢, = ¢; + (n — 1)r e a PG de termo

geral b, = b, - ¢!, pela equacao podemos escrever a seguinte PAG:

an = [+ (n—1)r][br-q""]
an = [br-cr+(n—1)-by-7]-¢""

Observe que com isso formamos uma nova PA de razao b; - r. O préximo
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exemplo mostra como ocorre essa transformagao na préatica.
Exemplo 4.1. Dadas a PA (2,4,6,...) e a PG (3,9,27,...), escrever o termo geral da

PAG formada pelo produto dos termos dessas progressoes.

Solucgao: Escrevendo o termo geral da PA e da PG respectivamente, a,, =2+ (n — 1) - 2

e b, = 3-3"! e multiplicando os termos dessas progressoes temos:

U -bp = 2+ (n—1)-2]-[3-3"71
an by, = [6+(n—1)-6]-3"""

[
Assim, podemos escrever a partir dos termos geral da PA e da PG o termo
geral da PAG, ¢, = [6+ (n — 1) - 6] - 3"~!. Alguns termos dessa sequéncia sao:
e Paran=1,¢=[6+(1-1)-6]-3""1 =6.
e Paran=2c=[6+(2-1)-6]-3*1=[6+6] -3 =36.
e Paran=3,c3=[6+(3—-1)-6]-3%1=[6+12] -3 = 162.
Adiante damos mais alguns exemplos de Progressoes Aritmético-Geométricas (PAG), bem
como seus respectivos termos gerais.
3
2

79
Exemplo 4.2. A sequéncia (a,)pen = <1, '3 E"”)’ é uma PAG em que seu
n—1

= o Ot

- 1
termogeralédaformaan:[1+(n—1)~2]-<§> ,comazl,'r’:2eq:§

Exemplo 4.3. A sequéncia (b,)nen = (—3,10,—28,72, —176,- -+ ), é uma PAG onde seu

eN =

termo geral é b, = [-3+ (n—1)-(=2)]- (=2)" ', coma= -3, r=—-2eq=—2.
1 5 7 3 11
27127247 16" 96’
| 1+( ) 1 " 1 1 1
eral ¢, = |= —1)-=-(= , CO Zr=Zeqg=-"=.
e PR 3]\ 2 ma=gr=gea=g
Exemplo 4.5. A sequéncia (d,)ueny = (5, —2, —12,56, — )

geral dn:[5+(n—1)-(—4)]-(—2)”_1,Coma:5,r:—4eq:—2.

Exemplo 4.4. A sequéncia (¢,)nen = ( --), é uma PAG de termo

, ¢ uma PAG de termo

Proposigao 4.2. Seja ([a + (n — 1)r]¢g" ') uma Progressao Aritmético-Geométrica. Entao

a soma S, dos n primeiros termos da PAG é dada por:

a(l—q")  rql —ng" "+ (n—1)q"]
=g (1-q)° '

Demonstracao: Seja S, = a1 + as + - - - + a,, a soma dos n primeiros termos de uma

S, = (27)
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Progressao Aritmético-Geométrica, vamos mostrar por Indugao Matematica que:

a(l — g™ rgll —ng”t+ (n —1)g"
S —aitaptta, = d=d) rell-ng g )a"]
l1—gq (1-9q)

Para n =1, temos:

G g 1= gl —1¢" + (1 - 1)g]
1y (1—q)

= a.

Portanto, o resultado é verdadeiro para n = 1. Suponhamos agora que

_a(l—q") 7@D—nf”+%n—nfl

S T i=ap -

é verdadeiro, para algum n € N, devemos mostrar a validade para n + 1. Somando a1
a ambos os lados de (28)) temos:

a(l—=q")  rq[l —ng" '+ (n—1)¢"]

Sn = Sn n =
S R s (1—q)

+ An+1

Usando a relagao do termo geral da PAG , temos a,1 = (a + nr)q", logo:

a(l—q")  rq[l —ng" '+ (n—1)q"]

Sn = Sn n "
+1 +a 41 1_q + (1_q)2 —i—(a—i—m”)q
a(l—q") . rq[l—ng" '+ (n—1)¢"] .
= —+aq¢" + +nrq
1—gq (1-q)?
_ al=g)+(=gag | rq[t =ng"" + (n = D" + (1 =~ ¢)*nrg”
1—¢ (1—4q)?
a(l—¢"*) | rq[l — (n+1)¢" +ng""|
= 4 - .
1—gq (1—q)
1—ag™ 1 — n—1 — 1"
Portanto, por Inducao Matematica, S,, = ol 1 a) + rdl nq(l +)(2n )¢'] ¢é verda-
deiro para todo n € N. [ |

O corolério a seguir serda muito utilizado na resolugao de PAGs com infinitos
termos e |g| < 1, onde ¢ é a razao da PG associada a essa PAG. Lembrando que conforme
Teorema 2.2 quando |g| < 1 temos lim,, . ¢" = 0.

Coroldrio 4.1. Seja ([a + (n — 1) - r] - ¢" 1), uma Progressao Aritmético-Geométrica com

infinitos termos e |g| < 1. Entao a soma dos seus termos é dada por:

a rq
S = + :
l—q (1—-¢)?

Afim de exemplificar a aplicacao da féormula da soma de uma PAG, resol-
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veremos alguns exercicios propostos nos livros Nogoes de Matemdtica (NETO, 2009) e
Matematica Discreta (MORGADO, 2015). Vale ressaltar que o assunto aqui abordado
nao se encontra nos livros em questao.

Exemplo 4.6 (MORGADO, 2015). Calcule o valor da soma de n parcelas 1 +11+---+
111---1.

Solugao: Desmembrando os termos das parcelas da soma observamos que:

1+11+---4+111---1 = 1+ (1+10) + (1 + 10 + 10%)
o+ (14104107 + - -+ 10"
= n-104+ (n—1)-10' + (n —2) - 10?
+o At [ (n—1)]- 10"
= n-10°+(n—-1)-10"+(n—2)- 10> +--- +1-10""".

Observando ainda que cada termo da soma acima forma uma PAG de termo geral conforme
a equacao (26) igual a, ap = [n+ (k—1) - (=1)] - 10*! com 1 < k < n, em que a razio
da PA ér=—1,coma; =n e arazao da PG é ¢ = 10. Usando a equacao , temos:

n-(1-10") (=1)-10-[1—=n-10""1+ (n—1)- 10"

S, =
1—10 (1—10)2
—n+nl0" —10+10-n-10"1—10-n-10" + 10 - 10"
S, = +
9 81
¢ —9-n+9-n-10"—10+n-10" —n - 1071 4 107!
"o 81
g - 10”+1—9n—10‘
81

|
Exemplo 4.7 (NETO et al., 2009). Determine a soma dos n primeiros termos da sequéncia
(1,2-3,3-3%,4-3%,...).

Solucao: Considerando a soma:
Sy=1+2-3+3-32+4-3% 4. 4n-3""4...

temos que o termo geral dessa sequéncia ¢ dado por, a, = [1 + (n — 1) - 1] - 3"~ que

representa uma PAG em que r = 1, ¢ = 3 e a = 1. Usando a férmula da soma dos termos
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de uma PAG conforme a equacao , temos:

1-(1-3") 1-3-[1=n-3""t+(n-1)-3"

S, =

1—3 (1—37
5 - (3”—1)+3-[1—n-3”_1+(n—1)~3”]

2 4

¢ 2.3"-243-—n-3"4+3n-3"—3.3"
"o 4
o 1+2n-3"=3" 1+ (2n—1)-3"
"o 4 N 4 ’

[ |
Exemplo 4.8 (NETO et al., 2009). Calcule a soma dos n primeiros termos da sequéncia
(1,3-3,5-3%,7-3%,9-3%...).

Solucao: Sabendo que a soma:
Sp=14+3-3+5-3247-34+9-3"+...4+2n—1)-3"  +...|

e observando que o termo geral dessa sequéncia é a,, = [1 + (n — 1) - 2] - 3! representa
uma PAG em que r = 2, ¢ = 3 e a = 1. Usando entao agora a formula da soma dos

termos de uma PAG conforme equacao (27)), temos:

1-(1-3") 2-:3:-1-n-3""'4(n—-1) 3"

S, =
i—3 -3
3" 1 6-(1—n-3"""4p.3"—3m)
R [ B BYC A LR O (k)
" 2
S = 2—0—2~n~23”—2~3”

S, = 14+(n—-1)-3"

1 3 5 7 9
Exemplo 4.9 (MORGADO, 2015). Determine o valor da soma, 5—1—1—1- §+E+ o) +ee

Solugao: Observamos que a sequéncia tem numeradores em Progressao Aritmética de
razao 2, enquanto que os denominadores estao em Progressao Geométrica de razao também

igual a 2. Trata-se de uma Progressao Aritmético-Geométrica (PAG) de termo geral igual

1 n\""! 1 1
a a, = [§+(n— 1)- 1] : (5) ,coma = g,r = leg= 5 Pelo Corolério como

temos uma soma infinita de termos de uma PAG, segue que:
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|
> 2n—1
Exemplo 4.10 (NETO et al., 2009). Calcule > T
n=1

~ x2n—-1 1 3 5 7
Solugao: Sabendo que ) ;Ln_l =30 + 30 + 3 + 33 + -+, observamos que os termos
n=1

dos numeradores do desenvolvimento do somatério formam uma PA de razao 2, enquanto

que os denominadores uma PG de razao 3. A sequéncia de termos representa uma PAG
n—1

3

1 1
de termo geral, a, = [1+ (n—1)-2]- (—) ,ondea=1,r=2eq= 3 Aplicando o
Corolario na soma dos termos de uma PAG equacao (27)), temos:

5 1 2
—~2n—1 1 R
B 3 (1 - g) 3 9
x 2n—1
Portanto, temos que ) ;Ln,l = 3. [ |
n=1
x 2n—1
Exemplo 4.1 (MORGADO, 2015). Caleule 3 o
x 2n —1 1 3 5 7
Solucao: Sabendo que o desenvolvimento de 7;1 T;% =3 + 3 + 36 + 3% + oo

observamos que os termos dos numeradores do desenvolvimento do somatorio formam

uma PA de razao 2, enquanto que os denominadores uma PG de razao 9. A sequéncia de

1 21 (1\"'
termos representa portanto uma PAG de termo geral, a, = {5 +(n—-1)- 5] . (5) ,
1 2

onde a = —; r = — e ¢ = —. Considerando o Corolario H e a soma dos termos de uma
PAG equacao , temos:

—2n—-1_ g S
Z 32n - 1+ 1 _g.

2
n=1 1——
s (1-3)

|
Exemplo 4.12 (MORGADO, 2015). Determine o limite da soma 142+ 322 +4x3+- - - |
com —1 <z <1
Solugao: O termo geral da sequéncia é a, = n-z" ! = [1+ (n—1)-1] - 2™}, que

representa o termo de uma PAG, em que a =1, r = 1 e ¢ = x. Usando agora o Corolario

[4.1] obtemos:
g_ 1 " x B 1
S l-x (1-2)2 (1-2)%
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Exemplo 4.13 (MORGADO, 2015). Determine o valor de, > k - 2.

n=1

Solugao: Sabendo que Y k-2F =2+ 8 +24 464+ -+ n-2" e possui termo geral que
n=1
pode ser escrito da seguinte forma ay = [2 + (k — 1) - 2] - 2*7! que representa uma PAG

em que a = 2, r =2 e ¢ = 2, assim usando a férmula da soma dos termos de uma PAG
equacao , temos:

nzlk'zk _ 2-51_—22”)+2-2[1—n-<21”_12—|;2(n—1)-2”]
= "Ml 244 p. 2" op . o0 o2
= 2" 42 —n. 2" op . 20 2. nH
= p.ontt_ontl 9
= (n—1)-2"" 42

|
Antes de enunciar o proximo resultado, vamos relembrar um Teorema sobre

as solugoes das recorréncias lineares homogéneas.
Teorema 4.1. Sejam r; e ry raizes da equacao caracteristica 2 + pr +q = 0, com 7, =
ry = 1, entao todas as solucoes da recorréncia linear homogénea x, o + pr,i1 + qr, = 0

n

sao da forma da forma (Cy + Cyn) - r™ , onde C; e Cy s@o constantes.

Uma demonstracao desse Teorema pode ser verificada em Carvalho e Morgado
(2015).
Teorema 4.2. Uma sequéncia é uma PAG se, e somente se, ela satisfaz uma recorréncia
linear de 2% ordem com coeficientes constantes cuja equacao caracteristica tem raizes

iguais.

Demonstracao: Seja a,, satisfazendo a recorréncia linear x,.9 + pr,+1 + gz, = 0, cuja
equacao caracteristica z2 +p-x +q = 0 e que possui raizes r, = ry = s. Entao a, é da

forma a, = (C14Cy-n)-s", conforme Teorema(|4.1)). Reescrevendo essa expressao, temos:

a, = (C;1+Cy-n)-s"
an = [C1+Cy-(n—1)+Cy]-s5-8""
an = [(C1+Cy)s+(n—1)-Cy-s]-s"1.

Dessa forma, de acordo com a equacao a=(Cy+Cy)s, r=Csys e qg=s . Portanto,
(a,) é uma PAG.

Reciprocamente, suponha que (a,) é uma PAG, entao a, = [a + (n — 1) - r] - ¢"~*, logo
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a a a a a
a+(n—1)-r=—= ¢uma PA. Dai, :ﬁ — ”::1 = ":1 — —=. Portanto,
q q q q qa
a a a
oty e )

Multiplicando a equacao por ¢""1, obtemos a seguinte equacao:
Unio =2 Upy1 — ¢° - Qp =

U2 — 2+ Qi1+ ¢ - ap = 0.

Assim temos uma recorréncia de 22 ordem com coeficientes constantes, cuja

equacao caracteristica é r2 —2-¢q -7+ ¢? = 0, que possui rafzes r; =7, = q . [ |
4.2 PROGRESSOES GEOMETRICO-ARITMETICAS

Segundo Paiva (2010) se somarmos os termos da Progressao Geométrica,
(a,aq,aq® -+ ,aq" !, --) ordenadamente com os termos da Progressio Aritmética de
primeiro termo nulo, (0,7,2r,---,(n — 1)r,---) obtemos uma nova sequéncia chamada

Progressao Geométrico-Aritmética (PGA).

Definicao 4.2. Uma Progressao Geométrico-Aritmética é uma sequéncia cujo termo
geral é da forma:
an=a-¢" "+ (n-1)-r (30)

com a, g e r constantes nao nulas e ¢ # 1.

Exemplo 4.14. Dada uma PG de termos (3,6,12,24,...) e uma PA de primeiro termo
nulo (0,3,6,9,...). Determine o termo geral da PGA formada pela soma dessas pro-

gressoes.

Solucgao: Considerando o termo geral da PG de acordo com a sequéncia escrito como
b, = 3-2""! e 0 termo geral da PA escrito ¢, = (n — 1) - 3. Usando a equagao , temos
o termo geral da PGA a, =3-2""1+ (n—1)-3.

Exemplo 4.15. A sequéncia (b,)nen = (4,11,22,41,76,---), com termo geral da forma

bp=4-2""1+(n—1)-3ea=4,r=3eq=2¢éuma Progressio Geométrico-Aritmética.

Exemplo 4.16. A sequéncia (a,)neny = (—3,4,—16,18,—56,---), com termo geral da
forma a, = (=3)-(=2)" '+ (n—1)-(-2) ea= -3, r = —2 e ¢ = —2 é uma Progressao
Geométrico-Aritmética.

12 13 37 97

Exemplo 4.17. A sequéncia (dn)nen = (707 19057 720
xemplo 7 sequéncia (d,,)nen (3 3'127 247 48

-), com termo geral da

forma d,, = L ”—1+( 1) L ——1 —1 ——1' ma P a
T = P _ = _ _ = -
orma d, 5 n 5 | para a 3 r =g eq=j ¢uma Progressao

Wl
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Geométrico-Aritmética.

Exemplo 4.18. A sequéncia (f,)nen = (5, —14,12,—52,64,---), com termo geral da
forma f, =5 - (-2)" '+ (n—1)-(-4) ea =5,r = —4 e ¢ = —2 é uma Progressao

Geométrico-Aritmética.

Proposigao 4.3. Dada uma Progressao Geométrico-Aritmética cujo termo geral é dado

por a, = aqg” ' + (n — 1)r. A soma de seus n primeiros termos é dada por:

a-(l—q”)_k(n—l)-m“.

Sp =
1—gq 2

(31)

Demonstragao: Seja S,, = a; + as + - - - + a,, a soma dos n primeiros termos de uma

Progressao Geométrico-Aritmética, vamos mostrar por Inducao Matematica que:

a(l — g™ n— 1)nr
S bat e _a0=d) (= Dur
1—¢q 2

Para n = 1, temos:
1—¢ 1—-1)1
S =g = ma) (A-Dir_
1—¢q 2

Portanto, o resultado é verdadeiro para n = 1. Suponhamos agora que

a(l —qg" n— 1)nr
Sp=a1+ay+--+a, = (1_g)+< 2) (32)

seja verdadeiro, para algum n € N, devemos mostrar a validade para n + 1. Somando
an+1 & ambos os lados de temos:

a(l —q") N (n—1)nr

Sn :Sn n -
+ Tlnn = 2

+ Ap+1

Usando a relagao do termo geral da PGA , temos a,11 = aq"™ + nr, logo:

a(l —q" n—1)nr
Spe1 =01+ A+ F Ay + Ay = <1_Z)—|—( 2) +aq" +nr
a(l—q¢")+aq"(1—¢q) (n—1)nr+2nr
= +
1—g¢q 2
a—aq” +aq” —aq™tt  n*r —nr+2nr
= +
1—¢q 2
a(l—=q¢"™) nn+1)r
= + )
1—g¢q 2

a(l —q") N (n—1)nr

¢é verdadeiro para todo
1—¢q 2

Portanto, por Indugao Matematica, S,, =

n € N.
[ |
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Exemplo 4.19. Determinar a soma dos n primeiros termos da Progressao Geométrico-
Aritmética, (a,) = (5,17,49,132,413,...):

Solugao: Os termos dessa sequéncia sao formados pela soma dos termos da PA (0, 2,4, ...)

e da PG (5,15,45,...) e seu termo geral é da forma:
an=5-3""1+(n—-1)2,

onde a =5, 7 =2 e ¢ = 3. Assim, usando a equacao (31]) a soma de seus termos é dado

por:
_5-(1-3") (n—1)-n-2
Sn:5-(3 —1)+2-(n—1)-n' (33)
2
|

Observacao 4.1. Rocha (2019), discorre sobre a generalizacao de PGAs e PAGs consi-
derando PAs de ordem k, formando as PG A¥s e PA*Gs. Dessa forma, é possivel sugerir

a combinacao de PAs de ordem k& com PGs de ordem k, para formar PG¥A*s ¢ PA*GFs.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa apresentou uma anélise de Progressdes Aritméticas (PAs), Pro-
gressoes Geométricas (PGs) e Progressoes Harmonicas (PH) de primeira e segunda or-
dens a partir de suas propriedades e da construcao das relacoes entre seus termos usando
recorréncias de primeira ordem. A partir das Progressoes Aritméticas e Geométricas
construimos as progressoes mistas PGAs e PAGs.

Com as propriedades das PGAs e PAGs, resolvemos alguns problemas que
envolviam sequéncias que tinham seus termos que se confundiam com uma PA e, as vezes,
se confundiam com uma PG, nao ficando muito claro qual era a sequéncia. Obtivemos
assim, mais uma forma de resolver e obter os termos de sequéncias que tinham seus termos
misturados. Assim, resolvemos alguns exercicios propostos nos livros de Matematica
Discreta de Morgado (2015) e Progressoes e Logaritmos de Neto et al(2009), sabendo que
este primeiro livro nao possui essa teoria, mas possui varios exercicios que sao facilmente
resolvidos com o uso dela.

Vimos também que existia uma relagao entre as Progressoes Aritmético-Geomé-
tricas e as recorréncias de segunda ordem homogéneas com equagoes caracteristicas que
possuiam raizes iguais, fato este, que possibilita concluir a grande relevancia e aplicabili-
dade desta sequéncia mista.

No pentltimo capitulo falamos sobre as Geométrico-Aritméticas que sao for-
madas pela soma dos termos consecutivos de PAs e PGs. Vimos que estas, diferentemente
das PGAs possuiam uma aplicacao mais reduzida e tinham até a presente pesquisa poucas
informagoes sobre aplicacoes e propriedades.

Além dessas duas sequéncias Mistas, vimos também as Progressoes Harmonicas
e sua aplicagao na construcao do chamado Triangulo Harmonico ou de Leibniz. Sendo
que as diagonais deste eram formadas por Progressoes Harmonicas.

Em relagao as progressoes aritméticas e geométricas, a Base Nacional Comum
Curricular para o Ensino Médio — BNCC (BRASIL, 2018, p.533) define as seguintes
habilidades:

a) EM13MAT507: Identificar e associar Progressoes Aritméticas a fungoes afins de
dominios discretos, para analise de propriedades, deducao de algumas formulas e
resolucao de problemas.

b) M13MAT508: Identificar e associar Progressoes Geométricas a fungoes exponenciais
de dominios discretos, para andlise de propriedades, deducao de algumas férmulas
e resolucao de problemas.

Nesse sentido, segundo a BNCC (BRASIL, 2018), entende-se que a resolugao
de problemas configura uma agao metodoldgica necessaria para a compreensao das Pro-
gressoes Aritméticas e Progressoes Geométricas considerando as habilidades propostas

para o entendimento destas, conforme esse documento. Dessa forma sugerimos o trabalho
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em sala de aula com as Progressoes Mistas no sentido de melhorar a capacidade dos alunos
com respeito a compreensao de como sao formadas as sequéncias e suas recorréncias que,
em geral, no Ensino Bésico s@ao passadas para os estudantes usando somente férmulas,
dificultando assim a assimilacao dos comportamentos das sequéncias. Por exemplo, no
fato de multiplicarmos uma PA com uma PG para formarmos as Progressoes Aritmético-
Geométricas poderiam muito bem ser aplicadas aos estudantes do Ensino Béasico para
expandir seus conhecimentos sobre o assunto e instigar a curiosidade dos estudantes na
busca de novas sequéncias.

Assim como Rocha (2019) sugere em seu artigo para futuras pesquisas a
combinacao de PAs e PGs para formar Progressoes Geométrico-Aritméticas alternadas,
também podemos sugerir o estudo de PG2A?, ou seja, Progressao Geométrico-Aritmética
de segunda ordem, considerando PGs e PAs de segunda ordens. E de modo mais geral
considerarmos o caso das PG¥A*s, Progressoes Geométrico-Aritméticas de ordem k. O

mesmo raciocinio sendo sugerido para os casos de PAFGFs.
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