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RESUMO

A Matematica do Ensino Médio, Na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), vem com a
proposta de aprofundar e ampliar as aprendizagens desenvolvidas no Ensino Fundamental, além
de uma perspectiva de aplicacdo a realidade, com um forte incentivo ao uso de tecnologias e
um caracter interdisciplinar. Com uma abordagem de mesma maneira, esta Dissertacado trata da
projecdo estereogréfica e sua inversa. projecdo estereografica, a qual consiste em um tipo de
Projecao Cartografica que, através de uma fun¢do matemadtica, transporta a superficie de uma
esfera (menos um ponto) para um plano. Nesse contexto, nossa proposta € usar a inversa da
projecao estereogréfica para transportar graficos de fungdes do plano para a esfera usando o
Software GeoGebra, para visualizagdo. Como objetivos especificos, podemos citar fortalecer
o conceito de fun¢do e o conceito de grafico de funcao, desenvolver o pensamento geométrico
e o raciocinio hipotético dedutivo, além de visualizar objetos geométricos poligonais no plano
e na esfera. Esta Dissertacdo foi construida para apresentar, aos professores de matematica,
um estudo de projecdo de gréficos do plano na esfera, usando a func¢do inversa da projecdo
estereografica, como uma forma de melhorar o ensino de funcdes e graficos de fungdes e melhorar
o entendimento sobre a visualizagdo de graficos de funcdes através do uso do Software GeoGebra,
estendendo seu alcance, passando do plano para o espago, nesse caso para a esfera. Realizamos
uma pesquisa exploratoria, buscando conhecer melhor projecao estereogréafica e sua inversa,
através de levantamento bibliografico e andlise de exemplos para melhor compreensao. Iniciamos
com um estudo de conceitos bdsicos necessdrios ao entendimento do tema principal, passando
pela nocdo de conjuntos, relagdes e fungdes. Apos isso, € apresentado o Software Geogebra,
ferramenta tecnoldgica que utilizaremos para visualizacdo do objeto de estudo. Em seguida,
definimos projecdo estereografica e sua inversa. Aplicamos a inversa da projecdo estereografica
para transportar graficos do plano na esfera, projetando também figuras poligonais. Desse modo,
espera-se que os Professores aceitem o convite a reflexdo sobre o contetido de fungdes e suas
representacOes graficas, com as possiveis aplicacdes, inclusive fora da Matematica, como é o
caso da inversa da proje¢do estereogrifica, como sugerimos que através da inversa da projecao
estereografica, pode-se, assim como projetamos graficos de funcdes, projetar outras imagens

com 0s mais diversos temas e motivos, sobre objetos esféricos.

Palavras-chave: Projecdo Estereogréfica. Gréfico. Esfera.



ABSTRACT

High School Mathematics, in the National Common Curricular Base (BNCC), comes with
the proposal to deepen and expand the learning developed in Elementary School, in addition
to a perspective of application to reality, with a strong incentive to the use of technologies
and a character interdisciplinary. With an approach in the same way, this Dissertation deals
with the stereographic projection and its inverse. stereographic projection, which consists of a
type of Cartographic Projection that, through a mathematical function, transports the surface
of a sphere (minus one point) to a plane. In this context, our proposal is to use the inverse
stereographic projection to transport graphs of functions from the plane to the sphere using
Software GeoGebra, for visualization. As specific objectives, we can mention strengthening
the concept of function and the concept of function graph, developing geometric thinking and
hypothetical deductive reasoning, in addition to visualizing polygonal geometric objects in
the plane and in the sphere. This Dissertation was built to present, to mathematics teachers,
a study of projection of graphs of the plane on the sphere, using the inverse function of the
stereographic projection, as a way to improve the teaching of functions and graphs of functions
and to improve the understanding about the visualization of graphs of functions through the
use of Software GeoGebra, extending its range, passing from the plane to space, in this case to
the sphere. We carried out an exploratory research, seeking to better understand stereographic
projection and its inverse, through a bibliographical survey and analysis of examples for a better
understanding. We begin with a study of the basic concepts needed to understand the main
theme, going through the notion of sets, relations and functions. After that, Software Geogebra
is presented, a technological tool that we will use to visualize the object of study. Next, we
define stereographic projection and its inverse. We apply the inverse stereographic projection
to transport graphs from the plane onto the sphere, also projecting polygonal figures. In this
way, it is expected that Professors accept the invitation to reflect on the content of functions and
their graphical representations, with possible applications, even outside of Mathematics, as is the
case of the inverse of the stereographic projection, as we suggest that through the inverse from
stereographic projection, it is possible, just as we project graphs of functions, to project other

images with the most diverse themes and motifs, on spherical objects.

Keywords: Stereographic Projection. Graphic. Sphere.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O conhecimento de matemadtica é de suma importancia na vida em sociedade, em par-
ticular, na sociedade atual. A matemadtica é fundamental em situacdes nas quais precisamos
resolver problemas simples, como calcular trocos, determinar a propor¢ao dos ingredientes de
uma receita, aos mais complexos, como escolher a melhor rota para ir de um lugar a outro
considerando tempo, distancias e meios disponiveis, ou escolher a melhor aplicacdo para seu
dinheiro a longo prazo, considerando as projecdes de variagdes do mercado financeiro.

Contudo, mesmo sendo reconhecida a importancia social da matemética na vida quo-
tidiana, e suas aplica¢des nas mais variadas profissdes e contextos, sao comuns os problemas
enfrentados nas escolas por professores e alunos com relagdo ao ensino e a aprendizagem dessa
disciplina. Dentre os problemas relacionados as dificuldades de aprendizagem em matematica,

Masola e Allevato (2019, p.52), destacam os seguintes

"[...]falta de motivacdo dos alunos para aprender; desinteresse pela maioria dos
conteidos ministrados; a ineficicia de estratégias metodoldgicas tradiciona-
listas para a abordagem de contetidos; e dificuldades em associar contetidos
matemadticos aos estudos de outras disciplinas e as necessidades do cotidiano."

Dessa forma, o professor de matemadtica atua, em seu fazer pedagdgico, com a desafiadora
tarefa de motivar e despertar o interesse dos alunos através de estratégias metodoldgicas que
estabelecam conexdes com outras disciplinas € também com o cotidiano do aluno. O professor
precisa aproximar seus alunos de situagdes reais (ligadas aos objetos em estudo), ou, ndo havendo
essa possibilidade, expd-lo ao menos a simulagdes, para que os estudantes possam construir
significados para conceitos abstratos e concretos.

A preocupagio com as dificuldades apresentadas por alunos em relagdo ao aprendizado
de matemadtica e os desafios que s@o colocados aos professores estdo no centro da construcao
desta Dissertacdo. A Base Nacional Comum curricular (BNCC) Brasil (2018, p.522) reconhece
que "Um dos desafios para a aprendizagem da matemdtica no Ensino Médio é exatamente
proporcionar aos estudantes a visao de que ela ndo € um conjunto de regras e técnicas, mas faz

parte de nossa cultura e de nossa histéria."
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Capitulo 1: Introdugao

Pontes| (2018, p.110) discute sobre as diversas situacdes que envolvem o ato de ensinar
do professor de matemaética na Educac@o Basica e afirma que, para minimizar as defasagens
entre a abstracdo matematica e a pratica, uma alternativa eficaz € o uso das Novas Tecnologias da
Educacdo Matematica e entre as novas tecnologias destacadas estdo as Tecnologias da Informagao
e Comunicacdo (TIC’s). Seguindo essa vertente, como forma de aproximar dos alunos os objetos
em estudo, usaremos o Software GeoGebra como forma de tornar concreto e visivel o objeto em
estudo.

Dessa forma, esta Dissertac@o constitui-se de um estudo sobre projecao estereografica
e sua inversa, sugerindo a aplicacdo desse conteudo na Educacdo Basica, especificamente
no Ensino Médio. Assim, o objetivo desse trabalho € transportar graficos do plano para a
esfera usando a inversa da projecado estereogrifica com o Software GeoGebra. Como objetivos
especificos, podemos citar: fortalecer o conceito de func¢do, fortalecer o conceito de gréfico de
funcao, visualizar graficos na esfera.

A metodologia de pesquisa utilizada, segundo |Gil (2002, p.41-45), pode ser classificada,
considerando os objetivos da pesquisa, como pesquisa exploratdria, no sentido de que buscamos
adquirir familiaridade com o problema, resolvendo exemplos e construindo e testando hipdteses.

Iniciaram-se as pesquisas, buscando por dissertacdes que trouxessem no titulo a expressao
"Projecdo Estereografica" no repositorio do Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede
Nacional (PROFMAT), disponivel em https://profmat-sbm.org.br/dissertacoes/, € obteve-se
apenas duas dissertacdes, uma com o titulo: A Esfera de Riemann: Projecdo Estereogrdfica e
Aplicacoes, Uma Abordagem Para o Ensino Médio, defendida por Euderley de Castro Nunes,
na Universidade Federal do Amazonas (UFAM), no ano 2015, que demonstra como projetar
estereograficamente uma esfera sobre o plano complexo e a outra com o titulo: Niimeros
Complexos, Projecdo Estereogrdfica e Projecdo de Mercantor: uma Proposta de Motivacdo ao
Aluno do Colégio Naval a Respeito do Curso de Hidrografia, defendida por Shalon Gongalves de
Souza, na Universidade Federal do Ceard (UFC), no ano de 2022, que pontua sobre a relevancia
dos Numeros Complexos e apresenta a Projecdo Estereogréfica e a Projecao de Mercator, com
algumas caracteristicas de cada uma, em seguida, apresentar o Curso de Hidrografia para
Oficiais. Ampliando as fontes de pesquisa destacamos Silva|(2011) em Projec¢do Estereogrdfica:
Propriedades e Aplicacoes estuda as propriedades da projecao estereografica e suas aplicacdes a
outros ramos do conhecimento como astronomia e cristalografia,

Continuaram-se a pesquisa usando outros parametros como "Cartografia" e "Projecdes
Cartograficas", visto que, Projec@o Estereografica tem origem e aplicagao na projecao de mapas.
Passamos a diversificar os pardmetros da pesquisa, usando termos como: "Geogebra", no sentido
de buscar informagdes sobre este Software, que utiliza-se no desenvolvimento deste trabalho. E
com esse parametro, encontramos uma grande quantidade de trabalhos. Também fizemos uso do
Google Académico, no enderego: https.//scholar.google.com.br/, como ferramenta para pesquisa.
Além disso lancamos mado em alguns exemplares de livros impressos.

Mas o que € projecao estereografica? Vamos contextualizar um pouco: ao longo da
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histéria a humanidade precisou registrar informag¢des importantes e o fez em diferentes formas
e se utilizou de diferentes meios para fazer esses registros. Segundo [Santos e Bredal (2018),
p.31), os registros de informacdes tridimensionais eram feitos em suportes bidimensionais, como
€ o caso da representacdo do espaco geografico, registrado no plano. |Aguirre e Filho| (2009}
p.4), relata que desde os tempos antigos, a humanidade comecou a produzir representacdes da
superficie da Terra, dando origem aos primeiros esbogos primitivos do que viriam a ser os mapas
modernos.

Antes mesmo de desenvolver a escrita, mapas comecaram a ser esbogados, pela necessi-
dade de representar o espago geografico, para diferentes objetivos, seja para a agricultura, caca
ou guerra. Relatos de Moco| (2011, p.1) nos contam que existem registros da presenca de mapas
em civilizagdes antigas, como a grega e a romana. Além disso, os cartégrafos [f|eram figuras
presentes nas tripulagdes das embarcagdes na época das grandes navegagdes e suas funcgdes
estavam relacionadas principalmente com o registro das terras descobertas.

Segundo Aguirre e Filho| (2009, p.15-18), a produc@o de mapas implica fazer a repre-
sentacdo de uma realidade tridimensional sobre uma superficie bidimensional. Esse processo
chama-se Projecao Cartogrifica. Mas como projetar uma superficie esférica sobre uma superficie
plana sem causar deformacgdes? A projecdo da esfera sobre um plano € fisica e matematicamente
impossivel, sem alguma deformacao. Portanto, devemos admitir que os mapas sdo projecdes
que sempre terdo alguma distor¢ao, seja nas formas, angulos ou escala. Entdo, o que fazer para
minimizar as deformacdes, inevitaveis, nas projecdes cartograficas? Essa pergunta € respondida
com os diferentes tipos de projecdes produzidas com a variacdo do tipo de superficie de projecao,
variando a posi¢ao da superficie, variando o ponto de contato com a superficie de referéncia,
entre outras. As projecdes cartograficas, fazem uso de fungdes matematicas para transportar o
modelo geométrico, tridimensional, para a superficie de projecdo bidimensional. Para isso fazem
uso de superficies de projecdo tais como o cone, o cilindro, ou uma superficie plana.

Projecao estereografica € um tipo de projecao cartogréafica em que a superficie de uma
esfera (globo terrestre) é projetada sobre um plano, denominado plano de projecao. Trata-se de
uma bijecdo entre a esfera, menos um ponto, € o plano. Sendo a projecdo estereogrifica uma
bijecdo, ou seja uma funcdo que a cada ponto da esfera faz corresponder um unico ponto do
plano e a cada ponto do plano relaciona um ponto da esfera, € possivel fazer o caminho inverso
e projetar o plano sobre a superficie esférica (menos um ponto). Sendo assim, a inversa da
projecdo estereografica, permite representar uma superficie plana sobre uma superficie esférica.
Nosso trabalho faz uso da inversa da projecao estereogréfica para projetar graficos de fungdes
do plano na esfera. Uma possivel aplicacdo € a utilizagdo dessa técnica para projetar imagens
sobre objetos com formato esférico, digamos projetar a foto de um aniversariante sobre um balao
de festa, personalizar a diagramacao da superficie de uma bola de futebol, criar um desenho
personalizado para projetar numa lente de contato.

Esta Dissertacdo estd organizada em seis Capitulos, iniciando com esta Introducdo que é

aCartégrafo, é quem desenha os mapas, ou cartas geograficas.
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considerada o Capitulo [T} seguida pelo Capitulo [2 no qual apresentaremos um estudo preliminar
de contetidos que consideramos essenciais para o bom entendimento do tema principal desta
Dissertagao, a saber: conjuntos, incluindo produto cartesiano, relacio, fungao e grafico de funcao
além de conceitos bésicos de vetores no plano e no espago, a reta, a circunferéncia e a esfera.
Para visualizar a projecao estereografica, a inversa da projecao estereografica e a projecao de
graficos na esfera, usaremos o Software GeoGebra, sendo assim, no Capitulo |3| trataremos de
um estudo deste Software de matematica dindmica, que entre suas inimeras funcionalidades,
permite a construcao de objetos geométricos planos e sélidos e também os gréficos de fungdes.
Entdo faremos uma breve descri¢do das suas funcionalidades, com €nfase naquelas que usaremos
neste trabalho.

No Capitulo [ trataremos diretamente da projecdo estereogrifica e de sua inversa. Fare-
mos a constru¢do da lei da func@o que associa a cada ponto da esfera (menos um) sua imagem,
como um ponto do plano. Provaremos que essa fun¢do é uma bijecdo, ou seja, que a cada ponto
da esfera (menos um) associa um dnico ponto do plano e a cada ponto do plano faz correspon-
der um unico ponto da esfera. Dessa forma € possivel construir a funcdo inversa da projecao
estereografica, que transporta pontos do plano projetando-os na esfera (menos um ponto). E
concluiremos este Capitulo com a construcao da visualizacdo da projecdo estereografica de um
ponto e de um circulo, no que Nunes| (2015} p.37-46), trabalhando com o plano complexo e a
esfera de Riemann, chama de simulador de projecao estereografica.

Com isso, no Capitulo[5|estaremos preparados para transportar graficos do plano na esfera
(menos um ponto) usando a fun¢do inversa da projecdo estereogrifica. Faremos o transporte
do gréfico de algumas funcdes elementares como as func¢des afim, quadrética, exponencial e
logaritmica. A escolha dessas fungdes se deve ao fato de serem funcdes elementares, estudadas
no Ensino Médio. Como sugestdo de aplicacao desse estudo, usaremos a inversa da projecao
estereogréfica para transportar figuras poligonais do plano para a esfera.

No Capitulo [6] apresentaremos as consideragdes finais onde discutiremos a relevancia
da proposta aqui construida e sua contribuicao para a melhoria do ensino de Matematica na
Educacao Bésica. Ressaltamos que, o intuito deste trabalho é que assas construgdes estimulem
aos leitores, em especial aos professores de matemdtica do Ensino Médio a desenvolver suas
proprias projecoes.

E, em Anexo, estdo os textos das habilidades de matemaética para o Ensino Médio, da
Base Nacional Comum Curricular (BNCC) Brasil (2018}, p.525-533), que tem relacdo com nosso
trabalho.
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Capitulo 2

PRELIMINARES

Faremos uma breve descri¢do de contetidos indispensaveis para o bom entendimento
do tema principal desta Dissertagdo. Trataremos, neste capitulo, das defini¢cdes de conjuntos,
relagdes de pertinéncia, relagdes de inclusao, definiremos produto cartesiano para construir a
defini¢cdo de relacao entre conjuntos, em seguida definiremos funcao e gréafico de uma funcao.
Além disso definiremos vetores e a equacdo da reta no plano e no espaco e a equacgdo da
circunferéncia e da esfera.

Para um maior aprofundamento leia Murakami e lezzi (1999)), Lima et al. (1997) e Lima
(2013)).

2.1 Conjunto

Trataremos agora de algumas ideias preliminares sobre a teoria de conjuntos, as quais
terdo fundamental importancia na constru¢ao do nosso resultado. Concordamos com Lima et al.

(1997, p.2) no tocante a praticidade introduzida na Matemaética pela linguagem dos conjuntos:

Toda a Matemaética atual é formulada na linguagem de conjuntos. Portanto,
a nog¢do de conjunto € a mais fundamental: a partir dela, todos os conceitos
matematicos podem ser expressos. Ela é também a mais simples das ideias
matemadticas.

Definicao 2.1.1. Conjunto é todo agrupamento de coisas, objetos, pessoas, etc., aos quais

chamamos elementos do conjunto.

Para efeito de notacdo, representamos um conjunto por letra maidscula do alfabeto

romano e descrevemos seus elementos entre chaves e separados por virgula.

Exemplo 2.1.1. Conjunto A das letras da palavra mola:

A={m,o,l a}.
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Observacao 2.1.1. Também podemos representar um conjunto por meio do uso de uma proprie-

dade que o caracterize.

Exemplo 2.1.2. O conjunto A, definido no Exemplo[2.1.1] pode ser representado da seguinte
forma:

A = {x; x é letra da palavra mola }.

A interagdo entre elemento e conjunto se da por meio das relacdes de pertinéncia, que

definiremos a seguir:

Definicao 2.1.2. Dizemos que um objeto a pertence ao conjunto A, e denotamos por a € A,

quando a é elemento do conjunto A.

Exemplo 2.1.3. No conjunto A, das letras da palavra mola, no Exemplo[2.1.1} segue que:

meA oceA €A e acA

Definicao 2.1.3. Dizemos que b ndo pertence ao conjunto A, e denotamos por b ¢ A, quando b

ndo é elemento do conjunto A.

Exemplo 2.1.4. No conjunto A, das vogais do alfabeto, A = {a, e,i,0,u}, segue que:
b¢ A

Definicao 2.1.4. Dizemos que um conjunto A é vazio quando ele ndo tem elemento. Nesse caso

representamos por:

A={}ou A=0o.

Exemplo 2.1.5. Um exemplo de conjunto vazio pode ser percebido em qualquer condi¢do
contraditoria. Por exemplo, se A é o conjunto dos niimeros primos miiltiplos de 4, note que,
todo miiltiplo de 4 é divisivel por 4, logo ndo é primo. Assim, ndo existe niimero que satisfaga,

simultaneamente, essas duas condicoes: ser primo e ser miiltiplo de 4. Nesse caso A = @.

A interagdo entre conjuntos se da por meio das relacdes de inclusdo, que definiremos a

seguir:

Definicao 2.1.5. Dizemos que um conjunto A estd contido no conjunto B, e denotamos A C B,

quando todo elemento do conjunto A é elemento do conjunto B. Em simbolos:
ACB<+=Vac A= a€B.
Exemplo 2.1.6. Tomemos os conjuntos A e B, descritos a seguir:

A = {x; x évogal do alfabeto} e
B = {a,b,c,d e i,o,u}.
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Note que o conjunto A = {a,e,i,0,u} e que todo elemento do conjunto A é elemento do

conjunto B, logo o conjunto A estd contido no conjunto B, ou seja A C B.

Definicao 2.1.6. Dizemos que o conjunto A ndo estd contido no conjunto B e denotamos por

A ¢ B, quando existir algum elemento do conjunto A que ndo é elemento do conjunto B.

Exemplo 2.1.7. Sejam A o conjunto dos niimeros impares menores que 9 e B o conjunto dos

niimeros primos menores que 9, dessa forma, segue que:

A=1{1,3,5"7 e
B=1{23,57}.

Note que 1 € Ael ¢ B, logo existe elemento do conjunto A que ndo é elemento do
conjunto B, portanto o conjunto A ndo estd contido no conjunto B, simbolicamente A ¢ B.
Por outro, 2 € B e 2 ¢ A, logo existe elemento do conjunto B que ndo é elemento do

conjunto A, portanto o conjunto B ndo estd contido no conjunto A, simbolicamente B ¢ A.
Definicao 2.1.7. Dizemos que o conjunto A é subconjunto do conjunto B se A C B.

Exemplo 2.1.8. Sejam A o conjunto dos niimeros pares menores que 10 e B o conjunto dos

niimeros menores que 10, dessa forma, segue que:

A = {0,2,4,6,8} e
B = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Note que todo elemento do conjunto A é elemento do conjunto B, portanto, A C B e,

dessa forma, o conjunto A é subconjunto do conjunto B.

Observacao 2.1.2. Como consequéncia da defini¢cdo de subconjunto, o conjunto vazio é sub-
conjunto de todo conjunto. Do contrdrio, para afirmar que & ¢ A, implicaria dizer que existe
elemento no conjunto vazio que ndo é elemento do conjunto A, que é absurdo. Logo, o conjunto

vazio é subconjunto de todo conjunto.

Definicao 2.1.8. Dizemos que os conjuntos A e B sdo iguais e denotamos por A = B, quando
A C B e B C A. Em simbolos:

A=B<+<= ACBeBCA.
Exemplo 2.1.9. Seja o conjunto A = {z; x é vogal do alfabeto} e o conjunto B = {a, e, i,0,u}.
Note que A = {a,e,i,0,u} e que todo elemento do conjunto A é elemento do conjunto B,

portanto A C B. Por outro lado, todo elemento do conjunto B é também elemento do conjunto

A, portanto B C A. Dessa forma A C Be B C A, portanto A = B.
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Definicao 2.1.9. Chamamos de conjunto unido do conjunto A com o conjunto B e denotamos
por AU B, ao conjunto formado por todos os elementos do conjunto A e todos os elementos do

conjunto B.

Exemplo 2.1.10. Dados os conjuntos A = {Q,$,6} e B = {1, *}, temos:
AUB={Q,$,6,1,x*}.

Definicao 2.1.10. Chamamos de conjunto das partes de um conjunto A, ndo vazio, e denotamos

por P(A), ao conjunto de todos os subconjuntos de A.

Exemplo 2.1.11. Dado o conjunto A = {1, a, @}, segue da definicdo de conjunto das partes de

um conjunto, que:

P(A) = {1}, {a},{@},{1,a},{1,@},{a, @},{1,a, @}, {}}.

Definicdo 2.1.11. E permitido considerar o par ordenado (x, x), no qual a primeira coordenada

coincide com a segunda

Definicao 2.1.12. Dados A e B, conjuntos ndo vazios, se a € A e b € B, chamamos de par
ordenados dos elementos a e b e denotamos por P = (a,b) ao par (a,b), em que a é a primeira
coordenada e b a segunda coordenada de P. Dois pares ordenados P = (a,b) e Q) = (¢, d)
serdo iguais quando a = c e b = d, isto é, quando tiverem a mesma primeira coordenada e
a mesma segunda coordenada. E permitido considerar o par ordenado P = (a,a), no qual a

primeira coordenada coincide com a segunda.

Exemplo 2.1.12. Sejam os conjuntos A = {1,@Q} e B = {&, $}, entdo:
P=(Q &)

€ um par ordenado dos elementos Q e &, em que Q é a primeira coordenada e & é a segunda

coordenada.

Definicao 2.1.13. Dados conjuntos A e B, ndo vazios, chamamos de produto cartesiano de A
por B, e denotamos por A X B, ao conjunto de todos os pares ordenados (a,b), com a € A e
b € B. Em simbolos:

Ax B={(a,b);ac Aebec B}.

Exemplo 2.1.13. Sejam os conjuntos A = {1,2} e B = {a, b}. O produto cartesiano de A por
B é:

Ax B={(1a),(1b),(2a), (20}
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Definicao 2.1.14. Dados conjuntos A e B, ndo vazios, chamamos de Rela¢do de A em B e

denotamos por R;, i € {1,2,3, ...}, a qualquer subconjunto do produto cartesiano de A por B.

Exemplo 2.1.14. Sejam os conjuntos A = {1,2,3,4} e B = {3,5}, segue que A X B =
{(1,3),(1,5),(2,3),(2,5),(3,3),(3,5), (4,3), (4,5)}. Sdo exemplos de relacdes de A em B:

Ry, = {(1,3),(1,5)} e
Ry, = {(27?))7(275)}'

2.2 Funcao

Definicao 2.2.1. Dados conjuntos A e B, ndo vazios, dizemos que uma Relacdo R; é uma funcdo
de A em B e denotamos por f : A — B (ou simplesmente f), quando satisfaz as seguintes

propriedades:

Py) para cada a € A, existe um elemento b € B tal que (a,b) € f e

(z,y) € f B
Py) se{ (z.2) € — Y = z.

Exemplo 2.2.1. Considere os conjuntos A = {a,b,c,d} e B = N. Tome a relagdo entre esses

conjuntos dada por:
Ry = {(a,2022), (b,2023), (¢, 2024), (d, 2025) }.

Note que Ry é uma funcdo de A em B, pois cumpre Py e P,.

Exemplo 2.2.2. Sejam os conjuntos X e Y, com X =Y = R, e o conjunto dos pares (x,y) € R?,

tal que y = ++/x, se x > 0. Note que essa rela¢do ndo é uma funcdo de X em'Y, pois:

e se x = —1, ndo existe y € R, tal que (—1,y) € R?, pois v = —1 = y = ++/—1, mas

VIR — (—1,V=D) ¢R2 e

. o r— (L) ef -
se _1:>{(1,—1)€f % 1=-1.

Logo a relagdo acima ndo representa uma fungdo de X em Y, tomando X =Y = R.

Definicao 2.2.2. Sejam A e B, conjuntos ndo vazios, e f : A — B uma func¢do de A em B.

Dizemos que f é injetiva, se f cumpre a seguinte propriedade:
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» Sea,be Atal que a # b, entdo f(a) # f(b).

Em simbolos:

a.b€ Asa#b= fla) # f(b)

Exemplo 2.2.3. Seja f uma funcdo definida no conjunto dos niimeros reais, da seguinte forma:

f: R—R

T — 2.
Note que:
e sea,b e R, tal que, a # b= 2a # 2b= f(a) # f(D).
Portanto, f ¢ injetiva.

Definicao 2.2.3. Sejam A e B conjuntos ndo vazios e f : A — B uma func¢do de A em B.

Dizemos que f é sobrejetiva, se cumpre a seguinte propriedade:

* Para cada y € B, existe x € Atal que (v,y) € f. Em simbolos:

Vye B, dJx € A= (x,y) € f.

Exemplo 2.2.4. Considere a funcdo f, definida no conjunto dos niimeros reais, da seguinte

forma:

f:R — R

r — 1.

Note que, dado y € R, basta tomar (x,1) € R? e segue que f(x) = 1,V x € R. Portanto,

f € sobrejetiva.

Definicao 2.2.4. Sejam A e B conjuntos ndo vazios e f : A — B uma func¢do de A em B.

Dizemos que f ¢ bijetiva, se f € injetiva e sobrejetiva.

Definicao 2.2.5. Sejam os conjuntos A, B e C, e as fungoes f : A — Beg: B — C, com
regras bem definidas, que levam cada a € A a sua imagem por f, b = f(a) € B, e a cada
b € B associa sua imagem por g, c = g(b) € C. Chamamos de fungcdo composta de f e g (nessa

ordem), a fungdo go f : A — C, que leva cada a € A para g(f(a)) € C.
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Exemplo 2.2.5. Considere as funcoes reais f e g, e a funcdo composta de f e g, nessa ordem,
(go f)(z) = g(f(x)), definidas abaixo:
f:R

—
r — 2z+1

(gofl(z):R — R
r — 4dr® +4x+1.

Note que:

(go)(x) = g(f(x))
= g(2x+1)
= (2z+1)
= 42”44 +1

Portanto (g o f)(x) = 4% + 4x + 1, é a fungdo composta de | e g, nessa ordem.

Definicao 2.2.6. Sejam A e B conjuntos ndo vazios e f : A — B, uma bijecdo de A em B.
Dizemos que a fungdo g : B — A é a fungdo inversa de f e denotamos por g = f~' quando,
Va € AeVb € B, temos:

g(b) =a <= b= f(a)

Exemplo 2.2.6. Sejam a e b reais dados, sendo a # 0 e considere a funcdo:

fR — R

r — axr+Db

Note que g = f~1, se:

Demonstracdo:

f)=y<—=ar+b=y<=z=
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2.3 Grafico de uma Funcao

A partir de agora faremos a introducao do conceito de grafico de uma funcao. Para um

melhor entendimento leia [Limal (2013]).

Definicao 2.3.1. O grdfico de uma funcdo [ : A — B é o subconjunto G(f) do produto
cartesiano A x B, formado por todos os pares ordenados (a, b), onde a é um elemento qualquer
de Aeb= f(a) € B. Assim,

G(f) = {(a,b) € A x B; b= f(a)} = {(a, f(a); a € A}.

E intuitivo perceber que, para que um subconjunto G do produto cartesiano A x B
represente uma funcao € necessario que o mesmo cumpra as condi¢des de uma fungao citadas

acima. Em outras palavras G, deve cumprir que:
* sea € A, entdo o par (a,b) € G,comb= f(a) € Be
* se Gy = (a,b) € Ge Gy = (a,c) € G entdo b = ¢, ou seja, g1 = go.

Exemplo 2.3.1. Seja a fungdo f : R — R, tal que y = x, segue que f(x) = x. O grdfico de f
é o0 conjunto:

G(f) ={(z,y) eRxR; y =z} ={(z, f(2)); z € R}.

Para Lima (2013} p.85), o exemplo mais importante de produto cartesiano € a relacao de
R em R, usualmente identificada por R x R = R?, e justifica que em R?, os elementos (x,y)
sdo pares de nimeros reais. Geometricamente, tomando um plano 7, cada ponto P € 7 pode ser
associado a um tnico par ordenado (z,y) € R? por outro lado, cada par ordenado (z,y) € R?
pode ser associado a um tnico ponto em 7. Dessa forma, existe uma rela¢do biunivoca do plano
7 com R2,

Para termos uma representacdo geométrica da relacdo R x IR, basta fixar um sistema
de eixos ortogonais OX e OY, fazendo-os se intersectar no ponto O = (0,0) e tomando
X =Y = R pode-se demonstrar que, a cada ponto do plano 7, estd associado um unico
par ordenado (z,y) € R% Em consequéncia, todo subconjunto de R? pode ser representado
geometricamente como um subconjunto do plano 7, formado a partir dos eixos coordenados
OX e OY em particular os graficos das fungdes reais f : R — Rou f: X CR — Y CR.
Em outras palavras, uma forma de representar, visualmente, o griafico de uma fungdo € através
da sua representacdo, no Plano Cartesiano, de seu grafico. Como exemplo, veja na Figura[2.To

grafico da func¢do f, definida abaixo:

f:R — R

r — X
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Figura 2.1: Gréficode f(z) =z

Y

Fonte: Producdo prépria, 2023.

"Um subconjunto G C R? é o gréifico de uma funcdo f : X — R se, e somente se,
toda reta paralela ao eixo vertical, tracada a partir de um ponto de X, intersecta G' num tnico
ponto."(LIMA, 2013, p.89). Segue que para verificar se um subconjunto G C R?, representado
sobre o plano O XY, representa o grafico de uma funcio ou ndo, basta tracarmos retas paralelas
ao eixo OY e verificarmos se no eixo O X existem elementos com mais de uma correspondéncia.
Dessa forma, a circunferéncia de centro A = (a, b) e raio r, representado na Figura [2.2|é um
exemplo de subconjunto de R? que nio representa o grafico de uma fungdo, pois B = (zq, yx) €
C = (z0,y;) comy; # y,, = B # C, pois .

Figura 2.2: Circunferéncia de centro A = (a, b) e raio r

XO a

Fonte: Produgdo prépria, 2023.
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2.4 Vetores

Nas construcdes que seguem tomamos como referéncia Dantas e Dias| (2006)).

Definicao 2.4.1. Vetor é o ente matemdtico que geometricamente pode ser representado pelo
conjunto dos segmentos orientados de reta que tém o mesmo comprimento, a mesma dire¢do e o

mesmo sentido.

Um vetor € determinado por um ponto inicial, que € a sua origem; por um ponto final,
a sua extremidade; por uma direcdo, que € a direcao da reta que passa pela sua origem e sua
extremidade; por um sentido de percurso (da origem para a extremidade) e por um comprimento.
Um vetor de origem A e extremidade B é denotado por AB. Veja a ilustracdo na Figura

Figura 2.3: Exemplos de vetores

K I L
= G
y D E
" = % aH
e F
1 7J " J

Fonte: Producéo prépria, 2023.

Desconsiderando a origem e a extremidade, um vetor fica completamente determinado

conhecendo sua direcdo, seu sentido e seu comprimento.

Definicao 2.4.2. Dois vetores sdo equivalentes quando diferem apenas pelos lugares onde se

localizam.
Veja a ilustracdo na Figura[2.4;

Figura 2.4: Vetores equivalentes

;1181 - A'L_’Bz = 4‘1:$B:5 (&> 7¢ DoCy = DaCy

Fonte: Producio prépria, 2023.
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Denotaremos os vetores por letras mindsculas tais como u, v, w, etc.
Os vetores sdo dotados de duas operagdes algébricas: a soma de vetores e a multiplicacdo

de um vetor por um numero real (escalar).

Definicao 2.4.3. Dados os vetores u e v, posicionando-se o vetor v de modo que sua origem
coincida com a extremidade de wu (isso é possivel devido a definicdo de equivaléncia de vetores),
entdo o vetor com origem igual a de u e extremidade igual a de v é a soma de v com v ou seja
u + v, conforme mostrado Figura

Figura 2.5: Soma de vetores

Fonte: Produgdo prépria, 2023.
Na Figura 2.6 percebe-se que a soma de vetores ¢ comutativa, ou seja,

ut+ov = V+d =

u+v = v+u

Note que u = u’ e v = v/, pela propriedade da equivaléncia de vetores..

Figura 2.6: Soma de vetores € comutativa

Fonte: Producéo prépria, 2023.

Além disso a Figura [2.6] permite deduzir que, para somar vetores u € v, a0 posicionar

os dois vetores com a mesma origem, usando a equivaléncia de vetores podemos construir
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um paralelogramo com lados representados pelos vetores u e v. Ocorre que a diagonal do

paralelogramo que parte da origem comum dos vetores representa a soma u + v.

Definicao 2.4.4. O vetor nulo é o vetor que tem origem e extremidade iguais, ou seja é um vetor

de comprimento nulo sem direcdo e sem sentido. Denotamos o vetor nulo por (.
Note que v + 0 = 0 4+ v = v para todo vetor v.

Definicao 2.4.5. Se k € R e w é um vetor ndo-nulo, kw é um vetor com mesma dire¢do, com
comprimento |k| vezes o comprimento de w, e com o mesmo sentido de w, se k > 0, e com
sentido contrdrio ao de w, se k < 0. Caso k = 0, entdo kw = Ow = 0 é definido como o vetor

nulo.

Exemplo 2.4.1. Sejam w = (x,y) e k = 3 um escalar, entdo o produto do vetor w pelo escalar

k € dado por

kw = 3-(x,y)) =
kw = (3z,3y).

Note que tomado k£ = 1 teremos kw = 1 - w = lw que é um vetor de mesma direcao,
mesmo comprimento, e mesmo sentido de w, logo 1 - w = w. Além disso se k = —1 teremos
(-1) w=—-1lw=—-wek-0=0.

Definicio 2.4.6. Se u e v sdo vetores a diferenga entre u e v é dada por u — v = u + (—v). Note

que —v = —1 - 0.

Note que, pela defini¢do, v + (—v) = 0. Ou seja, —v € o vetor que somado a v resulta no
vetor nulo 0.

Vamos ilustrar com a Figura[2.7)o vetor (u — v), note que (u — v) + v = w.

Figura 2.7: Diferenca de vetores

Fonte: Produgdo prépria, 2023.
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2.5 Vetores no Plano

Consideremos o plano com um sistema de eixos OXY. Se v € um vetor nesse plano
o Unico vetor com ponto inicial na origem do plano, paralelo a v € com mesmo sentido e

comprimento de v, € como definimos acima, equivalente a v, por isso ele serd representado por v.
Veja a Figura[2.8]

Figura 2.8: Vetor v e equivalente

Y

.

Fonte: Producéo prépria, 2023.

No que segue, a menos que seja dito o contrario, todos os vetores sdo tomados com ponto
inicial na origem do sistema de eixos O XY . Além disso o comprimento do vetor v
Nessas condicdes, se v € um vetor ele fica completamente determinado pelas coordenadas,

(z1.y1), de sua extremidade, caso em que denotaremos v = (21, y1). Figura[2.9)

Figura 2.9: Vetor na origem

Yo

Fonte: Producéo prépria, 2023.

Para determinar as coordenadas de u+v, dados u = (., y,) € v = (2, Yy ), analisaremos

os tridngulos 7} e T, em destaque na Figura[2.10}
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Figura 2.10: Soma de vetores em coordenadas

Yu+v

Yu

llu+vi|

Yv

Fonte: Produgdo prépria, 2023.

Note que 7} e T5 sdo semelhantes pelo caso angulo angulo, disso decorre que

Tygv — Ly = Ty =
Tyto = Ty + Ty

logo a abcissa do vetor u + v € T4y = Ty + Ty-

De forma andloga analisaremos agora a Figura[2.10| com énfase nas ordenadas

Yutv — Yo _ ||u||
Yu ||

Yutv — Yo = Yu =
Yutov = Yu + Yo

portanto a ordenada do vetor © + v € Yy 1y, = Yy + Yo

Conclui-se que

utv = (Ty,Yu) + (Tu, Yu) =
ut+v = (xu+xvayu+yv)

Por outro lado, pela defini¢do da soma de vetores e analisando a Figura[2.11] podemos

concluir que:

w+v=0PF+ BP =
OP = OR, + P,P =

P =R + kD
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Figura 2.11: Soma de vetores

x4 x

Fonte: Produgdo prépria, 2023.

Para determinar as coordenadas (z,y) do vetor kv, dados v = (x1,y;) e k € R, analise-
mos a Figura[2.12]

Figura 2.12: Coordenadas de kv

Fonte: Producio prépria, 2023.

Note que os tridngulos ABC' e ADFE sao semelhantes pelo caso angulo angulo, decorre

que
o _ Kl
1 ]
r = kx;
Por outro lado
y _ Kl
n [[v]]
y = ki

Portanto kv = k(x1,y1) = (kx1, kyy).
Sejam v = (x,y) um vetor e o comprimento de v denotado por ||v
Aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo da ABC da Figura de catetos AB = x,

, a norma de v.
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AC = y e hipotenusa BC = ||v]|, temos que

l0]]* = 2* + 3 =

loll = Va2 + 7.

Figura 2.13: Norma de v no plano

el

Fonte: Producéo prépria, 2023.

2.6 Equacao da Reta no Plano

Determinaremos a equac@o de uma reta que passa por dois pontos distintos A = (z4,y4)
e B = (xp,yp) do sistema de eixos OXY. Note que equivale a determinar a equagio da reta
que passa por A e é paralela ao vetor AB = tv, sendo AB=DB—A.SeP = (z,y) € r segue
que, a equacdo vetorial da reta:
P=4A+AB

P=A+tteRr

Em coordenadas,

(z,y) = (xa,ya) + t(xp — x4, yp — ya),t €R

Da equagdo vetorial da reta definida acima segue que * = x4 + t(zp — x4) € Yy =

yp +t(yg —ya), fazendo a = (xp —x4) e b= (yp — ya), temos a equagdo paramétrica da reta:
= t
r=1xy +ta LeR
y=yp+tb
2.7 Vetores no Espaco

Andlogo ao caso dos vetores no plano, fixado um sistema de eixos OXY Z, vamos

considerar, a menos que seja dito o contrdrio, todos os vetores com ponto inicial na origem do
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sistema de eixos. Desse modo, um vetor v fica completamente determinado pelas coordenadas
do ponto P = (z,y, z) da sua extremidade, como ilustra a Figura

Figura 2.14: Vetor v no espaco

Fonte: Producéo prépria, 2023.

Dado um vetor v = (x, ¥, z), a norma de v, pode ser determinada aplicado o Teorema de

Pitdgoras nos tridngulos retangulo ABC' e ACD, ilustrados na Figura[2.15] Note que o tridngulo

ul] = VT

ABC esta contido no plano O XY, desse modo, pelo Teorema de Pitagoras,
como definido acima.

No tridngulo AC'D, retangulo em C', aplicando o Teorema de Pitdgoras, segue que,

AD = AC° +CD’ =

o] = [Jul|” + 2* =
v||? =2 +y* + 2 =

]| = V&? + y* + 22

Figura 2.15: Norma de v no espago

Fonte: Producio prépria, 2023.
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2.8 Equacao da Reta no Espaco Tridimensional

Vamos deduzir a equagio vetorial de uma reta  no sistema de eixos O XY Z. Tomemos
um vetor nao nulo v, paralelo a » e um ponto F, € r. Seja P um ponto qualquer nessa reta,

P ——
como Py P e v sdo paralelos, existe ¢t € R tal que

—>

PP =tv,t € R,

que ¢ a equacdo vetorial da reta. Note que quando ¢ varia de menos infinito (—oo) a mais infinito
—>
(+00) em R o ponto P percorre toda a reta r. Tomando PP = P — Py, segue que a equacdo

vetorial de r» assume a forma

P:P0+]T1D):>
P:P()—f—t?},tGR.

Escrevendo a equagdo anterior em termos de coordenadas do sistema de eixos OXY Z,

tomemos Py = (o, Yo, 20) € P = (x,y, 2), segue que

=

POP = ([L’,y, Z) - (1'0,3/0,2’0)

= (95—370,3/—3/072—20)

Portanto

(Jf,y, Z) = {<x07y0720) + th?y? Z) - (Io,yg,ZO)],t S R}

= {(any())ZO) + t(.ﬁE —20,Y — Yo, % — ZO)’t € R}

Decorre dessa igualdade que © = zo+t(z—x0),y = yo+t(y—yo) € 2 = z0+t(2—20),t €

R sdo as equagdes paramétricas da reta.

2.9 Equacao da Circunferéncia

Uma circunferéncia pode ser descrita como o conjunto dos pontos do plano cujas dis-
tancias a um ponto fixo, chamado centro, € uma constante positiva chamada raio. Para deduzir
a equacdo da circunferéncia tomemos C' = (a,b) e r > 0, centro e raio de uma circunferéncia,
respectivamente. Dessa forma um ponto P = (x, y), sobre circunferéncia estd a distancia r de

C, ou seja d(C'P) = r. Por outro lado se o vetor CP=v segue que, como definido na Secao

lv]] = d(CP) e ||| = \/(z —a)* + (y — b)” entdo
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lol| = r =

VE— a0 =r=

2

<\/(x —a)?+ (y — b)z) = 72

(0 = 20)* + (y = yo)? = 1°.

Portanto (x — x¢)* + (y — yo)? = r? é a equagdo da circunferéncia.
Dois caso particularmente interessantes ocorrem quando o centro da circunferéncia
estd na origem do sistema de eixos OXY, ou seja, C = (0,0), caso em que a equacdo da

circunferéncia assume a forma
(2 =00+ (y—0) =1* =

m2+y2—|—22:r2

e o outro quando além de centro na origem a circunferéncia tem raio unitdrio ou seja r = 1 caso

em que a equacao da circunferéncia assume a forma

Lyt t=1

2.10 Equacao da Esfera

Anélogo a circunferéncia a esfera pode ser descrita como o conjunto dos pontos do
espacgo cujas distancias a um ponto fixo, chamado centro, € uma constante positiva chamada
raio. Para deduzir a equagdo da esfera tomemos C' = (a,b,c) e r > 0, centro e raio de uma
esfera, respectivamente. Dessa forma um ponto P = (x,y, z), sobre a superficie da esfera estd
a distancia r de C, ou seja d(C'P) = r. Por outro lado se o vetor CP =v segue que, como
definido na Segﬁo [Jv]| =d(CP) e |jv]|=+/(x—a)®+ (y—b)>+ (2 — c)? entdo
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VE— P =+ G = =

(Va—aP 07+ (- 0p) =0

(x—20)>+(y—w)*+ (z—c)? =12

Portanto (x — x9)* + (y — y0)? + (2 — 20)*> = r? é a equagdo da esfera.
Dois caso particularmente interessantes ocorrem quando o centro da esfera estd na origem

do sistema de eixos OXY Z, ou seja, C' = (0,0, 0), assim a equagdo da esfera assume a forma

(-0 2+ @y —-072+(z—-0>=r"=

Ay =0

e o outro quando além de contro na origem a esfera tem raio unitdrio ou seja r = 1 quando a
equacdo da esfera assume a forma

2+t =1

Em notacio de conjunto S? =

{(x,y,2) € R®2? + y* + 22 = 1} € a esfera unitafia
centrada na origem do sistema de eixos OXY Z.
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GEOGEBRA

Faremos um breve estudo sobre o Software GeoGebra, apenas uma introducdo, com
énfase nas ferramentas que serdo utilizadas para a constru¢do da projecdo estereografica, e sua
inversa, e projecao de gréficos do plano na esfera, objetos principais desta dissertacdo. Por se
tratar de um breve estudo deste Software que tem inumeras funcionalidades, sendo possivel
sua utilizacdo desde os anos iniciais da Educacio Basica, recomendamos ao leitor interessado
em aprofundar-se no conhecimento do Software GeoGebra, que leia: |Aradjo e Nobrigal (2010),
Ferreira (2010), /Aguiar (2011), Silval (2011), Silva (2016), Martins (2018)), [Santos e Breda
(2018)), German, (2022a) e Gongalves| (2022]).

As Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicacdo (TDIC’s), segundo Ventura e
Gomes| (2021, p.848), estdo cada vez mais presentes nos mais variados ambientes sociais €
tém impulsionado mudancgas nas relagdes interpessoais, bem como nos processo de ensino e
aprendizagem. Na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), a valorizacdo a utilizagdo da
cultura digital estd presente, desde as Competéncias Gerais da Educagdo Basicas, com reflexo nas
Competéncias Especificas por drea e nas habilidades especificas a ser alcangadas. Com relacdo a
area de Matematica, a BNCC Brasil| (2018, p.518-534) determina que sejam apresentados aos
alunos e utilizados softwares de geometria dinamica, planilhas eletronicas e calculadoras, que
possam levar ao desenvolvimento do pensamento computacional e matematico dos alunos do
Ensino Médio.

Para a visualizacdo da projecdo estereografica e de sua inversa, faremos uso do Soft-
ware GeoGebra, que pode ser utilizado, segundo |Ventura e Gomes| (2021, p.856-858), no
Ensino Fundamental e no Ensino Médio e para |Araujo e Nobriga (2010, p.20) até no En-
sino Superior. Com o uso do Software GeoGebra, diversas habilidades de vérias unidades
temdticas do Ensino Fundamental e do Ensino Médio podem ser desenvolvidas. Entre as
habilidades, de Matematica para o Ensino Médio, que podem ser abordadas com uso de
TIC’s, e em particular com uso do Software GeoGebra, podemos elencar as seguintes ha-
bilidades [} EM13MAT105, EM13MAT301, EM13MAT302, EM13MAT306, EM13MAT309,

“Em anexo estdo as descri¢des destas habilidades.
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EM13MAT401, EM13MAT402, EM13MAT408, EM13MAT509, EM13MAT504 e EM13MATS512.

3.1 Conhecendo o Software GeoGebra

Neste estudo e nas construgdes que nos referimos neste trabalho, usaremos o Soft-
ware GeoGebra, no modo Applet Start, online, no navegador do computador no endereco
https://www.geogebra.org/classic. O Software GeoGebra é um Software de matemadtica dinamica
que combina conceitos de geometria e dlgebra em uma udnica interface. O nome GeoGebra é
formado pela aglutinagdo das palavras Geometria e Algebra, dando uma ideia inicial do que esse
aplicativo oferece aos seus usudrios.

No site https://www.geogebra.org/license encontramos informacdes sobre a licenca de
uso do software GeoGebra, explicando que trata-se de um Software de uso gratuito, ou seja,

trata-se de um Software livre para fins ndo comerciais:

Prevemos que o uso ndo comercial envolverd principalmente estudantes e
professores que desejam usar o GeoGebra em casa e na escola ou universidade
para fins de estudo e ensino escolar ou académico, sem a intencao de buscar
qualquer vantagem comercial ou ganho financeiro. Isso inclui professores
em escolas e universidades onde sdo cobradas mensalidades, desde que o uso
do GeoGebra seja limitado ao ensino pessoal ou individual em sala de aula
(GERMAN] [2022b), p.1).

Com uma interface de facil utilizacdo, que permite grande interatividade, o Software
GeoGebra possibilita ao usudrio realizar construgdes geométricas, de forma dinamica, com a
utilizacdo de pontos, retas, segmentos de reta, poligonos, poliedros, etc., assim como permite
inserir funcdes e alterar todos esses objetos de forma interativa, durante toda a fase de construcio
e mesmo apds a conclusao.

O Software € muito pratico e facil de ser utilizado pois suas ferramentas sdao auto
explicativas e exibem instrugcdes de cada comando, ao ser selecionado e estd disponivel em varias
plataformas. Aguiar (2011}, p.24) nos diz que pode ser utilizado diretamente do site, online, no
modo Applet Start, no navegador do computador ou de dispositivos méveis, ou ainda, o usudrio
pode fazer o download, no modo Web Start e instalar o aplicativo, no celular ou computador,
para ter a praticidade de poder usar mesmo em lugares sem acesso a internet, ou em locais que
o sinal da internet ndo seja suficiente para uso, como € o caso de algumas escolas, em que a
internet ndo € suficiente para que todos os alunos possam acessar a0 mesmo tempo.

Apresenta uma barra de ferramentas auto instrucionais, de maneira que o usudrio pode
ir aprendendo durante o uso. E claro que isso talvez seja eficiente apenas para construcdes
simples, eventualmente até um uso recreativo, mas nao para um uso escolar ou académico.
Talvez ndo seja suficiente para quem quer ou precisa usar fungdes mais avangadas. A solugdo
para o que poderia vir a ser um problema € apresentado no proprio Software que traz no

menu Ajuda & Feedback os itens Turtoriais € Manual que remetem o usudrio as paginas
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na internet https://www.GeoGebra.org/m/XUv5SmXTm e https://wiki.geogebra.org/pt/Manual,

respectivamente.

3.1.1 Janela2D

A pégina https://www.geogebra.org/m/XUvSmXTm apresenta um Tutorial bem detalhado
e interativo com o titulo Aprenda GeoGebra Classic e tem como autor GeoGebra Team German
e os temas: Algebra, Geometria, Probabilidade e Estatistica. O Tutorial apresenta os menus:
Primeiros passos, Grdficos, Geometria, Grdficos 3D, CAS, Planilha, Probabilidade e Avancado.
Sendo que cada um desses menus apresenta uma detalhada lista de subitens com explicagcdes e
ilustragdes interativas, de forma que o leitor, além de ter na ilustragdo uma visualizacdo do que
estd sendo apresentado textualmente, pode executar os comandos orientados na propria janela do
tutorial, dentro da ilustracao.

Agora vamos descrever a interface do Software GeoGebra, com a janela algébrica e a
janela de visualizacdo 2D ativas, com a barra de ferramentas exibindo as ferramentas disponiveis.
Cada icone da barra de ferramentas traz um conjunto de comandos co-relatos, agrupados.

Para inserir informacdes, dispomos de duas formas: utilizar as ferramentas geométricas
disponiveis na barra de ferramentas, clicando diretamente sobre elas e depois de selecionada a
ferramenta clicar no espaco da janela de visualizagdo, e seguir as orientacdes que sdo exibidas
na tela no momento da selec@o de cada ferramenta. Simultaneamente as coordenadas e equagdes
correspondentes sdo exibidas na janela de visualizagdo algébrica. A outra forma € digitar, usando
o teclado, diretamente na entrada da janela algébrica as funcdes dos objetos que deseja inserir.
A representacao gréfica de todos os objetos € exibida na janela de visualizagio 2D.

Na Figura[3.1] ilustramos a interface do Software GeoGebra com a janela algébrica e a

janela geométrica 2D, ambas exibindo as fung¢des f(z) = z, g(x) = 2 e o ponto A = (2, 3).

Figura 3.1: Janela algébrica e janela 2D do GeoGebra

<« & & geogebraorg/classic 2 % O @ :
A OO L N e @ =
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=] g

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.
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3.1.2 Janela 3D

Na janela de visualizacdo 3D, a barra de ferramentas ¢ alterada e adaptada, apresentando
ferramentas relativas a construcdo de objetos tridimensionais, veja a Figura[3.2] E, mesmo ferra-
mentas que parecem permanecer nas duas janelas, ao abri-las sdo apresentadas funcionalidades

adequadas a cada proposta.

Figura 3.2: Barra de ferramentas da janela 3D do GeoGebra

NI "'.H Ej;;. ci_') A Se .L;i} @ /ﬁ" N\ Age c€>

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

Para inserir informagdes continuamos com duas formas: selecionando objetos diretamente
na barra de ferramentas com o mouse ou através da digitacdo de informagdes na entrada da janela
algébrica. E, essas duas janelas exibem simultaneamente as informagdes inseridas: informacoes

algébricas e visualizagdo geométrica na janela 3D.

3.2 Comandos Usados em Projecao Estereografica e sua In-

versa

Para exibir uma projecdo estereografica ou sua inversa, no Software GeoGebra, usaremos
principalmente a janela algébrica e a janela de visualizagdo 3D, alternando seu uso, quando
necessdrio, com a janela de visualizagdo 2D.

Faremos o passo a passo da visualizacao da inversa de uma projecdo estereografica, no
GeoGebra. A demostragao de que uma projecdo estereografica € uma bijecao da esfera no plano
estd no Capitulo[] A seguir, passamos a descrever todos os comandos do Software GeoGebra
que serdo usadas nessas construgdes.

Para a representacao de um ponto, utilizando a barra de ferramentas, basta posicionar o
mouse sobre a ferramenta Ponto, para visualizar as op¢des, que sdo: Ponto, Ponto em Objeto,
Interseg¢do de Dois Objetos, Ponto Médio ou Centro e Vincular / Desvincular Ponto. Veja a

ilustrag¢do na Figura|3.3
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Figura 3.3: Ferramenta Ponto na janela 3D do GeoGebra

(A~ D> & e A @ L N
+ .A Ponto X
[.}"\ Ponto em Objeto
>\/ Intersecédo de Dois Objetos
L * Ponto Médio ou Centro
‘,’. Wincular / Desvincular Ponto
Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.
Depois de selecionar uma das opc¢des € sé clicar com o mouse na posi¢cdo desejada para o
ponto, dentro da janela de visualizacdo 3D.
Outra forma de representar um ponto € digitando, com o teclado, as coordenadas do

ponto no formato P = (a,b) ou P = (a, b, ¢), diretamente na entrada da janela algébrica 2D ou

3D, respectivamente. Veja a ilustragdo na Figura[3.4]

Figura 3.4: Digitacao de Ponto na Entrada da janela Algébrica

SUFAE - A
@ = (.2.3) - :
+

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

Serd importante na representacdo da inversa da projecdo estereogréfica a ferramenta
Ponto em Objeto, que pode ser feito selecionando com o mouse na ferramenta Ponto, Ponto em
objeto e em seguida com o mouse escolher a posi¢dao do ponto no objeto desejado.

O préximo passo € aprendermos a representar uma reta, € podemos fazer isso utilizando
a barra de ferramentas, basta posicionar o mouse sobre a ferramenta Refa, para visualizar as
opgoes, que sdo: Reta, Segmento, Segmento com Comprimento Fixo, Semirreta, Vetor e Vetor a
Partir de um Ponto. Veja Figura[3.3]
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Figura 3.5: Ferramenta Reta na barra de ferramentas 3D do GeoGebra

<~ (& @ geogebra.org/classic
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_/ Semirreta
" Vetor

./4"," Vetor a Partir de um Ponto

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

Depois de selecionar uma das opg¢des siga as instrucdes que sao exibidas na parte inferior
da tela.

Outra forma de representar uma reta € digitando a equagdo da reta diretamente na entrada
da janela algébrica. Veja na Figura a digit¢do dareta f(x) = x + 2.

Figura 3.6: Digitacao de Reta na Entrada da janela Algébrica

& C @ geogebra.org/classic
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Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

Representamos um plano, bidimensional, usando o plano O XY e, com a finalidade de
manter uma padronizagdo da notacdo empregada, usaremos nesse trabalho a representacdo do
plano em OXY Z, ou seja em trés dimensdes. Segundo Dolce e Pompeo| (1985 p.4) um plano
pode ser determinado de quatro modos: por trés pontos ndo colineares, por uma reta € um ponto
fora dela, por duas retas concorrentes ou por duas retas paralelas distintas.

Para a representacdo de um plano, no Software GeoGebra, podemos usar a ferramenta
Plano, da barra de ferramentas, que ao ser selecionada exibe ao opg¢des: plano por trés pontos,
Plano, Plano Perpendicular e Plano Paralelo. Veja Figura[3.7] Ao posicionar o ponteiro do

mouse sobre cada opg¢do € exibida a orientacdo de procedimento de execugao.
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Figura 3.7: Ferramenta plano, na barra de ferramentas

< [ B geogebra.org/classic#3d
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FPlano
= Plano Perpendicular
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Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

Para representar um plano podemos digitar "plano"” diretamente na entrada da janela
algébrica. Opgdes disponiveis: Plano, PlanoMediador e PlanoPerpendicular. Veja Figura[3.8]

Ao posicionar o ponteiro do mouse sobre cada op¢do € exibida a orientacdo de procedimento de
execucao.

Figura 3.8: Plano, na janela algébrica

< s & geogebra.org/classic
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Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

Opcionalmente, podemos digitar na entrada da janela algébrica, a equacdo do plano que
deseja representar.

A representacdo de uma superficie pode ser construida digitando a palavra "superfi-
cie"na entrada da janela algébrica, dando acesso as opgdes: Superficie e SuperficieLateral. Ao

posicionar o ponteiro do mouse sobre cada op¢ao € exibida a orientacdo de procedimento de
execugdo. Veja Figura[3.9]
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Figura 3.9: Superficie, usando Entrada da janela algébrica

&« (& @ geogebra.org/classic
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SuperficieLateral 4

Superficie( Funcio, Angulo )
Superficie( Curva, Angulo, Reta )

Superficie( Expressdo, Expressao, Expressdo, Variavel 1, Valor Inicial, Valor Final, Variz

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

Na representacdo de uma esfera podemos usar a ferramente esfera da barra de ferramen-
tas, ou digitar diretamente na entrada da janela algébrica. Ao selecionar esfera na barra de

ferramentas, tem as opgdes: Esfera: Centro & Ponto e Esfera: Ponto & raio. Veja Figura[3.10]

Figura 3.10: Esfera, na barra de ferramentas

- c @ geogebra.org/classic
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@ Esfera: Centro & Raio

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

Se optar por digitar diretamente na entrada da janela algébrica podemos escolher entre os
formatos Esfera(Ponto, Raio) ou Esfera(Ponto, Ponto), veja Figura [3.11]
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Figura 3.11: Esfera, na janela algébrica
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Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

Opcionalmente, podemos digitar, na entrada da janela algébrica, a equacdo da esfera no
formato

(z—20)® + (Y —90)* + (2 — 20)* = 12,

com 7 indicando o comprimento do raio da esfera e (g, yo, 20) as coordenadas do centro da

esfera. Para conseguir esse resultado devemos digitar:
(x = x 0)"2 + (y —yv_0)"2 + (z - z_0)"2 = r"2

Para a construgdo de figuras e seu transporte do plano para a esfera, que faremos no
Capitulo || serd necessdrio a utiliza¢do de fungdes do tipo f : D C R — Re o ! : D? C
R? — S*\{N}. No Software GeoGebra seré necessério delimitarmos o dominio das fungdes
de forma conveniente. Apresentamos a seguir duas formas de delimitar o dominio de uma fungdo
no GeoGebra.

Digite "Se" na entrada da janela algébrica e serd exibida uma lista de op¢des, ao posicionar
o ponteiro do mouse sobre a op¢do "Se” serdo acrescentadas as op¢oes Se(Condigdo, Entdo) e
Se(Condigao, Entdo, Sendo). Como Condicdo insere-se D C R, no formatoa < x < b,a,b € R,

para Entdo e Sendo insere-se a fungdo. A Figura[3.12]ilustra esse processo.
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Figura 3.12: Condigao: Se, no GeoGebra
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Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

Outra forma € digitar "Curva” na entrada da janela algébrica e serd exibida uma lista
de opc¢des, ao posicionar o ponteiro do mouse sobre a op¢do "Curva” serdo acrescentadas as
opcoes Curva(Expressdo, Expressdo, Variavel, Valor Inicial, Valor Final) e Curva(Expressdo,
Expressdo, Expressdo, Varidvel, Valor Inicial, Valor Final). Completa-se os espagos para

Expressdo, indica-se a Varidvel e conclui com os valores inicial e final, como indicado na Figura
3.13

Figura 3.13: Curva, no GeoGebra
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Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.
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A INVERSA DA PROJECAO
ESTEREOGRAFICA

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) Brasil (2018, p.5-9), parte integrante
da politica nacional da Educa¢do Bdésica, tem cardter normativo, e estabelece o conjunto de
aprendizagens essenciais a todos os alunos, ao longo da Educacdo Basica. Em sua estrutura,
a BNCC, apresenta as 10 Competéncias Gerais da Educacdo Bdésica, que os alunos devem
desenvolver ao longo da Educagdo Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio; Competéncias
Especificas para cada Area do Conhecimento, que explicitam como as Competéncias Gerais
se expressam em cada Area e Habilidades, associadas ao desenvolvimento das Competéncias
Especificas.

A Matematica do Ensino Médio, na BNCC Brasil| (2018} p.517-518), vem com a proposta
de aprofundar e ampliar as aprendizagens desenvolvidas no Ensino Fundamental, com uma
perspectiva de aplicacdo a realidade. Por sua vez, as habilidades de Matematica para o Ensino
Fundamental estdo organizadas nas unidades: Nimeros, Algebra, Geometria, Grandezas e
Medida, Probabilidade e Estatistica. Na tentativa de integrar os diferentes campos da Matematica,
a BNCC Brasil| (2018}, p.520-521) definiu para o Ensino Médio um conjunto de pares de ideias
fundamentais: variacdo e constancia; certeza e incerteza; movimento e posicao; relacdes e
inter-relacdes. Destacamos que esta dissertacdo guarda estreita relagdo com o par de ideias
fundamentais movimento e posicdo. Nesse campo, estdo presentes, entre outros, o estudo dos
objetos bidimensionais e tridimensionais e a observacao de suas transformacdes. Notadamente
as transformacdes geométricas isométricas e homotéticas, que sdo transformagdes que preservam
medidas e transformacdes que preservam formas, respectivamente.

A unidade referente a geometria visa, por meio do estudo das transformacgdes geométricas
e das formas do mundo fisico, desenvolver o pensamento geométrico e o raciocinio hipotético
dedutivo dos estudantes. E, para a visualizagdo das transformacgdes geométricas de forma
dindmica, a BNCC Brasil (2018} p.521) menciona o uso de Softwares dinamicos, como forma de
inter-relacionar movimento e posicdo e favorecer o entendimento dessas ideias.

As Tecnologias Digitais de Informagao e Comunicagao (TDIC’s) integram a BNCC, ja
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na Competéncia Geral 5:

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacao e comunica-
¢ao de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais
(incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informacdes,
produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria
na vida pessoal e coletiva. (BRASIL} 2018}, p.9, grifo nosso)

Ou seja, a BNCC prevé que os estudantes possam ir muito além de apenas compreender
as tecnologias digitais, pois sdo colocadas como condi¢do para exercer o protagonismo na vida.
Dessa forma, o aprendizado de recursos tecnolégicos deve acontecer em cada disciplina. Neste
trabalho faremos uso das tecnologias digitais para produzir as visualiza¢cdes necessarias a0 bom
entendimento do tema em estudo. Usaremos o Software GeoGebra, por ser um Software livre
e possuir caracteristicas condizentes com a nossa proposta de visualizar graficos no plano, na
esfera e transportar graficos do plano para a esfera usando a inversa da projecao estereografica.
A escolha deste Software levou em consideracdo os critérios apresentados por Ventura e Gomes
(2021}, p.848).

A interdisciplinaridade estd presente na BNCC Brasil (2018, p.16), ficando sob a res-
ponsabilidade das familias e da comunidade decidir sobre as formas de sua organizacdo. Além
disso, a interdisciplinaridade estd manifesta através das possibilidades de articulac@o horizontal
entre as dreas. Um exemplo de interdisciplinaridade na BNCC ¢ a habilidade "(EM13MATS509)
Investigar a deformacdo de angulos e dreas provocada pelas diferentes projecoes usadas em car-
tografia, como a cilindrica e a conica."(BRASIL, 2018, p.533, grifo nosso). Percebe-se que para
o desenvolvimento integral dessa habilidade, faz-se necessdrio nao somente os conhecimentos
especificos de matematica como € o caso de angulos e dreas, mas também conhecimento das

projecoes usadas em cartografia, ou seja, projecdes cartograficas.

4.1 Projecoes Cartograficas

Desde os tempos antigos a humanidade se depara com a necessidade de representar
objetos tridimensionais usando o espaco bidimensional (MOCO, 2011, p.1). Um exemplo € a
representacdo do espago geografico através dos mapas. Para Zanon! (2022, p.7) "As Projecoes
Cartograficas sdo representacdes da superficie terrestre, adotando a Terra como uma esfera, no
plano, possibilitando assim a constru¢do de um mapa".

Todavia, Zanon| (2022, p.17-18) explica que uma projecao cartografica nao é simples-
mente uma planificacdo de uma superficie esférica, € necessario que a planificacdo resultante
da projecao dé origem a um mapa que possa ser util. Mas, como fazer para transportar uma
superficie esférica para um plano, sem causar distor¢des e deformagdes? Nao € possivel, fisica e
matematicamente, fazer o transporte de objetos tridimensionais para o plano sem que, com isso,
tenhamos deformacgdes. Assim, uma projecao cartogrifica admite deformagdo nos angulos, nas

distancias ou nas areas.
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"As deformacdes refletem-se sobre os angulos, os comprimentos e as dreas e,
na impossibilidade de elimina-las totalmente, pode-se evita-las parcialmente. E,
portanto, possivel representar certa parte da superficie terrestre de maneira a con-
servar uma ou outra dessas variaveis (areas, distancias, angulos)."(AGUIRRE;
FILHO. 2009, p.16)

Dessa forma, segundo o mesmo autor, surgem trés formas para a representacdo da
superficie terrestre sobre um plano, classificadas como: equivalente, quando preserva as areas;
equidistante, quando preserva as distancias e conforme, quando preservam os angulos. |Aguirre e
Filho (2009, p.18-19) afirmam que existe um numero ilimitado de possibilidades de representacao
do espago no plano e, portanto, existem infinidades de sistemas de projecdes cartograficas. No
entanto, as projecoes usadas com frequéncia sdo poucas. O autor faz uma abordagem das
classificagdes e subdivisdes que considera mais importantes, aquelas que levam em conta: o
método de construgdo, a situacdo do centro de projecao, a superficie de projecao, a situagao da
superficie de projecdo e a propriedade que conserva.

Nao € interesse para este trabalho tentar descrever todos esses tipos de projecdao. Vamos
adentrar, apenas, pela linha das projecdes que |Aguirre e Filho| (2009, p.17) classifica, segundo o
método de construcio, em geométrica, analitica e convencionais. Dentre as projecdes geométri-
cas, estio as projecOes perspectivas e pseudoperspectivas. Por sua vez, as projecdes perspectivas
sdo obtidas pela intera¢do entre um ponto a ser projetado, uma superficie de projecao, um centro

de projecdo e um raio projetor que une esses pontos.

O centro de projecao, por comodidade, ¢ situado sobre a vertical do ponto central
da porc¢do da superficie terrestre que se quer representar, e pode estar disposto
a qualquer distancia do centro da Terra, desde o infinito até ser coincidente
com este ponto (centro da Terra). Porém, de todas essas alternativas, existem
posicdes importantes que deram origem a uma subclassificagao das projecoes
perspectivas, que sdo: gnomonica, estereografica, ortografica e cenografica.
(AGUIRRE; FILHO\ 2009 p.17, grifo nosso)

Dessa forma, as projecdes gnomonica, estereografica, ortografica e cenografica distinguem-
se pela origem do centro de projecdo. A projecdo gnomonica tem centro de proje¢ao no centro
da Terra, a projecdo estereogréfica tem centro de projecdo na superficie da Terra, na projecao
ortografica o centro de projecdo estd no infinito e na cenografica o centro de projecdo estd em
qualquer outro ponto. A Figura [.T]ilustra esses quatro tipos de projecdo todos sobre uma

superficie plana.
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Figura 4.1: Projecdes gnomonica, estereografica, ortografica e cenografica

ESTEREOGRAFICA RTOGRAFIGA CENOGRAFICA

GNOMONICA L ——

Fonte: Adaptada de (AGUIRRE; FILHO| 2009, p.18)

No que segue, passaremos a tratar, exclusivamente, de projecao estereografica, que estd
no centro desta Dissertacao, pois precisaremos definir a inversa da projecao estereografica com a

qual iremos fazer o transporte de graficos do plano para a esfera.

4.2 Projecao Estereografica

Projecdo estereografica € um tipo de Projecao Cartografica geométrica, perspectiva,
obtida pela interacao entre um ponto a ser projetado, uma superficie de projecao, um centro
de projecdo e um raio projetor que une esses pontos. A projecdo estereografica, segundo Silva
(2011}, p.32), tem as propriedades de que circulos na superficie da esfera sdo projetados como
circulos ou como retas sobre o plano de projecdo e os angulos entre objetos sobre a superficie
da esfera sdo preservados quando projetados, no plano de projecdo. Essas caracteristicas da
projecao estereografica parecem ser conhecidas desde a antiguidade por Hiparco em 150 a.C.,
segundo (SILVA| 2011} p.29) e (SANTOS; BREDA| 2018, p.3) e depois, teria sido descrito
detalhadamente por Ptolomeu, por volta de 140 d.C. na obra “The Planisphaerium”. Santos e
Bredal (2018, P.3) ainda afirmam que a propriedade da invariancia dos angulos s6 foi provada por
Thomas Harriot, no século XVII, e que o nome projecdo estereografica foi usada a primeira vez
por Francois d’ Aguilon, também no século XVII.

Neste trabalho, ndo nos deteremos na demonstracdo da validade das propriedades da
projecdo de circulo como circulos ou retas, ou da preservacdo dos angulos. Indicamos ao leitor
que queira conhecer tais demonstracdes o trabalho de (SILVA, 2011}, p.53-68), que faz essas
demonstracdes, inclusive, segundo ele, respeitando "o fio condutor das demonstragdes originais".

Por outro lado, o que interessa ao nosso trabalho € o fato de que a projecao estereografica
¢ uma relagc@o que a cada ponto da esfera associa um ponto no plano de projecdo. Essa associa¢dao
€ Unica, ou seja, a cada ponto do plano associa um ponto da esfera. Dessa forma, temos uma
relacdo biunivoca entre a esfera (menos um ponto) e o plano. Em outras palavras, para fazer a
projecao dos pontos da superficie de uma esfera no plano de projecdo, por projecdo estereografica,
se faz necessdrio o estabelecimento de uma fungdo que garanta uma correspondéncia em ambas
as superficies.

A projecdo estereografica é aplicada sobre um plano tangente, ou secante, a esfera, com
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origem em um ponto diametralmente oposto ao ponto de tangéncia, quando adotado plano
tangente; ou cuja projecdo ortogonal sobre o plano coincide com o centro da esfera, no caso de
plano secante a esfera. A Figura[d.2] ilustra uma esfera com plano tangente no norte, secante
no equador e tangente no polo sul, e a proje¢do de um ponto P da esfera. Note que a origem
da proje¢do, quando adota-se plano tangente, ¢ um ponto diametralmente oposto ao ponto de

tangéncia. E quando o plano € secante, pode adotar-se a origem em qualquer dos polos.

Figura 4.2: Esfera com plano tangente no polo norte, secante no equador e tangente no polo sul

%/ 5 / \ \

Fonte: Produgdo prépria, 2023.

Nunes (2015, p.15) e [Silva (2011}, p.30) concordam que as propriedades da projecao
estereogréfica se mantém independente da escolha do ponto para origem e da consequente
posi¢do do plano de projecdo em relagdo a esfera, desde que respeitadas as condi¢des, acima
descritas de posi¢Oes relativas entre estes.

Como j4 discutido, as deformagdes sdo inevitaveis em Projecdes Cartograficas, fato
que se estende para as Projecdes Estereograficas. Esse tipo de projecdo tem a propriedade de
preservar os angulos entre objetos da superficie projetada sobre a superficie de projecdo. No
entanto, as deformacodes de dreas e de distancias estdao presentes e, segundo Mathias e Zanon
(2021}, p.52), aumentam a medida que aumenta a distancia em relagdo ao ponto de tangéncia, ou
seja, ao centro de projecdo. Dizendo de outra forma, |Aguirre e Filho (2009, p.23), a deformagao
na projecado de pequenas dreas chega a ser desprezivel. Desse modo, Projecdes Estereograficas
tem mais utilidade quando se tem interesse na regides nas proximidades do centro de projecao.

Note que a possibilidade de construir uma projegado estereografica com origem em ponto
diferente dos tradicionais polos da Terra, ou da esfera, preservando as suas propriedades, passa
a ter grande utilidade visto que a origem de uma projecao pode ser posicionada no ponto mais
conveniente para se obter o melhor resultado.

Vale ressaltar, e é de grande importancia para este trabalho, que a projecao estereografica
faz corresponder a cada ponto da superficie da esfera (menos um ponto), sua imagem no plano.
E por outro lado, cada ponto do plano relaciona-se, pela projecdo estereografica, com um tinico
pondo da superficie esférica. Queremos, com isso, intuir que existe uma fun¢do bijetiva da esfera
no plano.

Isso nos leva a enunciar o seguinte teorema, que provaremos em seguida:
Teorema 4.2.1. Existe uma bijecdo o, da esfera S* (menos um ponto), no plano R2.

A funcio ¢ faz corresponder a cada ponto da esfera, menos um ponto, sua imagem no

plano e a cada ponto do plano associa um tnico ponto da esfera, dessa forma ¢ € bijetiva e por
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consequéncia € uma func¢do invertivel de forma que sua inversa associa a cada ponto do plano
um Unico ponto da esfera, menos um ponto.

Pelo exposto, percebemos que a escolha do ponto de origem tem grande importancia
para o resultado de uma projecdo estereogrifica e também de sua inversa. Assim, faremos
a demonstragdo do Teorema 4.2.1] com plano tangente no polo sul, no polo norte e também
com plano secante passando pelo equador da esfera. Note que a escolha do ponto de tangéncia
determina o ponto de origem, que necessariamente, serd o polo diametralmente oposto ao ponto
de tangéncia. Com o plano secante, nesse caso pelo equador, temos duas op¢des para a origem:

o polo norte ou o polo sul.

4.2.1 Demonstracio do Teorema 4.2.1 com plano tangente no polo sul e

origem no polo norte

Demonstracao: Projecdo com plano de projecdo tangente no polo sul e origem no polo
norte.

Sejam S? = {(z,y, z) € R%; 22 + y? + 2% = 1} a superficie da esfera unitdria centrada
no ponto O = (0,0, 0), a origem do sistema de eixos OXY Z,e m = {(x,y,2) € R? 2 = —1}
um plano imerso em R?, que passa pelo ponto S = (0,0, —1), do sistema de eixos OXY Z.
Note que 7 tangencia a esfera no ponto S = (0,0, —1). Além disso, o plano 7 estd em bije¢do

com R?:

m= {([E,y,Z) eRg; z = _1} =
m={(z,y) ER*} =
T =R2.

A esfera S? e o plano 7 = R? estdo ilustrados na Figura

Figura 4.3: Esfera centrada na origem, tangente com plano no polo sul

Fonte: Producéo prépria, 2023.

Dessa forma A = (z,y) € R? <= A’ = (z,y,—1) € 7. Considere o ponto N =
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(0,0,1), 0 ponto P = (a,b,c) € S*\{N} e tome a reta r, suporte do vetor ND,

r=1{(0,0,1) + t[(a,b,¢) — (0,0,1)]; t € R} =
r={(ta,th,1 +t(c—1)); t € R}.

Note que a reta 7 intersecta o plano R? em um ponto. Chamemos P’ o ponto de interse¢io

entre 7 € o0 plano R%. A Figurailustra o ponto P, aretar e o ponto P’.

Figura 4.4: Reta r e os pontos P e P’

Fonte: Produgdo prépria, 2023.

Nessas condig¢des, a projecio estereografica do ponto P sobre o plano R? pela reta r é o

ponto P’. Em simbolos:

PeRnNr=
PeR2eP ecr=
P e{(z,y,—1) e R% (x,y,—1) = (ta,tb,1 + t(c — 1))}

Segue que:

1+tc—1)=—1
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Portanto

P = (ta,tb,1 +t(c—1))
_ <2a ’ 2b ’_1>
l—-c 1l—c¢

B (2(1 2b>
- \1-c'1—-¢/"

Assim, podemos definir a fun¢do ¢ da forma que segue:

o S\{N} — R

2x 2y )

—
(2,9, 2) <1_Z,1_Z

Sendo N = (0,0, 1), a origem da projecgdo estereografica, note que ¢ estd bem definida,
poisz#1=—=1—2#0.

Queremos provar que a funcio ¢ € bijetiva, para isso, provaremos que a funcdo ¢ é
injetiva e, em seguida que a fungdo ¢ € sobrejetiva.

Para provar que a fungdo ¢ € injetiva tomemos

P = (331791,21) €
Py = (22,12, 22), com
P1 7é P2 €

P, P, e S?\{N}.
Segue que:

o(P) = ¢(x1,91,21)

B ( 201 2y )
n 1—21,1—21 .

() = ‘P(xzaym»’«é)
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. (21’2 2y2)
N 1—2271—2’2 ‘

ComoP; # P, entdo

(2m1,2y1> y (2902,2?/2):>
1—21 ]_—Zl ]_—22 1—22

o(P1) # o(P).

Portanto, concluimos que a fung@o ¢ é injetiva (veja Figura[d.5).

Figura 4.5: o(P,) # ¢(P)

Fonte: Producdo prépria, 2023.

Agora provemos que a fungdo ¢ é sobrejetiva, para isso, tomaremos o ponto Q) = (a, b, ¢),
de formaque ) € m e (@ € s, sendo s a reta suporte do vetor N_é Noteque ) € m = ¢ = —1,
dai segue que:
s:{(0,0,1) + A[(a,b,—1) — (0,0,1)|; A € R} =

s {(Aa, \b,1 — 2)) € R% X € R}.

Queremos encontrar o Unico ponto Q' # N, tal que Q' € S®\{N} e Q' € s, logo
Q' € S®\{N}nNs. A Figura[d.6]ilustra o ponto (), a reta s e 0 ponto @’ que queremos determinar.
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Figura 4.6: Ponto @, reta s ¢ o ponto )’

Ponto @' =

Fonte: Produgdo prépria, 2023.

Do que discutimos acima, simbolicamente, temos:
Q €SN\{N}ns={2? + > + 22 =1;(2,y,2) = (\a, \b,1 — 2)), A € R}.
Segue que ' é da forma Q)" = (Aa, Ab, 1 — 2)). Vamos determinar A\ € R de tal modo que

Q' e SN\{N}Ns =

(Aa)? + (A + (1 -2\ =1=
Na2 + N+ 1 — AN +4N =1 =
MA@+ AP+ 4N —4) +1=1=
AMAGEH N2 +4) —4) =0=
A=0

ou
Aa? + \b? + 4\ — 4 = 0.

Note que A = 0 ndo serve, pois Q' # N. Se A = 0 terfamos:

Q = (Aa,Ab,1—2)\) = (0-a,0-b,1—2-0) = (0,0,1) = N.
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Segue que:
Aa® 4+ A0 4+ 4\ —4 =0

Ma* +b0*+4)—4=0

Ma®>+b* +4)=4

B 4
a4 44

Assim, o ponto ()’ existe, e é da forma

Q,_( 4a 4b a2+62—4)
N2+ R+ 2+ +4 a2+ +4)

Note que
, 4a 4b a’+b*—4
@(Q) = SD 2 2 ) 2 2 ) 2 2
a?+a?+4 a?+b02+4"a?>+b%>+4
5. 4a 5. 4b
_ a’?+0b*+4 a’+b>+4 1)
a4+ -4 aF+br-4 | '
a? + % + 4 a? + % + 4
Como
) A+ -4 a4+ +4—a? -0 +4
a?+b>+4 a?+ b2 +4
8
S — 4.2
a’?+b2+4 (4.2)
Entdo, substituindo {.2]em[.1] segue:
5 4a 5 4b 8a 8b
a2+ +4 a’ +b*+4 _ | @244 @+ b2+4 )
a? 4+ b -4’ a?+ b —4’ 8 ’ 8
@+ +4 T 224 a?+0*+4 a®+0%+4
( 8a a’+b* +4 8b a2—|—b2—|—4)
a?+0?+4 8 Ta? 402 +4 8
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(8@(&2 + 0% +4) 8b(a® + b* + 4))
8(a?+b>+4) 8(a?+1?+4)

9)-
8’8

(a,b) = Q.

Mostramos que, dado um ponto @ € R?, basta tomarmos

Q,_( da 4b a2+b2—4)
C\@2 24 a2+ 4 a2+ b2+ 4

e teremos p(Q') = @, ou seja, mostramos que ¢ é sobrejetiva, como queriamos.

Estd demonstrado que a funcdo ¢ € uma func¢do injetiva e sobrejetiva, portanto, pela
definicdo, a funcdo ¢ € bijetiva. Sendo bijetiva a funcio ¢ admite inversa.

Com isso, podemos deduzir a fun¢do 1/ da forma que segue. E, provaremos, em seguida,

que a funcgao v € a inversa de .

Y :R* — SA{N} 4.3)
(@b) —s < 4q 4b a2—|—62—4>
’ a2+ +47a2+024+4"a2+b02+4/)

Pela defini¢do de funcdo inversa, para que tenhamos ) = ¢!, devemos provar que:

po(a,b) = (a,b) 4.4)

Yoo(z,y, 2) = (r,y,2) 4.5)

Inicialmente vamos lembrar que:

RZ

@:SQ\{N} —
2x 2y >
('I?y?Z) '—> (1_271_2
v R* — SH{N}
(a,) ( 4q 4b a2+b2—4)
’ A2+ 4+4a2+b024+4"a2+02+4/

Segue a prova da igualdade (4.4):
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¢O¢<a7b) - @(¢<a7b))

B ( 4a 4b a2+62—4>
I IR Ly Ry Ly
8a 8b
2+ +4 b 44
B P+ -4 -4 | (*0)
a2+ 2+4 0 a2+ b2 +4
Note que:
A+ —4 a4+ +4—a’ -0 +4
a2+ b2 +4 a?+ b +4
8
S — 4.7
a’>+b>+4 “.7)
Substituindo (@.7) em (@.6), segue que:
8a 8b 8a 8b
a?+v2+4 a? +b*+4 _ a2+ 02+4 a?2+b0*+4
a?+b*—4’ a® +b*—4 8 ’ 8
2+ b2+4 T a2+ b2+4 a2+ +4 a?+0?+4
B <8a(a2+b2+4) 8b(a2+b2+4))
 \8(a2+b2+4) " 8(a2+b%+4)
= (a,b).
Com isso, conclui-se que:
po1(a,b) = (a,b).
Agora, provaremos a igualdade (@.3). Com efeito,
vop(z,y,z) = ¥(p(z,y,2))
2x 2y >
= . 4.8
w(l—z’l—z (4.8)
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Desenvolvendo (4.8)), resulta

b (1 ) | 4'(12—yz)

8 Sy 4 N 4qy? .y
B (1—2) (1—2) (1—2)2  (1—2)?
N 42* 42 T 427 4qy? T 4o 42
4 4 4
R e (R R R A (e L e
4.9)
Mas, note que
42 49/ 42 4qy? 1— 22+ 22
+ +4 = + S
(1—2)2 (1-2)? 1—-22422 1-—22422 1—2z+ 22
4 49 4 — 8z + 422
= + +
1—22422 1-22422  1-—2z+4 22
a4y 4422 -8z +4
B 1—2z+4 22
4% +y*+2%) — 82 +4
1—2z+ 22
Usando o fato de que: 2% + ¢y + 22 = 1.
42+ +2%) —8+4  4-1-8z+4
1—2z+ 22 o 1—2z422
. 8-82)
1=z
 8(1—=2)
(-2
8
= 4.10
(-2 (4.10)
Além disso:
42 N 49 4 4 N 49 _4_1—22—1—,22
(1—2)2 (1—=2)? 1-22+422 1—-22+422 1—2z4 22

422 + 4y* — 4 + 8z — 422
1—2z+ 22
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4a? + dy* + 277 — 4+ 8z — 427 — 422
1—2z+4 22

4(x? +y? + 2%) — 4+ 82 — 822
1 —2z+ 22

4.1—44 8z — 822

1 —224 22
_ 8z(1—2)
= e
8z
= ) 4.11)
Substituindo (.11) e (4.10) em (@.9), segue que:
8 2 2
x 8y 4z n 4y 4
(1-2) (1-—2) (1—2)2 (1—2)? N
4 2 4 2 ’ 4 2 4 2 ’ 4 2 4 2
Z Y 14 x Y 14 x Y 14

A=z (-2 " (—ap (-2 " =22 -2

8z 8y 8z

(1—-2) (1—-2) (1-2)
8 g8 8

=

8z(1l—2) 8y(l—=2) 82(1 —2)
<8(1—z) ’ 8(1—z)’8(1—z)):>

(7, y,2).

Portanto:

Yo(r,y,2)=(z,y,2)
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Assim, fica demonstrado que 1) = ¢!, como querfamos.

4.2.2 Demonstraciao do Teorema [4.2.1, com plano tangente no polo norte e
origem no polo sul
Demonstracao: Projecdo com tangéncia no polo norte e origem no polo sul.
Sejam S? = {(z,y, z) € R3; 22 + y* + 2% = 1} a superficie da esfera unitdria centrada
no ponto O = (0,0, 0), a origem do sistema de eixos OXY Z, e 7 = {(x,y,2) € R%; z = 1}
um plano imerso em R? que passa pelo ponto S = (0,0, 1) do sistema de eixos OXY Z. Note

que 7 tangencia a esfera no ponto S = (0,0, 1). Além disso, o plano 7 esta em bijecdo com R?:

m={(z,y,2) ER% z =1} =
m={(z,y) eR?*} =
= R2.
A esfera S? e o plano ™ = R? estdo ilustrados na Figura

Figura 4.7: Esfera centrada na origem, tangente com plano no polo norte

p - —>,
I : /—\/4‘ >
Y ,_" - —_ B % A {_ _____ ‘
. % |
f ;

Fonte: Producdo prépria, 2023.

Dessa forma A = (z,y) € R*> <= A’ = (x,y,1) € m. Considere o ponto N =
(0,0,—1), 0 ponto P = (a,b,c) € S*\{ N} e tome a reta r, suporte do vetor NP,

r={(0,0,—1) +t[(a,b,c) — (0,0,-1)]; t € R} =
r={(ta,th, =1+ t(c+1)); t € R}.

Note que a reta 7 intersecta o plano R? em um ponto. Chamemos P’ o ponto de interse¢io
entre 7 € o plano R%. A Figurailustra aretar e o ponto P'.
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Figura 4.8: Ponto P, reta r ¢ o ponto P’

Fonte: Produgdo prépria, 2023.

Nessas condi¢des, por construgio, a projecio estereogrifica do ponto P sobre o plano R?
pela reta r € o ponto P’.

Em simbolos:

P eRnNnr=

PeR2e Per

P' € {(z,y,2) € R (x,y,2) = (ta,th,—1 + t(c + 1)),t € R}.
Como em R? = 7, entdo z = 1, segue que:

—1+tlc+1)=1

tlc+1)=2

Portanto

P = (ta,th,—1+t(c+1))
B (Za 2b 1)
- \e+ 17+ 1
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B <2a 2b>
- \et+1'c+1/°

Assim, podemos definir a fun¢@o ¢ da seguinte forma:

0:SN\{N} — R?

2x 2y )

—
(z,y,2) <Z+1,Z+1

Sendo N = (0,0, —1), a origem da proje¢do estereografica, note que ¢ estd bem definida,
pois z # —1 = 2z + 1 # 0.

Queremos provar que a funcio ¢ € bijetiva, para isso provaremos que a funcao ¢ € injetiva
e, em seguida que a fun¢do ¢ € sobrejetiva.

Para provar que a fungdo ¢ € injetiva tomemos

P = (z1,11,21) €
P2 = (x27y2722)7 com
P1 7£ P2 €

P, P, e S2\{N}.
Segue que:

o(P) = ¢(z1,91,2)

B <25€1 2y, >
N Zl+1’21—|—1

SO(PQ) = 90(5152,3/2722)

B < 2xy 2yp )
N 22+1722+1
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Como P, # P, entdo

( 211 29, ) y ( 2% 2yo )#
Zl—l-l,Zl—l-l Z2+17Z2—|—1

e(P)  #  e(B)

Portanto, concluimos que a fungdo ¢ ¢ injetiva (veja Figura4.9).

Figura 4.9: o(P,) # ¢(P)

Fonte: Producdo prépria, 2023.

Agora provemos que a fungdo ¢ é sobrejetiva, para isso, tomaremos o ponto Q) = (a, b, ¢),

detalmodoque ) € 7 e (@ € s, sendo s a reta suporte do vetor N—Q) Noteque @ € m = c = 1.
Segue que:

s:{(0,0,—1) + A[(a, b, 1) — (0,0, —1); A € R} =

s {(Aa,\b,2X — 1) € R% X € R}.

Queremos encontrar o tnico ponto )’ # N, tal que Q' € S*\{N} e Q' € s, logo
Q' € S®\{N} N s. A Figura[4.10]ilustra o ponto ) € R? e o ponto @’ que queremos determinar.
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Figura 4.10: Ponto ) € ponto Q' € r N S*\{N}

Fonte: Producdo prépria, 2023.

Do que discutimos acima, segue, simbolicamente, que:
Q € SN\{N}ns={2+9*+22=1;(2,9,2) = (\a, A\b, 2\ — 1), A € R}.

Segue que ()’ é da forma Q" = (\a, Ab, 2\ — 1). Vamos determinar A € R de tal modo

que

Q' e SM\[N}Ns=

(Aa)? + (AD)2 + (2A —1)2 =1 =

N2+ N2 +4AN -4+ 1=1=

A(Aa? + A% 44X — 4) =0 =

A=0ou

Aa? + A0+ 4\ —4 = 0.
Note que A = 0 ndo serve pois )’ # N, por hipdtese. Se A = 0 teriamos:

Q = (Aa,A\b,2A —1) = (0-a,0-5,2-0—1) = (0,0,—1) = N.
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Segue que:

M2+ N2 +4AN—4=0=

MNa?+0*+4)=4=

B 4
242+ 4

Assim, o ponto ()’ existe, além disso (' é da forma

o - ( 4a 4b 4 — (a2+62)>
C\@2 24 a4 a4 )
Note que
4a 4a 4 — (a® + b?
SO(Q/)Zsf)(Q — 3 ,2(2 ))
a?+a?2+4"a?+024+4" a2 +0%2+4
4 4
g, 4 5, 4
_ a?+b*+4 a? +b*+4 4.12)
4 — (a® +b?) 1’4—(a2+b2) ' '
a?+b2+4 a?+ b+ 4
Como
4—(a2+62)+ B 4—&2—b2+a2+b2+4
a2+ b2+ 4 @24+ b2+4 a?+b2+4
8
= - 4.13
a?+0b2+4 ( )
Entdo, substituindo 4.13|em .12} segue:
5 4a 5 4b 8a 8b
a? +0* +4 a* +b>+4 _ | @2+ +4 @+ 0244 )
4 — (a® + b?) 1’4—(a2+b2) . 8 ' 8
ZrP 14 P4 N R R
( Sa a? 4+ b? +4 8b a“’+lﬁ+4>i
a? + b2 +4 8 "a? 4+ b2+ 4 8

<8a(a2 +b%+4) 8b(a®+b* + 4))
8(a?+b>+4) 8(a?+1?+4)

(9)-
8’8
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<a7 b) = Q
Mostramos que, dado um ponto () € R?, basta tomarmos
o = ( 4a 4b 4—(a2+b2))
SN2+ +4 2+ +4 a2+ b2+ 4

e teremos (') = @, ou seja, mostramos que ¢ € sobrejetiva, como queriamos.

Estd demonstrado que a fun¢do ¢ € uma funcgdo injetiva e sobrejetiva, portanto, pela
definic¢do, a funcdo ¢ é bijetiva. Sendo bijetiva a funcio ¢ admite inversa.

Com isso, podemos deduzir a funcio 1) da forma que segue. Provaremos, em seguida,

que a fungdo ¢ € a inversa de ¢ .

Y R? — SH{N}

. < 4a 4b 4—(a2+b2)>.

b
(a,0) a?+024+4"a2+024+4" a2+02+4

Pela definicdo de funcdo inversa, para que tenhamos 1) = ¢!, devemos provar que:

po1(a,b) = (a,b) (4.14)

Yop(z,y, 2)=(r,y,2) (4.15)

Inicialmente, vamos lembrar que:

0:SN\{N} — R?
(5.y.2) — ( 2z 2y )

z4+1"2+1

Y:R* — SA{N}

(a.b) ( 4a 4h 4—(a2+b2)>
@ A+ +47a2+02+4 a24+02+4 /)

Segue a prova da igualdade (4.14):

poip(a,b) = w(i(a,b))

B < 4a 4b 4 — (a® + b2)>
T P\t @214 @+ 14
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8a 8b
a’+b>+4 a’>+b%>+4
4 — (a® +b?) 1’4—(a2+b2)
a?+0?+4 a? +b* +4

(4.16)

Note que:

4—(a2+62)+ 4—&2—b2+a2+b2+4
a?+b2+4 a?+b2+4 a?2+b24+4

8
= — 4.17
a?+b2+4 ( )

Substituindo (@.17) em (4.16)), segue que:

8a 8b 8a 8b

a? 4 0 + 4 a? + b + 4 I R o R
4—(a®+0b*) 74— (a*+b?) 8 ’ 8
1 +1 2 1 2 2 1 2

a2+ b2+ 4 a2+ b2+ 4 a?+b0*+4 a4+ b2 +4

(8@(&2 +b%+4) 8b(a® + b* + 4))
8(a?+ b2 +4) 8(a?+1?+4)

- (35%)
= (a,b).

Com isso, conclui-se que:

po(a,b) = (a,b).

Agora, provaremos a igualdade (@.13). Com efeito,

Yop(r,y,z) = Y(e(r,y,2))

2x 2y>
= ) 4.18
w<z+1’z+1 (4.18)
Desenvolvendo (#.18), resulta
2 2
(5 v() -G -E)
z+1 z+1 z+1 z+1
2 2 2 2 "9 2 2 2 "9 2 5 2
(o) +(55) v )+ (GR) +0 () +(50) +
z+1 z+1 z+1 z+1 z+1 z+1
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8z 8y 4 422 49
B (z+1) (z+1) (z+1)2  (2+41)?
B 4 49 T 4a? 49 T 4x? 49
+ 4 4 4
i1 Gl A GrilE G Gr
(4.19)
Mas, note que
4a? 42 4a? 4y? 242 1
x n Y L4 = T N Y e 24+ 2z +
(z+1)2  (2+1)? 2242241 2242241 22 +2z+1
42 4y? 422 + 8z + 4

_|_
2242241 2242241 2242241

4z +y*+2%) + 82+ 4
22422+1

Usando o fato de que: 2% + ¢y + 22 = 1.

A +y*+2°) +82+4 4-1+82+4
2242241 2242241
8(z+1)
(z41)2
8
= 4.20
(z+1) (4.20)
Além disso:
42° 42 224 2z+1 422 492
— — - 4. — —
(z+1)2 (z+1) 2242241 2242241 2242241

422 4 8z + 4 — 4x? — 4y
2242241

422 + 82 + 4 — 4a? — 4y? — 422 + 422
224+2z2+1

42% + 82 + 4 — 4(x® + y? + 2%) + 422
224+22+1

822 4+82+4—-4-1
2242241

82(2+1)
(z41)2
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8z
= o1 “.21)
Substituindo (@.21)) e (¢.20) em (@.19), segue que:
8z 8y 4 4 49
(z+1) (z+1) (z4+1)2  (2+41)? N
42 49 T 4a? 49/ T 4x? 4y
+ +4 + +4 + +4
G T erE T e T T G T e
8x 8y 8z
(z+1) (z+41) (z+1) N
8 7 8 7 8

(z+1) (z+41) (z+1)

(Sx(z +1) 8y(z+1) 82(z+ 1)>
8(z+1) " 8(z+1) 8(z+1)

(z,y,2).

Portanto:
Yo(r,y,z)=(,y,2)

Assim, fica demonstrado que 1) = ¢!, como queriamos.

4.2.3 Demonstracio do Teorema [4.2.1, com plano secante pelo equador da

esfera e origem no polo norte

Demonstracao: Projecdo com origem no polo norte sobre um plano que secciona a
esfera no equador.

Sejam S? = {(z,y,2) € R? 2* + y*> + 2? = 1} a superficie de uma esfera unitéria
centrada no ponto O = (0, 0, 0) a origem do sistema de eixos OXY Z e = {(z,y,2) € R%; 2z =
0} um plano imerso em R3, que passa pelo ponto O = (0,0,0). Note que o plano 7 estd em
bije¢do com R:

m={(z,y,2) ER% 2 =0} =
m={(z,y) ER*} =
T =R2.
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Desse modo, 7 é um plano que passa pelo equador da esfera S?, de tal modo que se A = (z,y) €
R? < A’ = (z,y,0) € 7 conforme ilustrado pela Figura

Figura 4.11: Esfera centrada na origem com plano secante no equador

"

Fonte: Producdo prépria, 2023.

Considere o ponto P = (a,b,c) € S\{N}, com N = (0,0, 1) e tome a reta 7, suporte
do vetor ]WD), dessa forma:

r = {(0,0,1) +t[(a,b,c) — (0,0,1)];t € R} =

r = {(ta,th,1+t(c—1));t € R}.

Note que a reta r intersecta o plano R?, em um ponto. Chamemos P’ o ponto de interse¢io
entre a reta r e o plano R?. Pela defini¢io de projecio estereogréfica, a proje¢ido do ponto P da
esfera S?\{ N}, sobre o plano R?, pela reta 7 é o ponto P’. A Figurailustrado aretar, o
ponto P e o ponto P'.

Figura 4.12: Reta r e os pontos P e P’

Fonte: Producéo propria, 2023.

Do exposto acima, segue que:

PernkR?=
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PcrePcR=
P € {(x,y,2) €R? (2,y,2) = (ta,th,1 +t(c —1))}.

Como em R?, 2z = 0, segue que:

l+tc—1)=0
. -1
-1
1
t =
1—c¢

Portanto,

P’ = (ta,tb,1 +t(c — 1))

a b
P’:< —0)
l1—c¢'1-¢

P’—( a b >
S \1l-c'1-¢/’

Isso induz a defini¢do da seguinte funcdo:

¢0:S?\{N} — R?
(x,y,2) —> ( ‘ 4 )

1—2"1—2

Note que,
N=(0,0,1)—=z2#1=1-2#0,

portanto ¢ estd bem definida.

Agora, vamos provar que, a funcio ¢, acima definida, € uma bijecao da esfera (menos um
ponto) no plano. Para isso, provaremos inicialmente que ¢ € injetiva e, em seguida, provaremos
que @ € sobrejetiva. Em consequéncia, pela defini¢cio de fungdo bijetiva, estard provado a bijecao
de ¢.

Provemos que ¢ € injetiva, para tanto, tome pontos P; e P, € S?\{ N}, tais que

Pr = (xz1,1n,%1) ¢
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Py, = (2,92, %), com

P+ P
Calcule ¢(P)) e ¢(P):

SD(PI) = 90(5171,%,21)

_ ( T hn )
1—Z1,1—Z1 ‘

90(P2) = 90(952,34272“2)

_ ( T2 Y2 )
1—2271—22 '

Como P, # P, entdo

T Y1 ) ( T2 Yo )
) ) i
(1—21 1—21 7é 1—22 1—212

o(P1) # o(P).

Portanto ¢ € injetiva, conforme ilustra a Figura[4.13]

Figura 4.13: o(Py) # ¢(Ps)

Fonte: Produgdo prépria, 2023.

Agora provemos que a fungdo ¢ é sobrejetiva, para tanto tomemos o ponto ) = (a, b, 0),
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de tal modo que () € s, sendo s a reta suporte do vetor N—Q) Note que ¢ = 0 = @ € R?. Dessa

forma,

s:{(0,0,1) + A[(a,b,0) — (0,0,1)]; A € R} =

s:{(\a,Ab,1 — \) € R%;\ € R}.

Queremos encontrar o tnico ponto Q' # N, tal que Q' € S? e Q' € s, logo Q' €
S*\{N} N s. Na Figura estdo ilustramos o ponto (), a resta s e o ponto ', que queremos.

Figura 4.14: Ponto (), reta r e ponto ()’

Fonte: Producdo prépria, 2023.
Note que

Q' e SA\[N}ns=

Q e{r?+y*+2° =1 (z,y,2) = (A\a, \b,1 = A); A € R} =

(Aa)?2+ N>+ (1= AP =1=

M2+ MR +1—-22+ X =1=

ANa2+ A2+ A —2)=0=
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A=0 ou

Aa? + A + X —2=0.
Note que A = 0 ndo serve, pois ' # N, por hipétese. E, se A = 0, terfamos que:
A=0= Q = (\a,\b,1—))=(0,0,1) = N.
Segue que:

A2+ N2+ AN—2=0=

MNa?+0*+1)=2=>
B 2
a4+l

Assim, fica provado que o ponto ()’ existe, e o ponto )’ é da forma

Q,_( 2a 2b a2—|—62—1>
A\ 4R+ U+ +1 a2+ +1/

Agora, provemos que o ponto ()’ é a imagem do ponto @, pela fungio ¢ definida acima.

Calculemos ¢(Q'):

, 2a 2a a’?+b* -1
Q)= 5 3
a?+b+1a?>+b>+1 a?+0>+1
2a 2b
( 2CL 2b a2+62—1)_ a2+62+1 a2+b2+1
e+t a+2+ 1 a2+2+1) G B A s
a2+ +1 a?+ 0%+ 1
(4.22)
Note que:
a?+b0*—-1 P+ +1-ad -0 +1
a2+ +1 a?+ b +1
2
= — 4.23
a’>+ 02 +1 (4.23)

E, substituindo a equagdo (@.23) na equagdo (@.22), segue que:
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2a 2b 2a 2b
a2+ +1 a?+ 0 +1 _ a?+0?+1 a®>+02+1
a2+ -1’ a’?+ b -1 2 ’ 2
T2+ +1 0 a2+ +1 a?+0+1 a®>+02+1
B ( 2a a? 4+ +1 2b a2+b2+1>
- \e+r+1 2 @4 +1 2

(2a(a2 +b02+1) 2b(a® + b + 1))
22+ b2 +1) 7 2(a2+ b2 +1)

ey
= (a,b).

Mostramos que, dado um () € R?, basta tomarmos

Q,_( 2a 2b a2+b2—1>:>
O\ R+ U2+ +1 a2+ 2+ 1

Q) =Q.

Ou seja, mostramos que a fungdo ¢ € sobrejetiva. Portanto, mostramos que a fungdo ¢ é
injetiva e que a funcao ¢ sobrejetiva, consequentemente, pela definicdo, a funcdo ¢ € bijetiva,
como queriamos demonstrar. Dessa forma, a fun¢ao ¢ admite fungdo inversa.

Com isso, podemos deduzir a fungdo ¢/ da forma abaixo. Provaremos, em seguida, que a

funcdo v € a inversa de .

Y R* — SH{N}

2a 2b az—l—bz—l)
a?+024+1"a2+b2+1"a2+02+1/"

(a,b) — (

Pela defini¢do de fun¢do inversa, para que tenhamos ¢ = ¢!, devemos provar que:

po1(a,b) = (a,b) (4.24)
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Yop(x,y,z) = (z,y,2) (4.25)

Inicialmente vamos lembrar que:

0:SN\{N} — R?

x Yy
—
(z,y,2) (1_271_)

YR — SA{N}

2a 2b a2+b2—1>
A+ +1a2+02+1"a24+02+1/"

(a,b) — (

Segue a prova da igualdade (4.24):

poi(a,b) = w(i(a,b))

( 2a 2b a2+b2—1)
14 a2+024+1"a2+b02+1"a?2+02+1

2a 2b
a4+ b2 +1 a4+ b2 +1
T w1 | (4.26)
a?+0b2+1 a?+02+1

Note que:

a?+ b —1 A+ +1—a®>—0+1
a?+ 0> +1 a4+ 0% +1

2
= — 4.27
a?+b*+1 (427

Substituindo (@.27) em (4.26)), segue que:
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2a 2b 2a 2b
a2+ b0+ 1 a4+ b0+ 1 [ @+ +1 2402 +1

a?+bv -1’ a?+b* -1 N 2 ’ 2
@2+ +1 0 @2+ +1 a?+02+1 a®>+b02+1

B (Qa(a2+b2+1) 2b(a2+62+1))
o\ 2(@+02+1) 7 2@+ 12+ 1)

= (a,b).
Com isso, conclui-se que:

pot(a,b) = (a,b).

Agora, provaremos a igualdade (@.23). Com efeito,

Yo @(% Y, Z) = ?,D(gp(l‘, Y, Z))

o )
= ) 4.28
w(l—z’l—z) (4.28)
Desenvolvendo (4.28)), resulta
1—-=2 1—
7 N\ 2 v N [z \°
1
(1—2) +(1—z) * (1—2) *

_ 42
AN O S !
(1-2) (1-2)? (1—-2)?  (1-2)? (1—2)  (1-2)

Mas, note que

a? y? z° y? 1— 22+ 22
+ +1 = +
(1—2)2  (1—2)? 1—22422 1-2z422 1—2z+4 22

2+t +22—-22+1
1—22+4 22
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Usando o fato de que: 2% + ¢ + 22 = 1.

P4yt -224+41 0 1-22+1
1—22+22 1 —22+422
B 2—2z
o 1—2z+422
21 —-2)
(=2
2
= . 4.30
Além disso:
x? y? _1 22 N y? 1—224 22
(1—2)2 (1—=2)? 1-22z+22 1—-2z+22 1-—2z+ 22
24y 224221
1—2z2422
2y —22 224221
1—22+22
1—222+22-1
1—22+22
22(1—2)
(1—2)
2
© 4.31)
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Substituindo (¢.31)) e @.30) em @.29)), segue que:

2x(1 —2) 2y(1—2) 2z(1 —2)
(2(1_2) 21 —2) 2(1—2) ) ~

(I7 y7 Z)

Portanto:
Yop(z,y, 2) = (r,y,2)

Assim, fica demonstrado que 1) = ¢!, como queriamos.

4.3 Visualizacdo da Projecao Estereografica de um Ponto

Uma forma de visualizar a projecdo estereogrifica de um ponto, da superficie de uma
esfera, usando o Software Geogebra é a construg@o que se apresentard a seguir, na qual visualiza-
remos a proje¢ao estereografica "construida manualmente". Nunes| (2015, p.37-46) apresenta um
processo semelhante que chama de simulador de projecdo estereografica, mas aplica a esfera de
Riemann e ao plano complexo, usando coordenada polares.

Vamos descrever, detalhadamente, o passo-a-passo da construcdo e ilustrar com figuras,
buscando facilitar o entendimento de todo o processo, por parte do leitor.

Nessa constru¢ao usaremos o Software Geogebra Classic, online, diretamente da pla-
taforma hitps : //www.geogebra.org/classic#3d, com a janela algébrica e a visualiza¢do
3D:

1. Na visualizacdo inicial da Janela 3D, clique com o botdo direito do mouse sobre o plano e
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desmarque a op¢ao "Exibir Plano".
Veja Figura[d.13|

Figura 4.15: Desmarcar: Exibir Plano

Exibir Eixos e
Exibir Plano v
Exibir Malha

Barra de Navegacdo

Zoom ’
Ampliar para enguadrar
Visualizacdo Padrdo

Janela de Visualizacdo 3D ...

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

2. Construa uma esfera unitaria, centrada na origem do sistema de eixos.

Sugestdo: digite a equacdo 2% 41?422 = 1 na barra de enderegos da janela algébrica. Para

conseguir esse resultado, basta digitar x*2 + y~2 + z"2 = 1 naJanela Algébrica.

Veja Figura[4.16]

Figura 4.16: Esfera unitdria centrada na origem

<« C (Y @ geogebraorg/classic Q2 % % *»0@ :
@ Simulado Enem de.. BB SaberMatemitica (8] Gerador de codige... (@ Pinterest Bl Simulado Spaece G.. @ ExerciciosdeProgr.. G ) SPAECE @ ProfessorOnline il Mentimeter B EXERCICIOS sobreE..  »
K]t P B e h@ LN = Q =
O eliiyei=1 A HEagDas @ =
4 -

——
™

gl $y =1 N

i
1

.
T

B R
>

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.
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3. Construa o plano 7 = {(z,y,z) € R3 2z = —1}, que intersecta a esfera no ponto
S = (0,0, —1).
Sugestdo: digite 2 = —1 na barra de enderecos da Janela Algébrica
Veja Figura

Figura 4.17: Plano 7 tangente a esferaem S = (0,0, —1)

&< C Y} & geogebraorg/classic ® 2 ¥ « E N | . H
@ Simulado Enemde... B SaberMatematica (8] Gerador de cédigo... (@ Pinterest [WBl Simulacdo Speece G..  # ExerciciosdeProgr.. G ) SPAECE @8 ProfessorOnline i Mentimeter B EXERCICIOS sobreE..  »

A LI B * a=2 —
(R]d - L PO 4 N =@ Q=
O eyl A HEraagDace : =

C—
N

i

B o i
[

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

4. Construa o ponto N = (0,0, 1), o "polo norte", da esfera.

Sugestdo: basta digitar N = (0, 0, 1) na barra de enderegos.
Veja Figura[d.1§|
5. Construa um ponto P = (a, b, ¢), na superficie esfera.

Sugestao: com o mouse, selecione a ferramenta Ponto, em seguida a op¢ao Ponto em Objeto
e selecione o lugar para o ponto clicando sobre a esfera no lugar escolhido. Renomeie o

ponto como ponto P.

Veja Figura[4.1§|
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Figura 4.18: Pontos IV e P sobre a superficie da esfera

<« C Y & geogebraorg/classic o 2 W *» 0O . H
@ Simulaco Enem de.. @ SaberMatematica (3] Gerador de cédigo.. (@) Pinterest [BY Simulado Spaece G..  #® Exercicios deProgr.. G @) SPAECE @ ProfessorOnline o Mentimeter ] EXERCICIOS sobre E. »
k "7{\ / b ‘*\h | - A . * ABC —
(5 r > it L. =
O | equxity=l A W~ &8s =

frz=-1

@ N=(@01 : <: i,\f <:
P = PontoEm(eql) : I
I
I\
4
1
:
i
1
1
+
1
1
1
1

+ \.\‘\'M

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

—>
6. Construa a reta suporte do vetor N P.

Sugestao: digite Reta na barra de enderecos e selecione Reta(Ponto, Ponto). Use 0s pontos
N e P. Nomeie areta NP =r.

Veja Figura[d.19|

Figura 4.19: Reta r suporte do vetor NP

¢« C 0 @ geogebraorg/dlassic Q2 A « »0@ :
@ Simulado Enemde.. B SaberMatemstica (8] Geradorde codigo.. (@ Pintersst B Simulado Spasce G..  ® ExerciciosdeProgr. & ) SPAECE @ ProfessorOnline il Mentimeter ] EXERCICIOS sobre .. »
Rl & pddedb@®LX e Q =
O aneiypizol W, H#Hag Dok : a
frz=-1
@ nN=(001 x

P = PontoEm(eql)

= (0.8 -06,0)

g : Reta(N,P) H -
o <4 -
= X=(0,0,1) + A (0.8 -06,-1) .

+
—t- - e - — - - - - -
-
-
/

‘\
& \

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

7. Construa a interse¢do entre a reta 7 € o plano 7, construido anteriormente.
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Sugestao: digite Intersecdo na barra de enderecos e selecione Intersecdo(Objeto, Objeto).

Use a reta r e o plano 7 como objetos e nomeie o ponto de interse¢do como P’.
Veja Figura[4.20|
Figura 4.20: Intersecdo entre a reta r € o plano 7

&« C )} & geogebraorg/classic GeoGebra Classic © 2 7 ! » O '

geagebra.org

@ Simulado Enem de.. B SaberMatematica Gerador de cédigo. | Exercicios deProgr.. & @) SPAECE @ ProfessorOnline f Mentimeter B EXERCICIOS sobre E »

B oAb ed@ LN =

cald 2=l n HEagDed :
frz=-1
@ N=001 2
P = PontoE 1 1
® ontoEm(eql) I|‘ ,-/y
= (0.8, -0.6,0) +
_’\.\0\ I
g : Reta(N,P) H B . ,
@ ¥ j+ - ‘\
= X =(0,0,1)+A(08 -06 1) b P \\L
1
P’ = Intersecao(g, f) H T
o <o / .
= (1.6,-12,-1) 1
5 'S
+ 1
i
1

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

Note que, por construcdo, o ponto P’ € 7 € a projegao estereografica do ponto P da
esfera. Por outro lado, uma construcido semelhante mostra que o ponto P é a imagem de P’ pela

inversa da projecao estereogréfica.

4.4 Visualizacao da Projecao Estereografica de Circulos

Para produzir uma visualizagdo da projecdo estereogréfica de circulos, sobre a superficie
de uma esfera, em um plano, através do Software Geogebra, vamos usar as coordenadas esféricas
de um Ponto, para tanto, vamos inicialmente demonstrar a relacdo entre coordenadas esféricas e

coordenadas cartesianas.

4.4.1 Coordenadas esféricas

Veiga, Zanetti e Faggion| (2012, p.3-5) discorre, entre outros temas, sobre Sistemas de
Coordenadas como forma de localizar um ponto no espacgo, e para isso afirmam ser necessario a
definicao de um sistema de coordenadas, destacando dois sistemas bdsicos utilizados para esse
fim, o Sistema de Coordenadas Cartesianas e o Sistema de Coordenadas Esféricas. E determina
uma forma de correspondéncias entre esses sistemas, que permite representar um mesmo ponto

nos dois sistemas.
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O Sistema de Coordenadas Esféricas permite identificar a localizacdo de um ponto A no
espago R3, de forma tnica, utilizando como coordenadas, a distincia r do ponto A em relagdo a
origem, O = (0,0, 0), do sistema de coordenadas OXY Z, o dngulo « formado pelo Eixo OX e
pela projecdo da reta O A sobre o plano O XY e o angulo [ formado pela reta O A e sua projecio
sobre o plano OXY. Dessa forma, se A = (r, , ) no Sistema de Coordenadas Esféricas, entdo
A = (X,Y, Z) no Sistema de Coordenadas Cartesianas.

A Figura ilustra um ponto A sobre um sistema de eixos OXY Z e o ponto A/,
projecdo ortogonal de A sobre o plano OXY que vamos usar para deduzir uma relagcdo entre o

Sistema de Coordenadas Esféricas e o Sistema de Coordenadas Cartesianas.

Figura 4.21: Deducdo das coordenadas esféricas

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

Na dedugio que segue usaremos que OA = r, a reta W € a projecdo da reta O<—1>4 sobre
o plano OXY, os pontos B e C' sdo as proje¢oes ortogonais do ponto A’ sobre os eixos OX e
OY, respectivamente, o segmento A’C = X, o segmento A’B =Y, o segmento A’A = Z, o
ponto A tem coordenadas esféricas A = (r, a, 3), sendo 7, « e § da forma definida acima.

Na construcdo descrita acima, podemos calcular sen (3, cos 5, sen « e cos o como

segue:
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cos [3

COoS

Sen o

sen [

Segue que

OA

Sie)
SN

OA
BA
OA
A /

A

A

OA S
= cos f = = QA" =r cos
X
= cos a = — X =71 cos a cos 3
r cos f3
Y
= sen a = =Y =1 sen a cos 8
r cos 3

Z
= senff = — =L =1rsenf
r

A=(X,Y,Z)e A= (r,a,p) < (X,Y,Z) = (r cos a cos B, r sen « cos B, r sen [3)

Logo,

A:

X =r cos a cos 3
Y =r sen a cos
Z =r sen 3

4.4.2 Projecao estereografica de circulos

Faremos uma "constru¢cao manual", da projecdo estereografica de circulos situados na

superficie de uma esfera. Adotaremos para origem da projec¢io o ponto N = (0,0, 1), o polo

norte da esfera, com plano de projecédo tangenciando a esfera no ponto .S = (0,0, —1), o polo

sul da esfera.

Vamos descrever o passo a passo da construcdo, detalhadamente, e ilustrar com figuras,

buscando facilitar o entendimento de todo o processo.

Nessa constru¢cao vamos usar o Software Geogebra Classic, online, diretamente da

plataforma https : //www.geogebra.org/classic#3d, com as janelas algébrica, visualizagdo

2D e visualizagdo 3D:

1. Repita os procedimentos de 1 a 4, indicados na Secao[d.3] para visualizar a projegdo de

um ponto.

2. Construcao de controles deslizantes.

Sugestdo: Na Janela 2D, ative a ferramenta controle deslizante e selecione controle

deslizante, clique no espago de visualiza¢do na Janela 2D em seguida configure o controle

deslizante com angulo e o nomeie . Ilustramos esse processo na Figura 4.22]
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Figura 4.22: Constru¢do de um controle deslizante

,%, &)ntrole Deslizante
= ome G
o B8

a=2 Controle Deslizante v

O Numero @ Anguo (O Inteiro

ABC Texio
Intervalo Controle Deslizante Animacéo
Inserir Imagem min max Incremento
0° 360° 1°
Botac

o . Calxa para Exibir / Esconder Objetos

a=1 Campo de Entrada - “

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

Repita esse processo e crie um outro Controle Deslizante € o nomeie-o 3 e um terceiro
Controle Deslizante, nomeando-o como r, configure-o como nimero, com valor constante

igual a 1. Podemos fechar a Janela de visualizacao 2D.

3. Construa o ponto P = (X, Y, Z) = (r cosa cos 3, rsena cos (3, r sen f3)

Sugestdo: Na barra de enderecos digite, um de cada vez:

= 71 cos « cos f3,
rsen « cos [,
= rsenfe

= (X,Y,2)

U N <X
I

Veja Figura[d.23|
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Figura 4.23: Construgdo do ponto P = (XY, Z)

<« C (Y} & geogebraorg/classic#3d = T W » 0O . H
@ Simulado Enemde.. B SaberMatemitica () Geradorde cédigo.. (@) Pinterest [Bl SimuladoSpaeceG.. 8 ExerciciosdeProgr.. G @) SPAECE {3 ProfessorOnline jf Mentimeter JJ EXERCICIOSsobreE..  »
A LS | s A . . o
k]~ > ®dh@ LN P Q =
(V]
i 1 (EN &
® ° 43 H
0 @ 3600 i@
o B =253 H :
0 o 360° (® 1
y /']V
X = 4 T
r cos(a) cos(8) @ \,\'\ ‘
= -028 . .
s
. P | * -
Y = r sen(a) cos(8) H @ - 1 \
X
1
= 009 .
p!
Z = r sen(8 : e |
@ <o =>- |
= -0.96 i L
1
P = (XY, Z) i
® = (XY, <= T
= (-0.28, 0.09, -0.96) Y
+ E

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

—>
4. Construa a reta r, suporte do vetor N P.

Sugestao: digite Reta na barra de enderecos e selecione Reta(Ponto, Ponto). Use 0s pontos
N e P. Veja Figura|4.24]

Figura 4.24: Construcdo da reta N P

&« C {} & geogebraorg/classic#3d e o N & 0O . H
@ Simulado Enem de.. @B SaberMatemitica () Gerador de cédigo.. (@ Pinterest  [BY Simulado Spacce G..  ® ExerciciosdeProgr.. G @) SPAECE @ ProfessorOnline i Mentimeter ) EXERCICIOS sobreE »
A S| Dk s A AN =
Ble b dded@LN D -
T ® 360° (| A 7Y
O B =196° H
0° ® 360° (®

X = r cos(e) cos(f)

= 0.05 4]
o et
e
Y = r sen(c) cos(B) \,\ T :
. L
= -0.96 ey L
. =
7 = r sen() ,'- ! \
1
= -028 (o -
1
P=(X.Y,Z) '

it

= (0.05, 0.96, 0.28)
P g : Reta(N,P) : @ r
= X =(0,0,1) + A (0.05, -0.96, -1.28) / &

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

2

5. Construa a interse¢do entre a reta N P e o plano construido anteriormente.

Sugestao: digite Intersecdo na barra de enderecos e selecione Intersecdo(Objeto, Objeto).

Use a reta e o plano como objetos e nomeie o ponto de interse¢do como P’.
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Veja Figura[4.23)

Figura 4.25: Intersecdo entre a reta N PP e o plano

= C (Y @& geogebraorg/classick3d 2 f X » 0@ :
@ Simulado Enem de.. @3 SaberMatemitica (W) Gerador de codigo.. (@) Pinterest [BI Simulado Spaece G..  ® ExerciciosdeProgr.. G €) SPAECE 8 ProfessorOnline il Mentimeter B EXERCICIOS sobreE..  »
R IA / '\ [ C!-D é e ‘3&& @ é’. T ABC c@’ Qs —_—
¥ & + - . p—

v - RASAE

X = r cos(a) cos(B)
= 0.05

Y = r sen(a) cos(8)

= -0.96

Z = r sen(d) H \.\\

= -0.28 - -

gt}
2\

-

!

I
-

, T~
N

@
—u———+———l———‘ﬁ-444=4

P=(XY2)

1
-

(0.05, -0.96, -0.28)

g : Reta(N,P)

= X=1(0,0 1)+ A(0.05 -0.96, -1.28)

P P' = Intersegio(g,f) : G ¢ ; =

= (0.08, -151,-1) / Q

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

Note que, por construcéo, o ponto P’ é a projecao estereografica do ponto P, da esfera
(menos um ponto) no plano. Com a variagdo dos angulos « e/ou  podemos fazer o
ponto P percorre a superficie da esfera, ao passo que o ponto P’ percorre o plano. Vamos
visualizar a correspondéncia entre o movimento do ponto P e do ponto P’, de forma mais
especifica, vamos analisar o que acontece com o movimento do ponto P’ quando o ponto

P descreve um circulo sobre a esfera. Comecemos com um circulo paralelo ao plano.

6. Ative a funcdo Exibir Rastro do ponto P e a varia¢do do angulo a.

Sugestdo: clique, com o mouse em : , ao lado do ponto P, selecione Configuracoes € em

seguida a op¢do Exibir Rastro, como ilustramos com a Figura [4.26]
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Figura 4.26: Ativar a fung¢do Exibir Rastro do ponto P

< @ (Y & geogebraorg/classick3d B f o« *» 0@ :
@ Simulado Enemde.. @ SaberMstemstica (8] Geradorde codigo.. (@ Pinterest [BY Simulado Spasce .. ® ExerciciosdeProgr. G @) SPAECE @ ProfessorOnline il Mentimeter B EXERCICIOS sobreE..  »
R]A AL P00 LN 2 Q=
- 7 /‘\,f E] A é" Q & Basico Cor Estlo Avancado x
X = r cos(a) cos(8) . Algoh P -
gebra rogramacéo
= 0.08
Nome
Y = r sen(a) cos(B) s ° -
= 003 I B &
L :
Z = r sen(f) : T Legenda A
= 036 - e
“l‘(:&l il [J usar texto como legenda
@ P =(X.Y2) : <= ./")'s : T B4 Exibir Objeto
= (0.08, -0.93, -0.36) : + ‘
eF $ Exibir Rastro
@ B Retalt P=(XY,2) Duplicar entrada ExibirRtule: - Nome
= X=(0,¢ O o
= (0.08, 093, -0.36) Duplicar resultado ~ O Fixerotieto
P’ = Interse efinir como Objeto Auxiliar
@ = (0121 Reta(N, P Aragar 0 e
- T : Reta(N,
&: Reta(N.P) Configuragdes <= a
+ = X=(0,0.1) + A (008 093, Lon,
Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.
Observe que a variacdo do angulo o gera movimento no ponto P, e consequentemente no
ponto P’, sua imagem pela projecéo estereografica, produzindo um Rastro o que favorece
a visualizacdo desse movimento, que € nossa proposta nesse momento.
Veja Figura
Figura 4.27: Rastro do ponto P, gerado pela variagdo do angulo o
KA OO 4L N e
( eqlixd 4 y? s Z2=1 =N \
@ N=00 "
grem : ~£ ; ~ p
z ] Y e
e . o b .
a=10%° : - 5 : /—" 0
© o > 350’ () CJ/ .:iI \ L ﬂ
® B =199° H : 4 ‘.‘
[ —— 360° () T T o
X = r cos(a) cos(8) H ﬁ : :

=051

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

7. Ative a fungdo Exibir Rastro do ponto P’ e a varia¢do do angulo a.

Observe que, sendo o ponto P’ a imagem do ponto P, o movimento do ponto P gera
movimento também no ponto P’. Esse movimento pode ser evidenciado ao ativamos o
Rastro do ponto P’, que pode ser feito de forma andloga a ativagdo do Rastro do ponto P.

Tlustramos o movimento do ponto P’ na Figura 4.28
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Figura 4.28: Rastro do ponto P’, pela varia¢dao do angulo «

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

8. Rastro do ponto P, gerado pela variacdo do angulo 3

Sugestdo: basta ativar a variacdo do angulo  de forma andloga ao procedimento que

ilustramos com a Figura[4.27] mantendo ativo apenas o Rastro do ponto P.
Veja Figura[d.29

Figura 4.29: Rastro do ponto P, gerado pela variacdo do angulo 3

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

9. Rastro do ponto P’, gerado pelo movimento do ponto P, variando o angulo 3

Sugestdo: ative o Rastro do ponto P’ e a variagdo do dngulo (. Tlustramos 0 movimento
do ponto P’ na Figura[4.30)

Figura 4.30: Rastro do ponto P’, pela variagao do angulo 3

[T\

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

Podemos observar nas constru¢des acima, o Rastro dos pontos P e P’, gerado pelo

movimento dos angulos « e 5. No entanto a visualiza¢do do Rastro de um objeto, no
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10.

11

Software Geogebra, € instdvel, ou seja, a exibicdo € suspensa quando se faz qualquer

modificacdo na tela de exibigdo.

Para conseguirmos uma visualizagdo mais estdvel e constante, sugerimos o uso da funcao

Lugar Geométrico.

Construcao do Lugar Geométrico gerado pelo movimento do ponto P, em consequéncia

da variacdo do angulo a.

Sugestdo: na barra de enderecos, digite LugarGeométrico, em seguida selecione a op¢ao
LugarGeométrico(Ponto do Lugar Geométrico, Controle Deslizante) e complete com o
ponto P e o angulo «, em Ponto do Lugar Geométrico e Controle Deslizante, respecti-

vamente. Isso vai gerar na janela de visualizacdao 3D, um circulo na superficie da esfera.
Veja Figura[d.31]

Figura 4.31: Lugar Geométrico do ponto P, gerado pela variagdo do angulo «

<« C Y @ geogebraorg/classic @ 2 T o O

@ Simulado Enem de... @B SaberMatematica (8] Gerador de codigo... (@) Pinterest [FBY Simulado Spaece G. # ExerciciosdeProgr.. & ) SPAECE @8 Professor Online ] Mentimeter J§ EXERCICIOS sobre E
(R] A~ P @O 4N =2 e =
Y = r sen(a) cos(d) % W & : =

= -0.93

Z = r sen(8)

= -0.33

P = (X.Y.,Z) H .
@ .
— (0.15, -0.93, -0.33) T— '

I
+
I
1
L
f : Reta(N, P) H 4
" - 1
= X =(0,0.1) + A (0.15 -0.93, -1.33) 3 | &
r T
giz=—1 H
1
R +
: I
'
!
1

P* = Intersecio(g, f)

= (0.22,-1.41, -1) o

]
@ gl = LugarGeométrico(P, «) <:k / Q

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

. Construcéo do Lugar Geométrico gerado pelo movimento do ponto P’, em consequéncia

do movimento do ponto P em funcio de a.

Sugestdo: siga os mesmos passos do item anterior, usando o ponto P’ e o angulo «,
em Ponto do Lugar Geométrico e Controle Deslizante, respectivamente, produzindo um

circulo no plano. Veja Figura@d.32]

96



Capitulo 4: A Inversa da Projecdo Estereogréfica

Figura 4.32: Lugar Geométrico do ponto P’, gerado pelo movimento de P em fungdo de «

< C Y & geogebraorg/classic ® e o T AaO0@
@ Simulado Enem de. O SaberMatemitica (m] Gerador de cédigo. @ Pinterest  [B] Simulado Spaece G..  ®  Exercicios de Progr G © SPAECE @8 ProfessorOnline il Mentimeter JB EXERCICIOS sobre E. »
PR R .o A —
.A/,/_/‘,“\y(-_)/i\*z%’ Q =
= 03 ] (H#E e Daea :
Z = r sen(B) H
= -033
P = (X.Y,Z)
(]
= (0.15, -0.93, -0.33)
 : Reta(N, P)
@]
= X = (0,0, 1) + X (0.15, -0.93, -1.33)
grz=—1
P’ = Intersecio(g, f)
@
= (0.22,-1.41,-1) ~
@ 51 = LugarGeométrico(P, «) Q
® </ -
~~f
[

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

12. Construgdo do Lugar Geométrico gerado pelo movimento do ponto P, em consequéncia

da variacdo do angulo f.

Sugestdo: siga os procedimentos do item[I0} usando o ponto P e o dngulo /3, em Ponto

do Lugar Geométrico e Controle Deslizante, respectivamente, produzindo um circulo no

plano que passa pelos polos da esfera. Veja Figura[d.33]

Figura 4.33: Lugar Geométrico do ponto P, gerado pela variacdo do angulo

< G (Y & geogebraora/classic ® 2 % * T a0 :
@ Simulado Enem de.. B3 SaberMatematica (8] Gerador de codigo.. (@ Pinterest [WBY Simulado Spaece G..  ® ExerciciosdeProgr.. & ) SPAECE 8 Professor Online il Mentimeter ] EXERCICIOS sobre E... »
b ™ |- A )
(]t e b B> A @ LN Q =
Y = r sen(a) cos(8) A HagoDod 7N
= 09
Z = r sen(B)
= -017
® P = (X.Y,2Z)
= (0.4, -09, -0.17)
P f : Reta(P, N)
= X =(0.4,-0.9, -0.17) + A (-0.4, C
® P’ = Intersecao(g, f)
= (0.68, -1.53, -1)
L.
@ gl = LugarGeométrico(P, )
@
1£2 = LugarGeométrica(P’, o)
@ . Q
@ g3 = LugarGeométrico(P, B) £ <= /
>

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

13. Construgdo do Lugar Geométrico gerado pelo movimento do ponto P’, em consequéncia

do movimento do ponto P em funcao de .

Sugestdo: siga os passos do item 13, usando o ponto P’ e o dngulo ¢, em Ponto do Lugar

Geométrico e Controle Deslizante, respectivamente, produzindo uma reta sobre o plano.
Veja Figura[4.33|
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Figura 4.34: Lugar Geométrico do ponto P’, gerado pelo movimento de P em fungao de ¢

< C 1t (@ geogebraorgfelassic ® 2 x % T 0@

@ Simulado Enem de.. 3 SaberMatemstica (8] Gerador de codigo.. (@ Pinterest FBY Simulado Spacce G.. @ ExerciciosdeProgr.. & @) SPAECE 8 Professor Online  ull Mentimeter B EXERCICIOS sobre E.. »
LI : A . —
Blr m D> PB S hH @ LN Q=
S
- o1 n H#EagDaca : =
® P =(XY,2)
= (0.4,-0.9,-0.17)
P f : Reta(P, N)
= X =(0.4,-0.9,-0.17) + A (-04, C
P P’ = Intersecio(g, f)
= (0.68, -1.53, -1)
@ gl = LugarGeométrico(P, a)
(@) 1g2 = LugarGeométrico(P", o)
1.3
(@) Ig3 = LugarGeométrico(P, B) H
@ g4 = LugarGeométrico(P', B) i<= a
+ E ra

Fonte: Adaptada de GeoGebra, 2023.

Ressaltamos que essas visualiza¢des ndo sdo de forma alguma provas ou demonstragdes

das relacdes sugeridas.
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Capitulo 5

TRANSPORTE DE GRAFICOS DO
PLANO PARA A ESFERA

Neste capitulo, construiremos o passo a passo para o transporte de graficos de fungdes
do plano para a esfera. Além do transporte de funcdes, como exemplos de aplicacdo, vamos
transportar também figuras poligonais planas para a esfera e concluiremos com o transporte
de figuras um pouco mais complexas: uma estrela de cinco pontas e um urso, todas figuras
formadas por segmentos de retas. Nesse processo, vamos utilizar a funcdo inversa da projecdo
estereogréfica e para visualizacido usaremos o Software GeoGebra. Assim, de forma pratica,
através do Software GeoGebra tornaremos visivel o transporte de graficos de fun¢des do plano
para a esfera.

No Capitulo 4} definimos proje¢do estereografica e sua inversa e provamos que a funcao
¢, transporta a esfera (menos um ponto) para um plano, e que ' transporta o plano para a
superficie da esfera (menos um ponto). A projecdo estereografica e sua inversa relaciona um
ponto a ser projetado, uma superficie de projecao, um centro de proje¢do e um raio projetor. A
posicao relativa entre plano de projecdo e a esfera pode ser tomado segundo a regido de interesse
da projecdo uma vez que regides proximas ao centro da projecdo sofrem menor deformacao e
a deformacgdo aumenta em regides afastadas do centro da projecao. Nesse sentido, deduzimos
e provamos a funcao da projec¢ao estereografica e sua inversa com plano tangente no polo sul,

tangente no polo norte e também secante pelo equador da esfera.

5.1 Transporte de Graficos de Funcoes do Plano para a Esfera

Nas constru¢des que seguem, tomaremos a esfera centrada na origem do sistema de eixos
OXY Z, plano tangente no ponto S = (0,0, —1), o polo sul da esfera e a fungﬁo P =1,
deduzida e provada na Subsecao #.2.1}
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e 'R — SA\{N} 5.1)
() s ( 4o 4y x2+y2—4>
’ 24y +4 24y 4 2 y2+ 4/

5.1.1 Transporte do grafico de uma funcao afim

Para construir este exemplo, sem perda de generalidade, tomaremos a fungio f(z) = x.

Seja f uma funcdo definida no plano 7, ou seja em R?, da forma que segue:

f*R — R

r — X

Vejamos como fazer para transportar o grafico dessa fun¢do do plano, que € um espaco
R?, para a esfera. Tomemos a fungdo

e 'R — SP\{N}

4o 4y x2+y2—4>

—
(z,y) (m2+y2+4’x2+y2+4’x2+y2+4

Fazendo a segunda coordenada y = f(z), temos:

L ) " @) 2t () — 4
o fe) = <m2+<f<x>>2+4’x2+<f<x>>2+4’x2+<f<x>>2+4)

4z 4z a;2—|—:c2—4)
2424424244722+ 2244

o) = (

4z 4z 2:102—4)
202 + 47222 +4" 222 4+ 4/

p (@, f(2) = (
Dessa forma a fungdo ¢! transporta todos os pontos de f(z) = x do plano para a esfera.

Na Figura temos a visualizag@o, construida com o Software GeoGebra, da fungéo f(x) = =,

no plano OXY e na esfera.
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Figura 5.1: Transporte da fungdo f(x) = z do plano para a esfera

Retaf(x) = ,no plano.

Fonte: Produgdo prépria, 2023.

Dessa forma, usando a funcdo inversa da projecao estereografica, transportamos a fungao
f(x) = z do plano na esfera. Para acessar, essa construcdo, de forma interativa, diretamente no
Software GeoGebra, use o link: https://www.geogebra.org/classic/vcht3fye.

Note que o transporte do gréfico da func¢@o f(z) = = que no plano é uma reta, na esfera é
uma circunferéncia. Para provar essa afirmagdo note que uma condi¢do necessdria é que qualquer
ponto de ¢! esteja a uma distancia r = 1 do ponto O = (0,0,0) o centro da esfera S®. Essa
condicdo & satisfeita para qualquer ponto de ¢! uma vez que por defini¢do ¢! transporta
pontos do plano para a superficie da esfera S? que tem raio 7 = 1. Logo essa primeira condigio
nao € suficiente para afirmar o que queremos.

Portanto vamos mostrar que ¢~ ! est4 contida em um plano que intersecta a esfera S?
passando por seu centro, pois [Silva (2011}, p.15) nos diz que a interse¢do de uma esfera com um
plano que passe pelo seu centro resulta em uma circunferéncia.

Em consonancia com |Dolce e Pompeo| (1985, p.4) segundo os quais um plano pode ser
determinado por trés pontos ndo colineares, determinaremos o plano « passando pelo centro
O = (0,0,0) da esfera S* no qual estéd contida ¢ ~!. Para tanto tomemos pontos A, B € R?,
A=(0,0)e B=(1,1). Note que A, B € f(x) pois

flz) = ==
f(0) = Oe
f)y =1
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Além disso

4.0 4-0 02+0%2—4
—1A:—10,0:< , ):00—1:A’
= 0= \Grerrere s ey 00T = A

4.1 4-1 12412 -4 22 1
13:111:< ):————:B’
A B cSt=
A+ B

Seja «v 0 plano determinado pelos pontos, ndo colineares, A’, B’ e O definidos acima. A
equagdo de « € dada por:

i j ok
2 2
a=[0 0 -1 1=_Z2;_2%4
2 2 1 3 3
3 3 3
2 2
4= 7373

Tome P = (z, 1), com xy # 0 e zy # 1, de modo que (xq,xy) # (0,0) e (zo,zo) #
(1,1) implica P # A e P # B, sendo assim ¢~ (P) # ¢~ (A) e o~ }(P) # ¢~ '(B). Por outro
lado

4x 4z 2a5 — 4
—1 P — -1 e ( 0 0 2 )
e Py = o) =\ g s o 1

SeguequeO—B>:B—O:§eO_P):P—O:f’)e

i J k
. 2 2 1
OB x OP = 3 3 3
4z, 4z, 222 — 4
20 +4 222 +4 225+4

324 202

4{E0 4112’0 2.17(2)—4
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1 . . . .
= 3R {[2 - (223 — 4) + (—J) - 4w + 2k - 4xo] — [2k - dxg — 1 - dwo + 27 - (222 — 4)]}
1 , ‘
= ;(4952 + 4wy — 8, —4x? — 4w + 8,0)
3222 +4)° " ’ 0 ’
N 422 + 4wy — 8 —4xt —4 8
Logo v = < 3?30(;1:3?4) , ;(02%% fozl;_ ,0) € vetor normal ao plano . Entdo a equagio

do plano que passa por (0,0,0) é

4ot + 4xg — 8 —4xf — 4xo + 8
5 T+ 3 y = 0.
3(2z5 +4) 3(2z5 +4)
Note que
4 drg  2x% — 4)
-1 0 0 0 .
) - ) 9 6
@ (@0, 20) <2x(2) +47 223+ 4 223 + 4 @ POl

4xd + 4xg — 8 4xg —4rd — 4o +8  4xg 222 — 4

. . . = 0.
32:2+4) 22+4  3(22+4) 2244 2244

Segue que ™! C ae p !t C S*\{N} portanto ¢! C o N'S? como queriamos.

5.1.1.1 construcio com o GeoGebra da visualizacao do transporte da funcao afim, do
plano para a esfera

Usaremos o Software GeoGebra, no modo Applet Start, online, no navegador do compu-
tador no endereco https://www.geogebra.org/classic, executa-se os procedimentos indicados a
seguir, com a Janela Algébrica e a Janela 3D ativas. Faremos o passo-a-passo da visualizacdo da
mesma fung¢do afim da Se¢do [5.1.1] Usaremos a Entrada da Janela Algébrica para inserir as
informacdes algébricas e a Janela 3D para a visualizacdo.

Digita-se x"2+y"~2+z"2=1 na Entrada da Janela Algébrica para construir a esfera
unitaria centrada na origem do sistema de eixos O XY Z, para a qual sera trasportado o gréfico.
Como o Softwere GeoGebra, por padrio traz o ativo o plano centrado na origem, desativa-se este
plano. Constréi-se o plano m = {(z,y, z) € R?; z = —1}, digitando-se (x,y, —1), na Entrada
da Janela Algébrica. Para construir a fun¢éo f(z) = z, contida no plano 7, digita-se (x, x,-1),

na Entrada da Janela Algébrica. Insere-se a funcao inversa da projecao estereogréfica, ja com a

103



Capitulo 5: Transporte de Graficos do Plano Para a Esfera

segunda coordenada substituida pela fungdo f(z) que se deseja transportar:

4z 4z x2+$2—4)
24244242 4+4" 2+ 22 44)7

e - (
digitando-se na Entrada da Janela Algébrica:

((4x) / (x"2+x"2+4), (4x) / (x"2+x"2+4),
(X"N2+x7°2-4) /(%" 2+x"2+4))

Observe que o Software GeoGebra traz um padrao de cores diferente das cores utilizadas
nesse trabalho, essas cores podem ser configuradas de forma arbitraria pelo usudrio. O mesmo
ocorre com valores inicial e final das varidveis que por padrdo do Software sao —10 e 10 podendo
ser alteradas de forma arbitréria.

Note que as construgdes das visualizagdes das demais funcdes sdo andlogas ao que
acabamos de descrever, portanto omitiremos no corpo desta Dissertacdo as referidas construgoes.
No entanto, tendo em vista uma maior praticidade para o leitor que deseje fazer essas construgdes
no Software GeoGebra, acrescentaremos um apéndice com a descri¢do do passo-a-passo e as
expressoes em formato compativel com o referido software que poderé ser copiado e colado

diretamente na Janela algébrica do mesmo.

5.1.2 Transporte do grafico de uma funcao quadratica

Para construir este exemplo, sem perda de generalidade, estamos usando a fungdo f(x) =

x2. Tome a funcdo:

f*R — R
r — 2°

e facamos seu transporte do plano no espaco, especificamente na esfera. Para tanto, tomemos a

Fungdo 5.1}

e 'R — SP\{N}
( 4 4y :1:2+y2—4>
e T e S e M Rl S T o

(z,9)
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e fazendo a segunda coordenada y, em ¢! igual a fun¢do f(z) = z2, ou seja, tomaremos

y = f(x) e como f(x) = x* teremos y = z%. Na fun¢io o, segue que:

9071(56, f(x)) _ 4z 4(f(ZL’)) z’ + (f(x)iz — 4)

<x2+ (f(@))24+4" 22+ (f(x)2+4" 224 (f(x))?+ 4

L 4 4(z?) 22+ (2%)? — 4
o (r,27) =
’ 2?4+ (22)2+ 47 22 4 (22)2 4+ 47 22 + (22)2 + 4

4z 42 x2+x4—4>
24t 44 2t 4 2t 4/

o) =

Essa € a fungfio que transporta a fun¢do quadrdtica f(x) = 2, do plano, na esfera. Na
Figura temos a visualizagdo desse transporte construido no GeoGebra, essa constru¢ao

segue os mesmo procedimentos indicados na Subsecdo [5.1.1.1].

Figura 5.2: Transporte da fungdo quadrética f(z) = 2 do plano para a esfera

Fungéio f(a) = z;,\niwl_ﬁ).\ﬁk\ﬁ¥

Fonte: Produgdo prépria, 2023.

Para acessar, essa construcdo, de forma interativa, diretamente no Software GeoGebra,

use o link: https://www.geogebra.org/classic/pbhzckwz.

5.1.3 Transporte do grafico de uma funcio cibica

Para construir este exemplo, sem perda de generalidade, estamos usando a fungdo f(x) =

23. Tome a funcdo:

f*R — R

fL‘|—>fL‘3

105



Capitulo 5: Transporte de Graficos do Plano Para a Esfera

e facamos seu transporte do plano no espaco, especificamente na esfera. Para tanto, tomemos a

Fungdo [5.1}

e iR — SN{N}

(z,y) +— ( iz 1y x2+y2_4>
Y 2+ + 4+ 424 y2 44/

3

Fazendo a segunda coordenada iy em ¢! igual a fungdo f(z) = 23, ou seja, tomaremos y = f(z)

e como f(z) = 2? teremos y = 3. Na fung¢do ¢!, segue que:

1 B 4x 4(f(x)) 22+ (f(x))*—4
o (@ f(@) = (x2—|—(f(a:))2+4’a:2—|—(f(a:))2+4’x2—|—(f(a:))2+4>

)

4 4(23) 2 + (2%)? —
2?2+ (23)2 + 47 22 4 (23)2 + 47 22 + (23)2 +

W

N (x,2%) = (

=~

( 4z 42 m2+m6—4)
2242044722+ a0 +4" 22426 +4/

Essa € a fungfio que transporta a fungfo cibica f(z) = 23 do plano para a esfera. Na
Figura[5.3] temos a visualiza¢do desse transporte construido no GeoGebra. Para construir essa

visualizac@o segue-se os mesmos procedimentos indicados na Subsecao[5.1.1.1].

Figura 5.3: Transporte da func¢éo cibica f(x) = x3 do plano para a esfera

Fungaof(z) = z*, no plano.

Fonte: Producio prépria, 2023.

Para acessar, essa constru¢do, de forma interativa, diretamente no Software GeoGebra,

use o link: https://www.geogebra.org/classic/hgzufzvd.
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5.1.4 Transporte do grafico de uma funcio exponencial
Para construir este exemplo, sem perda de generalidade, estamos usando a fungdo f(x) =
2*. Facamos agora o transporte do grafico de uma fung¢do exponencial. Tomemos a funcdo

fiR — R

r — 27

e facamos seu transporte do plano no espaco, especificamente na esfera. Para tanto, tomemos a

Funcdo [5.1}

e 'R — SA\{N}

(.y) — ( dx 4y 3:2+y2—4>
i 24y +4 24y 4?4 y? + 4

e substituindo a segunda coordenada y, em ! igual a fungdo f(z) = 2%, ou seja, tomaremos
y = f(z) e como f(z) = 2% teremos y = 2°.

Na funcdo ¢!, segue que:

: _ iz A(f@) 24 ()~
p (z, fx) = <x2+(f(x))2_|_47gj2—|—(f($))2+4’$2+(f(x)>2+4)
VNP dr 12y et (P-d
o2 = <x2+(2m)2+4’x2+(2w)2+4’x2+(2x)2+4)
1 gEy 4z 4-20  2?+2%—4
o) = <x2+22x+4’x2+22x+4’x2+22x+4>‘

Essa é a fungdo que transporta a fungéo exponencial f(x) = 2%, do plano, na esfera. Na
Figura[5.4] temos a visualiza¢do desse transporte construido no GeoGebra. Na construgio dessa

visualizacdo, seguimos os mesmo procedimentos indicados na Subsecao[5.1.1.1]
Figura 5.4: Transporte da fungdo exponencial f(z) = 2% do plano na esfera

Fungao f(x) = 2%, na esfera.

@

Fungdo f(x) = 2%, no plano.

Fonte: Producéio prépria, 2023.
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Para acessar, essa construcdo, de forma interativa, diretamente no Software GeoGebra,

use o link: https://www.geogebra.org/classic/d2cjrvmgq.

5.1.5 Transporte do grafico de uma funcao logaritmica

Para construir este exemplo, sem perda de generalidade, estamos usando a fungio f(x) =

log(x). Tomemos a fungdo
R, — R
r — log(x)

e facamos seu transporte do plano no espaco, especificamente na esfera. Para tanto, tomemos a

Fungdo 5.1}
e 'R — SP\{N}
4 4y 2+ y? — 4>

x7 ’—> ) )
(@9) (x2+y2+4 224yt 44722+ 2 +4

e substituindo a segunda coordenada y, em ¢! igual a fun¢do f(x) = log(z), ou seja, tomaremos

y = f(x) e como f(x) = log(x) teremos y = log(z).

Na funcio ¢!, segue que:
A I

4 4(log(x)) 2?2 + (log(z))? — 4)
Toa(@)? + 4’ 22 7 (log(#)? + 4’ 2 1 (log(x))? T4/

-1
og(@) = (
o7 o low(o) = (g
Essa € a fung@o que transporta a fungdo logaritmica f(z) = log” do plano para a esfera.

Na Figura[5.5] temos a visualizagio desse transporte construido no GeoGebra. Na constru¢ao
dessa, visualiza¢@o seguiu-se os mesmos procedimentos indicados na Subsecio[5.1.1.1]

Funcao f () = log(r), na esfera.

Figura 5.5: Transporte da fungdo logaritmica f(z) = log” do plano para a esfera

.
-
«*

Fungiof(x) = log(x), no plano.

Fonte: Producéo prépria, 2023.

Para acessar, essa constru¢do, de forma interativa, diretamente no Software GeoGebra,
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use o link: https://www.geogebra.org/classic/zwmhr28k.

5.1.6 Transporte do grafico da funcio seno

Para construir este exemplo, sem perda de generalidade, estamos usando a fungéo f(x) =

sen(z). Fagcamos agora o transporte do grafico da fungio seno. Tomemos a fungéo

f:R — R

r — sen(x)

e facamos seu transporte do plano no espaco, especificamente na esfera. Para tanto, tomemos a

funcao[5.1}

p ! R? — S\{N}
X < 4o 4y x2+y2—4>
C\a2 244 a2yt + 4 a2 2 44

(z,9)

e substituindo a segunda coordenada y, em ! igual & fungdo f(z) = sen(z), ou seja, tomaremos
y = f(z) e como f(z) = sen(z) teremos y = sen(x).

Na fungdo ¢!, segue que:

Az A(f(x)) 2?4+ (f(z))* - 4)

o f@) = (o5 (F@)+4" 2+ (f@)? +4' 2 + (f)? + 4

4 4(sen(x)) 2?2 + (sen(z))? — 4> ‘

¢ (@, sen(2)) = (x + (sen(x))? + 4’ 2% + (sen(x))? + 4’ 2% + (sen(x))? + 4

Essa ¢ a fungdo que transporta a funcgdo logaritmica f(x) = sen(z) do plano na esfera.
Na Figura[5.6] temos a visualizagdo desse transporte construido no GeoGebra. Na constru¢ao

dessa visualizagdo, seguiu-se os mesmos procedimentos indicados na Subsecao[5.1.1.1]

Figura 5.6: Transporte da fungdo logaritmica f(z) = sen(x) do plano na esfera

Fungao f(x) = sen(x). na esfera

I
] »
— .
Funcao f(x) = sen(x). no plan T
—

Fonte: Producio prépria, 2023.
Para acessar, essa constru¢do, de forma interativa, diretamente no Software GeoGebra,
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use o link: https://www.geogebra.org/classic/rvbqyjuk.

5.1.7 Transporte do grafico da funciao cosseno

Para construir este exemplo, sem perda de generalidade, estamos usando a fungéo f(x) =

cos(x). Facamos agora o transporte do gréfico da fung¢do cosseno. Tomemos a fungéo

f*R — R

x +— cos(x)

e facamos seu transporte do plano no espaco, especificamente na esfera. Para tanto, tomemos a

funcao[5.1}

p i R? — S\{N}
X < 4o 4y x2+y2—4>
C\a2 244 a2yt + 4 a2 2 44

(z,9)

e substituindo a segunda coordenada y em ! igual a fungdo f(z) = cos(x), ou seja, tomaremos
y = f(z) e como f(z) = cos(x) teremos y = cos(x).

Na fungdo ¢!, segue que:

4 A(f@) P4 () - )
J@P+4 2+ (f(@) +4 2+ (f(x) +4

4 4(cos(r)) 2% + (cos(z))? — 4)
cos(x))? + 4’ 22 + (cos(x))? + 4" 22 + (cos(z))?2+4/

@) = (e

-1 _
acoste) = (5
Essa € a fungdo que transporta a funcgdo cosseno f(x) = cos(z) do plano para a esfera.

Na Figura[5.7] temos a visualizagdo desse transporte construido no GeoGebra. Na constru¢ao

dessa visualizagdo, seguiu-se os mesmos procedimentos indicados na Subsecao[5.1.1.1]
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Figura 5.7: Transporte da func¢do logaritmica f(z) = cos(x) do plano na esfera

Fungao f(x) = cos(x), no plano

Fuhcao f(x) = cos(x), na esfera

—

Fonte: Producio prépria, 2023.

Para acessar, essa constru¢do, de forma interativa, diretamente no Software GeoGebra,
use o link: https://www.geogebra.org/classic/mppkjrzm.

https://www.geogebra.org/classic/kue485ke

5.1.8 Transporte do grafico da funcao tangente

Para construir este exemplo, sem perda de generalidade, estamos usando a funcgdo f(x) =

tan(z). Fagamos agora o transporte do gréfico da funcéo tangente. Tomemos a fungio

f:DCR — R

r —> tan(z).

Note que, pela defini¢do de tangente, D = {x € R;x # g + kn,k € Z}. Fagamos
o transporte da fungdo tangente do plano no espacgo, especificamente na esfera. Para tanto,

tomemos a fun¢ao [5.1}

e 'R — SA\{N}
( 4o 4y x2+y2—4>
e T e S e T e e A

(z,9)

e substituindo a segunda coordenada y, em ¢! igual a fungdo f(z) = tan(z), ou seja, tomare-
mos y = f(z) e como f(z) = tan(x), teremos y = tan(z).

Na funcdo ¢!, segue que:

) = [ W) 2 () -4
et = (e wE e P )
(

4z 4(tan(zx)) 2? + (tan(x))? — 4)

vz, tan(x) = <x2 + (tan(z))? + 4 22 + (tan(z))2 + 4’ 22 + (tan(z))2 + 4
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Essa é a fungdo que transporta a fungao tangente f(x) = tan(x) do plano na esfera. Na
Figura[5.§] temos a visualiza¢do desse transporte construido no GeoGebra. Na construgao dessa

visualizagdo, seguiu-se 0s mesmos procedimentos indicados na Subsecao[5.1.1.1]

Figura 5.8: Transporte da fun¢do logaritmica f(z) = tan(z) do plano para a esfera

1
TTh—— 1
- _
T
|
p
+
. 1
1

pap——

— I Fungaof(x) = tg(x), na esfera

Fungaof(p) = tg(x), no plano. /

Fonte: Produgdo prépria, 2023.

-

Para acessar, essa construcdo, de forma interativa, diretamente no Software GeoGebra,

use o link: https://www.geogebra.org/classic/kue485ke.

5.2 Transporte de Figuras do Plano Para a Esfera

Agora, vamos construir o transporte de figuras, do plano para a esfera usando a funcio
inversa da projecdo estereografica. Para o transporte de figuras do plano para a esfera vamos usar
o transporte de fungdes do plano para a esfera que mostramos acima. Into €, vamos considerar
as figuras compostas por segmentos de retas. Assim, basta fazer o transporte da funcao que
descreve cada segmento e teremos, em consequéncia, o transporte da figura formada pela unido

desses segmentos.

5.2.1 Transporte de triangulo

Vamos transportar um tridngulo do plano para a esfera usando a fungao inversa da
projecdo estereografica. Para tanto, vamos considerar que um tridngulo € formado por trés
segmentos de reta, entdo vamos construir a fun¢do da reta que contém cada segmento e delimitar
o dominio da fun¢do de acordo com o segmento que queremos.

i 1 11

Tomemos o tridngulo ABC, com A = (3,1), B=(—3,—3) e C=(1,—3)sobreo

plano OXY.
3z 4 1

Note que as retas f(r) = 5 +7, g(z) = —

AB, BC e AC,respectivamente.

s e h(z) = —3z+2 contém os segmentos

Segue que as fungdes f, g e h, definidas abaixo sdo as fungdes que contém os lados do
triangulos ABC.
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11
—. =] — R
ril-33)
3x+1
I R —
2 4’
1
g {——,1} R
T —— e

>
ol —
l
7

r — —3x+ —.

Agora, basta fazer o transporte das funcdes f, g e h e teremos o transporte do tridngulo

ABC do plano para a esfera.

Tomemos a Fungdo [5.1]inversa da projegdo estereogréfica

e 1R — SA\{N}

(.y) — ( dx 4y x2+y2—4>
Y 24y +4 24y 4?4y + 4

e substituindo a segunda coordenada y em ¢!, por cada uma das fungdes que descrevem os lados
do tridangulo ABC' e fazendo o transporte para a esfera, teremos o tridngulo ABC' transportado

para a esfera:

* Transporte da fungdo f

-1 _ Az Af(z) 22+ (f(2)* -4

¥ (x,f(x)) - <:L'2—|—(f(:v))2+47x2+(f($))2+4’$2+(f(x))2+4>
N 3_x+1) = de -5+ P+ (F+3)7 -4
R R
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* Transporte da func¢do g

4o o)+ (o)~ 1)

oz g(@) = <x2 +(g(2))? +4" 22 + (9(2))? + 4" 22 + (9(z))* + 4

90_1(1‘7 _5) -

* Transporte da funcgdo h

. ) 1o Ah@) P+ ()’ — 4
L G e W 7w e s o)
Uy, -3 +§) B Adx 4-(=3z+2) ? + (—3z+2)? -4
vl 2+ (=34 32 +47 22+ (-3x+2)2+4" 22+ (-3z+ 2)2 +4

Na Figura[5.9] temos a visualiza¢do do tridngulo ABC, no plano e seu transporte para a

esfera.

Figura 5.9: Transporte de Tridngulo do Plano na Esfera

Fonte: Producio prépria, 2023.

5.2.2 Transporte de quadrado

Vamos transportar um quadrado do plano para a esfera usando a funcdo inversa da
projecao estereografica. Para tanto, vamos considerar que um quadrado, no plano, é formado
por quatro segmentos de retas. Entdo, para transportar um quadrado do plano na esfera, vamos
construir a funcao da reta que contém cada segmento formador do quadrado e delimitar o dominio
das funcdes de acordo com o segmento que representa.

Tomemos o quadrado ABCD, com A = (-1,0), B = (0,—3), C = (3,0) e
D = (0,1), sobreoplano OXY.

)
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Note que as retas f(z) = —z — 3, glz)=z -1, h(z)=-z+1 e i(z)=a+

contém os segmentos AB, BC CD e DA, respectivamente.

1
2

Segue que as funcdes f, g, h e p, definidas abaixo, sdo as fungdes que contém os lados
do quadrado ABCD.

~

T

S
l
~

!

Na}
"o
bl =
!
=

!

xT — T+ —=.

Agora, basta fazer o transporte das fungoes f, g, h e p, e termos o transporte do quadrado
ABCD do plano na esfera.

Tomemos a fungdo [5.1]inversa da projegdo estereografica

R — SA\{N}

() ( 4 4y x2+y2—4>
Y 24y +4 24y + 4?4 y? + 4

e substituindo a segunda coordenada y em ¢!, por cada uma das fungdes que descrevem os
lados do quadrado ABC'D e fazendo o transporte para a esfera, teremos o quadrado ABC'D
transportado na esfera:
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Transporte da funcdo f

1 _ Ax A(f(x)) 2’ + (f(2))* -4
1y _1) B 4x 4-(—z—1) ?+ (—z—3)? -4
T T 2+ (—x— 3+ 2+ (—z— 1)+ 4 2+ (—x— )2 +4 )

Transporte da funcao g

L ) s o) P+ (g)’ — 4
@) = (BT T e e

-1 _1) B 4 4-(z—3) >+ (z—3)?—4
vonETal T 2+ (@—3)2+4 22+ (z—3)+4 22+ (v —1)2+4 )

Transporte da funcgdo h

L _ A A(h(x)) 2® + (h(x))* — 4
) = (T T GG T )
Uy gt 1) = 4 4-(—z+1) 2+ (—z+3)2 -4
Ty T 4 (—r4 )2+ 4 2+ (—r 432+ 4 2+ (—r+3)2+4 )
* Transporte da funcao p
1 B 4x 4(p(x)) 2+ (p(x))* — 4
o aple)) = <x2 (@) +4 2%+ (p(a)2 + 4" 22 + (p(2))? +4>
Yoo+ 2) = Az 4-(r+3) 2?4 (x+3)’-4
L Y PPNy Gvu N L= By (e B Ly e s E e

Na Figura[5.10] temos a visualiza¢do do quadrado ABC'D, no plano e seu transporte

para a esfera.
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Figura 5.10: Transporte de Quadrado do Plano para a Esfera

Fonte: Producéo prépria, 2023.

5.2.3 Transporte de pentagono

Vamos transportar um pentdgono do plano para a esfera usando a fungao inversa da
projecao estereogréfica. Para tanto, vamos considerar que um pentdgono, no plano, é formado
por cinco segmentos de retas. Entdo, para transportar um pentdgono do plano na esfera, vamos
construir a funcdo da reta que contém cada segmento formador do pentdgono e delimitar o
dominio das fun¢des de acordo com o segmento que representa.

Tomemos o pentdgono ABCDE, com A = (—£,0), B = (=15, —1), C = (35, —
D=($,00 e E=(0,3),sobreoplano OXY.

Note que as retas f(z) = =2z — 2, g(z)=—1, h(z)=22—32 plz)=—-ax++ ¢

),

[

q(z) =z + %, contém os segmentos AB, BC' CD DE, e FEA, respectivamente.

Segue que as fungdes f, g, h, p e ¢, definidas abaixo, sdo as fun¢des que contém os lados
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do pentagono ABCDE.

510
2
x —2r — —,
5
1 1
o |5 —
10710
1
X R
5
1 1
:[—,—} R
10" 5
5 2
T r— —
5’
oz — =
p B
—l—le
T -+ =
5
1
q [——,0} — R
— —|—1
T T+ —.
5

Agora, basta fazer o transporte das funcdes f, g, h, p e ¢, e termos o transporte do
pentagono ABC DFE do plano na esfera.

Tomemos a fungdo [5.1]inversa da projecdo estereografica

e R? — S\{N}
. ( 4z 4y x2+y2—4>
C\a2 244 2yt + 4 a2 2 44

(z,9)

e substituindo a segunda coordenada y em ¢!, por cada uma das funcdes que descrevem os lados
do pentagono ABC'DFE e fazendo o transporte para a esfera, teremos o pentigono ABCDFE

transportado na esfera:

 Transporte da fungao f

et =

oz, —22 — 7))

5
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Transporte da fungdo g

. - 4o 4(g(z)) z® + (g(x))* — 4
v (2,9(7) = <x2+(g(x))2+4’x2+(g<x))2+4’x2+(g(a;))2+4>
-1 _1) B 4x 4-(-%) ?+(—3)*—4
L N N N (R A Y (e y ey

Transporte da funcgdo h

-1 _ Az Alh(z)) 2+ (h(z))* -4
o) = (T T G e G )
1y 9 2, 4 4-(2z—2) ?+ (20— 2)* -4
prwle—g) = 22+ (20— 22+ 47224+ (20— 2)24+ 422+ (20— 22 +4 )

Transporte da fungdo p

1 _ dx A(p(z)) 2? + (p(2))* — 4
o @ p(@) = (x2 + ()2 +4 22+ (p(a)2 + 4" 22 + (p(z))? +4)
Uy gt 1) = 4 4-(—z+1) 2+ (—r+ 1) -4
Ty 4 (—r4 i)+ 4 2+ (—r 422+ 4 2+ (—r 452 +4 )
* Transporte da funcdo ¢
1 _ dr 4(q(z)) 2? + (q(x))* — 4
o) = (g T )
l(x:r—i—l) = i 4-(z+3) v+ (v +35)°—4
vOBETE = 24 (x+ 3244722+ (2 + 3244722+ (2 + 12 +4 )

Na Figura[5.11] temos a visualiza¢do do pentdgono ABC'DE, no plano e seu transporte
para a esfera.
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Figura 5.11: Transporte de Pentdgono do Plano para a Esfera

Fonte: Producio prépria, 2023.

5.2.4 Transporte de hexagono

Vamos transportar um hexdgono do plano para a esfera usando a fung¢do inversa da
projecao estereografica. Para tanto, vamos considerar que um hexagono, no plano, é formado por
seis segmentos de retas. Entdo, para transportar um hexdgono do plano na esfera, vamos construir
a funcdo da reta que contém cada segmento formador do hexdgono e delimitar o dominio das

fun¢des de acordo com o segmento que representa.

Tomemos o pentdgono ABCDEF, com A = (—%, %), B = (—%,0), C= (—%, —%),
D= (55,-%),E=(3,0) e F =5, %), sobre oplano OXY.

Note que as retas f(z) = 2z + 2, g(z) = =2z — 2, h(z) = —1 p(z) =2z — 2,

q(x) = —2x+2 e r(x) = 1, contém os segmentos AB, BC CD DE, EF e FA,

respectivamente.

Segue que as fungdes f, g, h, p, q, e r, definidas abaixo, sdo as fun¢des que contém os
lados do pentagono ABCDEF.

1 1
pif-oi)
5 10
2
r — 2x+ -,
5)
1 1
- ——| — R
g [ 5 10}
2
— =2z — -
x x 3
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1 1
SRS
1010

11
R — R
P {10’5}

2
— 2 — —
x x 3

1 1
q:{—,—} — R
10" 5

Agora, basta fazer o transporte das funcdes f, g, h, p, ¢ e r, e termos o transporte do
hexagono ABC'DEF do plano na esfera.
Tomemos a fungdo [5.1]inversa da projegdo estereografica

e 'R — SP\{N}

() ( 4 4y :c2+y2—4>
Y T e R !

e substituindo a segunda coordenada iy em !, por cada uma das func¢des que descrevem os lados
do hexdgono ABC'DEF e fazendo o transporte para a esfera, teremos o hexagono ABCDEF

transportado na esfera:

* Transporte da fungdo f

Az A(f () 2’ 4 (f(x)* - 4)

e 1@ = (o5 (F@)?+4 2+ (J(0)? +4" 27 + (fx) +4

b}

2 2
90*1(:(:,2x+2) — ( 4z 4-(2z+ %) x2+(2m+5)2_4)'

P (2o 2?4 2u 4 2P 4 2t 4 (204 2)7 4+ 4
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Transporte da fungdo g

» _ da Agla) a2 (g(a)? — 4
o lngla) = (rc2+(g(:c>)2+4’x2+(g(x))2+4’x2+(g(x))2+4)
o, —20—2) = i 4 (203 2P+ (2024
L o N ) Sy (R e Ny

Transporte da funcgdo h

. B 4 4(h(x)) 22+ (h(z))* — 4
(@ h(z) = <x2 + (h(x))2+4" 22+ (h(x))2 + 4" 22+ (h(z))? + 4)
e b i (=) PP -4
vy = 2+ (22442 + (22 +4" 22+ (—1)2 +4
* Transporte da fungdo p
. _ dx 4(p(x)) 22+ (p(x))* — 4
o (@ple)) = <x2 + (p@)? +4" 22+ (p(x)? + 4" 22 + (p(x))? +4>
1y 9 _2) _ Az 4-2—2) 2P+ (2x—-2)P2 -4
ol 2 5 2+ 20— 22 +4" 22+ (20— 22+ 472+ (20— 2)2+4 )
* Transporte da funcdo ¢
. B dx 4(q(z)) 2 + (q(x))* — 4
o (wa@) = (:ﬂ + @)+ 4 2+ (q(@)? 14" 22 1 (q(x))? +4)
(g, 2 +g) B Az 4-(—2z+4%) 2?4 (20+4+2)P-4
LT + (2422 +47 22+ (20 + 22 +4 22+ (20 + 2)2+4 )

Transporte da funcao r

dx 4(r(x)) 22+ (r(2))? — 4)

) = (g (@P+4 @+ (@)’ +4' 27 + (r(@) +4

NP N 4dx 4-(3) v+ (3)° -4
¥ (:1775) - x2+(é)2+4’x2 (é) +47 22 4 (%) +4 )

Na Figura[5.12] temos a visualizagdo do hexdgono ABC'DEF’, no plano e seu transporte

para a esfera.
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Figura 5.12: Transporte de Hexdgono do Plano na Esfera

Fonte: Producio prépria, 2023.

5.2.5 Transporte de uma estrela de cinco pontas

Vamos transportar uma estrela de cinco pontas do plano para a esfera usando a fungao
inversa da projecdo estereografica. Vamos considerar que a estrela € formada por segmentos de
retas, entdo vamos construir a funcdo da reta que contém cada segmento e delimitar o dominio
da fun¢do de acordo com o comprimento do segmento.

Considere a estrela ABCDE, em que A = (0,3), B=(-%,-3),C =(3,1),D =
(—3.5)e E=(3-3).

Observe que asretas f(z) = %2 + 1, g(x) =% — i hz) =4, pla)=—-2—&
e q(z) = —%z 4 % sdo as retas que contém os segmentos AB, BC, CD, DE e FA,

2
respectivamente.

Sendo assim, as fungdes f, g, h, p e g, definidas abaixo, sdo as funcdes que contém os

segmentos de retas que formam a estrela ABCDE.

2
. 5x L 1
x R J—
2 2’

Tx 1_7
9 90’
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11
SRR
22
1
r — -,
5
12}
—- = R
P [ 25
R Tr 17
x S —
9 90
2
O,—] — R
q [ 5
. 5ZB+1
T -+ =
2 2

Agora, basta fazer o transporte das fungdes f, g, h, p e ¢ e termos o transporte da estrela
ABCDE do plano na esfera.

Tomemos a fungdo [5.1]inversa da projecdo estereografica

e R — SA\{N}

. ( 4z 4y x2+y2—4>

X
() 242+ 42y 4y 4

e vamos substituir a coordenada y na funcdo ¢!, por cada uma das funcdes que descrevem

os lados da estrela ABC'DFE e fazendo o transporte para a esfera teremos, a estrela ABCDFE
transportada na esfera:

* Transporte da fungao f

_ B 4z A(f(z)) 22+ (f(@)*—4
o e f@) = <x2—i—(f(x))2+4’x2+(f(x))2+4’x2+(f(x))2+4>
oy, bx 1. Az 4-(F+3) 2+ (F+5)7-4
oy ty) = 24 ()P 2 (P2 +4 22+ (4 5)2+4
* Transporte da func¢do g
- _ 4z A(g(x)) 2’4+ (9(x))” -4
R e s e )
-1( 717_17) = Az 4'(%_3_(7)) x2+(%’—%)2—4
L T A P e R Uy - R Ny g
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* Transporte da func¢do h

B - Az Ah(z)) 2+ (h(z))? —4
o (@ hiz) = <x2—|—(h(w))2+4’x2—|—(h(:c))2+4’:v2+(h(x))2—|—4>
-1 1) B 4 4-(3) ?+(3)?—4
R e O I Ly
* Transporte da funcao p
. _ 4z 4(p(x)) 2 + (p(x))? — 4
) = (o T e o el
SV Az 4-(-%-F) P4 (E-g)r-4
R e o 4 e Y

* Transporte da funcdo ¢

1 B 4x 4(q(z)) 2 + (q(z))* — 4

o (2,q(x)) = <x2 + (q(x))? 447 22 4 (q(z))? 447 22 4 (q(x))? +4>
a4 Dy = b LR et VR et i
TR Y T AP A R (R 2 ()

Na Figura[5.13] temos a visualizagdo da estrela de cinco pontas, no plano e seu transporte para a
esfera.

Figura 5.13: Transporte de estrela de cinco pontas

Fonte: Producdo prépria, 2023.
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5.2.6 Transporte da figura de um lobo

Para concluir esta Subsecdo do transporte de fungdes do plano para a esfera vamos
transportar a figura de um lobo. Esse transporte segue o mesmo principio aplicado as figuras
anteriores usando a funcao inversa da projecao estereogréfica.

Inicialmente vamos tomar a figura de um lobo disponivel em [Orlando| (2019), represen-
tado no plano, sobre o sistema de eixos O XY, de forma que as linhas que a compdem sejam repre-
sentadas por segmentos de retas. Ilustramos, essa primeira constru¢do, na Figura[5.14] Na constru-
cdo foram usados os pontos A, B, C, ... UV, W, Z Ay, By,Cy,..., U, Vi,W1,Z1, Ay, By, Cy, ..., Us, Vs,
Note que o Software GeoGebra nao nomeou pontos X, Y, X;, Yy, X5 e Y;. Entdo, tomamos seg-

mentos de modo conveniente para formar a figura desejada.

Figura 5.14: Figura de um lobo no plano OXY

Fonte: |Orlando| (2019))

Em seguida vamos construir a func¢io da reta que contém cada segmento e delimitar o
dominio da funcao de acordo com o comprimento do segmento.

Observe que as retas descritas abaixo, sdo as retas que contém os segmentos que forma a
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figura do lobo:
35z 5585
h@) = =55 = 500
20 166
N ="
(@) 324z 3319
x) = — - —
! 11 1100’
x 379
plo) =5 =5
@) 192 2341
r)=——— ——
@ 11 1100
3z 116
n =
@) v 4124
si(z) = —— — ——
! 30 3000’
L) 172 1108
r)=——— ——
! 10 1000’
2%z 1761
e T
172 7382
() = 35 = 3900°
@) 172 7382
r)=— — ——
92 39 3900
(@) Adz 5996
r)=—— ——
2 21 2100’
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( )_ 200 29
Pt = T
1904
= 30z — —
¢2(w) = 302 — <o,
@) 33z 733
ro() = ——— — —
2 20 20
101z 1818
52(7) = =5 * 5700
18
to(z) = — —
2(7) = — 750
182 18
S TAN T
g;;(.fl?) = 07
9z 675
h3<33'> = __x + L
A
@ 6 45
x [ — —_—
P3 5 50a
€T 75
Bt =5 " 500
62
T3(x) - _ma
s3(1) = —— — 335
3 14 400’
182 18
) =" T
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94(®) = ==+ F0

20z 3008
P =" g

820 12826
u(@) = 7+ T50

. Ct)____ggg__ 5802
BT 9 1900

4x 54

42x 804
W) =55 "
22x 1826

fs(z) = 733 830

(x) _ oz 6821
95\ = 38 7 3800

10z 6197

he(z) = —v _ 2220
() = 57 ~ 57007
59 17407

Ps(%) =~ G0

() 15z 157
r)=——"— ——
% 16 1600
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( ) €T 3611
rs(T) = —— — ——
> 24 2400’
@) wx+Mm
s5(¢) = —— 4+ ——=
b 10 ' 1000’
b (2) 96z , 13936
T)=——+ —
> 19 " 1900
3x 49
fo(z) = 7 T
50 116
ge(x) = 53 + 530"
59z 2
S AT
@) 550, 9706
T)=——+—=
Pe 79 7900
(@___%g__MBG
)= 770 T 1000
61z 1297
ro(@) =37+ T3
Ar 648
s¢(w) = 39 + 290"
1o(2) Sz, 1524
T)=——+-—=
6 13 ' 1300’
9r 882
5¢r 266
9100 == " G0
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r 28
h7(£13) = 5 —+ 2—0,
(x)__45x_+ 805
PR =10 " 10007
u)_3m1_7%
=1 T 21007
T<x>__l%§_%1899
T 99 T 9900°
20z 14
s7(v) = ~ 39 + 10’
t(@__%x+1®9
91 T 21007
23z 3359
J8(@) = 35+ 3500°
(@__u+mm
98\ = 757 T 9700°
58¢ 12796
ha(r) = =7+ T7og
@) — 64z 8474
P8 = 51 7 5100
31z 4274
QS(‘T“) = ? - 300 5
(@) = 592 2479
SYT0600 T 6000
5104
88<£L') = 38x — W’
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172
to(z) = 27 — —=
8() =2z — 705
50 1038
folw) = ==+ =q5
350 4074
99(%) = =7+ 100
6c 418
"ol =5 5o
101z 1361
Po(®) = === =
Az 839
(%) = =35+ 39007
152 1513
o) = =55+ a0
767
Sg(.ﬁC) =—1lxr — 1—00 €
4 (z) = 190 3745
N 99 T 9900

Sendo assim, as fung¢des f;, g;, hi, pi» ¢i» i, S; € i, 1 <1 <9, definidas abaixo, sdo as
fun¢des que contém os segmentos de retas que formam a figura do lobo.

1 59
PECINE N
100" 100

35xr 5585
22 2200’

T 7

{ 62 59}
gi|l—-—7—,—7—| — R
100" 100
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103 81
AL
100’ 100
324z 3319
r — — - —,
11 1100
59 19}
I R
P [ 100’ 100
xr 379
r — —— — —_—,
2 2
30 19}
I R
N [ 100’ 100
192 2341
v 11 1100
30 14
RIS R
100’ 100
3 116
xr +— —— = T,
2 100
14 16
51 {——,—} R
100° 100
4124
X — ——= = —,
30~ 3000
16 26
. [_,_} R
100° 100
172 1108
. L
10 1000
19 26]
L= 2 R
Fa {100’100
2%z 1761
x —_— —
7 700
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19 58]
== 22 R
F2 {100’100
170 7382
v 39 3900’

1
922|:9 58} — R

100° 100
170 7382
T +— g—m,
. [fﬁi,ﬁﬁl] R
100° 100
44z 5996
v 21 2100

101
p22{79 0} R

100° 100
20w 29
o 11 10
100" 100
1904
x +— 30x — W,
39 59}
|2 22 R
"2 {100’100
83z 733
v 20 20"
1
So [—8,£} — R
100° 100
_, 1ot 1818
v 21 ' 2100’
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[39 83}
ty: |—,—| — R
100’ 100

T

18
100’

83
cl— 1 — R
fs [100’ ]

18z 18
17 17

75 }
l—.1] — R
93 [100’

z — 0,

T

75 83}
222 L R
fiy {100’100

9 675
T = —

4+4’

| [60 75
P3 17007 100

.[j¥1 Lﬁi} R
% 1100 100

T 75
r — = —

2 200’

_[ 62 41] on
" 177007 100
62

—_ - — —
v Y7 7007
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41
83:[ 83 ] — R

1007 100
N
. 33
14 400’
83
] s
100
1818
. _ 18z 18
17 17
62
Clop 22
Ja [ 100
z — 0,
83 78]
o Rl R
94 [ 100’100,
% 2068
. 5 500
78 64
N R R
4 [ 100’100,
- 12z 88
.1'/' —_—— — —
770
. { 163 142} o
P4 177007 100
L, ., 20w 3008
7 700
178 163
N P R
U [ 100’ 100
82 | 12826
v 15 1500
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e [T By

" 100
20x 5802
r +— _E_m7
Sy {—lég,——lgg} R
100" 100
4x 54
’ 5 5007

t4:[ 129 83} R

1007 100
12z 804
. 93 230’
83
f5: {—W,O} — R
22 1826
r +— —g—%,

1 1
g5:[ ) 9] — R

100" 100
T 6821
r ﬁ_m7
. [EEE,LZZ] R
100" 100
10z 6197
’ 27 2700
D5 - [1,1;41] — R
100" 100
59x 17407
YT 6a T a0
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.{141 157} o
% 1700° 100
15z 157
T T T 1600
157 181
5;{_,_} R
100° 100
. x 3611
. T
24 2400’
161 181
L[]
100° 100
39z 5479
r — e+ —
10 1000
142 161
SIERTI R
100" 100
96z 13936
T — ——t —
19 " 1900
58 142
WKL [
100" 100
B 19
x RS — —_—
110
58]
: — R
ge {0’100
59¢ 116
r +—r — 4+ —,
58 ' 580
63
o[- 0]
| T1000 Y T
. 59x+2
'Z‘ R — —_—
63 10

138



Capitulo 5: Transporte de Graficos do Plano Para a Esfera

142
Dg - [ 63 } — R

1007 100
55x_+
I [R—
79
183 142}
o R
4 [ 100’ 100
28x
T —r —— —
10
183 170
o [A8_0)
100" 100
6lx
x [R—
13
170 141
lm o)
100" 100
4
J/’ E—
29
[ 141 102}
te: | —e —
100 100
8x
:E [ —
13
102 62]
o el R
I { 1007 100
9x
x R —
10

[ 62 42]
g7 |———,———| — R
100" 100
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42
e[ 0]
T 100
R x+28
v 2 90
A1 19}
- I -
b1 [ 100’ 100
i 805
v 10 1000
2 41
RIS R
100’ 100
360 708
o 21 2100’
1
m:[ﬁ,(j—} — R
100° 100
190 1899
. 22 " 2200
39}
22 R
T [0’100
20z 1
o 39 10
. [fiL’__19§} R
100° 100
200, 1699
v 21 ' 2100
103 135}
N R
Is [100’100
23r | 3359
o 32 3200
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. [135 162] R
98 100" 100
% +_5724
x —_— [
27 " 2700’
. [162 179] R
81100’ 100
S8 +_12796
x [ [ —
17 1700
158 179}
o P R
Ps [100’100
64z 8474
T —r = =
21 2100
142 158}
S| =2 22 R
% {100’100
31z 4274
r — = = =,
8 800
[79 139} .
rg | ——, ——
51100’ 100
L +_2479
m [R— [
60 ' 6000’
{137 139} R
S8t | ——=, ——=
81100’ 100
5104
r +—— 38I—W,
, '[118 137} .
® 1100’ 100
172
T +— 2m—m,
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90 118}
A R
Jo [100’100
5z 1038
I —_— —_—
7 700
79 90}
L 2 R
9o {100’100
350 4074
r — —— 4+ —,
11 ' 1100
138 123
e[ 1B]
100’ 100
6x 418
r — —— = —
5 500
142 138}
s R
Po [ 100’ 100
101z 1361
v 4 10
142 103
b2
100’ 100
Az 839
x S [
39 3900
103 81
o - [__,__} R
100’ 100
152 1513
'T [ —_—
22 2200
81 79
S I
100’ 100
xr —> —11x—@ e
100

142

I



Capitulo 5: Transporte de Graficos do Plano Para a Esfera

123 79
.
100" 100
192 3745
T 4y
22 2200

Agora, basta fazer o transporte das fungdes f;, g;, hi, pi» ¢i» i, S; € t;, 1 < 1 < 9, e termos
o transporte da figura do lobo do plano na esfera.

Tomemos a fungdo [5.1]inversa da projegéo estereografica

p i R? — S\{N}
X ( 4o 4y x2+y2—4>
C\a2 244 a2yt + 4 a2 2 44

(z,9)

e vamos substituir a coordenada 3 na funcio ¢!, por cada uma das funcdes f;, g;, hi, pi» G
ri, ;€ t;, 1 <1 < 9 que descrevem os segmentos que formam a figura do lobo e fazendo o

transporte para a esfera teremos, a figura transportada na esfera:

* Transporte das fungdes f;

-1 _ dx A(fi()) 2? + (fi(z))? — 4
o000 = (e P G T G

Transporte das fungdes g;

4 4(gs()) 2?2 + (gi(2))? — 4)
22 4 (gi(2))2 + 47 22 4 (g:())2 + 4 22 + (g:(2))? + 4

o) = (

Transporte das fungdes h;

L B Az M) 2+ (hi(x))? — 4
o (@ (@) = <x2—|—(hi(x))2+4’x2+(hi(x))z—i—él’:c2+(hl-(a:))2+4>

Transporte das funcdes p;

4 4(pi(x)) 22 + (pi(x))* — 4>
22+ (pi(x))? + 47 22 4 (pi(x))? + 47 22 + (pi(x))? + 4

o) =

Transporte das fungdes g;

4z 4(qi(x)) 2? + (gi(x))? — 4)
22+ (qs(2))* + 47 22 + (qi(2))? + 47 2% + (¢:(x))* + 4

o) = (
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* Transporte das funcgdes r;

., B dx 4(rs(z)) 22+ (ri(x))? — 4
omnle) = (x2 @)+ 4 22+ (ri(2))? + 4 22 + (ri(x))2 +4)

* Transporte das fungdes s;

1 B 4 4(s;(x)) 22 + (s4(1))* — 4
o (msi(@) = (1;2 (52244 T2 (5:(2)2 + 4 22 1 (s1(2))2 +4)

* Transporte das fungdes ?;

1 B 4 4(t;(z)) 22+ (ti(x))? — 4
o hle) = (x2 @)+ 4 22+ (t(2))2 + 4 22+ (t(2))2 + 4)

Na Figura[5.15] temos a visualizagdo do resultado do transporte da figura de um lobo do

plano para a esfera.

Figura 5.15: Transporte da figura de um lobo

Fonte: Produgdo prépria, 2023.

Note que a figura transportada ocupa mais de um hemisfério da esfera unitéria, prejudi-
cando a visualizacdo. Para produzir uma visualiza¢do mais agraddvel vamos tomar uma esfera de
raio r = 4, dessa forma ao transportar o figura do lobo para esta esfera a figura ocupard apenas
um hemisfério gerando uma melhor visualizacio.

Tomemos a esfera S* = {(z,y, z) € R3; 22 +y?+ 22 = 16}, de centroem O = (0,0, 0),
eraior = 4enm = {(r,y,2) € R 2z = —4}, um plano imerso em R3, que passa pelo
ponto S = (0,0, —4), do sistema de eixos OXY Z. Note que 7 tangencia a esfera no ponto

S = (0,0, —4). Dessa forma, a inversa da projecdo estereogréfica, com origem em N = (0,0, 4)
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¢ dada por:
—1. o2 2
e R® — SH\{N} (5.2)
64z 64y 4. (2% +y? — 64
(:L‘7y) = (2 2 ' .2 2 ? <2 2 )
P4yt +64 22 +y*+64 a2+ y*+64

e vamos substituir a coordenada y na funcao @, por cada uma das fungdes f;, g;, hi, pi> Qs Ti» Si
e t;, 1 <1 <9 que descrevem os segmentos que formam a figura do lobo e fazendo o transporte

para a esfera teremos, a figura transportada na esfera:

* Transporte das fungdes f;

= _ 64 64(fi(x)) 4- (2 + (fi(w))* — 64)
¢(%M”)_<ﬁ+mww+mu%ummhmy 22+ (fi(z))? + 64 )

Transporte das fungdes g;

64 Cllale) __ 1 (2 + (i)~ o0

o (@ gi@) = (:U2 +(gi(%))? + 64" 22 + (gi(x))? + 64" 2%+ (gs(2))? + 64

Transporte das funcdes h;

. _ 64 64(hi(z)) 4-(2* 4 (filz))® — 64)
¢(LM@>_(#+@®W+M%HWWMMﬁI 22 1 (hi(2))? + 64 )

Transporte das funcdes p;

64z i) 42+ (o) = 64)

¢z, pi(2) = (xz + (pi2))? + 647 22 + (ps(2))2 + 64" 22+ (pi(x))? + 64

Transporte das fungdes g;

61z Sllafa) 1+ (1))~ 60)

¢ (@ qi(x) = (x2+(qi(x))2+64’x2+(qi(x))2+64’ 2% + (qi(w))* + 64

* Transporte das funcgdes r;

64z 64(r;()) 4- (2% + (fi(2))* — 64))

o @ milz) = (a:2+(n(x))2+64’x2+(7“¢(90))2+64’ 22+ (ri(x))? + 64

* Transporte das fungdes s;

. B 64x 64(s;(x)) 4 (2% + (fi(x))? — 64)
w(%M@)_(ﬂ+@@W+Mb%Mﬂmhwl 22 1 (s:(2))? + 64 )
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* Transporte das fungdes ?;

o _ 64x 64(t;(z)) 4 (2% + (fi(z))? — 64)
o hle) = (3:2 +(6:(2))? + 64" 2% (Li(@)2 + 64" 22 + (ti(x))? + 64 )

Na Figura[5.16] temos a visualizagdo do resultado do transporte da figura de um lobo do
plano para a esfera.

Figura 5.16: Transporte da figura de um lobo sobre esfera de raio 4

Fonte: Adaptada de|Orlando|(2019).

Este material tem um grande potencial para ser utilizado em sala de aula no Ensino Médio,
como uma forma de estudar e visualizar conjuntos. as func¢des e gréficos de fung¢des, vetores,
circunferéncia e esfera, por exemplo. Note que no desenvolvimento deste estudo utilizamos
apenas conteddos acessiveis a Educacdo Basica, mais especificamente ao Ensino Médio. Pode
ser explorado desde sua ligacdo interdisciplinar com a Cartografia e Proje¢des Cartograficas até
o estudo de fungdes suas representacoes graficas e sua visualiza¢do no plano e o transporte de

seus gréaficos para a superficie da esfera.
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CONSIDERACOES FINAIS

Esta Dissertacao foi construida para apresentar, aos professores de matematica, um
estudo de transporte de graficos do plano para a esfera, usando a funcdo inversa da projecao
estereogréfica, como uma forma de melhorar o ensino de funcdes e graficos de fungdes e o
entendimento sobre a visualizag¢do de gréficos de func¢des através do uso do Software GeoGebra,
estendendo seu alcance, passando do plano para o espago, nesse caso para a esfera.

Desse modo, esperamos que os professores que tiverem contato com esse material
sintam-se convidados a fazer uma reflex@o sobre o contetido de funcdes e suas representagcdes
gréaficas, com as possiveis aplicagdes, inclusive fora da Matemética, como é o caso da projecao
estereogréfica, que encontra aplicagdes na producio de mapas e na geologia, por exemplo. E
da inversa da projecdo estereografica que convidamos o leitor a refletir sobre suas possiveis
aplica¢Oes para além do convencional, como sugerimos que através da inversa da projecao
estereografica pode-se, assim como projetamos graficos de funcgdes, projetar outras imagens com
os mais diversos temas e motivos, sobre objetos esféricos. Por exemplo, a producdo de imagens
sobre uma bola de futebol, a criacdo de uma lente de contato com um desenho sobre a regido da
pupila, um "sharingan".

Além disso, queremos com esse trabalho abrir um espacgo de reflexdo sobre a interdisci-
plinaridade, no caso, abordando um contetdo de Matemdtica com forte relagdo com geografia,
geologia, cartografia, entre outros. Além de refletir sobre a importancia do uso de Software no
ensino de Matematica.

O estudo, apresentado e discutido ndo teve, nem poderia ter, como propdsito esgotar o
que existe de conhecimento sobre o tema, mas de colocar em discussdo uma outra forma de
estudar e visualizar as fun¢des tornando mais evidente a relagdo entre a Matemadtica e outras
areas do conhecimento. Note também que, por se tratar de um trabalho introdutdrio, a partir
dele abrem-se muitas outras possibilidades como por exemplo fazer um processo semelhante, de
transporte de graficos, para o paraboloide ou para o elipsoide. Enfim, essa € uma proposta de
reflex@o e gostarfamos que a partir dessa reflexdo o Professor de Matematica possa mostrar aos

alunos que a Matematica estudada na escola se concretiza na vida.
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Apéndice A

APENDICE

A.1 Transporte da Funcao Quadratica

Usaremos o Software GeoGebra, no modo Applet Start, online, no navegador do compu-
tador no endereco https://www.geogebra.org/classic, executa-se os procedimentos indicados a
seguir, com a Janela Algébrica e a Janela 3D ativas. Faremos o passo-a-passo da visualiza¢do da
mesma fun¢do quadrética da Se¢do Usaremos a Entrada da Janela Algébrica para inserir
as informacodes algébricas e a Janela 3D para a visualizacgao.

Digita-se x"2+y~2+z"2=1 na Entrada da Janela Algébrica para construir a esfera
unitdria centrada na origem do sistema de eixos O XY Z, para a qual serd trasportado o grafico.
Como o Softwere GeoGebra, por padrio traz o ativo o plano centrado na origem, desabilita-
se a exibi¢do este plano. Constréi-se o plano 7 = {(z,y,z) € R3 2 = —1}, digitando-se
(x,v,-1), na Entrada da Janela Algébrica. Para construir a fun¢do f(z) = x?, contida no
plano 7, digita-se (x, x"2,-1), na Entrada da Janela Algébrica. Insere-se a funcdo inversa
da projecdo estereogréfica, ja com a segunda coordenada substituida pela fun¢do f(z) = 22 que

se deseja transportar:

Ax 422 :v2+a:4—4>
24 i 44 24t 4 2t +4)7

v~ (2, 2?) =(
digitando-se na Entrada da Janela Algébrica:
((4x)/(x"2 + x4 + 4), (4x72)/(x"2 + x4 + 4),
(x"2 + x™M - 4)/(x"2 + x™ + 4))

Observe que o Software GeoGebra traz um padrdo de cores diferente das cores utilizadas
nesse trabalho, essas cores podem ser configuradas de forma arbitraria pelo usudrio. O mesmo
ocorre com valores inicial e final das varidveis que por padrdo do Software sao —10 e 10 podendo

ser alteradas de forma arbitraria.
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Note que no trasporte das demais func¢des o processo € andlogo de forma que omitiremos
as orientagOes idénticas e acrescentaremos apenas as orientagdes especificas de cada fungdo e a

respectiva expressao digitavel para Software GeoGebra.

A.2 Transporte da Funcao Cuabica

Faremos a visualiza¢do da mesma funcédo cibica da Secdo Para construir a
fungdo f(x) = x3, contida no plano 7, digita-se (x, x"3, —1), na Entrada da Janela Algébrica.
Insere-se a fungdo inversa da projecdo estereografica, ja com a segunda coordenada substituida

pela fungdo f(z) = 23 que se deseja transportar:

4z 473 x2+x6—4>
2426 4+4" 224+ 25 4+4" 22 +265+4

e
digitando-se na Entrada da Janela Algébrica:
((4x)/(x"2 + x°6 + 4), (4x"3)/(x"2 + x~6 + 4),

(x"2 + x°6 - 4)/(x"2 + x"6 + 4))

A.3 Transporte da Funcao Exponencial

Faremos a visualizagdo da mesma fungdo cibica da Secdo [5.1.4] Para construir a
fungdo f(x) = 2%, contida no plano 7, digita-se (x, 2"~x, —1), na Entrada da Janela Algébrica.
Insere-se a funcdo inversa da projecao estereografica, ja com a segunda coordenada substituida

pela fungio f(z) = 2% que se deseja transportar:

4x 4.2% I2+22x—4)
x2+22$+4’x2+22w+4’x2+22x+4

o2 = (
digitando-se na Entrada da Janela Algébrica:
((4x) /(x"2427 (2x)+4), (4x27x) / (x"24+27 (2x) +4),

(XN2427 (2x) =4) / (x"24+27 (2x) +4))

A.4 Transporte da Funcao Logaritmica

Faremos a visualizacdo da mesma fungdo ctibica da Se¢do [5.1.5] Para construir a fungdo

f(z) = log®, contida no plano 7, digita-se (x, log (x),—1), na Entrada da Janela Algébrica.
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Insere-se a fungdo inversa da projecao estereografica, j4 com a segunda coordenada substituida

pela funcdo f(z) = log” que se deseja transportar:

o (o toge)) = (e  Aosw) ot (osla))” 1)
22+ (log(x))? + 4" 22 4 (log(z))? + 4" 22 + (log(x))? + 4
digitando-se na Entrada da Janela Algébrica:

((4x)/(x"2 + (log(x))"2 + 4), (4*log(x))/(x"2 + (log(x))"2 + 4),

(x"2+ (log(x))"2-4)/(x"2 + (log(x))"2 + 4))

A.5 Transporte da Fun¢ao Seno

Faremos a visualiza¢do da mesma funcdo cibica da Secdo Para construir a
funcdo f(z) = sen(x), contida no plano 7, digita-se (x, sen (x), —1), na Entrada da Janela
Algébrica. Insere-se a funcdo inversa da projecdo estereogréfica, ja com a segunda coordenada

substituida pela fun¢do f(x) = sen(x) que se deseja transportar:

. 4 4(sen(x)) 2? + (sen(z))? — 4
2 (a:,sen(:c)) = 2 ., 2 ) .2 2 7 2 2
2%+ (sen(x))?2 +4" 22 4 (sen(zx))? + 4" 22 + (sen(x))? + 4
digitando-se na Entrada da Janela Algébrica:

((4x)/(x"2 + (sen(x))"2 + 4), (4(sen(x)))/(x"2 + (sen (x))"2 + 4),

(x*2 + (sen(x))"2 — 4)/(x*2 + (sen (x))"2 + 4))

A.6 Transporte da Funcao Cosseno

Faremos a visualiza¢do da mesma funcdo cibica da Secdo Para construir a
fungdo f(x) = cos(z), contida no plano 7, digita-se (x, cos (x), -1), na Entrada da Janela
Algébrica. Insere-se a funcdo inversa da projecdo estereogréfica, ja com a segunda coordenada

substituida pela fungdo f(x) = cos(x) que se deseja transportar:

4z 4(cos(x)) x? + (cos(z))? — 4)

¢~ (z, cos(x)) = ($2 + (cos())?2 + 4" 22 + (cos(x))? + 4" 22 + (cos(x))? + 4

digitando-se na Entrada da Janela Algébrica:

((4x)/ (x"2 + (cos(x))"2 + 4), (4(cos(x)))/(x"2 + (cos(x))"2 + 4),

(x"2 + (cos(x))"2 — 4)/(x"2 + (cos(x))"2 + 4))
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A.7 Transporte da Funcao Tangente

Faremos a visualizagdo da mesma fungdo cibica da Seg¢do [5.1.8] Para construir a
funcdo f(z) = tan(x), contida no plano , digita-se (x, tan (x),—-1), na Entrada da Janela
Algébrica. Insere-se a funcio inversa da projecao estereogréfica, ja com a segunda coordenada

substituida pela fungdo f(x) = tan(x) que se deseja transportar:

4z 4(tan(z)) 22 + (tan(z))? — 4)
22 + (tan(x))2 + 4’ 22 + (tan(z))? + 4’ 22 + (tan(x))? + 4

o~ tan(a)) = (

digitando-se na Entrada da Janela Algébrica:
((4x) /(x"2 + (tan(x))"2 + 4), (4 (tan(x)))/(x"2 + (tan(x))"2 + 4),

(x"2 + (tan(x))"2 - 4)/(x"2 + (tan(x))"2 + 4))
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ANEXOS

B.1 Habilidades de Matematica da BNCC Utilizadas Nesta

Dissertacao

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) Brasil| (2018, P.9-10), em sua estrutura
organizacional, define as Competéncias Gerais da Educacao Basica, em nimero de dez, que
devem ser desenvolvidas ao longo das trés etapas da Educagdo Bésica, consubstanciando o
direito de aprendizagem e desenvolvimento dos estudantes.

As Competéncias Gerais da Educacdo Bésica devem garantir aos estudantes o desenvol-
vimento de Competéncias Especificas, em cada drea, em particular as da drea de Matemdtica do
Ensino Médio, que sdao em nimero de cinco (BRASIL, 2018, p.523) .

Relacionadas a cada Competéncia Especifica, para assegurar seu desenvolvimento, a
BNCC define as habilidades a serem alcangadas por etapa. Cada habilidade na BNCC |Brasil
(2018), p.34) € identificada por um cédigo alfanumérico, que permite identificar a etapa e o ano a
qual a habilidade € indicada, a drea ou componente curricular e a Competéncia Especifica a qual

se relaciona a habilidade. O c6digo é composto da seguinte forma:

* O primeiro par de letras indica a etapa a qual a habilidade € indicada, EI = indica Educagao

Infantil, EF = indica Ensino Fundamental e EM = indica Ensino Médio.

* O primeiro par de nimeros indica o ano que se refere a habilidade. No caso do Ensino
Médio (13) indica que a habilidade descrita pode ser desenvolvida em qualquer série do

Ensino Médio.

* A segunda sequéncia de letras indica a 4rea (trés letras) ou o componente curricular
(duas letras): LGG = Linguagens e suas Tecnologias, LP = Lingua Portuguesa, MAT =
Matemitica e suas Tecnologias, CNT = Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias e CHS =

Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas.

* Dos trés nimeros finais, o 1° nimero, indicam a Competéncia Especifica a qual se relaciona
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a habilidade, e os dois ndmeros finais indicam a ordem da habilidade em relacdo ao

conjunto de habilidades relativas a cada Competéncia Especifica.

A BNCC destaca que o uso de numeragao sequencial para identificar o conjunto de
habilidades, relativas a cada Competéncia Especifica, ndo representa uma hierarquia ou ordem
esperada das aprendizagens. Cabe aos sistemas e escolas definir a progressao das aprendizagens,
em func¢do de seus contextos locais.

Seguem as habilidades de Matematica do Ensino Médio, na BNCC Brasil| (2018, p.524-

533), que guardam relagdo com o tema desta Dissertagao:

* (EM13MAT105) Utilizar as nog¢des de transformagdes isométricas (translacdo, reflexao,
rotacdo e composi¢cOes destas) e transformacdes homotéticas para analisar diferentes

produ¢des humanas como construgdes civis, obras de arte, entre outras.

* (EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de outras
areas do conhecimento, que envolvem equacdes lineares simultaneas, usando técnicas

algébricas e graficas, incluindo ou ndo tecnologias digitais.

* (EM13MAT302) Resolver e elaborar problemas cujos modelos sdo as fun¢des polinomiais

de 1° e 2° graus, em contextos diversos, incluindo ou ndo tecnologias digitais.

* (EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fendmenos
periddicos reais, como ondas sonoras, ciclos menstruais, movimentos ciclicos, entre outros,
e comparar suas representacdes com as fungdes seno e cosseno, no plano cartesiano, com

ou sem apoio de aplicativos de dlgebra e geometria.

* (EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de areas totais e
de volumes de prismas, piramides e corpos redondos (cilindro e cone) em situagdes reais,
como o célculo do gasto de material para forragdes ou pinturas de objetos cujos formatos

sejam composicoes dos solidos estudados.

* (EM13MAT401) Converter representacdes algébricas de fun¢des polinomiais de 1° grau
para representagcdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais o
comportamento € proporcional, recorrendo ou nio a softwares ou aplicativos de dlgebra e

geometria dindmica.

* (EM13MAT402) Converter representacdes algébricas de fungdes polinomiais de 2° grau
para representacdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais ma
varidvel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou nao a softwares

ou aplicativos de dlgebra e geometria dinamica.

* (EM13MAT408) Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias, com base em
dados obtidos em pesquisas por amostras estatisticas, incluindo ou ndo o uso de softwares

que inter-relacionem estatistica, geometria e algebra.
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* (EMI13MAT505) Resolver problemas sobre ladrilhamentos do plano, com ou sem apoio
de aplicativos de geometria dindmica, para conjecturar a respeito dos tipos ou composi¢ao

de poligonos que podem ser utilizados, generalizando padrdes observados.

* (EM13MATS509) Investigar a deformacao de angulos e areas provocada pelas diferentes

projecdes usadas em cartografia, como a cilindrica e a cOnica.

* (EMI3MATS512) Investigar propriedades de figuras geométricas, questionando suas con-
jecturas por meio da busca de contraexemplos, para refutd-las ou reconhecer a necessidade
de sua demonstracdo para valida¢do, como os teoremas relativos aos quadrildteros e

triangulos.
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