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Resumo

Neste trabalho, estudamos quatro sistemas articulados geradores de retas, afim de
verificar matematicamente por que eles funcionam. Esses mecanismos sdo formados
por um conjunto de hastes rigidas, articuladas em suas extremidades, contendo ao
menos uma extremidade fixa e uma extremidade mével. Dentre os sistema existentes,
foram estudados os mecanismos de Watt (1784), Tchebychev (1850), Peaucellier (1864)
e Hart (1874). Os dois primeiros, mecanismos de Watt e de Tchebychev, apresentam
curvas proximas de uma reta, enquanto os dois tltimos mecanismos, de Peaucellier e

Hart, apresentam solugdes exata ao problema.

Palavras-chave: Mecanismos articulados. Retas. Mecanismo de Watt. Mecanismo de

Tchebychev. Mecanismo de Peaucellier. Mecanismo de Hart.



Abstract

In this work, we studied four articulated systems that generate straight lines, in or-
der to mathematically verify why they work. These mechanisms are formed by a set of
rigid rods, articulated at their ends, containing at the least one fixed end and one mo-
vable end. Among the existing systems, we studied Watt’s(1784), Tchebychev’s (1850),
Peaucellier’s (1864) and Hart’s mechanism. The first two, Watt’s and Tchebychev’s
mechanisms, present curves close to a straight line, while the last two mechanisms, by

Peaucellier and Hart, present exact solutions to the problem.

Keywords: Articulated mechanisms. Straight lines. Watt’s linkage. Tchebychev’s lin-

kage. Peaucellier’s linkage. Hart’s inversor.
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INTRODUCAO

Se tracarmos duas circunferéncias, uma usando uma moeda, outra usando um com-
passo, sabemos que o resultado obtido com o segundo é melhor e mais preciso do que
aquele usando a moeda. Essa diferenga qualitativa ocorre porque o compasso é um
instrumento para a criacdo de uma circunferéncia, ao passo que a moeda é apenas um
perfil [3].

Um perfil, como se nota, é um objeto que contém em si a prépria curva (como
a moeda contém em si a forma circular); de sua vez, o instrumento explora alguma
propriedade da curva (como o compasso vale-se da equidistancia dos pontos ao centro
da circunferéncia, marcado pela ponta seca). Dai o motivo por que o instrumento

apresenta resultados melhores do que um perfil.

No caso da reta, vemos que a régua atua também como um mero perfil para traga-la,
e ndo como um instrumento. Isso é assim porque a régua ja contém em si uma forma
retilinea e, portanto, para produzir a prépria régua foi necessario forjar sua forma.
Desse modo, embora a régua seja o objeto mais utilizado para tragar retas, ela ndo

constitui um instrumento para traca-las.

Entdo, cabe a pergunta: é possivel criar um instrumento que descreva um movi-
mento retilineo? Em caso positivo, como?
E esta pergunta que motivou matematicos a estudarem o tema e buscar soluciona-

lo.

Dentre os mateméticos que se debrugaram sobre a questdo, foram estudados neste

trabalho os mecanismos criados por Watt (1784), Tchebychev (1850), Peaucellier (1864)



e Hart (1874).

A pesquisa concentrou-se na pesquisa por instrumentos (e ndo perfis) capazes de
tragar retas ou aproximagdes de retas. Mais especificamente, foram estudados sistemas
articulados geradores de retas, que sdo sistemas sdo formados pelo conjunto de hastes
rigidas, articuladas em suas extremidades, contendo ao menos uma extremidade fixa
e uma extremidade moével. O compasso é um exemplo de sistema articulado gerador

de circunferéncias.
Este trabalho estd organizado da seguinte forma:

No capitulo 1, foram feitos estudos preliminares necessarios a fundamentagdo ma-

temética e ao melhor entendimento dos mecanismos estudados.

O capitulo 2 foi dedicado ao estudo do mecanismo criado por James Watt em 1783.
Iniciou-se com uma breve parte histérica, seguida da parametrizagdo da curva gerada
pelo mecanismo e a indicacdo da equacgdo geral da curva. Por fim, foi feita a descri¢do

da construcao do mecanismo no GeoGebra.

No capitulo 3, estudou-se o mecanismo de Tchebychev criado em 1850, igualmente
iniciando com uma breve introdugdo histérica seguida da parametrizagdo da curva
gerada pelo mecanismo. Ao final, também foi feita a descri¢do da constru¢do do meca-

nismo no GeoGebra.

Nos capitulos 4 e 5 foram estudados, respectivamente, os mecanismos de Peucellier
(1864) e Hart (1874). Ambos os capitulos iniciaram com uma breve preliminar histoérica,
seguida pelo estudo de cada mecanismo e do motivo por que eles descrevem uma reta
perfeita. No fim de cada capitulo, fizemos a descri¢do da constru¢do dos mecanismos

no GeoGebra.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo iniciaremos estudando as curvas parametrizadas e a sua curvatura. Este
estudo foi feito nas se¢des 1.1 a 1.4 deste capitulo e foram baseadas no livro Geometria
Diferencial de Curvas e Superficies de PERDIGAO DO CARMO (2005), limitando o es-

tudo a curvas no plano.

Na sequéncia, estudaremos a inversao circular no plano com base no artigo "A in-
versdo circular e sistemas articulados" (GARCIA e MUREB SALLUM, 2009). Este es-
tudo preliminar se justifica pela necessidade dessa teoria na demonstracdo de que as
curvas de Peacellier e de Hart de fato sao retas perfeitas, como serd visto nos capitulos

4eb5.

1.1 Curvas parametrizadas

Definic¢do 1.1. Uma curva diferencidvel parametrizada no plano é uma aplicagio diferen-

cidvel o : I — R? de um intervalo aberto I = (a, b) da reta real R em R>.

O termo diferencidvel usado na defini¢do 1.1 indica que « é uma correspondéncia
que leva cada t € I a um ponto a(t) = (z(t),y(t)) € R? de modo que as fungdes reais
x(t) e y(t) sdo diferencidveis. Neste caso, a varidvel ¢ é o pardmetro da curva. O termo

intervalo é utilizado em sentido amplo, também incluindo os casos a = —o0, b = +o0.
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A primeira derivada de z(¢) e de y(¢) em um ponto ¢ serdo denotadas por z'(t) e
y'(t), respectivamente, e, assim, o vetor (2/(t),y'(t)) = /(t) € R? é chamado de vetor
tangente ou vetor velocidade da curva plana a.

A imagem «o(I) C R? é chamado trago da curva a.

Exemplo 1.2. A aplicagdo o : R — R? dada por a(t) = (at + b,ct + d), t € a,b,c,d €
R, é uma curva diferencidvel parametrizada cujo trago é uma reta, e com equacao de

equagdo geral y = £z + 2=,

De fato:

x—>b
r=at+bst=
a
z—0b c ad — cb
y=ct+d=c +dey=—-ov+
a

a

Exemplo 1.3. A aplicagdo « : (0,27) — R* dada por a(t) = (r-cos(t),r-sin(t)), r € R,
é uma curva diferencidvel parametrizada cujo traco é uma circunferéncia de raio r e

centro (0, 0).

Veja que 7 - cos(t) e r - sin(t) estdao sempre limitados ao intervalo [—r, r]. Além disso,
se calcularmos o vetor tangente dessa aplicagdo temos:

o/ (t) = (=r - sin(t),r - cos(t)).

De sua vez, a norma do vetor tangente é:

o/ (t)] = /(=7 - sint)? + (r - cost)? = \/12(sin’t + cos’t) = V12 =r.

O que se tem, portanto, é que a norma do vetor tangente mede sempre r para todo

parametro ¢ e essa condicdo descreve, justamente, uma circunferéncia.

Exemplo 1.4. A aplicacdo o : R — R? dada por a(t) = (3 — 4¢,t* — 4), t € R, é uma
curva diferencidvel parametrizada cujo trago estd esbocado na figura a seguir. Note

que a(2) = a(—2) = (0,0); isto é, a aplicagdo o ndo é biunivoca.

Exemplo 1.5. A aplicagdo o : R — R? dada por a(t) = (t,t|), ¢ € R, ndo é uma curva

diferencidvel parametrizada, pois |t| ndo é diferencidvel em ¢ = 0.



Figura 1.1: Curva diferencidvel parametrizada

Fonte: A autora.

Agora, devemos recordar algumas propriedades do produto interno de vetores em
R?.

Seja u = (uy,ug) € R?; definimos a sua norma (ou comprimento) por

lu| = \/u? + u3.

Geometricamente, |u| é a distancia do ponto (uy, u2) a origem O = (0, 0).
Sejam, agora, u = (u1,us) v = (v1,v2), u,v € R? e seja 0 < # < II, o &ngulo formado
pelos segmentos Ou e Ov. O produto interno « - v é definido por
u-v = |ulv|cosh.
Valem as seguintes propriedades:

1. Sejam u e v vetores ndo nulos. Entdo u - v = 0 se, e somente se, u é ortogonal a v.

3. AMu-v)=Au-v=u-Av.
4 u-(utw)=u-v+u-w

Sejam e; = (1,0) e eo = (0,1). Verifica-se facilmente que e; - ¢; = 1 se i = j e que
e;-e; =0sei# j,ondei, j=1,2.

Desse modo, Se escrevermos

U = Ur€] + Uges

V= V161 + Vg€o

5



e utilizarmos as propriedades 3 e 4, obtemos

UV = UV + Ugvs.

Da expressdo acima, temos que, se u(t) e v(t), t € I, sdo curvas diferencidveis entdo

u(t) - v(t) é uma funcdo diferenciavel e

u'(t) - o(t) +ult) - v'(F)

&|
~
—
i~
VS
~~
S—
e
—
~
S—
S—
Il

Seja a : I — R? uma curva diferencidvel parametrizada. Para cada ¢t € I tal que
o' # 0, hd uma reta bem definida contendo o ponto a(t) e o vetor o/(¢). Essa reta é

chamada de reta tangente a e t.

Ainda, chamaremos de ponto singular de o um ponto ¢t € I, onde o/(t) = 0.

Defini¢do 1.6. Uma curva diferencidvel parametrizada o : I — R* é chamada regular

se o’ # Oparatodot e I.

Daqui em diante, serdo consideradas apenas curvas diferencidveis parametrizadas

regulares e o termo diferencidvel serd omitido.

Dado t, € I, 0 comprimento de arco de uma curva parametrizada regular o : [ — R?,

a partir do ponto ¢, é por defini¢do

s = [ ol

onde

o ()] = V(@' (£))* + (y'(1))?

é o comprimento do vetor &/(t). Como o/(t) # 0 (porque a curva parametrizada é

regular), o comprimento do arco s é uma funcao diferencidvel em ¢ e ds/dt = |o/(t)].
Pode acontecer do parametro ¢ ja seja o comprimento de arco medido a partir de um

certo ponto. Neste caso, ds/dt = 1 = |a/(t)]; isto é, o vetor velocidade tem comprimento

constante igual a 1.



Reciprocamente, se |¢/(t)| = 1, entdo

t
s:/ dt =t —t,;
to

isto é, ¢t € o comprimento de arco de a medido a partir de algum ponto.

Vamos nos restringir as curvas parametrizadas pelo comprimento de arco s dora-

vante.

Exemplo 1.7. Seja a aplicacdo « : (0, +00) — R? dada por «(t) = (at + b, ct + d), cujo
trago, como ja vimos, é uma reta.
A norma do vetor tangente |o/(t)| é igual a |o/(t)] = |(a,¢)| = Va® + 2. Agora,

vamos calcular o comprimento de arco, isto é:

S(t) = /t: /(1)) di
= /t:\/mdt

N A N s

()

St=

Note que: quando ¢t = 0, temos que s = s(0) = 0; quando ¢t = +o0, temos que
s = lim s(t) = +o0.

t—o00

Logo, a aplicagdo pode ser reparametrizada pelo comprimento de arco da seguinte

forma: o : R — R? tal que a(s) = (aﬁ +bhoeomg=+ d).

Exemplo 1.8. Seja a aplicagdo « : (0,27) — R? dada por a(t) = (r - cost,r - sint), cujo

traco, como ja vimos, é uma circunferéncia de raio r.

Também ja vimos que a norma do vetor tangente |o/(¢)| é igual a . Agora, vamos



calcular o comprimento de arco, isto é:

s(t) = /t o ()| dt

:/ rdt
to

=rt|y=rt

Note que: quando ¢ = 0, temos que s = s(0) = 0; quando ¢ = 27, temos que s = 277

Logo, a aplicagdo pode ser reparametrizada pelo comprimento de arco da seguinte

forma: o : (0, 27r) — R? tal que a(s) = (r - cos®,r - sin?).

Seja a : I = (a,b) — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s.
Como o vetor tangente o/(s) é unitdrio, o médulo |a”(s)| da derivada segunda mede
a taxa de variacdo do angulo que as tangentes vizinhas fazem com a tangente em s.
Assim, |o(s)| resulta numa medida do qudo rapidamente a curva se afasta da tangente

em ¢, em uma vizinhanga de s. Isso sugere a definigdo a seguir.

Defini¢do 1.9. Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

t € I. Onumero | (t)| = k(t) chama-se curvatura de o em ¢.

Teorema 1.10. Uma curva parametrizada é uma reta se, e somente se, sua curvatura é zero

para todo pardmetro.

Demonstragio. Inicialmente, vimos no exemplo 1.2 que, se uma aplicagdo a : R — R?
é dada por duas equagdes de primeiro grau, a(t) = (at + b,ct + d), t € R, entdo a
aplicagdo possui o traco como reta cuja equagédo geral € y = £x + @.

De outro lado, suponha que « seja uma reta com equagdo geral o : mz +ny+p =0,
onde m, n,p € R. Neste caso, z = — (Zy + 2).

Se fizermost = "y + L entdor = —tey = 7t —

38

Portanto, o pode ser parametrizada em funcdo do parametro p da seguinte forma
o (—t, 2t —2),
Isso mostra que a pode ser parametrizada por duas equagdes de primeiro grau em

funcdo de t.



Feitas essas consideragdes iniciais, vamos a prova do teorema.

Se a é uma reta, entdo podemos escrevé-la como uma aplicacdo a(t) = (at+b, ct+d),
onde a,b,c,d € R.

Neste caso, como ja vimos, a pode ser reparametrizada pelo comprimento de arco
da seguinte forma: o : R — R? tal que a(s) = < g t b e + d).

Dai, |&/(s)| = 1 e a"(s) = (0,0) e, portanto, |a”(s) = 0.

Logo, se v é uma reta, a curvatura é zero para todo ¢.

Reciproca: Se a é uma curva cuja curvatura é igual a 0, isso indica que () =
(0,0), para todo t. Desse modo, integrando o”(¢) temos que a primeira derivada (vetor
tangente) é constante, isto é, o/(t) = (a,c), onde a,c € R. Agora, integrando o vetor
tangente, temos que a(t) = (at + b,ct + d), com a, b, ¢, d € R.

Nessas condig¢des, a é uma reta.

Exemplo 1.11. Se @ é uma circunferéncia de raio r e centro em (0, 0), sua equagao pa-
rametrizada é a(t) : (r - cost,r - sint). Dai, como ja vimos, a aplicagdo pode ser repara-
metrizada pelo comprimento de arco da seguinte forma: « : (0,27r) — R? dada por

a(s) = (r- cos®,r - sin?). Sendo assim, temos que:

o/(s) = (—7’ - sin <;> %,r - cos (;) %) _ (—sm (;) cos (;))
9= (o () 1o () )
) =y (eos? (2) 4 sin (2)) = 2

1
Logo, a curvatura de a é —.
r

1.2 Inversdo circular no plano

Agora, ainda nas preliminares, vamos estudar as inversodes circulares no plano. Este
estudo é importante porque, nos capitulos 4 e 5, justificamos matematicamente, a partir

dessa teoria, o funcionamento dos mecanismos la estudados.



Esta secdo foi baseada no artigo "A inversao circular e sistemas articulados"(GARCIA

e MUREB SALLUM, 2009).

Definic¢do 1.12. A inversdo em relagdo a uma circunferéncia C'(O, r), de centro O e raio
r, é a transformacado do plano sem o ponto O, em si mesmo que leva um ponto A em

seu inverso A’ conforme se segue:

i) Se A estd no exterior de C'(O,r): trace as duas tangentes a C'(O, r) passando por
A; trace o segmento ligando os pontos de tangéncia P e (), que corta o segmento

OA no ponto A’. Entdo dizemos que A’ é a inversdo do ponto A;

Figura 1.2: Inversdo quando A esta no exterior da circunferéncia

Fonte: A autora.

ii) Se A € C(O,r): ainversdao A’ do ponto A é o préprio ponto A;

Figura 1.3: Inversdo quando A pertence a circunferéncia

Fonte: A autora.

iii) Se A estd no interior de C(O,r), com A # O: trace a semirreta OA e a reta s,

perpendicular a OA passando por A; marque os pontos P e () nas intersecdes

10



entre C'(O, ) e s; trace as tangentes a C'(O, r) passando por P e (), que se cortam

no ponto A’, que é a inversao do ponto A.

Figura 1.4: Inversdo quanto A estd no interior da circunferéncia

Fonte: A autora.

Proposicdo 1.13. Se A estd no exterior de C(O,r), e sejam P e Q) os pontos de tangéncia das

duas retas tangentes a C(O, r) passando por A. Entdo PQ) L OA.

A

Fonte: A autora.

Demonstragio. OP = OQ e m(ZOPA) = m(£Z0QA) = 90°. Logo, pelo caso especial
de congruéncia cateto-hipotenusa, temos que os tridngulos AOPA e AOQA sdo con-
gruentes. Em particular, m(ZPOA) = m(£QOA). Logo, o segmento OA’ é a bissetriz
do angulo ZPOQ. Como o tridangulo APOQ) é isésceles, entdo o segmento OA’, além
de bissetriz, é também a altura do tridngulo APOQ). Sendo assim, PQ) L. OA’ e, como

A" € OA de consequéncia, PQ L OA. |

Lema 1.14. Seja v um circulo de centro O e seja T' um ponto exterior ao circulo. Se P e @)

mostrados na figura abaixo sdo tais que TP e T'() sdo tangentes a y entdo:

11



Figura 1.5: Lema 1.14

Fonte: A autora.
(@) TP =TQ;
(b) TO é a mediatriz de PQ);
(c) TO éa bissetriz dos dngulos ZPOQ e ZPTQ;

(d) TO L PQ.

Demonstragio. A prova das asser¢des acima estd na proposigao 3.28 da referéncia [10].

Proposicdo 1.15. Se A’ é a inversdo circular de A, que estd no interior de C(O,r), com A # O,

entdo A’ pertence a reta O A.

Demonstragido. Conforme lema 1.14, item (d), podemos afirmar que OA" L P(Q). De sua
vez, por construcdo, A € PQ e OA L PQ. Sendo assim, temos duas retas perpendicu-
lares a reta P() passando por O. Sabemos que, dada uma reta r e um ponto 7" fora dela,
existe uma tnica reta perpendicular a r passando pelo ponto 7. Com isso, concluimos

que OA e OA’ sdo coincidentes e, portanto, A’ € OA, como queriamos demonstrar.

Proposicao 1.16. Se A # O entdo (A') = A e, portanto, a inversio é uma aplicagio bijetora

fiR2— {0} — R? — {O}; f(A) = A".

Demonstragio. Vamos provar que a funcdo é injetora. Para isso, vamos dividir em 3
situagdes: quando A’ estd no exterior a circunferéncia, quando A’ estd na circunferéncia

e quando A’ estd no interior da circunferéncia.
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Caso 1 - Se A’ = B’, ambos no exterior de C(O,r): Nesta caso, significa que os
pontos P e (), que marcam a intersecdo da circunferéncia com a reta s, perpendicular a
semirreta O A, sdo os mesmos para A’ e B'. De consequéncia, a reta P() é tinica e indica

que A = B.

Caso 2 - Se A’ = B’, ambos pertencentes a C'(O, r): Neste caso, por defini¢do,

A=A"=B =B.

Caso 3 - Se A’ = B’, ambos no interior de C(O,r): Nesta caso, significa que os
pontos P e (), que tangenciam a circunferéncia e passam por A’ = B’ sdo os mesmos
para A" e B'. De consequéncia, as retas tangentes a P e a () sdo tnicas e se encontram

no ponto A = B.
Agora, vamos provar que a fungdo é sobrejetora, também dividindo em 3 casos.

Caso 1: Seja B pertencente ao plano II — {O}, que é o plano que contém a circunfe-
réncia C(O, ), com B # O.

Se B pertence a C'(O,r), entdo tomemos A pertencente ao plano II — {O} como
sendo o préprio B. De outro lado, temos pela definicdo da inversdo que A = A’ Desse
modo, temos que B = A = A'.

Caso 2: Se B estd no interior de C(O,r), entdo trace a semirreta OB e a reta s,
perpendicular a OB passando por B; marque os pontos P e () nas interse¢des entre
C(O,r) e s; trace as tangentes a C'(O, r) passando por P e (), que se cortam no ponto
A. Agora, veja que A é exterior a C(O, ) e, fazendo a construgdo de seu inverso e em
relagdo a C'(O,r) veremos que A’ = B. Logo, dado B no interior de C'(O, ), existe A
tal que A’ = B.

Caso 3: Se B estd no exterior de C'(O, r), trace as duas tangentes a C'(O, r) passando
por B; trace o segmento ligando os pontos de tangéncia P e (), que corta o segmento
OB no ponto A. Agora, veja que A é interior a C'(O, ) e, fazendo a construcdo do seu
inverso em rel¢ao a C'(O, ) veremos que A’ = B. Logo, dado B no exterior de C(O, ),

existe A tal que A’ = B. |

Proposicdo 1.17. A inversdo em relagio a circunferéncia v = C(O,r) é a transformagio do

plano, sem o centro O, que leva a cada ponto A # O em um ponto B da semirreta OA tal que
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A-OB = r2

Demonstragio. Sejam A e B inversos um do outro. Vamos dividir em dois casos:

i) Se A= Bentdo A, B € C(O,r)e OA-OB =2

ii) Se A # B, os triangulos AOBP e AOPA sdo semelhantes pelo caso AA e, assim,

%:g = %' Logo, como OP = r, entdo OA - OB = r2.

A reciproca da ultima proposicdo também é valida. Isto é, se A e B sdo pontos de

uma semirreta por O, tais que OA - OB = 7%, o ponto A é o inverso de B.
De fato.

Sem perda de generalidade, supomos que A estd em v. Entdo, OA = r e, se OA -
OB = r?,entdo OB = r, 0 que significa que B € e, assim, A = B.

Agora, antes de avangarmos, veja que: um dos pontos estd no interior de v se,
e somente se, 0 outro estd no exterior. Suponha que A estd no interior de v e, por
absurdo, suponha que B est4 em + ou no interior de 7. Assim, OA < re OB < r. De
consequencia, OA-OB < 1%, 0 que contradiz a hipétese de que OA - OB = r?. De outro
lado, suponha que A estd no exterior de v e, por absurdo, suponha que B estd em 7y ou
no exterior de 7. Assim, OA > r e OB > r. De consequéncia, OA - OB > r?, o que
contradiz a hip6tese de que OA - OB = r?.

Agora, finalizando a prova da reciproca, suponha A no interior de +.

Tragando PA L OB temos que APOA ~ AA’OP pelo caso de semelhanga LAL.

Fonte: A autora.
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OB_r OB_0OP
~0OA ~OP O0A
mostra que OB ~ OP e OP ~ OA. Além disso, ZAOP = ZPOA'.

Isso porque, por hipétese, OA - OB = r%. Logo, = k. Isso

Portanto, m(ZOPB) =90° e B = A, isto é, B é o inverso de A.

Proposicao 1.18. A inversio, em relagio a uma circunferéncia y de centro O e raio r, leva uma

reta que passa por O, sem esse ponto, nela mesma;

Demonstragio. Segue da defini¢do de inversao. u

Proposicao 1.19. (Inversdo reta-circunferéncia) A inversdo, em relagdo a uma circunferéncia

~v de centro O e raio r, leva:
1. uma reta que ndo passa por O em uma circunferéncia que passa por O;
2. uma circunferéncia que passa por O, sem esse ponto, em uma reta que nio passa por O;

Demonstragio. 1. Dada uma reta s que ndo passa por O, trace a semirreta OA perpen-

dicular a s no ponto A e marque o ponto A’, inverso de A.

Fonte: A autora.

Para cada X € s, X # A, trace o seu inverso X'.

Como ja vimos por proposigdo, podemos afirmar que OA - OA’ = OX - OX' = r?.
Logo, os triangulos AOX'A’ e AOAX sao semelhantes pelo caso LAL. De consequén-
cia, o tridngulo AOX'A’ é retangulo em X'

Neste ponto, é valido recordar que todo tridngulo retantulo é inscritivel numa cir-
cunferéncia, sendo que a hipotenusa é o didmetro dessa circunferéncia. Desse modo,

segue que X' estd na circunferéncia de didmetro OA".
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Fonte: A autora.

2. Considere uma circunferéncia que passa por O, de didmetro OA e A’ o inverso
de A em . Marque nela o ponto A # O e trace o seu inverso A’. Para cada ponto X
dessa circunferéncia, trace seu inverso X'.

Os triangulos AOAX e AOX'A’ sdo semelhantes pelo caso LAL, pois OX - OX' =
OA - OA’ = r?. Assim, como m(ZOXA) = 90° entdo m(LOA’X) = 90°. Isso signi-
fica que, enquanto X pertence a circunferéncia que passa por O, de diametro O A, seu

inverso X' descreve uma reta perpendicular a reta O A. |

A proposicdo a seguir ndo tem utilidade para as demonstragdes futuras e foram

mantidas no trabalho a titulo de curiosidade. Caso o leitor queira, pode omiti-la.

Proposicao 1.20. (Inversdo circunferéncia-circunferéncia) A inversio, em relagdo a uma cir-

cunferéncia y de centro O e raio r, leva:

1. uma circunferéncia perpendicular a circunferéncia y de inversio sobre si mesma;

2. qualquer circunferéncia que nio passa por O em uma circunferéncia.

1. Dizemos que uma circunferéncia C(O,r) e C(0’',1") é perpendicular a outra se as
circunferéncias sdo secantes e os pontos de intersecdo P e () tém as seguintes proprie-

dades: OP é perpendicular a O'P e OQ) é perpendicular a O'Q).

Posto isso, seja c a circunferéncia perpendicular a circunferéncia v de inversao e seja

P e () os pontos de intersecdo de c e .
Os segmentos OP e O() sdo tangentes a c.

Para cada A € ¢, seja A’ o outro ponto de intersecdo de ¢ com a semirreta O A.

Como OA - OA" = OP° = 12 pelo Teorema das Cordas, segue que A’ é o inverso de
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Fonte: A autora.

2. Seja c uma circunferéncia que ndo passa pelo centro O da circunferéncia v de

inversao.

1° caso: O estd no exterior de c.

Fonte: A autora.

Trace OA tangente a c.

Para cada ponto B € ¢, considere B’ o outro ponto de encontro de ¢ com a semirreta

OB. Tem-se que

OB-0B = 0A". (1-1)

Se B” é o inverso de B’ em relagdo a circunferéncia v, que tem raio r, entdo

OB’ -OB" = r*. (1-2)
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De 1-1 e 1-2 segue que OB” = (r/OA)*- OB.

Logo, o inverso da circunferéncia c, em relagdo a v, é a sua imagem pela homotetia
de centro O e razédo (r/OA)>%.

Assim, a inversdo leva a circunferéncia ¢, com O ¢ ¢, numa circunferéncia c'.

2° caso: O esta no interior de c.

Fixe um ponto B € c e trace B’ o outro ponto de intersecdo da reta OB com c e
considere k = OB - OB'.

Para cada A € ¢, seja A’ 0 outro ponto de intersecdo da reta OA com c.

Pelo teorema da Poténcia de Ponto, sabemos que OA - OA’ = OB - OB’ = k.

Se A" é o inverso de A’ € ¢, em relacdo a vy, entdo OA’ - OA” = r2, onde r é o raio de
7. Logo, OA” = (r?/k) - OA.

Assim, a inversdo, em relagdo a v, leva c na sua imagem homotética de centro O e

razdo r?/k, onde k = OB - OB’, e, portanto, numa circunferéncia ¢

Fonte: A autora.

18



CAPITULO 2

MECANISMO DE WATT

Neste capitulo, vamos estudar o mecanismo criado por James Watt em 1783. Inici-
aremos com um breve contexto histérico, seguido da parametrizacdo da curva gerada
pelo mecanismo e a indica¢do da equacdo geral da curva. Por fim, faremos a construgdo

do mecanismo no GeoGebra.

Este capitulo tem como principal referéncia o artigo "O Mecanismo de Watt" (CA-

PUTL GERONIMO e NIRO, 2008).

2.1 Contexto historico

James Watt (1736 - 1819) foi um inventor e engenheiro mecéanico escocés, mundial-
mente reconhecido pelos aprimoramentos que fez na maquina a vapor inicialmente

inventada por Thomas Newcomen em 1712.

De acordo com o livro "The life of James Watt" (MUIRHEAD, 1858), em 28/04 /1974,
Watt deu entrada no pedido de patente de diversas melhorias na maquina a vapor, tais
como rodas a vapor, balanceamento das hastes da bomba, comunicagdo de movimento
do mesmo motor para dois eixos primdrios separados e a criacdo de aparelhos para

abrir as valvulas reguladoras com rapidez. N&o bastassem esses aprimoramentos,
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Figura 2.1: James Watt

Fonte: Kingsford, 2023

nessa mesma patente ele registrou diversos métodos para converter um movimento

circular em um movimento retilineo (MUIRHEAD, 1858, p. 293).

Figura 2.2: Capa do livro "The life of James Watt"

THE LIIME

JAMES WATT,

SELECTIONS FROM 115 CORRESIONDENCE,

JAMES PATRICK MUIRHEAD, M.A.,

LONDON:
JOHN MURRAY, ALBEMARLE STREET.
1K,

ity

Fonte: MUIRHEAD, 1858

Sobre esta invencdo, Watt escreveu para seu filho, também chamado James Watt,

em 10/11/1808:

"... apds um tempo, ocorreu-me que, sendo AB e CD, com raios de mesma medida
girando nos centros B e C, conectados entre si por uma haste AD, ao se move-
rem por meio de arcos de certos comprimentos, as variagdes da linha reta seriam
quase iguais e opostas, e que o ponto E descreveria uma linha quase reta, e que se
por conveniénia o raio CD fosse apenas metade de AB, movendo o ponto E para

mais perto de D, o mesmo ocorreria; e a partir disso a construgdo daquilo que foi
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posteriormente chamado de ‘o movimento paralelo” foi derivada. Embora eu nio
esteja muito ansioso pela fama, estou mais orgqulhoso do "movimento paralelo” do

que qualquer outra invengio mecinica que jd fiz” (MUIRHEAD, 1858, p. 294).
Eis 0 esboco que acompanhou a carta:

Figura 2.3: Esboco feito por Watt

’ QL_—.TB
&
‘m—%;b
Fonte: MUIRHEAD, 1858, p. 294
Como mencionado por Watt, seu mecanismo é formado por trés hastes, digamos

AP, BQ e PQ, fixas nos pontos A e B. O ponto M, ponto médio da haste P(), descreve

um percurcurso quase retilineo, embora a trajetéria completa de M assemelhe-se a

desenho do infinito.

Figura 2.4: Mecanismo de Watt

-
o

.
.
~.
o

Fonte: A autora.

A (a, -c)

No tépico a seguir, iremos analisar com detalhes a curva descrita pelo ponto M.
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2.2 A curva de Watt

Neste topico vamos estudar a curva de Watt, buscando parametriza-la e apresentar
sua equagdo geral. Como mencionado anteriormente, o estudo foi embasado no artigo
"O Mecanismo de Watt" (CAPUTI, GERONIMO e NIRO, 2008). Nossa contribuicao
neste topico foi a corre¢cdo de um erro nos calculos contidos no referido trabalho; além
disso, abrimos os calculos aos minimos detalhes e também construimos o mecanismo

no GeoGebra para viabilizar a sua manipulacao.
Feitas essas consideragdes iniciais, vamos ao estudo da curva.

Para isso, consideramos o sistema articulado formado pelos pivos A = (a,—c) e
B = (—a,c), com a,c € R, os pontos méveis P e (), as barras méveis AP, BQ e PQ
e o trago determinado pelo ponto M, também movel, que é o ponto médio de PQ.
Vamos supor que AP é congruente e B(), com medida a e que, quando AP é paralelo a
BQ), temos P(Q perpendicular a ambos. Vamos supor que a posicdo inicial das barras,
ambas moéveis, AF) e B(), sejam tais que AF, é paralelo a B(),, conforme figura que se

segue.

Figura 2.5: Mecanismo de Watt - posigdo inicial

B (-a, c)

S——r
P A (a, -c)

Fonte: A autora.

A manipulagdo do mecanismo de Watt pode ser feita virtualmente através do link

ou do gr-code abaixo:
=1 EE
https://www.geogebra.org/classic/tmggnnhp e e

Elﬁ -
Se a barra AP rotacionar a um angulo a no sentido horério e a barra B() rotacionar
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um angulo 8 no sentido anti-hordrio em torno dos pontos A e B, respectivamente,

obtemos o desenho conforme figura a seguir.

Figura 2.6: Mecanismo de Watt - rotagdo de AP

Po Py A(a, -c)

Fonte: A autora.

Se consideramos as coordenadas de P como sendo (P,, P,) e se —90° < o < 90°
temos:

|P,A| =a-cosa = P, =a—a-cosa (2-1)
|P,Py| = a-sine = Py=—c+a- sina (2-2)

Obs.: Em relacdo a P,, note que a expressdo acima é valida mesmo quando —90° <
a < 0° porque sin(—a) = —sin(w).
Ainda, se considerarmos as coordenadas de () como sendo (Q,,Q,) e —90° < 8 <

90° temos:

|BQ:| =a-cosp = Q. =—a+a-cosp (2-3)
QQ.| =a-sinf = Q,=c+a-sinf (2-4)

Obs.: Em relagdo a (),, note que a expressdo acima é vélida mesmo quando —90° <
f < 0° porque sin(—f) = —sin(f).

Agora, sejam (x,y) as coordenadas do ponto M.
Como M é o ponto médio do segmento P() entdo podemos afirmar que

P + Qe

r=—-
2
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:Py"‘Qy
2

Sendo assim, usando as equagdes 2-1, 2-2, 2-3 e 2-4, obtemos:

. a — acosa — a + acos3 _ %(COSﬁ — cosa) = —a - sin (ﬁ —; a) 81N (6_7&> (2-5)

2
(%5) eo

As equagdes 2-5 e 2-6 sdo as equagdes paramétricas do ponto M. Isto é, podemos

—c+asina+c+asinf  a, . , . (Bt
Yy = 5 = E(smﬁ + sina) = a - sin 5 - cos

escrever )M a dois pardmetros como a fungao:

O(a, B) : <—a - sin (5*’%) - sin (%) .a - sin (B —; a) - cos <6 ; a)) (2-7)

O tragado do ponto M, ao variarmos « e 3 é o seguinte:

Figura 2.7: Mecanismo de Watt - Tracado do ponto M

.
~.
~.
Soen

Fonte: A autora.

A (a, -c)

Agora, vamos buscar estabelecer uma relacdo entre o e 5 para que as equagdes 2-5 e
2-6 tenham apenas um parametro. Aqui, lembramos que o angulo a # 0 corresponde a

uma rotacdo da barra AP, onde o ponto A é o pivd. Ao fazer esse movimento, o ponto
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P, que inicialmente se encontrava na posicao (0, —c) passa para a posigdo
(a — acosa, —c + asina),

como ja vimos acima (equagdes 2-1 e 2-2).

P(a — acosa, —c + sena)

Fonte: A autora.

Como as barras PQ e BQ tém comprimento fixo, entdo, fixado o, a posigdo do ponto
() deve ser igual a uma das interse¢des entre a circunferéncia C'(P, 2¢), de centro em P

e raio de medida 2¢, e a circunferéncia C'(B, a), de centro em B e raio de medida «.

Veja que:
C(P,2¢) : (x — (a — acosa))? + (y — (asina — ¢))* — 4¢* = 0.

E que:
C(B,a): (x+a)*+ (y—c)* —a® = 0.

Sendo assim, igualando as duas tltimas equagdes, temos o seguinte:

(z — (a — acosa))? + (y — (asina — ¢))* — 4c* = (v +a)* + (y — ¢)* — a’.

Para que a expressao algébrica nado fique tdo extensa e para facilitar o desenvolvi-
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mento, vamos fazer a mudanca de variavel: t = cosa e v = sina. Temos, assim:
v —2z(a—at)+(a—at)?+y* —2y(av—c)+(av—c)* —4c* = 2* +2ax+a* +y* —2cy+c* —a’.
Agora, isolando y, temos:

~ 2ax(2—t) — (a —at)? — (av — ¢)* + 5¢°

— 2-8
y 4c — 2av (2-8)

A equacdo 2-8 acima é a equagdo da reta que passa pelos dois pontos de interse¢do

entre a circunferéncia C'(B, a) e a circunferéncia C(P,2c). Na figura, trata-se da reta

tracejada em rosa:

-, Q.
Nt Q
- sannnnes ¢ J
B :
B .~ Q, :00
Tou
_ IQI ........
.q'....
Py _

Fonte: A autora.

Abrindo a equacgdo da circunferéncia C'(B, a) temos:
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(z+a)’+(y—c)?=d
& 1’4 2ar +a® + (y — ) = a?

& 2®+2ax+ (y—c)* =0

Agora, substituindo o valor de y da equagaos 2-8 na equacado acima, temos:

0 =2?+2ar + (y — c)?

24 9ar 4 2az(2 — t) — (a — at)? — (av — ¢)* + 5c? iy ?
4c — 2av
2
=2+ 2+ | ——=—) (2ax(2—1) — (a —at)? — (av — ¢)® + 5c* — 4c® + 2acv)?
4c — 2av
1
= 2% + 2azx + m@ax@ —t) 4+ — (a—at)® — (av — ¢)® + 2acv)?

1
= 2% + 2ax + m[éla%z@ —1)* +dax(2 — t)(c* — (a — at)® — (av — ¢)* + 2acv)

+(* — (a — at)* — (av — ¢)* + 2acv)?]

_ g2 Ll N %} . {2 N 4a(22 —1)(c? - <a<4—c Cit);a;)gav I gmq
N {(c — (a— at()46—_ (;Z:U;C) + 2acv) }

Se 4¢ — 2av = R, temos:

0= [1 . ‘W(;_Q—t)“"] = [2a L W20 (- a;); ~ (v — O+ ZaCU)}
n {(CQ — (a —at)? —R(;w — )+ 2acv)2}

Agora, vamos fazer outra substitui¢cdo de variavel:
4a?(2—1)?
m=1+ 322 )

n = 2a + 4‘1(2_t)(02_(a—agj—(av—c)Q-i-Zacv)

_ (2—(a—at)®—(av—c)?+2acv)?
b= R2

Por fim, temos:
—n £ /n? —4mp

2m
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Esse resultado acima corresponde as coordenadas = dos pontos () e (). Note que o
ponto ()’ sempre estara a esquerda do ponto () e, como nos interessa apenas a coorde-
nada deste dltimo, consideraremos apenas o maior resultado de z, que é quando hé a
adicdo do discriminante acima (e ndo a subtracdo dele). A coordenada y desse mesmo
ponto é o resultado da aplicagdo desse valor de = na equagdo 2-6, isto €, o ponto () tem

coordenadas:

—n + /n? — 4mp

Qm:

2m

0, 2a(2 — t)(— AP W) — (a—at)? — (av — ¢)® + 5c?

4e — 2av

Sendo assim, temos que a medida do segmento (), é igual a

Q_Qac:Qy—C:2a(2_t)(n++\/m)_(a—at)2—(av—c)2+5c2_C

4ec — 2av

Por fim, concluimos que

8 = arcsin < Qx) :
a

Entdo, podemos dizer que 5 é uma fungdo de o, isto é:

p=fla) (2-9)

Desse modo, temos a curva de Watt pode ser parametrizada da seguinte forma:

001 (s (HE0) i (100 iy (K20 (L) =0))

Na sequéncia, temos por objetivo encontrar uma equagao geral do ponto M(z,y),

em funcdo dos valores de a e b. Inicialmente, é valido relembrar as seguintes identida-
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des trigonométricas:

+5 b
sina =+ sinb = 23ina cosa :'2:
a a—>b
cosa + cosb = 2cos cos 5
a+b  a—0b
cosa — cosb = —2sin sin 5

Agora, vamos calcular a medida do segmento P() usando as coordenadas de P e

de Q.

PQ=Q-P|
= |(—a + acosB, ¢ + asinf) — (a — acosa, —c + asina)|
= |(—a + acosf — a + acosa, c + asinf + ¢ — asina)|

= |(—2a + a(cosB + cosa), 2c + a(sinf — sina))|

= ||l —2a + 2a cosﬁ+acosﬁ_a ,2¢+ 2a sinﬁ_acosﬁ+a
2 2 2 2

=2 —a+a cosﬁ+acosﬂ_a ,c+a smﬁ_acosﬁ—i_a
2 2 2 2

2 2
= 2\/(—@ +a (COSB ;L acosﬁ ; a)) + <c—i— a (smﬁ ; acosﬁ ;L a))

De outro lado, sabemos que PQ = 2¢. Entdo, igualando a tltima expressdo acima a
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2c, temos:

2 2
B+« B—a)
0s

2
2 2
=2 = (—a—i—a (cosﬁ+ acosﬁ _ a)> + (c—i— a <sin5 ; acosﬁga>>
2 2
5 coSs 5 +a? (cosﬁ—;a) (0085;04) + P+
2 2
+ 2ac (sz’nﬁ ; a) (cosﬁga> + a? (sz’nﬁ ; a) <cosﬁ ;— a)
=s0=a>-2a (cosﬁ —g a) <acosﬁ ; e csmﬁ — a) +
2 2 2 2
+ a? (cosﬁ—;a) (cosﬁ ; a) +a? (sz’nﬁ ; Oé) (cosﬂ;a)
@Oza—Q(cosﬁ;a) (acosﬁ;& —csinﬁ;a)ﬂL
2 2 2 2
+a <cosﬁ —5 a) (cosﬂ ; oz) +a (smﬁ ; a) <cosﬁ —; a)
S0=a-—2 <cosﬁ _; a) (acosﬁ%a — csinﬂ ; a)
2 2
+a<cosﬁ—;a) [(0085;04) + (smﬁga)

2
<:>O:a—2(0036;a) (a-cosﬁ2a—0~sinﬁ2a)—i—a(cosﬂ—;a)

(2-10)

(:)02:612—2@2(0

Agora, elevando as equagdes paramétricas 2-5 e 2-6 ao quadrado e somando-as,

temos:
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Dai, extraimos que:

2 2
smﬁgo‘ _VTtY (2-11)

a

A partir da mesma expressdo e, usando a identidade trigonométrica sin’z+ cos*z =

1, obtemos também:

Sﬁ_i_a a[2_$2_y2

o = - (2-12)

CO

Agora, utilizando os resultados de 2-11 e 2-12 nas equagdes 2-5 e 2-6, obtemos tam-

bém expressdes para e em fungdo de x e y. Veja:

T = asinﬂ + Oésmﬁ —@
2 2
-« —x
& sin =
2 asin%
o sinP— «Q -
sin =
2 Yo ty?

B
< sin = 2-13
RNz (2-13)

_ B+a_ B-a
Y = asin cos
2 2
& cos
2 asin@
VN - Y
cos =
2 i
& cosﬁ ; @ _ i (2-14)

Por fim, utilizando os resultados de 2-11, 2-12, 2-13 e 2-14 e fazendo as substitui¢cdes
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na equacao 2-10 temos:

a-+a 6056+a 2—260864_—0& acosﬂ_—a—csz'nﬁ_a
2 N 2 2 2

(az—xQ—yQ):Z a2—x2—y2

Y x
2 a (a —$2+y2+c _x2—|—y2)

2

S a+ta
a

<:>a+(a2—x2—y2) ~ 2y/a? — 2?2 — y*(ay + cx)

a a /$2+y2
- a’+ (a® — 2? — y?) _ 2@ —a? —y’(ay + cx)

a a /x2_|_y2

- (2@2 — 2 — y2)2 _ 4@ — 2 —y*)(ay + cx)?

a a?(z? + y?)

- (20° — 2 —y®)*  4(a® — 2 — y*)(ay + cx)?
2 B 2( 2 2
a a?(z? + y?)

o Ale® = 2? — y?)(ay + ca)?

& (2a% — 2° — o)

x? + 12

& da*z? — 8alcay — 4a*cPa? — 4aPxt — da®2*y? + Sacady + Sacxy® + Actrt+ ( )
2-15
4ct2%y? + 2% 4+ 32y + 327yt + 45 =0

Esta tltima equacdo é a equagao geral da curva de Watt, cujo traco é mostrado na

seguinte figura:

Observe que a curva se aproxima de uma reta em intervalos que se aproximam da
origem dos eixos. Como encaminhamento futuro, sugere-se o estudo dos intervalos
especificos em que a curva se aproxima de uma reta e qudo préximo de uma reta é este

intervalo da curva.

No capitulo a seguir, vamos relacionar o passo a passo para a construgdo do meca-

nismo de Watt no GeoGebra.

2.3 Construc¢ao no GeoGebra

A manipula¢do do mecanismo de Watt pode ser feita virtualmente através do link ou

do gr-code abaixo:
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Figura 2.8: Curva de Watt

B(-ac)

f/<
| |
\ |
\ | &P
-/
A (a, -c)
Fonte: A autora.
Oki-00
https://www.geogebra.org/classic/tmggnnhp ek
Ell .

Consideramos o sistema articulado formado pelos pivos A = (a, —c) e B = (—a,c),
os pontos moéveis P e (), as barras méveis AP, PQ) e B(Q) e o trago determinado pelo

ponto M, também mével, que é o ponto médio de PQ).

A construcdo no GeoGebra deve seguir os seguintes passos:

¢ Crie um controle deslizante para um ntiimero denominado a, com valores vari-

ando de 0 a +5;
* Marque o ponto A com coordenadas (a, —c) e o ponto B com coordenadas (—a, c);

* Crie uma circunferéncia C'(A, a) de centro em A e raio a e a circunferéncia C'(B, a)

de centro em B e raio q;

¢ Crie um controle deslizente para um angulo denominado « variando de —90° a

180°;
* Marque o ponto C' na interse¢do da circunferéncia C'(4, a) e o eixo y;

¢ Trace a reta AC e deixe-a pontilhada;
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Crie um angulo com amplitude fixa: selecione o ponto C, o vértice A, defina a
amplitude como sendo a e selecione o sentido hordrio. O GeoGebra marcard,

automaticamente, um ponto na circunferéncia C'(A, a) que denominaremos de P;
Crie a circunferéncia C'(P, 2¢) de centro em P e raio 2¢;

Ajuste o angulo o e a medida ¢ para que a interse¢ao entre C'(P, 2¢) e C'(B, a) seja

igual a dois pontos distintos;

Marque os pontos () e ()’ na interse¢do entre C'(P,2c) e C(B, a);
Oculte todas as circunferéncias criadas e o ponto C;

Trace os segmentos AP, PQ), P(Q)', BQ) e BQ)';

Marque o ponto médio do segmento P() e nomeie-o M;
Marque o ponto médio do segmento P()’ e nomeie-o M’;
Habilite o rastro dos pontos M e M’;

Por fim, clique sobre o controle deslizante de « e acione a sua animagao para

deixé-lo variar;

O rastro gerado pelos pontos M e M’ descrevem a "Curva da Watt".

Figura 2.9: Curva de Watt

Fonte: A autora.
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Convidamos o leitor a refletir sobre o seguinte questionamento: dadas as medidas

a e ¢, qual é o intervalo do dngulo « para que o mecanismo exista?
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CAPITULO 3

MECANISMO DE TCHEBYCHEV

Neste capitulo, vamos estudar o mecanismo criado por Tchebychev em 1850. Inici-
aremos com um breve contexto histérico, seguido da parametrizacdo da curva gerada
pelo mecanismo. Por fim, faremos a constru¢do do mecanismo no GeoGebra. Este ca-
pitulo tem como principais referéncias os artigos "A Geometria das Curvas"(CAPUTI,

2001) e "Curve e meccanismi"(CONTI, 2000).

3.1 Contexto historico

De acordo com CONTI (2000, p. 44), o matematico russo Pafnuti Lvovich Tchebychev
(1821 - 1894) é conhecido por resultados fundamentais em teoria das probabilidades
e teoria dos ntiimeros. Ele foi um dos matematicos que se dedicou a encontrar uma

solugdo exata para o problema do movimento retilineo, explorado neste trabalho.

Ainda segundo CONTI (2000, p. 44), "Sylvester escreve que, apds esfor¢os em vao,
Tchebychev chegou a convic¢do de que ndo havia mecanismo capaz de dar uma solu-
¢do exata para o problema'(traducgéo livre).

Em 1850, Tchebychev conseguiu determinar outra solu¢do aproximada para o pro-

blema, mais precisa que a de Watt. Esse mecanismo criado por Tchebychev foi usado
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Figura 3.1: Pafnuti Lvovich Tchebychev

Fonte: BRITANNICA

para conduzir o movimento das laminas de serra para cortar toras.

Ele consiste de 3 hastes AC, CD e DC, com A e B fixos, AC = BD e com as distan-
cias envolvidas tais que AC' : AB: CD =5:4:2.

Fonte: A autora.

A manipulagdo do mecanismo de Tchebychev pode ser feita virtualmente através
do link ou do gr-code abaixo:

OFY:H 0]

https://www.geogebra.org/classic/h5pwijcka ﬁ

==y
O ponto E, ponto médio da haste C'D, descreve um percurcurso quase retilineo,

embora a trajetéria completa de £ assemelhe-se a um semicirculo.
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Fonte: A autora.

3.2 A curva de Tchebychev

Como dissemos anteriormente, este capitulo tem como principais referéncias os artigos
"A Geometria das Curvas" (CAPUTI, 2001) e "Curve e meccanismi" (CONTI, 2000).
Ambos os artigos descrevem o mecanismo de Tchebychev e apresentam um contexto
histérico; nenhum deles, todavia, apresenta as contas para a parametriza¢do da curva.
Sendo assim, a principal contribuicdo deste trabalho é justamente a parametrizacao
da parte mais linear da curva de Tchebychev em fungdos dos angulos « e 3 da figura

abaixo.

C

7

A B

Fonte: A autora.

Para isso, determinamos que a posicao inicial das barras sejam tais que AB é para-

lelo a C'D, conforme figura a seguir:

Desse modo, por se tratar de retas parelalas cortadas por uma transversal, sabemos
que « é congruente ao angulo ZACD, e [ é congruente ao angulo ZBDC nesta posi-

¢do inicial, j& que sdo angulos alternos internos. Ainda, pelo caso de semelhanca AA
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a B

A=(a,0) B=(a,0)

Fonte: A autora.

(angulo-angulo), temos que os tridngulos AABF e ACDF sdo semelhantes. Conside-

rando que a proporcio entre AB e CD é de 4 : 2, podemos concluir que AF = 2CF e

BF = 2DF. Ainda, como a proporcdo entre AB, BD e AC é4 : 5 : 5 e como a barra
AB mede 2a, temos que a medida das barras AC e BD é 5a/2. Desse modo, é possivel

concluir o seguinte:

- AF

=AF + —

2
(E)S_a_Sﬁ
2 2
- ha
S AF = —
3

De consequéncia, C'F' tem comprimento de medida 5a/6. Analogamente, temos
que BF = 5a/3 e DF=5a/6 e, portanto, os tridngulos AABF e ACDF sao is6sceles.
Assim, a reta FG abaixo (eixo y) é ndo s6 mediana dos lados AB e C' D, como também

é sua altura.

A=(4a0) G B=(a0)

Fonte: A autora.
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Sendo assim, podemos concluir que:

A
Qa = arccos (:G) = arccos (ﬁ) = arcws§ ~ 53,13°.
AF )

5a
3

Se a barra AC rotacionar no sentido anti-horéario, a barra BD ird rotacionar no
mesmo sentido em torno dos pontos A e B, respectivamente, conforme figura, obte-

mos o seguinte:

D

®

Fonte: A autora.

Neste ponto da explica¢do, vamos adicionar também a barra C'D’ (cujo ponto mé-
dio é () que é uma barra de mesma medida que C'D e tal que BD = BD'. Essa barra
adicional se justifica porque a curva de Tchebychev somente é completa juntando-se
os tracos dos pontos E' e GG. Originalmente, essa barra adicional ndo faz parte do me-

canismo de Tchebychev e somente serd usada quando for relevante.

Feita essa observagdo, na figura acima, os pontos C, e D, sdo as projegdes ortogo-

nais dos ponto C' e D, respectivamente, na reta AB.

Considerando o tridngulo AACC,, temos que

CC, = ACsina = 5%52’7104.

Ainda, que

C, = ACcosa = 5%003@.

I
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Se 0 < a < 90°, podemos afirmar que o ponto C' tem coordenadas (—a-+55cosa, 55 sina).

Agora, considerando o triangulo ABDD,, temos que

DD, = DBsinf3 = 5%52’71&.

Ainda, que

BD, = DBcosf3 = 5%0035.

Como 0° < a < 90°, podemos afirmar que o ponto D tem coordenadas (a —
55cos3, 55sin3).
Agora, sejam (z,y) as coordenadas do ponto E, que é o ponto médio do segmento

CD. Entdo, podemos afirmar que:

—a + 55cosa + a — 55cosf3

_ 1
. ; 1)
& x = 5%(00304 — cosf). (3-2)
Ainda, que:
_ 53sina + 53sinf (3-3)
2
Sy = 5%(52’7104 + sinf). (3-4)

As equagdes 3-2 e 3-4 sdo as equagdes paramétricas do ponto £, para 0° < o < 90°

e 0° < 8 < 90°. Assim, podemos parametrizar:

d(a, ) = 5%(00504 — cosf3, sina + sinf3). (3-5)

Agora, se a = 90°, temos que os pontos D e I’ sdo coincidentes, os pontos A, C'e D

sdo colineares e que o tridngulo AABD é retangulo em D.

Assim, o ponto C' tem coordenadas (—a, 5a/2). De sua vez, aplicando o Teorema de
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)
T = Ia (cosa — cos [3)

C
E
)
y= f(sina—}—sin 0)
D
F
a
=°
Figura 3.2: ...
Cc
E
D F
° P
A B

Fonte: A autora.

Pitdgoras no triangulo AABD, temos que:

AD =BD — 4B

-2 (0?2 9
=AD" = (55) (2a)
2 25a2 B 16a2

= AD
4 4
——2  9a?
oS AD = —
4
- 3a
AD = —.
= 2
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Desse modo, o ponto D tem coordenadas (—a,3a/2). Agora, mais uma vez, sejam

(x,y) as coordenadas do ponto E, que é o ponto médio do segmento C'D.

30 50
Entdo, podemos afirmar que: v = —a ey = 252 = 2a.

Logo, E = (—a,2a) para a = 90°.

Importante notar que, quando a = 90°, a férmula paramétrica 3-5 continua vélida,

pois

®(90°, ) = 5%(0 — cosf3, 1 + sinf)

a 2a 3a/2
=530~ 5a/2° +5a/2)
a, 48
= Z(_gag)
= (—a,2a).

Analogamente, quando 3 = 90°, & = arctan (2) ~ 36,870°.

Na sequéncia, vamos analisar o caso 90° < o < 180°.

Fonte: A autora.
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Agora, considerando o triangulo AACC,, temos que: CC, = ACsin(180° — a) =

% sina e AC, = ACcos(180° — o) = |—2acosa

Assim, como 90° < a < 180°, podemos afirmar que o ponto C' tem coordenadas

5 5

—a — jacosa, 5asina).

Ja em relagdo ao ponto D, como 0 < 8 < 90°, temos que mais uma vez tem coorde-
5 5, s
nadas (a — jacosf3, 5asinf3).
Agora, sejam (z,y) as coordenadas do ponto E, que é o ponto médio do segmento

CD. Entdo, podemos afirmar que:

a a
—a — 55cosa + a — 55cosf3

xr = 5 (3-6)
& x = —5%(00304 + cosp3). (3-7)
Ainda, que:
d5sina + 55sin
y = 2Eemat 55ms 9)
Sy = 5%(52’7@ + sinf). (3-9)

Importante notar que, quando 90° < o < 180°, a férmula paramétrica 3-5 continua
valida. Isso porque, neste caso, 0° < 8 < 90° e, fazendo 0° < § = 180° — o < 180°,

temos que sina = sint e cosa = —sinb.

Dai, usando a férmula paramétrica 3-5 para 0 < 6, 5 < 90°, temos:

a

®(0,5) = 5—(cost — cosf, sinf + sinf3)

RS

= 5—(—cosa — cosf, sina + sinf3)

)

%(cosa + cosp), 5%(3@'71(1 + Sinﬁ)) :

Em resumo, podemos inferir que a equagdo paramétrica 3-4 é verdadeira para o se-

guinte intervalo: 0° < o < 180°.

Na sequéncia, precisamos estabelecer para quais valores de 90° < a < 180° os
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pontos C, D e D’ estdo definidos e, de consequéncia £ e GG também estdo definidos.

Fonte: A autora.

Como as barras AC, BD, CD e C'D' tém comprimento fixo, a méxima extensao
se obtém quando os pontos B, D e (' sdo colineares, e, de consequéncia, £ e G sdo
coincidentes, assim como D e D'. Essa serd, portanto, a abertura maxima do angulo «

no sentido anti-horario.

Neste caso, D € BC' e os pontos A, B e C formam um tridngulo de lados com as

seguintes medidas:

AB = 2a

- 5

c=2
2

— ba

B = — = —
5 Ta=17
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Aplicando a Lei dos Cossenos, temos:

BC” = AB° + AC" — 9ABAC cosa

49 25 5
& —a® = "-a* +4a® — 2(2&)—acosoc

4 4
<49 = 41 — 40cosa

N 1
coso = ——
)

1
& a = arccos (—g)

= o ~ 101,537°

Sendo assim, os pontos C, D e E existem se 0 < o < arccos(—1/5).

Além disso, temos também que estabelecer para quais valores de 0° < o < 90° os

pontos C' e D estdo definidos e, de consequéncia £ também estd definido.

Por inspegdo, verificamos que a menor abertura de « tal que os pontos C, D, E e G

existem é aquela quando os pontos C, F' e D estdo alinhados.
Neste caso, como ja calculamos anteriormente, o = arctan (%) ~ 36, 870°.

Portanto, reunindo as informagdes acima, temos que a parte definida pelo ponto £

da curva de Tchebychev esta definida para
36,870° ~ arctan(3/4) < o < arccos(—1/5) ~ 101, 537°
e sua equagdo paramétrica em funciode ae 3 é

O(a, ) = 5%(00304 — cosf3, sina + sinf3). (3-10)

Veja o desenho definido por essa equagdo paramétrica:

Para finalizar, vamos buscar estabelecer uma relagdo entre o e 3 para que a equagao

3-10 tenha apenas um parametro.

Aqui, lembramos que o angulo o > arctan(3/4) corresponde a uma rotagdo da

barra AC no sentido anti-horario, onde o ponto A é o pivo.
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Fonte: A autora.

Fixado «, temos que C(C, a) tem equagao:

(z—C)*+ (y—C,)* =a® (3-11)
5 5
& (r+a— ;cosoz)2 + (y — ?asmoz)2 = a? (3-12)
1

& 1(25a20052a — 20a’cosa + 25a*sin’a — 20axcosa — 20aysina + Sax + 4x* + 4y*) =0
(3-13)

25 2 2 25 2 a2
% — 5a*cosa + W — baxcosa — baysina + 2ax + x? +y* =0 (3-14)

De sua vez, C(B, 5a/2) tem equagao:

2
w8 = (5) (15)
5a\ 2
& (r—a)’+(y)?= 7) (3-16)
2
& o —2ax +a® + 9y — QT =0 (3-17)

Agora, para facilitar as contas, vamos fazer a mudanga de varidvel ¢ = cosae v =
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sina. Dai, igualando as equagdes 3-14 e 3-17 acima, teremos:

1 250>
1(25a2t2 — 20a’t + 25a*v* — 20axt — 20yv + Sax) + 2° +y* = 2* — 2ax + a® +y* — 4a .
21a? 25a°t>  25a*v?
4a — 5a’t + i + ZU + 4dax — Satxr — bavy = 0.

Isolando ¥, temos:

_5at2 at bav zxt 4x 2la (3-18)

y____ -

4v ) 4 v+5+%

A equacdo 3-18 acima é a equagdo da reta que passa pelos dois pontos D e D' para
36,870° ~ arctan(3/4) < o < arccos(—1/5) ~ 101,537°, onde D e D’ sdo os pontos
de intersegdo entre a circunferéncia C(C,a) e a circunferéncia C'(B, 5a/2). Na figura,

trata-se da reta tracejada em rosa:

B

Fonte: A autora.

Na sequéncia, usando o valor de y de 3-18 e substituindo-o na equacédo 3-17 chega-

mos a seguinte equacao de segundo grau:

5at®  4at?  37at  bat 42a
“C(_ 22 T2 102 _7+25v2>

25a%t*  5a%t? 29a’t? 25a’t?  21a*t  5a*t  25a*v? 4416®> 21a?

602 202 82 8 100 2 T T16 10002 8

=0
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Na equacao acima, temos:

8t 16
a=—— —

v2  Hv? 2592
- 5at®  4at?  37at  bat  42a
b=— - — - — 4+

202 V2 1002 2 2502

_ 25a2%t? 5(121534_29a2t2 25a2t2  21a?t  5a*t  25a%v? 4416  21a?
C:

1602 202 2 T8 T 102 2 TT16 1002 s

Calculando o discriminante A da equacdo do segundo grau acima, temos:

5at3  4at? 37at  Sat  42a \°
A=|-— + — - —+
202 v? 1002 2 2502

4 t2_8t+ 16 +1
v2  Hv? 2592

25a%t*  5a?t3 N 29a2t? N 25a%t?  2la’t  ba*t N 25a20? N 4410  21a?
16v2 202 8v2 8 1002 2 16 40002 8

Desse modo, os valores de x sdo:

b VA

v 2a

Esse resultado acima corresponde as coordenadas x dos pontos D e D’. Note que o
ponto D sempre estara a esquerda do ponto D’ e, como nos interessa apenas a coorde-
nada do primeiro, consideraremos apenas o menor resultado de z, que é quando hé a

subtracdo do discriminante acima (e ndo a adi¢do dele).

A coordenada y desse mesmo ponto é o resultado da aplicacdo desse valor de = na
equacdo 3-18, isto é, o ponto D tem coordenadas:

5at3 4at? 37at Sat 42a N
_(_ 202 + w2 1002 2 +25u2)_ A

25— B+ e+ 1)

D, = (3-19)

5at>  at  Hav  2la t 4
p, =20 b o, 2, Py Ty, 3-20
Y 4v ’U+ 4 +20v+( v+5v)( ) ( )

Sendo assim, se D, é também a projecdo do ponto D no eixo = temos que o ponto
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D, tem coordenadas

(3-21)

5at3 4at? 37a 5a 42a N
D, = —(= 2vt2+ ; _10115_ 2t+25v2)_ A0
T 2 ) .
2(5 -2+ 45 +1)

V2

De consequéncia, lembrando que o ponto B tem coordenadas (a,0), temos que a

medida do segmento D, B é igual a

2

_(_5at3 4at2 . % . % + 2452vaz> . \/Z
D:L‘B: a — 2(2__ 16 +1)
v2 25v2
T o) VA
- 2
2(5_2 o 5?2 + 25112 +1)
3 2
=a-+ ( 5?2 +4at _%_M 2452v%)+\/_
2
2(5_2 - W + 2%32 1)
Por fim, notamos que 3 equivale ao arccos ( = ) isto é
D.B
= arccos [ —— 3-22
: (%) 622
= arccos <DJ;B> (3-23)
2
2D
= arccos ( 3 ) (3-24)
a
2D, B
= arccos ( z ) (3-25)
a
_ 5at3 4a 2 37a 5a 42a
= arccos 2 —i— : i Tv; — Tt + ) — VA (3-26)
2
| 5 22 7 T 1)
9 _ b5at3 4at2_@_@+42a,_ A
= arccos | ¢ —i— 20° : ( 10U2 e 25”)2) va (3-27)
a P
9 5at3+4at2_w_@+42a —\/Z
= arccos | - + (= w 10;’: o 25,) . (3-28)
D 5a(v_2 T B2 + 251)2 + 1)

Sendo assim, a equagdo paramétrica da curva de Tchebychev para 36, 870° ~ arctan(3/4) <

a < arccos(—1/5) ~ 101, 537° é:
d(a) = 5%(00504 — cosf3, sina + sinf3), (3-29)
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onde 3 equivale a 3-28.

Para finalizar esta se¢do, é importante observar que a curva se aproxima de uma

reta quando 36,87° < a < 101, 537°.

Além disso, é importante registrar que, neste estudo, buscou-se sem sucesso encon-
trar a equacao geral da curva de Tchebychev. Sendo assim, este é também um estudo

futuro que pode ser realizado na continuidade.

3.3 Constru¢ao no GeoGebra

A manipulagdo do mecanismo de Tchebychev pode ser feito virtualmente através do

link ou do qr-code abaixo:

https://www.geogebra.org/classic/yzcxhja8

Consideramos o sistema articulado formado pelos pivos A = (—a,0) e B = (a, ()),
os pontos méveis C' e D, as barras méveis AC, BD e C'D e o trago determinado pelo
ponto £, também movel, que é o ponto médio de C'D. Marcamos, também, o ponto
F, que é o ponto de intersecdo entre as barras AC' e BD. As barras AB, AC, BD e CD
devem seguir a proporgdo 4 : 5:5: 2.

A construc¢do no GeoGebra deve seguir os seguintes passos:

¢ Crie um controle deslizante para um ntiimero denominado a, com valores vari-

ando de 0 a +5;
* Marque o ponto A com coordenadas (—a, 0) e o ponto B com coordenadas (+a, 0);

e Crie uma circunferéncia C'(A, 5a/2) de centro em A e raio 5a/2 e a circunferéncia

C(B,5a/2) de centro em B e raio 5a/2;

¢ Crie um controle deslizante para um angulo denominado « variando de 36,87° a

101, 83°, com incremento de 0, 01;

¢ Crie um angulo com amplitude fixa: selecione o ponto B, o vértice A, sentido
anti-horério e defina a amplitude como sendo a. O GeoGebra marcard, automa-

ticamente, o ponto B’;
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¢ Trace a semirreta de origem em A passando por B’;

¢ Marque o ponto C na intersec¢do entre a semirreta mencionada no passo anterior

e a circunferéncia C(A4, 5a/2);

a

|

we
—

Fonte: A autora.

* Crie uma circunferéncia C'(C,a) de centro em C' e raio a; Note que a circunferén-
cia C(C, a) intercepta a circunferéncia C'(B, 5a/2) em dois pontos: D e D’, onde

D é o ponto a esquerda;

Fonte: A autora.

¢ Trace os segmentos AC, BD,CD e CD’;

* Oculte todas as circunferéncias, a semirreta AC' e o ponto B’;
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* Marque os pontos E e G, pontos médios dos segmentos C'D e C'D’, respecti-
vamente. Os pontos E e G sdo aqueles cujos rastros vdo definir a “Curva de

Tchebychev”;

Fonte: A autora.

¢ Habilite o rastro dos pontos E e G;
¢ Crie o angulo ZABD e denomine-o de f3;

¢ Por fim, clique sobre o controle deslizante de « e acione sua animagdo para deixa-

lo variar;

¢ Os rastros gerados pelos pontos E e GG estdo em laranja e em roxo, respectiva-

mente, na imagem abaixo e descrevem a “Curva de Tchebychev”.

Para finalizar, apds a construgdo do mecanismo e sua exploragao, é interessante no-
tar que, diferente da curva de Watt, o intervalo de oo em que o mecanismo se aproxima

de uma reta independe do tamanho a das hastes.
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Figura 3.3: Curva de Tchebychev
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Fonte: A autora.
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CAPITULO 4

MECANISMO DE PEAUCELLIER

Neste capitulo, vamos estudar o mecanismo criado por Peaucellier em 1864. Inicia-
remos com um breve contexto histdrico, seguido pelo estudo da curva e do motivo por
que ela descreve uma reta perfeita. Por fim, faremos a constru¢do do mecanismo no
GeoGebra. Este capitulo tem como principais referéncias os artigos "Curve e mecca-
nismi" (CONTI, 2000), "A inversao circular e sistemas articulados" (GARCIA e MUREB
SALLUM, 2009), e "Uma questdo da matematica no periodo da Revolugdo Industrial"
(WANDERLEY, 2001).

4.1 Contexto historico

Como vimos, apesar dos seus esfor¢os, Tchebychev ndo conseguiu encontrar um me-
canismo capaz de dar uma solugdo exata para o problema de tracar retas.

Conforme narra CONTI (2000, p. 45), a solucdo exata foi descoberta em 1864 por
Charles-Nicolas Peaucellier (1832 — 1919), um engenheiro francés graduado pela Ecole
Polytechnique, e foi publicada na revista Nouvelles Annales de Mathématiques e passou
quase despercebida.

Além disso, em 1871, o matemédtico Yom-Tov Lipman Lipkin encontrou indepen-

dentemente a mesma solugdo encontratada por Peaucellier. Desta vez, grandes honras
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foram prestadas a Lipkin pelo governo russo pela suposta originalidade de sua in-
vencdo. Embora tardiamente, o mérito de Peaucellier também foi reconhecido e ele

recebeu um importante prémio do Instituto de France, o prémio Montyon.

O mecanismo consiste em sete hastes articuladas: quatro delas, do mesmo compri-
mento, formam um losango; duas outras, mais longas, sdo articuladas a dois vértices

opostos do losango e entre si em um ponto fixo O.

Figura 4.1: Mecanismo de Peaucellier
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Fonte: A autora.

A manipulacdo do mecanismo de Peaucellier pode ser feita virtualmente através

do link ou do gr-code abaixo:
B
https://www.geogebra.org/classic/f9wnz6n8 ; ;

=18+
Uma propriedade da inversdo circular, j4 demonstrada na parte preliminar, é que

as circunferéncias que passam pelo centro de inversdo (no nosso caso, o ponto O) sdo
enviadas em linhas retas. Isso explica o funcionamento do mecanismo de Peaucellier:
se uma sétima haste for adicionada, forcando P a descrever um circulo passando por

O, entdo o ponto Q descreverd uma reta. Uma reta de verdade, ndo sua aproximacao.
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4.2 A Curva de Peaucellier

Usando a transformagao descrita na parte preliminar, Peaucellier construiu seu dispo-
sitivo prético. Com ele, a partir de um movimento circular, obtém-se um movimento
retilineo.

Seu mecanismo ¢, inicialmente, formado por 6 hastes articuladas conforme figura
abaixo, com a > b > 0, que formam um papagaio BOAQ e um losango APB(Q). As duas

varetas maiores (de medida a) ficam presas num ponto fixo O e pivotam juntas.

Fonte: A autora.

O leitor poderé utilizar a construgdo que fizemos no GeoGebra para visualizar me-
lhor através do link ou do qr-code abaixo:
Cho0
https://www.geogebra.org/classic/f9wnz6n8 3 ;

(=]
Note, inicialmente, que os pontos P e () ficam sempre em linha reta com O.

Isso porque @, P e O estdo na reta mediatriz de AB, que é o lugar geométrico dos
pontos que equidistam de AB.

Mostraremos, agora, que os pontos P e () sdo inversos um do outro pela circunfe-
réncia de centro O e raio va? — b2

Se fizermos P coincidir com (), tragamos uma perpendicular a circunferéncia C (A, b)
que passa pelo ponto O e marcamos o ponto K. Temos o seguinte desenho:

Veja que o triangulo AOAB é is6sceles de base AB e que P = () é o ponto médio da
base. Logo, o segmento OPF é ndo s6 a mediana do tridngulo em relagdo a base, como

também é a altura do tridngulo AOAB. Isso significa que m(ZOPQ) = 90°.

Dai, OP - 0Q = OK = a® — I?, por Pitagoras. Logo, OP = v/a? — b2.
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Fonte: A autora.

Agora, em qualquer posi¢cdo do mecanismo, é importante notar primeiro que, pelo

caso limite do Teorema das Cordas, temos que OP - OQ = OK ’

De outro lado, aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo AAKO, temos que
OK’ = a® — 1%,

Sendo assim, temos que OP - OQ = a* — b*.

Ainda, segue da Propriedade 2 da Proposigdo 1.19 que, se P percorrer um arco de
circunferéncia que passa por O, entdo o ponto () percorrerd um segmento de reta.

Para isso, acrescentamos uma haste em P fixa na outra extremidade em algum

ponto R, tal que OR = RP = va? — b

Tem-se, assim, um sistema articulado de 7 hastes, com os pontos R e O fixados no
plano. Ainda, ao movimentarmos P na circunferéncia de centro R e raio de medida

RO, o ponto () descreve um movimento retilineo.
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Fonte: A autora.

4.3 Constru¢ao no GeoGebra

A manipulacdo do mecanismo de Peaucellier pode ser feita virtualmente através do

link ou do qr-code abaixo:
https://www.geogebra.org/classic/f9wnz6n8 2

Como dissemos anteriormente, o mecanismo consiste em sete hastes articuladas:
quatro delas, do mesmo comprimento, formam um losango; duas outras, mais longas,

sdo articuladas a dois vértices opostos do losango e entre si em um ponto fixo.

A construcdo no GeoGebra deve seguir os seguintes passos:

* Marque o ponto O = (0,0);

* Marque o ponto R em algum ponto do eixo z diferente de (0, 0), fixo;
e Crie uma circunferéncia C(O, r) de centro em R e raio r = OR;

* Marque o ponto P tal que P € C(O,r);

¢ Crie o controle deslizante a variando de 0 a 10;

¢ Escolha um valor de a tal que a > r;

¢ Crie uma circunferéncia C(O, a);
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e (Crie o controle deslizante b variando de 0 a 5;
* Crie a circunferéncia C'(O, a);

* Crie a circunferéncia C(P, b) e defina os valores de a e b de modo que C(O,a) N

C(P,b) seja igual a dois pontos distintos, designados A e B conforme figura;

a=7

b

]
w
tn

............

Fonte: A autora.

* Trace o segmento ADB;
¢ Trace a reta t perpendicular a AB, passando por P;

¢ Crie a circunferéncia C'(A, b) de centro em A e raio b e marque o ponto () conforme

tigura;

* Oculte os elementos acessérios: C(A,b), C(P,b), C(0,a), segmento AB e reta t;
* Crie o losango APBQ;
¢ Trace os segmentos P, BO, AO e PQ);

¢ Habilite o rastro do ponto @);
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Fonte: A autora.
Figura 4.2: Mecanismo de Peaucellier
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Fonte: A autora.

Agora, mova o ponto P e serd possivel visualizar que o rastro do ponto () traca

uma reta:

Para finalizar, fica a reflexdo: qual a relacdo entra as medidas de a e b para que o

mecanismo exista?
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CAPITULO 5

MECANISMO DE HART

Neste capitulo, vamos estudar o mecanismo criado por Hart no fim do século XIX.
Iniciaremos com um breve contexto histérico, seguido pelo estudo da curva e do mo-
tivo por que ela descreve uma reta perfeita. Por fim, faremos a construcdo do meca-
nismo no GeoGebra. Este capitulo tem como principais referéncias o livro "Oltre il
Compasso - La geometria delle curve" (CONTI, 2000) e os artigos "A inversdo circu-
lar e sistemas articulados" (GARCIA e MUREB SALLUM, 2009), e "Uma questdo da
matematica no periodo da Revolugdo Industrial"(WANDERLEY, 2001).

5.1 Contexto historico

Nao foram encontradas muitas referéncias biograficas relativas ao matematico Harry
Hart, inventor do mecanismo que leva seu nome. Das pesquisas que fizemos (PEOPLE
PILL, 2023), Harry Hart (1848-1920) foi um matemadtico inglés, formado pela Universi-
dade de Cambridge em 1871 e com doutorado pela Trinity College de Cambridge em
1874.

O mecanismo de Hart foi desenvolvido no fim do século XIX e tem a vantagem de

sO necessitar 5 barras.

O mecanismo é baseado num paralelogramo que é conhecido como "Paralelogramo
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Figura 5.1: Mecanismo de Hart, por Martin Schilling, série 24, modelo 11, nimero 350.

Fonte: SMITHSONIAN, 2023

cruzado" de Hart, onde AB = CD, AD = BC. Depois, O, P e P’ sdo trés pontos
colineares escolhidos nas hastes AD, AB e CD, respectivamente, alinhados de forma
que a reta sobre a qual eles se encontram seja paralela a AC. Por fim, se O é fixo, os
pontos P e P’ correspondem a uma inversdo circular dada pelo circulo de centro O
e de um determinado raio que veremos mais adiante. Assim, se P se move em uma

circunferéncia que passa por O, o ponto P’ descreve uma linha reta.

A manipulacdo do mecanismo de Hart pode ser feita virtualmente através do link

ou do gr-code abaixo:

https://www.geogebra.org/classic/jary75ky

5.2 A Curva de Hart

Comecamos com um paralelogramo ABC'D articulado nos vértices e arestas de medida

fixa.

Rotacionamos, entdo, o vértice D em torno de A no sentido anti-horario e obtemos

diferentes posi¢des do paralelogramo quando D e C estdo no mesmo semiplano de-
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Figura 5.2: Mecanismo de Hart

Fonte: A autora.

Figura 5.3: Paralelogramo

Fonte: A autora.

terminando pela reta AB e obtemos diferentes posi¢des do chamado “paralelogramo

cruzado” quando D e C estdo em semiplanos opostos, como mostra a figura abaixo:

Afirmamos que, quando estamos na posicdo de "paralegramo cruzado", os segmen-

tos AC' e BD sdo paralelos.

Demonstragio. Consideremos os tridngulos AABC e ACDA. Considerando o parale-
logramo na sua posi¢do normal, é f4cil verificar que os referidos tridngulos sdo congru-
entes pelo caso lado-lado-lado, ja que AC' é lado comum e, por construcdo, AB = CD

e AD = BC.

Quando o paralelogramo estd cruzado, os tridngulos AABC e AC DA continuam a
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Figura 5.4: Paralelogramo cruzado

Fonte: A autora.

ser congruentes, ja que todos os lados continuam a ter as mesmas medidas.

Sendo assim, as alturas dos tridngulos relativamente a base AC sdo congruentes.

Fonte: A autora.

Sendo assim, AC | DE e AC' | BF e, de consequéncia, DE || BF. Como DE =
BF, entdao BDEF é um retangulo e DB é paralelo a AC, como queriamos demonstrar.

Continuando na configuragdo do parelelogramo cruzado, consideremos a reta pa-

ralela a AC' que intersecta o paralelogramo cruzado nos pontos O, P, P' e R.

Fonte: A autora.

Agora, relembremos o que enuncia o Teorema de Tales [7]:
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Teorema 5.1. Se trés ou mais paralelas sio cortadas por duas transversais, os segmentos de-

terminados nas duas transversais sido proporcionais.

A prova do Teorema acima estd na pégina 122 da referéncia [7].

Assim, aplicando o teorema Teoremas de Tales ao caso temos que:

Ainda, que /
e ) /
A (5-3)

Note que, como os pontos O, P, P’ e R sdo fixos nas barras, as razdes acima sdo

invariantes a medida que o paralelogramo cruzado se move.

Teorema 5.2. Tome O, P, P’ e R tais que as propor¢des 5-1, 5-2 e 5-3 sdo mantidas. Para
qualquer posigio do paralelogramo cruzado, os pontos O, P, P’ e R sdo colinerares e a reta que

o0s contém é sempre paralelaa DB e AC.

Demonstragio. De 5-1, usando a reciproca do Teorema de Tales, temos que OP || DB.

De 5-2, analogamente, temos que P'R || DB. De 5-3, temos que OF' || AC.
Como AC' || DB, entdo OF' | DB.
Como OF' || DBe P'R || DB entdao OF' | P'R.
Como OP' || DB || OP, entdo P € OP'.

Como OF' e P'R tém um ponto em comum e OF’ || P'R entdao OP' é colinear a P'R.
Portanto, os pontos O, P, P’ e R sdo sempre colineares, qualquer que seja o movimento

do paralelogramo cruzado e a reta por eles formada é paralelaa AC e DB. |

Vamos, agora, mostrar que P e P’ sdo inversos relativamente a uma circunferéncia

de centro O. Para isso, precisamos mostrar que OF - OF’ é igual a uma constante.

5P 0

Como os tridngulos AAOP e AADB sdo semelhantes, temos que: % = :g
. OP" DO

Do mesmo modo, para os tridngulos AADC e AODPF’, temos que: == = D1
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OP OP A0 DO .

Multiplicando as razdes, temos que: . = : , isto é,
DB AC AD DA
oP.0P = 4C . DB . 29 DO (5-4)
(AD)?

Para que os pontos P e P’ sejam inversos relativamente a uma circunferéncia de
centro O, a expressdo 5-4 tem que ser uma constante igual ao quadrado do raio dessa

circunferéncia, como vimos nas preliminares.

Agora, lembremos que as barras AD, AB, BC' e C'D séo fixas; ainda, fixemos o

ponto O na barra AD. Assim, temos que AO, DO e AD sdo constantes fixas determina-
das pela construgdo do mecanismo. No entanto, AC e DB sdo varidveis, a depender da
movimentagdo do mecanismo. Temos, portanto, que mostrar que AC'- DB é constante.

Para isso, consideremos a reta perpendicular a AC passando pelo ponto B e seja E
o pé dessa perpendicular na reta AC. Consideremos também a reta perpendicular a

AC passando pelo ponto D e seja F' o pé dessa perpendicular na reta AC.

Ha 3 casos a considerar: DB < AC, DB > AC e DB = AC.

1° caso: DB < AC"

Fonte: A autora.

Note que AF' = EC porque AAFD = AECB pelo critério LAA, pois:
* AD = BC por construgao;

e /DAF = ZBCEFE porque AADC = AABC;

o LAFD = ZCEB (a4ngulos retos).

Como DB = FE por construgdo, entdo, podemos afirmar que:

67



AC-DB =AC-EF (5-5)

= (AE + EC) - (AE — AF) (5-6)
= (AE+ EC) - (AE - EC) (5-7)
—AE’ - EC’ (5-8)

Por outro lado, aplicado o Teorema de Pitdgoras nos tridngulos AAEB e ABEC,
sabemos que AE’ +BE'=AB’e que BE’ + EC” = BC". Portanto,

AB’ - BC’ = (AE'+BE’)— (BE'+ EC’) = AE" — EC" (5-9)

De 5-8 e 5-9 vém que AC - DB = A32 — BC’2 e esta diferenga é uma constante, pois

AB e BC sido constantes.
Portanto, AC' - DB é uma constante!

2° caso: DB > AC"

Fonte: A autora.

Aqui, temos que:

AC-DB = AC-EF = (AE — EC) - (AE+ AF) = (AE — EC) - (AE + EC)
—AE - EC

Analogamente, conclui-se que AC.DB é uma constante!

3°caso: DB = AC
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Fonte: A autora.

Primeiro, temos que AC' - DB = AC’Q.

Aplicando o Teorema de Pitadgoras no tridangulo AABC, temos que

AC' + BC° = AB"

Sendo assim, AC' - DB = AB2 — BC’z, que é uma constante!

Logo, podemos concluir que P e P’ sdo inversos relativamente a circunferéncia de
VAC -DB-AO - DO

=5 .
Portanto, se fixarmos o ponto O, este mecanismo produz uma inversao.

centro O eraior =

Se fizemos o ponto P a deslocar-se numa circunferéncia que passa por O, juntando-
lhe uma quinta barra O'P em que O’ é o centro dessa circunferéncia e também é fixo,

entao P’ descreve um movimento retilineo.

Figura 5.5: Mecanismo de Hart

l B

Fonte: A autora.
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5.3 Construcao no GeoGebra

A manipulacdo do mecanismo de Hart pode ser feita virtualmente através do link ou

do qr-code abaixo:

https://www.geogebra.org/classic/jary75ky

A construgdo no GeoGebra deve seguir os seguintes passos:

¢ Crie os controles deslizantes a, b e c com variagdes de 0 a 5,0 a 10 e 0 a 15, respec-

tivamente;
* Crie o ponto O' = (0,0);
¢ Crie a circonferéncia de centro em O’ e raio «;

* Marque o ponto O na intersecdo a esquerda entre a circunferéncia C'(0’,a) e o

eixo z;
* Marque o ponto P como ponto mével da circunferéncia C'(O’, a);

¢ Crie a circunferéncia de centro em O e raio b > a de modo que a circunferéncia

C(0O,b) contenha a circunferéncia C(0’, a);

)
/

(L
N

Fonte: A autora.

¢ Crie a circunferéncia de centro em P e raio c de tamanho tal que a circunferéncia

C(P, c) intersecte a circunferéncia C'(O, b) em dois pontos distintos;
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Fonte: A autora.
* Marque o ponto A em uma das intersec¢oes entre C'(O, b) e C(P, ¢);

* Trace areta AP que passa por A e P e marque o ponto B na intersegdo entre AP

e C(P, c) oposta ao ponto A;

Fonte: A autora.

* Oculte a circunferéncia C(P, c);

® Trace a reta AO que passa por A e O e marque o ponto D na intersecdo entre a

reta AO e C'(O, b) oposta ao ponto A;
® Qculte a circunferéncia C'(O, b);

e Usando o recurso do compasso, crie a circunferéncia C'(D, d) de centro em D e

raio de medida d = AB;

* Usando o recurso do compasso, crie a circunferéncia C'(B, e) de centro em B e

raio de medida e = AD;
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* Marque o ponto C na intersegdo entre C'(D, d) e C(B, e) tal que C estd no mesmo

semiplano que A considerando a divisdo do plano feito pela reta DB;

p
o .
C

A

Fonte: A autora.

Oculte as circunferéncias C(D, d) e C(B,e);

Crie o paralelogramo cruzado ABCD;

Crie a reta PO que passa por P e por O. Esta reta intersectard o segmento C'D.

Marque o ponto P’ nessa intersecao;

* Troque a cor de P’ para vermelho e habilite o rastro de F’;

Fonte: A autora.

¢ Usando a fungdo "mover", mova o ponto P ao longo da circunferéncia C'(O’, a),

movimentando o mecanismo;



Figura 5.6: Mecanismo de Hart

Fonte: A autora.

¢ Orastro do ponto P’ é uma reta.

Para finalizar, fica a indicacdo de se estudar quais sdo as medidas a, b e c para que
0 mecanismo exista.
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CAPITULO 6

CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos os mecanismos de Watt (1784), Tchebychev (1850), Peaucel-
lier (1864) e Hart (1874).

No estudo do mecanismo de Watt, fizemos a parametrizacdo da curva e obtivemos

a equagdo geral da curva gerada pelo mecanismo.

De sua vez, no estudo do mecanismo de Tchebychev, fizemos a parametrizagdo da
curva, mas, apesar dos nossos esfor¢os, ndo obtemos éxito em encontrar a equagado
geral da curva gerada pelo mecanismo. Por essa razdo, esse estudo pode ser um viés a

ser seguido em estudos futuros.

Também estudamos neste trabalho os mecanismos de Peaucellier e Hart, ambos
capazes de criar retas perfeitas e baseados na teoria da inversdo circular, estudada no
capitulo preliminar.

Como encaminhamentos futuros, também podem ser estudados os mecanismos de
Hoekens e Roberts, cujos resultados sdo proximos de uma reta, o mecanismo de Sarrus,
que é capaz de gerar uma reta perfeita tridimensionalmente, e o mecanismo de Kempe,

que da solugdo exata a construgdo da reta no plano.
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