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RESUMO

A presente dissertagdo tem o objetivo de apresentar uma possibilidade de ensino dos
fractais articulados a Teoria do Caos na Educacdo Basica. Desse modo, buscou-se por meio da
hermenéutica filoséfica, estabelecer uma dialogica entre pergunta e resposta no que se refere a
“Como introduzir os fractais na Educagdo Basica tendo como inspiragdo a Teoria do Caos?”.
Assim, 0 processo investigativo teve inicio na Historia da Matematica e da Ciéncia, de modo a
compreender o processo de construcao e concepc¢ao dos fractais. Para ir além, fez-se necessario
investigar o caos da perspectiva filosofica e matematica, possibilitando distinguir o caos do
Senso comum que, por sua vez, pode remeter a desordem - do caos matematico que se
fundamenta na sensibilidade as condigfes iniciais. Desse modo, os Sistemas Dindmicos -
caracterizados por mudancgas ocorridas em alguns sistemas com o decorrer do tempo -
designam-se como a rota pela qual o caos transita e se expressa, visto que estes possibilitam
descrever os fendmenos intrinsecos da natureza e da vida que, em sua grande maioria, sdo
fendmenos ndo lineares e ndo deterministicos. No entanto, introduzir os fractais na Educacéo
Basica tendo como inspiracdo a Teoria do Caos, consiste em identificar o elemento que conecta
0 caos aos fractais: o atrator estranho. As Orbitas desses atratores no espaco de fase desvelam
estruturas fractais intrincadas e se apresentam como um caminho viavel para desenvolver estes
dois conceitos da Matematica contemporanea no contexto da sala de aula. Para possibilitar a
insercdo das supracitadas tematicas, esta dissertacdo propde, ao final, uma sequéncia didatica
orientada para o ensino dos fractais articulados ao caos, tendo como referencial a Educacéo

Basica.

Palavras-chave: caos; fractais; sistemas dindmicos; matematica contemporanea;

ensino.



ABSTRACT

The aim of this dissertation is to present the possibility of teaching fractals in conjunction with
Chaos Theory in Basic Education. Thus, through philosophical hermeneutics, we sought to establish a
dialog between question and answer with regard to "How to introduce fractals in Basic Education with
Chaos Theory as inspiration?". This investigative process began in the History of Mathematics and
Science, in order to understand the process of construction and conception of fractals. Furthermore, it
was necessary to investigate chaos from a philosophical and mathematical perspective, making it
possible to distinguish between common sense chaos - which refers to disorder - and mathematical
chaos, which is based on sensitivity to initial conditions. Dynamic Systems - characterized by changes
that occur in some systems over time - are designated as the route through which chaos transits and
expresses itself, since they make it possible to describe the intrinsic phenomena of nature and life, the
vast majority of which are non-linear and non-deterministic phenomena. However, introducing fractals
in Basic Education, inspired by Chaos Theory, consists of understanding the element that makes it
possible to establish this connection between chaos and fractals: the strange attractor. The orbits of these
attractors in phase space reveal ornamental fractal structures and are a viable way of developing these
two concepts of modern mathematics in the classroom. In order to enable the insertion of these themes,
this dissertation proposes a didactic sequence oriented towards the teaching of fractals articulated with

chaos, using Basic Education as a reference.

Keywords: chaos; fractals; dynamic systems; contemporary math; teaching.
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1. INTRODUCAO

Durante a evolucdo da histéria do conhecimento humano, uma das maiores
inquietacdes da ciéncia e da humanidade era a necessidade de explicar o mundo em que
vivemos, em outras palavras, decifrar o cddigo por meio do qual o universo foi concebido.
Nesse sentido, as contribuicdes iniciais partiram de Galileu Galilei (1564 — 1642), que se
utilizou de métodos experimentais e da linguagem matematica para descrever os fendbmenos da
vida e da natureza. Galilei se baseou em representacdes geométricas de antigas civilizagdes,
estas sintetizadas e contempladas por Euclides em sua obra, que elabora leis a partir da
compreensdo de que a natureza pode ser descrita unicamente por meio da matematica. (BAIER,
2005).

Desse modo, a exposicdo sob a qual Galileu compreendera, por natureza, calcava-se
na investigacdo de formas, movimentos dos corpos e quantidades que fossem passiveis de
mensuracdo. O tedrico contribuiu para uma visdo de mundo que considera fundamental a
pesquisa cientifica ater-se aos métodos quantitativos, subtraindo, assim, dos métodos cientificos
0s métodos qualitativos. (BAIER, 2005).

Passados alguns séculos, Henri Poincaré (1860 — 1934) assume uma nova postura,
tornando-se um critico incisivo dos procedimentos quantitativos e os substituindo pelos
qualitativos. Poincaré aprimora suas ideias a partir de sua obra filosofica, “A Ciéncia e a
Hipotese”, que apresenta a Geometria Qualitativa, hoje conhecida por Topologia. (BAIER,
2005). A Topologia, por sua vez, estuda a Geometria das Deformagdes. Segundo Stewart
(1991), apud Baier (2005):

A topologia ja foi definida como a geometria da folha de borracha. Mais
propriamente, € a matematica da continuidade [...]. Um ceramista, ao moldar um
bocado de argila em suas maos, deforma-a de maneira continua; quando arranca um
fragmento, porém, a deformag&o se torna descontinua. A continuidade é uma das mais
fundamentais de todas as propriedades matematicas [...]. Para o topologo, todas as
formas geométricas que nos  ensinaram com tanta insisténcia quando éramos

criangas, sdo uma so. (p. 88)



15

Poincaré também foi o responsavel pelo primeiro trabalho desenvolvido que
contempla a Teoria do Caos. Esse trabalho, intitulado de: “Sobre o Problema dos Trés Corpos
e as Equagdes da Dindamica” (1890), apresenta os fundamentos de uma teoria de sistemas
dindmicos. Além disso, Poincaré observa que alguns sistemas apresentam comportamentos
cadticos. Embora sua preocupacdo fosse pautada unicamente em compreender as Orbitas dos
corpos celestes em meio a seu trajeto, Poincaré colidiu com o caos. (BAIER, 2005). Caos capaz
de revelar que, mesmo em sistemas deterministicos, a irregularidade e a imprevisibilidade
podem se fazer presentes. Segundo Stewart (1991), apud Baier (2005): “A capacidade das
equacdes, mesmo simples, de gerar movimento tdo complexo, tdo sensivel a mensuracao que

parece aleatorio. Isto ¢ chamado, com muita propriedade, de caos” (p. 90).

Devido a tecnologia computacional ndo ser suficientemente avancada e a falta de
interesse dos cientistas da época acerca do estudo dos fendmenos irregulares, a Teoria do Caos
acaba por ter seu processo de edificagdo interrompido. “Foi preciso outra época, equipada com
a teoria qualitativa das equacGes diferenciais criada pelo proprio Poincaré, além de
computadores e outros auxilios tecnoldgicos, para langar alguma luz sobre as profundezas
cadticas e revelar sua beleza” (STEWART, 1991; apud BAIER, 2005, p. 90).

Mediante os progressos obtidos, Benoit Mandelbrot (1924 — 2010) questiona a

Geometria que comumente utilizamos para descrever os fendmenos da natureza e da vida:

Por que é que a geometria é habitualmente descrita como fria e austera? Uma razéo
reside na sua inaptiddo em descrever a forma de uma nuvem, de uma montanha, de
uma linha costeira, de uma arvore. As nuvens ndo sdo esferas, as montanhas néo sdo
cones, as linhas costeiras ndo sdo circulos e a casca de uma arvore ndo é suave, nem
os relampagos se propagam em linha reta (...). A natureza exibe ndo apenas um grau
mais elevado, mas um nivel de complexidade completamente diferente.
(MANDELBROT, 1983).

Em busca de uma geometria que pudesse descrever os fendmenos complexos presentes
na natureza, Mandelbrot identifica e se depara com objetos matematicos que ndo sdo
contemplados dentre os conceitos estabelecidos e alicergcados na Geometria Euclidiana. A
descoberta desses objetos causou espanto nos cientistas e matematicos da época, que optaram
por ignora-los ¢ os intitularam de “monstros matematicos”. Em 1975, Mandelbrot denomina
esses objetos matematicos de “fractais”, tendo como inspiragdo o adjetivo em latim fractus e o

verbo correspondente em latim, frangere, que significa quebrar e criar fragmentos irregulares.
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Desse modo, o termo fractal passa a caracterizar os objetos matematicos encontrados na
natureza - ou decorrente de seus fendmenos - e que se expressam de forma irregular e
fragmentada. (BAIER, 2005).

Por conseguinte, Mandelbrot chega a conclusdo de que a geometria fractal era uma
geometria pela qual a natureza se manifesta e que carrega consigo uma suplica incessante no
que se refere ao caos estatistico. Desse modo, ele constata que a geometria fractal é uma
geometria da natureza, mas também é uma geometria do caos: caos este, que se efetua de duas
formas: estatistica e determinista; isto €, 0s objetos fractais ndo se propdem apenas a descrever
nuvens, montanhas, arvores, galaxias, mas também a possibilitar essa descricdo por meio de

formulas matematicas que imitem imagens da realidade. (BAIER, 2005).

Conduzindo nossas reflexdes ao panorama educacional atual, inferimos que os fractais
e a Teoria do Caos se apresentam como areas de conhecimento que possibilitam o aprendizado
de uma matematica mais contemporanea e que pode potencializar e estimular o interesse dos
alunos. Sobre a matematica do futuro, D’ Ambrosio (2003; p.59), apud Carvalho (2005),

discorre:

Pode-se prever que na matematica do futuro serdo importantes o que hoje se chama
de matemadtica discreta e igualmente o que se chamavam “casos patologicos”, desde
a ndo-linearidade até a teoria do caos, fractais, fuzzies, teoria dos jogos, pesquisa
operacional, programacéo dinadmica. [...] Justamente por representar a matematica do
futuro, é muito mais interessante para o jovem. Os problemas tratados sdo mais
interessantes, a visualizacdo € no estilo moderno, parecido com o que se véna TV e

nos computadores. (p.77)

Ainda sobre a Geometria Fractal, Carvalho (2005) relata que, por se tratar de uma
geometria intuitiva e dindmica, proporciona ao professor ferramentas para correlacionar os
conceitos matematicos empregados em sala de aula aos mais distintos contextos cotidianos

experienciados pelos alunos.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC —2018) cita os fractais de maneira explicita,
como habilidade a ser trabalhada no Ensino Médio, dentro do estudo das nocbes de
transformacBes isométricas (translacdo, reflexdo, rotacdo e composicdo destas) e
transformagGes homoteéticas para construir figuras e analisar elementos da natureza e diferentes
producBes humanas (fractais, construgdes civis, obras de arte, entre outras). Além do mais, a

BNCC no que se refere ao eixo da Matematica e suas Tecnologias carrega consigo o desafio de



17

despertar a compreensdo dos alunos de que a Matematica ndo € uma ciéncia pronta e acabada
que se caracteriza por um conjunto de regras e/ou técnicas, mas sim, uma ciéncia em continuo
processo de construcao e que, portanto, se interroga e se transforma de acordo com as mudancas
que ocorrem no mundo e na sociedade, ou seja, a matematica € uma construgdo histdrico-
cultural. De acordo com Lopes et al. (2013, p. 49), apud Silva (2015), “a geometria fractal, por
meio de conexdes e da interdisciplinaridade, apresenta um potencial histérico e cultural para

explorar conte(ldos matematicos”.

Embora a habilidade mencionada contemple apenas o Ensino Médio, os fractais e a
Teoria do Caos carregam consigo a capacidade de viabilizar e contextualizar o estudo de
inimeros conceitos matematicos, dentre os quais: &rea e perimetro de figuras planas;
sequéncias; progressdo geomeétrica; logaritmos; funcdes; funcgdes iterativas (compostas);
construcdo de tabelas; reconhecer e descrever padrdes; nUmeros complexos; no¢do basica de
limite; entre outros. Além disso, as tecnologias computacionais dispdem de diversas
ferramentas (aplicativos, softwares), que podem tornar 0s processos de ensino e de
aprendizagem desses temas mais dinamico, interessante e enriquecedor. Segundo Barbosa
(2005); apud Silva (2015), ha diversos pontos positivos ao se trabalhar com os fractais no
contexto da sala de aula, os quais se podem elencar: a conexdo da geometria fractal com as mais
distintas ciéncias; a possibilidade de difundir o acesso a tecnologia da informética em diversos
niveis de escolarizac&o; inserir os alunos no mundo da arte, despertando e desenvolvendo neles
0 senso estético com as construcdes dos fractais e causar a sensacao de surpresa diante da ordem
no caos. Tendo em vista 0s argumentos citados, depreende-se a necessidade de difundir aos
alunos da Educacdo Basica uma geometria distinta da Euclidiana — a Fractal — propiciando e
criando espagos para reflexdes que promovam o pensamento critico, cientifico e criativo acerca

da realidade de mundo que os circunscreve.

No entanto, embora as contribuigdes desses conceitos para o processo de ensino e
aprendizagem da matematica sejam incontestaveis, ha um grande desafio no que diz respeito
ao modo de difundir os conhecimentos de maneira acessivel e tangivel aos estudantes da
Educacdo Basica. Desse modo, somos tomados por um desconforto e uma perplexidade que
nos remete a questionar: Como podemos introduzir os fractais e a Teoria do Caos na Educacao
Basica? Além disso: Como correlacionar esses dois temas e difundi-los no contexto da sala de
aula? O @mago dessa inquietacdo é o que nos move rumo a estrutura da pergunta norteadora
desta pesquisa, bem como nos impulsiona na busca por respostas: Como introduzir os fractais

no Ensino Basico tendo como inspiracdo a Teoria do Caos?
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A fim de fundamentar a pesquisa que persegue a pergunta norteadora, bem como
enunciar as perguntas que se revelam subjacentes a ela e fruto da perplexidade vivida pelo
pesquisador, bem como do conjunto de suas experiéncias, tanto de vida quanto na esfera da sala
de aula, serdo explicitados os aspectos filosofico-cientificos da interrogacéo, ja que ela possui
a incumbéncia de conduzir-nos aos elementos essenciais do que se almeja questionar, alcancar

e prescrutar.

Este caminhar serd retratado em um total de 8 capitulos. A “Introducdo” que se
constitui como primeiro capitulo deste trabalho. O segundo capitulo, denominado “Explicitagao
da pergunta”, no qual emerge a pergunta norteadora desta pesquisa, bem como, as questdes que
se perfazem subjacentes a ela. J& o terceiro capitulo intitulado “A Trajetoria metodologica e
seus fundamentos” tem por finalidade enunciar a metodologia de pesquisa do autor tal qual o
aporte tedrico empregado. No quarto capitulo, denominado de ‘“Aspectos historicos e
matematicos dos fractais”, o autor busca na historia da matematica e da ci€ncia, a base nas quais
0s conhecimentos matematicos contemporaneos — dentre os quais, os fractais — se edificaram
e se constituiram. Além disso, neste capitulo, os fractais sao investigados e estudados no que se
refere as suas classificacOes, caracteristicas e propriedades. O quinto capitulo, intitulado de
“Sistemas Dinamicos e a Teoria do Caos”, concentra-se no estudo dos sistemas dinamicos
discretos e continuos e no estudo das dindmicas populacionais de Malthus e Verhulst. Desse
modo, o caos é perscrutado do ponto de vista filoséfico e matematico, buscando compreendé-
lo em toda a sua amplitude e profundidade. O sexto capitulo denominado: “Em busca de
horizontes para introduzir os fractais articulados a Teoria do Caos na Educacdo Basica”,
apresenta as descricdes das leituras realizadas durante este percurso investigativo e quais foram
suas contribuicbes no que se refere ao despertar para o vislumbrar de novos prismas que
possibilitem a introducdo dos fractais na Educacdo Basica por intermédio da Teoria do Caos.
No sétimo e pentltimo capitulo denominado de “O vislumbrar de um novo horizonte:
Introduzindo os fractais na Educacdo Bésica articulados a Teoria do Caos e alinhados com 0s
conteudos curriculares da BNCC”, sdo sugeridas ¢ propostas atividades que podem ser
desenvolvidas em sala de aula, porém, agora, com um olhar mais amplo e abrangente.
Outrossim, essas atividades foram divididas em topicos, visando a construcdo de uma sequéncia
didatica que valorize a construcdo dos conhecimentos matematicos em todo o seu processo. Por
fim, o0 oitavo e ultimo capitulo deste trabalho, denominado “Refletindo sobre o pesquisado”,

traz consigo as ponderacdes finais do autor acerca do tema investigado, bem como possibilitou
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o compreender do caminhar desta pesquisa por intermédio da dialética estabelecida entre a

pergunta e a resposta.

2. EXPLICITACAO DA PERGUNTA

Todo perguntar e todo querer saber pressupdem um saber que ndo se sabe, mas de
maneira tal que € um ndo saber determinado o que conduz a uma pergunta
determinada. (GADAMER, 1997, p. 539, apud KLUTH, 2005, p. 40).

No ano de 2013, durante a graduagédo, deu-se o primeiro encontro entre 0 sujeito —
pesquisador — e o fendbmeno que, neste momento, é assumido como objeto de estudos e
investigacdes desta pesquisa: a busca por um método de ensinar os fractais na Educacéo Basica.
Como implicaces decorrentes desse encontro, manifestaram-se também a admiracdo pelo
tema, além de questionamentos que ecoavam no pesquisador e que aspiravam a ganhar forma
e sentido no campo das ideias. No entanto, como 0 ato de questionar-se reivindica do sujeito
que indaga o impeto em relagdo ao que se deseja saber, torna-se fundamental a acdo do tempo
no germinar das sementes outrora plantadas no solo fértil da interrogacdo numa perspectiva

fenomenoldgica, pois ai, segundo Kluth (2001),

A interrogagdo assume novo sentido, ela volta-se para o sujeito que a formulou, ela é
0 avesso e o direito da historicidade de quem pergunta, é o passado, 0 presente e 0
futuro unidos em um s ato de perplexidade. E o veiculo que, quando animado pelo

pensar filosofico, pode nos conduzir a clareira da sabedoria. (p. 5)

Com o advento do tempo e com as experiéncias adquiridas pelo pesquisador e
professor no contexto da sala de aula, 0s questionamentos iniciais foram criando e fincando
suas raizes; estas, que suplicavam pressurosamente por serem enxergadas e contempladas.
Dessa forma, o desconforto gerado pela interrogagéo atrelado ao anseio profundo de mergulhar
nas aguas desconhecidas do querer saber sdo 0s encarregados de motivar-nos e impelir-nos na

busca pela compreenséo do interrogado.

Em meio a essa imersao, fez-se conhecer uma teoria igualmente fascinante e que, por
sua vez, apresenta conexao com os fractais: o caos. Ao adentrar esse universo desconhecido,

somos instigados a investiga-lo e elucida-lo, o que nos leva a interrogacdo norteadora desse
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trabalho: “Como introduzir os fractais no Ensino Béasico tendo como inspiracéo a Teoria do

Caos?”

Uma vez que a pergunta norteadora deste projeto se consolida, isto nos convida a uma
reflexdo intrinseca acerca do que se deseja investigar. Ao perguntar sobre: “Como introduzir os
fractais no Ensino Basico tendo como inspiragdo a Teoria do Caos?”, afinal o que o querer saber

deseja esquadrinhar, vasculhar e enfim, compreender e/ou responder?

Haja vista que a conjungéo “como” nos remete aos termos “de que maneira”, “de que
modo”, “de que jeito”, o “COMO” presente na pergunta norteadora deste projeto carrega consigo
a intencdo de dar sentido e direcionamento a caminhada enunciada, isto €, nos impulsiona na
busca incansavel por estratégias, ferramentas e metodologias que nos possibilitem introduzir os
fractais no Ensino Basico. O “como” aponta para o verbo “introduzir”, que consiste em inserir,
apresentar e incluir os fractais na dindmica da sala de aula do Ensino Basico. Observa-se que 0
“como introduzir” presente na estrutura da pergunta, depende do “tendo como inspiragdo”, isto
é, 0 desafio consiste em aplicar os fractais tendo como fascinio a Teoria do Caos e as

articulacdes destas referéncias em prol da Educagéo Basica.

No entanto, para incorporar os fractais ao contexto da educacdo basica, torna-se
necessario o conhecimento do processo histérico que perfaz a sua construcdo. Além disso, é
essencial a compreensdo da distingdo de como os fractais foram concebidos inicialmente e
como sao vistos na atualidade. Ademais, ha a necessidade de analisar os fractais do ponto de
vista matematico, procurando estabelecer quais sdo as caracteristicas e propriedades de que
dispdem. Desse modo, as questdes que se expressam subjacentes a pergunta norteadora se
desvelam: O que sdo fractais? Como os fractais sdo concebidos na Matematica? Quais as suas
aplicacbes? De que modo se deu a construgdo do corpo de conhecimento dos fractais? Quais
as caracteristicas e particularidades dos fractais? Quais as diferencas existentes entre a
Geometria Fractal e a Geometria Euclidiana? O que é a dimensdo fractal? Como a dimenséo de
um fractal pode ser calculada? Por que os fractais ndo estdo presentes nos curriculos da
Educacdo Bésica? Qual a importancia de introduzir os fractais no Ensino Béasico? Além de

outras perguntas.

N&o obstante, como o intuito desta dissertacdo é de que a introducdo dos fractais seja
realizada mediante uma correlacdo com a Teoria do Caos, acrescenta-se as perguntas ja
enunciadas: O que € o caos do ponto de vista filosofico e matematico? De que modo o caos se

expressa e é estudado? O que sdo Sistemas Dindmicos? E possivel obter fractais por meio do
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caos? De que maneira se da essa construgdo? A profundidade e a imensid&o das questbes aqui
fomentadas sdo e serdo a fonte do desejo de querer saber de um ser que, todavia, ndo o sabe,
mas que pretende, em meio a esse percurso, encontrar caminhos e respostas, mantendo sempre

a conviccao de que a fonte do que se deseja saber, porém, ndo se sabe, flui inesgotavel.
3. ATRAJETORIA METODOLOGICA E SEUS FUNDAMENTOS

A palavra metodologia deriva da palavra “método”, do latim, “methodus” e tem por
significado: “caminho ou a via para a realizagdo de algo”; isto ¢é, apreende-se por metodologia
um conjunto estabelecido de técnicas que conduzam a realizacdo de um designio. Segundo
Kluth (2005), para Heidegger, a técnica é uma forma de fazer emergir a superficie o que se
encontra no mais intimo de sua esséncia e, portanto, torna-se necessario uma percepgao
abrangente das caracteristicas edificadoras do procedimento, de modo que, na pratica, ele ndo
se converta em um mecanismo utilizado de maneira inconsciente e que néo se interroga durante

seu processo de desenvolvimento.

Destarte, essa pesquisa tera como enfoque uma metodologia orientada pela estrutura
da pergunta: “Como introduzir os fractais na Educacéo Bésica tendo como inspiragéo a Teoria
do Caos?" e assumird uma abordagem hermenéutica filosofica gadameriana que pretende
durante todo o seu trajeto, questionar-se em relacdo as técnicas e aos procedimentos adotados,

transformando o ato de investigar em um continuo exercicio do filosofar.

Na leitura de Kluth (2005), Gadamer destacou-se por realizar uma investigacdo
fenomenolodgica que colocava em epoché os fendmenos de compreensdo e as maneiras de
interpretar estabelecidos historicamente. Em um cenario investigativo fenomenologico, epoché
significa colocar em suspensdo, isto &, renunciar aos conhecimentos pré-estabelecidos e
enraizados e se permitir apreciar o objeto de estudo de um novo horizonte. Ao remetermos o
nosso pensamento para o visualizar do p6r do sol no horizonte, verificamos que o
deslumbramento que nos acomete ndo se concentra apenas no sol ou no horizonte, mas sim,

também, em toda a vastiddo que nos cerca e que se interpde a eles, em todas as direcdes.

O conceito de horizonte torna-se interessante aqui porque expressa essa visao superior
e mais ampla que deve ter aquele que compreende. Ganhar um horizonte quer dizer
sempre aprender a ver para além do que estd proximo e muito préximo, ndo para
abstrair dele, mas precisamente para vé-lo melhor, em um todo mais amplo e com
critérios mais justos. (GADAMER, 2011; apud SANTIAGO; MIRANDA, 2019, p.
8).
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Por meio desta analise, Gadamer concebe um novo panorama acerca da compreensao
e da interpretacdo de obras humanas, compativeis a propor¢do que se mostram conexos com a
natureza e a esséncia da presenca assim como uma reconceituacdo do que se depreende por

tradigdo. Em relagdo a “pre-senga”, Ledo (1993), apud Kluth (2005) discorre que:

[...] ¢ uma abertura que se fecha e, ao se fechar, abre-se para a identidade e a diferenca,
na medida e toda vez que o homem se conquista e assume o oficio de ser, quer num
encontro, quer num desencontro, com tudo que ele é e ndo é, que tem e ndo tem. E

esta “pre-sen¢a” que joga originalmente nosso ser no mundo. (p. 28).

Essa nova concepcdo ficou conhecida como Circulo Hermenéutico Gadameriano e
neste cenario, a tradicdo, que outrora era tida como um impedimento para a interpretagdo e
explanagdo de textos e obras, passa a ser considerada como experiéncia que advém da
historicidade da “pre-senga” e que pode ser veiculada e compartilhada por meio da linguagem,
possibilitando, desse modo uma compreensdo e interpretacdo abrangente das obras humanas
realizadas. Essa partilha expressa por meio da linguagem se estabelece na estrutura da pergunta
e da resposta, constituindo assim, uma auténtica conversacdo do modo de ser da presenca do
pesquisador com as demais presengas no mundo & sua volta, destacando assim, a tematica da

qual o texto fala e a qual a pergunta se remete.

A hermenéutica, enquanto metodologia, tem por base duas vertentes: a primeira
relaciona a tradicdo com a experiéncia, isto &, que a presenca esta em constante mobilidade; ja
a segunda refere-se ao modo com o qual nos aproximamos da obra humana quando queremos
interpreta-la e compreendé-la, isto €, 0 modo interrogativo que nos impulsiona para obtengédo
de respostas. Dessa maneira, a tarefa da hermenéutica é cumprida a proporcdo que 0S
conhecimentos prévios e as tradi¢des de quem busca compreender tornam-se conscientes ao eu
e postos imediatamente em suspensdo. Essa suspensdo € concebida como a conduta do
investigador de voltar-se para a pergunta e se deixar guiar por sua estrutura, de modo a estar
acessivel a infinitude de possibilidades que ela desperta e desencadeia. Ainda nesta perspectiva,
0 pensamento historico deve passar a refletir simultaneamente a prépria historicidade, ou seja,
deve presumir um nexo que se estabeleca entre a realidade inerente a seu contexto historico, tal

qual a realidade de quem busca compreendé-lo.
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Segundo Bicudo (1991), apud Kluth (2005):

Interrogar o que é dito no texto, interrogar o tema, passa por um trabalho hermenéutico
que visa tirar do obscuro a experiéncia primaria homem/mundo, as formas de elas
serem expressas linguisticamente, os recursos usados pela mente humana e que estdo
a disposicdo do contexto histérico e social (tradi¢do), carregados de significados
ideoldgicos e ja padronizados pela sociedade, os quais, por si, obscurecem ou

modificam (roubam) o sentido daquela experiéncia de que o texto fala. (p. 28 - 29).

Para Gadamer, sempre que uma obra humana ou tradicdo tiver que sair de sua
obscuridade, faz-se necessario a tomada de consciéncia historica efeitual que, em primeira
instancia, define-se como a consciéncia hermenéutica da situagéo, tal como a demanda por seu
questionamento. Segundo Kluth (2005), para Gadamer, a consciéncia da historia efeitual ocorre
por meio da experiéncia. Experiéncia essa fomentada por um vinculo entre o que se
compreendeu e as consequéncias desta compreensdo no transcorrer do panorama histérico.
Segundo ele, dizer que experienciamos algo é o mesmo que dizer que o0 vivenciamos e, portanto,
o resultado dessa vivéncia transforma a nossa compreensao e 0 nosso conhecimento a tal ponto,
que se torna impossivel experimenta-la da mesma forma novamente. 1sso ocorre devido ao fato
de adquirirmos uma nova consciéncia acerca da situacdo experienciada, tornando o que antes
era tido como inesperado e imprevisivel em algo que se pode esperar e presumir. Portanto,
Gadamer conclui que a compreensao é uma forma de efeito, e a essa estrutura de experiéncia,
denominamos de “dialética”. Assim, a dialética se apresenta como o conjunto de experiéncias
vividas e experienciadas pelo homem e que o tornam capaz de entender a sua finitude e os seus

limites em relacdo ao que se € factivel de realizar e a razdo norteadora do que ele projeta.

De acordo com Kluth (2005), Gadamer considera que a consciéncia hermenéutica
consiste na experiéncia pressuposta pela estrutura da pergunta, ja que o experienciar ndo ocorre
de fato, sem questionar-se. Assim, a pergunta se transforma no elo condutor da dialética, pois
permite que os envolvidos na conversa, a saber, a pergunta e a resposta, ndo se menosprezem,
estabelecendo-se assim um didlogo auténtico no qual a estrutura pautada na pergunta e na

resposta anuncia-se como principal responsavel pela compreenséo.

Contudo, a postura hermenéutica a ser adotada nesta pesquisa se concentrara no pano
de fundo historico dos fractais e da Teoria do Caos, trazidas a luz mediante a compreenséo e a
historicidade do ser pesquisado que se revela por meio da pre-sencga. Investigar com esse

objetivo, exige receptividade para com a historicidade da construcdo dessas areas de
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conhecimento, tal qual com o que ela deseja nos anunciar, isto é, estar totalmente entregue as

possibilidades e as experiéncias resultantes desse encontro, pois:

O tempo ja ndo é mais, primariamente, um abismo a ser transposto porque divide e
distancia, mas é, na verdade, o fundamento que sustenta o acontecer, onde a atualidade
finca suas raizes. A distancia de tempo ndo €, por conseguinte, algo que tenha que ser
superado. Esta era, antes, a pressuposic¢ao ingénua do historicismo, ou seja, que era
preciso deslocar-se ao espirito da época, pensar segundo seus conceitos e
representacdes em vez de pensar segundo os préprios, € somente assim se poderia
alcancar a objetividade historica. Na verdade, trata-se de reconhecer a distancia de
tempo como possibilidade positiva e produtiva do compreender. Ndo é um abismo
devorador, mas esta preenchido pela continuidade da heranca histdrica e da tradicéo,
a cuja luz nos é mostrado o transmitido. (GADAMER, 1997, apud KLUTH, 2005, p.
37).

Desse modo, a hermenéutica empodera-se no sentido de apropriar-se e fundamentar-
se sob a estrutura da pergunta e da resposta, estabelecendo entre elas, um nexo de orientacéo,
comunicagdo e cogni¢do, pois “o que a ferramenta do “método” ndo alcanga tem de ser
conseguido e pode realmente sé-lo através de uma disciplina do perguntar e do investigar [...]”
(GADAMER, 1997, apud KLUTH, 2005, p. 41).

Para além da teoria acerca dos procedimentos que compdem o método de perfazer
hermenéutico filosofico, consideremos a situacéo: estamos diante de uma lareira que ndo esta
acesa. Desejamos abrasa-la, e para isso precisamos de lenha. Consideremos a lareira como a
consciéncia inicial que o eu possui a respeito de determinado assunto. A lenha representa as
indagacOes forjadas mediante a perplexidade do pesquisador e que o0 suscitam a investigar
minuciosamente e intensamente. O modo de dispor e organizar a lenha, tal qual a quantidade
necessaria para se obter o fogo que deseja, faz parte das técnicas e ou experiéncias que serao
adotadas e empregadas no decorrer da pesquisa. Portanto, a compreensao no tocante ao vinculo
dialético existente entre pergunta e resposta, assim como, 0s métodos que serdo empregados na
construcdo e conducéo desse dialogo sdo primordiais, ja que € por meio dessa comunicagao que
se torna factivel o incendiar da chama da compreensdo. Logo, responder a pergunta norteadora,
busca auferir ao curso dessa pesquisa a iluminacdo do perguntado - de maneira critica,
cuidadosa e rigorosa, que outrora era obscurecida e nos mantinha presos em nossos

preconceitos, tradicdes e prejulgamentos.
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Isto posto, nos concerne a enunciar e desvelar os processos da trajetéria metodoldgica a
serem percorridos. Com o intuito de encontrar respostas as perguntas subjacentes, pretende-se
buscar na Histéria da Matematica, na epistemologia da Matematica e em dissertacfes e
producdes académicas desenvolvidas que tenham por objeto de pesquisa os fractais e a Teoria
do Caos. Algumas dessas dissertagfes foram desenvolvidas por alunos do Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) e outras foram selecionadas, a
medida que suas contribui¢cdes auferiram iluminacdo ao pesquisador acerca do interrogado.
Outrossim, assumindo a postura de uma metodologia que se fundamenta na hermenéutica
filosofica, foram elaborados fichamentos (modelo no Apéndice A) de cada leitura feita pelo
pesquisador durante o curso de construcdo desta dissertacdo. Esses fichamentos foram
concebidos utilizando como referéncia as perguntas norteadoras dessa pesquisa, isto &, eles
detém a finalidade de agrupar as respostas encontradas mediante a expansao da compreensao
das leituras realizadas. Um desses fichamentos sera apresentado ao final da dissertacdo, no
campo dedicado aos apéndices, com o intuito de possibilitar aos leitores a percep¢do e a
compreensdo da trajetdria percorrida pelo pesquisador no decorrer do processo de elaboragédo

deste trabalho.

Para mais além dos procedimentos adotados, o objetivo final desta dissertacdo é o de
propor ideias e sugestdes de atividades que explorem os fractais articulados a Teoria do Caos,
e de modo que estes conceitos possam ser introduzidos na Educagdo Basica, proporcionando
aos alunos a oportunidade de acesso a conhecimentos fundamentais que tém suas raizes na

Matematica Contemporanea.

4. FRACTAIS: ASPECTOS HISTORICOS E MATEMATICOS

O interesse da humanidade por instrumentos que viabilizem a compreensédo da vida e
da natureza, bem como de suas a¢des, reacdes e enigmas insondaveis, ndo se restringe apenas
a dindmica dos dias atuais. Esse avido empenho e sede por elucidagdo nos acompanha durante
séculos, milénios, a fio. Contudo, é por volta do seculo XVII, que Galileu Galilei (1564 — 1642)
corrobora a convicgdo de que a natureza, o mundo e os fendmenos que reverberam, expressam-
se e comportam-se unicamente por linguagem e leis provenientes da matematica. Galileu

fundamenta-se entdo, nas nogdes e concepcbes geométricas das antigas civilizagdes egipcia,
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grega e mesopotamica, as quais foram organizadas e sintetizadas por Euclides, e concebe uma

nova perspectiva do cosmos. A saber:

[...] neste grande livro que continuamente se abre perante nossos olhos (isto é, o
universo), que ndo se pode compreender antes de entender a lingua e conhecer 0s
caracteres com 0s quais estd escrito. Ele estd escrito em lingua matematica, os
caracteres sdo triangulos, circunferéncias e outras figuras geométricas [...].
(GALILEI, 1999, p. 46; apud BAIER, 2005, p. 20-21).

Desse modo, Galileu caracteriza e delimita o estudo do Universo por meio das formas
e das propriedades que se apresentam passiveis de mensurar, estabelecendo um nexo entre o
espaco fisico e o espago geométrico euclidiano. Mediante a postura adotada por Galileu, uma
nova compreensdo de ciéncia se fez conhecer: uma ciéncia voltada para as analises quantitativas
em detrimento das qualitativas, ou seja, uma ciéncia que caminha para uma sistematica pautada
apenas na utilizacdo de formulas geométricas e (BAIER, 2005). Ndo obstante, a natureza e seus
fendmenos tiveram que acomodar-se mediante os elementos da geometria de Euclides, de modo
que até hoje, ela é a responsavel por exercer grande influéncia e expressividade no campo de

estudos cientificos e matematicos. Segundo Carvalho (2005),

Diante dos seus axiomas, postulados e teoremas, as formas euclidianas pareciam
encaixar-se bem do ponto de vista tedrico, sem quebras e sem lacunas. Talvez por isso
permanecem sem modifica¢fes significativas durante dois mil anos, dando a estas

formas a forte impresséo de naturalidade [...] (p. 14)

De acordo com Boyer (1996), a geometria teve suas origens no Egito, nos arredores
do Rio Nilo e tinha por finalidade instaurar as fronteiras entre as propriedades impactadas pelas
constantes inundagGes. Desde entdo, a geometria se estabelece como “medida da terra” e foi
posteriormente nomeada de Geometria Euclidiana, em homenagem a Euclides de Alexandria,
que foi o pioneiro no que se refere a sistematizacdo dessa geometria nos padrfes atuais.
Segundo Santos (2020), o livro “Os Elementos” foi de extrema relevincia para o
desenvolvimento da matematica, visto que nele esta contido e organizado todo o escopo de
conhecimento matematico de uma época. O que impulsionou as novas investigacoes e estudos
na area da geometria foram 0s questionamentos suscitados acerca da estruturacao légica do
quinto postulado de Euclides. Além disso, o processo de construcdo das Geometrias Nao-
Euclidianas ocorre no século XIX, confrontando a concep¢édo até entdo estabelecida, de que a

Geometria Euclidiana era a Gnica capaz de expressar efetivamente as leis que regem o Universo.
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Entretanto, vale ressaltar que as Geometrias Nao-Euclidianas surgem com o intuito de agregar
e ampliar as possibilidades de atuacdo, tendo em vista as limitagdes intrinsecas da Geometria
Euclidiana — limitacGes estas, que embora existam, ndo sdo capazes de refutar a grandiosidade
da obra de Euclides e de sua influéncia cientifica inigualdvel que reverbera até os dias

hodiernos.

Segundo Capra (1998, p.109) apud Baier (2005, p. 86):

Do século XVII em diante, o estilo europeu da matematica mudou gradualmente a
partir da geometria, a matematica das formas visuais, para a algebra, a matematica
das férmulas [...] Poincaré inverteu essa tendéncia [...] voltando novamente para 0s
padrdes visuais. No entanto, a matematica visual de Poincaré ndo é a geometria de
Euclides. E uma geometria de um novo tipo, uma matematica de padrdes e relagdes

conhecida como topologia.

Henri Poincaré (1860 — 1934) institui a Geometria Qualitativa, compreendida como
a Geometria das deformacdes e intitulada, atualmente, de Topologia. Na Topologia, 0 que se
considera como essencial e significativo, sdo as caracteristicas que ndo se alteram mediante
as transformacdes realizadas continuamente; isto €, um topdlogo néo se enclausura no que se
pode mensurar e quantificar. Além disso, um topologo acredita que todas as formas
geométricas que nos foram ensinadas desde a infancia, na verdade, se caracterizam como uma
s0, ja que “tomando um pouco de massa de modelar, podemos modifica-la de modo continuo,
formando uma esfera, um cubo, um cilindro. Um tridngulo pode ser deformado
continuamente, assumindo a forma de um quadrado, de um circulo” (BAIER, 2005, p. 88).

Com as contribuicbes da Geometria Qualitativa e das demais Geometrias Nao-
Euclidianas, a humanidade passa a inferir e a despertar, mesmo vagarosamente, que existem
outras perspectivas e modos de avistar o mundo que nos circunda e acolhe, bem como os
elementos e fendmenos de sua natureza singular. Consequentemente, manifestam-se no final
do século XIX os primeiros objetos que conhecemos hodiernamente como fractais. (BAIER,
2005).

As raizes da geometria fractal podem ser remontadas até a busca de rigor 16gico em
analise, levando a invencdo, por volta de 1900, de uma variedade de “curvas
patologicas” cujo principal papel era mostrar que argumentos intuitivos ingénuos

podem dar errado. Por exemplo, Hilbert definiu uma curva que passa por todo ponto
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dentro de um quadrado — ndo sé chega perto, mas atinge exatamente cada ponto.
(STEWART, 2019, p. 241-242).

No entanto, visto a concepcdo cientifica da época ainda estar alicercada nos
fundamentos da Geometria Euclidiana, os cientistas e mateméticos reagem com aversao e
estranheza, denominando esses objetos como “monstros matematicos” e curvas patoldgicas —
“embora ndo sejam patologicas para a natureza, ou mesmo para os matematicos: simplesmente
elas assim pareciam para os matematicos do periodo” (STEWART, 2019, p. 248). Alguns
exemplos sdo as Curvas de Peano, criadas em 1890 por Giuseppe Peano (1852 — 1943), o
Conjunto de Cantor, desenvolvido pelo matematico alemédo Georg Cantor (1845 — 1918), a
curva de Koch, apresentada pelo matematico sueco Helge von Koch (1870 — 1924) e o
Triangulo e o Tapete de Sierpinski, anunciados pelo matematico polonés Waclaw Sierpinski
(1882 —1969). Dentre os fractais citados, o Conjunto de Cantor (ver Figura 2) possui dimenséo
néo-inteira compreendida no intervalo [0,1]. “Com efeito, apesar de parecer constituir uma
série de pontos (portanto de dimensdo zero), existe uma estrutura subjacente. Sua estrutura
estd entre a reta e o ponto [...] tem uma dimensdo fractal 0,6309.” (FIEDLER-FERRARA,
PRADO, 1994, p. 91; apud BAIER, 2005, p. 118). Ja as Curvas de Peano apresentam
dimensdo no intervalo [1,2] e tém por finalidade passar por todos os pontos de um quadrado.
Um ano ap6s Peano, David Hilbert (1862 — 1943) desenvolve uma curva semelhante (ver
Figura 1), que preenche todos os pontos de um quadrado, porém, sem apresentar pontos de
interseccdo. Essas curvas sao consideradas como patolégicas, pois visam preencher planos
que possuem dimens&o euclidiana 2 por meio de linhas com dimenséo euclidiana igual a 1.

Segundo Baier (2005): “Curvas que preenchem planos passam a integrar a galeria
dos monstros matematicos, exercendo forte impacto por serem contraexemplos da matematica

vigente e, apoés Mandelbrot, sdo entendidas como sendo fractais” (p. 122).

Figura 1: Curva de Hilbert — 5 primeiras iteracGes Figura 2: Conjunto de Cantor — 5 primeiras iteracGes
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Destarte, o termo fractal veio a ser utilizado mais tarde, somente apds a metade do
século XX, pelo matematico Benoit Mandelbrot que teve como influxo o adjetivo em latim
fractus, que possui como verbo correspondente em latim, frangere, e tem por significado:

quebrar e fragmentar em partes irregulares. (BAIER, 2005).

Segundo Stewart (2019, p. 240), Mandelbrot nasceu em Varsovia, na Polénia, no dia
20 de novembro de 1924. No ano de 1936, mudou-se com sua familia para Paris. Seu tio,
Szolem Mandelbrot, ocupava a posicao de professor de matematica em um colégio renomado
em Paris, 0 que suscitou a admiracdo de Mandelbrot, bem como o interesse de seguir a mesma
carreira. Durante a adolescéncia, seu tio encarregou- se de sua educacdo, levando-o a Lycée
Rolin, em Paris. Ndo obstante, a Franca estava ocupada pelos nazistas, transformando a
infancia de Mandelbrot - que era judeu — em um cenario de pobreza e de temor pela morte.
Em 1944, em Lyon, durante seus estudos, Mandelbrot observa que possui aptiddes
geométricas intuitivas e que por meio delas, consegue obter aproximacdes e explicar
resultados para problemas advindos das mais diversas areas da Matematica. Desse modo, ele
é admitido na renomada Ecole Normale Supérieure em Paris, a fim de proceder com seus
estudos na area. Todavia, por reconhecer suas habilidades em Geometria, Mandelbrot parece
ndo se satisfazer com os rumos da abstracdo e da algebrizacdo de Bourbaki — centrada em
matematica pura - e, portanto, opta por se mudar para os Estados Unidos em 1948, onde
assume um posto no Instituto de Pesquisa James Watson da IBM (International Business

Machines Corporation).

Durante suas investigagfes na IBM, Mandelbrot desenvolve e publica artigos
cientificos que, a principio, soam desconexos e desarticulados entre si. Dentre as tematicas
dos artigos, encontram-se: distribuicdo da riqueza, comprimento das linhas costeiras, bolsa de

valores, demografia populacional, a estrutura do Universo, entre outros. (STEWART, 2019).

Uma de suas investigacoes na IBM teve por finalidade observar os ‘ruidos’
espontaneos que se manifestavam por intermédio de interferéncias no processo de transmissdo
de dados entre computadores, via linha telefénica. Embora especialistas da area tenham
tentado, ndo encontraram solucédo para a problematica. Mandelbrot decifrou a situacéo a partir
do instante em que aceitou os ruidos como sendo inevitaveis e, portanto, impossiveis de serem
eliminados. Dessa forma, Mandelbrot procura descrever e separar as transmissées por meio
de periodos — perfeitos e com ruidos — e nota que os periodos de erros, se ampliados,

abarcavam em suas estruturas, intervalos de transmissdo ainda menores; levando-o a
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identificar um padrdo geométrico que representasse adequadamente a situagdo: o Conjunto de

Cantor. Sobre isso, Baier (2005) discorre:

Mandelbrot (1997) aponta a semelhanca de sua descricdo do amontoamento de erros
com a constru¢do matematica denominada conjunto de Cantor, avaliando ser esse 0
primeiro problema concreto cuja abordagem demanda a utilizacdo de fractais. (p.
119).

Em 1975, Mandelbrot € contemplado com um insight de compreensdo que o
possibilita estabelecer o nexo entre cada um dos artigos cientificos publicados: o conceito de
fractal. O termo fractal surge entdo com a incumbéncia de representar a irregularidade e a

complexidade intrinseca aos fendmenos da natureza e da vida.

A natureza detesta a linha reta e ndo morre de amores por outras coisas vindas de
Euclides e dos textos sobre calculo. Mandelbrot cunhou um nome para esse tipo de
estrutura; fractal. E promoveu, com energia e entusiasmo, o uso de fractais em
ciéncia, a fim de modelar muitas das estruturas irregulares da natureza. (STEWART,
2019, p. 246).

Benoit Mandelbrot faleceu em 2010 e deixou um legado de contribuicdes

expressivas para 0 avango da Geometria, j& que:

Era preciso ter uma imaginacéo excepcional para considerar a possibilidade de uma
geometria diferente daquela de Euclides, pois o espirito humano por dois milénios
estivera limitado, pelo preconceito da tradi¢do, a firme crenca de que o sistema de
Euclides era certamente a Unica maneira de descrever em termos geométricos o
espaco fisico, e que qualquer sistema geométrico contrario ndo poderia ser
consistente. (EVES, 1997, p. 22; apud FARIAS, 2019, p. 22).

Os fractais sdo objetos geométricos ou naturais que se expressam por meio da
autossimilaridade presente em suas estruturas, independentemente da escala. Ademais, 0s
fractais, em sua grande maioria, possuem dimensao ndo inteira, 0 que representa o0 seu grau
de irregularidade e rugosidade, e por fim, carregam consigo o vislumbre de uma complexidade
infinita, que resultam em padrdes belos, ornamentais e harmoniosos. Com o intuito de
descrever os fractais em sua completude, explicaremos a seguir a sua definicdo, bem como as

suas caracteristicas e propriedades.
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4.1 FRACTAL: DEFINICOES

A primeira definicdo para a palavra fractal foi concebida pelo proprio Benoit
Mandelbrot em 1976: “Um conjunto ¢ dito fractal se a dimensdo Hausdorff deste conjunto for
maior do que a sua dimensao topoldgica.” No entanto, essa defini¢ao foi considerada um tanto
restrita e rigorosa, de modo que até Mandelbrot ndo se deu por satisfeito. Segundo Alves
(2007); apud Silva (2015): “Inicialmente, Benoit Mandelbrot apresentou, com relutancia, uma
definicdo de fractal, reforcando que se tratava apenas de uma tentativa de definigcéo e, mais

tarde, retirou essa defini¢ao” (p. 25).

Em consequéncia, matematicos e estudiosos da area impulsionaram suas
investigacdes em busca de uma definicdo considerada mais formal e acessivel. Desse modo,
Jeans Felder, em sua obra intitulada “Fractais” (1988), propde a seguinte definigdo: “Um
fractal ¢ uma forma cujas partes se assemelham ao todo sobre alguns aspectos.” (Felder, 1988;
apud Barbosa, 2005, p.18). Outra defini¢do foi desenvolvida por Kenneth J. Falconer, em sua
obra Fractal Geometry (1990), na qual ele relata que F é fractal se apresentar todas ou a

maioria das propriedades descritas a seguir:
a. F tem estrutura fina, isto €, apresenta detalhes em qualquer escala;

b. F é localmente ou globalmente muito irregular para ser descrito em linguagem

geométrica tradicional,

c. F apresenta autossimilaridade, ou seja, cada parte de F é uma copia reduzida do todo.

Esta autossimilaridade, as vezes, é aproximada ou estatistica;
d. A dimenséo fractal de F € maior que sua dimenséo topologica;
e. F é obtido por meio de um processo recursivo simples.

Para além das definicGes mencionadas, o conceito de fractal ainda é considerado
como um campo a ser explorado e examinado, visto que todos 0s que se arriscaram na busca
por uma defini¢do formal, ndo obtiveram sucesso no que diz respeito a empreender todas suas
caracteristicas e especificidades. Acerca disso, Mandelbrot (1989, p. 14), apud Carvalho
(2005), relata que:

Sera necessério definir uma figura fractal de modo rigoroso, para em seguida dizer

que um objeto real é fractal por se assemelhar a figura geométrica que constitui o

modelo? Considerando que um tal formalismo seria prematuro, adotei (...) um
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método baseado numa caracterizacéo aberta e intuitiva, onde os avangos se efetuam

por retoques sucessivos. (p. 18)

Diante de sua insatisfagdo com a definicdo inicial, Mandelbrot, mais tarde, sugeriu

definir fractal como: “[...] uma forma composta de partes que de algum modo s3o semelhantes

ao todo.” (ALVES, 2007; apud SILVA, 2015, p. 25).

Destarte, tomando como referéncia 0s conceitos expostos, nos arriscamos a propor
uma definicao que sintetize e contemple as ideias de Mandelbrot, Felder e Falconer: fractal é
um ente geométrico ou natural de complexidade infinita, que apresenta autossimilaridade
exata ou aproximada, em diferentes escalas; e pode ser obtido de trés formas distintas — por
meio de processo iterativo; relagdo de recorréncia ou por intermédio de um sistema dindmico.
Além disso, pode apresentar dimensdo fracionaria, devido as suas rugosidades e

fragmentacoes.

Nosso objetivo a seguir seré classificar os fractais e definir os modos pelos quais eles
sdo gerados. Além disso, pretende-se analisar minuciosamente cada um dos atributos e
propriedades dos fractais, descrevendo-os de modo a trazer esclarecimento ao que ainda se

encontra encoberto e obscuro em nossa compreensao.
4.2 CLASSIFICACAO DOS FRACTAIS

Nesta secéo, iremos classificar os fractais e discorrer de maneira detalhada sobre os
critérios que nos possibilitam realizar essa especificacdo. Além disso, com a finalidade de
exemplificar e enriquecer o exposto, serdo mencionados e demonstrados os fractais classicos

gue se enquadram em cada uma das classificacoes.
Os fractais podem ser classificados em 3 (trés) tipos:

1. Fractais gerados por meio de processos iterativos;
2. Fractais obtidos por meio de uma relacdo de recorréncia,;

3. Fractais aleatorios ou naturais.
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4.2.1. Fractais gerados por meio de processos iterativos

Os fractais gerados por meio de processos iterativos séo conhecidos como fractais
deterministicos ou geométricos. Esses fractais possuem uma regra fixa baseada em um processo
iterativo geométrico e apresentam a autossimilaridade exata como um de seus tracos mais
notaveis e significativos. Além disso, é necessario definir o contexto matematico relacionado
com funcdes. A palavra “iterar” significa repetir, refazer; e seu significado no contexto
matematico corresponde a aplicacdo de uma funcéo nela mesma indefinidamente, isto é, iterar

corresponde a executar uma fungdo composta. Consideremos o seguinte exemplo:

Suponha que uma pessoa tenha depositado em uma poupancga, com rendimento de 6%
ao més e no regime de juros compostos, uma quantia de R$1 300,00. Qual sera o montante

dessa aplicacdo ap6s uma quantidade n de meses?

Seja P, o valor em reais, obtido ao final dos n meses de aplicacdo e P, o valor inicial

aplicado na poupanca. ApG6s o0 primeiro més, temos:
P, = Py + 0,06P, = 1,06P,.

Apds o segundo més de aplicacdo, obteremos:

P, = P, + 0,06P, = 1,06P,.

E assim, sucessivamente:
P3 :P2+0,06P2 = 1,06P2

P4:P3+0,06P3: 1,06P3

Pn = Pn_1 + 0,06Pn_1 = 1,06Pn_1.

Note que para calcularmos o montante de cada més subsequente, precisamos
impreterivelmente do montante referente ao més anterior. Nesse caso, estamos utilizando o
conceito de iteracdo e, consequentemente, de funcdo composta. Podemos definir a funcédo
F(x) = 1,06x para representar a situacdo, ja que precisamos apenas multiplicar o montante

obtido no més anterior por 1,06.

Desse modo, obtemos:
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P1:1,06P0:F(P0)

P, = 1,06P, = F (Py) = F (F(Py)) = Fo F (Py) = F*(Py)
P; =1,06P, = F (P,) = F(F(F(P)))) = F oFo F(P) = F3(P0)

P, =1,06P,_ 1 = F(Pp_q) = Fo...0o F(Py) = F*'(Py).
| J

n ;76285
Logo, se F(x) = 1,06x; entdo:
F*(x) = (1,06)" x.

Em que F™ representa n-ésima iteracdo da fungdo F. Dessa maneira, conhecendo a

aplicacdo inicial, somos capazes de calcular os valores obtidos nos meses posteriores.

A iteracdo é a transformacéo aplicada repetidamente ao objeto e a recursividade é a
caracteristica do processo iterativo que recorre sempre & mesma forma de maneira
idéntica ou transformada. A ideia subjacente aos fractais é que diante da iteracdo de
uma férmula simples se pode obter uma estrutura muito complexa e rica. (MOISSET,
2003, p. 135; apud DOMINGOS, 2013, p. 18).

No que se refere aos fractais geomeétricos, o processo iterativo se caracterizara por
meio de uma regra bem estabelecida, isto €, a iteracdo pode ocorrer por meio da substituicao de
partes do fractal por um numero maior de fragmentos ou entdo, essa iteragdo pode ocorrer de
maneira inversa: remover um fragmento do fractal considerado a cada iteragdo. Os fractais
deterministicos que sdo gerados por meio de uma iteracdo de acréscimo sdo denominados de
fractais pela fronteira. Ja os que representam iteracdes por remocdes, sao chamados de fractais

por remogao.
4.2.1.1 Fractais pela Fronteira

Os fractais classicos que se enquadram nessa classificacdo sdo: A Curva e a llha de
Von Koch, a Curva de Peano e a Curva de Hilbert. A seguir exibiremos cada um deles, tais

quais suas etapas de construgéo.
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4.2.1.1.1 A Curvace a llha de Von Koch

No que se refere a “A Curva ¢ a Ilha de Von Koch”, segundo Farias (2019), foram
desenvolvidas pelo matematico Niels Fabian Helge Von Koch em 1906. Além disso, Koch
nasceu em 25 de janeiro de 1870 e realizou diversos trabalhos nas areas da Teoria dos NUmeros
e das Equacdes Diferenciais. A Curva de Koch fez parte da galeria dos “monstros matematicos”
da época. Ao aplicarmos o método recursivo utilizado na Curva de Koch sobre os lados de um
triangulo equilatero, obtemos a famosa Ilha de VVon Koch, também chamada de Floco de Neve
de Koch. (RABAY, 2013). A llha de Von Koch é gerada mediante o limite da construcao desse
processo iterativo. Para fins de aplicacdo do Calculo Diferencial, a Curva de Koch é considerada
continua em toda a sua extensédo, porém, ndo é diferenciavel em nenhum de seus pontos. Mais
tarde, mediante seus estudos, Mandelbrot reconheceu como um instrumento adequado para o

calculo da dimensao fractal das linhas costeiras. Sequndo Baier (2005):

Para Mandelbrot, a curva proposta por Niels von Koch é um modelo muito rudimentar
de litoral, ou seja, um modelo matematico preliminar para modelar costas litoraneas,
que se torna mais adequado quando é construido com técnicas envolvendo
aleatoriedade. (p. 126)

E de acordo com Mandelbrot (1997, p.40); apud Baier (2005):

[...]Ja curva de Koch lembra um mapa, mas apresenta os maiores defeitos encontrados
em quase todos os primeiros modelos [...] Suas partes sdo idénticas umas as outras
[...]. Assim, a curva de Koch é um modelo muito preliminar de litoral costeiro. (p.
127)

A Curva de Koch (ver Figura 3) é construida mediante o seguinte processo iterativo:

I Na iteracdo 0, tomamos um segmento de reta de comprimento [;

. .. ~ . l
i Dividimos o segmento de reta em trés segmentos congruentes de medida p

iii.  Retiramos a parte central e em seu lugar acrescentamos dois segmentos de mesma

medida formando um triangulo equilatero que tem como base o terco médio removido;

iv. Realizamos os procedimentos (ii) e (iii) repetidamente e indefinidamente.
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Figura 3: Primeiras iteracdes da Curva de Koch

/\ J\jAZ_/L Ja’“m%ﬂh?w"u

iteracdo 0 iteracao 1 iteracdo 2 iteracdo 3
Fonte: Mendes Junior (2017)

Conforme mencionado, ao aplicarmos o mesmo procedimento iterativo sobre os lados
de um tridngulo equilatero, geramos o fractal denominado Ilha de Von Koch (também chamado

de Floco de Neve de Koch), conforme ilustrado na figura 4:

Figura 4: Primeiras iteragdes do Floco de Neve de Koch

RN

iteracdo 0 iteracao 1 iteracdo 2 iteracdo 3
Fonte: Sedrez (2009)

Vamos estudar e analisar o Floco de Neve de Koch por meio da construcdo de tabelas
e na busca por generalizacBes que nos permitam obter o numero total de segmentos de cada

iteracdo, bem como, uma expressao que nos possibilita calcular o seu perimetro.

Observando a figura acima, na iteracdo 0, temos 3 segmentos; ja na iteracdo 1, cada
lado do triangulo equilatero é dividido em trés segmentos congruentes e o terco médio €
substituido por mais dois segmentos de mesma medida, isto é, cada lado do triangulo equilétero
inicial passard a contemplar 4 segmentos, isto é, teremos um total de 12 segmentos. Na 22
iteracdo, cada um dos segmentos da iteracdo 1 serdo substituidos por 4 segmentos de mesma
medida, resultando em 12 - 4 = 48 segmentos ao todo. Construimos a Tabela 1 com a intencdo

de sintetizar os dados coletados:

Tabela 1: Numero de segmentos do Floco de Neve de Koch

Iteracdo NUmero de segmentos
0 3
1 3:4=12
2 3-4-4=3-4%>=48
3

3:4:4.4=3-4% =192

n 3-4"

Fonte: Autoria propria
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Em relacdo ao perimetro, consideremos que as medidas dos lados do triangulo

equilatero sdo iguais a [. Na primeira iteracdo, os lados sdo divididos em trés partes iguais, isto

1 . . . .. . .
€, 3, porém a parte central é removida e substituida por dois segmentos de mesma medida, o

. a1z ‘.. , .4 ,
que resulta que cada lado do triangulo equilétero inicial passara a medir gl. Construimos a

Tabela 2 com o intuito de organizar os valores obtidos a cada iteragéo.

Tabela 2: Perimetro do Floco de Neve de Koch

Medida de cada

Iteracdo NUmero de segmentos segmento Perimetro
0 3 l 31
1 — 1 -
3-4=12 §g 12-=1 =4l
1 1 16
3-4%2 =48 Z 48—l =—1
2 5! 9"~ 3
3 343 = 192 L 197. L%,
27 27 9
1 1 4n
n . AN n.,__ ] —
3-4 ﬁi 3-4 3n£_(3n—1)IE

Fonte: Autoria propria

n
Note que o perimetro pode ser reescrito da seguinte maneira: 3 - (%) [, isto é, 0

perimetro representa uma progressdo geométrica (PG) de razdo q = %, 0 que significa que o
perimetro da llha de Koch tende ao infinito, pois como a razdo dessa PG é maior que 1, ela

diverge quando n tende ao infinito.

N&o obstante, também podemos calcular a area do Floco de Neve de Koch. Como

iniciamos 0 nNosso processo iterativo utilizando um triangulo equilétero, temos:
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Na primeira iteracdo, acrescentamos em cada lado do triangulo inicial, um triangulo

.y l . R
equilatero de lado e Calculando a area desse triangulo, temos que:

Na segunda iteracdo, serdo acrescentados quatro tridngulos equilateros em cada lado

-a srz L. oz - 1 .
do tridngulo equilatero inicial e cada um deles ter4 &rea igual a 5 A4, resultando assim em um

, . ‘A e . 4 - - ~ PR
acréscimo em cada lado do triangulo inicial de 5 41 Naterceira iteragao, teremos o acrescimo
de mais 16 = 42 tridangulos equilateros em cada um dos trés lados do triangulo inicial. Como a

, ;- 1 ~ J N . . 16
area de cada um deles seré igual a 5 A,, temos entdo que o acréscimo na area sera de 5 A,.

Como 4, = % A;, substituindo, obtemos:

==t (e

Desse modo, podemos concluir que a &rea acrescida a cada lado do tridngulo inicial na

. . , "1 ,
iteracdo n, sera dada por: 4,, = (g) A;. Como as areas referem-se a apenas um dos lados do
triangulo equilatero inicial, temos que a area total do Floco de Neve de Koch pode ser

determinada da seguinte maneira:

2
Ac=Ag+3-A1+3-3 A+ (5) A+

Podemos reescrever essa soma:

4 4\?
A, = A0+3-A1-[1+ >+ (3) +]
()
Observe agora que () representa a soma dos termos de uma progressdo geométrica

infinita (PG) de razdo q = % < 1. Realizando essa soma, encontramos:

1 1
S:al-_l_q=> S=_1 7 =
9

9

ol
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Substituindo o valor encontrado, chegamos a:

Ac= Ag+3-Ar- 2= Ag+Z Ay

Como 4, = % Ay, temos:

27 1 3 8
A0+?;AO= A0+EAO= EAO

Portanto, quando o nimero de iteragdes da llha de Koch tende ao infinito, sua area

8 . -a a1z ...
corresponde a s da area do triangulo equilatero inicial.

4.2.1.1.2 A Curva de Peano

Segundo Rabay (2013), Giuseppe Peano nasceu em Cuneo, na Italia, no ano de 1858.
Prestou varias contribuicdes as areas de Teoria dos Conjuntos, Algebra Linear, Calculo Vetorial
e no que diz respeito as aplicacGes geométricas de Calculo Infinitesimal. Tornou-se renomado
devido aos axiomas de Peano, que contemplam propriedades inerentes ao conjunto dos nimeros
naturais. Devido a precisdo e ao rigor ldgico que adotava em seus trabalhos, cooperou
significativamente para a area da Ldgica Matematica, sendo considerado por alguns como o
‘Pai da Logica’. No ano de 1890, publicou sua “curva patologica”, a “Curva de Peano”, que

surge com a proposta de preencher a superficie plana de um quadrado em sua totalidade.

A Curva de Peano (ver Figura 5) pode ser construida por meio do seguinte processo

iterativo:

i. Na iteracdo 0, consideramos um segmento de reta de comprimento [, que sera a
medida da diagonal do quadrado ao qual a curva pretende preencher;

ii. Nessa etapa, dividimos o segmento de reta inicial em trés partes congruentes de
. l . .
medida 5 € acrescentamos 6 fragmentos de mesma medida, formando dois quadrados
opostos na parte central;

iii. Repetimos o procedimento anterior para cada segmento de reta, indefinidamente, até

que a superficie plana do quadrado considerado seja preenchida totalmente.
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Figura 5: Representacdo da Curva de Peano

Fonte: Santos (2020)

4.2.1.1.3 A Curva de Hilbert

Considerado um dos matematicos mais notaveis, tendo em vista que seus topicos de
pesquisa sdo essenciais nos variados ramos da Matematica, David Hilbert nasceu em
Konigsberg, na Alemanha, no ano de 1862. (RABAY, 2013). Destacou-se por consolidar a
Teoria dos Invariantes, que aborda axiomaticamente a geometria euclidiana; a Teoria dos
numeros algébricos e a criacdo dos espacos de Hilbert, que retratam as equacdes integrais e as
formas quadraticas. Em 1891, um ano apés Peano, Hilbert publica o seu ‘monstro’ denominado
Curva de Hilbert. (RABAY, 2013). A Curva também tem a intengdo de cobrir toda a superficie

plana de um quadrado, sem que haja a interse¢do de pontos.

O processo iterativo que possibilita a obtencdo da Curva de Hilbert (ver Figura 6) se

da por meio das seguintes etapas:

i. Consideramos inicialmente um quadrado e o dividimos em quatro quadrados da
mesma area. Assim, a curva sera determinada por trés segmentos de reta consecutivos, com

extremidades os pontos centrais dos quadrados;

ii. Como o realizado em (i), construimos novos quadrados e modificamos parcialmente
a curva, a fim de conectar por meio de segmentos de retas consecutivas e sequenciais cada um

dos pontos centrais;

iii. Repetimos os procedimentos (i) e (ii) indefinidamente até que a superficie do

quadrado seja preenchida totalmente e sem apresentar intersecgoes.
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Figura 6: Etapas iterativas da Curva de Hilbert.
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Fonte: Moreira (2013)

4.2.1.2 Fractais por remogao

Alguns dos fractais classicos que se enquadram na classificacao fractais por remocao
sdo o Conjunto de Cantor, o Tridangulo, o Tapete e a Piramide de Sierpinski, bem como a
Esponja de Menger. Exibiremos adiante cada um desses fractais, bem como os procedimentos

pelos quais sdo obtidos.
4.2.1.2.1 Conjunto de Cantor

Segundo Farias (2019), George Cantor nasceu em S&o Petersburgo, na Russia, no ano
de 1845. Cantor foi renomado por elaborar a moderna Teoria dos Conjuntos. Cantor suscitou
novos problemas relacionados aos conjuntos infinitos, j& que, mediante suas investigacoes,
obteve o conceito de nimero transfinito, incluindo as classes numéricas dos cardinais e ordinais,

estabelecendo as distin¢des entre esses conceitos.

Assim sendo, 0s conceitos inovadores propostos por Cantor enfrentaram inimeras
resisténcias por parte da comunidade matematica da época, porém, atualmente, sdo
reconhecidas como contribuigdes significativas. Cantor provou que 0s conjuntos infinitos néo
possuem a mesma cardinalidade, distinguindo assim os enumeraveis dos continuos. Cantor
provou também que o conjunto dos numeros racionais (Q) é enumeravel, enquanto o conjunto
dos nameros reais (R) é continuo, por meio do famoso método da diagonal. Em 1883, Cantor
desenvolveu o “Conjunto de Cantor”, um objeto que também tem seu lugar garantido na galeria
dos ‘monstros’ matematicos e que Cantor demonstra ndo se tratar de um conjunto enumeravel.

(RABAY, 2013).
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Para construir o Conjunto de Cantor (ver Figura 7), procedemos do seguinte modo:
i.  Consideramos um segmento de reta unitario;

ii.  Dividimos o segmento de reta em trés partes congruentes e retiramos a parte central,

isto €, o terco médio;

ilii.  Repetimos sucessivamente (iteramos) o processo (ii) nos segmentos restantes ao final

de cada etapa.

Figura 7: Representacdo do Conjunto de Cantor

Fonte: Moreira (2013)

Note que a iteracdo 0O se inicia no intervalo [0,1]. Dividimos 0 segmento em trés partes

1 . . ~ f 1 2
congruentes que medem 3 Ao fim da 1?2 iteracdo, removemos o intervalo aberto (5,5). Logo,

a iteracdo 1, que representaremos por I;, pode ser expressa por:

= b3 o B

Prosseguindo no desenvolvimento do processo recursivo, dividimos novamente o0s

A . - 1
segmentos da I; em trés segmentos congruentes, de medida igual a 5 & portanto, removemos

os intervalos abertos (%,%) e (g,g), obtendo ao final da iteracao I,:

k=[og) v 53 v el v 51
27 P9 9’3 3’9 9’ [

Concluimos entdo que cada etapa posterior I, ; serd expressa pela unido dos intervalos
fechados obtidos por meio do processo recursivo no qual, de I, removemos os intervalos
abertos - tercos médios - dos segmentos que o constituem (ver Figura 8). Desse modo,
verificamos que I,, sempre sera formado por 2™ intervalos fechados, cada um com comprimento
igual a 37", isto é, o comprimento do Conjunto de Cantor em uma iteragdo I,,, serd dada por
2m. 371,
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Figura 8: Conjunto de Cantor — Representacao por intervalos
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Fonte: matemelga.wordpress.com

4.2.1.2.2 Triangulo de Sierpinski

Segundo Rabay (2013), Waclaw Sierpinski nasceu na Varsovia, Polénia, em 1882.
Apresentou grandes contribui¢des na Teoria dos NUmeros e na Topologia de Conjuntos. Criou

0s objetos matematicos denominados Triangulo e Tapete de Sierpinski.

Nesse sentido, o Tapete de Sierpinski é considerado uma generalizacdo do Conjunto
de Cantor e representa cada face da Esponja de Menger (uma representacdo tridimensional).
Além do mais, o Triangulo de Sierpinski € a referéncia para a construcdo da Piramide de
Sierpinski. Também criou a curva de Sierpinski, uma curva fechada que preenche

completamente a area quadrangular e que possui aplicagdes em otimizacao de rotas.
As etapas para a construgdo do Triangulo de Sierpinski (ver Figura 9) séo:
i.  Consideremos a superficie de um triangulo equilatero;
ii.  Tracamos suas bases médias, obtendo desse modo, 4 triangulos equilateros;
iii.  Retiramos o triangulo central;

iv.  Realizamos de modo iterativo e indefinidamente as etapas (ii) e (iii) nos triangulos

remanescentes ao final de cada iteracdo do processo.

Figura 9: Representacdo do Tridngulo de Sierpinski

AL L850

Fonte: Moreira (2013)
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Para mais além, podemos investigar algumas propriedades do Triangulo de Sierpinski,
dentre as quais, 0 numero de tridngulos remanescentes apds um total de n iteracdes e 0

desenvolvimento do processo de obtencao de sua area.

Com o intuito de organizar as informacdes e facilitar a visualizacdo, elaboramos a
Tabela 3 onde estdo correlacionadas a iteracdo, bem como, o nimero de tridngulos restantes ao

final dela.

Tabela 3: Namero de triangulos remanescentes ao final de cada iteracdo do tridngulo de Sierpinski

Tteragdo Numero de tridngulos
0 1
1 3
2 9
3 27
4 81
n 3

Fonte: Autoria propria

Portanto, na enésima iteracdo do Tridngulo de Sierpinski, teremos um total de 3™
triangulos.
Em relacdo a area, vamos chamar a area do triangulo equilatero inicial de A,. Logo,

s . ~ oa , . 1 . )
apos a 12 iteracdo teremos 3 triangulos, cada qual com &rea igual a ZAO’ totalizando uma area

total de %AO. Ap0s a 22 iteracdo, obtemos um total de 9 triangulos, cada um com &rea igual a

3

2
%AO' totalizando uma éarea total de %AO = (Z) A,. Observe a Tabela 4 a seguir:
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Tabela 4: Area do Triangulo de Sierpinski em funcdo do nimero de iteragdes n

Tteracdo MNimero de trifingulos Area de cada tridgngulo Area do Fractal
0 1 AO Ao
1 A 3 13
1 3 30 Eﬂo = Eﬁ-o
1 1 9
2 9 — A 9-—A; = —A
16°7° 167° 167"
1 1 27
3 27 — A — Ay = —
64°° 27530 = gz
1 1 81
4 81 —A 81 ——Ay = —
256" ° 256°°" 256°°

@ @)

Fonte: Autoria prépria

Note que a expressdo para o calculo da area desse fractal confirma uma nocdo intuitiva

de nossa parte, j& que a cada iteracdo n, a superficie ocupada (colorida) é cada vez menor, isto
¢, a area do Triangulo de Sierpinski tende a zero.

Além disso, podemos calcular a soma de cada uma dessas areas, com o objetivo de
enriquecer o exposto até o0 momento e devido ao fato de ser algo que nos deixa curiosos e

perplexos, buscando respostas. Chamando de A; a area total obtida como a soma de todas as
infinitas iteracdes, segue:
Av= Ag+ > Ay + (E)ZA + (§)3A o
t — 0 4 0 4 0 4 0 '
Colocando em evidéncia, temos:
A= Ao+ 2a0 [14 24 (B) 4+
t— 20T, %0 4 (4) '
()

Note que (*) representa a soma dos termos de uma progressao geométrica infinita (PG)
~ 3 .
de razdo q = L <1 Realizando essa soma, encontramos:

1 1
S=a1-E:> S=—

w
Il
NN
Il
5N
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Substituindo o valor encontrado, chegamos a:
A= Ao+2 Ay 4= Ag+ 34, = 44,.

Portanto, chegamos a conclusdo de que a area total gerada pela soma de todas as

infinitas iteracOes € equivalente a area de 4 triangulos equilateros iniciais.
4.2.1.2.3 Tapete de Sierpinski
Os procedimentos envolvidos na construgdo do Tapete de Sierpinski (ver Figura 10)
sdo basicamente 0s mesmos empregados na construcdo anterior, com algumas modificacdes:
i.  Consideremos a superficie de um quadrado;
ii.  Dividimos o quadrado em um total de nove quadrados congruentes;
iii.  Extraimos o quadrado central e

iv.  Realizamos de modo iterativo as etapas (ii) e (iii) nos quadrados restantes ao final de

cada etapa.

Figura 10: Representacdo do Tapete de Sierpinski

Fonte: Moreira (2013)

De maneira semelhante ao realizado com o Tridngulo de Sierpinski, podemos
encontrar uma expressdo gque nos permita calcular o nimero de quadrados da enésima iteracdo

do Tapete de Sierpinski, bem como calcular a area desse fractal.

Com relacdo ao numero de quadrados, basta observar que na iteracdo 0, temos um
Unico quadrado. Apos a 12 iteracao, dispomos de um total de 8 quadrados. Na 22 iteragédo, cada
um desses 8 quadrados da iteragao anterior, produzird mais 8 quadrados, gerando um total de
8% = 64. Na 3% iteracdo, cada um dos 64 quadrados obtidos na iteracdo 2 concebera mais 8
quadrados, o que resulta em 64 -8 = 512 = 83. Desse modo, concluimos que o niimero de

quadrados apds a iteragdo n sera dado por 8™.
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Para calcularmos a area do fractal, elaboramos a Tabela 5 abaixo:

Tabela 5: Area do tapete de Sierpinski em funcéo do ndmero de iteracdes n

Iteracdo Numero de quadrados Area de cada quadrado Area do fractal
0 1 Ao Ao
1 8 IA = —A
1 8 §A0 g0 = g4
1 1 _ 64
2 64 atqo 64' 81A0 - atqo
\ 512 L4 . 1, 512
729 7297° = 7297

1 n n n
n 8” (6) Ag 81'1 . (1) AO — (?) AO

Fonte: Autoria prépria

Destarte, o0 Tapete de Sierpinski de modo analogo ao Triangulo de Sierpinski, possui
uma area que tende a zero, de acordo com o aumento indefinido da quantidade de iteracdes n.

Além disso, também conseguimos obter a soma das areas obtidas nas indefinidas iteracdes desse

fractal. Chamando essa area total (soma) de A;, segue:

Ac= Ao+ 2 Ao+ (§)2A0+ (§)3A0+--- .

Colocando em evidéncia, temos:

8 8 82
A= Ag+ 2 4y [1+ 2+ (§) +]
()

Note que (*) representa a soma dos termos de uma progressao geométrica infinita (PG)

~ 8 .
de razdo q = 5 < 1. Realizando essa soma, obtemos:

1 1 1
S=a1'_$ S=—8=—1: 9.
1_q 1__ 6

Por fim, substituindo, chegamos a:

Ac=Ag+2 Ag- 9= Ao+ 84y = 9%,
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Logo, concluimos que a &rea total gerada pela soma de todas as infinitas iteracdes

equivale a area de 9 quadrados iniciais.

Podemos também, estender o conceito de fractais para objetos tridimensionais. Dois

exemplos sdo a Piramide de Sierpinski e a Esponja de Menger.
4.2.1.2.4 Piramide de Sierpinski

No caso da Pirdmide de Sierpinski, consideramos o processo de construcdo analogo
ao Triangulo de Sierpinski, no entanto, utilizando como referéncia um tetraedro regular. A
grande diferenca reside no fato de que construiremos planos paralelos a base do tetraedro em

substituicdo a necessidade de tracar as bases médias do tridngulo (objeto bidimensional).
As etapas do processo de construgdo da Piramide de Sierpinski (ver Figura 11) sdo:

I. Consideremos um tetraedro regular;
ii. Construimos planos que sejam paralelos a todas as faces do tetraedro e que
interceptam os pontos medios de suas arestas;
iii. Retiramos o poliedro central — formado por dois tetraedros que juntos compdem um

octaedro - e obtemos quatro tetraedros com vértices que pertencem ao tetraedro inicial;

iv. Realizamos de modo iterativo e indefinidamente as etapas (ii) e (iii) nos tetraedros

restantes.

Figura 11: Representacdo da Pirdmide de Sierpinski

Fonte: iesenriquenieto.educacion.es

Analisando o processo iterativo da Pirdmide de Sierpinski, somos capazes de
desenvolver uma expressdo que nos possibilita calcular o nimero de tetraedros restantes
depois de n iteragcdes. Observe que na iteracdo 0, temos um Unico tetraedro. J& na iteracao
1, resultam dos procedimentos realizados, 4 tetraedros. Na 22 iteracdo, cada um dos 4
tetraedros obtidos anteriormente gera mais 4 tetraedros, o que nos leva a 4 -4 = 42 = 16
tetraedros. Esse raciocinio se mantém, o que nos leva a constatar que na enésima iteragdo

teremos um total de 4™ tetraedros. Nao obstante, a medida da aresta é sempre igual a metade
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da medida da aresta do tetraedro da iteracdo anterior, logo, ao repetirmos o processo n vezes,

. ~ . . 1
teremos que as medidas das arestas serdo iguais a Pyt

Além disso, ha a possibilidade de calcular o volume da Pirdmide de Sierpinski? O

3
volume de um tetraedro de aresta [ é obtido por meio da expressdo V = % Cabe ressaltar

que durante o processo iterativo, a aresta é a Unica medida que sofrera variacfes. A Tabela

6 a seguir foi elaborada com a intencédo de facilitar a visualizagdo e compreenséo:

Tabela 6: Volume da Piramide de Sierpinski a cada iteragédo

Iteracdo Medida da aresta Volume do fractal

0 [

1’
1 (T2 o 16 vy 1
2 - P TPAL TR PN D Pl g I
4E O I TR (12) 7"
3 1 vz La :
—1 V, = 64.28 :@}-m :ﬂﬂ :E
8 s 12 12 s12\12) 8°
1 1
n — .
ol Vo= o Vo

Fonte: Autoria prépria
Portanto, na enésima iteracdo teremos que o volume da Pirdmide de Sierpinski sera
1\" , . ~
dado por 1, = (5) V, e que, portanto, seu volume tende a zero, quando o numero de iteragdes

cresce indefinidamente.

4.2.1.2.5 Esponja de Menger

De acordo com Rabay (2013), Karl Menger nasceu em Viena, na Austria, em 1902.
Concebeu diversas ferramentas nas areas da Algebra, da Geometria Hiperbélica, bem como no
estudo da dimenséo topoldgica, na Teoria dos Jogos e nas ciéncias sociais. No ano de 1926,

divulgou a Esponja de Menger ao explorar o conceito de dimensdo topolégica. Como cada uma
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das faces da Esponja de Menger corresponde ao Tapete de Sierpinski, logo é considerada como

uma expansao tridimensional desse fractal.
As etapas para obtencao da Esponja de Menger (ver Figura 12) séo:
I. Tomemos o0 espaco ocupado por um cubo;
ii. Dividimos o cubo em 27 cubos de mesmo volume, isto €, equivalentes;
iii. Retiramos o cubo central da estrutura, assim como, 0s cubos centrais de cada face;

iii. Repetimos o contido em (ii) e (iii) nos cubos remanescentes ao final de cada
etapa, indefinidamente.

Figura 12: Etapas de construcdo da Esponja de Menger

Fonte: Moreira (2013)

Semelhantemente ao realizado com o Triangulo, o Tapete e a Piramide de Sierpinski,
podemos calcular o nimero de cubos que compdem a Esponja de Menger apds uma quantidade
n de iteragdes. Para isto, basta observar que na iteracao 0, temos um unico cubo. Na 12 iteracdo,
dividimos o cubo inicial em 27 cubos menores e retiramos 7 cubos (o central de cada uma das
faces e o central do cubo), restando assim, um total de 20 cubos ao final da primeira iteragéo.
Na segunda iteracdo, cada um dos 20 cubos restantes ira gerar mais 20 cubos, isto €, teremos,
por fim, 20 - 20 = 202 = 400 cubos. Na terceira iteracdo, cada um dos 400 cubos concebera
mais 20 cubos cada, o que resulta em 202 - 20 = 203 = 8 000 cubos. Assim, concluimos que

0 nimero de cubos da enésima iteracdo sera obtido por meio da expressdo 20™.

Outrossim, podemos calcular o volume da Esponja de Menger. Seja V, o volume do
cubo inicial, conforme a Tabela 7:
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Tabela 7: Volume da Esponja de Menger a cada processo iterativo n

Iteracdo NUmero de cubos \olume de cada cubo Volume do fractal
V
0 1 0 Vo
! 20 —v, = 2y,
1 20 27" 27 ° 27°
Ly, 400+ ——v, = 20,
2 400 729 ° 729 % 729 °
! v, 8000y = 00,
3 8000 19683 ' ° 19683 °~ 19683 °
1 n 14" 200"
n _ _ = (==
20" (27) Yo 20 (27) Yo (27) Yo

Fonte: Autoria propria

n
Portanto, o volume da Esponja de Menger ¢ igual a (g) V,, 0 que nos permite

concluir que o volume desse fractal tende a zero, a medida que n cresce indefinidamente.

Cabe ressaltar, a titulo de curiosidade, que ainda existem dois subgrupos de fractais
geométricos: Os fractais de Diirer e os fractais tipo Arvore. N&o temos por intengéo aprofundar
essas duas categorias de classificacdo, portanto, assumimos uma abordagem rapida que
possibilite a compreensdo acerca das especificidades dos fractais que se encaixam nesses

grupos, visando despertar e impulsionar os leitores na busca por informagoes.
4.2.1.3 Fractais tipo Durer

De acordo com Rabay (2013), Albert Direr nasceu na Nuremberga, Alemanha, em
1471, vindo a falecer em 1528. Destacou-se como matematico e como grande pintor de sua
época. Foi um dos precursores da introducdo do conceito de perspectiva, aplicando-a em suas
pinturas. Durer foi também professor de Matematica e explorou diversos conceitos da
Geometria. Dentre as suas obras, originou o0 que conhecemos atualmente como fractais de

Direr. Os poligonos resultantes de suas construgdes geométricas eram obtidos minuciosamente.
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Para obtermos um fractal do tipo Direr, devemos seguir as etapas:

i. Consideramos um poligono regular de n lados;

ii. Substituimos cada um dos vértices do poligono por um poligono regular que tenha a
mesma quantidade n de lados; de modo que o vértice de cada poligono acrescido
coincida com um dos Vértices do poligono inicial e que pelo menos dois vértices
desse poligono coincidam com dois vértices adjacentes dos demais poligonos
acrescidos;

Observacao: Os poligonos devem ser semelhantes e estar devidamente e igualmente

espacados.

iii. Repetir o processo descrito em (ii) em cada vértice dos poligonos acrescentados ao
fim de cada etapa iterativa, de maneira indefinida.

Confira os resultados obtidos nas Figuras 13 e 14:

Figura 13: Fractal tipo Durer — Pentdgono regular (3 primeiras iteracGes)

Fonte: Rabay (2013)

Figura 14: Fractal tipo Direr — Heptagono regular (4 primeiras iteracfes)

NiVEL 3 NiVEL 4

NIVEL 0 NIVEL 1 NIVEL 2
Fonte: Friske; Mathias (2015)

4.2.1.4 Fractais tipo Arvore
Os fractais tipo arvore, como seu proprio nome sugere, sao fractais que possuem

estruturas ramificadas que geralmente sdo auto semelhantes as arvores. Existem dois tipos de

fractais tipo arvore: as Arvores bifurcadas e as Arvores pitagoricas.
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4.2.1.4.1 Arvores Bifurcadas

Ao construirmos uma arvore bifurcada, comegamos com um segmento vertical — no
caso, 0 seu tronco — e a partir dele adotaremos um angulo de bifurcacéo, que sera o responsavel
por ramificar o tronco, gerando a cada iteracdo novos galhos, de acordo com um fator de

reducdo ou ampliacgdo r, bem definido e fixado.

Uma propriedade interessante desses fractais € a capacidade de determinar se a arvore
bifurcada construida é limitada ou ndo. Para isso, utiliza-se ferramentas da trigonometria, o que

permite com base nos valores assumidos por r, concluir que:

e Ser < 1,aarvore seré limitada e,
e Ser > 1, aarvore ndo possui regido que a limite.
A sequir, as ilustracfes da Figura 15 representam algumas dessas arvores bifurcadas,

juntamente com seus angulos de bifurcagéo.

Figura 15: Arvores bifurcadas

Fonte: Rabay (2013)
4.2.1.4.2 Arvore Pitagorica
A Arvore Pitagorica é um fractal geométrico tipo arvore no qual as suas estruturas e
ramificacdes sdo constituidas de quadrados e triangulos.

O processo iterativo que permite construir uma Arvore Pitagérica (ver Figura 16)

ocorre nas seguintes etapas:

i. Consideremos um triangulo retangulo (escaleno ou isdscele) com uma de suas bases —

de preferéncia, a hipotenusa — posicionada horizontalmente;
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ii. Construimos um quadrado para cada lado do tridngulo, de modo que a medida dos
lados dos quadrados coincida com a medida dos lados dos tridngulos sobre os quais
eles estdo sendo construidos (em conformidade com o Teorema de Pitagoras). Assim,
consideramos 0 quadrado que sustenta a hipotenusa do tridngulo como tronco
principal;

iii. A partir dos lados livres centrais dos outros dois quadrados, construimos um triangulo
semelhante ao do passo (i), também com sua hipotenusa na horizontal e coincidindo
com a medida do lado do quadrado;

iv. Repita os procedimentos (ii) e (iii).

Figura 16: Arvores pitagoricas construidas sobre os lados de um triangulo retangulo escaleno e isosceles,
respectivamente.

Fonte: www.gratispng.com

4.2.2 Fractais obtidos por meio de uma relagdo de recorréncia

Os fractais que sdo gerados por meio de uma relacdo recursiva também podem ser
denominados de fractais de fuga do tempo. Isso se deve ao fato de possuirem uma
autossimilaridade mais livre que se caracteriza por uma quase-autossimilaridade, isto é, embora
apresentem inumeras cOpias reduzidas, ndo ha uma autossemelhanca exata, ja que as distor¢des
e as degeneragdes sdo a marca registrada desses fractais. Com o avango das tecnologias e das
ferramentas computacionais, atualmente dispomos de softwares e aplicativos capazes de
produzir e reproduzir esses fractais - possuidores de uma imponente beleza e de uma
complexidade infinda. Esses fractais sdo utilizados também na modelagem de sistemas
dindmicos, temética que abordaremos com maiores detalhes no Capitulo 5 desta dissertacéo.
Isto posto, tomaremos como exemplos que se enquadram nessa classificagdo, dois fractais

renomados: o Conjunto de Mandelbrot e o0 Conjunto de Julia.
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Segundo Stewart (2019), o tio de Mandelbrot havia Ihe indicado a leitura de um artigo
de Gaston Julia (1893 — 1978) que havia sido publicado em 1917. Mandelbrot por considerar
o trabalho de Julia abstrato, o rejeita; no entanto, ndo esperava que, anos a frente, em 1980, ao
estudar as aplicagOes da Geometria Fractal, encontraria novamente este artigo e sequer que o

contido nele seria a fonte de contribui¢Bes expressivas as suas investigacoes.

Julia e outro matematico, Pierre Fatou (1878 — 1929), haviam estudado o misterioso
comportamento das fungdes complexas mediante um processo iterativo. Desse modo, eles
optaram por dirigir e focar as suas pesquisas nos casos mais simples: as fun¢des quadraticas da
forma f(z) = z? + ¢, onde ¢ era uma constante complexa. A representagdo grafica dessa
funcéo dependia profundamente do valor da constante complexa c. Julia e Fatou dedicaram-se
a provar diversos teoremas arduos e intrincados a respeito dessa iteracdo, entretanto, nao
conseguiram ir além, ja que a auséncia de recursos tecnolégicos, impossibilitaram a agilidade

dos calculos e o vislumbrar da geometria empreendida durante o processo.

Segundo Stewart (2019), Mandelbrot trabalhava na IBM e acompanhava o enorme
avanco dos computadores; logo, teve a ideia de programar um deles para realizar os calculos
necessarios, bem como, obter a representacdo geomeétrica resultante da iteracdo dessa funcéo.
A imagem obtida descortinou uma perplexidade: a dindmica complicada expressa pela iteracéo
das fungGes estudadas por Julia e Fatou conduziam a um Unico ente geométrico — o qual, em
suas fronteiras, dispunha de estruturas fractais. Esse fractal € atualmente chamado de Conjunto
de Mandelbrot (ver Figura 17) e dele procedem imagens de extrema profundidade e formosura.
Os conjuntos que pertencem a parte interna do Conjunto de Mandelbrot recebem o nome de
conjuntos preenchidos de Julia. Um Conjunto de Julia famoso é o Coelho de Douady (ver Figura
18), caso em que ¢ = — 0,123 + 0,745i. O nome desse conjunto foi dado em homenagem
ao matematico Adrien Douady (1935 — 2006), que inclusive foi o responsavel por cunhar o
nome do fractal descoberto por Mandelbrot. Junior (2017), discorre:

O que leva a formar o Conjunto de Mandelbrot, & primeira vista, € a mesma iteracdo
da funcdo z* + ¢, tomando valores complexos. Mas 0 que o torna diferente em
relacdo ao Conjunto Preenchido de Julia? A resposta é simples: sutileza. [...] e a
sutileza da sua criagdo consiste em tomar o valor inicial igual a 0 em todos os

processos iterativos. (p. 69)
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Mandelbrot (1991, p. 222); apud Baier (2005, p. 128) relatou o seu:

privilégio de enriquecer a teoria de Fatou-Julia com uma nova janela, propondo [0]
Conjunto de Mandelbrot [...] procedi de uma forma afastado da do teorico, mais
préxima da do explorador e do naturalista, inebriados pela visdo de um mundo prestes
a ser descoberto. Percorri-o, contemplei-o e dissequei-o, gracas ao espantoso
equivalente do microscépio, que é um computador programado para se observar um
dominio cada vez menor de uma forma cada vez mais pormenorizada. [...] A intuicdo
forma-se pouco a pouco, a imaginacdo inspira-se, o olho torna-se um guia cada vez
mais seguro. Realizei esse trabalho em 1979-1980, quando ja usufruia de dez anos de

pratica quotidiana da interacdo entre 0 pensamento e o instrumento através do olho.

Figura 17: O Conjunto de Mandelbrot a esquerda, seguido de duas ampliacGes de suas estruturas.

g Loy d

ot

Fonte: Moreira (2013); commons.wikimedia.org.

Figura 18: Os Conjuntos de Julia (a esquerda) e de Douady (a direita)

Fonte: www2.ufjf.br; math.bu.edu

4.2.3 Fractais aleatorios ou naturais

Os fractais naturais também sdo denominados de fractais aleatorios ou fractais obtidos
por meio de processos estocasticos. Esses fractais se caracterizam por meio dos modelos

irregulares e fragmentados encontrados na natureza, na vida e nos fendmenos que 0S
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contemplam, bem como em simula¢Ges computacionais com o propdsito de expressar essas
estruturas e eventos. Ndo obstante, os fractais naturais possuem correlacdo com a Teoria do
Caos, buscando impor ordem ao comportamento cadtico desencadeado por alguns sistemas

dindmicos. Retrataremos a Teoria do Caos de maneira minuciosa no Capitulo 5 deste trabalho.

De acordo com Mandelbrot (1998), apud Domingos (2013): “[...]o mundo que nos
cerca é caotico, mas podemos tentar imita-lo no computador. A geometria fractal € uma imagem

muito versatil que nos ajuda a lidar com os fendmenos caoticos e imprevisiveis” (p. 15).

Além disso, esses fractais apresentam autossimilaridade estatistica ou aproximada, isto
é, a similaridade inerente a eles diz respeito a conservacdo de suas medidas numéricas ou
estatisticas, independentemente da escala. Para mais além, estes fractais sdo utilizados como
instrumentos de modelagem nas mais diversas areas do conhecimento: Medicina, Economia,
Biologia, Geologia, Ciéncias da Computacdo; dentre outras. A seguir, nas Figuras 19 e 20,
apresentamos exemplos de fractais naturais reais, juntamente com suas representacoes,

realizadas mediante simula¢6es graficas.

Figura 19: Fractais naturais - Brocolis, arvore, raios, floco de neve, nuvens e montanhas

Fonte: Research Gate; br.freepik.com; www.agro20.com.br; vocenaneve.com.br; br.freepik.com;
segredosdomundo.r7.com.

Figura 20: Fractais naturais gerados através de simulacdo grafica

8 e 74

Fonte: fromabove.altervista.org; www.gratispng.com; br.pinterest.com.
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4.3 CARACTERISTICAS DOS FRACTAIS

Em sua obra, Complexidade e Caos (2003), Herch Moysés Nussenzveig descreve
certas caracteristicas e propriedades dos fractais, dentre as quais: autossimilaridade,

complexidade infinita, irregularidade e dimenséo fracionada.

4.3.1 Autossimilaridade

Quando partes do objeto sdo exatamente semelhantes ao todo, diz-se que o objeto
apresenta autossimilaridade linear. No entanto, os fractais mais importantes divergem
da autossimilaridade linear. Alguns destes fractais sdo gerados por um processo
randémico, enquanto que outros sdo fractais que podem descrever sistemas caoticos,
ou ndo-lineares. (MANDELBROT, 1992, p. 125; apud BAIER, 2005, p. 126).

A autossimilaridade é um aspecto fundamental que diz respeito aos objetos fractais e
caracteriza-se por meio da similaridade que se observa entre a estrutura fractal inicial e os
fragmentos que o compde; ou seja, cada por¢do é uma réplica perfeita do fractal, porém, vista
em uma escala menor. Podemos descrever a autossimilaridade como uma simetria contemplada
em todas as escalas. A autossimilaridade pode ser classificada como exata ou estatistica e

aproximada.

A autossimilaridade exata pode ser encontrada em fractais geométricos ou
deterministicos. Nesse caso, o fractal € composto por réplicas menores que se assemelham
perfeitamente a ele. Consideremos o fractal conhecido como Tapete de Sierpinski, com o intuito
de ilustrar e demonstrar a propriedade mencionada (ver Figura 21).

Figura 21: Tapete de Sierpinski

Fonte: acervolima.com

Note que se dividirmos o fractal em nove partes menores e ampliarmos cada uma delas,
estaremos diante de uma coincidéncia surpreendente: elas sdo réplicas exatas do fractal

considerado (ver Figura 22).
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Figura 22: A autossimilaridade presente no tapete de Sierpinski

Tomamos uma
Dividimos o fractal em delas e Obtemos novamente o
partes ampliamos Tapete de Sierpinski

Fonte: acervolima.com

Por outro lado, temos a autossimilaridade estatistica ou aproximada que pode ser
encontrada nos fractais naturais — chamados também de fractais aleatdrios (ver Figura 23). Estes
fractais, embora disponham de estruturas semelhantes ao todo, o fazem de maneira aproximada,

uma vez que apresentam irregularidades inerentes aos elementos da natureza.

aturais:

Figura 23: Fractais n

Brocolis romanesco (a esquerda) e samambaia (a direita)

Brécolis romanesco Samambaia
Fonte: paisagismodigital.com

4.3.2 Complexidade Infinita e Irregularidade

A complexidade infinita estd relacionada com a infinidade de detalhes que
encontramos ao ampliar um objeto fractal. Isto é, a cada ampliacéo, independente da escala, um
fractal exibira infinitas reentrancias, saliéncias e rugosidades, impossibilitando desse modo, a
representacdo de sua totalidade.
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N&o obstante, o termo rugosidade refere-se a irregularidade e fragmentacdo que o
fractal compreende. Se remetermos nosso pensamento a construcao dos fractais geomeétricos -
apresentadas anteriormente - basta recordarmos que eles sdo obtidos por meio de um processo
iterativo que se repete indefinidamente, o que nos leva a concluir que de fato, ndo ha a
possibilidade de expressa-los em sua completude, jA que sempre existirdo reentrancias e
saliéncias cada vez menores e que sdo inerentes aos objetos fractais. A seguir, na Figura 24,

temos dois exemplos capazes de ilustrar essas propriedades:

Figura 24: Triangulo de Sierpinski — 42 e 52 iterag0es, respectivamente

'
v
AAAS 'v' AAAAAAAAAI "v' MAAAAAAS

Fonte: Moreira (2013)

Note que no Triangulo de Sierpinski, ap6s a transicao da 42 para a 5% iteracdo, obtemos
um namero maior de fragmentos, diagramados com uma riqueza de detalhes e profundidade.
Se continuarmos iterando esse fractal, encontraremos elementos cada vez menores, 0 que 0

torna detentor de uma complexidade superior e infinita.

Figura 25: Complexidade infinita e irregularidade encontradas nas linhas costeiras

Fonte: Google Earth

Observe que ao ampliarmos a Figura 25, obtemos a direita, uma riqueza de detalhes
que se expressam irregulares e detentoras de uma complexidade continua. Cabe ressaltar que,
ao mencionamos o grau de irregularidade de um fractal, estamos, de fato, associando essa
condigdo a uma variavel denominada dimenséo. Segundo Capra (1998, p. 119); apud Baier
(2005, p. 116):
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Podemos entender intuitivamente essa ideia compreendendo que uma linha dentada
em um plano preenche mais espaco do que uma linha reta, que tem dimenséo 1, porém
menos do que o plano, que tem dimensdo 2. Quanto mais dentada for a linha, mais
perto de 2 estara a sua dimenséo fractal. De maneira semelhante, um pedaco de papel
amarrotado ocupa mais espaco do que um plano, porém menos do que uma esfera.
Desse modo, quanto mais amarrotado e apertado estiver o papel, mais perto de 3 estara

a sua dimensao fractal.

Tendo em vista que a dimensdo € um conceito de suma importancia e relevancia
guando abordamos os fractais, a secao a seguir serd dedicada exclusivamente a este assunto: A

dimensao fractal.

4.3.3 Dimensao fractal

Nas aulas de Matematica, aprendemos acerca dos entes geométricos primitivos: o
ponto, a reta, o plano e o espaco, bem como, nos é ensinado o conceito de dimensdo. Todas
essas nogOes sdo estudadas tendo como referencial a Geometria Euclidiana. Logo,
compreendemos que dimensdo se caracteriza pelo espagco no qual um objeto encontra-se
inserido e que o ponto possui dimensdo euclidiana igual a O (adimensional), a reta apresenta
dimensdo euclidiana igual a 1 (unidimensional), as figuras planas tém dimensao euclidiana
igual a 2 (bidimensionais) e as figuras espaciais (sélidos geométricos) sdo tridimensionais —
dimensao euclidiana igual a 3. Desse modo, passamos a associar a dimensdo dos objetos a uma
medida inteira que pertence ao conjunto {0, 1, 2, 3}. No entanto, a Geometria Euclidiana tem
como enfoque apenas retas, curvas e superficies lisas, isto €, a Geometria de Euclides ndo
abrange as irregularidades e descontinuidades especificas dos objetos fisicos e dos elementos

da natureza. Surge entdo, a concepcdo da dimenséo fractal:

[...] uma medida do grau de irregularidade e de fragmentacdo [...]. E conveniente
dizer, a respeito de certas curvas planas muito irregulares, que a sua dimensao fractal
se situa entre 1 e 2, a respeito de certas superficies muito enrugadas e cheias de pregas,
que a sua dimensao fractal esta entre 2 e 3 e, enfim, definir conjuntos de pontos sobre
uma linha cuja dimenséo fractal esta entre 0 e 1. (MANDELBROT, 1991, p. 14; apud
BAIER, 2005, p. 116)

Portanto, a dimensdo fractal é identificada pelo espago ocupado por um fractal, bem

como pelo seu grau de irregularidade, rugosidade e aspereza. Logo, sua dimensdo é mais
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qualitativa, podendo ser expressa por hiumeros nao inteiros e irracionais contidos no intervalo
[0,3].

A origem da dimensdo fractal encontra-se nos escritos de Felix Hausdorff (1868-
1942), porem, foi Abram Samoilovitch Besicovitch (1891-1970) o responsavel por aprimorar
o trabalho de Hausdorff e possibilitar avancos no que diz respeito ao célculo de dimensdes
fracionarias, dando condi¢gdes a Mandelbrot de transformar a nog¢do de fractal - a principio,

intuitiva - em uma concepgdo matemaética. (TAVARES, 2021)

Entretanto, a demonstragéo da definigdo proposta por Hausdorff € um tanto rigorosa e
ndo se enquadra na conjuntura do que pretende se alcancar com este trabalho. Logo, iremos
explorar a dimensdo Hausdorff - também conhecida como dimens&o fractal - com base no
conceito de autossimilaridade, isto é, vamos calcular a dimensdo de objetos fractais
autossimilares que ndo possuam, necessariamente, dimensdo inteira. Para esta analise, vamos a
principio, utilizar como referéncia cada um dos elementos da Geometria Euclidiana, aplicando
a eles um fator de reducéo r e dividindo-0s em n partes congruentes e autossimilares. Por fim,
nosso objetivo serd o de estabelecer uma relacdo entre n e r e que nos forneca subsidios para

calcular a dimenséo de qualquer objeto fractal considerado.

Iniciaremos esse processo utilizando a reta, que tem dimensao euclidiana igual a 1.
Consideremos esse segmento de reta em quatro contextos distintos: sem nenhuma divisao ou
dividido em dois, trés ou quatro segmentos congruentes. Note que os segmentos de reta

apresentam autossimilaridade (ver Figura 26).

Figura 26: Autossimilaridade em um segmento de reta subdividida em duas, trés e quatro partes
congruentes.

Fonte: Moreira (2013)

Assim, chamando de n as subdivisfes obtidas apds um fator de divisdo r ser aplicado

ao segmento de reta inicial, construimos a Tabela 8:
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Tabela 8: Relagdo entre o nimero de subdivisdes (n) e o fator de reducéo (r) realizadas em um segmento de reta.

Fator de divisdo (r) Subdivisdes obtidas (n) Relacdo entrener

1 1 1=17
2 2 2=2"
3 3 3=3!
4 4 4 =4
T n n:rl

Fonte: Autoria propria

Vamos considerar agora um quadrado de lado unitario em trés situagdes distintas: sem
que haja um fator de reducdo na medida de seus lados ou dividindo cada um de seus lados em

duas ou trés partes congruentes, obtendo assim quadrados de mesma area e autossimilares,

como mostrado na Figura 27:

Figura 27: Autossimilaridade em um quadrado de lado unitario em trés situacdes distintas.

Fonte: Moreira (2013)

Analisando as imagens e constatando o numero de subdivisdes n obtidas apds um fator
de divisdo r ser aplicado a cada um dos lados desse quadrado, construimos a seguinte Tabela
9:

Tabela 9: Relacdo entre o nimero de subdivisdes (n) e o fator de reducéo (r) realizadas nas medidas dos lados de
um quadrado.

Fator de divisdo (r)  SubdivisGes obtidas (n)  Relacdo entrener

1 1 1=1%2
2 4 4=722
3 9 9232
4 16 16 = 47
r n n=r?

Fonte: Autoria propria

Enfim, iremos nos atentar ao cubo (dimenséo euclidiana igual a 3) de aresta unitaria.

Vamos analisa-lo em trés contextos: sem que haja divisdo nas medidas de suas arestas ou no
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caso em que ha duas ou trés divisdes congruentes na medida de suas arestas, conforme a Figura
28:

Figura 28: Autossimilaridade em um cubo de aresta unitaria em trés situagdes distintas.

Fonte: Moreira (2013)

Com base na figura, estabelecemos uma relacdo entre n e r, exposta na Tabela 10
abaixo:

Tabela 10: Relacdo entre o niumero de subdivisdes (n) e o fator de reducao (r) realizadas nas medidas
das arestas de um cubo.

Fator de divisdo (r)  SubdivisGes obtidas (n) Relacdoentrener

1 1 1=13
2 8 8 =23
3 27 27 =33
4 64 64 = 4°
r n n=r’

Fonte: Autoria propria

Tendo como base os elementos geométricos referendados, bem como as tabelas
construidas, chegamos a concluséo de que qualquer que seja o fator de diviséo r, a relagdo

existente entre n e r se manterd. Logo, denominando d a dimensdo do objeto considerado,
temos:

n=r-.

Aplicando logaritmo em ambos os lados da igualdade e utilizando as propriedades dos
logaritmos, obtemos:

logn =logr?

logn=d -logr
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__logn
" logr’

Portanto, denominamos d de dimensao fractal e a partir de agora, a denotaremos como
ds. A seguir determinaremos o calculo da dimenséo fractal de alguns fractais geométricos

classicos que foram expostos anteriormente.

4.3.3.1 Dimenséo do Conjunto de Cantor

Observando o processo iterativo que permeia a constru¢cdo do Conjunto de Cantor,
assumimos r = 3, como o fator de reducdo do segmento de reta inicial e n = 2 0 numero de
segmentos de reta obtidos ap6s a divisdo e, consequentemente, apos a retirada do terco médio
(ver Figura 29).

Figura 29: O Conjunto de Cantor

Fonte: Moreira (2013)
Logo, temos que a dimenséo fractal do Conjunto de Cantor pode ser expressa por:

__logn __log2 ~
dp == dp =7 =063,

4.3.3.2 Dimensao do Triangulo de Sierpinski

Analisando as etapas do processo de iteragdo do Triangulo de Sierpinski, conseguimos
calcular a sua dimensdo fractal. Sejar = 2 como o fator de divisdo de cada lado do triangulo
equilatero e n = 3 como o numero de triangulos restantes ao final da 1?2 iteracdo (ver Figura
30).
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Figura 30: Tridngulo de Sierpinski

AL LSO

Fonte: Moreira (2013)

Temos:

4.3.3.3 Dimensao do Tapete de Sierpinski

Com base nas etapas do processo de iteracdo do Tapete de Sierpinski, podemos obter
a sua dimensdo fractal. Seja r = 3 o fator de divisdo de cada lado do quadradoen = 80

namero de quadrados restantes ao final da 12 iteracdo (ver Figura 31).

Figura 31: Tapete de Sierpinski

logn lo
f = g e f = g
logr log3

Logo:

4.3.3.4 Dimensdo da Curva de Koch

Observando o processo iterativo da construcdo da Curva de Koch, concluimos que o
fator de divisdo € r = 3 e 0 nimero de subdivisdes obtidas apds a primeira iteracao é
n = 4 (ver Figura 32).
Figura 32: Curva de Von Koch

S i
: 7
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Fonte: Mendes Junior (2017)
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Desse modo, a dimensao fractal da Curva de VVon Koch é dada por:

logn log 4
= g = f = g
logr log 3

4.3.3.5 Dimensao da Curva de Peano

Tendo como base as etapas do processo iterativo da Curva de Peano, logramos calcular
a sua dimensao fractal. Seja r = 3 o fator de divisdo do segmento de reta iniciale n = 9,0

namero de segmentos de reta obtidos ao final da 12 iteragdo (ver Figura 33).

Figura 33: Curva de Peano

Fonte: Santos (2020)

Logo:

logn log 9 log 3 2-log 3
f = = f = = = =
logr log3 log3 log 3

Cabe ressaltar que o resultado ja era esperado por nds, tendo em vista que a Curva de

Peano preenche a superficie plana de um quadrado — que possui dimensao igual a 2.
4.3.3.6 Dimensao da Piramide de Sierpinski

Observando o processo iterativo que permeia a construcdo da Piramide de Sierpinski,
assumimos r = 2, como o fator de reducdo das medidas das arestas do tetraedro inicial e

n = 4 o nimero de tetraedros restantes ao final da primeira iteragcdo (ver Figura 34).

Figura 34: Piramide de Sierpinski

Fonte: iesenriquenieto.educacion.es
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Logo, temos que a dimensdo fractal da Piramide de Sierpinski pode ser expressa por:

logn log 4
=290 5 4. =29" =)

df_logr f_logz

4.3.3.7 Dimenséo da Esponja de Menger

Observando o processo iterativo da construcao da Esponja de Menger, concluimos que
o fator de divisdo é r = 3 e 0 nimero de cubos obtidos ap0s a primeira iteracdo é n = 20

(ver Figura 35).

Figura 35: Esponja de Menger

Fonte: Moreira (2013)

Desse modo, a dimensao fractal da Esponja de Menger é dada por:

df _ izgn N df _ log 20 ~ 273,
gr log 3

Tendo isto posto e levando em consideracdo que os fractais naturais e os fractais de

fuga estdo intimamente relacionados a Teoria do Caos e aos Sistemas Dinamicos, recordamos

que a proposta desta dissertacédo é a de introduzir os fractais na Educacéo Basica por meio desta

Teoria: 0 Caos. Portanto, no proximo capitulo nos dedicaremos inteiramente a essas tematicas,

tendo em vista que o caos emerge de comportamentos assumidos por alguns Sistemas

Dinamicos.

Assim, buscaremos conceituar os Sistemas Dindmicos, bem como os termos: ‘orbitas’,
‘mapas’, ‘atratores’ e explorar 0os comportamentos que alguns desses sistemas apresentam.
Essas definicdes serdo fundamentais e essenciais para uma compreensdo mais ampla desses
assuntos, possibilitando-nos explorar, investigar e vislumbrar as contribui¢cbes que o caos em

nexo com os fractais pode proporcionar ao ambito do contexto da sala de aula.
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5. SISTEMAS DINAMICOS E A TEORIA DO CAOS

Neste capitulo conduzimos e dedicaremos a nossa atencdo aos Sistemas Dindmicos e
a Teoria do Caos. No entanto, antes de adentrarmos especificamente essas areas, faz-se
necessario o vislumbrar dos fundamentos que caracterizam o processo de edificacdo de seu
conhecimento. Para isso, buscaremos entdo compreender o paradigma de duas concepcdes de
mundo e da Natureza que sdo consideradas como divisor de dguas na histdria da ciéncia e da
humanidade e que marcam a transi¢cdo da ciéncia moderna para a contemporanea, a saber: a

teoria mecanicista e a sistémica.

A teoria mecanicista cartesiana tem inicio com René Descartes (1596 — 1650): “Ele
estabelece uma visdo mecanicista da realidade, em que a natureza e o corpo humano séo
concebidos como maquinas, instaurando no pensamento ocidental uma visdo de mundo, tanto
entre cientistas como no entendimento popular.” (BAIER, 2005, p. 23). Descartes, inicialmente,
desenvolveu no seculo XVII uma ferramenta matematica soberana, denominada de Geometria
Analitica. Essa ferramenta possibilita um novo enfoque da Geometria, visando descrever as
operacdes e estruturas algébricas por meio da linguagem geométrica. Desse modo, Descartes
configura um método pautado na razdo e no rigor matematico e que tinha como premissa a
decomposicdo de cada situacdo apresentada em outra que fosse mais acessivel e, portanto, de
solucdo mais factivel e notoria. O tedrico acredita que a razdo, aliada ao raciocinio logico, é a
Unica capaz de assegurar o encontro da verdade em sua totalidade, tal qual a exatiddo e a

precisdo de uma deducdo matemaética. (BAIER, 2005).

Descartes, por sua vez, fortalece a concepcdo de Galileu ao buscar na Matematica
subsidios capazes de expressar o conhecimento cientifico, rechacando dessa forma os atributos
do objeto considerado, ja que compartilhava da crenca de Galileu de que tudo na Natureza pode
ser quantificado e mensurado. Além disso, na época de Descartes, instaura-se em grande escala
a mecanizacdo de animais e bonecos que reproduziam sons e movimentos, o que o fez conceber
uma visao mecanicista da realidade — vis&o esta, na qual o mundo, a natureza e o corpo humano
desempenham suas funcdes semelhantemente as das maquinas. Assim, a visdo de Descartes
ganha espaco tanto entre os cientistas da época, quanto no meio popular e fica reputada como

modelo mecanicista cartesiano. (BAIER, 2005).

N&o obstante, Descartes também levanta questionamentos acerca da veracidade das
informacdes que nos sdo fornecidas mediante as sensacdes corpdreas advindas de nossos cinco

sentidos e dai, desenvolve seu famoso lema: cogito ergo sum, isto é, penso, logo, existo. Com
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essa frase, Descartes busca estabelecer uma dicotomia entre mente e um Eu que é pleno
pensamento, denominado de res cogitans (coisa pensante) e a coisa extensa — matéria, no caso,
0 corpo — chamada de res extensa. Esta divisdo € bem aceita pela comunidade de pesquisadores
das ciéncias naturais que adotam o modelo mecanicista cartesiano de Descartes como Unica

ferramenta metodoldgica cientifica. (BAIER, 2005).

Logo, essa concepgdo se consolida ao comparar o mundo e suas unicidades ao
funcionamento de uma extensa maquina em perfeito funcionamento e que tem como
componentes inimeros objetos, os quais se apresentam completamente dissociados de seu
pensamento. Ademais, essa nocdao também é difundida na Natureza e busca compreender 0s
organismos vivos como maquinas cujo funcionamento ocorre por meio da interagdo existente

entre os fragmentos que o compde.

A consonancia por parte dos pesquisadores em aceitar a visdo de mundo cartesiana
como sendo absoluta no que se refere ao fornecimento de contribuicdes cientificas ganha forca
com o sucesso alcancado por Isaac Newton (1642 — 1729) em seus trabalhos. Newton tinha
COMO pressupostos que o0 espaco e 0 tempo sdo Unicos e que a matéria é constituida por pequenas
particulas imutaveis que agem uma sobre as outras mediante de forgas - entre as quais, destaca-
se a gravitacdo. Além disso, conhecendo-se a velocidade dessas particulas em qualquer instante,
bem como suas posi¢oes e 0 modo de calcular a forga atuante entre elas, pode-se usar as leis de
movimento para obter suas posi¢des e velocidades em qualquer que seja o instante posterior.
Os pesquisadores que se fundamentavam na concepg¢ao newtoniana assumiram a possibilidade
de prever a evolucdo de um sistema, desde que se fizessem conhecidas e mensuradas as suas
condicdes iniciais e 0s modelos matematicos caracterizados pelas equacdes que correlacionam
suas variaveis. Desse modo, a concepgdo newtoniana viabiliza depreender as posi¢des futuras
dos planetas, desde que sejam conhecidas suas posicdes iniciais e a velocidade na qual transitam
em qualquer instante. O método desenvolvido por Newton torna possivel a previsdo de eclipses
lunares e solares, tal qual, a obtencdo por meio de célculos, das orbitas e da massa dos planetas,

do movimento de naves espaciais e das orbitas de satélites artificiais. (BAIER, 2005).

Mais adiante, Newton e Leibniz (1646 — 1716) ddo a luz o Célculo Diferencial e
Integral, que se descreve como uma ferramenta efetiva e preponderante, tendo em vista a sua
gama de recursos e aplicabilidade na resolucéo de diversos problemas e situagdes. Os cientistas
da época voltaram a atencdo a essa ferramenta, desconsiderando a inconsisténcia de sua

fundamentacéo tedrica. Desse modo, no meio cientifico, 0 modelo proposto por Newton €
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admitido como definitivo e as pesquisas precedentes sdo reputadas como uma expansédo da
Mecanica. (BAIER, 2005).

Segundo Baier (2005), a obra de Laplace (1749 — 1827), intitulada Mécanique Celeste,
consolida a conviccdo de que ha uma ordem natural infinita e intrinseca aos fenémenos da
natureza e da vida. Segundo Stewart, Laplace depreende que: “Um intelecto que, num momento
qualquer, conhecesse todas as forcas que animam a Natureza e as posi¢cdes mutuas dos seres
que a compdem, se esse intelecto fosse vasto o suficiente para submeter seus dados a analise,
seria capaz de condensar numa unica férmula 0 movimento dos maiores corpos do universo e
0 do menor dos atomos: para tal intelecto nada poderia ser incerto; e tanto o futuro quanto o
passado estariam presentes diante de seus olhos” (STEWART, 1991, p. 17; apud BAIER, 2005,
p. 29).

Portanto, o sucesso alcangado pela concepg¢do newtoniana exerce uma enorme
influéncia no mundo cientifico, direcionando-os a formular e resolver equacdes diferenciais.
Difunde-se entdo a concepcdo, de que independente de quem seja 0 pesquisador, ha a
possibilidade de prever a evolucdo de um sistema, uma vez que esse sistema seja representado
por equacdes diferenciais e que sua condigéo inicial tenha sido mensurada. (BAIER, 2005).
Assim, o universo se caracteriza como “um grande sistema mecanico funcionando de acordo
com as leis newtonianas do movimento. Desse modo, as equacgdes diferenciais de Newton
tornaram-se o fundamento matematico do paradigma mecanicista” (CAPRA, 1998, p. 105;
apud BAIER, 2005, p. 29). Para mais além, o elevado grau de precisdo dos instrumentos
desenvolvidos por Newton induziu a percepcao de que tudo no universo poderia ser antecipado
e determinado, isto é, todo acontecimento acarreta uma consequéncia que poderia ser predita
matematicamente. Dai, emerge a concepcdo de mundo conhecida como determinismo, isto &,
todos os fendmenos sdo admitidos como um nexo causa-efeito. Segundo Capra (1998, p. 105);
apud BAIER (2005, p. 30):

A maquina newtoniana do mundo era vista como completamente causal e
determinista. Tudo o que acontecia tinha uma causa definida e dava origem a um
efeito definido [...]”. Dessa forma, incute-se a aceitagdo de que ha uma intima relagéo
linear entre causa e efeito e que ela se revela em todos os fendbmenos manifestos pela

natureza.

No inicio do século XIX, o cenario mecanicista cartesiano se depara com alguns

obstaculos, ja que a Mecéanica newtoniana se mostra limitada no que diz respeito ao estudo dos



72

movimentos individuais das moléculas, tal como na segunda lei da Termodinamica, a qual
discorre sobre a tendéncia que os fenémenos fisicos possuem de voluntariamente dirigirem-se
de um estado de ordem para um estado de crescente desordem. Nesta ultima, com o intuito de
expressar matematicamente essa diregdo, os fisicos concebem uma medida denominada
entropia, que tem por sua vez apresentar o grau de desordem de um fendmeno fisico. Desse
modo, quanto maior for o nivel de desordem de um sistema, maior sera a sua entropia e vale a
reciproca, ou seja, quanto menor a entropia de um conjunto, menor sera o seu grau de desordem.
(BAIER, 2005).

Além disso, no final desse mesmo século, dois grandes dilemas se instauram: o
primeiro decorre da compreensdo dos bidlogos de que o mundo vivo se encaminha para um
grau elevado de ordem e complexidade — compreensdo que carece de embasamento matematico
— e a segunda, apoiada nas leis da Termodinamica de que a energia Mecanica de um corpo se
dissipa na forma de calor, e que, entdo, ndo pode ser recuperado, levando a conclusdo de que
toda maquina existente no mundo acabaria em continua suspensdo. Henri Poincaré, também no
final do século XI1X, é desafiado pelo rei da Suécia na busca por solugcdes para o Problema dos
Trés Corpos — uma das limitacdes da concepcao de Newton, que embora houvesse descrito com
éxito o movimento do sistema Sol-Terra, ndo obteve solucdes exatas ao adotar 0 mesmo
procedimento para trés corpos celestes. Desse modo, Poincaré prova que ndo existem solucbes
fechadas para esse problema e é premiado pelos avangos alcangados, j& que desenvolve métodos
geométricos que serdo de suma relevancia para a area de conhecimento que mais adiante sera
intitulada de Sistemas Dinamicos. N&o obstante, Poincaré constata que em alguns sistemas
considerados deterministicos pode nao haver previsibilidade, semeando as raizes precursoras
da Teoria do Caos e abalando os alicerces da concep¢do newtoniana outrora consolidada.
(BAIER, 2005).

De acordo com Baier (2005), na primeira metade do século XX, os instrumentos
matematicos conhecidos e disponiveis se revelam insuficientes mediante a complexidade dos
organismos Vivos e, desse modo, a concepcdo mecanicista, embora abalada, ainda ndo é
totalmente desacreditada pela comunidade cientifica. No entanto, essa conviccdo €
continuamente confrontada, tendo em vista que cada vez se tornam mais evidentes as suas
delimitacdes. Uma dessas oposicOes € empreendida pelo embriologista Hans Driesch (1867 —
1941), que desenvolve suas investigacdes precursoras por meio de ovos de ouri¢o-do-mar.

Driesch analisa que ao destruir uma das células de um embrido de ourigo-do-mar em estagio
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inicial (no caso, 2 células), a célula remanescente se desenvolve totalmente e da origem a um

organismo completo e ndo a um organismo pela metade, como se poderia imaginar.

Portanto, Driesch dissemina e aprimora a consciéncia de que seus ovos de ouri¢o-do-
mar sdo aptos a desempenhar o que nenhuma maquina é passivel de realizar: regenerar-se
totalmente a partir de um numero reduzido de seus fragmentos. Isto posto, infere-se a
inexisténcia do determinismo como agente absoluto nos fendmenos inerentes a natureza e a

vida. Merleau Ponty contempla as descobertas de Driesch e infere que:

[...] animais aparentemente muito simples apresentam-nos algo muito diverso de uma
atividade maquinal. As maquinas nao passam de organismos incompletos, aos quais
faltam duas propriedades para aparecer como organismos: a construcéo de formas e a
regeneragdo. (PONTY, 2000, p. 275); apud BAIER (2005, p. 61).

Os experimentos de Driesch, em conjunto com as investigacdes dos bidlogos
organismicos, descortinam-se como divergentes a0 modelo mecanicista. Os bidlogos
organismicos defendem a ideia de que o ingrediente indispensavel para o discernimento das
relacdes organizadoras e, consequentemente, do termo organizacao é a consciéncia de que ela
foi aprimorada em nexo com a auto-organizacdo. Logo, segundo eles, compreender o padrdo
de auto-organizacdao é a chave para abrir a porta que conduz ao entendimento da esséncia natural
da vida. Desta forma, paulatinamente, os cientistas vdo se dando conta de que o modelo
mecanicista € inoperante no que diz respeito ao entendimento cientifico de casos que ndo podem
ser resolvidos isoladamente, ja que possuem interligacdes, interconexdes e interdependéncias.
Essa nova concep¢do que se estabelece no meio cientifico do século XX é denominada de
concepgdo sistémica. Essa visdo de mundo € alicercada e expressa pela metafora da rede, ou
seja, uma parte representa meramente um padréo pertencente a uma rede de interligacdes em
que as propriedades do sistema s6 podem ser auferidas mediante a dinamica do conjunto em
sua totalidade. (BAIER, 2005). De acordo com Capra:

A teia da vida consiste em redes dentro de redes. Em cada escala, sob estreito e
minucioso exame, 0s nodos da rede se revelam como redes menores [...]. Na natureza
ndo ha acima ou abaixo, e ndo ha hierarquias. Ha somente redes aninhadas dentro de
outras redes [...]. Na segunda metade do século XX a concepcéo de rede foi a chave
para 0s recentes avangos na compreensdo cientifica ndo apenas dos ecossistemas, mas
também da propria natureza da vida (CAPRA, 1998, p. 45; apud BAIER, 2005, p. 63)
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Destarte, o bioquimico Lawrence Henderson (1878 — 1942) foi o pioneiro na utilizacéo
da palavra sistema, na intencédo de se referir tanto ao conjunto de seres vivos como de sistemas

sociais. Logo, nesse instante em diante,

[...] um sistema passou a significar um todo integrado cujas propriedades essenciais
surgem das relacdes entre suas partes, e pensamento sistémico, a compreensao de um
fendmeno dentro do contexto de um todo maior [...]. Entender as coisas
sistemicamente significa, literalmente, coloca-las dentro de um contexto, estabelecer
a natureza de suas relag@es. (CAPRA, 1998, p. 39; apud BAIER, 2005, p. 62-63).

Por conseguinte, a nocao de redes se estende em todas as dire¢des, ou seja, as relagdes
factuais em um padrdo de redes se apresentam de maneira nao-linear. Cabe ressaltar que
padrdes nao podem ser mensurados e muito menos terem sua massa ponderada; padrdes
devem ser unicamente mapeados, ja que 0s aspectos a serem considerados nesse mapeamento
sdo qualitativos. N&o obstante, a compreensdo dos conceitos matematicos de mapeamento e
padrdes, torna-se indispensavel também, a nocdo do termo iteracdo, visto que essas trés
concepcdes sdo reputadas como alicerces na qual a ciéncia aliada ao pensamento sistémico
encontra- se edificada. Além disso, elas sdo ideias integrantes da linguagem matematica
utilizada para descrever 0s sistemas que Sse apoiam em processos nao-lineares e que
contemplam interconexfes por meio de redes. (BAIER, 2005). Segundo Capra:
“Matematicamente, um lago de realimentagdo corresponde a um tipo especial de processo
ndo-linear conhecido como iteracdo (palavra que em latim significa repeti¢cdo) na qual uma
func¢do opera continuamente sobre si mesma.” (CAPRA, 1998, p. 107; apud BAIER, 2005, p.
84).

De acordo com Baier (2005), no decorrer das ultimas décadas do século XX, propaga-
se a concepcdo de que na natureza, bem como no cosmos, predominam os fenédmenos ndo-
lineares, 0s quais se constituem como atributo crucial dos padrdes de rede dos sistemas vivos.
A matematica primogénita que possibilita e disponibiliza aos cientistas subsidios para

investigar a complexidade intrinseca aos fendmenos néo-lineares e é renomada como:

a nova matematica da complexidade e, tecnicamente, como teoria dos sistemas
dindmicos, dindmica dos sistemas, dinamica complexa ou dindmica nao-linear [...].
Para evitar confus0es, é (til ter ssmpre em mente o fato de que a teoria dos sistemas
dindmicos ndo é uma teoria dos fendbmenos fisicos, mas sim, uma teoria matematica

cujos conceitos e técnicas sdo aplicados a uma ampla faixa de fenémenos. O mesmo
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é verdadeiro para a teoria do caos e para a teoria dos fractais, importantes ramos da
teoria dos sistemas dindmicos (CAPRA, 1998, p. 99; apud BAIER, 2005, p. 85).

5.1 SISTEMAS DINAMICOS

No século XX, o avanco e o desenvolvimento das ferramentas computacionais
contribuiram para a fundamentacdo de uma ciéncia mais sofisticada e contemporanea, bem
como foram e perpetuaram-se como as responsaveis por desvendar inimeros enigmas e
problemas considerados inescrutaveis. Com o aval dessas tecnologias, os estudos dos
fendbmenos intrinsecos a natureza e a humanidade foram intensificados e aprimorados,
culminando na descoberta de novas areas de conhecimento, destacando-se entre elas a dos
Sistemas Dinamicos. (BAIER, 2005).

A palavra sistema origina-se do latim systema e do grego systema, que significa
aquilo que permanece junto. No dicionario Aurélio, nos deparamos com a seguinte definic&o:
“Sistema ¢ uma reunido dos elementos que, concretos ou abstratos, se interligam de modo a
formar um todo organizado.” Por outro lado, ao analisarmos a palavra dindmica, verificamos
que se origina do grego dynamikds, que denota forca. De mesmo modo, ao procurar no
dicionario o seu significado, nos defrontamos com “Reunido das forgas, ou do potencial
interno, causadoras do incentivo, do estimulo ou da evolugdo de alguma coisa [...].” Desse
modo, podemos concluir que um sistema dindmico se caracteriza por um conjunto de
elementos interligados — sejam eles de natureza material, conceitual, fisica, biologica,
econdmica ou social — e que estdo submetidos a analise com o intuito de verificar os processos
desencadeados nesse conjunto em funcdo de uma variavel que pode ser continua ou discreta.
Logo, por definicdo, um sistema dinamico € uma série de estados possiveis em um espaco,
descrito por uma regra ou um conjunto de regras deterministas que definem os estados atuais
em funcdo dos estados posteriores, ou seja, a partir de uma condicéo inicial denominada x,.
Em suma, é um sistema no qual observam-se as transformac@es ocorridas com o decorrer do

tempo.

Os sistemas dinamicos podem ser classificados em dois subtipos: mapas iterados
(também chamados de equacdes de diferencas) ou equacdes diferenciais. Os mapas iterados
representam os sistemas dindmicos discretos e as equacdes diferenciais descrevem os sistemas

dindmicos continuos. Nos sistemas dinamicos discretos, o espaco dos estados se caracteriza
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por meio de um conjunto discreto e, portanto, as variaveis sé podem progredir ou se deslocar

no conjunto de pontos discretos {to, t1, ty, ..., tn}-

Um sistema dindmico discreto é representado por meio de uma funcéo f: R — R que

possibilita obter x,,,; hum instante t,,, ;, a partir do estado x,,, no instante t,,:

Xnt1 = f(xn) - 1)

Note que essa funcdo é caracterizada por meio de um processo recursivo, ja que, a
partir de um valor inicial x, podemos obter o valor de x;; ao aplicar f no valor de x;, podemos
obter x, e assim sucessivamente, ou seja, aplicamos a fungdo f nela mesma continuamente,
utilizando o conceito matemético de funcdo composta e de iteracdo — ambos citados

anteriormente no Capitulo 4. Além disso, a equacdo (1) também pode ser denotada como:
Xn = f(, Xp_1, Xn—2) e, Xp—) COMne N (2)
sendo f uma fungéo qualquer.

Nos sistemas dindmicos continuos, temos as equaces diferenciais, que sdo utilizadas
para descrever a evolucdo temporal dos estados de um sistema em tempo continuo, isto é, o
espaco de estados consiste em valores reais (ou complexos). Neste trabalho, vamos nos ater
apenas as equac0es diferenciais ordinarias (EDOs), visto que apresentam relacdo com apenas

uma variavel independente. As EDOs de ordem n sdo da forma:

ooy y,y", .., y™) =0,

onde f é uma funcdo de valores reais de n + 2 variaveis x,v,y",y", .., y™, y- vy (x) e
aty
dxn’

y(n) =

Podendo ser reescritas da seguinte maneira:

an _ . o . .
# =F(x,y,y,y", ...,y® 1), onde F é uma fungdo continua de valores reais de

n + 1 variaveis.

Um dos aspectos mais importantes a ser considerado nos sistemas dinamicos
discretos e continuos, é a sua linearidade. Desse modo, um sistema dinamico discreto sera
dito linear apenas quando a fungédo f em (2) for linear nas variaveis que se estendem de x,,_

até x,,_,. Caso contrario, dizemos que o sistema dinamico discreto considerado é nado-linear.
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De maneira mais sucinta, um sistema dindmico discreto linear € expresso por uma equagdo da

seguinte forma:
xp = c1(MWxp—1 + 2(Wxn— + -+ c(Wxn_g + () .

Nessa equacéo, c¢;(n) sdo os coeficientes das varidveis x;. Assim sendo, o sistema
sera linear, caso mantenha a linearidade nas variaveis x;, independentemente dos coeficientes

c;(n) serem funcdes nédo lineares de n.

Exemplo 4.1.1: Classificagdo dos sistemas dinamicos em lineares e nédo lineares.

Sistemas dinamicos lineares Sistemas dinamicos nao lineares
Xp =12 X4 Xn = xrzl—l
Xn=7"Xp2+9" x,_3+senn Xn = Xp_1(1 — xp_1)
Xn = Xp—1t Xp—2 Xn = i ¥n-1

Ja no que se refere aos sistemas dinamicos continuos, dizemos que uma EDO de
ordem n (3) é linear se f for linear em y,y’,y", ..., y™. Isso significa que uma EDO de n-

ésima ordem é linear quando (3) for da forma:
an (Y™ + ap_ 1 )y + o+ @y ()" + a;(0)y’ + ap(x)y = g(x).

Além disso, para que um sistema dindmico continuo seja linear, deve atender as

seguintes propriedades:

1. Aditividade
fx+y)=fx)+fO).

2. Homogeneidade
f(ax) = af (x).
E essas duas propriedades podem ser resumidas em uma Unica:
fla(x +y)) = af (x +y) = af (x) + af ().

Assim sendo, caso a funcéo atenda as propriedades listadas, concluimos que o sistema
dindmico continuo considerado € linear e caso ndo as satisfaca, o classificamos como néo-

linear.



78

Em geral, os pesquisadores buscam concentrar suas investigacdes no estudo dos
sistemas dinamicos lineares, tendo em vista a sua efetividade no que tange a producéo de
modelos matematicos mais simples e capazes de descrever os fendbmenos da natureza e da vida.
Além disso, os sistemas compostos de equacGes lineares apresentam uma resolucdo mais
facilitada, o que ja ndo ocorre com os sistemas nao lineares, ja que sdo mais complexos e arduos
e gue na grande maioria das vezes apresentam apenas solucédo geral e ndo exata. Essa profunda
complexidade advinda de tais sistemas foi 0 que os caracterizou como empecilhos durante um
longo periodo da historia, pois, conforme mencionado anteriormente, acreditava-se que todos
os fendmenos intrinsecos a natureza poderiam ser expressos por modelos matematicos
quantitativos. No entanto, é o estudo desses sistemas que conduz a Compreensao e a percepcao
do qualitativo, tal qual, nos faz vislumbrar que a ordem e o controle tdo almejados séo

permeados pela aleatoriedade e a dindmica do caos.

A principio vamos aprofundar a nossa discussdo acerca dos sistemas dinamicos
discretos e para isso iremos definir os conceitos de Orbita, ponto fixo e estabilidade e mais

adiante iremos abordar os sistemas dinamicos continuos.

A sequéncia (xg, x4, X3, ..., X,), Obtida por meio das iteragfes sucessivas de um
sistema dinamico discreto é denominada de Orbita ou trajetoria do sistema a partir de x,.

Utilizaremos a notagéo O (x,) para orbita.

Exemplo 4.1.2: Obtenha as primeiras érbitas dos sistemas dinamicos discretos a seguir:

a Xpp1 = 2x, — 1, comx, =4 b. xp41 = §Xn+4: com xo =3
x0=4 XO=3
x,=24-1=8-1=7 X = sxXo+4=33+4=1+4=5

Xp= 20 -1=2-7-1=14-1=13  x,= -x+4=--5+4=2+4="]

X3=2x,—1=2-13-1=26-1=25 3= -x,+4=--—44="44=2
3 3 3 9 9

Logo, 0 (4) = (4,7,13,25, ...) Logo, 0 (3) = (3,5, 7,2, ...)

1
C.Xpyqp = 2x, —1,cOmxy =1 d xpeq = 3Xn T 4, com xy =6
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x0:1 x0:6
y=2-1-1=2-1=1 X = Sxo+4=26+4=2+4=6
X, =2x,—1=2-1-1=2-1=1 Xy= 2x,+4=2-6+4=2+4=6
3 3
X3=2x,—-1=2-1-1=2-1=1 X3= ~x,+4=26+4=2+4=6
3 3
Logo,0 (1) =(1,1,1,1,...) Logo, 0 (6) = (6,6,6,6,...)

Nos exemplos anteriores, consideramos 0s mesmos sistemas dinamicos discretos nas
letras (a) e (c), bem como nas letras (b) e (d) e alteramos apenas o seu valor inicial x,.
Observamos com isso a mudanca de comportamento que um sistema dinamico pode apresentar
mediante o valor inicial considerado. Na letra (a), com x, = 4, o sistema dinamico discreto
Xn+1 = 2X, — 1 tende a crescer a cada iteracdo, o0 que ndo se observa na letra (c), ja que

partindo de x, = 1, 0 sistema tende a se estabilizar e a manter o valor fixo 1 em todas as

. ~ , . - A= . 1 .

iteracdes. Algo anadlogo ocorre com o sistema dinamico discreto x,,; = =-x, + 4, visto que
3

partindo de x, = 3, 0s valores obtidos nas iteracdes sucessivas sdo crescentes e tendem a se
aproximar de 6 e quando adotamos x, = 6, 0s valores das iteracfes sucessivas fixam-se em 6.

Essa analise preliminar serd explorada com maior profundidade adiante.

Exemplo 4.1.3: Tabela com as primeiras érbitas do sistema dinamico x,,,; = 3|x,| — 2.

Tabela 11: Orbitas do sistema dindmico x,,,; = 3|x,| — 2.

Xn+1 = 3|xn| —2

Xp X1 X2 X3 X4 Xs Xe
2 4 10 28 82 244 730
-3 7 19 55 163 487 1459
7 3 5 11 29 383 245
K 2 2 B 2 2
1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 5
3 -1 1 1 1 1 1
—-0,75 0,125 —1,625 2,875 6,625 17,875 51,625

Fonte: Autoria prépria
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. . 1 1 o
Com base na Tabela 11 inferimos que quando x, assume os valores S€5as Orbitas

. 1 - p - . L -
tendem a estacionar nos valores — > e 1, respectivamente. Ja nos demais casos as trajetorias

percorridas pelas Orbitas correspondem a pontos discretos que evoluem crescentemente a

cada iteragéo.

Quando nos remetemos ao conceito de Orbita podemos classifica-la em dois
subgrupos: orbita periddica e érbita de um ponto fixo. Uma 6rbita é denominada periddica
se 0 ponto x, € um ponto periodico, isto é, se temos f™ (x,) = x, para algum n >
0 e f¥(xy) # xo para k < n.Portanto, se x, for um ponto periddico de periodo n, entdo a

Orbita de x, serd uma sequéncia de nimeros que se repetem a cada bloco de n elementos.
Exemplo 4.1.4: Seja f (x) = x* — 1ex, = 0. Temos:
f)=x>-1=>f0)=02-1=-1
fF-D=(-1)2-1=1-1=0
f(0)=02-1=-1

f-D=(-1)%-1=1-1=0

Logo a 6rbita O (0) = (0, -1, 0, -1, 0, -1, ...) é periddica de periodo 2, ja que o bloco que

se repete é composto por dois elementos, no caso, os elementos 0 e -1.

Outro aspecto elementar dos sistemas dinamicos que diz respeito a sua estabilidade é
0 conceito de ponto fixo. Um ponto xpr € um ponto fixo do sistema dinamico discreto

Xn+1 = f(xy,), se satisfaz a equacao:

f(xpF) = Xpp-

Ao aplicarmos ao sistema dindmico o ponto fixo xpg, as sucessivas iteracoes

conduzirdo sempre a0 mesmo ponto, ou seja:

frpp) = fPH(f (xpr)) = f 7 (xpr) = - = f(Xpr) = Xpp.
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Dessa forma, a orbita de um ponto fixo xpr € a sequéncia constante O (xpr) = (Xpp,
Xpp, Xpp...). NO Exemplo 3.1, os sistemas dinamicos apresentados nas letras (c) e (d) tém
como pontos fixos, 1 e 6, respectivamente, pois, ao adotarmos o ponto fixo como valor
inicial x,, note que todas as iteracbes subsequentes conduzirdo ao seu valor, ou seja,
f™(xpp) = xpg. Os pontos fixos de um sistema dinamico discreto sao obtidos resolvendo a
equacdo f(x) = x ou geometricamente por meio da intersec¢do da representacdo gréfica

de f comaretay = x.

Exemplo 4.1.4: Determine os pontos fixos do sistema dindmico discreto f(x) = x% — 2e

faca a sua representacao grafica.
Com o intuito de obter os pontos fixos de f (x), devemos entdo, resolver a seguinte
equacao:
flx) =x
x2-2=x

x2—x—-2=0.

Resolvendo a equagdo do segundo grau por soma e produto, obtemos:

b
=——=1=2+(-1
§ =-- + (1)

c
P=-=-2=2-(-1)
a

Logo, x' = —1ex = 2 sdo os pontos fixos do sistema dinamico discreto f(x) = x? — 2.

Fazendo o esboco da representacdo grafica na Figura 36:

Figura 36: Representacéo grafica do sistema dindmico discreto f(x) = x? — 2.
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Fonte: Autoria propria — software Geogebra.
Observe que a interseccdo da funcdo f(x) comaretay = x sdo os pontos fixos do

sistema, ou seja, -1 e 2.
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Existem representagdes graficas que possibilitam e facilitam o estudo do

comportamento dos sistemas dinamicos, haja vista que se caracterizam por meio de um

processo recursivo. Essas representacfes visam contemplar as iteragcdes sucessivas do sistema,

bem como a trajetoria percorrida pelas suas orbitas e convida-nos a analisar diligentemente a

dindmica do sistema com o passar do tempo, na busca por identificar convergéncias ou

divergéncias em torno de seus pontos fixos ou até mesmo prever tendéncias ou padrées. Dentre

essas ferramentas, destacam-se 0s mapas unidimensionais e o diagrama de cobweb — que

também pode ser chamado de diagrama de teia de aranha ou de rede.

Os mapas unidimensionais sao representados pelo conjunto de pontos (n,x,);n € N,

onde x, é o enésimo termo da Orbita O (x,) dado pelo sistema dindmico discreto x,,1 =

f(xn).

Figura 37: Mapa de x,,; = 0, 9x,,, com x, = 10 (a esquerda) e mapa de x,,,; = cos(x,) comx, = 2 (&

direita).

=
x(n)
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Iteracdes (n)

Fonte: Jesus (2016); Morais (2014).

Figura 38: Mapa de x,4, = 3,45x, (1 — x,), com x, = 0,001.

50
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Fonte: Jesus (2016)
Note que no mapa de x,,.; = 0,9x,,com x, = 10 (na Figura 37), as 6rbitas vao

decrescendo sucessivamente e a partir da quadragésima iteracdo tendem a se aproximar € a
fixar-se em zero. J& no mapa do sistema dinamico x,,; =cos ( x,),onde x, = 2, as Orbitas
passam a se estabilizar apos a décima iteracdo, chegando ao ponto de equilibrio 0,7390.... Por
fim, na Figura 38, temos as oOrbitas do mapa x,,, = 3,45x, (1 — x;,) € x, = 0,001 que a
principio, crescem lentamente, porém, a partir de 0,4; tendem a oscilar e a assumir
constantemente quatro valores préximos de 0,42; 0,84; 0,46 e 0,86, ou seja, acontece um bloco
de repeticdo que se da a cada quatro elementos e, portanto, o sistema é composto por Orbitas

de periodo quatro.

Por outro lado, o diagrama de teia de aranha consiste na representagdo no mesmo eixo
de coordenadas cartesianas, da funcdo identidade y = x e da equagdo que caracteriza o sistema
dindmico x,,+1 = f (x,). A interseccdo resultante dessas fungdes nos fornecera os pontos fixos
do sistema e representaremos por setas a trajetoria das oOrbitas a cada iteracdo. Nos diagramas
de teia de aranha abaixo, observe que temos na Figura 39 a representacao do sistema dinamico
discreto x,,.; = 0,6x,, + 2, considerando os valores iniciais x, = —17 (& esquerda) e x, = 18

(a direita). A intersecdo entre as fungdes resulta em um dnico ponto fixo xpf, a saber:
fx)=06x+2=06x+2 =x 206x—x=-2=-04x= -2 =>x=5.
Sobre esse diagrama, Morais (2014, p. 35) discorre que:

Comecando por x, no eixo horizontal, tracamos uma reta vertical até a fungao
f(x) onde encontramos f(x,) = x;. Em seguida, tracamos uma reta horizontal de
(xg, x1) até areta x,, = x,44, ONde encontramos o ponto (x;, x;). Repetindo esse

processo vamos encontrar (xy, x,); (x5, x,) € assim por diante [...].
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Figura 39: Diagrama de teia de aranha do sistema dindmico discreto x,,,,; = 0,6x,, + 2 para os valores iniciais
xo, = —17 (a esquerda) e x, = 18 (a direita).

304 Xn+1

Xn=Xn+l Kned Xn=Xn+l

20

Foxo A

Xn

Fonte: Morais (2014)

Quando determinamos os pontos fixos de um sistema dindmico, nossos interesses se
concentram em examinar se esses pontos fixos sdo estaveis ou instaveis, ja que isso nos
permite compreender e visualizar o comportamento e a dindmica do sistema considerado.
Desse modo, um ponto fixo xpr € considerado estavel, se, dado € > 0, existe § > 0, tal que
lx, — xpr | < & Vn € Nsempre que |[x, —xpr | < 8. Em contrapartida, um ponto fixo
xpp € instavel caso ndo seja estavel. Logo, ao tomarmos um valor x, proximo de xpp, se as
iteradas sucessivas penderem a se aproximar cada vez mais do valor de xpp, temos que o

ponto fixo considerado é estavel.

Exemplo 4.1.5: Seja o sistema dindmico x,,; = éxn + 4. Adote valores para x, que sdo

proximos a xpp tanto pela esquerda (valores menores que xpg.), quanto pela esquerda

(valores maiores que xpr) € observe se as Orbitas tendem ou ndo ao ponto fixo.
. . . A . 1
Como vimos anteriormente, o sistema dindmico x,,; = 3%n +4 tem como ponto

fixo xpr = 6. Observe na Tabela 12 os valores assumidos por x,, bem como as Orbitas

obtidas por meio de suas consecutivas iteracoes:

Tabela 12: Orbitas do sistema dindmico discreto x,,; = éxn + 4.

Xne1 = Exn +4

Xo X1 X3 X3 X4
5,7 59 5,966...  5,988... 5,996...
5,91 5,97 599  5,99%... 5,998...
6,1 6,033... 6,011... 6,008... 6,001...
6,05 6,016... 6,0053... 6,00176... 6,000586...

Fonte: Autoria prépria.
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Com base na Tabela 12 conseguimos auferir que as Orbitas tendem a 6 tanto pela
esquerda quanto pela direita, ou seja, xpr = 6 € um ponto fixo estavel.
Ainda no que diz respeito a estabilidade e instabilidade de pontos fixos, analisemos as

seguintes situacdes.

Situacdo 1: Uma esfera serd langcada do alto de uma colina, conforme a ilustragéo (1) da
Figura 40.

Figura 40: Conceito de estabilidade: equilibrio estavel e instavel.

(VATAVAVAY,

(I) (II1)

O
(IV)

Fonte: Jesus (2016)

Espera — se que com o passar do tempo, a bolinha pare em uma das concavidades da
colina ou no pico. No caso de a bolinha estacionar em uma das concavidades — conforme as
ilustracBes (I1) e (IV) da Figura 40 — note que uma pequena perturbacdo empregada neste
ponto a conduzird novamente a ele, caracterizando-o como ponto de equilibrio estavel.
Analisando a posicéo (111), na qual a bolinha encontra-se no topo de um dos picos da colina,
é intuitiva a percepcdo de que qualquer perturbacdo a distanciara dessa posicao,

caracterizando-o em um ponto de equilibrio instavel.
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Situacdo 2: Examinemos um péndulo ndo forgado, porém sujeito a um amortecimento. Seja
0 o angulo entre o fio e o eixo vertical que passa pelo seu ponto de sustentagdo, conforme a

Figura 41 abaixo:

Figura 41: Conceito de estabilidade utilizando péndulos.

(1 (1)
Fonte: Cipolli (2012)

Conforme a Figura 41, suponhamos que o péndulo da figura (I) seja levemente
distanciado de seu ponto de equilibrio, onde 6 = 0 e realize movimentos semelhantes aos
representados pelos pontilhados. Note que embora a principio, haja uma ampliagdo na
abertura do angulo 6, a tendéncia é de que essa amplitude diminua e de que o péndulo retorne
a sua posicdo vertical inicial, isto €, o ponto de equilibrio em questdo é estavel. Perceba
também que independentemente da direcdo a qual o péndulo é conduzido, ele sempre
retornard ao mesmo ponto de equilibrio, isto €, qualquer que seja a condicdo inicial
considerada e que seja proxima desse ponto, tenderd a ter por desfecho ele mesmo, e
portanto, é também ponto fixo. Na figura (I1), a massa do péndulo esta suspensa sobre uma
barra e 0 ponto que o representa € instavel, pois qualquer gue seja a perturbacdo empregada
nele o levara a se afastar de sua posicao inicial.

Com base nas situacdes apresentadas, podemos definir pontos fixos estaveis e
instaveis. Logo, um ponto fixo é denominado estdvel quando atrai todas as oOrbitas
correspondentes aos valores iniciais de sua vizinhanga, ou seja, qualquer valor inicial
considerado que seja préximo ao ponto fixo, terd sua trajetoria convergindo para ele. Em
contraposto, dizemos que um ponto fixo é instavel quando repele ou afasta todas as
trajetdrias decorrentes de valores iniciais adjacentes.

Para classificar os pontos fixos xpr de um sistema dinamico discreto, podemos utilizar
a representacao grafica do diagrama de teia de aranha, bem como o conceito de derivadas.
Suponha que xpr sejaum ponto fixo de f(x,) = x,.1 € que f sejaderivavel em xpr. Desse

modo, temos:
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e Se |f’(xPF)| < 1, xpr € um ponto fixo estavel, chamado também de atrator (ver Figura 42).

Figura 42: Andlise de ponto fixo estavel atrator

.

Xy Xpr Xg Xq
Fonte: MOOC (2018)

Observe no mapa unidimensional na Figura 42 que tomando valores para x, de tal
modo que x, > xpp, a trajetdria das orbitas (indicadas pelas setas em azul) serdo atraidas para
0 ponto fixo. Caso x, < xpg, analisamos que 0 mesmo comportamento se repete, ja que as
oOrbitas — representadas agora em roxo — também convergem para o ponto fixo. Desse modo,
concluimos que se um ponto fixo xpr € atrator, o trajeto percorrido pelas orbitas O(x,)

convergirdo até ele, independentemente do valor inicial x, considerado.

Podemos utilizar como exemplo novamente o diagrama de teia de aranha (ver Figura
39) do sistema dindmico discreto x,,; = 0,6x, + 2 para os valores iniciais x, = —17 (a
esquerda) e x, = 18 (a direita). Note que o ponto fixo xp € a interseccdo entre as retas y =

X e areta que representa a equacéo do sistema, a saber:
f)=x = 06x+2=x = 0,6x—x = 2= —04x= —2 = x=05.

N&o obstante houvessem sido considerados valores iniciais um tanto distantes do
ponto fixo xpr = 5, constatamos por meio do diagrama que as Orbitas sdo atraidas até ele em
ambas as situagdes (xo > xpr e xo < Xpg) €, portanto, classificamos esse ponto como fixo

estavel ou atrator.
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e Se |f’(xPF)| > 1, xpp € um ponto fixo instavel, chamado também de repulsor.

Figura 43: Andlise de ponto fixo instavel e repulsor.

Xn+1

XoXPF X, X,
Fonte: MOOC (2018)

Podemos verificar no mapa da Figura 43, que atribuindo valores para x, de modo que
Xo > Xpp, a trajetoria das Orbitas — indicadas pelas setas em azul — serdo repelidas pelo ponto
fixo, afastando-se dele continuamente. Se considerarmos x, < xpg, averiguamos gue 0 mesmo
comportamento ocorre, ja que as Orbitas — representadas agora em roxo — também séo repelidas
pelo ponto fixo. Portanto, depreende-se que, embora o valor inicial x esteja significativamente
proximo ao ponto fixo xpg, 0 destino percorrido por suas orbitas 0 (x,) tendem a ser repelidas

e a se afastarem dele de modo gradual.

Tomemos como exemplo o sistema dindmico discreto x,,,; = 2x, — 1 e facamos a
construcdo de seu diagrama de teia de aranha para dois valores iniciais x, = 0,99 e x, = 1, 05;

conforme a Figura 44.

Figura 44: Mapa de x,,,; = 2x, — 1, com x, = 1,05 e mapa de x,,.; = 2x,, — 1, com x, = 0,99;
respectivamente.

Fonte: Autoria prépria — software Winplot.
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Por meio dos diagramas de cobweb, fica evidente que o ponto fixo xpr = 1 que € a
interseccdo das retas y = x e da funcdo f(x) = x,,, € repulsor, visto que afasta a trajetoria

das oOrbitas, mesmo que o valor inicial x, seja consideravelmente proximo dele.
o Se |f’(xPF)| = 1, xpr € um ponto fixo neutro ou indiferente (ver Figura 45).

Figura 45: Analise de ponto fixo neutro ou indiferente.

xnd

Xo Xpr Xy Xq
Fonte: MOOC (2018)

Com base no diagrama da Figura 45, constatamos que o ponto fixo xpr ndo é atrator e
nem repulsor. Basta notar que quando x, > xpr, temos que as Orbitas (em verde) convergem
ao encontro do ponto fixo, no entanto, isto ja ndo ocorre se x, < Xpg, POIS as trajetorias (em
azul) se afastam progressivamente do ponto fixo do sistema. Quando isso ocorre, 0 ponto fixo

em questdo é denominado de ponto fixo neutro ou indiferente.
De maneira resumida, temos:
o Se|f'(epp)| <1, xpr € um ponto fixo estavel, chamado também de atrator;
o Se |f’(xPF)| > 1, xpr € um ponto fixo instavel, chamado também de repulsor;
o Se|f'(xpp)| =1, xpr é um ponto fixo neutro ou indiferente.
Nos critérios acima, f'(,,) € a derivada primeira de f calculada no ponto fixo xpp.

Exemplo 4.1.6: Determine os pontos fixos dos sistemas dindmicos discretos

Xn+1 = f(xy,) aseguir e classifique-os. Construa o diagrama de cobweb de cada um deles.

a. f(x)=06x+1

VVamos obter a principio o ponto fixo do sistema, resolvendo a equacéo f(x) = x.
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Dai, segue:
06x+1=x
0,6x —x= —1
—0,4x = —1
5
X =-
2

;. - , 5
Logo, o tnico ponto fixo xpp € =.

Calculando a derivada de f (x), obtemos f'(x) = 0,6. Aplicando o ponto fixo xpp:

|f’ (§)| = 0,6 < 1 = xpp € ponto fixo estavel e atrator.

Desse modo, todos as oOrbitas do sistema dindmico convergem para o ponto fixo p

conforme ilustra os diagramas de cobweb na Figura 46:

Figura 46: Diagrama de cobweb x,,,; = 0,6x,, + 1, com x, = —10 (& esquerda) e x, = 15 (a direita)

My

Fonte: Autoria propria — software Winplot.

b. f(x)= x3

Inicialmente, vamos resolver a equagédo f(x) = x, ou seja:

f=x3=x>x3-x=0=2xx?*-1)=0>

x=0x=1oux=-1.
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Logo, —1, 0 e 1 sdo os pontos fixos xpp de f.

A derivada de f'(x) = 3x? e agora vamos calcular |f'(xpr)| para os 3 pontos fixos

encontrados e representar esse sistema por meio de um diagrama de cobweb:

|f'(—1)] = |3] = 3 > 1 e, portanto, — 1 é ponto fixo instavel (repulsor);

|f'(0)] = |0] =0 < 1 e, portanto, 0 é ponto fixo estavel (atrator);

|f'(1)] = |3] =3 > 1, portanto, 1 é ponto fixo instavel (repulsor).

Veja o diagrama para os pontos fixos 0 e 1 na Figura 47:

Figura 47: Diagramas de teia de aranha do sistema dindmico discreto néo linear x,,,; = x3, com
Xxo = 0,99 (a esquerda) e x, = 1,01 (a direita).

v

Fonte: Autoria propria — software Winplot.

1
C. Xp41 = 3Xn +4, com xy =3

O ponto fixo xpr é dado pela interseccdo entre as funcgdes, ou seja:
1 1 2
flx) = §x+4=x :»gx—x=—4 :—§x=—4=x=6.

Logo, o0 Unico ponto fixo xpp € 6.
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Calculando a derivada de f (x), obtemos f'(x) = § Aplicando o ponto fixo xpp:

lf'(6)| = é < 1 = xpp € ponto fixo estavel e atrator.

Com o auxilio do software Winplot, construimos o diagrama de teia de aranha (ver
. . 1 e e e . ~
Figura 48) do sistema x,,; = 3Xn t 4, para os valores iniciais x, =3 € x, = 9. Nao

obstante, é possivel visualizar no diagrama, que a trajetoria das Orbitas representada pelas
setas em vermelho tende a se aproximar do ponto fixo, 0 que nos leva a inferir que o ponto

em questdo é um ponto fixo estavel e atrator.

. . . - A . . 1 e e .
Figura 48: Diagrama de cobweb do sistema dindmico discreto x,,; = n t 4, para os valores iniciais x, = 3 e
xo = 9

154y

Fonte: Autoria propria — software Winplot.

Até 0 momento nos concentramos nas defini¢des de estabilidade que constituem os
sistemas dinamicos discretos, bem como os métodos que podemos utilizar para classificar seus
pontos fixos — em estaveis (atratores), instaveis (repulsores) ou entdo neutros ou indiferentes.
Na proxima se¢do, nosso objetivo serd o de investigar, analisar e compreender a estabilidade de
alguns sistemas dinamicos continuos e quais recursos visuais ou algébricos podem ser
empregados em meio a esse estudo. Contudo, cabe ressaltar que essa investigacdo sera realizada
de maneira sucinta e considerando apenas os aspectos relevantes e imprescindiveis para o

avanco dessa pesquisa, visto o grau de complexidade ostentado por esses sistemas.
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5.1.2 Estabilidade nos sistemas dindmicos continuos

Conforme mencionado no inicio deste capitulo, os sistemas dinamicos continuos se
caracterizam por meio de equagdes diferenciais, dentre as quais, destacamos por meio deste

trabalho, as EDOs (equacdes diferenciais ordinarias). As EDOs de ordem n séo da forma:

o,y y,y", .., y™) =0,

ay

onde f é uma funcéo de valores reais de n + 2 variaveis, y = y(x) e y™ = Tan

Considere o sistema da forma:

x1 = fi(x1, -, xn)
X2 = fZ(xlf ---'xn)

i)
Xn = fu(X1, w)Xn)

. dx; p ~ . . S
onde x; = x;(t), x; = d—‘ e f; € uma funcgéo continua de valores reais de n varidveis, para
t
cadai =1,2,...,n.

Essas equagOes também podem ser denominadas de equacdes de movimento e sdo
consideradas como ponto de partida para um sistema dinamico continuo. Com o intuito de
aborda-las com mais clareza, realizaremos a nossa investigacdo por intermédio dos sistemas
autbnomos. Nestes sistemas, as equacOes diferenciais sdo descritas por funcdes que nédo

dependem explicitamente da variavel, ou seja, as fungdes f; ndo dependem da variavel t.

Dito isto, voltemos a nossa atencdo aos sistemas autbnomos. Os sistemas autdbnomos
podem ser melhor vislumbrados mediante um campo vetorial que é uma fungdo que varia no

espaco de fase de acordo com as suas coordenadas (ver Figura 49).

Figura 49: Campo vetorial da equacdo autbnoma v = —g que representa 0 movimento de queda livre.

Fonte: Villate (2007)
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Desse modo, um sistema dinamico autdnomo de primeira ordem ou unidimensional é
um sistema que se define por meio de uma equacéo diferencial ordinaria de primeira ordem,

autbnoma e é da forma:

x = f(x).

Essa equacao também é denominada de equacédo de evolucdo, ja que, a partir de uma
condicdo inicial x,, é possivel compreender e definir a evolucdo da variavel de estado do
sistema. Alem disso, assim como nos sistemas dindmicos discretos, nos sistemas continuos, é
necessario determinar os pontos fixos ou criticos xpr do sistema, ou seja, 0s pontos onde 0

fluxo é estacionario:

f(xpp) = 0.

Nos sistemas dindmicos continuos, os pontos fixos representam as mudancas no fluxo
de movimentagdo do sistema, bem como se caracterizam como solugdes de equilibrio para a
equacéo de evolucdo, visto que ao considerarmos um valor inicial x, = xpg, 0 sistema se
mantera integralmente em xpp, isto €, 0 sistema tende a estabilizar-se no ponto fixo xpp,

independentemente das possiveis perturbaces que o acometem.

Né&o obstante, faz-se necessario a definicdo de dois conceitos que serdo de extrema
importancia para a compreensao acerca dos comportamentos assumidos por sistemas dinamicos

continuos e autdbnomos, a saber: o espaco de fase e o retrato de fase.

O espaco de fase é formado pelas variaveis ou coordenadas do sistema e se caracteriza
como o0 espaco no qual as etapas percorridas pelo sistema dindmico se desenvolvem. Ja no
retrato de fase, a representacdo € feita por meio da reta real. Indicamos na reta os pontos fixos
e representamos por meio de setas a dindmica das dire¢cbes do fluxo (convergéncia ou

divergéncia em relacdo aos pontos fixos) do sistema considerado (ver Figura 50).

Figura 49: Espaco de fase ou espago fésico (a esquerda) e retrato de fase (& direita).

Fonte: Research Gate; Autoria propria.
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Outrossim, os pontos fixos podem ser classificados de acordo com o comportamento
assumido pelo sistema em suas adjacéncias. De modo analogo aos sistemas dinamicos discretos,
podem ser qualificados inicialmente como estaveis — também denominados de atratores ou
escoadores — e instaveis que também podem ser chamados de repulsores. Os pontos fixos
estaveis sdo responsaveis por atrair todos os pontos localizados em sua vizinhanca a si, e 0s
instaveis, em contrapartida, repelem todos os pontos de seus arredores, de modo que eles nao
convirjam na sua direcdo. Uma maneira tangivel de visualizar a dindmica decorrente do fluxo
das direcdes das equacgdes de movimento se d& mediante o retrato de fase, conforme referido

anteriormente.

Com o intuito de classificar os pontos fixos de um sistema dindmico continuo, iremos
nos ater apenas aos modelos unidimensionais, ou seja, aos modelos que possuem uma Unica
dimensdo e nossa base de andlise serd por meio do conceito de estabilidade linear. Esta
concepcao consiste em linearizar o sistema considerado mediante a expansdo em série de
poténcias. Podemos utilizar a série de poténcias quando a funcdo em questdo contempla regras
matematicas de diferenciacdo e continuidade em um intervalo definido. N&o obstante, o
propdsito deste trabalho ndo consiste em aprofundar-se na analise dos sistemas dindmicos
continuos em dimensdes superiores a 1, e, portanto, concentramos nossas investigages no caso
unidimensional. Nos casos unidimensionais, ao descrevermos uma perturbacdo a(t) em torno

de um ponto fixo xpr, obtemos:
a(t) = x(t) — xpr = x(t) = a(t) + xpp.

Para expressar uma aproximacéo da funcdo f(x) em torno de um ponto c escolhido

arbitrariamente, empregamos a expansao em series de poténcia de Taylor:

— —)2 —_~3
fG) = £ +£1(e)- 552+ () E5 4 () 5 -
Aplicando essa expansao ao redor do ponto ¢ = xpp, temos:

f(x) = f(xpr +a) = f(xpp) + (x — xpp) - f'(xpp) + 0(2).

Rejeitando os termos que apresentam ordem superior, no caso, a partir de

0(2) (ordem 2), e recordando que f (xpr) = 0, concluimos:
fx) = fxpr+ a) = (x — xpp) - f' (xpp).

Fazendon = f(x) = %,segue:
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n=mn-f(xpp).
Desse modo, temos que um ponto fixo xpp:

) E estavel ou atrator, se f'(xpr) < 0 e, desse modo, a perturbagio em torno do

ponto fixo xpp decresce;

° E instavel ou repulsor, se f'(xpr) > 0 e, portanto, a perturbacdo em torno do

ponto fixo tende a crescer consideravelmente com o passar do tempo.

° E neutro ou indiferente, se f'(xpr) = 0.

Logo, as inferéncias acima correspondem a classificar o ponto fixo xpr em um ponto
de minimo ou de maximo. Cabe, no entanto, ressaltar que o processo de linearizacdo s6 pode
ser realizado caso f'(xpr) # 0 € caso os termos de ordem superior forem pequenos. Para
além, ao representarmos um sistema dindmico continuo por meio de um retrato de fase,
caracterizamos 0s pontos fixos estaveis como pontos fechados (preenchidos) e os pontos
fixos instaveis ou repulsores como pontos abertos (ndo preenchidos). A seguir apresentamos
alguns exemplos de sistemas dinamicos continuos unidimensionais, tal qual de que modo se
obtém seus pontos fixos e realiza-se a sua classificacdo. Do mesmo modo, ha a representacéo

dos fluxos da dindmica do sistema por intermédio do retrato de fases.

Exemplo 4.1.2.1: Obtenha os pontos fixos dos sistemas dindmicos continuos x =
f(x) a seguir, classifique-os em estaveis ou instaveis e faga a representacdo de seu retrato de

fase.
a f(x)= x> —4x

Primeiramente, resolvemos a equacgdo f(x) = 0, com o intuito de determinar os

pontos fixos do sistema:

f)=0=2x3—4x=0=2>x(x>-4)=0=>x=0,x=20ux = —2.

Portanto, —2, 0 e 2 sdo 0s pontos fixos xpr do sistema.
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Desenvolvendo a derivada de f(x), obtemos f'(x) = 3x% — 4. Calculando a

derivada f'(xpp) nos 3 pontos fixos encontrados, temos:
* f'(=2) =8> 0e, portanto, —2 é ponto fixo instavel (repulsor);
*  f'(0) = —4 < 0 e, portanto, 0 é ponto fixo estavel (atrator);
*  f'(2) =8> 0 ¢, portanto, 2 é ponto fixo instavel (repulsor).
Fazendo a representacédo do retrato de fase do sistema, na Figura 51:

Figura 50: Retrato de fase do sistema dinamico continuo unidimensional f(x) = x3 — 4x.

-2 0 2
Fonte: Autoria propria
b. f(x) = x* =~

Inicialmente devemos fazer f(x) = 0, visto que as raizes obtidas serdo os pontos

fixos xpr do sistema.

X
f(x)=0 =>x2—5:0 52x2—x=0=>x-2x—-1)=0

= 0 !
X=U0oux = —.
2
Assim, temos que os pontos fixos xpp do sistema f(x) = x* — g sdo0e %

Desenvolvendo a derivada de f(x), obtemos f'(x) = 2x — % Calculando a derivada

f'(xpp) Nos 2 pontos fixos encontrados, temos:

« f'(0) = —% < 0 e, portanto, 0 é ponto fixo estavel (atrator) e

. f G) = % > 0 e, portanto, % é ponto fixo instavel (repulsor).

Fazendo a representacédo do retrato de fase do sistema, na Figura 52:
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Figura 51: Retrato de fase do sistema dindmico continuo unidimensional f(x) = x? — g

/&\/&V\MA
0

(STNEN

Fonte: Autoria propria

Exemplo 4.1.2.2: Obtenha e classifique os pontos fixos do sistema dindmico continuo

unidimensional x = (2 — x) - sen x;

A principio, resolveremos a equacgdo f(x) = 0, a fim de determinar os pontos fixos do

sistema;

f)=0=>QRQ2—-x)'senx=0=>2—-x=0ousenx =0
S>x=20ux=nm,comnez.

Portanto, 2 e nt, com n € Z, sdo 0s pontos fixos xp do sistema.

Desenvolvendo a derivada de f(x), obtemos:
f'x)= 2—-x) 'senx+ (2 —x) (senx) = —senx+ (2 —x) -cosx =
= —senx+ 2cosx —Xx *COSX.

Calculando a derivada f’(xpr) nos pontos fixos encontrados, temos as seguintes

situacoes:

e f'(2)=—-sen2+2.cos2—2.cos2= —sen2 = —0,03489 < 0 e, portanto, 2 é
ponto fixo estavel (atrator);

Em relagdo ao ponto fixo e nm, com n € Z, temos 0s seguintes contextos:

 Se n for positivo e par ou n for negativo e impar, temos que f'(nm) < 0 e, portanto, o

ponto fixo xp seré estavel (atrator);

« Se n for zero ou negativo e par ou for positivo e impar, temos que f'(nm) > 0 e,

portanto, o ponto fixo xp serd instavel (repulsor).

Contudo, neste trabalho abordaremos apenas os sistemas dindmicos continuos
unidimensionais e lineares, tendo em vista que sistemas que possuam dimensdo maior que 1,

bem como, os sistemas dindmicos continuos ndo lineares carregam consigo um grau maior de
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complexidade e, portanto, sdo mais predispostos a assumir e vislumbrar um comportamento
cadtico. Porém, sera que apenas o0s sistemas dindmicos continuos ndo lineares sdo capazes de
expressar-se por meio do caos? Em busca de respostas, remetemos nossas investigacoes a
conjuntura que permeia o processo das dindmicas populacionais. No que diz respeito a este
contexto, é importante enfatizar que inimeros estudos e modelos foram desenvolvidos, dentre
0s quais se destacam o modelo de Malthus e o mapa logistico de Verhulst, que contribuiram
com avancos significativos para a teoria dos sistemas dindmicos e que serdo retratados na

proxima secao.
5.1.3 Modelos Populacionais

Na década de 1960, o ecologista matematico Robert May desenvolveu estudos
pioneiros no que diz respeito as dindmicas das populacdes. (BAIER, 2005). May procurou
conduzir suas investigacfes de maneira distinta as que foram assumidas nas pesquisas
populacionais que se fundamentam na concepcdo de mundo da ciéncia moderna. Segundo
Lorenz (1996, p. 181); apud Baier (2005, p. 100), os pressupostos das dindmicas populacionais

outrora convencionados durante a edificacdo da ciéncia moderna era de que:

Se a populagdo é muito pequena, ela se multiplicard livremente, produzindo uma
populagdo bem maior, mas ainda bastante pequena, no préximo ano. Se ela é muito
grande, ela ird se reproduzir ainda mais, mas ndo havera alimento suficiente para
manté-la viva, e novamente no préximo ano a populacéo sera pequena. Entdo, um ano
com populagdo maior deverd ser sucedido por um ano com uma populagéo de tamanho
médio. May achava que, para uma taxa adequada de multiplicacdo e morte por

inanicéo, o tamanho da populacéo flutuaria caoticamente.

Com o passar dos anos, os ecologistas apreenderam o comportamento inusitado e
complexo proveniente dos dados coletados intrinsecos as disseminaces de epidemias e a
interacdo existente entre distintas espécimes, o que os impulsionou na busca por modelos
matematicos capazes de descrever os fendmenos de eminente complexidade da vida. No
entanto, essa pesquisa ndo teve éxito, visto que as Unicas equa¢Ges matematicas disponiveis
estavam ancoradas nas teorias classicas da Fisica e se mostravam inadequadas e insuficientes

para lidar com a profunda dificuldade inerente a esses processos.

Desse modo, os ecologistas tomam consciéncia das limitagbes impostas pelas

equacBes matematicas utilizados pelos fisicos e passam a concentrar seus interesses por
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modelos matematicos que contemplem e vislumbrem comportamentos irregulares, ja que, por
sua vez, esses modelos fornecem ferramentas capazes de se correlacionar com as dinamicas

bioldgicas populacionais pesquisadas.

Assim, modelos gerais discretos que caracterizam a dindmica de populagdes passam a
ser desenvolvidos e sua analise se da em funcgdo das condi¢bes ambientais do local, bem como,
da quantidade de alimentos e insumos disponiveis, e da possibilidade de existéncia de
predadores. Esses modelos podem ser formulados e representados por meio de equacdes da
forma x,4; = f(x,), visto que a populagdo de um certo ano n e a do ano imediatamente
subsequente, n + 1 podem se correlacionar por meio de uma lei ou fungdo matematica, ou seja,

h& uma dependéncia entre as populacles x;,, .1 € X,.

5.1.3.1 Modelo de Malthus

Segundo Jesus (2016), no ano de 1978, Thomas Malthus prop6s um simples modelo
de crescimento populacional, partindo do pressuposto de que a populagdo de determinado pais
cresce de maneira mais agil que sua producédo de alimentos. Além disso, Malthus considerava
gue uma populacao cresce em determinado instante t, de maneira proporcional a populacéo
total nesse mesmo instante. Assim sendo, 0 modelo proposto por Malthus pode ser representado

pela seguinte equacdo matematica:
Xpt1 =1+ a) x,,comn €N,

Nessa equacdo, x,,; pode representar tanto o nimero de individuos da populacdo no
ano n + 1, tal qual a massa biolégica da populacdo em questdo e « caracteriza a taxa de
crescimento ou decrescimento da populacdo. Vale ressaltar que o modelo de Malthus néo
considera o carater finito do ambiente, ou seja, desconsidera fatores extremamente importantes
na dindmica que permeia o desenvolvimento de uma populacéo, tais quais: a interagao entre as

diferentes espécies; a disputa por territorio ou alimentos; dentre outros.

Desse modo, 0 modelo proposto por Malthus € utilizado para descrever a dindmica que
desponta em uma populacéo apenas em um breve intervalo de tempo, j& que, a longo prazo, 0s

resultados obtidos tém grande chance de ndo coincidirem com a realidade.

Direcionando novamente a nossa atencdo a equacgao x,.; = (1 + a) - x,, e a taxa a,

temos:
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e Se a> 0, apopulacdo x,,, resultara da multiplicacdo entre a populacdo x,, e um
namero maior que 1, o que nos leva a inferir que a populacdo tendera a crescer sem
oscilacdes, e, portanto, com o passar dos anos, a regido considerada sera totalmente
povoada;

e Se —-1<a<0=0<1+a<1le logo, a populacdio x,,, resultara da
multiplicacdo entre a populacdo x,, e um namero menor que 1, o que acarreta um
decrescimento gradual da populacdo e que por sua vez, culminard em sua total
extingao;

e Note que devemos ter sempre @ > —1, pois caso ¢ = —1, teremos 1+ a =0¢€ a
populacéo ird estabilizar-se, 0 que € improvavel ocorrer na natureza de uma dindmica
populacional; e se a < —1 =1+ a < 0 e, desse modo, os valores obtidos para a

populacéo x,,,, seriam negativos.

Exemplo 4.3.1: Mapas de crescimento populacional de acordo com o modelo Malthusiano (ver
Figura 53).

Figura 53: Evolugdo dos modelos malthusianos x,,,; = 1,04x,,com x, = 5 e x,,1 = 0,6x,,com x, = 10,
respectivamente.

- . 10 |+

Fonte: Autoria propria - software Maxima.

5.1.3.2 Modelo de Verhulst

Na segunda metade do século XIX, Pierre Francois Verhulst (1804 — 1849), reavaliou
0s modelos populacionais eminentes e constatou a existéncia e a incidéncia de fatores
responsaveis em coibir o processo de crescimento e desenvolvimento de uma populacéo.
(BAIER, 2005). Verhulst, dessa forma, sugeriu que a taxa de crescimento populacional ndo é

constante, mas, sim, proporcional a quantidade méaxima de individuos que uma populagdo pode
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atingir, levando em consideracdo o ambiente na qual se encontra inserida. Esse modelo ficou
renomado como modelo logistico discreto e € expresso por meio da
funcdo x4 = f(xn) = kx,(1 — x,), onde k é uma constante positiva que varia de acordo

com as condi¢Bes do meio em que a populacgéo se situa.

Além disso, devemos sempre ter k >0 e 0 < x, < 1, caso contrario, a populacdo
assumiria valores negativos. Neste modelo, faz-se necessario a compreensdo do valor de
Xn,+1 COMO a biomassa populacional, visto que os valores obtidos serdo decimaisentre 0 e 1 e é
pouco provavel que a populacdo assuma os valores 0 ou 1, ja que a populacgdo O representa a
extingdo da populagdo e 1 representa a popula¢do maxima suportada pela regi&o investigada. E
importante analisar que, a medida que o valor de x, diminui e se aproxima de 0, o fator
(1 — x,) fica mais proximo de 1, o que possibilita o crescimento da populacdo e, em
contrapartida, quando o valor de x,, aumenta, aproximando —se de 1, o fator (1 — x;,) diminui,
colaborando com a desaceleragédo da dindmica de crescimento. Isto pode ser explicado mediante
a disputa dos individuos da popula¢do na busca por recursos e na detencdo e ampliacdo de

territérios.

Segundo Baier (2005), na década de 1960, Robert May investiga o modelo logistico
discreto de Verhulst e percebe que ele apresenta sensibilidade as condi¢fes iniciais, também
conhecida como efeito borboleta — caracteristica principal dos fendbmenos caoticos. A fim de
desvelar como o caos se desdobra no mapa logistico, utilizamos o processo de iteracdo, com 0
intuito de analisar qual o comportamento de uma populagdo que apresenta variacdes no decorrer
dos anos. Ademais, sabe-se que, no modelo logistico discreto, conhecendo-se o parametro k e
a populagéo x,, em certo ano, pode-se calcular a populagéo x,,,, nos anos seguintes, iterando-

se sucessivamente a funcgéo.

A complexidade do mapa logistico x,,.; = k - x, - (1-x,) reside na atribuicdo de
distintos valores para a constante k, que varia de acordo com as condi¢cdes do ambiente
considerado. Desse modo, aumentando gradualmente os valores da constante k e realizando as
iteracbes sucessivas de xp41 = k x,-(1-x,)com o auxilio de ferramentas
computacionais, somos capazes de detectar e verificar padrées complexos e inusitados inerentes
ao mapa logistico discreto. Logo, se 0 < k < 1, observa-se que todas as Orbitas convergem
para 0, isto €, a populacdo tende a ser totalmente extinta. Por outro lado, se aumentarmos o

valor do par@metro k, como a populacéo passa a ter melhores condi¢des para se desenvolver,
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percebe-se que as sucessivas iteracdes convergem para um estado de equilibrio. Considerando
xo =03 ek = 2,6;teremos apés dez iteracbes (ver Figura 53):
xo =0,3; x; = 0,546; x, = 0,644, x3 = 0,595; x, = 0,626; x5 = 0,606;
Xe = 0,619; x; = 0,612; xg = 0,616; xg = 0,614; x;, = 0,615.

Figura 52: Diagrama de teia de aranha do mapa logistico x,,; = 2,6 - x, - (1 — x,), comx, = 0,3.
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Fonte: Autoria prépria — software Winplot.

Analisando a representacdo do diagrama, verificamos que a teia de aranha percorre a
trajetoria das Orbitas até 0 momento no qual comeca a espiralar na dire¢do do ponto onde a reta
diagonal y = x coincide com a parabola, ou scja, “esse ¢ o ponto fixo; e o resultado é
estabilidade porque a teia espirala para dentro”. (STEWART, 1991, p. 172; apud BAIER, 2005,
p. 108).

Ao adotarmos k < 3, as sucessivas iteragdes convergem para um ponto de equilibrio,
ou seja, a populacdo tende a se estabilizar apds determinado tempo. Quando k =3 (ver Figura
54), “o ponto fixo € marginalmente estavel: a convergéncia para ele é extremamente lenta. Isto
é sinal de que estamos no limiar de algo dramatico. De fato, para k > 3, o ponto fixo se torna
instavel.” (STEWART, 1991, p. 172, apud BAIER, 2005, p. 108).
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Figura 53: Diagrama de teia de aranha do mapa logistico x,., =3 x, - (1 — x,), comx, = 0,1.
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Fonte: Autoria prépria — software Winplot.

Ao atribuirmos o valor 3,2 para k, uma mudanca inesperada ocorre, conduzindo-nos a
uma transicdo: de um estado no qual havia um Unico ponto de equilibrio a um estado no qual
h& dois pontos de equilibrio, isto é, a populacdo oscila entre dois valores que se repetem
sucessivamente, voltando a mesma situacdo a cada dois anos (ver Figura 55). A essa duplicacédo
de periodo, denominamos bifurcacéo.

Figura 54: Diagrama de teia de aranha do mapa logistico x,,; = 3,2 x, - (1 — x,), comx, = 0,1.
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Fonte: Autoria prépria — software Winplot.

Uma nova alteragdo sucede quando atribuimos a constante k o valor de 3,45. Essa

mudanca se caracteriza ndo mais pela oscilagdo entre dois estados de equilibrio, mas sim,
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quatro, ou seja, 0 numero de sujeitos da populacao se repete no periodo de quatro em quatro
anos. Para mais além, novas duplicacBes tendem a surgir com 0 aumento progressivo dos
valores atribuidos a k, gerando uma cascata de bifurca¢fes. Segundo Stewart (1991, p. 176),
apud Baier (2005, p. 109): “Uma bifurcacdo ¢ qualquer mudanga qualitativa do atrator de um

sistema dindmico; o mapeamento logistico estd simplesmente repleto de bifurcacdes [...]”.

Com o advento e a utilizacdo de recursos computacionais mais avangados, € possivel
constatar que a partir do momento que o parametro k assume um valor maior que 3,5699456...
0 mapa logistico discreto revela um comportamento extremamente complexo, intercalando
regiGes periodicas e regides nas quais 0 caos se faz notorio e presente. Em meio as regides
cadticas, podem ser vislumbradas partes mais claras — essas que representam os estados de
periodicidade descobertos e envoltos no caos proeminente. Com a intengdo de propiciar uma
visualizagdo mais abrangente e privilegiada, as Orbitas obtidas de acordo com a variacdo da

constante k podem ser expressas por meio de um diagrama.

No diagrama da Figura 56, os valores atribuidos ao parametro k localizam-se no eixo

horizontal e o nimero de individuos x,, da populacdo considerada se situam no eixo vertical.

Figura 55: Mapa logistico com valores de k variando de 0 a 4.
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Fonte: arodadavida.wordpress.com

Analisando o mapa logistico, verificamos que quando o valor de k é muito pequeno, a
populacdo tende a se extinguir. A partir do momento gque a constante k assume valores entre 1
e 3, 0 numero de sujeitos da populagédo tende a crescer e estabilizar-se em um ponto. Conforme
visto anteriormente, quando o valor de k ultrapassa 3, 5699456..., ha uma bifurcacdo, isto é, o

segmento se divide em dois e apresenta um formato curvilineo que se assemelha a um garfo



106

com dois dentes. Essa bifurcacdo representa a oscilagcdo que ocorre na populacéo a cada dois
anos. E possivel observar que aumentando paulatinamente o valor do parametro k, o surgimento
de periodos de oscilacao tende a duplicar, ou seja, a Orbita de periodo dois que representava a
oscilacdo do numero de sujeitos da populacdo passa por outra bifurcacdo, gerando assim,
periodos nos quais o0 numero de habitantes da regido considerada alterna de quatro em quatro
anos, de oito em oito, e assim, ininterruptamente.

Encaminhando nossa atencéo ao lado direito do mapa logistico, verificamos que as
bifurcacbes sdo descontinuadas abruptamente por regides mais obscuras. Essas
descontinuidades agucam a nossa compreensao e percepcdo no que diz respeito as
transformacOes aleatdrias pelas quais a populacdo investigada estd sendo submetida no
momento. Observe, ainda do lado direito do diagrama, que o caos se faz soberano no sistema e
o namero de individuos da populagéo passa a refletir infinitos valores distintos, alternando entre
periodos de ordem e, portanto, deterministicos, e periodos cadticos, de maneira sucessiva.
Segundo Stewart (1991, p. 28); apud Baier (2005, p. 111), a civilizagdo ocidental:

chegou a conceber o universo como uma engrenagem dotada da precisdo de um
relégio e a embarcar na ilusdo de que equacbes deterministicas sempre
conduzem a comportamentos regulares [...]. Os matematicos estdo comegando a
ver a ordem e o0 caos como duas manifestacdes distintas de um determinismo

subjacente.

Né&o obstante, embora o modelo logistico discreto se expresse de modo profundamente
complexo e caotico, em contrapartida, ostenta intercaladamente periodos de regularidade e
ordem. Além disso, retomando as caracteristicas dos fractais, podemos inferir que o mapa
logistico possui estruturas autossimilares, visto que elas se reiteram em escalas cada vez
menores e em camadas cada vez mais finas. Outro fator inerente ao mapa logistico é a existéncia
de um atrator estranho, pois, “atratores estranhos encontrados em sistemas dindmicos continuos
apresentam estrutura tipo Cantor, autossimilaridade e dimensdo fractal.” (FIEDLER-

FERRARA; PRADO,1994, p. 89).

Seguidamente, discorreremos sobre 0s atratores, bem como sobre suas classificagdes,
a saber: atrator de ponto fixo e atrator estranho; tal qual abordaremos alguns atratores classicos
e qual a correlacdo dos atratores estranhos com os sistemas dindmicos, as estruturas que

denominamos fractais e com a Teoria do Caos.
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5.1.4 Atrator de um sistema dinamico

O atrator de um sistema dindmico pode ser definido como um ponto ou uma regido na
qual as trajetdrias vizinhas do sistema tendem a convergir apos determinado tempo (caso seja
um sistema continuo) ou ap6s algumas iteracdes (se for um sistema dinamico discreto). O
periodo que antecede o surgimento do atrator ¢ denominado ‘transiente’. De maneira sucinta, o

atrator € um conjunto fechado e possui as seguintes propriedades (ver Figura 57):

1. E invariante diante da dinamica do sistema, ou seja, qualquer trajetoria que comece no

atrator permanecera nele indefinidamente; Figura 56: Atrator de um sistema dinamico.

2. Atrai a si um conjunto aberto de condicGes
iniciais que estdo suficientemente proximas a

ele. Ao maior conjunto que se caracteriza por

essas atribuicbes, denominamos bacia de

Fonte: MOOC

atracgao;

3. Nenhum subconjunto do atrator pode satisfazer as propriedades anteriores, isto é, o

atrator € minimo.

Além disso, segundo Stewart (1991), apud Moura (2011, p. 45) a dimensao fractal —
retratada anteriormente no Capitulo 4 — “vem a ser uma propriedade-chave do atrator,
governando varias caracteristicas quantitativas da dinamica.” (p. 239). Os atratores de um

sistema podem ser classificados em dois tipos principais: ponto fixo e estranho.

Por sua vez, o atrator ponto fixo ja teve seu conceito explorado durante este capitulo
e se trata de um ponto de estabilidade do sistema. Desse modo, ao considerarmos pontos iniciais
em sua proximidade, as trajetorias percorridas por eles tendem a direcionar-se ao ponto fixo.
Foram apresentados no decorrer do desenvolvimento deste capitulo uma gama de exemplos que

contemplam esse tipo de atrator.

J& o atrator estranho corresponde a um atrator que exibe uma dependéncia extrema
as condicOes iniciais. Em outras palavras, trajetorias que se iniciam nesses atratores nédo
possuem regularidade e, portanto, separam-se exponencialmente, desvelando um
comportamento caotico. Esses atratores foram nomeados a principio de estranhos, pois

apresentavam estrutura fractal. Segundo Baier (2005, p. 92):
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Um atrator que evolui por um processo de alongamentos e dobras é chamado de
atrator estranho, denominagdo introduzida por Ruelle e Takens. E também
denominado atrator cadtico ou atrator fractal. “Muitos livros de Mecanica se referem
aos sistemas dindmicos cujos atratores sdo pontos, aproximagdes de circulos ou outras
formas de Euclides. Mas eles sdo raras excecfes, e 0 comportamento da maioria dos
sistemas dindmicos é incomparavelmente mais complexo: seus atratores ou repulsores

tendem a ser fractais.

Por conseguinte, concluimos que, embora 0s atratores estranhos se apresentem como
emissores do caos, também sdo responsaveis por dar a luz as estruturas que designamos por
fractais. A origem desses fractais esta alicercada nos sistemas dindmicos nao lineares, que
apresentam um comportamento complexo e caotico. Cabe ressaltar, porém, que grande parte

dos fractais ndo possui correlagdo alguma com o caos.

O nexo estabelecido entre o comportamento cadtico e a propriedade
autossimilaridade exibida pelos atratores fractais possibilitou o vinculo entre a Teoria do
Caos e a Geometria Fractal, visto que essas duas areas foram desenvolvidas de maneira

independente e de que s6 adiante percebeu-se que:

[...] os atratores estranhos sdo exemplos extraordinarios de fractais. Se partes da sua
estrutura sdo ampliadas, elas revelam uma subestrutura em muitas camadas nas quais
0s mesmos padrdes sdo repetidos muitas e muitas vezes. Por isso, tornou-se comum
definir atratores estranhos como trajetorias no espaco de fase que exibem geometria
fractal. (CAPRA, 2006, p.119; apud MOURA, 2011, p. 46).

Com o intuito de explorar e aprimorar o conceito de atrator estranho, apresentaremos
alguns exemplos. Iniciaremos pela ferradura de Smale, desenvolvida pelo top6logo Stephen
Smale que retomou no inicio da década de 1960 as teorias qualitativas das equaces diferenciais
— criadas posteriormente por Poincaré. (BAIER, 2005). Smale assume uma nova interpelacao,
denominando o que antes era reputado por sistemas de equagdes diferenciais por sistemas
dindmicos. Além disso, Smale procurava ponderar os sistemas dindmicos de um ponto de vista
geométrico, baseando-se na Topologia e no retrato de fase, rejeitando, desse modo, a utilizacado

de férmulas pelas quais eles pudessem se estabelecer.

A construcdo da ferradura de Smale se inicia com um quadrado que é alargado até se

transformar em um retangulo. Feito isto, o retdngulo é dobrado, de modo a assumir o formato
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de uma ferradura (letra U) e inserido dentro do quadrado inicial. Na préxima etapa, estica-se
novamente o quadrado — agora contendo a ferradura em seu interior — até que se transforme em
um retdngulo novamente e voltamos a reintroduzi-lo no quadrado inicial. Ao final dessa etapa,
a ferradura terd dado 3 voltas completas na forma de um U. Desse modo, 0 processo iterativo
alargar/dobrar se estende indefinidamente, ao passo que ao término de cada iteragdo 0 nimero
de voltas obtidas sempre sera o dobro da etapa anterior acrescida de uma e no limite, lograremos

uma curva que lembra o formato de uma serpente (ver Figura 58).

Figura 57: Ferradura de Smale
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Fonte: BAIER (2005)

Observando a imagem da Figura 58, podemos remeter 0 nosso pensamento a um
padeiro em meio ao seu processo de fabricagdo. Suponha que esse padeiro esteja modelando
uma massa, de tal modo que, a comprime (diminuindo o seu volume), a estica e a comprime
novamente, dobrando-a no formato de uma ferradura. Tendo isto feito, o padeiro a coloca no
quadrado inicial. Levando em consideracdo o processo iterativo que permeia a construcdo da
ferradura, bem como as imagens que a retratam, Ekeland (1993, p. 90); apud Baier (2005, p.

98), constata que:

Elas estdo contidas nas outras e que, por sua vez, se desdobram. Na
interseccao de todas as intersecgdes (é ai que a nossa intui¢do nos
abandona) esconde-se um objeto estranho, composto por uma infinidade de
bandas, mas conexo, comum a todas as metamorfoses da ferradura: é o
atrator estranho. Ele escapa & nossa geometria intuitiva, construida a partir
da nossa experiéncia corrente, mas existe: para o por em evidéncia basta
seguir a trajetoria dum ponto qualquer do quadrado. VVé-se desenhar um
objeto hibrido, que ndo é curva nem superficie: trata-se do atrator estranho.
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Outro atrator estranho reconhecido é o atrator de Edward N. Lorenz que, na década de
1960, investigou equacdes matematicas capazes de modelar o clima atmosférico. (BAIER,
2005). Sua investigacdo consistia em simular as condi¢Oes atmosféricas e com base nelas,
realizar previsdes meteoroldgicas precisas e apropriadas. Lorenz procura fundamentar a sua
compreensdo no determinismo contemplado pelas leis fisicas newtonianas tradicionais e
pressupde que obtidas as equacdes que comandam o clima atmosférico, seria possivel, entdo,
prever o tempo com exatiddo. Além disso, os meteorologistas da época tinham a convicgao de
que o clima atmosférico poderia ser modelado matematicamente e esses modelos, por sua vez,
acarretaria previsoes acertadas. Em 1961, durante o inverno, Lorenz simula por intermédio de
seu computador e, mediante as equagdes encontradas, o clima atmosférico. (BAIER, 2005).

Dessa forma, durante o processo de uma simulagédo, Lorenz decide néo reiniciar o seu
computador e insere nimeros a partir da impressao anterior. Prevalecia no meio cientifico, a
ideia de que pequenas alteracbes exerciam influéncias minimas e que, portanto, poderiam ser
desconsideradas. Com base nessa concepc¢do, Lorenz digita 0,506 ao inves de 0,506127 e ao
verificar a nova sequéncia, constata uma ligeira divergéncia em relacdo a simulacdo obtida
anteriormente. Lorenz depreende, entdo, que embora o seu modelo esteja fundamentado em
equacdes deterministicas, ele possui a capacidade de gerar a imprevisibilidade. Este fen6meno
passa a integrar uma das principais caracteristicas da denominada Teoria do Caos, que no meio
cientifico € conhecida como sensibilidade as condi¢es iniciais e € popularmente reputada como
efeito borboleta. Acerca disso, Lorenz (1996, p. 28), apud Baier (2005, p. 94), discorre:

A expressao tem uma histéria meio obscura. Parece ter surgido logo ap6s a
publicacdo de um artigo que apresentei em um encontro na cidade de
Washington, em 1972, intitulado O bater de asas de uma borboleta no
Brasil desencadeia um tornado no Texas? [...] O que tornou a origem da
frase um pouco incerta foi a peculiaridade do primeiro sistema cadtico que
estudei de forma detalhada. Subsequentemente, descobriu-se que uma
representacdo grafica resumida de uma colecdo especial de estados

conhecida como um atrator estranho, assemelhava-se a uma borboleta.

O atrator de Lorenz (ver Figura 59) é expresso por trés equaces diferenciais ordinarias
de primeira ordem, dadas por:
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Figura 58: O atrator de Lorenz
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Contudo, devido a essas equacdes demonstrarem sensibilidade as condicdes iniciais, é
estabelecido como obstaculo a obtencdo de uma previsdo meteoroldgica que seja precisa a
longo prazo. Isto ocorre, pois alteragdes minimas nas condigdes iniciais repercutem e acabam

por criar inUmeros cenarios, outrora, imprevistos.
Em relacdo a dimensdo fractal do Atrator de Lorenz, segue que:

[...] ndo € exatamente uma superficie, mas também n&o constitui um volume.

De fato, as folhas ndo tém extensdo transversal e sdo separadas por espago
vazio. A dimensdo fractal desse atrator é 2,06, ou seja, ela é bastante
préxima daquela de uma superficie, mas ligeiramente superior.
(FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994, p. 107; apud BAIER, 2005, p. 117).

Para mais além, podemos citar também um atrator estranho que é um mapa
bidimensional: 0 mapa de Hénon. O mapa de Hénon é um dos mais investigados no que se
refere a teoria dos sistemas dindmicos, pois, embora seja descrito por meio de equacdes simples,
possui uma dindmica extremamente interessante. Esse mapa é definido pelo seguinte conjunto

de equacdes:

{xn+1 =1- ax‘rzl + Yn
Yns1 = bxp

Neste sistema, temos que a representa o parametro de ndo-linearidade e b, o parametro
de dissipacao. Ja x,,1 € Y+ S0 as variaveis dindmicas e o tempo considerado é discreto, visto
que estamos retratando um sistema dindmico discreto. Ao atribuirmos valores para 0s
parametros a e b, inferimos que o mapa de Hénon pode evidenciar inUmeros cenarios, dentre
0s quais: a convergéncia para uma Orbita periddica, apresentar comportamento caético ou até
mesmo divergir. Sendo assim, dizemos que 0 mapa de Hénon € cadtico, uma vez que, também
apresenta sensibilidade as condig¢Ges iniciais e conforme mencionamos anteriormente, a
sensibilidade as condi¢es iniciais € um dos principais atributos dos sistemas caoticos. Podemos

dizer que esse atributo é a “marca registrada” do caos. Michel Hénon, em seus estudos, atribuiu
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0s seguintes valores para os parametros: a = 1,4 e b = 0,3; tendo assim descoberto um

comportamento predominantemente cadtico.

No que se refere as Figuras 60 e 61 e a dimensdo fractal do mapa de Hénon, observa-

se “uma sequéncia de ampliacbes mostrando as camadas fractais tipicas a atratores estranhos.

A dimens&o fractal associada é 1,265, sendo evidente o seu carater autossimilar. (FIEDLER-
FERRARA; PRADO, 1994, p. 93; apud BAIER, 2005, p. 117).

Figura 59: O atrator de Hénon.
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Fonte: Stewart (1991) - Retirado de Baier, 2005.

Figura 60: Atrator de Hénon.

Fonte: mathworld.wolfram.com

A titulo de curiosidade e com a intencdo de agucar o interesse dos leitores e

pesquisadores, fazemos questdo de mencionar mais dois atratores estranhos, bem como

apresentar suas representagdes graficas na Figura 62, sem, no entanto, adentrar e aprofundar os

conhecimentos relativos a eles.

Figura 61: Atrator de Rdssler e atrator double scroll, respectivamente, representados no espaco de fase.

Fonte: www.researchgate.net; www.chuacircuits.com.
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No decorrer desta secdo, averiguamos que 0s atratores estranhos possuem estruturas
fractais e que, para mais além, sdo tidos como vislumbres do caos. Foi este vislumbre que
possibilitou correlacionar os fractais a Teoria do Caos, embora elas tenham se desenvolvido de
maneira isolada. Por fim, inferimos que o caos tem uma caracteristica significativa: ele se
expressa mediante a sensibilidade as condi¢6es iniciais auferidas a um sistema. Portanto, na
Ultima secdo deste capitulo nosso enfoque sera a Teoria do Caos, tal qual, seu contexto histérico,
filoséfico e matematico. Por fim, abordaremos o Jogo do Caos como mecanismo que possibilita

a articulacdo entre a Teoria do Caos e os fractais.

5.2 ATEORIA DO CAOS

A primeira interagdo entre mundo e caos, de que se tem conhecimento, pode ser
encontrada na literatura ocidental, mais precisamente, no inicio da Teogonia. A Teogonia é uma
classica obra literaria grega cujo objetivo é narrar, por meio do poeta Hesiodo, os fundamentos

da origem do Universo e dos deuses.

Em Hesiodo, lemos que no principio era o caos. Caos, em grego, no sentido proprio e
primordial, significa vazio, nada. E do vazio mais total que o mundo emerge. Mas, ja
em Hesiodo, também o universo é caos, no sentido de que ndo é perfeitamente
ordenado, de que ndo se submete a leis plenas de sentido. No principio, reinava a
desordem mais total, depois, foi criada a ordem, o cosmos. Contudo, nas ‘raizes’ do
universo, para além da paisagem familiar, o caos continua a reinar soberano.
(CASTORIADIS, 1987. p.291/92, apud PERRUSI, 1998, p. 35).

Assim, a palavra caos — do grego khaos, tem sua origem no verbo grego “khainein”
que significa estar aberto ou o entreabrir-se de algo. Essa abertura pode representar um hiato
ou um abismo e imperscrutavel, bem como, caracterizar o abrir da boca ao bocejar ou o
vislumbrar da aurora entre céu e terra. Por conseguinte, esse entreabrir-se caético convida-nos
inocentemente a arquitetar cenarios — estes que se apresentam como fonte inesgotavel de
possibilidades. Ademais, 0 caos pode ser compreendido como o vazio primordial ou aquele que
antecede a cria¢do de tudo o que h& no Universo. Segundo o dicionério Michaelis, o caos é
considerado um estado no qual predominam a desordem, o desequilibrio e a confusdo total. Ndo

obstante, se 0 caos é visto como desordem, logo ele precede o0 cosmos (a ordem) e desse modo,
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torna-se evidente que 0 mundo n&o existiria sem a atuacdo de ambos, visto que da desordem,
emerge a ordem e em meio ao cosmos, podemos nos deparar também com o caos. Segundo
Carneiro Ledo (1994, p.8); apud Perrusi (1998, p. 36):

[...] o caos ndo s6 nao é uma coisa. O caos é sobretudo o principio da
possibilidade de tudo. Trata-se de uma experiéncia de ser e de realidade tdo rica e
inaugural que dela se origina tudo, que é e ndo &, nela se nutre toda criacdo em

qualquer area ou nivel, seja do real ou irreal, seja do necessario ou contingente.

No entanto, mesmo que a interdependéncia existente entre caos e cosmos seja evidente,
os referenciais historicos sempre buscaram conceber o0 caos como algo nocivo e negativo, visto
que a desordem e a confusdo, aparentemente expressas por ele, se desvelam em oposicdo direta
a ordem e & harmonia. Esse ponto de vista se instaurou de tal modo, que os cientistas, fisicos e
matematicos da época carregavam consigo a crenga de que todos os fendmenos expressos pela
natureza eram lineares e, portanto, regidos por sistemas de equacOes deterministicas que
possibilitam antever e analisar de maneira precisa 0 Universo que nos circunscreve. Assim, 0
ser humano mascara a inexisténcia do caos inequivoco e procura incansavelmente auferir ordem
aos acontecimentos que escapam de seu controle e a sua compreensdo. Segundo Perrusi (1998,
p. 37): “O mundo ¢ sem sentido, e o ser humano, ndo conseguindo se deparar com o €aos, sente
uma necessidade de determinéa-lo. [...] a humanidade s6 sobrevive enquanto humanidade num

mundo em que haja sentido.”

Esse extenso cenario de significacfes aparenta descortinar-se com o desenvolvimento
das equacdes diferenciais. Essas equagOes tinham o compromisso de suprir 0S anseios e as
necessidades de toda comunidade cientifica, ou seja, tinham por objetivo: modelar
matematicamente, prever e determinar a complexidade dos fendmenos naturais inerentes a
subsisténcia humana. Em meio a esse contexto deterministico privilegiado pela fisica
newtoniana classica, sdo dados os primeiros passos rumo a Teoria do Caos. Esses avangos
ocorrem devido a Henri Poincaré, que ao dedicar-se a resolucdo do Problema dos Trés Corpos,
constatou que as equacdes diferenciais consideradas ndo apresentavam solucdo analitica, ou
seja, elas ndo eram “integraveis”. Poincaré prop0s, porém, uma solugdo geomeétrica para a
questdo — solucdo essa, pautada em uma andlise qualitativa topoldgica — e semeou a concepgao
de que sistemas governados por equacdes deterministicas também podem dar a luz a
imprevisibilidade.
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Como outros antes, ele fracassou na solugdo das equagdes, mas, diferentemente de
seus antecessores, ele resolveu o problema em um sentido bem real: provou que as
equacdes ndo tinham solucdo. Na realidade as equacdes possuem uma solucéo geral,
mas ndo uma solucdo que nos seja possivel achar. (LORENZ, 1996, p. 146; apud
BAIER, 2005, p. 86).

Empregando sua metodologia qualitativa topoldgica, Poincaré logrou identificar a
forma geral das trajetdrias percorridas pelos trés corpos investigados: “O que Poincaré
representou em sua mente € hoje denominado de atrator estranho.” (CAPRA, 1998, p. 110; apud
BAIER, 2005, p. 88). No final do século XIX, duas areas da matematica se designavam como
alicerces das edificacOes tocantes as teorias cientificas — a saber: a Analise Matematica e
Estatistica. (BAIER, 2005). As equaces diferenciais da Analise Matematica eram utilizadas
para descrever modelos simples e deterministas, a medida que a Analise Estatistica era adotada
para analise de sistemas complexos. Nesta época, instaurou-se na esfera da ciéncia a convicgao
de que um sistema dinamico pode ser classificado unicamente como determinista ou randémico;
enaltecendo, dessa maneira, a compreensdo de que simplicidade e complexidade ndo podem
coexistir: “Uma lei para o ordenado, outra para o desordenado [...] Duas maneiras de ver o
mundo [...] Pode um sistema deterministico simples comportar-se como um sistema
randomico? E uma pergunta que contraria o senso comum” (STEWART, 1991, p. 63; apud

BAIER, 2005, p. 89).

Entretanto, Poincaré verificou em suas pesquisas, que sistemas regidos por leis
deterministas podem ndo se comportar de maneira constante e previsivel, ou seja, ao analisa-
los, ndo existe a possibilidade de obter uma prognose rigorosa e irrestrita. Essas descobertas
impactaram a concepcdo de mundo fundamentalmente determinista, motivando os cientistas e
pesquisadores da area a refletirem cuidadosamente antes de caracterizarem um sistema como
deterministico. Além disso, Poincaré descreveu também a manifestacdo, do que mais adiante,
Lorenz viria a intitular como sensibilidade as condi¢es iniciais. Em seu trabalho, intitulado

Science et Méthode (1908), Poincaré discorre que:

Uma causa muito pequena, que nos passa despercebida, determina um efeito
consideravel que ndo podemos deixar de ver, e entdo dizemos que o efeito é devido
ao acaso. Se conhecéssemos exatamente as leis da natureza e a situagdo do universo
no momento inicial, poderiamos prever exatamente a situacao desse mesmo universo
no momento seguinte. Contudo, mesmo que as leis naturais ja ndo tivessem segredos

para nés, ainda assim poderiamos conhecer a situacdo aproximadamente. Se isso nos
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permitisse prever a situagdo seguinte com a mesma aproximacao, seria tudo o que
precisariamos, e diriamos que o fendmeno tinha sido previsto, que é governado por
leis. Mas nem sempre é assim; pode acontecer que pequenas diferencas nas condi¢bes
iniciais produzam diferengas muito grandes nos fenémenos finais. Um pequeno erro
nas primeiras produzird um erro enorme nas Ultimas. A previsao torna-se impossivel.
(POINCARE, 1908; apud FERRARI, 2008, p. 41).

As ideias inovadoras e precursoras de Poincaré passam a ser seguidas e estudadas por
alguns pesquisadores, tendo como objetivo, desenvolver novas ferramentas e conceitos
matematicos aplicaveis ao campo dos sistemas dindmicos. Entretanto, o agente do caos plantado
e germinado por Poincaré desabrochou apenas anos mais tarde, ja que a auséncia dos
computadores e a resisténcia da comunidade cientifica aos fendmenos irregulares
inviabilizaram o progresso e o aperfeicoamento de suas investigacoes.

No inicio da década de 1960, tendo em vista as desordens proeminentes das
turbuléncias maritimas e das variagcdes ocorridas no ambito das dindmicas populacionais, a
comunidade cientifica compreende a extrema necessidade e urgéncia do estudo dos sistemas
ndo-lineares. Na natureza, grande parte dos fendmenos manifestos sdo ndo-lineares, isto €,
fendmenos nos quais a relacdo causa e efeito ndo ocorre proporcionalmente, bem como, se
apresentam de maneira irregular e imprevisivel a longo prazo. Esses fendmenos irregulares do
Universo podem ser descritos por sistemas de equagdes ndo-lineares, contudo,
semelhantemente ao inferido por Poincaré, esses sistemas ndo possuem solucdo analitica,
tornando-se indispensavel a adocéo de uma abordagem topoldgica qualitativa. Essa abordagem
utilizada por Poincaré é adequada tanto para a analise de sistemas lineares, quanto ndo-lineares,
embora, sua eficacia e potencialidade sejam comprovadas unicamente no estudo dos sistemas
ndo-lineares. Verificar qualitativamente essas equacgOes, equivale a realizar um estudo
geométrico de identificacdo de suas principais caracteristicas, independentemente dessas
equacOes possuirem ou ndo, solucdo analitica. Com o advento dos computadores, novos
recursos sdo descobertos e empregados, possibilitando a inferéncia e a resolugdo desses

sistemas de equacg0es, no entanto,

As solucdes sdo de um tipo muito diferente. O resultado ndo € uma férmula, mas uma
grande colecdo de valores para as varidveis que satisfazem a equacéo, e 0 computador
pode ser programado para desenhar a solugdo como uma curva, ou um conjunto de
curvas, num grafico. Essa técnica permitiu aos cientistas resolver as complexas
equacdes ndo-lineares associadas aos fendmenos caéticos e descobrir a ordem sob o
caos aparente. Para revelar esses padr@es ordenados, as variaveis de um sistema
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complexo sdo exibidas num espago matematico abstrato denominado espaco de fase.
Essa é uma técnica bem conhecida, que foi desenvolvida na termodinamica, na virada
do século. (CAPRA, 1998, p. 111; apud BAIER, 2005, p. 90-91).

Desde entdo, este conjunto de técnicas ganhou notoriedade e passou a integrar uma
etapa substancial no processo de investigacdo dos sistemas dindmicos expressos por equagdes
ndo-lineares. Assim, ao ilustrar as trajetorias percorridas pelas solugfes no espaco de fase,
torna-se factivel depreender o fluxo da dindmica atuante no sistema, bem como, contemplar
suas principais particularidades. N&o obstante, embora a representacao grafica dessas solugoes
desvele, a principio, o comportamento cadtico intrinseco a esses sistemas, ao final, o que se nos
apresenta € um ornamento de magistral beleza e detentora de estruturas autossimilares
fascinantes, que sao responsaveis por nos despertar uma sensacao de ordem - ordem que emerge
das profundezas do caos até entdo instaurado. Além disso, a medida que as trajetorias se
deslocam no espacgo de fase, a convergéncia para determinado ponto faz-se cada vez mais

evidente, nos permitindo caracteriza-los como um atrator estranho do sistema considerado.

Segundo a definicdo de Ruelle e Takens, um atrator € chamado estranho quando as
linhas de fluxo dependem sensitivamente das condi¢des iniciais. Com efeito, num
atrator estranho, pontos inicialmente arbitrariamente  préximos estardo
macroscopicamente (exponencialmente) separados depois de um intervalo de tempo
suficientemente longo. (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994, p. 88; apud BAIER,
2005, p. 92).

Na década de 1960, Edward N. Lorenz, desenvolve equag@es diferenciais que tinham
por finalidade expressar e modelar matematicamente o clima atmosférico. (BAIER, 2005).
Essas equacOes possuiam trés varidveis dindmicas e eram suscetiveis a serem resolvidas
numericamente de maneira confiavel e rapida, gracas a contribuicdo dos computadores. Ao
realizar simulages em seu computador, Lorenz se deparou com algo surpreendente: realizando
uma pequena supressdo no valor inicial considerado, a sequéncia de valores obtidos se revela
totalmente distinta da anterior. Essa descoberta fez com que Lorenz inferisse que em sistemas
dindmicos ndo-lineares, embora, aparentemente simples, pequenas alteracbes nos valores

iniciais acabam por gerar cenarios imprevisiveis.

Nos sistemas lineares, pequenas mudanc¢as produzem pequenos efeitos, e grandes
efeitos se devem a grandes mudancgas ou a uma soma de muitas pequenas mudancas.

Em sistemas ndo-lineares, ao contrario, pequenas mudancas podem ter efeitos
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dramaticos, pois podem ser amplificadas repetidamente por meio de realimentacdo de
auto reforgo. Esses processos de realimentacdo ndo-lineares constituem a base das
instabilidades e da subita emergéncia de novas formas de ordem, tdo tipicas da auto-
organizacdo (CAPRA, 1998, p. 107; apud BAIER, 2005, p. 94).

A Teoria do Caos desponta, desse modo, como a consciéncia acerca do
comportamento imprevisivel e complexo que alguns sistemas dindmicos ndo-lineares — sejam
eles: simples, deterministicos, discretos ou continuos — manifestam mediante a sensibilidade as
condigdes iniciais que lhe sdo impostas. A compreensdo do que vem a caracterizar essa
sensibilidade as condicfes iniciais, também conhecida como Efeito Borboleta, abala a
seguranca - outrora fundamentada - de que fendbmenos inesperados deveriam ser descritos
unicamente por intermédio de sistemas aleatérios e randdémicos; ou seja, 0s sistemas
deterministicos também podem se apresentar com comportamento imprevisivel e como trajeto

fidedigno para o caos.

Tocamos ai no coragdo do problema: a propriedade que certas fungdes ndo-lineares
possuem de amplificar exponencialmente qualquer erro, por minimo que seja, impede
qualquer predicdo a longo prazo e acarreta um comportamento errético, que parece
obedecer apenas as regras do acaso, apesar do determinismo estrito dessas fungoes.
Esta propriedade de amplificacdo exponencial dos desvios, que reconcilia as nogoes
de determinismo e de imprevisibilidade, é chamada de "sensibilidade as condicoes
iniciais" ou SCI. Para bem identificar, do ponto de vista da semantica, esse
comportamento erratico ligado a um processo determinista entre outros
comportamentos imprevisiveis, "aleatorios", ligados, pelo contrario, a processos
muito mais complexos e ndo-deterministas, consagraram-lhe o adjetivo “cadtico”.
(BERGE, 1994, p.74; apud FERRARI, 2008, p. 35)

Acerca da representacéo do atrator de Lorenz no espaco de fase (ver Figura 63), Capra
(1998, p. 16); apud Baier (2005, p. 95), relata que:

A impossibilidade de predizer por que ponto do espaco de fase a trajetdria do atrator
de Lorenz passara num certo instante, mesmo que o sistema seja governado por
equacdes deterministas, € uma caracteristica comum a todos os sistemas cadticos. No
entanto, isto ndo significa que a teoria do caos ndo é capaz de quaisquer previsoes.
Ainda podemos fazer previsGes muito precisas, mas elas se referem as caracteristicas
qualitativas do comportamento do sistema e ndo aos valores precisos de suas variaveis

num determinado instante.
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Figura 62: Atrator de Lorenz — Representacdo no espaco de fase
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Desse modo, Lorenz estabelece em seus estudos, duas propriedades fundamentais
inerentes aos sistemas dinamicos: 1%) A sensibilidade as condicGes iniciais sdo um atributo
especifico dos fendmenos expressos por sistemas dinamicos ndo-lineares; 2%) Os sistemas
simples e deterministicos também sdo capazes de desvelar um comportamento caético e
complexo. Os avangos obtidos por Lorenz culminam em inumeros trabalhos e pesquisas na area
e encaminham-se para o despontar do surgimento da Teoria do Caos. Essa Teoria se consolida
entre o final dos anos de 1960 e o inicio de 1970, tendo como enfoque, trés trabalhos de suma
relevancia: O primeiro deles foi o artigo do topélogo Stephen Smale, publicado em 1967 — e ja
mencionado anteriormente na subsecdo destinada aos atratores — no qual, Smale apresenta por
meio de processos de transformacdes geomeétricas - dobrar e esticar — a ferradura de Smale.
Anos mais tarde, David Ruelle afirma que o artigo de Smale é uma das influéncias mais
incontestaveis no contexto de descoberta dos atratores denominados estranhos. Em seguida,
temos o artigo do matemaético e astrénomo francés Michel Hénon, publicado em 1969 em
colaboracéo com Carl Heiles, que aspirava trazer uma solugéo para o Problema dos Trés Corpos
de Poincaré. Esse artigo prop6s uma solucao sofisticada ao problema, evidenciando de maneira
definitiva que o comportamento cadtico pode ser manifesto em um sistema conservativo de trés
corpos. Além disso, em 1976, Michel Hénon desenvolveu o mapa bidimensional reputado por

atrator de Hénon — também enunciado na subsecdo dedicada aos atratores.

Por fim, dispomos do artigo de David Ruelle e Floris Takens, de 1971. Ruelle e Takens
dedicavam-se na obtencdo de um modelo que se mostrasse apto durante o processo de
identificacdo da turbuléncia em fluidos. Durante suas investigacdes, defrontaram-se com um

insolito atrator, ao qual denominaram, atrator estranho. A principal referéncia na qual pautaram
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o trabalho desenvolvido foi, justamente, Stephen Smale. Esse artigo teve uma repercussao
respeitavel na comunidade cientifica e possibilitou e impulsionou o desenvolvimento de

inimeros grupos de pesquisa no campo que se referem a mecanica dos fluidos.

E de suma importancia ressaltar, a contribuicéo do fisico australiano Robert May, que
no inicio da década de 1960, investigou e explorou o modelo discreto do mapa logistico
desenvolvido por Verhulst (abordado anteriormente na secdo Modelos Populacionais) e
constatou que, embora esse mapa iterado fosse caracterizado por meio de uma equacédo simples,
ao adotarmos valores distintos para o parametro k, o sistema pode comportar-se de maneira
cadtica. As suas bifurcacGes ou duplicacdes de periodo desvelam-se como uma rota pela qual
0 caos transita indubitavelmente. Portanto, 0 mapa logistico se configura como um sistema que
abarca as principais caracteristicas do caos e apresenta-se, desta maneira, como um modelo
convenientemente eficaz no que diz respeito a compreensdo do conceito do que venha a ser um

atrator.

Anos mais tarde, Benoit Mandelbrot concentra seus estudos nas formas irregulares e
fragmentadas da natureza e que sdo intrinsecas aos fendbmenos universais. A essas formas,
Mandelbrot denomina fractais. Ao analisar seus trabalhos, de modo geral, Mandelbrot relata
que a principio, sua intencdo era a de representar computacionalmente, por intermédio de
férmulas, elementos reais da natureza. No decorrer de suas pesquisas, Mandelbrot encontra 0s
escritos de Poincaré e observa que as técnicas computacionais que vinha empregando para gerar

imagens reais da natureza também poderiam ser aplicadas na area dos sistemas dinamicos.

[...] a geometria fractal era uma geometria da natureza, que fazia um apelo

constante ao caos estatistico. Mas, com a sua utilizagdo, o seu papel

alargou-se enormemente. E uma geometria da natureza e é uma geometria

do caos, sob duas formas: estatistica e determinista. Para ser mais preciso,

os Objetos Fractais, de 1975, propunham-se ndo s6 a descrever as

montanhas, as nuvens, as arvores e 0s amontoados de galaxias, mas

também descrevé-los de uma forma suficientemente perfeita para permitir

imitar imagens do real por meio de formulas. Essas imitagOes baseavam-se

em modelos estatisticos. Pouco depois, no entanto, [...] verificava (lendo Poincaré)
que as mesmas técnicas podiam ser aplicadas em dindmica. (MANDELBROT, 1991,
p. 208; apud BAIER, 2005, p. 114)

Mandelbrot aprofunda suas pesquisas e depreende a existéncia de uma estreita relacéo

entre os fractais e a teoria do caos, haja vista que as duas areas haviam se desenvolvido de
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maneira independente. Ele observa que os atratores estranhos da dindmica possuem dimensao
fracionaria e que, ndo obstante, a representacdo desses atratores no espaco de fase resultam em
padrdes autossimilares constantemente presentes nos fractais. Esses atratores passam a ser,
entdo, o elo que une os fractais a teoria do caos e, portanto, podem ser denominados também
de atratores cadticos ou atratores fractais. Mandelbrot infere que o comportamento adotado
pela grande maioria dos sistemas dinamicos ndo-lineares é complexo e que, portanto, as
trajetdrias percorridas pelo sistema, bem como, seus atratores e repulsores ndo representam
pontos, circulos ou outras formas geomeétricas euclidianas no espaco de fase; mas sim, ostentam

e vislumbram estruturas irrefutavelmente fractais.

No entanto, embora indmeras infraestruturas fractais sejam geradas por meio de
sistemas de equacdes ndo-lineares, ha a necessidade de enfatizar que grande parte delas ndo
possuem correlagdo com o comportamento cadtico. Entretanto, é a geometria fractal que se
estabelece como a linguagem pela qual o caos se desvela e se engrandece e para mais alem, é
ela que nos possibilita vislumbrar a ordem, que embora proeminente, subordina-se ao

comportamento hegemonicamente caético dos fendmenos ndo-lineares.

[...] quando ambos estavam na infancia, o caos e os fractais pareciam ndo ter
qualquer relacdo entre si. Mas eram primos matematicos. Ambos enfrentam a
estrutura da irregularidade. Em ambos, a imaginagéo geométrica é a senhora.
Mas, enquanto no caos a geometria presta vassalagem a dindmica, nos fractais
ela reina absoluta. Os fractais oferecem uma nova linguagem para descrever a
forma do caos. (STEWART, 1991, p. 233; apud BAIER, 2005, p. 86).

Na udltima secdo deste capitulo, abordaremos o Jogo do Caos quanto recurso que

viabiliza explorar a interconexo existente entre caos e fractais.
5.2.1 O Jogo do Caos

Segundo Mendes Junior (2017), O Jogo do Caos foi criado pelo matematico britanico
Michael Fielding Barnsley, no ano de 1988. Este jogo caracteriza-se por meio de um processo
recursivo, aplicado de modo aleatério e tem por finalidade desenvolver a compreenséo de que
processos randdmicos também podem resultar em algo deterministico, isto €, o caos pode
conceber padrbes nos quais a ordem possa ser contemplada. Para a realizacdo desse jogo,
consideramos um triangulo ABC qualquer, bem como, uma ferramenta construida

aleatoriamente. Essa ferramenta aleatéria sera um dado ndo viciado e ao realizarmos o seu
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lancamento, deveremos realizar a seguinte correspondéncia entre 0 nimero obtido em sua face

superior e os Vvértices do triangulo ABC considerado:
lou2—Vértice A 3ou4d-VerticeB  5o0u6-Veértice C

Esse processo inicia-se com um ponto arbitrario P, do plano. Realizamos o langcamento
do dado e estabelecemos a correspondéncia entre o valor obtido e o veértice do triangulo. Dai,
tracamos o ponto médio de P, e do veértice associado, obtendo assim o ponto P;. Esse processo
iterativo continua indefinidamente, considerando sempre o ponto médio P;, obtido do segmento
de extremidades P;_; e do veértice associado a ele aleatoriamente. Observe o exemplo a seguir,
no qual um ponto P, do plano foi tomado, e ap6s o langamento do dado, obteve-se 0 nimero 3,
0 que significa que devemos determinar o ponto médio do segmento de reta de extremidades C

e P,; indicado por P;, na Figura 64:

Figura 63: Ponto médio do segmento de reta com extremidades no vértice C e no ponto P,.

A

B C

Fonte: Autoria prépria — Geogebra.

Dando continuidade no processo iterativo do tridngulo acima, suponhamos que no
préximo langcamento do dado, o nimero 1 seja retirado — 0 que coincide com o vértice A do
triangulo. Desse modo, devemos determinar o ponto médio do segmento de reta AP, e 0
denominaremos de P, (ver Figura 65). Mantendo o procedimento indefinidamente nas
sucessivas iteracdes, encontraremos um padrdo em meio ao caos inicial aparente: o fractal

chamado de Tridngulo de Sierpinski (ver Figura 66).
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Figura 64: Segunda iteragdo do Jogo do Caos Figura 65: Triangulo de Sierpinski obtido através do Jogo do Caos
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Fonte: Autoria prépria — Geogebra. Fonte: Jezael; Sada - Software Geogebra.

Outrossim, o Jogo do Caos pode ser adaptado e aplicado a outros poligonos,
concebendo padrdes fractais autossimilares e de extrema beleza e comprovando novamente que
sistemas ou processos randémicos também podem gerar ordem e modelos passiveis de serem
determinados a longo prazo. O recurso utilizado é mostrado na imagem acima se encontra no
Geogebra, no seguinte link: https://www.geogebra.org/m/gngvvhur e intitula - se como El
juego del Caos en un triangulo equilatero. As imagens da Figura 67 também foram retiradas

do banco de dados do Geogebra e foram desenvolvidas por Manuel Sada.

Figura 66: Jogo do Caos adaptado e aplicavel ao hexagono e ao quadrado.

Fonte: Sada — Geogebra.

Mediante o exposto neste capitulo, inferimos que o elo sutil entre a Teoria do Caos e

os fractais € o atrator; porém, essa correlacdo se d& por meio de um atrator especifico: o atrator
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estranho. Esses atratores s@o capazes de outorgar ordem ao caos decorrente de alguns sistemas
dindmicos e para além, possuem estruturas fractais, que ao serem representadas no espaco de

fase, se desvelam detentoras de uma beleza eximia e imperscrutavel.

No seguinte capitulo, nossa intencdo sera o vislumbrar do por do sol — do ponto de
vista de Gadamer (citado anteriormente no Capitulo 3). Esse vislumbre se dara ao observar este
poente - trabalhos do PROFMAT que abordam os fractais e o caos, bem como, demais artigos
e referenciais bibliograficos que contemplem os dois temas - de distintos sitios e maneiras, de
modo a suscitar a compreensdo e 0 desdobramento de novos horizontes e caminhos em meio
aos ja percorridos anteriormente, e que possam ser motivo de contemplacdo no que se refere a

introducdo dos fractais articulados a Teoria do Caos, no contexto da Educagéo Basica.

6. EM BUSCA DE HORIZONTES PARA INTRODUZIR OS FRACTAIS
ARTICULADOS A TEORIA DO CAOS NA EDUCACAO BASICA.

A diligente procura por novos horizontes — esses, capazes de promover uma ampla
compreensdo dos fractais e da Teoria do Caos, tal qual, o modo pelo qual podem ser explanados
na Educacdo Basica — tera como ponto de partida a analise das dissertacdes de alguns alunos
do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional — PROFMAT. A
Tabela 13 abaixo contém a relacdo das dissertacGes lidas e analisadas, bem como, o nome de

seus respectivos autores e ano de conclusao:

Tabela 13: Titulos das disserta¢des lidas durante o desenvolvimento deste trabalho.

Titulo da dissertacdo Autor Ano de conclusdo
Fractais Rafael de Lima Moreira 2013
Estudo e Aplicacbes da Geometria Fractal Yara Silvia Freire Rabay 2013
Equacdes de Diferencas, Caos e Fractais Leonardo Morais 2014
Sistemas Dinamicos Discretos Eliane Alves Jesus 2016

Uma nova abordagem dos complexos para o
Ensino Médio: O estudo dos Fractais e do Caos  Daniel de Carvalho Mendes

na composicdo do Conjunto preenchido de Julia Junior 2017
e 0 Conjunto de Mandelbrot
Fractais: Uma abordagem introdutéria Mailson Alves Farias 2019

Sistemas Dinamicos e Caos - Analises de L . .
. N A Cassio Kiechaloski Correia de
mapas discretos e possibilidades de aplicagdo 2021
. P Mello
no Ensino Médio

Fonte: Autoria propria.
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E importante ressaltar, que conforme mencionado no Capitulo 3, as dissertacdes foram
selecionadas tendo em vista a proximidade de suas vertentes com o enfoque e a questdo
norteadora desta pesquisa em curso. A investigacdo dessas dissertaces consistird na elaboracéo
de breves resumos que serdo expostos adiante (na ordem exposta na Tabela 13) e que carregam
consigo a esséncia das ideias e dos objetivos de cada pesquisador, bem como, as ferramentas e
proposi¢oes as quais reputam por aplicaveis e factiveis de serem desenvolvidas. Para mais além,
espera-se que essa reflexdo nos aufira iluminacao, possibilitando-nos a descoberta de caminhos
que até entdo eram encobertos a nossa compreensdo e desenvolvendo a nossa capacidade de
enxergar por outro prisma os trajetos outrora percorridos pelos demais pesquisadores dos

fractais e da Teoria do Caos.

O primeiro resumo ¢ inerente ao trabalho intitulado “Fractais” (2013), de Rafael de
Lima Moreira. Em sua dissertacdo, o autor discorre sobre os fractais Classicos, bem como,
especifica as etapas do processo de construgdo de cada um deles. O autor apresenta defini¢es
para o termo fractal e percebe que essas defini¢des estdo intimamente ligadas as caracteristicas
intrinsecas desses objetos matematicos: a autossimilaridade; a dimenséo fractal e o fato de que
podem ser concebidos mediante um processo iterativo ou recursivo. Dentre os atributos
mencionados, Moreira (2013) concentra sua aten¢do no conceito de dimensdo e para isso,
retoma a dimensao da geometria classica-euclidiana e estabelece e desenvolve os conceitos de
dimenséo topolodgica, dimensdo Hausdorff e a dimensdo similaridade. Além disso, o autor
evidencia como calcular a dimensdo de alguns fractais por meio da dimensao similaridade.
Tendo isto feito, Moreira propde atividades e situacfes-problema que podem ser aplicadas na
Educacdo Basica — algumas delas no Ensino Fundamental Il e grande maioria, no Ensino
Médio. O autor utiliza situacdes e contextos que desenvolvem os conceitos de sequéncia, leis
de formagdo, perimetro, &reas de figuras planas, volume de solidos geométricos, logaritmos,
progressdes, dentre outros. Nao obstante, Moreira (2013) propGe a utilizacdo do software de
geometria dinamica, Geogebra, como subsidio para a construcdo dos fractais expostos em sua

pesquisa.

A segunda dissertacdo foi desenvolvida por Yara Silvia Freire Rabay e tem por titulo:
“Estudo e Aplicagdes da Geometria Fractal” (2013). Rabay (2013), por meio de citagdes, exibe
a definicdo da palavra fractal e, em seguida, as principais caracteristicas que estes elementos
matematicos dispdem: autossimilaridade, complexidade infinita, irregularidade e dimenséo
ndo-inteira. Adiante, a autora classifica os fractais, tendo como parametro o modo pelo qual sdo

obtidos e o nivel de autossimilaridade verificada. Desse modo, ela propde a classificacdo em
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trés grupos: Fractais definidos por sistemas de funcOes iteradas; Fractais definidos por uma
relacdo de recorréncia e fractais aleatdrios. Cada um desses grupos pode ser dividido em
subgrupos, e Rabay (2013), os conceitua, tal qual, exemplifica quais fractais pertencem a cada
categoria de classificacdo. Além disso, a autora apresenta as etapas para construcao de cada um
dos fractais mencionados. Ao adentrar o grupo dos fractais obtidos por meio de uma relagdo de
recorréncia, a autora discorre que estes fractais sdo empregados na modelagem de sistemas
dindmicos. Desse modo, ela define de maneira breve os sistemas dindmicos e estabelece os
conceitos de atrator, repulsor e orbita, por meio de exemplos numéricos e graficos. Tendo isto
posto, Rabay (2013) volta sua atencao a dimensdo dos fractais e explicita como calculé-la por
dois métodos: método de Hausdorff e o processo Box-Counting. Por fim, a autora propde
atividades que podem ser desenvolvidas na Educacdo Basica, preferencialmente, no Ensino
Médio. Essas atividades se constituem na construcdo de fractais por meio de dobraduras e na
investigacdo da relacdo (lei de formacdo) que permeia cada etapa iterativa deste processo.
Rabay (2013) propde também atividades que explorem o calculo do perimetro, da area e do

volume de alguns fractais, tal qual, o famoso Jogo do Caos.

A terceira dissertacdo, intitulada: “Equacdes de Diferencgas, Caos e Fractais” (2014),
foi produzida por Leonardo Morais. No Capitulo 1, o autor conceitua os sistemas dinamicos
discretos e relata que eles podem exibir uma diversidade de comportamentos dinamicos, como
oscilacBes periddicas e 0 caos. Morais (2014) define mapa unidimensional e orbitas de um
sistema e utiliza um software matematico que possibilita o0 estudo dos mapas e sua construcéo,
bem como observar o comportamento de suas orbitas: 0 Maxima. Outra ferramenta apresentada
por ele é o diagrama de cobweb (que pode ser construido no software Winplot), que viabiliza o
estudo e a anélise da evolucdo do modelo de um sistema dindmico discreto. Morais (2014)

define formalmente pontos fixos estaveis, instaveis, atratores e repulsores.

Para mais além, ele d& enfoque em um modelo de crescimento populacional: 0 mapa
logistico de Verhulst. O autor da exemplos no software Maxima com o intuito de possibilitar a
compreensdo e a visualizacdo do comportamento complexo do mapa logistico, bem como, a
inferéncia de que o comportamento caotico também pode surgir de equagOes consideradas
deterministicas. No Capitulo 2, intitulado “Fractais”, Morais (2014) apresenta de maneira
resumida a origem desses entes matematicos e faz mencdo aos mais populares: a poeira de
Cantor, o Triangulo de Sierpinski e a curva de Koch. Apds, o autor se concentra nos atributos
dos fractais: autossimilaridade, complexidade infinita e a dimensédo. O autor explana o conceito

de dimensdo fractal e afirma ser uma das caracteristicas mais relevantes dos fractais, visto que
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estd intimamente relacionada com o seu grau de irregularidade, isto é, quanto maior a
irregularidade de um fractal, maior serd a sua dimensdo. Além disso, diferentemente do que

costumavamos obter na Geometria Euclidiana, a dimenséo de um fractal pode ser fracionaria.

Tendo isto posto, Morais (2014) destaca o processo de obtencdo da dimensdo de um
fractal e exemplifica. Por fim, o autor expBe outros fractais classicos e sugere maneiras de
trabalha-los na Educacdo Basica. Essas sugestdes envolvem os conceitos de area, perimetro,
sequéncia, progressdes e trigonometria. Ao final do trabalho, o autor apresenta um plano de
aula desenvolvido para a 12 série do Ensino Médio que contempla atividades relacionadas ao

Triangulo de Sierpinski.

O quarto resumo diz respeito ao trabalho desenvolvido por Eliane Alves de Jesus e
alcunhado de “Sistemas Dinamicos Discretos” (2016). A autora inicialmente conceitua as
equacdes de diferencas (também chamadas de relacdo de recorréncia) e as classifica por meio
de exemplos e formalmente em lineares e ndo-lineares. Além disso, ela destaca o conceito de
Orbitas e mapa de uma equacéo de diferencgas e da exemplos numéricos e graficos de ambos.
Jesus (2016) apresenta os pontos fixos de uma relacdo de recorréncia e de que modo podemos
classificd-los em estaveis, instaveis, atratores ou repulsores. Outrossim, ela se propde a
investigar as Orbitas periddicas e cadticas do mapa logistico de Verhulst. A autora conduz essa
investigacdo atribuindo distintos valores aos parametros « € f do modelo de Verhulst e

analisando o0 mapa obtido por meio dessas simulacdes.

Por fim, Jesus (2016) procura discorrer sobre as equacdes de diferencas em uma
linguagem mais acessivel e adequada aos alunos do Ensino Médio. Em meio a essa exposic¢ao,
a autora utiliza a concepcao de fatorial, a sequéncia de Fibonacci e os fundamentos dos modelos
populacionais de Malthus e de Verhulst. A autora encerra a dissertagdo com um plano de aula

que viabiliza o estudo das equacdes de diferencas por meio de ferramentas computacionais.

A sintese seguinte refere-se a dissertagdo que tem por titulo: “Uma nova abordagem
dos Complexos para o Ensino Médio: O Estudo dos fractais e do caos na composi¢do do
Conjunto Preenchido de Julia e o Conjunto de Mandelbrot.” Essa dissertacdo foi escrita por
Daniel de Carvalho Mendes Janior e concluida em 2017. O autor define o termo iteracdo como
um processo de repeticao, isto €, iterar uma funcéo, significa compor a funcdo com ela mesma.
Segundo o autor, alguns Sistemas Dinamicos sdo muito sensiveis as alteracdes em suas
condigdes iniciais. Se tomarmos dois valores distintos, porém, bem proximos um do outro,

veremos que apds algumas iteracdes, a diferenca entre eles se torna grandiosa. Tendo isto posto,
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Junior (2017) define um sistema dindmico: ... um conjunto de estados possiveis, que junto com

uma determinada regra, calcula o estado do tempo presente em funcao do tempo passado.”

Para mais além, Janior (2017) nos convida a observar sistemas que possuem
comportamentos periddicos e cadticos e, para tal, enuncia 0 modelo logistico de crescimento
populacional. Com o intuito de aprofundar o conceito de Sistemas Dinamicos, o autor expde o
conceito de ponto atrator e repulsor. Segundo o autor, no inicio dos anos 80, os fractais
adentraram o universo da Matematica por meio de Benoit Mandelbrot, com o intuito de
expressar e classificar certas estruturas que ndo podiam ser definidas e representadas pela
geometria euclidiana. Os fractais, em sua grande maioria, ndo apresentam dimens&o inteira,
mas sim, fracionaria, ja que carregam consigo um grau de irregularidade em qualquer escala.
Junior (2017) discorre que podemos definir fractal como um objeto que possui
autossimilaridade, autossemelhanca e cuja geometria se repete infinitamente em porgdes
menores, OU seja, a parte esta no todo e o todo esta na parte. O autor menciona que ha diversas
formas de calcular a dimensdo de um fractal, entretanto, evidencia um desses métodos, hoje
conhecido como dimensdo fractal. Desse modo, o autor apresenta alguns fractais classicos e
realiza o calculo da dimensdo de cada um deles e evidencia também os procedimentos para as
suas respectivas construcdes. Segundo ele, um estudo interessante dentro da Geometria Fractal

decorre da ideia de como eles podem surgir por meio de um Sistema Dinamico.

Por conseguinte, o autor destaca como um caso particular dessa interacdo, o Jogo do
Caos. Este jogo se caracteriza por meio de uma variavel aleatéria (um dado comum) e da
associacao realizada entre cada face obtida no langamento do dado com os vértices A, B e C de
um triangulo equilatero. Apos inumeras repeticGes desse processo aleatdrio, pode-se observar
um padrdo emergindo: o fractal reputado como Triangulo de Sierpinski. O autor define os
Conjuntos de Julia e Mandelbrot, como os lugares do plano complexo onde se vislumbra o
comportamento cadtico da iteracdo de uma funcdo complexa, f(z) = z* + ¢, onde z e ¢ séo
complexos. No entanto, no Conjunto de Julia, pode-se atribuir infinitos valores para a constante
c, e consequentemente, iterar a funcdo f(z) também para infinitos valores, tomando algum
valor inicial para z,, enquanto, no Conjunto de Mandelbrot, a sutileza consiste em tomar o valor
inicial igual a 0 em todos 0s processos iterativos e observar o comportamento das érbitas sob

essas condicgoes.

Por fim, o autor expde propostas de atividades que foram desenvolvidas por ele no

contexto da sala de aula, dentre as quais: A construcdo da Piramide de Sierpinski, a aplicacdo
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do Jogo do Caos e a utilizacdo de Tecnologias de Informagdo e Comunicacgdo (TIC’s) na
construcdo e visualizacdo dos Conjuntos de Julia e de Mandelbrot por parte dos alunos da

Educacao Baésica.

O penultimo compéndio é inerente a dissertacdo de Mailson Alves Farias e intitula-se:
“Fractais: Uma abordagem introdutoria” (2019). Inicialmente, Farias (2019) discorre sobre
alguns conceitos e nogdes preliminares que serdo fundamentais para o desenvolvimento de sua
pesquisa: limites, sequéncias, logaritmos; dentre outros. Feito isto, 0 autor procura estabelecer
algumas concepcdes acerca da Geometria Euclidiana e da Geometria Fractal, bem como,
explanar a origem e 0 processo de construcdo de cada uma delas. A partir de entdo, Farias
(2019) d& enfoque nos fractais e expBe suas aplicacbes nas mais variadas areas do

conhecimento.

Com o intuito de tornar o conhecimento acerca dos fractais mais acessivel, Farias
classifica os fractais em 3 grupos: fractais gerados por meio de relacdes de recorréncia; fractais
gerados por meio de sistemas de funcdes iteradas e, por ultimo, os fractais aleatorios. Apds
explorar e especificar cada uma das trés classificacdes, Farias (2019) evidencia as
caracteristicas e propriedades das quais os fractais dispdem — autossemelhanca, complexidade
infinita e a dimensdo fractal. Ele menciona que a dimensdo é o atributo mais relevante e
significativo de um fractal e demonstra de que modo pode-se obter a dimenséo de um objeto
fractal. No Capitulo 4, Farias (2019) apresenta um breve historico dos fractais Classicos (Curva
de Koch, Triangulo de Sierpinski) e da énfase nas etapas de construcdo, bem como, no célculo
da dimensdo de cada um deles. Além disso, o tedrico expde e demonstra algumas proposi¢des
inerentes a cada um dos fractais abordados. Essas proposi¢cdes tém por intuito o célculo do
comprimento e da &rea de cada fractal ap6s n iteracbes e em alguns casos, contemplam

conceitos referentes a Topologia.

A (ltima dissertacdo do PROFMAT selecionada como ferramenta de estudo e
investigagdo foi a de Cassio Kiechaloski Correia de Mello e tem por titulo: “Sistemas
Dindmicos e Caos - Analise de Mapas Discretos e possibilidades de aplicacdo no Ensino
Médio” (2021). Nesta dissertacdo, o autor introduz os sistemas dinamicos, definindo-os
formalmente e apresentando cada um dos elementos que os compdem. Mello (2021) evidencia
também as nocdes e proposicOes acerca de ponto fixo atrator e repulsor e realiza as

demonstracOes necessarias.
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Com o intuito de possibilitar a visualizacdo das orbitas de um sistema dinamico
discreto, o tedrico menciona o diagrama de cobweb — diagrama esse, que permite visualizar e
compreender as trajetorias percorridas pelas orbitas de um sistema dinamico discreto, bem
como, compreender seu comportamento no decorrer do tempo.

Ademais, explana e expde o processo de construcdo do grafico de cobweb de maneira
minuciosa. Mello (2021) aborda outro conceito de extrema relevancia no estudo dos sistemas
dindmicos discretos: os pontos fixos. Apds, apresenta inimeros exemplos, nos quais pode-se
observar a evolugédo do sistema por meio da construcéo de seu mapa e compreender a trajetoria
percorrida por suas Orbitas por intermédio do diagrama de cobweb. Ainda, menciona que as
construcdes foram realizadas por meio do software Maxima. No Capitulo 2, Mello (2021) se
concentra no estudo das dinamicas populacionais, mais propriamente, no estudo do mapa
logistico, no qual, se propde a investigar mediante mapas de evolucdo e dos diagramas de
cobweb, o comportamento manifesto pelo sistema para os distintos valores de r e n. Apés este
estudo aprofundado, o autor explora o diagrama de bifurcacéo e discorre sobre 0s expoentes de
Lyapunov. Mais adiante, o autor volta a sua discussdo aos modelos de evolugao populacional e
foca seus estudos nas dindmicas populacionais isoladas, considerando para isso, a agao externa
e investiga de mesmo modo o modelo simbidtico de duas espécies isoladas. Por fim, Mello
(2021) sugere atividades que podem ser aplicadas e desenvolvidas com os alunos do Ensino
Médio.

Dessa forma, o tedrico propfe atividades simulando um modelo migratério, bem
como, contemplando a dindmica populacional por meio do mapa logistico e a nogédo de acéo
externa. Em todas as atividades sugeridas, faz-se necessario a utilizacdo de ferramentas
computacionais, com o intuito de possibilitar uma melhor compreensdo e visualizacdo do
comportamento adotado por cada um dos sistemas dindmicos considerados.

Além disso, ¢ de suma importincia mencionar o livro “Descobrindo a Geometria
Fractal para a sala de aula”, escrito por Ruy Madsen Barbosa e publicado em 2005. O livro
explora o conceito de caos e fractais, bem como, enuncia o contexto historico que entremeia o
processo de construcdo dessas areas de conhecimento. Em seguida, o autor da énfase a cada um
dos cléssicos fractais, enunciando seus estagios de construcdo, assim como, as propriedades
que dispdem. Para cada um dos fractais mencionados, Barbosa (2005) procura apresentar
curiosidades ou sugestdes de atividades que podem ser realizadas com os alunos na sala de aula.

Assim, ao mencionar os matematicos Pierre Fatou e Gaston Julia, o autor considera
relevante expor as noc¢des de Orbita, iteracdo, ponto fixo, ponto atrator e repulsor. No Capitulo
3, Barbosa (2005) sugere a construcdo de outros fractais pela fronteira e por remocao, abrindo
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uma gama de possibilidades criativas que podem ser investigadas com os alunos em classe. O
autor soma a esses 0s fractais tipo Durer e as arvores pitagéricas. Barbosa (2005) demonstra e
exemplifica também o processo utilizado para calcular a dimenséo de um objeto fractal. A partir
do Capitulo 4, sdo propostas atividades investigativas aplicaveis aos fractais classicos ou aos
fractais construidos no decorrer do Capitulo 3. Essas atividades incluem o estudo do perimetro,
area e volume (caso seja possivel) de cada fractal; a percepcdo de uma relacdo numérica entre
seus elementos a cada etapa do processo iterativo. Outros conceitos como Contagem,
Trigonometria e o Teorema de Pitdgoras também podem ser estudados por intermédio dos
fractais até entdo evidenciados.

Jéa a partir do Capitulo 5, Barbosa (2005) volta sua atencao para a construcdo de fractais
no cenario da sala de aula — seja por meio de materiais concretos ou recursos computacionais.
As propostas idealizadas pelo autor séo variadas e enriquecedoras, visto que propiciam aos
estudantes o contato com materiais concretos, bem como, a utilizagdo de softwares de geometria
dindmica e de linguagem de programacao.

O processo de investigacdo e explanacdo dos trabalhos do PROFMAT, assim como,
do livro Descobrindo a Geometria Fractal para a sala de aula, possibilitou o alvorecer da
compreensao do pesquisador, garantindo-lhe um novo horizonte em meio aos ja vislumbrados
e descritos pelos autores mencionados — horizonte esse, que sera contemplado nao apenas pela
luz do sol ao amanhecer, mas sim também por todo o cendrio vasto que o circunscreve. Além
disso, cabe ressaltar que essas leituras fizeram -se essenciais para o despertar do perscrutar do
horizonte que se nos apresenta e que seus contributos, de maneira coletiva, nos possibilitam
visualizar e contemplar os fractais articulados a teoria do caos de um novo prisma.

Desse modo, 0 seguinte e Gltimo capitulo desta dissertacdo, tera por objetivo, conduzir
os leitores a avistarem este novo horizonte e em meio ao processo que se estabelece ao
questionar o interrogado, alcancarem para si, novas perspectivas e prendncios. Portanto, o
capitulo a seguir apresentard recomendac6es de atividades, sequéncias didaticas, metodologias
e recursos que podem ser utilizados para que os fractais possam ser introduzidos na Educacgao

Basica em articulacdo a Teoria do Caos.
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7.0 VISLUMBRAR DE UM NOVO HORIZONTE: INTRODUZINDO OS
FRACTAIS NA EDUCACAO BASICA ARTICULADOS A TEORIA DO
CAOS E ALINHADOS COM OS CONTEUDOS CURRICULARES DA
BNCC.

Este capitulo tera por intuito conduzir os leitores ao vislumbrar de um novo horizonte
— horizonte esse, contemplado anteriormente de distintos angulos e perspectivas, bem como,
por inimeros autores e pesquisadores da area. O objetivo deste capitulo é demonstrar, por
intermédio de ideias e sugestdes de atividades e sequéncias didaticas, a expansdo da
compreensdo e da visdo do pesquisador ao entrar em contato com as leituras mencionadas no
Capitulo 6 e como a junc¢do dessas concepcdes contribuiram para que um novo horizonte fosse

de fato fitado e apreciado.

Desse modo, serdo apresentados aqui alguns percursos que podem ser realizados pelo
professor da Educagdo Bésica, caso queira introduzir os fractais articulados a Teoria do Caos

no contexto da sala de aula. Esse percurso sera dividido em 4 etapas:
1. Compreendendo um Sistema Dinamico Discreto;
2. O que é o0 caos? De que modo o caos se expressa e se manifesta?
3. Atratores: Definicdo e classificacao;
4. Fractais: Definicdo e Caracteristicas.

Em cada um desses momentos serdo sugeridas atividades que possam servir de apoio
para que o professor desenvolva o seu trabalho em sala de aula. Essas etapas foram assim
organizadas, pois, a finalidade desta pesquisa € a de introduzir os fractais, porém, de modo que
eles estejam articulados a Teoria do Caos. Assim, buscou-se iniciar a abordagem pelos Sistemas
Dinamicos Discretos e logo em seguida pelo caos, finalizando com o estudo dos atratores e
identificando o elo entre os fractais e 0 caos — 0 atrator estranho. No entanto, cabe ressaltar que
a ordem aqui concebida ndo é um impeditivo e nem um limitador do trabalho docente, visto
que o professor pode adequar as propostas aqui apresentadas para o contexto da realidade de
seus estudantes, bem como, visando 0s objetivos e as habilidades que deseja alcancar e

desenvolver em seus discentes.
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7.1 Compreendendo um Sistema Dinamico Discreto

Para implementar o conceito de Sistemas Dindmicos Discretos na Educagdo Basica,
faz-se necessario uma abordagem prévia sobre relagdes de recorréncia. Essas relagdes podem
ser trabalhadas conjuntamente ao conteido de sequéncias numeéricas e progressoes, despertando
0s estudantes para uma compreensdo inicial do que vem a se constituir como um Sistema
Dindmico Discreto. Desse modo, tendo como fundamento o trabalho de Jesus (2016) —
mencionado no Capitulo 6 — a primeira atividade sugerida tera como enfoque a Sequéncia de

Fibonacci.
Atividade 1 — A Sequéncia de Fibonacci

O italiano Leonardo Fibonacci (1170 — 1250) elaborou essa sequéncia tendo como
parametro os resultados obtidos por intermédio da observacdo do desenvolvimento
populacional de coelhos. Segundo Souza (2013, p.42), essa sequéncia pode ser enunciada da

seguinte forma:

“Considere um casal de coelhos que, a partir do 2° més de vida, d& cria a um novo casal todos
0s meses, que se reproduzem da mesma maneira. A sequéncia de Fibonacci é formada pelo

numero de casais de coelhos em cada més (ver a Figura 68).”

Figura 67: A sequéncia de Fibonacci.
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Fonte: criptofy.com

Assim, temos a seguinte sequéncia:

1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, ...


https://criptofy.com/fibonacci-retracement/
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Podemos observar, do 3° termo em diante, que cada termo resulta da soma dos dois

termos posteriores, ou seja:
1-1-2-3->5->8-13 521> 34 - 55 > 89>
A+1)(1+2)(2+3)(3+5) (5+8) (8+13) (13 +21) (21+ 34) (34 +55)
Logo, é possivel estabelecer uma lei de formacéo para essa relagao, expressa por:

{xn =Xp-1tXp_2

_ _ 1 7;onde x, € 0 nimero de casais de coelhos no més n.
Xo=1,x;, =1

Essa lei de formacdo recebe o nome de relacéo de recorréncia, visto que cada termo
Xn, a partir do 3°, depende dos dois termos precursores a ele; podendo ser chamada também de
equacdo de diferencas. Nessa primeira atividade, o interessante é definir a sequéncia de
Fibonacci enunciada por Souza (2013) e possibilitar algum tempo para que os estudantes, em
pares ou grupos colaborativos, obtenham a sequéncia humérica que caracteriza 0 nimero total
de casais de coelhos em cada n-ésimo més, bem como, percebem de que maneira essa sequéncia

¢ formada.

Desse modo, o professor pode solicitar aos alunos a lei de formacao da sequéncia de
Fibonacci — essa lei de formacdo pode ser descrita algebricamente ou com as préprias
percepcdes dos estudantes, no que se refere ao comportamento da sequéncia. Tendo isto feito,
o0 professor pode apresentar as respostas de cada dupla e propiciar um ambiente de debate acerca
das respostas encontradas. Por fim, o professor, juntamente com a classe, deve apresentar a lei
de formacdo e enfatizar a dependéncia que os termos (a partir do 3°) tém dos termos

imediatamente posteriores a ele.

Outrossim, o docente pode aproveitar este momento para definir as relagdes de
recorréncia e trabalhar mais alguns exemplos com a classe, de modo a desenvolver e aprimorar
0 conceito recém-descoberto e introduzido. Como sugestdo, indicamos a situa¢do a seguir como

exemplo adicional:

Em um experimento, uma determinada coldnia de bactérias tem uma populacéao
inicial de 50.000. A populacéo é contada a cada 2 horas, e ao final do intervalo de 2 horas, a

populacdo triplica. Seja a,, 0 nimero de bactérias presentes no inicio do n-ésimo periodo.
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(a) Deduza a relagdo de recorréncia. Justifique.

Resolucéo: Do enunciado, temos que a, = 50 000. Ao final de cada intervalo — que ocorre

de 2 em 2 horas - a populagéo triplica, logo, temos:

ap = 50 000
a; =3 a; =3-50000 = 150 000
a,=3- a, =3-150 000 = 450 000
as =3- a, =3-450000 = 1350 000

a, =3 a,_4.

Desse modo, temos que no n-ésimo periodo teremos o triplo de bactérias presentes no
inicio do periodo n - 1 e que a relagdo de recorréncia que representa essa situagao sera dada
por:

{an =3"ap1
ap = 50000

(b) No inicio de qual periodo havera um total de 1.350.000 bactérias?

Resolucdo: De acordo com as iteracBes apresentadas no item (a), observamos que no inicio

do 3° periodo havera um total de 1. 350. 000 bactérias.

De acordo com as iteracdes apresentadas no item (a), observamos que no inicio do 3° periodo

havera um total de 1. 350. 000 bactérias.

Ainda no que se refere a Sequéncia de Fibonacci, o professor pode solicitar aos alunos
que determinem o namero de casais x,, de coelhos no enésimo més, usando para isso, a lei de
formacdo encontrada. Por exemplo, para obter o nimero de casais de coelhos no més 11, por
meio da relacdo obtida, devemos adotar o procedimento iterativo, isto é, aplicar a lei de

formacdo nela mesma até obtermos o valor x,:
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X3 =X+ x,=2+1=3

X4 =X3+ X, =3+2=5

Xs =Xx4+ x3=5+3=8

Xe =%xs+ x, =8+5=13

X7 =X+ x5 =13 +8 =21
Xg = X7+ xg =21+ 13 =34

X9 =Xxg+ x; =34+21=055
X190 = X9 + xg = 55+ 34 =89
X11 = X190 + X9 = 89 + 55 = 144.

Portanto, no més 11 havera um total de 144 casais de coelhos.

Por meio desse exemplo, o docente pode formalizar com os estudantes o conceito de
iteracdo, bem como, fazer com que os alunos percebam a correlagdo do processo iterativo com

o0 conceito de fungdo composta.

Tendo em vista que as equacdes de diferencas podem descrever modelos de dinamica
populacional, as préximas atividades recomendadas terdo como fundamento os modelos
populacionais de Malthus e Verhulst. Para mais além, essas atividades terdo como intuito
explorar de maneira minuciosa 0s conceitos de iteracdo, mapas e orbitas, e por fim, enunciar a

definicdo de sistemas dinamicos discretos.
Atividade 2: Modelo Populacional de Malthus

Conforme mencionado anteriormente no Capitulo 5 desta dissertacdo, Thomas
Malthus, em 1978, propds um modelo simplificado de dindmica populacional. Malthus tinha a
concepgéo de que a populagéo de determinada localidade crescia em determinado instante t, de
maneira proporcional a populagdo total neste mesmo instante. O modelo apresentado por

Malthus é expresso pela seguinte equacao de diferencas (lei de recorréncia):
Xpe1 = (1 + @) x,,

onde:
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® Xx,., representa o nimero de individuos da populagdo no ano n + 1, bem
como, pode caracterizar a massa bioldgica da populacao considerada;

e « é ataxa de ascensdo ou decrescimento da populagéo investigada.

O objetivo dessa atividade € fazer com que os alunos conhe¢cam o0 modelo populacional
de Malthus, que utilizem e aprimorem o processo iterativo e que representem graficamente, por
meio de ferramentas computacionais — no caso, 0 Maxima - a evolucdo dessa equacéo de
diferencas para distintos valores iniciais x, e taxas «. Em seu trabalho intitulado “Introducéo
ao Maxima” (2019), Bruna Santos caracteriza 0 Maxima como “uma linguagem computacional
que permite realizar calculos numéricos e simbdlicos, representacdes graficas e efetuar
programacéo, possuindo uma grande variedade de comandos para os mais variados fins de

aplicacdo.”

Questdes sugeridas

Exercicio 1: Considere a equacéo de diferencas x,.; = (1 + a) - x,,, conhecida como
modelo populacional de Malthus. Desse modo, com o auxilio da calculadora, obtenha
as 5 primeiras iteracdes e analise 0 comportamento dessa expressao para 0s seguintes
valores de x; € a:

a) xo =10 ea =0,05

b) xo =10 ea = —0,05

C) xo=10ea =0

d) xo =10 ea =—1,02

e) xo=20ea=0,8

f) xo=20ea=-0,8

g) xo=20ea=0

h) xo=20 ea =-1,05

Resolucéo:

a) Substituindo @ = 0,05 na equacéo de diferencas x,,,; = (1 + @) - x,,, temos:

Xn+1 = (1,05) - x,,, com x, = 10.

Utilizando o processo recursivo, segue:
xo = 10
x; = (1,05) - x, = (1,05) - 10 = 10,5
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x, = (1,05) - x; = (1,05) - 10,5 = 11,025
x3 = (1,05) - x, = (1,05) - 11,025 = 11,57625
xs = (1,05) - x3 = (1,05) - 11,57625 = 12,1550625
x5 = (1,05) - x, = (1,05) - 12, 1550625 = 12,762815625

b) Substituindo @ = — 0,05 na equacéo de diferengas x,,, = (1 + @) - x,,, temos:

Xp+1 = (0,95) - x,,, com x, = 10.

Utilizando o processo recursivo, segue:
xo = 10
x; = (0,95) - x, = (0,95)-10=9,5
x, = (0,95) - x; = (0,95)-9,5 = 9,025
x5 = (0,95) - x, = (0,95) - 9,025 = 8,57375
x4 = (0,95) - x3 = (0,95) - 8,57375 = 8,1450625
xs = (0,95) - x, = (0,95) - 8,1450625 = 7,737809375

c) Substituindo @ = 0 na equagdo de diferencas x,,; = (1 + a) - x,,, temos:

Xn41 = Xp, COM x5 = 10.

Utilizando o processo recursivo, segue:
xo = 10
X1 =% =10
x, =x1 =10
X3 =x, =10
X4 =x3 =10

Xs =x, =10

d) Substituindo @ = —1,02 na equacao de diferengas x,,,; = (1 + @) - x,,, temos:

Xns+1 = (—0,02) - x,,, com xy = 10.
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Utilizando o processo recursivo, segue:

xo = 10
x; = (—0,02)-10 = —0,2
x, = (—0,02) - (—0,2) = +0,004
x5 = (—0,02) - (+ 0,004) = —0,00008
x4 = (—0,02) - (—0,00008) = +0,0000016
x5 = (—0,02) - (+ 0,0000016) = — 0,000000032

A resolucdo dos itens e até o h sdo de maneira andloga as apresentadas acima.
Ap0s, os estudantes deverao responder as seguintes perguntas:

e O que ocorre quando o valor de @ > 0 ? Isto ocorre para outros valores de a?
Apresente suas verificagoes.

e O que ocorre quando o valor de a esta entre 0 e 1? Isto ocorre para outros valores
de « neste intervalo? Apresente suas verificagoes.

e O que ocorre quando o valor de « é igual a 0? Isto ocorre sempre? Apresente suas
verificagBes. Além disso, no contexto de uma dinamica populacional, vocé acredita
que o valor de « pode ser igual a 0? Justifique.

e O que ocorre quando o valor de a é menor que 0? Vocé acredita que isso pode

ocorrer no contexto de uma dinamica populacional?

Tendo isto feito, a préxima questdo tera como intuito explorar as representacdes
graficas das equacgdes de diferencas (dos itens a ao h) que caracterizam o modelo de

dindmica populacional malthusiano.

Exercicio 2: Represente graficamente por meio do software Maxima cada uma das
equacdes de diferenca do exercicio 1, considerando as 50 primeiras itera¢cdes. O que
vocé analisa em cada representacdo? Esta analise confirma as conclusdes obtidas por

VOCé no exercicio 1?
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Resolugéo: Segue as representacdes graficas na Figura 69 (mapas unidimensionais) das

equac0es de diferencas dos itens a, b, c e d.

Figura 68: Representacdo grafica ou evolugdo das equacgdes de diferencas das letras a, b, ¢ e d no software

Maxima.
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Fonte: Autoria propria.

Para representar graficamente cada uma das equagdes de diferenca no Maxima, basta

digitar na tela inicial o comando evolution (x,y, z), onde x, y e z sdo, respectivamente, a

funcdo a ser iterada, a condicdo inicial considerada e o nimero de iteracbes. Apds, basta

selecionar o comando na tela, direcionar-se a aba “Grafico” e clicar em “Grafico 2d”, o que

acarretara a exibicdo grafica da evolucdo temporal da equacdo investigada. Tomemos como

exemplo o Exercicio 1 (item a) no qual temos que obter as 5 primeiras iteragdes de x,41 =

(1,05) - x,,, com x, =10. Nesse caso, o comando digitado na tela inicial seria:
evolution (1.05 * y,10,5).

No final da atividade, o professor pode comparar as respostas dadas pelos alunos e

generalizar o comportamento adotado pelo modelo de Malthus da seguinte maneira:

e Sea > 0,apopulacéo x,,.,, tenderd a crescer sem oscilagdes, e, portanto, com o passar
dos anos, a regido considerada sera totalmente povoada;

o Se -1<a<0=0<1+4+a<1le logo, a populagdo x,,; apresentard um
decrescimento paulatino que, por sua vez, culminard a longo prazo, em sua total

extincao;
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e Além disso, é imprescindivel que a assuma sempre um valor maior que -1, visto que
se « = —1, teremos 1+ a = 0e a populacdo ird estabilizar, o que é improvavel
ocorrer na natureza de uma dinamica populacional;

e Sea<—-1=1+a<0 e, desse modo, os valores obtidos para a populagdo x4

seriam negativos, o que configura um cenario impossivel.

Outrossim, o docente pode aproveitar a representacdo grafica feita por meio do

software Maxima, para introduzir a definicdo de mapa e érbita, conforme segue:

e A sequéncia (xg, X1, X3, ..., X ), Obtida por intermédio das iteragdes sucessivas de uma
equacdo de diferencas, é denominada de Orbita ou trajetdria do sistema a partir de
Xo. Adotaremos a notacdo O (x,) para 6rbita. Por exemplo, no Exercicio 1 (item a),

temos que a Orbita de x,,., = 1,05 - x,,, com x, = 10 é dada pela sequéncia:

0(10) = (10;10,5;11,025; 11,57625; ...).

e Os mapas unidimensionais sdo representados pelo conjunto de pontos (n, x,);n € N,
onde x, é o enésimo termo da 6rbita O (x,) dado pela equacédo de diferengas x,,; =
f(xy). Utilizando as ferramentas computacionais, podemos obter a representagdo
grafica desses mapas e observar a sua evolucdo de acordo com o nimero de iteragdes
n consideradas. Tomando como exemplo a equacdo de diferencas do Exercicio 1 (item
b) e representando graficamente no Maxima, conseguimos verificar 0 seu
comportamento ap6s 100 iteracbes — comportamento este, que confirma que a
populacdo decresce gradualmente até que seja totalmente extinta (ver Figura 70).

Figura 69: Evolucdo do mapa unidimensional x,,,; = 0,95 - x,,, com x, = 10 ap6s as 100 primeiras
iteracoes.
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Fonte: Autoria propria - software Maxima.
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Apos finalizar a atividade, o professor pode questionar aos estudantes o que foi
depreendido da situacdo em questdo, e por meio dessa discusséo, constatar quais foram as
percepcdes e impressdes obtidas por eles, bem como, as ddvidas e incertezas que ainda pairam
no cosmo da classe em sua totalidade. A préxima atividade sugerida também tem como enfoque
um modelo renomado de dindmica populacional: O Modelo de Verhulst — popularmente
reputado como mapa logistico. A proposta dessa tarefa é a de fortalecer os conceitos e as ideias
desenvolvidas no decorrer das atividades 1 e 2, bem como, explorar e investigar o

comportamento do Mapa Logistico.

Conforme mencionado no Capitulo 5 deste trabalho, na segunda metade do século
XIX, Pierre Francois Verhulst (1804 — 1849) revisou os modelos de dindmica populacional
existentes e observou a ocorréncia de fatores que refreiam o processo de crescimento e,
consequentemente, o desenvolvimento de uma populacdo. Verhulst pressupds que a taxa de
crescimento populacional ndo € constante, mas sim, diretamente proporcional a quantidade
extrema de sujeitos que uma populacdo pode alcancar, tendo me visto 0 meio no qual estes

individuos se encontram inseridos.

Desse modo, o modelo logistico discreto se caracteriza pela seguinte equacdo de

diferengas:
Xns1 =k xp - (1= xp).

Nesta equacgdo, k é uma constante que pode sofrer alteragdes mediante as condi¢des

ambientais as quais a populacao se encontra submetida.
Atividade 3: Modelo de Verhulst — O Mapa Logistico

Exercicio 1: Considere a equagdo x,,.; = k - x,, - ({ — x,,), conhecida como modelo
populacional de Verhulst ou como Mapa Logistico Discreto. Com o auxilio de uma calculadora,
obtenha as 5 primeiras iteracdes e construa a representacdo grafica por meio do Maxima para

analisar o comportamento assumido por essa expressao para 0s seguintes valores de x, e k:

a) k=03exy=0,6
b) k=13ex,=0,6
c) k=09ex, =045
d k=23ex,=045
e) k=32exy,=05
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f) k=345ex,=0,5
9) k=357ex,=0,5
h) k=-02ex,=0,34

Resolucéo: Serdo expostas as solucdes dos itens a, d, e, fe g.

a) Substituindo k = 0,3 na equacdo de diferencas x,,; = k- x,, - (1 — x,,), temos:

Xn+1 = 0,3 x, - (1 —xp,),cOM x5 = 0,6.

Utilizando o processo recursivo, segue:
xo =0,6
x;=03-06-04 =0,072
x, =0,3-0,072-0,928 =0,0200448
x3 =0,3-0,0200448 - 0,9799552 = 0,005892901
x4 = 0,3-0,005892901 - 0,994107098 = 0,001757452
xs = 0,3-0,001757452 - 0,998242547 = 0,000526309

Fazendo os comandos corretamente no Maxima, obtemos a seguinte representacdo

grafica na Figura 71:

Figura 70: Representacdo grafica do mapa x,,,; = 0,3 - x,, - (1 — x,,), com x, = 0,6
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Fonte: Autoria propria - software Maxima.

d) Fazendo k = 2,3 na equacéo de diferengas x,,,; = k- x, - (1 — x,,),
obtemos:

Xne1 = 2,3 x5 (1 —x,),CcO0Mx, = 0,45.
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Utilizando o processo recursivo, segue:

xo = 0,45
x1=23-045-0,55 =0,56925
x, =2,3-0,56925-0,43075 = 0,563970206
x3 = 2,3-0,563970206 - 0,436029793 = 0,565587969
X, = 2,3-0,565587969 - 0,434412031 = 0,565105902
x5 = 2,3-0,565105902 - 0,434894097 = 0,565250809

Desenvolvendo a representagdo no Maxima temos a Figura 72:

Figura 71: Representacdo grafica do mapa x,,,; = 2,3 - x,, - (1 — x,,) , com x, = 0,45.

------------------------------------------------

40

Fonte: Autoria prépria - software Maxima.

e) Tomando k = 3,2 na equacdo de diferencas x,.; = k- x,, - (1 — x,,), temos:
Xne1 = 3,2 xp - (1 —xy,),cO0M x5 = 0,5.
Utilizando o processo recursivo, segue:

xXo =05
x,=32:05-05 =0,8
x,=32-0,8-02=0,512
x3 =3,2-0512-0,488 = 0,7995392
x4 = 3,2+0,7995392 - 0,2004608 = 0,512884056
xs = 3,2-0,512884056 - 0,487115943 = 0,799468802
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Desenvolvendo a representacdo no Maxima temos a Figura 73:

Figura 72:Representacdo do mapa unidimensional x,.; = 3,2 x,, - (1 — x,), com x, = 0,5.
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Fonte: Autoria propria - software Maxima

f) Considerando k = 3,45 na equacdo de diferengas x,,,; = k- x,, - (1 — x,,),
segue:

Xns1 = 3,45 x, - (1 —x,),comx, = 0,5.
Utilizando o processo recursivo, segue:

X0 =05
x; =3,45-0,5-0,5 =0,8625
x, = 3,45-0,8625-0,1375 = 0,409148437
x3 = 3,45-0,409148437 - 0,590851562 = 0,834023676
x4 = 3,45-0,834023676 - 0,165976323 = 0,477577231
xs = 3,45-0,477577231-0,522422768 = 0,860765406
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Representando no software Maxima temos a Figura 74:

Figura 73: Representa¢do gréfica do mapa x,,,; = 3,45 - x, - (1 — x,,) , com x4, = 0,5.
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Fonte: Autoria propria - software Maxima.

g) Adotando k = 3,57 naequacdo de diferencas x,.; = k - x,, - (1 — x,,), segue:

Xn+1 = 3,57 x, - (1 —x,),CcOM x5 = 0,5.

Utilizando o processo recursivo, segue:
xo =0,5
x; =3,57-0,5-0,5 =0,8925
x, = 3,57-0,8925-0,1075 = 0,342519187
x3; = 3,57-0,342519187 - 0,657480812 = 0,803963262
x4 = 3,57 -0,803963262 - 0,196036737 = 0,562654616
xs = 3,57-0,562654616 - 0,437345383 = 0,878485604

Ao introduzir os comandos no software Maxima (nesse caso, considerando um total

de 100 iteracOes), obtemos a Figura 75:
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Figura 74: Representacdo gréafica do mapa x,,4; = 3,57 - x, - (1 — x;,) , com x, = 0,5.
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Fonte: Autoria prépria - software Maxima.

Ao término do Exercicio 1, o docente pode propiciar um espago de interacdo e

discussdo acerca das respostas encontradas pelos estudantes e utilizando o software Maxima,

apresentar exemplos adicionais que permitam generalizar, inferir e identificar o

comportamento adotado pelo mapa logistico para os distintos valores assumidos pela

constante k. Assim, o professor deve evidenciar que:

e Se0 <k < 1,todas as orbitas confluem para 0, ou seja, a populagédo tende a

se extinguir (ver a resolucdo do Exercicio 1 — item a);

Ao adotarmos k < 3, a populacdo passa a ter melhores condi¢des de
desenvolvimento e as sucessivas iteragbes convergem para um ponto de
equilibrio, ou seja, a populacéo tende a estabilizar-se apds determinado tempo.
Verificar a resolugdo do Exercicio 1 (item d), onde k = 2,3;

Quando k = 3,2; 0o mapa logistico desvela uma transi¢do — transicao esta, que
se caracteriza pela mudanca de estado de um anico ponto de equilibrio para
dois pontos de estabilidade. Desse modo, a populacdo passa a oscilar entre dois
valores (6rbita de periodo 2) que se repetem sucessivamente, isto €, a
populacdo retorna a mesma condicdo a cada dois anos. Essa duplicacdo de
periodo recebe o nome de bifurcacdo (observe a resolugdo do Exercicio 1 —

iteme);
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e Uma nova transicdo irrompe quando k assume o valor 3,45; visto que a
populacdo comeca a oscilar de dois estados de equilibrio para quatro, ou seja,
0 namero de individuos da populacéo considerada é a mesma a cada periodo
de quatro anos (analise a resolucdo do Exercicio 1 — item f);

e Por fim, quando k > 3,5699456; temos que 0 mapa logistico exibe um
comportamento complexo no qual, intercala regides periédicas (nas quais ha
oscilacdo de estados de equilibrio) e areas nas quais o0 caos se manifesta e se

desvela imponentemente.

Tendo isto posto, o professor pode apresentar aos estudantes o diagrama, conforme
a Figura 76, que exibe as reacdes do mapa logistico conforme os valores atribuidos a constante
k (que varia de acordo com as condi¢des do meio no qual a populacdo esta inserida) e pode,
conjuntamente com a classe, elaborar e construir uma definicdo para Sistemas Dinamicos,
tendo como referéncia o contexto das atividades trabalhadas até o instante momento. Desse
modo, o docente pode definir um Sistema Dindmico como um sistema no qual se observam
as transformagdes ocorridas com o decorrer do tempo e que é descrito por uma regra ou um
conjunto de regras que, a partir de uma condicao inicial x,, define os estados atuais em fungéo

dos estados posteriores — isto é, se caracteriza por um processo recursivo.

Nesse sentido, o professor pode mencionar também que ha dois subtipos de sistemas
dindmicos: os discretos (representados pelos mapas iterados e pelas equacGes de diferencas)
e 0s continuos — os quais, devido ao seu grau de complexidade, ndo serdo contemplados de
maneira minuciosa no Ensino Basico. Cabe ressaltar que durante o desenvolvimento dessa
atividade os alunos terdo o seu primeiro contato com o caos e, portanto, faz-se necessario que
0 docente questiona os estudantes com respeito ao que depreende do termo e possibilitar que
relatem as suas impressdes acerca das representacfes do mapa logistico nas quais 0 caos se
perfaz inequivoco. O professor pode entdo conceituar o caos de maneira concisa, ressaltando,
porém, que esta concepcdo serd investigada de maneira aprofundada nas atividades

subsequentes.

Outrossim, o docente pode complementar a definicdo de sistemas dindmicos
discretos, enunciando que esse subtipo de sistema é representado por meio de uma fungéo
f: R = R que possibilita obter x,,,; num instante t,,,,, a partir do estado x,,, no instante t,,;

ou seja:

Xnt1 = f(xp).
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Figura 75: Diagrama que sintetiza 0 comportamento do Mapa Logistico para os distintos valores assumidos pela
constante k.
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Fonte: arodadavida.wordpress.com

Caso o docente considere necessario, ha a possibilidade de explorar a construcdo
dos diagramas de teia de aranha (cobweb) do mapa logistico no Winplot, possibilitando aos
estudantes o contato com distintas maneiras de representacdo, bem como, o desenvolvimento
de nogBes — mesmo que preliminares — a respeito do que venha a se constituir como pontos
fixos. Para mais além, é interessante que os estudantes observem as movimentacGes das
espirais e compreendam o que ocorre com 0 mapa logistico nas duas representacdes gréaficas
apresentadas (mapas unidimensionais e diagrama de cobweb). Caso o professor se interesse
por essa sugestdo, alguns diagramas de teia de aranha foram apresentados no Capitulo 5
desta dissertacdo, bem como, a préxima atividade sugerida tera como enfoque a construcao
desses diagramas no Winplot para identificagdo de pontos fixos atratores e repulsores.

Atividade 4: Construcdo dos Diagramas de Cobweb no Winplot e identificacdo dos

pontos fixos atratores e repulsores.

A principio, é de extrema importancia ressaltar que alguns conceitos devem ser
explorados com os estudantes antes que esta atividade seja realizada. O ideal é que o
professor diferencie os sistemas dindmicos discretos lineares dos ndo-lineares (conforme
exposto no Capitulo 5 deste trabalho) e que apresenta a defini¢ao de ponto fixo:

Um ponto xpx € um ponto fixo do sistema dindmico discreto x,,,1; = f(x,), se satisfaz
a equacéo:

f(xpF) = xpF.
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Em seguida, o docente pode explorar alguns exemplos com os alunos, possibilitando
a compreensao no que se refere ao processo de obtencdo dos pontos fixos de um sistema
dindmico discreto. Ademais, o professor pode enunciar o diagrama de teia de aranha
(cobweb) e descrever a sua construcdo, tanto manual quanto no Winplot. O diagrama de teia
de aranha consiste na representacdo no mesmo eixo de coordenadas cartesianas da fungao
identidade y = x e da equacdo que caracteriza o sistema dindmico x,,; = f (x,). Para
mais além, a interseccdo resultante dessas fungdes nos fornece os pontos fixos do sistema,
bem como nos permite analisar a trajetoria percorrida pelas orbitas a cada iteracao.

Para realizar essa construcao no Winplot, devemos primeiramente selecionar a op¢ao
“2 dimensodes”, que abrira uma janela adicional contendo um eixo de sistemas coordenados.
Nesta janela, devemos ir até a op¢do “Equa” e clicar em “Explicit”. Logo em seguida, sera
aberta uma aba adicional na qual devemos colocar a fungdo que caracteriza o sistema
dindmico e apds confirmarmos, a representacdo da funcdo serd exposta no plano cartesiano
e uma nova aba surgira na tela do Winplot. Nesta tela devemos clicar em “web” e completar
com a “constant” (valor inicial do sistema) e os “steps” (quantidade de iteragdes). Feito isto,
aparecera no plano cartesiano o diagrama de teia de aranha — setas em vermelho que
representam a trajetoria das Orbitas do sistema e que nos possibilita verificar se essas
trajetdrias convergem ou divergem do ponto fixo do sistema dindmico discreto considerado.

Apos ter concluido essas etapas, o professor pode aplicar aos estudantes o seguinte

exercicio:

Exercicio: Em cada um dos sistemas dindmicos discretos a seguir, com o auxilio de
uma calculadora, determine as 5 primeiras érbitas; o ponto fixo xpp € realize a construgao
do diagrama de teia de aranha (cobweb) no Winplot para as 30 primeiras iteragoes:

a) Xp4q1 = —2x, +1,co0mx, = 0,2

b) x,+1 =1,5x, —3,comx, =5

C) Xpyq = 0,4x, + 0,5, com x, = 0,8

d) x,41 = 0,8x, + 3, comx, = 10

) Xpn41 = =X, +3,Cc0mxy =1

f) x40 = x%,, cOMx, = 0,1

0) Xp4q = x%,, COM x5 = 0,9

h) 41 = 3,2 %, (1 —x,), comx, = 0,45

) xp41 = 3,57 x, - (1 —x,),comx, =0,5
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Resolucdo: Serdo apresentadas as resolucdes dos itens a, d, e, f, g e h.

a) Calculando as 5 primeiras oOrbitas do sistema dindmico discreto x,,,; = —2x, + 1,
com x, = 0,2; temos:
xo = 0,2
x1=-—2:024+1=-04+1=0,6
X, =—2:06+1=—-12+4+1=-0,2
x3=—-2-(-02)+1=+4+04+1=1,4
x,=-2"144+41= -28+1=-18
xs=-2-(-1,8)+1=+36+1=46

0(0,2) =(0,2;0,6;—-0,2;1,4;—1,8;4,6; ...).

Para obtermos o ponto fixo xpr, devemos ter:

f(xPF) = Xpfr
_prF + 1 = pr
—2xpp —Xpp = —1

_3pr = _1

X =
PF 3
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Realizando corretamente a constru¢do no Winplot, temos a Figura 77:

Figura 76: Diagrama de cobweb do sistema dinamico discreto x,,,; = —2x, + 1, com x, = 0,2.

91y

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-15 -14 -13 -12 -11 -10 9 8 -7 -6 5 4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-9+

Fonte: Autoria propria— Winplot.

d) Calculando as 5 primeiras orbitas do sistema dindmico discreto x,,; = 0,8x, + 3,

com x, = 10; obtemos:

xO = 10
x,=08-10+3=8+3=11
x,=08-11+3=88+3=118
x3=08-11,8+3= 944 +3 =12,44
x,=08-1244+3 = 9952+ 3 =12,952
x5 =08-12952+3 = 10,3616 + 3 = 13,3616

0(10) = (10,11;11,8; 12,44;12,952; 13,3616; ...).

Para obter o ponto fixo xpg:

f(xpr) = XpF
O,8xPF + 3= XpF

Xprp — O,8XPF =3
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OlszF == 3

pr :0’_2:> xPF = 15

Fazendo a constru¢do no Winplot, segue a Figura 78:
Figura 77: Diagrama de cobweb do sistema dindmico discreto x,,.; = 0,8x, + 3, com x, = 10.

by
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Fonte: Autoria propria — Winplot.

e) Ao calcular as 5 primeiras 6rbitas do sistema dindmico discreto x,,,; = —x, + 3,

com x, = 1; obtemos:

x0:1
X =—-1+3= 2
XZ=_2+3= 1
Xz=-1+3=2
Xs=—-1+3=2

o) =(1,2,1,212,..)
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Com o intuito de obter o ponto fixo xpp:
f(xpp) = xpp
—Xpr +3 = Xpp
Xpp + Xpp = 3

ZxPF =

N[W W

Xpr =

Representando graficamente no Winplot obtemos a Figura 79:

Figura 78: Diagrama de cobweb do sistema dindmico discreto x,,,; = —x, + 3, com x, = 1.
AN
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Fonte: Autoria prépria — Winplot.

f) Ao calcular as 5 primeiras orbitas do sistema dinamico discreto x,,..; = x2,, com

xo = 0,1; temos:

xo = 0,1
x; = (0,1)* = 0,01
x, = (0,01)* = 0,0001
x3 = (0,0001)% = 0,00000001
x4 = (0,00000001)? = 0,0000000000000001
xs = (0,0000000000000001)? = 0,00000000000000000000000000000001

0(0,1) = (0,1;0,01; 0,0001; 0,00000001; 0,0000000000000001; ...).



155

Calculando os pontos fixos xpg:
f(xpp) = xpp
2 —
X pF = XpF
2 —
x°pr —Xpp = 0
xpp* (xpp—1) =0

Xpr = Oepr: 1.
Fazendo a representacdo grafica no Winplot, segue a Figura 80:

Figura 79: Diagrama de cobweb do sistema dindmico discreto x,,,; = x%,, com x, = 0,1.
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Fonte: Autoria propria — Winplot.

g) Calculando as primeiras 5 orbitas do sistema dinamico discreto x,,,; = x%,,

com x, = 0,9; obtemos:

xo =0,9
x, = (0,9)?% = 0,81
x, = (0,81)* = 0,6561
x; = (0,6561)%* = 0,43046721
x, = (0,43046721)% = 0,185302018
xs = (0,185302018)? = 0,034336837

0(0,9) = (0,9;0,81;0,6561; 0,43046721; 0,185302018; 0,03433683; ...).
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Como o sistema dindmico discreto considerado é o mesmo do item f, logo, 0s pontos
fixos xpp sd0:

Xpr = Oepr: 1.
Realizando a representacéo grafica no Winplot, obtemos a Figura 81:

Figura 80: Diagrama de cobweb do sistema dinamico discreto x,.,; = x%,, comx, = 0,9.
\ ¥ /

Fonte: Autoria prdpria — Winplot.

h) Calculando as 5 primeiras érbitas do sistema dindmico discreto x,,; =

3,2 x, " (1—x,),comx, =0,45; temos:

xo = 0,45
x1 =3,2-0,45-0,55=10,792
X, =3,2-0,792-0,208 = 0,5271552
x3 =3,2-0,5271552 - 0,4728448 = 0,797640304
x, =3,2-0,797640304 - 0,202359695 = 0,516512797
x5 =3,2-0,516512797 - 0,483487202 = 0,799127447

0(0,45) = (0,45;0,792;0,5271552; 0,797640304; 0,516512797; 0,799127447; ...).

Para obter o ponto fixo xpf, considera-se:

f(xpr) = xpr
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—3,2x%pp + 3,2Xpp = Xpp
—3,2x%pp + 3,2xpp — xpp = 0
—3,2x%pp + 2,2xpp = 0
Xpp - (—3,2xpr + 2,2) = 0
Xpp =0 € —32xpp + 22 = 0
xpr =0 € =3,2xpr = — 2,2

1

xpp =0 € Xpp = 1—2 = 0,6875.

Representando graficamente no Winplot, obtemos a Figura 82:

Figura 81: Diagrama de cobweb do sistema dindmico discreto x,,; = 3,2 x, " (1 —x,), com x, = 0,45.

Fonte: Autoria prépria — Winplot.

Ao termino desta atividade, o docente devera direcionar os estudantes a observarem as
trajetorias percorridas pelas 6rbitas, bem como, a estabelecerem uma relacdo entre essas
trajetorias e o ponto fixo do sistema-relacdo essa, facilitada com a analise da representacao
gréfica feita no Winplot.

O professor deve apresentar aos alunos trés classificacGes possiveis para 0s pontos
fixos: atratores, repulsores e neutros. Com base nas classificacdes e nas analises realizadas, o
docente pode propor aos estudantes que classifiquem os pontos fixos de cada sistema dinamico
do Exercicio 1. Logo em seguida, com o intuito de compreender de que modo os alunos
conceberam essa classificagédo, o professor deve viabilizar e possibilitar um espaco de dialogo

e de discusséo acerca das respostas encontradas e definir juntamente com a classe que:
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e Um ponto fixo € denominado atrator quando todas as Orbitas sdo atraidas a
ele, ou seja: Ao considerarmos valores para x, de tal modo que x, > xpp, @
trajetdria das Orbitas sera atraida para o ponto fixo e ao tomarmos x, < Xpp,
analisamos que 0 mesmo comportamento se repete, ja que as Orbitas também

convergem para ele;

e Um ponto fixo é denominado repulsor quando todas as 6rbitas sdo repelidas
por ele, isto é, atribuindo valores para x, de modo que x, > xpf, a trajetéria
das orbitas seré repelida pelo ponto fixo, afastando-se dele continuamente e ao
considerarmos x, < Xxpg, averiguamos que 0 mesmo comportamento ocorre.
Portanto, embora o valor inicial x, esteja significativamente proximo do ponto
fixo xpp, a trajetoria percorrida por suas orbitas divergird dele de maneira

gradual,

e Um ponto fixo é denominado neutro quando ao considerar x, > xpp, NOtamos
que as trajetérias das Orbitas convergem para 0 ponto fixo xpr €, em
contrapartida, ao tomarmos x, < xpg, 0bservamos que as orbitas divergem de
xpp (OU Vice-versa), ou seja, 0 ponto fixo em questdo ndo é atrator e nem
repulsor, visto que as trajetorias ndo convergem e nem divergem totalmente do

ponto fixo considerado.

Tendo isto posto, o docente pode vislumbrar com o0s estudantes o conceito de
estabilidade e instabilidade (analisar contextos expostos no Capitulo 5 desta dissertacdo) e para
mais além, desenvolver com os alunos a nog&o de 6rbita de um ponto fixo. E imprescindivel
ressaltar que as atividades sugeridas nessa primeira etapa tém por finalidade estabelecer uma
nog&o intuitiva e preliminar acerca dos Sistemas Dinamicos e que o professor tem a liberdade
de aplica-las conforme julga ser adequado e adapta-las a realidade do contexto de suas turmas

e da sala de aula.

7.2 O que é o caos? De que modo 0 caos se expressa e se manifesta?

Nesta etapa, serdo sugeridas duas atividades que tém por objetivo despertar 0s
estudantes para a reflexdo do seja o0 caos e de que modo ele se expressa no cotidiano e no

contexto que permeia os Sistemas Dinamicos Discretos. O professor, antes de desenvolver as
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duas atividades aqui propostas, pode solicitar aos estudantes que pesquisem os significados da
palavra caos e que compartilhem as respostas encontradas com os colegas de classe,
possibilitando um espaco de interacdo e de troca de conhecimentos, abrindo espaco para a
reflexdo acerca do que foi pesquisado e gerando uma discussao saudavel tendo como enfoque
0 tema. O professor deve ser o0 mediador da discussdo, tomando nota das convicgdes e das
duvidas dos estudantes e complementando que intervird apenas no decorrer das atividades

propostas.

Atividade 1: O que é o caos? De que modo se expressa e se manifesta?

Esta atividade consiste em apresentar trechos de dois filmes, dentre os quais: Efeito
Borboleta (2004) e O Curioso Caso de Benjamin Button (2008). O docente deve fazer uma
breve resenha dos filmes e logo em seguida, apresentar os trechos selecionados aos estudantes.
No filme Efeito Borboleta (2004), o docente pode selecionar diversas cenas do filme, nas quais
o0 personagem principal, Evan Treborn — interpretado pelo ator Ashton Kutcher — realiza viagens
no tempo com o intuito de mudar algo em seu passado ou no passado de amigos e pessoas
proximas. Em meio a essas tentativas de interferir e mudar os acontecimentos passados, Evan
acaba desencadeando acontecimentos inesperados e caoticos no futuro de todos os envolvidos.
Jano filme, O Curioso Caso de Benjamin Button, o trecho que faz mencdao ao caos se caracteriza
pela descri¢do das atividades realizadas por duas mulheres e um taxista durante o seu dia. A
primeira mulher sai de casa para fazer compras, no entanto, esquece 0 Seu casaco e precisa
retornar para buscé-lo. Ao buscar o casaco, o telefone toca e ela resolve atender a ligacéo e se
mantém nela por alguns minutos. Enquanto isso, a outra mulher envolvida no contexto —
denominada Deise — estava ensaiando para uma apresentacdo. Enquanto Deise ensaiava, a
mulher encerra a ligacdo e sai para pegar um taxi. Além disso, um taxista deixa seu passageiro
mais cedo e realiza uma pausa para tomar café. Neste interim, Deise continua ensaiando. O
taxista que havia parado anteriormente para o café é o responsavel por atender a moga que ndo
conseguiu pegar o taxi mais cedo (visto haver esquecido o casaco em casa). Todos esses
acontecimentos, acrescidos de interferéncias e pausas durante o trajeto deste taxista, culminam
no atropelamento de Deise pelo motorista do taxi. A cena em questao se encerra com a seguinte
afirmacdo: “Se apenas uma dessas situacdes tivesse ocorrido de maneira distinta, Deise nao
teria sido atropelada.” Desse modo, em ambas as cenas sdo evidenciadas as consequéncias
grandiosas e catastroficas advindas de atitudes ou situacdes aparentemente irrelevantes, simples
e sutis. Encerrando a apresentacéo, o professor deve sugerir que os alunos se renam em duplas

ou trios e que respondam as seguintes perguntas:
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Exercicio

1. O que foi compreendido em relacdo aos dois trechos exibidos em classe? Estes

trechos possuem algo em comum? Se sim, 0 qué?

2. Dentre os significados que vocé e sua classe encontraram para a palavra “caos”, ha
algum que se encaixa exatamente com o retratado nas cenas desses filmes? Qual? Em caso

negativo, elabore uma definicéo para a palavra caos que reflita o exposto nos filmes.

3. Juntamente com seus colegas, pesquisem o significado do termo “Efeito Borboleta”.
O que vocés encontraram? O significado deste termo apresenta alguma conexao com as cenas

assistidas? Explique com suas palavras.

4. Apresente uma ou mais situacdes na qual o caos (também conhecido como Efeito

Borboleta) se faga evidente.

Ao término da atividade, o professor convida os estudantes a compartilharem suas
respostas e a classe deverd em conjunto elaborar e concordar no que se refere a uma definicdo
para 0 caos do ponto de vista cientifico - matematico. O docente, entdo, poderd mencionar
novamente o caos no mapa logistico — termo que surgiu durante o processo de realizacdo da
Atividade 3 da etapa 1 — retomar o mapa unidimensional e mostrar aos alunos que o caos
também se desvela como a impossibilidade de previsdo a longo prazo, visto que, mudancas, por
mais singelas que sejam, se apresentam como catalisadoras e propulsoras de cenarios

complexos e caoticos.

Uma possibilidade de dar fundamentacdo ao exposto € discorrer sobre os modelos de
previsdo meteoroldgicas e retratar que esses modelos foram construidos e concebidos tendo
como referencial diversos fatores ambientais e atmosféricos e que, portanto, quaisquer

mudancas, por minimas que sejam, podem afetar os progndsticos realizados.

Atividade 2: O mapa logistico como rota para o caos — A Sensibilidade as condi¢es
iniciais

Nessa atividade, o objetivo sera aprofundar os conhecimentos a respeito do Mapa
Logistico (desenvolvidos nas Atividades 3 e 4 da etapa 1) e reconhecé-lo como peca-chave e
elementar na concepcédo do é caos e de que maneira se manifesta - mediante a sensibilidade as
condic@es iniciais. Desta maneira, serd utilizado como referéncia uma atividade proposta em

um livro didatico do 9° ano, intitulado “Vontade de saber matematica”, da editora FTD (Souza
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e Pataro, 2009, p. 107), enunciada no trabalho ““Atratores cadticos” de Edilson de Moura (2011).
O objetivo é que os estudantes leiam o texto proposto, respondam as questdes propostas (itens
a, b, ¢, d) e que, alem disso, utilizem o Winplot para construir os diagramas de cobweb
referentes as situages enunciadas no item d, com a intengdo de analisar os distintos
comportamentos assumidos pelo mapa logistico. Para mais além, a proposta é de que sejam
realizadas algumas altera¢6es no enunciado do item d, tendo em vista a linguagem adotada no
decorrer desta dissertacdo. Além disso, sugere-se um item adicional (letras €), visando
aprimorar 0 processo investigativo e o entendimento de como o comportamento ca6tico se
manifesta no modelo de Verhulst. Ainda com relacdo ao Mapa Logistico e ao contexto das

dindmicas populacionais, Baier (2005), afirma que:

Na atualidade, frente @ ameaca que a postura mecanicista representa, torna-se urgente a
incorporagéo nos curriculos da Matematica do pensamento ndo-linear e a abordagem de
questdes ecologicas. Essa ligagdo pode acontecer, por exemplo, com o estudo da dindmica
populacional, por meio do modelo logistico de May, relacionado com os temas fractais,
fungdo composta e funcdo quadratica, que revela a fragilidade do equilibrio ecolégico,
pois é sensivelmente dependente das condi¢des iniciais. N&o se trata de rejeitar os avangos
tecnoldgicos, mas de reconhecer a capacidade limitada do meio ambiente de sobreviver

equilibradamente no turbilhdo de agdes predatdrias. (p. 139)

Abaixo, na Figura 83, segue a atividade proposta no livro didatico Vontade de saber
matematica (2019) — 9° ano:



Figura 82: Explorando o tema: A matematica do caos.

Anote as respostas
no caderno.

Explorando o tema

E um fato conhecido que epidemias como
rubéola, sarampo e outras tém a tendéncia de
ocorrer em ciclos que podem ser irregulares.
O biomatematico australiano Robert May, ra-
dicado na Inglaterra, descobriu na década de
70 que esses ciclos podem ser entendidos ma-
tematicamente. E por meio de uma simples
equagdo do segundo grau!

May pesquisou o que
ocorreria com uma epi-
demia se, de repente,
houvesse uma vacina-
¢io em massa. Ele usou
uma fungio de segundo grau
[...], concebida pelo matemd-
tico belga Pierre Frangois
Verhulst em 1845, para si-
mular o comportamento
da epidemia, e verificou _—
que poderiam ocorrer gran-
des oscilagdes, isto €, em algum
momento o numero de infec-
tados tenderia a crescer
abruptamente ¢ num mo-
mento posterior a diminuir
drasticamente. Mas serd
que essa experiéncia mate-
mética com uma mera fun-
¢io do segundo grau cor-
responderia a realidade das
epidemias?

Soma 10 omoe
COMmEAmanto

a) Qual a ideia principal do texto? [ 0"

A matematica do caos
Pode o bater de asas de uma borboleta provocar um furacéo?

Uma campanha de vacinagido contra a ru-
béola na Inglaterra havia surpreendido os
médicos pelas oscilagbes no nimero de in-
fectados, exatamente como May descobrira
naquela simples equagdo. Apds essa consta-

tagdo, funciondrios da saide ¢ médicos nio |

podem mais tirar concluspes apressadas so-
bre o sucesso de uma vacinagio em massa:
gracas a uma simples fun¢io de segundo
grau, que se aprende no ensino fundamental!

Por volta de 1963, Edward
Lorenz, pesquisador de
meteorologia do MIT
"(Instituto de Tecnologia de
Massachusetts), jd havia
descoberto que mesmo simpli-
- ficando muito seu modelo
do clima, ele jd se mos-

trava “cadtico”. Quem
poderia imaginar que em

-

-

simples jd poderia aparecer o caos?
Impressionado, Lorenz disse uma
vez que uma borboleta poderia,
com um mero bater de asas,
alterar o curso de um furacio a
milhares de quildmetros de
distdncia e muitos anos mais
tarde!

Geloneze, Antonio. In: Galleu,
ano 10, n. 115, Rio de Janeiro:
Globo, fevereiro/2001. p. 84.

rtamento matematico do caos por meio de

b) De acordo com os exemplos conhdos no texto. o que vocé cnlendc como sendo o com-
portamento caético?’ .

¢) O que o autor quer mostrar com a segumtc aﬁrmacéo uma borboleta poderia, com um
mero bater de asas, alterar o curso de um furacao a mllharcs de qullomelros de dnsmncm
e muitos anos mais tarde!”? : «

d) O modelo de Verhulst citado no texto é dado por y =k-p-(1-p), no qual k representa
uma caracteristica da populagio e p (cujo valor miximo é 1) representa o percentual do
nimero de individuos vivos nessa populagio. Com o auxilio de uma calculadora, con-
sidere k = 4,5 e use os valores 0,25; 0,5; 0 75 para P Em scgunda. faca 0 mesmo para
k = 5. O que vocé pode observar? 7+ e Aot gl e

ey yag plore entes de p

Fonte: Souza e Pataro (2009) — retirado de Moura (2011)

Apods realizada a alteracdo no item d, teriamos:

férmulas que pareciam |
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d. O modelo de Verhulst (também conhecido como Mapa Logistico) citado no texto é

expresso pelo sistema dindmico discreto x,,.; =k - x, - (1 —

X,), No qual k varia de acordo

com as condi¢des ambientais do local onde a populagdo se encontra inserida e x,, representa o

percentual de individuos integrantes dessa popula¢do no periodo n. Com o auxilio de uma

calculadora, considere k = 4,5 e utilize como valores iniciais x, = 0,25; x, = 0,5 e x, = 0,75.

Em seguida, faca 0 mesmo para k =

5. O que vocé consegue observar?
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O item adicional sugerido seria:

e. Com base na descricao fornecida pelo professor ao final da Atividade 3 da etapa 1,
escolha 4 valores para a constante k, de modo que o0 mapa logistico desvele um comportamento
cadtico e faca a representacdo dos mapas e dos diagramas de cobweb para x, = 0,25; x, = 0,5

e xo, = 0,75 para as 50 primeiras iteracdes. O que vocé observa?

Resolucéo do item e:

e) Sendo o mapa logistico caracterizado pelo sistema dindmico x,,,; =k - x, - (1 —
X,), teremos que construir os mapas unidimensionais ¢ os diagramas de cobweb, quando

3,5699456 < k < 4 assumir e quando x, = 0,25; x, = 0,5 e x5 = 0,75.
Caso consideremos k = 3,6; obteremos:
o k=36¢exy,=0,25 (ver Figura 84)

Figura 83: Mapa unidimensional com as 50 primeiras itera¢des do sistema dindmico x,,,; =k = x, - (1 — x,),
quando k£ = 3,6 e x, = 0, 25 (a esquerda) e diagrama de cobweb (a direita).
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Fonte: Autoria propria — softwares Maxima e Winplot.
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ok =36¢ex,=0,5 (ver Figura 85)
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Figura 84: Mapa unidimensional com as 50 primeiras itera¢des do sistema dindmico x,,,, = k * x, " (1 — x,),

quando k = 3,6 exy = 0,5 (& esquerda) e diagrama de cobweb (a direita).
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Fonte:Autoria propria — softwares Maxima e Winplot.

ok =3,6ex,=0,75 (ver Figura 86)

Figura 85: Mapa unidimensional com as 50 primeiras itera¢des do sistema dindmico x,,; =k - x,, - (1 — x3,),
quando £ = 3,6 e x, = 0,75 (a esquerda) e diagrama de cobweb (a direita).
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Fonte: Fonte: Autoria propria — softwares Maxima e Winplot.

Para finalizar a questdo, os estudantes devem escolher mais 3 valores para k que

estejam no intervalo considerado como “zona cadtica” e utilizando os softwares Maxima e

Winplot, representar graficamente as trajetdrias das orbitas, analisando-as posteriormente e

descrevendo as percepcdes obtidas e o conhecimento depreendido no decorrer do processo.

Ao término da atividade, o professor possibilitara durante a aula uma discussao sobre

as percepcoes dos estudantes e devera ressaltar a ocorréncia de periodos cadticos e periodos

nos quais ocorrem bifurcacfes — considerando 0s mapas unidimensionais — e se concentrara

na trajetoria espiral das orbitas (em vermelho) — destacadas nos diagramas de cobweb.
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7.3 Atratores: Definicao e classificacéo

Nesta secdo, serd apresentada uma Unica atividade que pode ser subdividida em duas
partes e que aborda a definicdo e a classificacdo dos atratores de um sistema dindmico. Este
conceito é de suma relevancia, visto que a nocao de atrator € o que permite estabelecer uma

correlacdo entre a Teoria do Caos e os fractais.

Parte 1: O que é um atrator? Tipos de atratores: atrator de um ponto fixo e atrator
estranho.

Na primeira parte da atividade, o objetivo é conceituar e definir o atrator de um sistema
dindmico. Para isso, sugere-se que o docente retome as construgdes dos diagramas de cobweb
realizadas pelos estudantes e que explore novamente a classificacdo dos pontos fixos em
repulsores e atratores. Tendo isto posto, o professor pode definir o termo atrator e classifica-los
em dois grupos: os atratores de um ponto fixo e os atratores estranhos. O professor pode utilizar
mais uma vez os diagramas como referéncia para ilustrar os atratores de um ponto fixo e

juntamente com a sala elaborar uma definicao para esse tipo de atrator.
Parte 2: Atratores estranhos — o elo entre a Teoria do Caos e os fractais.

Na segunda e Ultima parte da atividade, o docente deve instigar os estudantes com a
seguinte pergunta: O que seria um atrator estranho? O professor deve entao viabilizar um espaco
de escuta para que os alunos apresentem suas suposicOes e apds, apresentar trés atratores
estranhos famosos: O atrator de Lorenz, o atrator de Rdssler e o mapa de Hénon — todos
expostos no capitulo 5 na se¢do intitulada “Atrator de um Sistema Dindmico”. Ao expor a
representacdo grafica de cada um desses atratores, sugerimos que o professor enuncie o
contexto inerente a cada um deles, evidenciando que o mapa de Hénon é o Unico dentre os trés
que se caracteriza como um sistema dindmico discreto e que 0s outros representam sistemas
dindmicos continuos. O docente, de maneira conveniente, pode aproveitar o texto da Atividade
2 da Secdo 7.2 — que menciona o Efeito Borboleta — e buscar uma correspondéncia entre o
termo e a representacdo visual do atrator de Lorenz. De mesmo modo, seria fascinante que 0s
alunos tivessem conhecimento - ainda que modestamente - de como Lorenz chegou a essa
representacdo, quais eram as suas intengdes ao desenvolver esse modelo e quais foram as
conclus@es finais obtidas por ele. E importante ressaltar mais uma vez que o professor ndo deve
se ater as especificidades das equacdes diferenciais que caracterizam o atrator de Lorenz e de

Rassler, visto o grau de complexidade desse tema para o0 Ensino Médio.
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O docente deve mencionar que as representagdes demonstradas recebem o nome de
Espaco de Fase, ou seja, caracterizam um espaco que tem por finalidade ilustrar a trajetoria
percorrida pelas orbitas de um sistema dindmico com o passar do tempo, bem como,
considerando também as demais varidveis envolvidas (quando houver). Com o intuito de
analisar a trajetoria das Orbitas no espaco de fases, o docente deve separar os estudantes em
duplas e/ou trios e fornecer dois links do software Geogebra (links que serdo disponibilizados
juntamente com as imagens a seguir). Os alunos deverao acessar os links e verificar o processo

que permeia a construcdo de cada um desses atratores no espacgo de fases (ver Figuras 87 e 88).

O docente deve orientar as duplas ou trios a registrarem suas percepc@es acerca das
oOrbitas, bem como, se atentarem se ha ou n&o a existéncia de um ponto especifico para o qual
elas tendem a convergir. Apbés esta analise, o professor permitira que os estudantes
compartilhem suas impressées com a classe e construira de maneira conjunta uma definicéo

para atrator estran ho.

Atrator estranho: corresponde a um atrator que exibe dependéncia extrema as
condigdes iniciais. Desse modo, trajetdrias que se iniciam nesses atratores nao apresentam
regularidade e, portanto, separam-se de maneira exponencial, expressando um comportamento
cadtico. Ademais, a evolucdo desses atratores ocorre por meio de processos de alongamentos e
dobras, que ao serem ampliados(as), descortinam camadas autossimilares e que se repetem
continuamente, consolidando assim o atrator estranho como ponto intersec¢do entre 0s
fractais e a Teoria do Caos — podendo ser chamado também de atrator caético ou atrator
fractal.

Por fim, o docente pode perguntar aos alunos o que eles observam nas representac¢oes
visuais dos atratores (caso isso ainda ndo seja trago por eles durante a discussao) e deve
acrescentar que os atratores estranhos possuem estruturas fractais. A sugestdo, com base nessa
colocacéo final, é a de que o docente estimule os alunos a pesquisarem o que significa o termo
fractal e que tragam na aula seguinte as respostas encontradas — possibilitando assim um maior

engajamento dos estudantes e utilizando a metodologia da sala de aula invertida.
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Figura 86: Atrator de Lorenz no Espaco de Fase — software Geogebra.
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Fonte: Geogebra. Atractor de Lorenz. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/gecfcher.
Figura 87: Atrator de Réssler no Espaco de Fase — software Geogebra.

dt=0.009

*

Fonte: Geogebra. Rdssler Attractor. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/rtj7ruyb.

7.4 Fractais: Defini¢do e Caracteristicas.

Na Ultima etapa, as atividades sugeridas terdo como enfoque os fractais — senhorios de
uma eximia beleza irregular e complexa. Desse modo, nesta etapa (composta por 3 atividades),
serdo trabalhados o conceito de fractal, bem como, suas caracteristicas e classificacdo. No
processo de construgdo dessas atividades, procurou-se priorizar os fractais Classicos; no
entanto, isso ndo impede o docente de explorar outros fractais — inclusive, neste trabalho, no
decorrer do Capitulo 4, hd meng&o a distintos tipos de fractais. No que se refere a Atividade 3
desta etapa, serdo utilizados alguns fractais expostos no livro “Descobrindo a Geometria Fractal
para a sala de aula”, escrito por Ruy Madsen Barbosa (2005) e seréd proposto aos estudantes que
escolham um desses fractais e que realizem a sua construcao, tendo como suporte o software

Mathigon.


https://www.geogebra.org/m/gecfchcr
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Atividade 1: O que sdo fractais? Caracteristicas dos fractais.

Para o desenvolvimento desta atividade, o professor deve mostrar aos estudantes trés
fractais classicos que possibilitam o comec¢o da discussdo acerca do conceito de fractal, bem
como, a percepcao acerca dos atributos que os caracterizam. Caso o docente deseje, pode
solicitar aos estudantes na aula que antecede o inicio desta atividade, que fagam uma pesquisa
sobre o que significa o termo fractal — conforme sugerido no final da atividade da Secéo 7.3
(Parte 2). Assim, o professor pode pedir para que os alunos compartilnem as respostas
encontradas e, logo em seguida, apresentar as imagens ou animacdes inerentes aos fractais:
Curva de Koch, Triangulo de Sierpinski e Carpete de Sierpinski. (ver Figura 89). O docente,
com base na pesquisa dos estudantes, deve questiona-los se as figuras expostas podem ou nao
ser consideradas fractais e em caso afirmativo, incita-los a justificarem as suas respostas. Tendo
isto feito, o professor pedirad aos alunos, que de maneira colaborativa (grupos com 4 estudantes),
construam uma definicdo para o termo fractal e, ap0s, descrevam as caracteristicas encontradas
nos trés fractais expostos na aula. Cada grupo pode realizar uma apresentacdo de slides no
PowerPoint ou no Canva, ou entdo, usar a lousa digital do Jamboard (Gmail) e ao final,
compartilhar com os demais grupos suas percepcdes acerca dos fractais. Além disso, caso o
docente ja tenha abordado os atratores estranhos, ha a possibilidade de retomar a discussédo com
a classe e verificar as estruturas fractais de que dispdem, estabelecendo, assim, o elo e 0 nexo

entre os fractais e a Teoria do Caos.

Figura 88: Da esquerda para a direita; Triangulo de Sierpinski, Tapete de Sierpinski e Curva de Koch.

Fonte: Moreira (2013)

Atividade 2: Como obter os fractais? — Classificacdo

O objetivo desta atividade é explorar com o0s estudantes os mais variados fractais —
sejam eles obtidos por meio de processos iterativos, por meio de uma relacdo de recorréncia ou,
entdo, randémicos ou encontrados na natureza. Desse modo, 0 docente pode sentir-se livre para

usar como base o exposto neste trabalho no Capitulo 4. Sugerimos que o professor utilize os
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trés fractais da Atividade 1 desta etapa e apresente aos estudantes o descritivo das etapas de
construcdo de cada um deles. Apos, o professor pode propor que a sala se organize em grupos
e que com base nas descri¢cfes, tentem construir as primeiras iteracOes de cada fractal. Esta
construcdo pode ser realizada manualmente com o auxilio de régua e compasso ou podem ser
utilizados softwares como Geogebra ou Mathigon (ver Figuras 90 e 91). O professor deve
mediar e intervir caso seja necessario. Apos, 0s grupos devem compartilhar as suas construcées
com a classe e o professor pode apresentar as primeiras iteragdes de cada um dos fractais
trabalhados, com o intuito de que os estudantes comparem e constatem se suas representacoes
estdo corretas ou préximas do esperado e caso ndo estejam, compreendam 0s equivocos
cometidos durante o processo. Feito isto, o professor pode enunciar que os fractais podem ser
classificados de acordo com o processo empregado em sua construcdo e classificar os fractais
Triangulo de Sierpinski e Tapete de Sierpinski como fractais por remogéo — tendo em vista que
a cada iteracdo ha a remocao de partes integrantes do fractal — e a curva de Koch como um
fractal pela fronteira — considerando que a cada etapa do processo iterativo ha o acréscimo de
mais fragmentos a estrutura inicial do fractal considerado. Além disso, o professor pode
classificar esses fractais no subgrupo dos fractais geométricos e mencionar que podem ser
chamados também de deterministicos. O mais aconselhavel é que o docente apresente mais
exemplos de fractais geométricos por remocdo e pela fronteira aos estudantes, buscando, desse

modo, reforcar os conceitos introduzidos e desenvolvidos.

Figura 89: Construcdo dos estagios 1 e 2 no software Mathigon.
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Fonte: Autoria propria— Mathigon.
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Figura 90: Curva de Koch: construcdo no Geogebra.
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Fonte: Autoria prépria — Geogebra

Para mais além, o docente pode aproveitar a oportunidade para trabalhar os conceitos
de perimetro e area com os fractais, bem como, obter leis de formac&o que possibilitem calcular
0 numero de elementos que o fractal apresenta a cada iteracéo.

No Capitulo 4 desta dissertacdo, ha sugestbes de atividades que podem ser
desenvolvidas em sala de aula e que contemplam os contetdos citados anteriormente. Caso 0
docente opte por explorar objetos tridimensionais, ha a possibilidade de trabalhar também com
a Esponja de Menger e a Piramide de Sierpinski e analisar juntamente com os alunos o que
ocorre com o volume do cubo e da piramide dos estagios iniciais a cada processo iterativo.
Outrossim, recomendamos que o docente se norteie pelo processo de construcédo desses fractais

e utilize como subsidio para introdu¢do do conceito de dimenséo fractal.

Ademais, o professor pode fazer a seguinte pergunta aos estudantes: “Qual ¢ a
dimensdo do fractal Tridngulo de Sierpinski?” Desse modo, o docente pode conduzir os alunos
a compreensao de que a construcdo do Triangulo de Sierpinski tem como estagio inicial um
triangulo equilatero — que possui dimensdo 2 - e que a cada etapa iterativa, da superficie deste
triangulo inicial, sdo removidos tridangulos menores, 0 gque resulta entdo, em uma dimenséo
compreendida entre 1 e 2, ou seja, uma dimensdo fracionaria, ja que o Triangulo de Sierpinski,
mesmo apos as remogdes ndo sera um segmento de reta (dimensao 1) e nem tera a sua superficie

novamente preenchida.

Tendo isto feito, 0 mais adequado € que o professor introduza o conceito de
autossimilaridade — com o intuito de desenvolver a compreensédo acerca do calculo da dimenséo
fractal — e que apresente exemplos adicionais aos estudantes, possibilitando e incentivando-os,
em seguida, a calcular a dimenséo de alguns dos fractais expostos e considerados. O docente,

caso deseje, pode propor também a investigacédo dos fractais Tipo Direr, conforme a Figura 92,
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bem como das arvores bifurcadas e da arvore pitagorica, ampliando assim o referencial dos

estudantes acerca dos fractais e das caracteristicas que lhes sdo intrinsecas.

Figura 91: Fractal tipo Direr — Pentagono regular.
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Como a proposta desta atividade é a de explorar os mais distintos tipos de fractais,
recomenda-se adotar um percurso — percurso esse, que pode ser alterado e ajustado as
necessidades e as demandas de cada docente, bem como de suas turmas. Este trajeto se
caracteriza por iniciar a abordagem pelos fractais geométricos ou deterministicos e apos, citar
de maneira breve, os fractais obtidos por meio de uma relacdo de recorréncia; finalizando com

os fractais naturais ou randdmicos.

Convem mencionar que esta atividade tem como objetivo desenvolver propostas de
introducdo aos fractais deterministicos, tais como, utiliza-los como pardmetro para desenvolver
o conceito de dimensdo fractal. Desse modo, o docente pode sentir-se mais livre e a vontade
para trabalhar os fractais naturais, bem como, os obtidos por meio de uma lei de recorréncia
com seus alunos e, pode, caso necessario, utilizar o Capitulo 4 desta dissertacdo como
ferramenta de consulta e de referencial bibliografico, em busca de ideias e sugestdes de

atividades que possam ser aplicadas em sala de aula.

Atividade 3: Construcéo de fractais.

A Ultima atividade da quarta etapa é voltada para a construcdo de diferentes tipos de
fractais e tem como inspira¢do o Capitulo V do livro Descobrindo a Geometria Fractal para a
sala de aula, escrito por Ruy Madsen Barbosa (2005). O Capitulo V que tem por titulo:
“Construindo fractais em sala de aula com manipulagdo de materiais concretos”. Desse modo,
serdo tomados como referéncia os fractais expostos por Barbosa (2005), porém, o ideal é que

as construgdes aqui propostas sejam realizadas com recursos computacionais ao invés de
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materiais concretos — no entanto, nada impede que o professor alterne e concilie os dois
métodos. A sugestdo é que o professor dé inicio a atividade compartilhando alguns fractais com
os estudantes e que logo em seguida, proponha que eles realizem a construcgdo de cada um deles
utilizando algum software — recomenda-se a utilizagdo do Mathigon e do Geogebra, devido ao
fato de serem ferramentas de simples utilizacdo e de facil acesso. Cabe enfatizar, no entanto,
gue o docente possui autonomia para escolher o instrumental que utilizard com os seus alunos
durante o processo do fazer pedagogico e pode usar a criatividade para propor outros fractais
ou entdo, de maneira semelhante, usar como fonte de inspiragdo os fractais apresentados por

Barbosa (2005) em sua obra.

Para a realizacdo desta atividade, serdo considerados: O fractal trimind e o fractal
heptaminé em H, assim como, o fractal extensdo 1 do tridngulo de Sierpinski — ambos
encontrados no Capitulo V do livro de Barbosa (2005) e expostos a seguir nas Figuras 93, 94 e
95, respectivamente:

Figura 92: Fractal trimind: Niveis 1, 2 e 3.
Fig.V-2.1-nfvel1  Fig.V-2.2-nivel2  Fig. 2.3-nivel 3

L]

Fonte: Barbosa (2005)
Figura 93: Fractal heptamin6 em H - Niveis 1, 2 e 3.
Fig.V-5.1 Fig.V-5.2-nivel2  Fig. V-5.3-nivel 3
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Figura 94: Fractal extensdo — 1 do triangulo de Sierpinski: Niveis 1, 2, 3 e 4.
Fig. V-7.4-nivel 4

Fig. V-7.1-nivel 1
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Fig. V-7.3-nivel 3
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Fonte: Barbosa (2005).

Para esta atividade, o recomendavel é que o docente mostre o nivel 0 ou 1 (em ultimo
caso, ambos) de cada fractal e apresente uma pequena descricdo das etapas de seu processo
iterativo. Em seguida, o professor deve desafiar os estudantes a construirem apenas com base

nas descrigdes, 0s proximos 2 ou 3 niveis desses fractais no Mathigon.

Fractal Trimind

Segundo Barbosa (2005), no nivel 1, deve-se considerar o trimind construido pela
juncéo de 3 quadrados. A cada processo iterativo, deve ser realizada a substituigcéo de cada peca
quadrada por um triminé no formato de um L, ou seja, no mesmo formato inicial (nivel 1). Apos
a construcao (ver Figura 96), o professor pode explorar com os estudantes 0 nimero de pecas
utilizadas em cada um dos niveis e encontrar uma lei de formacéo capaz de determinar o nimero

de elementos que compdem o n-ésimo nivel desse fractal.

Figura 95: Fractal trimino.
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Fonte: Autoria prépria — Mathigon.

Além disso, ap0s as construgdes, o docente pode mostrar aos alunos que substituir cada
peca quadrada por um trimind no formato de um L equivale também a construir o fractal

utilizando 3 figuras idénticas a do nivel posterior. Por exemplo, o nivel 4 do trimino seré obtido
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substituindo cada quadradinho do nivel 1 pelo equivalente ao fractal obtido no nivel 3,

conforme a Figura 97:

Figura 96: Nivel 4 do trimind.

utoria propria — Mathigon.

>

Fonte:

Fractal heptamin6 em H

Segundo Barbosa (2005), na construcdo do fractal heptaminé em H (ver Figura 98),
deve-se partir da superficie de um quadrado no nivel 0. Divide-se, entdo, esse quadrado em 9
pecas quadradas congruentes e remove-se 2 delas (as pecas centrais da 12 e da 32 linha), de
modo a obter a letra H (nivel 1). A partir dai, a cada iteracdo, deve-se realizar o0 mesmo
procedimento com cada peca quadrada, de modo que ela tenha 0 mesmo formato, ou seja, ha a
substituicdo de cada quadrado por um H. De modo analogo ao trimind, pode-se investigar com
os alunos o nimero de quadrados em cada uma das etapas e obter uma lei de formacao que

possibilite calcular o nimero de quadrados do enésimo nivel desse fractal.

Figura 97: Fractal heptamin6 em H.
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Fractal extensdo — 1 do Triangulo de Sierpinski

Barbosa (2005) ndo apresenta a descricdo de obtencdo desse fractal em seu livro,
porém, de acordo com a imagem na Figura 99, observa-se que o nivel 1 do fractal € um triangulo
equilatero. Para o nivel 2, é considerado um triangulo equilatero que possui as medidas de seus
lados igual ao triplo do triangulo equilatero do nivel 1. Para obter o nivel 3, h& que substituir a
superficie de cada triangulo equilatero do nivel 2 — ou seja, cada triangulo nivel 1 que o compde
- por um tridngulo nivel 2 e assim, sucessiva e iterativamente. Ao término da construgéo, o
docente pode analisar com os alunos a quantidade de triangulos equilateros utilizados em cada
nivel e obter uma expressdo algébrica que possibilite generalizar a quantidade de triangulos

utilizados no nivel n.

Figura 98: Fractal extensdo — 1 do triangulo de Sierpinski
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Para esta atividade, procurou-se tomar como referéncia apenas os trés fractais
mencionados, porém, ha diversas possibilidades e cenarios que podem ser desenvolvidos e
investigados com os estudantes em classe, com o intuito de aprimorar 0os conhecimentos

adquiridos acerca do caos e dos fractais.

Como encerramento para as atividades aqui propostas, recomenda-se que o docente
retome o conceito de atrator estranho e que estabelega novamente com 0s alunos o0 nexo
existente entre esses atratores caoticos e os fractais — visto que estes atratores sao detentores de
fascinantes estruturas autossimilares de complexidade infinda e dimensdo fragmentada. Cabe
ao docente ressaltar que a grande maioria dos fractais ndo possui relagédo alguma com o caos;
no entanto, é no solo dos sistemas dindmicos ndo-lineares onde as estruturas fractais fincaram

suas raizes e romperam na forma dos atratores estranhos — hoje, de todos, conhecidos.
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Por fim, é importante frisar que ao sugerir cada uma das atividades elencadas acima,
ndo houve, por pretensdo, estipular ou prever uma quantidade especifica de aulas para
realizacdo de cada uma delas. Isto se deve ao fato de que mediante o tema deste trabalho ser a
Teoria do Caos, irrompe-se a concepg¢do de que o ambiente da sala de aula é um territério no
qual o caos se faz vigente e eminente e que, portanto, deve-se reconhecer que por menor que
seja 0 controle ou a certeza que alguém acredite deter ou manter — seja sobre a vida, sobre 0
plano anual de aula, sobre a sua programacdo diaria — sempre havera a suscetibilidade as
incertezas, as inconstancias e as rea¢des cadticas advindas do singelo bater das asas de uma
borboleta que se encontra do outro lado do hemisfério.

8. REFLETINDO SOBRE O PESQUISADO

Esta dissertagdo teve por finalidade explorar dois conceitos inerentes & Matematica
contemporanea, dentre os quais: os fractais e a Teoria do Caos. Em meio a este processo
investigativo, inimeros questionamentos ganharam forma — estes, que de certo modo,
indicavam e conduziam a questdo que se perfaz norteadora deste projeto, a saber: “Como
introduzir os fractais na Educacao Basica tendo como inspiragdo a Teoria do Caos?”. Inimeros
guestionamentos — tomados como subjacentes a questdo norteadora — impulsionaram o
pesquisador na procura por respostas e ao encontro de estratégias e propostas que fizessem
sentido no contexto da sala de aula, bem como, no processo de ensino e desenvolvimento do
conhecimento matematico, possibilitando a introducdo e o contato dos estudantes com um
contelldo matematico contemporaneo que possui extensa aplicabilidade nas ciéncias e que se

encontra mais proximo dos cenarios que 0s circunscrevem.

Desse modo, essa pesquisa teve como ponto de partida a compreensdo do contexto
histdrico dos fractais, seguido do processo que permeia a sua constitui¢do e construgdo, como
se classificam e quais sdo as caracteristicas e propriedades de que dispbem, etapas que
configuram o seu processo de teorizacdo. Além disso, fez-se necessario pesquisar 0s Sistemas
Dindmicos Discretos e Continuos, com o intuito de conceber como 0 caos se expressa e se
manifesta nestes sistemas, o que possibilitou a identificacdo do impulso propulsor do nexo entre
a Teoria do Caos e os fractais — o atrator estranho. Por fim, foram revisitadas, sistematicamente,

as dissertac0es, as teses e as obras lidas no decorrer deste trajeto, elaborando resumos orientados
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pela pergunta norteadora da pesquisa, 0 que objetivou o vislumbre de um horizonte no que se
refere a introducdo dos fractais articulados a Teoria do Caos na Educacdo Basica. No ultimo
capitulo, foram sugeridas propostas e atividades que podem ser seguidas sequencialmente pelo
docente e utilizadas como meios para apresentar de maneira introdutoria os fractais e o caos aos

estudantes da Educacao Basica.

Ainda no que se refere ao penultimo capitulo desta dissertacdo, tendo em vista que a
questdo norteadora deste trabalho se arquiteta: “Como introduzir os fractais na Educacéo Basica
tendo como inspiragdo a Teoria do Caos?”, percebeu-se a necessidade de expor as atividades
sugeridas e propostas neste capitulo em 4 subdivisdes, a saber: 1. Compreendendo um Sistema
Dinamico Discreto; 2. O que é o caos? De que modo o caos se expressa e se manifesta? 3.
Atratores: Definigdo e classificacdo e 4. Fractais: Definicdo e Caracteristicas. Essa ordem foi
concebida de modo a abordar inicialmente os Sistemas Dinamicos Discretos e 0 caos,
fornecendo assim noc¢es e subsidios eficazes para a compreensao dos atratores estranhos e do
elo que estes atratores permitem estabelecer entre o caos e os fractais. Além disso, a escolha
tomada se caracterizou como uma sequéncia didatica, uma vez que, as atividades conversam
entre si e se interconectam, fazendo com o0s que os estudantes utilizem nas atividades
posteriores todos os conceitos trabalhados até o momento e que assumam, desse modo, o

protagonismo no que se refere ao processo de construgdo de seu proprio conhecimento.

Na primeira etapa, ao abordar os Sistemas Dindmicos Discretos, optou-se por trabalhar
com relagOes de recorréncia, dentre elas, a Sequéncia de Fibonacci, bem como, com os modelos
populacionais de Malthus e de Verhulst. Posto que a primeira etapa tem por compromisso
familiarizar os estudantes com os Sistemas Dindmicos Discretos, a escolha consistiu em sugerir
e apresentar um numero maior de atividades — estas, de carater analitico — investigativo e que
permitissem aos estudantes um aprimoramento dos conhecimentos adquiridos no decorrer do
processo. Além disso, sugeriu-se a utilizagdo de dois softwares no que se refere a construcao
dos mapas unidimensionais e dos diagramas de cobweb: 0 Maxima e o Winplot — permitindo
aos estudantes o contato com ferramentas tecnoldgicas que divergem das empregadas por eles
diariamente e que se constituem como apoio para a construcdo de um conhecimento cientifico-

matematico contemporaneo.

J& na etapa 2, o foco foi depreender o significado do caos do ponto de vista matematico,
renunciando ao senso comum de que 0 caos € sindnimo de desordem. Para isto, na primeira
atividade, tomou-se como referéncia dois filmes que fazem mencéao a Teoria do Caos — Efeito

Borboleta (2004) e O Curioso Caso de Benjamin Button (2008) — com o intuito de gerar uma
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discussdo acerca dos significados atribuidos a palavra caos, bem como, inferir que o caos se
apresenta nos filmes expostos e em alguns fendmenos intrinsecos da natureza e da existéncia
humana. Com a intengédo de aprofundar as discussdes sobre o caos, na segunda atividade desta
etapa, o enfoque passa a se concentrar no mapa logistico como itinerério para o caos. Dessa
maneira, foram realizadas analises numéricas e graficas (no Maxima e no Winplot) para
verificar e constatar o comportamento das Orbitas para os mais distintos valores de k e x, €

identificar os intervalos nos quais este comportamento se designa caoticamente.

Na etapa 3, ha o aprofundamento do estudo dos atratores, a compreensdo de suas
propriedades e o como se classificam. Outrossim, nesta etapa cria-se a possibilidade de enxergar
0 nexo caos — fractais e por meio desta percepcao, suscitar os estudantes para as atividades da

etapa final, que consiste em esquadrinhar os fractais, assim como, seus atributos e propriedades.

Ao concluir a etapa 4, sugere-se que o docente retome os atratores estranhos e
evidencie as estruturas fractais presentes em sua composicao. Logo, essa divisdo foi realizada
com a intencionalidade de propor um material didatico de facil compreenséo para os estudantes
e para os professores que desejarem introduzir esta tematica nas escolas da Educacdo Bésica.

Ao refletir sobre os caminhos trilhados no decorrer desta pesquisa, percebe-se que, se
constitui como essencial o papel condutor da pergunta norteadora em todo o0 seu
desenvolvimento e que mediante a estrutura da pergunta e da resposta como meio de
interpretacdo, tornou-se possivel galgar novos horizontes no que se refere ao como introduzir
os fractais em articulagdo com o caos nos componentes curriculares de Matematica da Educacéo
Basica. Ademais, este caminhar investigativo foi capaz de trazer a consciéncia do pesquisador
uma compreensdo mais ampla e abrangente sobre a conexao dos fractais com o caos, que
possibilitou o desprender-se de preconceitos outrora estabelecidos e mergulhar nas profundezas
do saber desconhecido, buscando o que se almejava conhecer. Desse modo, esta dissertagéo
desvela-se como resultado dos arduos e incansaveis mergulhos realizados pelo pesquisador, na
diligéncia de obter ferramentas capazes de revisitar 0 que antes estava encoberto —
possibilitando uma nova perspectiva — ao sujeito (pesquisador), mas também a todos o0s

professores da escola basica que possuem interesse no assunto.
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FICHAMENTO DE LEITURA Data: 04/12/2022
Aluno: Lucas de Lima Ervolino Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT

Titulo da dissertagao: O Nexo “Geometria Fractal — Producdo da Ciéncia Contemporanea” -
Tomado como nucleo do curriculo de Matematica do Ensino Béasico
Autora: Tania Baier Publicagdo: 2005
Conteldo da dissertacao:
Apresentar resumo informativo, destacando:
a) as principais ideias defendidas no texto;
b) a estrutura do texto e abordagem utilizada pelo autor para apresentar suas ideias;

c) as conclus@es do autor.

A autora apresenta a principio, a motivacao para a sua dissertacdo — motivacgao essa, fruto de
sua atuacdo em sala de aula e que ganhou forma ao propor e questionar aos alunos de quais modos a
matematica contemporanea poderia ser aplicada na Educacéo Bésica. Para mais além, a autora revela o
germe do seu desconforto ao interrogar — se em meio a esse processo: Os conteldos aprendidos na
Educacéo Bésica sdo atualizados de acordo com as mudancas cientificas atuais? Dentre os temas que se
destacam em meio ao contexto de desenvolvimento da ciéncia contemporanea, a autora se identificou
com os fractais. Essa identificacdo ocorre, segundo ela, devido ao fato de os fractais terem um apelo
visual muito forte e que se desvela por meio de padrbes geométricos irregulares e autossimilares. A
autora relata que embora os fractais ndo paregam ter qualquer relagdo com a Matemaética, ao aprofundar
0s conhecimentos a seu respeito, percebemos que muitos conceitos presentes em sua fundamentagéo sdo
trabalhados durante a Educacdo Basica. Baier acredita que ter uma visdo abrangente do processo
histérico que permeia a construcdo da ciéncia contemporanea pode possibilitar a compreensdo e a
percepcdo de como essa juncao — entre matematica classica e contemporanea - pode ser feita e executada
em sala de aula e indaga se o estudo dos fractais seria ou ndo uma ferramenta com a capacidade de tornar
0s contetidos matematicos apreendidos na escola mais proximos e condizentes com a realidade de mundo
que Nnos circunscreve.

No Capitulo 2, a autora da inicio a sua investigacdo, tendo como enfoque a ciéncia moderna,
visto que a considera como solo onde as sementes da interrogacao foram germinadas e suas raizes deram

fruto ao que reputamos por ciéncia contemporanea. Desse modo, ela se propde a abordar trés concepgdes
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de mundo que considera ser os pilares do pensamento da ciéncia moderna: A concepc¢do de mundo
Galileana, a Cartesiana e a Newtoniana.

Baier comeca a sua abordagem sobre a concepcdo Galileana, afirmando que desde o0s
primordios, a humanidade buscava desvendar os segredos da natureza, da existéncia e do Universo.
Galileu foi um dos precursores nessa investigacdo. Ele se fundamentava na geometria criada pelas
civilizagbes antigas - mesopotamica, egipcia e grega — e auferiu e desenvolveu suas leis com base na
conviccdo de que o Universo é um livro escrito em caracteres matematicos e que suas formas se
assemelham a tridngulos, circunferéncias, quadrados e outras figuras geomeétricas. Para Galileu s6 era
possivel compreender o Universo se houvesse o entendimento da linguagem com a qual ele foi escrito:
a matematica. Com o intuito de descrever os fendmenos inerentes a natureza, Galileu conclui que a
ciéncia deve se concentrar no estudo das formas, das quantidades e no movimento dos corpos, ou seja,
no que é passivel de ser mensurado. Apos, Baier inicia a sua descri¢cdo acerca da visdo de mundo
cartesiana. Segundo ela, René Descartes consolida e fortalece a visdo de Galileu, j& que busca na
matematica as ferramentas para expressar o conhecimento cientifico, ignorando assim, todas as
qualidades, emocdes e sensacfes transmitidas pelo objeto, avaliando apenas 0s seus atributos
guantitativos. Assim, de modo analogo a Galileu, Descartes assume que na natureza tudo pode ser
guantificado. Além disso, Descartes também foi responsavel por conceber uma visdo mecanicista de
mundo, isto é, para ele, a natureza e o corpo humano funcionavam de modo similar as maquinas. Essa
concepcgao instaurou — se no pensamento cientifico e popular de tal modo que ficou conhecida como
modelo mecanicista cartesiano. Outrossim, Descartes € o criador da seguinte maxima: cogito ergo sum
— isto é, penso, logo existo. Descartes chegou a esse principio, devido ao fato de colocar em davida as
informacGes obtidas por meio das sensagdes corporeas, isto, €, ele defendia uma dicotomia entre a mente
os sentidos do corpo. Essa dicotomia entre mente e corpo, defendida por Descartes, é bem aceita pelos
cientistas da época, que passam a considerar a teoria mecanicista como Unico procedimento cientifico a
ser empregado. Baier relata que o sucesso alcangado pelos trabalhos de Isaac Newton fez com que 0s
cientistas entrassem em acordo e a partir de entdo, adotassem o0 modelo mecanicista como Unico
procedimento capaz de fornecer novos subsidios e avancos cientificos. Newton defendia que o espaco e
o tempo eram absolutos, além disso, acreditava que a matéria tinha em sua composic¢éo, mindsculas
particulas — essas, que reputava por imutaveis e que influiam umas sobre as outras por meio de forcas.
Os cientistas que se pautavam na concepcdo Newtoniana tinham a compreensdo de que sendo conhecidas
as condicOes iniciais de um sistema, bem como, as equacBes que o descrevem, poderiam realizar
previsdes futuras sobre ele, bem como, acompanhar a sua evolucdo no decorrer do tempo. Logo, o
modelo newtoniano possibilitou depreender as movimentacfes futuras dos planetas, assim como,
depreender e antever a ocorréncia de eclipses lunares e solares. O éxito alcangado por Newton fez com
gue os cientistas se debrucassem sobre o Calculo Diferencial e sua aplicabilidade e instigou a esfera

cientifica a elaborar e resolver equages diferenciais, ja que, dissemina — se a ideia de que ao representar
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um sistema através de equacBes, torna — se possivel mensurar sua condicdo inicial e assim,
consequentemente, obter com precisdo o seu processo de transformacéo.

Baier discorre que no inicio do século XIX, surge um empecilho para a total aceitacdo do
modelo mecanicista cartesiano. Esse obstaculo surge devido ao fato das leis de Newton ndo se mostrarem
efetivas no estudo do movimento individual das moléculas. Ainda no final do século XIX, alguns
dilemas se estabelecem, dentre os quais: a ordem e a complexidade elevada do mundo vivo — analisada
pelos bidlogos — e a compreensdo de que a energia mecanica é dissipada em forma de calor, que néo
pode ser reavido, 0 que nos leva a inferir o fim de toda a maquina existente no mundo. Apesar dos
avancos obtidos com as pesquisas, muitos paradoxos e questionamentos ainda se mantiveram e sé foram
ser desvendados posteriormente.

No Capitulo 4, a autora aborda a concep¢do contemporanea de mundo: a concepcdo sistémica. Ela
da inicio apresentando duas vertentes da biologia: 0 mecanicismo e a visao sistémica. Muitos bidlogos
se ancoravam no modelo mecanicista cartesiano, isto €, na concepg¢do de que todos 0s seres vivos, a
natureza e o universo, funcionavam como maquinas. Embora a concep¢do mecanicista tenha contribuido
com avancgos na area da Biologia, foi também por meio dela que os primeiros passos para uma Visao
sistémica de mundo foram dados. Com o desenvolvimento da Ecologia, algumas descobertas foram
ganhando forma e revelando que a teoria mecanicista cartesiana ndo era absoluta e ilimitada. A
investigacdo pioneira que despertou a comunidade cientifica para esse novo parecer foi a do
embriologista Hans Driesch. Ele conclui que os organismos vivos possuem uma capacidade a qual as
méaquinas ndo possuem: a de regenerar — se em sua totalidade, a partir de suas partes integrantes. Desse
modo, gradualmente, 0s pesquisadores passam a perceber que a concep¢ao mecanicista cartesiana ndo é
eficaz no processo de compreensdo cientifico de casos que ndo podem ser estudados separadamente
(tendo em vista as suas interconexdes). Surge entdo, em meados do século XX, uma nova concepgao: a
sistémica. A visdo sistémica de mundo é expressa pela metafora da “rede”, ou seja, um elemento do
sistema representa um padréo pertencente a uma rede de interligacdes e suas propriedades s6 podem ser
depreendidas a partir da dindmica do todo. A partir dai, surge o entendimento da ameaca de assumir uma
postura gque seja completamente pautada na visdo cartesiana e o0 antidoto se apresenta como (nico: 0
cuidado.

De acordo com a autora, é apenas durante as Gltimas décadas do século XX que dissemina-se
a compreensdo de que na natureza os fendmenos predominantes na natureza e na vida sdo ndo-lineares.
O estudo dos padrdes, ou seja, das qualidades, ndo € significativo na visdo de mundo mecanicista, porém
se torna de extrema importdncia na concepcao sisttémica e na atualidade, visto ser essencial e
indispensavel para a compreensdo acerca dos sistemas Vivos.

Baier considera que o processo iterativo assume um papel fundamental no processo de
construcdo da ciéncia contemporanea. A autora afirma que iterar significa repetir e que processos

iterativos ocorrem em diversos contextos: no processo de divisdo celular, nas operacdes bancérias
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envolvendo juros, nas aproximagdes encontradas pelos gregos para o valor de . Além disso, iteracdes
geomeétricas reproduzem fractais.

Baier cita Capra, que relata que desde meados do século XX, tem surgido uma nova linguagem,
voltada para a compreenséo dos complexos e altamente integrativos sistemas de vida. Algumas de suas
concepgBes — chave sdo os atratores cadticos e os fractais. No entanto, Baier afirma que o novo conjunto
de conceitos e ferramentas criadas para lidar com a complexidade sistémica ndo tem uma denominacao
definitiva e que, portanto, serd utilizada a nomenclatura menos técnica e mais popular: a Matematica do
Caos. O trabalho conhecido como pioneiro na Teoria do Caos é realizado por Henri Poincaré. Poincaré
¢ desafiado pelo rei da Suécia, Oscar |1, a responder a seguinte pergunta: O Sistema Solar é estavel?
Poincaré ndo consegue resolver completamente a questdo, porém é premiado devido aos avangos
alcancados. Assim, Poincaré oferece uma nova perspectiva aos problemas que envolviam a mecénica
celeste, estabelecendo assim, os fundamentos de uma teoria de sistemas dindmicos. Buscando
compreender as érbitas dos corpos celestes, Poincaré se depara com o caos e a partir dai, adota uma nova
postura — postura essa que privilegia os métodos qualitativos ao invés dos quantitativos. Essa nova
geometria recebe o nome de Topologia (geometria das deformag6es). Ademais, ao responder ao desafio
proposto por Oscar |l, Poincaré deparou — se com o que hoje conhecemos como atrator estranho. As
ideias inovadoras de Poincaré passaram a ser relevantes para os pesquisadores, que desenvolveram novas
ferramentas matemaéticas para lidar com os sistemas dindmicos, com o auxilio dos computadores. A
autora discorre que a construcdo da Teoria do Caos ndo se da na época de Poincaré e isso se deve a dois
motivos: a falta de tecnologias computacionais, assim como, o desinteresse dos cientistas pelos
fendmenos que se comportam de modo irregular. No entanto, natureza, por toda parte, ocorrem
fendmenos dos quais os efeitos ndo sdo proporcionais a grandeza das causas e a isso se deve a relevancia
da compreensdo dos sistemas ndo — lineares. A abordagem qualitativa adotada por Poincaré pode ser
aplicada tanto para equacdes diferenciais lineares quanto para as ndo — lineares. A autora afirma que
com o desenvolvimento dos computadores, as equacfes que ndo apresentavam solugdes analiticas
poderiam ser resolvidas, no entanto, essas soluc6es eram obtidas de outra forma, por meio da ferramenta
denominada espaco de fase. O computador era programado entdo, para desenhar as solucdes — solugdes
essas que poderiam ser representadas por uma Gnica curva ou um conjunto de curvas. Esse procedimento
deu suporte e auxilio aos cientistas no que se refere a resolucéo de inimeras equacdes ndo — lineares,
possibilitando auferir ordem ao caos vigente e eminente. Uma propriedade importante de um sistema
dindmico diz respeito a seu comportamento, que pode se estabilizar em um atrator. Visando enriquecer
0 conceito de atrator, Baier apresenta citaces de alguns autores, dentre os quais, Fiedler-Ferrara e Prado,
Lorenz e Stewart. De acordo com Fiedler-Ferrara (1994), atrator “¢ um conjunto invariante para o qual
orbitas proximas convergem depois de um tempo suficientemente longo”. Ja para Lorenz (1999), “os
estados de qualquer sistema que frequentemente se repitam, ou que frequentemente sejam praticamente

atingidos com precisdo cada vez maior, pertencem entdo a um conjunto bastante restrito. Este conjunto
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¢ o de atratores”. Por conseguinte, a autora cita Stewart (1991) que explana que “a esséncia de um atrator
¢ ser uma porcdo do espaco de fase tal que qualquer ponto que se ponha em movimento nas suas
proximidades se aproxima cada vez mais dele”. Além disso, Baier destaca um atrator que pode ser obtido
por meio de um processo de dobras e alongamentos: esse atrator recebe nome de atrator estranho,
denominagéo introduzida por Ruelle e Takens e pode ser chamado também de atrator fractal ou atrator
caotico.

Os pesquisadores das diferentes areas do conhecimento, embora isolados em suas
especialidades, procuram encontrar maneiras de lidar com os fendmenos irregulares. Nas mais variadas
investigacdes, surge a concepcao de que em alguns sistemas, a desordem dé origem a padrdes ordenados,
isto é, ordem e caos coexistem e despontam simultaneamente.

Baier afirma que na década de 1960, Edward N. Lorenz, realizou uma investigacdo com o
intuito de obter equagdes matematicas capazes de descrever o clima atmosférico. Lorenz acreditava que
encontrando as equagdes que descrevessem o clima, seria possivel realizar previsfes precisas acerca da
temperatura atmosférica. Desse modo, no inverno de 1961, ao realizar simulagdes em seu computador,
Lorenz opta por digitar nimeros diretamente da impressdo anterior e se vé perplexo ao observar que a
nova simulacdo computacional obtida diverge completamente da anterior. Ele conclui entdo, que o seu
modelo, embora baseado em equagdes deterministicas, d& a luz a um cenario de imprevisibilidades. Este
fendmeno descoberto por Lorenz é o que se tornou a principal caracteristica do que hoje reputa — se por
Teoria do Caos. Esse fendmeno é chamado pelos cientistas de dependéncia ou sensibilidade as condi¢des
iniciais e é popularmente conhecido como efeito borboleta.

A autora discorre que a propriedade denominada dependéncia sensivel as condicGes iniciais
também se manifesta na dindmica existente nas populac@es animais. Para os cientistas da Ecologia, 0s
modelos matematicos classicos ndo passavam de representac@es distantes e inadequadas para lidar com
a complexidade manifesta pelos fendmenos da natureza. Pesquisadores dessa area buscam entao,
investigar o crescimento, decrescimento e extingao populacional, bem como os modos de interacao entre
presas e predadores e a maneira pela qual uma doenga epidémica se propaga. De acordo com a autora,
na década de 1960, o ecologista matematico Robert May desenvolve as primeiras pesquisas em dinamica
populacional. Ele busca conduzir as suas investigaces de maneira distinta a que foi assumida no estudo
de populagdes segundo os pressupostos de Newton, Galileu e seus seguidores, durante a construcéo da
ciéncia moderna. Uma das abordagens adotadas por May propicia o entendimento acerca da
sensibilidade as condicGes iniciais expostas no trabalho pioneiro de Lorenz e que caracteriza uma
propriedade essencial dos fenbmenos nos quais o caos se faz presente. Segundo a autora, com o intuito
de verificar de qual modo o caos ocorre no mapa logistico, busca-se utilizar o processo de itera¢éo, que
consiste em aplicar uma mesma fungéo continuamente. Dessa forma, ao investigar uma populagdo que
varia com 0 passar dos anos, temos que a populacdo do segundo ano sera obtida a partir da populacédo

do primeiro ano considerado; a populacéo do terceiro ano sera calculada tendo como base o nimero de
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individuos encontrados no segundo ano e assim, sucessivamente. No modelo logistico discreto, sabendo
— se 0 parametro k, assim como a populacdo x,, em determinado ano, logramos calcular a populacéo
X, + 1 dos anos posteriores, iterando a funcao sucessivamente a fim de investigar a variacao da populacéo
considerada ao longo do tempo.

A autora afirma que para uma melhor compreenséo acerca da propriedade fundamental da
Teoria do Caos (a sensibilidade as condig@es iniciais), além do conhecimento sobre iteracdo, faz — se
necessario a apresentacdo dos conceitos de drbita e valor inicial. Ela cita um exemplo que se baseia no
modelo populacional desenvolvido por Malthus e generaliza o conceito de Orbitas de um sistema
dindmico. De modo generalizado, as Orbitas de um processo iterativo podem ser representadas da
seguinte forma: xg - x4 = X3 9 X3 > X4 > x5 > ... ; onde x, € o valor inicial do sistema
f(x,) = xp41. O processo iterativo pode ser representando geometricamente também, por meio da
construcdo de um diagrama de rede, também chamado de diagrama de cobweb. Para construir o
diagrama, deve-se representar a funcao linear f(x,) = x,4+1 € a funcdo identidade y = x, no mesmo
sistema de eixos coordenados. Tendo isto feito, ela retoma a sua analise do mapa logistico e observa o
comportamento adotado por ele para diferentes intervalos de valores assumidos pela constante k. A
autora apresenta essas analises visualmente por meio da construcdo do grafico de cobweb e nos
possibilita compreender o comportamento das 6rbitas do mapa logistico de acordo com a varia¢do dos
valores da constante k. Além disso, fica evidenciado que o mapa logistico também apresenta um
comportamento cadtico. Baier afirma que as regibes obtidas no mapa logistico possuem camadas
autossemelhantes, ja que as estruturas repetem — se indefinidamente em escalas cada vez mais finas.

Na Secdo 5.3:” Explicitando a linguagem dos Fractais”, a autora cita o responsavel por
conceber a palavra fractal: Benoit Mandelbrot. A autora afirma que Mandelbrot criou essa palavra tendo
como referéncia o adjetivo em latim fractus e que usou o termo para qualificar matematicamente as
irregularidades e fragmentagOes existentes na natureza e na vida. A autora expde que os fractais sdo
entes matematicos obtidos por meio da remog¢&o ou acréscimo de diversas partes e que esse processo de
construcéo é realizado indefinidamente. Baier menciona novamente a propriedade da autossimilaridade,
dizendo que ela se faz presente ndo somente no mapa logistico, mas também, na natureza como um todo.
Ela diz que os fractais possuem essa caracteristica, pois suas partes, independentemente da escala em
que forem consideradas, serdo semelhantes ao todo. Além disso, essa propriedade também marca
presenca na Teoria do Caos, ja que os atratores estranhos também sdo exemplos de fractais. Baier
menciona Capra, que relata que ao serem ampliadas, as estruturas dos atratores estranhos exibem
camadas nas quais 0s mesmos padrfes se repetem constantemente e que por isso tornou — se comum
afirmar que os atratores estranhos s&o trajetdrias no espaco de fase que revelam uma geometria fractal.

Baier discorre que os objetos matematicos atualmente conhecidos como fractais, tiveram sua
edificagdo no final do século XIX, porém, como o mundo ainda se encontrava voltado e ancorado na

concepcao da ciéncia moderna, esses objetos foram rejeitados. Para mais além, havia outro conceito que
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ja ndo se perfazia mediante a Matematica Classica: o conceito de dimensdo. Para isso, Mandelbrot
desenvolveu a dimensdo fractal, que ndo invalida de nenhum modo a dimensdo euclidiana, mas sim, a
torna mais abrangente. Assim, a Teoria do Caos desponta a visdo de mundo que propicia a producao, tal
qual, a edificacdo da ciéncia contemporénea. Ademais, a Teoria dos Fractais dialoga com a visdo
sistémica no que se refere a percepg¢do das interacfes indissocidveis existentes entre 0 ser humano e a
natureza.

A autora cita que as contribuicBes deixadas por Euclides nos fazem afirmar convictamente que
0 mundo que nos cerca é tridimensional, isto €, possui trés dimensdes. Por outro lado, a dimensdo fractal
se caracteriza como o grau de irregularidade ou fragmentacdo de um objeto. Baier afirma que a dimenséo
Euclidiana possuia limitagbes no que tange a descrever objetos e elementos que ndo se enquadravam
como unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais e que a dimensao fractal transpés esses limites.

A autora exibe uma citacdo de Mandelbrot, na qual ele destaca que quando fragmentos do
objeto sdo precisamente similares ao objeto em sua totalidade, dizemos que este ente possui
autossimilaridade linear. Entretanto, ha fractais que sdo concebidos de maneiras distintas, seja através
de um processo aleatorio ou com o intuito de descrever sistemas com comportamento caético ou nao —
lineares.

No Capitulo 6, a autora retoma brevemente o contexto do processo de constru¢do da ciéncia
moderna, bem como a transigao entre a visdo de mundo mecanicista e sistémica — tendo essa ultima se
consolidado como base de desenvolvimento para a ciéncia contemporanea. Baier afirma que na procura
por iluminagdo acerca da intercorrelacdo entre homem e mundo, surge a fenomenologia, com a intengéo
de resgatar a subjetividade humana. A fenomenologia considera cada individuo em seu processo de
construcdo de conhecimento e de significacGes e expressa essa correlacdo mediante o didlogo. Segundo
a autora, para que a fenomenologia encontre espaco no contexto da sala de aula, ha a necessidade de que
o professor esteja empenhado a ser — tanto com os alunos, quanto com os contetidos ensinados. Para
mais além, no movimento fenomenoldgico, estar — no mundo — com — 0s — outros significa habitar a
totalidade da esséncia humana. Assumir essa postura na area da educacdo ndo consiste em rejeitar ou
abandonar o planejamento pedagdgico, mas sim, depreender que ndo ha como prever e controlar tudo o
que estd a nossa volta, visto a dindmica de imprevisibilidades intrinsecas a sala de aula e a vida. Segundo
Baier, o professor precisa reconhecer que o processo educativo se fomenta na interacdo de estar — no -
mundo com 0s outros — nesse caso, 0s alunos; e, portanto, o planejamento nédo pode ser visto como algo
fixo e imutavel, mas sim, que precisa ser adaptado de acordo com as demandas expressas pelos alunos.
Em meio a esse processo de educar fenomenoldgico, o curriculo é considerado como um trajeto a ser
percorrido e que perpassa inimeros cenarios de escolhas a serem realizadas durante o processo. O
professor, a0 compreender — se como um ser que se constréi mediante sua interacdo no mundo com 0s

outros, buscard utilizar todos os recursos e conhecimentos prévios dos alunos, fazendo desse modo, uma
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leitura da subjetividade de mundo intrinseca de cada individuo e produzindo subsidios para constituir
um curriculo que se aproxime da realidade que o0s circunscreve.

De acordo com a autora a insercdo dos fractais possibilita a valorizagdo de recursos visuais e
permite articular o ensino da Matematica e aproximéa-lo da visdo de mundo dos alunos, bem como, da
concepcdo de mundo que se caracteriza pelo panorama cientifico contemporaneo. Baier afirma que na
escola, 0s conceitos matematicos desenvolvidos transmitem a sensacdo e a percep¢do de que 0 mundo
no qual vivemos é regular, preciso e totalmente previsivel e que isso corrobora para a aceitacdo de uma
relacdo linear de causa — efeito expressa em todos os fenémenos naturais. No entanto, as recentes
descobertas da ciéncia contemporanea tém feito questdo de mostrar que modelos deterministas ndo sdo
a garantia de precisdo e predicéo total, o que nos autoriza a inferir que abordar conceitos como fractais
e a Teoria do Caos nas escolas contribui com o entendimento de um Universo no qual predominam a
incerteza, a instabilidade e a imprevisibilidade, bem como, desenvolve a nogdo de que caos e ordem

coexistem intimamente.

Em que esta leitura contribui para o meu Trabalho de Conclusédo de Curso? (Verificar se a leitura
apresentou respostas a interrogacdo norteadora e as perguntas subjacentes do trabalho).

1. O que sdo fractais?
A autora afirma que o termo fractal foi desenvolvido por Benoit Mandelbrot para caracterizar
as formas irregulares e fragmentadas presentes na natureza e na vida.

2. Como os fractais sdo concebidos na Matematica?

Baier afirma que a grande maioria dos fractais sdo obtidos por meio de um processo iterativo,
no qual sdo retirados ou acrescentados partes, indefinidamente. Além disso, a autora cita um
fractal encontrado na natureza: os litorais; devido a sua grande fragmentacéo e irregularidade,
bem como a autossimilaridade que possui em qualquer escala. A autora menciona também
alguns fractais obtidos por meio de relagdes de recorréncia: O mapa bidimensional de Hénon e
0 Conjunto de Mandelbrot. A autora menciona uma citacdo de Mandelbrot na qual ele relata que
os fractais mais importantes sdo gerados por meio de um processo randémico (aleatério),
enquanto outros, podem descrever 0 comportamento expresso por sistemas dindmicos caoticos
ou nao-lineares.

3. Quais as aplicagdes dos fractais?
A autora relata que os fractais possuem aplica¢do na construcao de cenarios de filmes e jogos
computacionais, bem como, possui aplicagdes nos sistemas dindmicos. Segundo Baier, as
estruturas fractais sdo responsaveis por auferir ordem em meio ao caos eminente de alguns
sistemas dinamicos cadticos ndo-lineares. A autora cita também as aplica¢fes no que se refere
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ao conceito de dimensdo, visto que a dimensdo fractal tornou a dimensdo euclidiana mais
abrangente, possibilitando o célculo da dimensdo de diversos elementos outrora nao
contemplados pela Geometria de Euclides. Para mais além, os fractais se fazem presentes no
mapa logistico (dindmicas populacionais) também, visto que suas estruturas sdo autossimilares
em qualquer escala (atrator estranho).

De que modo se deu a construcdo do corpo de conhecimento dos fractais?

Da leitura da dissertacdo de Baier, fica subentendido que a construcdo do corpo de conhecimento
dos fractais inicia-se com Henri Poincaré, que se torna um critico incisivo dos métodos
quantitativos e desenvolve a geometria das deformacdes — a Topologia. Poincaré obtém grandes
avangos em seus estudos, chegando a conclusao de que alguns sistemas de equacdes diferenciais
ndo possuem solugdo analitica. Infelizmente, Poincaré ndo logrou mais descobertas, visto a falta
de ferramentas computacionais, bem como a concepgdo mecanicista impregnada no mundo
cientifico da época. Anos mais tarde, bidlogos comecaram a perceber gue a concepcao
mecanicista ndo se adequava as analises individuais realizadas em alguns organismos Vvivos.
Driesch se torna pioneiro ao demonstrar que 0s seres vivos possuem uma capacidade da qual as
méaquinas ndo dispbem: a da regeneracdo. Desse modo, a concepcdo de mundo determinista e
de um mundo funcionando como uma maguina a plenos vapores vai se rompendo
paulatinamente. Na Ecologia, diversos estudos sao realizados no que se refere as dinamicas
populacionais e evidencia-se 0 comportamento cadtico do mapa logistico, bem como suas
estruturas autossimilares e bifurcacbes. Anos mais tarde, Edward Lorenz, define equacdes que
descrevem a temperatura atmosférica e acreditava que por meio delas seria capaz de prever com
exatiddo o clima. Porém, ao realizar uma pequena mudanca nas condi¢es iniciais do sistema,
Lorenz se depara com uma sequéncia de valores completamente distinta da anterior. A essa
propriedade, Lorenz denomina de sensibilidade as condic@es iniciais — conhecido também como
efeito borboleta — que se tornou a marca registrada da Teoria do Caos. Anos mais tarde,
Mandelbrot cunha a palavra fractal, do adjetivo em latim, fractus, com o intuito de caracterizar
o0s entes irregulares predominantes nos fenémenos da vida e da natureza. No entanto, a principio,
ndo havia sido verificada nenhuma correlacdo entre o caos e os fractais, pois as duas areas se
desenvolveram de maneira independente. Ao estudar os trabalhos de Poincaré, Mandelbrot
observa que os fractais também possuem aplicacdo em dindmica. Mandelbrot constata a
autossimilaridade (caracteristica intrinseca dos fractais) presente na representagdo grafica de
alguns sistemas dindmicos no espaco de fase e observa que seus atratores estranhos possuem
estruturas fractais. Desse modo, esses atratores passam a ser entendidos como o elo entre a
geometria fractal e a Teoria do Caos e podem ser chamados também de atratores fractais ou
atratores caoticos.



10.

193

Quais as caracteristicas e particularidades dos fractais?

Os fractais possuem autossimilaridade em qualquer escala, isto é, fragmentos do fractal se
assemelham ao fractal inteiro. Além disso, outras caracteristicas intrinsecas dos fractais sdo a
irregularidade e a sua dimensao — essa Ultima, responsavel por indicar o grau de fragmentacdo
e de irregularidade do fractal considerado.

Quais as diferencas existentes entre a Geometria Fractal e a Geometria Euclidiana?

Uma das diferencas reside no fato de a Geometria Euclidiana ndo ser tdo adequada quanto a
Geometria Fractal para descrever nuvens, litorais, montanhas, arvores e demais elementos e
fendmenos naturais. Além disso, outra distingdo estd presente no conceito de dimenséo, pois a
Geometria Fractal torna o conceito de dimensdo mais amplo, possibilitando calcular o grau de
irregularidade e fragmentacéo de um objeto.

O que ¢é a dimensao fractal?
Conforme mencionado anteriormente, se caracteriza pelo grau de irregularidade, fragmentacédo
e rugosidade de algum objeto. E representado através de um niimero racional decimal.

Como a dimensao de um fractal pode ser calculada?
A autora ndo menciona de que modo pode ser calculada a dimensao de um fractal. Ela apenas
mostra alguns fractais e cita que sua dimensao fractal esta situada entre dois nimeros inteiros
positivos.

Por que os fractais ndo estdo presentes nos curriculos da Educagdo Basica e qual a
importancia de introduzir os fractais no Ensino Bésico?

Baier afirma que os curriculos estdo alinhados a concep¢do de mundo mecanicista (ciéncia
moderna) e que, portanto, ndo sdo atualizados para contemplar contedidos fundamentados na
visdo de mundo sistémica. Ela defende que os conteddos relacionados a ciéncia moderna devem
ser mantidos, porém, deve haver espaco para que 0s conteldos mais atuais se facam presentes
nos curriculos escolares, visto que sua inser¢do possibilitaria aproximar os contelidos
matematicos da realidade de mundo dos alunos, bem como, desenvolver tematicas inerentes a
ciéncia contemporanea — como os fractais e a Teoria do Caos. A autora defende que os curriculos
foram concebidos de modo a valorizar e a fortalecer a ideia de que tudo a nossa volta pode ser
antevisto, calculado e mensurado e que ter nogdes sobre os fractais e a Teoria do Caos fariam
os alunos perceberem que a matematica também reconhece os fenbmenos imprevisiveis e
incertos concernentes a existéncia humana e ao mundo que nos abarca.

O que ¢ o caos do ponto de vista filos6fico e matematico?

A autora ndo aborda o caos de um viés filosofico, porém, o caracteriza matematicamente.
Segundo ela, o caos se caracteriza pela sensibilidade as condi¢des iniciais que alguns sistemas
dindmicos apresentam, ou seja, ao considerar valores muito préximos como iniciais, 0s



194

resultados obtidos por meio deles séo distintos, isto é, pequenas alteracbes podem acarretar
grandes consequéncias e desse modo, causa e efeito sdo considerados ndo-lineares.

11. De que modo 0 caos se expressa e é estudado?
O caos se expressa devido a sensibilidade as condicdes iniciais de que dispdem alguns sistemas
dindmicos. Uma das maneiras de observa-lo é por meio do diagrama de cobweb — demonstrado
pela autora ao abordar o mapa logistico e apresentar os diagramas para distintos valores da
constante k. Outra maneira é observar o comportamento das trajetérias do sistema no espaco de
fase.

12. O que sdo Sistemas Dinamicos?

Segundo Baier, os sistemas dinamicos se caracterizam como um campo da matematica que se
preocupa com os padrdes e qualidades. Além disso, Baier menciona Capra que diz que 0s
sistemas dinamicos sdo a primeira teoria matematica desenvolvida que possui a capacidade de
lidar com a complexidade dos fendmenos ndo-lineares existentes. Além disso, Baier utiliza outra
citacdo de Capra, na qual ele discorre gue a teoria dos sistemas dindmicos ndo é uma teoria para
lidar com fendbmenos fisicos, mas sim, uma teoria desenvolvida para ser utilizada na analise de
inimeros fendmenos.

13. E possivel obter fractais por meio do caos? De que maneira se da essa construgio?
A dissertacdo ndo menciona que € possivel obter fractais por meio do caos, porém, Baier afirma
gue o0 comportamento cadtico das trajetorias de um sistema dindmico pode ser representado no
espaco de fase e as representacdes visuais exibem camadas autossimilares em qualquer escala,
ou seja, os fractais sdo a linguagem pela qual o caos se expressa e se desvela no espaco de fase
— linguagem essa, denominada atrator estranho.

Citacgdes da tese que respondem a interrogacdo norteadora e as perguntas subjacentes

1. O que séo fractais?
Eu cunhei a palavra fractal do adjetivo latino fractus. O verbo latino correspondente frangere significa
quebrar: criar fragmentos irregulares. Portanto, é consideravel — e qudo apropriado para as nossas
necessidades! — que, além de significar fragmentado (como em fragéo ou refragdo), fractus pode também
significar irregular, estando ambos os significados preservados em fragmento (grifos do autor).
(MANDELBROT, 1977, p. 4).

a geometria fractal era uma geometria da natureza, que fazia um apelo constante ao caos estatistico. Mas,
com a sua utilizacdo, o seu papel alargou-se enormemente. E uma geometria da natureza e € uma
geometria do caos, sob duas formas: estatistica e determinista. (MANDELBROT, 1991, p. 208).

2. Como os fractais sdo concebidos na Matematica?
N&o foram encontradas citagdes que respondam a essa pergunta.
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3. Quais as aplicagdes dos fractais?
N&o foram encontradas citagdes que respondam a essa pergunta.

4. De que modo se deu a construcdo do corpo de conhecimento dos fractais?
A teia da vida consiste em redes dentro de redes. Em cada escala, sob estreito e minucioso exame, 0s
nodos da rede se revelam como redes menores [...]. Na natureza ndo ha acima ou abaixo, e ndo ha
hierarquias. Ha somente redes aninhadas dentro de outras redes [...]. Na segunda metade do século XX a
concepcdo de rede foi a chave para 0s recentes avangos na compreensdo cientifica ndo apenas dos

ecossistemas, mas também da prépria natureza da vida. (CAPRA, 1998, p. 45).

Ao longo da década de 1970, quando ambos estavam na infancia, o caos e os fractais pareciam nao ter
qualquer relagdo entre si. Mas eram primos matematicos. Ambos enfrentam a estrutura da irregularidade.
Em ambos, a imaginacdo geométrica é senhora. Mas, enquanto no caos a geometria presta vassalagem a
dindmica, nos fractais ela reina absoluta. Os fractais oferecem uma nova linguagem para descrever a
forma do caos. (STEWART, 1991, p. 233).

substituir os métodos quantitativos, precisos, mas limitados, por métodos qualitativos, que levam mais
longe, mas fornecem uma imagem menos distinta. A posicao histérica de Poincaré é ter sido um mestre
dos primeiros e um inventor dos segundos. Ele serd o mais incisivo critico dos métodos quantitativos e o

grande precursor dos métodos qualitativos (EKELAND,1993, p. 48).

No entanto, as solucgdes sdo de um tipo muito diferente. O resultado ndo é uma férmula, mas uma grande
cole¢do de valores para as variaveis que satisfazem a equagao, e o computador pode ser programado para
desenhar a solugdo como uma curva, ou um conjunto de curvas, num grafico. Essa técnica permitiu aos
cientistas resolver as complexas equacdes ndo-lineares associadas aos fendmenos cadticos e descobrir
ordem sob o caos aparente. Para revelar esses padrdes ordenados, as varidveis de um sistema complexo

sdo exibidas num espaco matematico abstrato denominado espacgo de fase. (CAPRA, 1998, p. 111).

5. Quais as caracteristicas e particularidades dos fractais?
Quando partes do objeto sdo exatamente semelhantes ao todo, diz-se que o objeto apresenta
autossimilaridade linear. No entanto, os fractais mais importantes divergem da autossimilaridade linear.
Alguns destes fractais sdo gerados por um processo randémico, enquanto outros so fractais que podem
descrever sistemas caoticos, ou ndo-lineares|...]. (MANDELBROT, 1992, p. 125).

6. Quais as diferencas existentes entre a Geometria Fractal e a Geometria Euclidiana?
Por que a geometria é frequentemente descrita como fria e seca? Uma das razfes esta em sua incapacidade
para descrever a forma de uma nuvem, de uma montanha, de um litoral, ou de uma arvore. Nuvens nao
sdo esferas, montanhas néo sdo cones, litorais ndo sdo circulos, cascas de arvore ndo sdo lisas, nem o

relampago viaja em linha reta. (MANDELBROT, 1997, p. 1).
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O que ¢é a dimensao fractal?

Podemos entender intuitivamente essa ideia compreendendo que uma linha dentada em um plano preenche
mais espaco do que uma linha reta, que tem dimensdo 1, porém menos do que o plano, que tem dimensédo
2. Quanto mais dentada for a linha, mais perto de 2 estara a sua dimensdo fractal. De maneira semelhante,
um pedaco de papel amarrotado ocupa mais espaco do que um plano, porém menos do que uma esfera.
Desse modo, quanto mais amarrotado e apertado estiver o papel, mais perto de 3 estara a sua dimenséo
fractal (CAPRA, 1998, p. 119).

uma medida do grau de irregularidade e de fragmentacdo [...]. E conveniente dizer, a respeito de certas
curvas planas muito irregulares, que a sua dimensdo fractal se situa entre 1 e 2, a respeito de certas
superficies muito enrugadas e cheias de pregas, que a sua dimenséo fractal esta entre 2 e 3 e, enfim, definir
conjuntos de pontos sobre uma linha cuja dimenséo fractal esta entre 0 e 1. (MANDELBROT, 1991, p.
14)

Como a dimenséo de um fractal pode ser calculada?
Né&o foram encontradas citagdes que respondam a essa pergunta.

Por que os fractais ndo estdo presentes nos curriculos da Educagdo Basica e qual a
importancia de introduzir os fractais no Ensino Bésico?

ao se pensar o curriculo como algo a ser planejado, é preciso ter em vista que educacédo é o resultado de
estar-no-mundo com os outros e com as entidades e nesta situacao ndo ha possibilidade de realizar-se um
planejamento para o aqui e agora. O prdprio cotidiano de sala de aula ndo se restringe aquilo que o
professor ensina ou pensa. H& na sala de aula, juntamente com o ensino do professor, operando no

crescimento total dos alunos que ai estdo, 0 mundo ao redor (MARTINS, 1992, p. 46).

A idéia de curriculo abarca o entendimento de que é necessario abandonar a busca da causalidade das
coisas e recuperar uma idéia de consciéncia subjetiva capaz de atribuir significados. Que significados?

Os significados do mundo das criangas que estdo sendo educadas (MARTINS, 1992, p. 80).

é possivel trabalhar tempo/espago/movimento a luz do movimento da construcdo da realidade e da do
conhecimento. Desse modo, podemos trazer a discussdo questdes postas pela ciéncia contemporanea,

€OMO as concernentes ao caos, & organizagdo do mundo (BICUDO, 2000, p. 66).

O que € o caos do ponto de vista filos6fico e matematico?

um trago inerente as equagdes matematicas em dindmica. A capacidade das equagdes, mesmo simples, de
gerar movimento tdo complexo, tdo sensivel a mensuragdo que parece aleatério. Isto é chamado, com
muita propriedade, de caos. (STEWART, 1991, p. 22).
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Caos ¢ entendido como sendo “comportamento estocastico que ocorre num sistema deterministico”

(STEWART, 1991, p. 23).

De que modo o caos se expressa e € estudado?

Nos sistemas lineares, pequenas mudancas produzem pequenos efeitos, e grandes efeitos se devem a
grandes mudangas ou a uma soma de muitas pequenas mudancas. Em sistemas nao-lineares, ao contrario,
pequenas mudancas podem ter efeitos dramaticos, pois podem ser amplificadas repetidamente por meio
de realimentacédo de auto reforco. (CAPRA, 1998, p. 107).

exemplifica ndo sé as ocorréncias do caos, mas como ele pode ser criado [...]. O que 0 mapeamento
logistico mostra é que mudangas drasticas ndo tém necessariamente causas drasticas [...] O mapeamento
logistico é importante também porque foi nele que a teoria do caos teve seus contatos efetivos com
experimentos. (STEWART, 1991, p. 169).

O que séo Sistemas Dinamicos?

a nova matematica da complexidade e, tecnicamente, como teoria dos sistemas dinamicos, dindmica dos
sistemas, dindmica complexa ou dindmica ndo-linear [...]. Para evitar confusdes, é til ter sempre em
mente o fato de que a teoria dos sistemas dinadmicos ndo é uma teoria dos fendmenos fisicos, mas sim,
uma teoria matematica cujos conceitos e técnicas sdo aplicados a uma ampla faixa de fendmenos.
(CAPRA, 1998, p. 99, grifos do autor).

A impossibilidade de predizer por qual ponto do espaco de fase a trajetdria do atrator de Lorenz passara
num certo instante, mesmo que o sistema seja governado por equacdes deterministas, é uma caracteristica
comum a todos os sistemas caéticos. No entanto, isto ndo significa que a teoria do caos ndo é capaz de
quaisquer previsdes. Ainda podemos fazer previsGes muito precisas, mas elas se referem as caracteristicas
qualitativas do comportamento do sistema e ndo aos valores precisos de suas variaveis num determinado
instante. Assim, a nova matematica representa uma mudanca da quantidade para a qualidade, o que ¢é
caracteristico do pensamento sistémico em geral. Enquanto a matematica convencional lida com
quantidades e com férmulas, a teoria dos sistemas dindmicos lida com qualidades e com padrdes.
(CAPRA, 1998, p. 116, grifos do autor).

E possivel obter fractais por meio do caos? De que maneira se da essa construcgio?

os atratores estranhos sdo exemplos extraordinarios de fractais. Se partes da sua estrutura sdo ampliadas,
elas revelam uma subestrutura em muitas camadas nas quais 0s mesmos padrdes sdo repetidos muitas e
muitas vezes. Por isso, tornou-se comum definir atratores estranhos como trajetdrias no espaco de fase
que exibem geometria fractal (CAPRA, 1998, p. 119).
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Muitos livros de Mecénica se referem aos sistemas dindmicos cujos atratores sdo pontos, aproximacoes
de circulos ou outras formas de Euclides. Mas eles sdo raras excecdes, e 0 comportamento da maioria dos
sistemas dinamicos é incomparavelmente mais complexo: seus atratores ou repulsores tendem a ser
fractais”. (MANDELBROT, 1977, p. 195).

atratores estranhos encontrados em sistemas dinamicos continuos apresentam estrutura tipo-Cantor,
autossimilaridade e dimenséo fractal” (FIEDLER-FERRARA; PRADO,1994, p. 89).
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Aos nove dias do més de outubro do ano de dois mil e vinte e trés reuniu-se, através da Plataforma Google Meet as 09:00 horas, a Comissdo
Julgadora para a DEFESA DE DISSERTACAO DE MESTRADO solicitada por LUCAS DE LIMA ERVOLINO, aluno(a) do Programa de Pds-
Graduagdo Mestrado Profissional em Matematica Em Rede Nacional (PROFMAT), que apresentou dissertacdo sob o Titulo: OS FRACTAIS
ARTICULADOS A TEORIA DO CAOS: UMA POSSIBILIDADE DE ENSINO NA EDUCACAO BASICA.

A referida Comissao esteve constituida pelos Professores Doutores:

Profa. Dra. Gleiciane da Silva Aragdo - Universidade Federal de Sdo Paulo;
Profa. Dra. Tania Baier - Universidade Regional de Blumenau;

Prof. Dr. Theotonio Mendes Pauliquevis Junior - Universidade Federal de S3o Paulo.

O(A) Presidente Prof(a). Dr(a). Verilda Speridido Kluth inicia a sessdo dando a palavra ao(a) candidato(a), que dispde de um periodo de tempo
entre trinta e cinquenta minutos, para expor sua tese. A seguir da a palavra aos Professores para a argui¢do. Cada examinador dispde de trinta
minutos, no maximo, para arguigdo, bem como o(a) candidato(a) para as respostas. Tendo o(a) candidato(a) respondido todas as arguigdes em
tempo habil os membros da Banca Examinadora, emitiram seus pareceres:

Prof(a). Dr(a). Gleiciane da Silva Aragdo (X) APROVADO ( ) REPROVADO
Prof(a). Dr(a). Tania Baier ( X) APROVADO ( ) REPROVADO
(X ) APROVADO ( ) REPROVADO

Prof(a). Dr(a). Theotonio Mendes Pauliquevis Junior

Em face dos referidos pareceres, a Comissao Julgadora considera o(a) Sr(a) LUCAS DE LIMA ERVOLINO ( X )Habilitado / ( )NAO habilitado

a receber o titulo de MESTRE pelo programa de MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL (PROFMAT) - UNIVERSIDADE
FEDERAL DE SAO PAULO.

E por estarem de acordo, assinam a presente ata.

Diadema, 09 de outubro de 2023.
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