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RESUMO

OLIVEIRA, Katiane Souza de. Investigando problemas aritméticos, algébricos e geométricos
com o0 GeoGebra e 0 GNU Octave. 125 f. Dissertacdo - Programa de Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana.
Curitiba, 2023.

Propomos neste trabalho atividades didéticas para o professor de matemdtica da Educacao
Basica empregar/adaptar ao abordar em sala de aula contetidos como divisibilidade, funcoes,
matrizes, dreas, volumes e se¢des cOnicas. Na elaboracdo das atividades didaticas, utilizamos
como recurso metodoldgico a resolugdo de problemas via tecnologias digitais, contemplando
competéncias especificas e habilidades delineadas na Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
e no Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parand (RCEMP). Os problemas estruturados
nas sequéncias diddticas sdo solucionados com o auxilio dos softwares GeoGebra e GNU
Octave, ambos de acesso remoto e gratuito, e sdo extensdes de problemas e contos presentes
em duas das obras de Malba Tahan: “O homem que calculava” e “Matemadtica divertida e
curiosa”. Concluimos que o emprego de tecnologias digitais na solucao de problemas aritméticos,
algébricos e geométricos possibilita particularizar/generalizar resultados assim como inter-

relacionar conteddos.

Palavras-chave: Malba Tahan; divisibilidade; realce de imagens; secdes conicas; resolu¢do de

problemas.



ABSTRACT

OLIVEIRA, Katiane Souza de. Investigating arithmetic, algebraic, and geometric problems
with GeoGebra and GNU Octave. 125 pg. Dissertation - Programa de Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana.
Curitiba, 2023.

In this work, we propose didactic activities for mathematics teachers in Basic Education to
employ/adapt when addressing content such as divisibility, functions, matrices, areas, volumes,
and conic sections in the classroom. In developing the didactic activities, we use problem-solving
via digital technologies as a methodological resource, covering specific competencies and skills
outlined in the National Common Curricular Base (BNCC) and the Curriculum Reference for
High School in Parand (RCEMP). We solve the problems structured in the didactic sequences
with the help of GeoGebra and GNU Octave software, which are freely accessible remotely.
These problems are extensions of propositions and stories in two of Malba Tahan’s works:
“The Man Who Caunted” and “Amusing and Curious Mathematics”. We conclude that using
digital technologies to solve arithmetic, algebraic, and geometric problems makes it possible to

particularize/generalize results and interrelate content.

Keywords: Malba Tahan; divisibility; image enhancement; conic sections; problem solving.
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1 INTRODUCAO

A resolugdo de problemas pode ser considerada um tema quase tdo antigo quanto a
contagem (No6s; Almeida, 2023). Além da arte de contar, os primeiros registros de atividades
matemadticas datam de 4000 anos atras. Tais registros sdo oriundos dos deltas férteis do Nilo

(Egito) e das planicies entre os rios Tigre e Eufrates (Mesopotamia, hoje Iraque) (Rooney, 2012).

Ha algum tempo vem-se discutindo questdes acerca da abordagem e da aplicabilidade da

resolug@o de problemas nas escolas.

Desde o inicio da histdria escrita, os povos se interessam em aplicar a matema-
tica a situagdes descritas verbalmente. No século XX também, com um hiato de
vinte anos nas décadas de 60 e 70, uma das metas importantes da matematica
escolar tem sido a solucao de aplicacdes e de problemas. Recentemente, os
educadores em matemadtica passaram a dar muita atencao a essa meta, em espe-
cial depois do aparecimento da Agenda for Action (1980), do NCTM, segundo
a qual a resolucdo de problemas deveria ser o foco do ensino da matematica
(Coxford; Shulte, 1994, p. 135-136).

Assim, considera-se de suma importancia que os estudantes aprendam/desenvolvam
métodos para solucionar problemas. Segundo Coxford e Shulte (1994, p. 141), as estratégias
que devem ser enfatizadas no processo de ensino-aprendizagem sdo: “Usar tabelas, diagramas,
férmulas e graficos; identificar o que se procura e o que € dado; traduzir frases em nossa lingua e

simbolos algébricos; testar as respostas com as condi¢des do problema”.

O conceituado professor Jilio Cesar de Mello e Souza (2017), também conhecido sob o
pseuddnimo Malba Tahan, faz em seus contos uma abordagem criativa, instigante, divertida e
contextualizada da soluc@o de problemas. Como forma de homenagear esse ilustre professor, a
Lei no. 12.835 (Brasil, 2013), de 26 de junho de 2013, institui em seu Artigo 1°: “o Dia Nacional
da Matematica, a ser comemorado anualmente em todo o territério nacional no dia 6 de maio,

data de nascimento do matematico, educador e escritor MALBA TAHAN.

1.1 BIOGRAFIA DO PROFESSOR JULIO CESAR DE MELLO E SOUZA

Nascido no Rio de Janeiro em 06 de maio de 1895, Julio Cesar de Mello e Souza € filho
de Jodo de Deus de Mello e Souza (1863 — 1911) e da professora Carolina Carlos de Toledo
(1866 — 1925), conhecida como Dona Sinhd. Sua infancia transcorreu no municipio paulista de
Queluz. Teve oito irmaos, dos quais quatro eram mais velhos — Maria Antonieta, Laura, Jodo
Batista e Julieta — e quatro mais novos — Nelson, Rubens, José Carlos e Olga. Juilio Cesar e mais
seis de seus irmaos seguiram a carreira docente influenciados pela vocacido da mae, tornando-se
excelentes professores. Casou-se em 26 de marco de 1925 com Nair (Marques da Costa) de

Mello e Souza (1905 — 1986), com quem teve trés filhos: Rubens Sergio de Mello e Souza,
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Sonia Maria de (Mello e Souza) Faria Pereira e Ivan Gil de Mello e Souza. Jilio faleceu em
Recife, no dia 18 de Junho de 1974, aos 79 anos (Pereira; Salles; Pereira, 2017).

Desde menino, Jilio demonstrava grande potencial como escritor. Aos 12 anos criou sua
primeira obra literdria: a revista ERRE, onde exercia as fung¢des de diretor, redator e ilustrador.
Nessa época, criou seu primeiro pseudonimo: “ERRE Redactor Salomao IV”. A revista ERRE

foi publicada de janeiro de 1907 a novembro de 1908 (Pereira; Salles; Pereira, 2017).

Segundo Pereira, Salles e Pereira (2017,
Figura 1.1 — Contos escritos por Mello e Souza
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templavam a revista sdao: “O medo”, “O esque-

leto”, “As aventuras de Jasilo”, “Fiel”, “Assobrédvel”, “O assalto”, “Roedores” e “O phantasma”

(Pereira; Salles; Pereira, 2017). A Figura 1.1 ilustra os titulos “Fiel” e “Roedores”.

Julio Cesar cursou o Ensino Fundamental e o Ensino Médio nos Colégios Militar e Pedro
II no Rio de Janeiro, respectivamente. Como aluno interno do Colégio Pedro 11, relata lembrancas
referentes as aulas do professor de lingua portuguesa José Julio da Silva Ramos — membro da
Academia Brasileira de Letras. Esse professor solicitava redagdes para os seus alunos, usando
como castigo para os que ndo executassem esta tarefa a proibi¢ao de voltar para casa no final
de semana. O astuto Julio Cesar aproveitou seu dom para escrever e criou uma fonte de renda:
vende-se redagdes! O dinheiro arrecadado com as vendas lhe proporcionou mais conforto, como
ir de Onibus para casa, pagar a passagem dos colegas e até comprar o seu chocolate preferido, o
Bering. Além disso, todas essas criacdes contribuiram para direcionar o caminho que ele deveria

seguir (Pereira; Salles; Pereira, 2017).

Em outubro de 1912, Julio Cesar foi nomeado Auxiliar da Biblioteca Nacional pelo
Ministro de Estado da Justica e Negocios Interiores. Em 1913, iniciava sua trajetéria como
graduando no curso de Engenharia na antiga Escola Politécnica da Universidade do Brasil,
conciliando com a formag¢do docente na Escola Normal no periodo noturno e o trabalho na
Biblioteca Nacional. Além disso, lecionava no Colégio Sdo Paulo fundado por sua mae em

Copacabana no ano de 1911 (Pereira; Salles; Pereira, 2017).
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Em meados de 1921, ap6s sua formagao como professor, Julio obteve o cargo de Professor

Substituto do professor Euclides Roxo na Escola Normal (posteriormente chamado Instituto de

Educacdo). No ano de 1913, ingressou por concurso publico na Escola Normal, onde permaneceu

por 40 anos, tornando-se Professor Catedratico. As disciplinas leocionadas por Juilio eram

Matematica, Geografia, Literatura Infantil, Folclore e a Arte de Ler e Contar Histérias. Mello e

Souza também ministrou aulas no Colégio Mello e Souza, fundado por suas irmas Julieta e Olga,

no Colégio Pedro II e na Universidade Federal do Rio de Janeiro (Pereira; Salles; Pereira, 2017).

Trabalhando no Jornal O Imparcial, Ju-

lio teve a ideia de criar o pseudonimo R. V.

Figura 1.2 — Conto escrito por Julio Cesar de

Mello e Souza sob o pseudonimo

Slady, ou R. S. Slady, nome de um famoso au- R. V. Slady

tor americano, para assinar seus contos com o L
intuito de chamar a atenco do editor do jornal, RANCO |7 oo a0 eascrar
ja que os contos assinados como Juilio Cesar
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abandonados sob um peso de papel, assinou-  Fonte: Pereira, Salles e Pereira (2017, n.p).

os com o pseudonimo R. V. Slady e os remeteu

novamente ao editor. E a ideia deu certo! A Figura 1.2 ilustra o conto “A histdria de oito paes”,

assinado por R. V. Slady.

Em 1918, Julio Cesar deu vida ao pseudonimo Malba Tahan quando ainda trabalhava no

Jornal O Imparcial.

Na verdade, Malba Tahan ndo foi apenas um pseudénimo de Julio Cesar de
Mello e Souza. O escritor e professor carioca inventou um personagem que
parecesse real, uma pessoa que houvesse existido de fato, uma mistificagdo
literaria. Ele estudou a cultura e a lingua arabes, para que a biografia e as
obras do Malba Tahan fossem convincentes em estilo, linguagem e ambientagao
(Pereira; Salles; Pereira, 2017, n.p).

De acordo com Pereira, Salles e Pereira (2017, n.p), “Jdlio Cesar teria procurado o

jornalista Irineu Marinho, diretor de periédico A Noite, para lhe propor uma ideia: surpreender o

Brasil com a mistificacao literdria de um escritor drabe, chamado Malba Tahan, para publicar

contos orientais € educativos”.

Irineu Marinho teria lido dois ou trés contos do professor Mello e Souza e,
aprovando a ideia, recomendou que fossem publicados na primeira pagina de
seu jornal, precedidos de uma biografia do famoso escritor Malba Tahan, ou
melhor, de Ali Yezzid Izz-edin Ibn-Salin Malba Tahan. O jornal divulgava
que os “contos do original escriptor anglo-arabe Hank Malba Tahan” eram
especialmente traduzidos e adaptados por “um de nossos collaboradores”. Mello
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e Souza e Irineu Marinho jamais revelaram a pessoa alguma o segredo da
mistificacdo da qual foram aliados e co-responsaveis (Pereira; Salles; Pereira,
2017, n.p).

Para dar credibilidade ao pseudonimo, Mello e Souza inventou uma biografia para Malba
Tahan.

Ali Yezzid Izz-Edin Ibn-Salin Malba Tahan, famoso escritor arabe, descendente
de uma tradicional familia mugulmana, nasceu no dia 6 de maio de 1885, em
uma aldeia chamada Muzalit, préxima da antiga cidade de Meca. Fez seus
primeiros estudos no Cairo e, mais tarde, mudou-se para Constantinopla onde
concluiu oficialmente seu curso de Ciéncias Sociais.

Datam dessa época a publicacdo de seus primeiros trabalhos literdrios, no
idioma turco, em diversos jornais e revistas. A convite de seu amigo, o Emir
Abd El-Azziz Ben Ibrahim, exerceu Malba Tahan, durante varios anos, o cargo
de “quaimaquam” na cidade de Fl-Medina, tendo desempenhado suas fungdes
administrativas com rara inteligéncia e habilidade. Conseguiu, mais uma vez,
evitar graves acidentes entre os peregrinos e as autoridades locais, procurando
sempre dispensar valiosa e desinteressada protecdo aos estrangeiros ilustres
que visitavam os lugares sagrados do Islam. Com a morte de seu pai, em 1912,
recebeu Malba Tahan uma grande heranca; abandonou, entfo, o cargo que
exercia em El-Medina e iniciou uma longa viagem através de vdrias partes do
mundo.

Atravessou a China, o Japdo, a Russia, grande parte da India e da Europa,
observando os costumes dos diferentes povos. Entre suas obras mais notdveis
citam-se as seguintes: Roba el-Khali, Al-Saneir, Sama-Ullah, Maktub, Lendas
do Deserto e muitas outras. Faleceu em combate, em julho de 1921, nas pro-
ximidades de El-Riad, quando lutava pela liberdade de uma pequena tribo na
Ardbia Central (Pereira; Salles; Pereira, 2017, n.p).

O primeiro conto de Malba Tahan, intitulado “O Juiz”, foi publicado no Jornal A Noite
em meados de 1924. Ja o primeiro livro, intitulado “Contos de Malba Tahan”, foi publicado no
ano seguinte. Contudo, foi somente na segunda edi¢do dessa mesma obra que o professor Julio
incluiu a “Biographia de Malba Tahan”, que contava inclusive com uma ilustracdo de um arabe
tradicional, com direito a barbas longas e turbante. Para todos os efeitos, Tahan escrevia em
arabe. Logo, fez-se necessario a criagao de um tradutor para as suas obras. Com a finalidade de
dar maior veracidade ao autor drabe, Mello e Souza criou o personagem Breno Alencar Bianco,
que a partir da edicao do livro “O homem que calculava”, comecou a estar presente em suas

obras (Pereira; Salles; Pereira, 2017).

Pereira, Salles e Pereira (2017, n.p) observam que: “A mistificagdo literdria criada pelo

professor carioca tornou-se uma realidade na imaginacdo de milhares de brasileiros”.

Malba Tahan colocava-se frontalmente em oposi¢do ao tradicional e cdustico
“algebrismo” dos professores de Matematica de sua época. Ele denominava
“algebrista” o professor de Matemadtica que procurava dificultar o ensino da
matéria, com problemas fora da realidade, complicados e muito trabalhosos. Em
seu livro Didética da Matematica, Malba Tahan define o professor algebrista
como aquele que impde aos alunos problemas enfadonhos, irreais, sem finali-
dade pratica ou tedrica, com a tnica preocupacao de tornar a matemdtica muito
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dificil. Era a “pedagogia” da tortura com a qual acreditavam que iriam incentivar
os alunos a estudar. Dizia ele: — “Isso é obra de um inimigo pernicioso, de um
inimigo que € para a Matematica como a broca ¢ para o café, a lagarta para o
algoddo e a saudva para todo o Brasil”. Por essa razdo, Malba Tahan publicou
livros de divulgacio cientifica, que pudessem tornar a matemadtica acessivel a
todos, tais como: Matematica Divertida e Pitoresca, Matematica Divertida e
Diferente, Matematica Divertida e Curiosa, Matematica Divertida e Delirante,
O Homem que Calculava, entre outros (Pereira; Salles; Pereira, 2017, n.p).

Devido ao grande sucesso, com mais de cem obras publicadas no Brasil e em diversos
paises, Mello e Souza fez com que muita gente acreditasse que Malba Tahan havia existido de
fato. Dentre suas inimeras obras, destacamos as que consideramos mais importantes na area do

ensino de matematica.

e Contos de Malba Tahan — 1* edi¢do: 1925.

e Matematica divertida e curiosa — 1* edicdo: 1934.

e O Homem que calculava — 1* edi¢do: 1937.

e As grandes fantasias da matematica — 1* edi¢do: 1945.

e A equacdo da cruz — 1* edicdo: 1959.

e Antologia da matematica I — 1* edigdo: 1960.

e Antologia da matematica II — 1* edigdo: 1961.

e Matematica divertida e delirante — 1* edicao: 1962.

e Matematica recreativa, volume I — 1* edig@o: 1965.

e Matematica recreativa, volume I — 1* edi¢do: 1965.

e Os niimeros governam o mundo — 1* edi¢do: 1965.

e O problema das definicdes em matemaética — 1* edi¢do: 1965.

e Numerologia — 1* edi¢do: 1969.

No ano de 2010, o acervo Malba Tahan passou a ser gerido pelo Centro de Memoria

da Educac¢ao da Faculdade de Educagao da Universidade Estadual de Campinas — UNICAMP.
Este acervo contém intimeros exemplares de livros e documentos pessoais, tais como fotografias,

diplomas, recortes de jornal, cadernos de viagem e obras manuscritas do escritor (Pereira; Salles;
Pereira, 2017).

Devido a genialidade dos contos de Malba Tahan, inspiramo-nos em problemas presentes
nos mesmos para propor atividades que o professor de matematica da Educagio Bésica pode

utilizar em sala de aula.
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1.2 O GEOGEBRA E O GNU OCTAVE

Podemos considerar/empregar softwares mateméticos no processo de solu¢ao de um

problema.

Os sotfwares educativos, quando adequadamente utilizados, podem contribuir
para o ensino de vdrios conteidos matemaéticos. Cabe ao professor escolhé-los,
tendo em vista o planejamento previsto, seja pelo conteddo a ser abordado, pelo
tempo reservado para a atividade, pelo dominio (da ferramente ou contetido) da
turma ou por qualquer outro fator que possa interferir direta ou indiretamente
na condugdo da proposta. Com isso, ndo basta apenas o professor disponibilizar
de ferramentas se a aplicacdo delas ndo for pensada e estudada previamente
(Pertile; Pierozan; Lieban, 2012, p. 476).

Considerando a importancia dos aplicativos matemaéticos na resolucdo de problemas de-
safiantes, optamos por utilizar os softwares GeoGebra e GNU Octave com o intuito de dinamizar
estratégias que possibilitem ao estudante melhor compreensao dos problemas propostos/aborda-
dos.

O GeoGebra € um aplicativo gratuito que pode ser acessado por uma plataforma online
através de navegadores, ou ainda, por meio de download. Trata-se de um software dindmico de
matematica, que pode ser utilizado em todos os niveis de ensino e possibilita explorar contetdos
geométricos, algébricos, planilhas, graficos, estatisticas e cdlculos, tudo em uma tnica plataforma.
Além disso, a plataforma online oferece mais de um milhao de recursos gratuitos criados pela

comunidade do GeoGebra em vérios idiomas (GeoGebra, 2022b).

O download do aplicativo GeoGebra pode ser feito no link
<https://www.geogebra.org/download?lang=pt>.
Também € possivel acessar o0 GeoGebra de forma online através do link

<https://www.geogebra.org/>.

O GNU Octave € um software desenvolvido por John W. Eaton (2017) e muitos outros.
Por se tratar de uma linguagem de alto nivel, o GNU Octave € destinado principalmente para
célculos numéricos. Como € de acesso livre, qualquer pessoa € incentivada a torna-lo mais util,
contribuindo com funcdes adicionais e identificando/relatando problemas que surgem durante o
seu uso. Segundo Eaton (2023, n.p), o GNU Octave:

[. . ]fornece uma interface de linha de comando conveniente para resolver
numericamente problemas lineares e nao lineares e para realizar outros expe-
rimentos numéricos usando uma linguagem que € principalmente compativel
com Matlab. Também pode ser usado como uma linguagem orientada a objetos.

Como linguagem de programacio, o GNU Octave tem aplicagdes em sala de aula e

insere os estudantes no universo da 16gica, estimulando o interesse e a curiosidade (Neto, 2019).


https://www.geogebra.org/download?lang=pt
https://www.geogebra.org/
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E possivel acessar o GNU Octave online através do link
<https://octave-online.net/>.
Também podemos fazer o download do GNU Octave a partir do link
<https://octave.org/download>.

Considerando que os softwares GeoGebra e GNU Octave sdo ferramentas gratuitas
que possibilitam a interpretacdo e visualizacdo, em uma perspectiva dinamica, da solucao de
problemas aritméticos, algébricos e/ou geométricos, empregamos esses aplicativos para construir
atividades didéticas que o professor de matemética da Educagdo Bésica pode adaptar/empregar

em sala de aula.

1.3 JUSTIFICATIVA PARA A ESCOLHA DO TEMA

Entre o final do século XVI e o inicio do século XIX, houve grande colaboragdo do
ensino da Matemadtica em duas frentes: na formacao de profissionais que atuariam em diversos
tipos de construcdes - portos, canais, pontes, minas, entre outros - € na preparagdo de jovens para

situagdes de guerra (Valente, 1999 apud Parana, 2008).

Com a Revoluc¢do Industrial, evidenciaram-se diferengas entre classes sociais e
a necessidade de educagdo para essas classes, de modo a formar tanto trabalha-
dores quanto dirigentes do processo produtivo. Como a Matematica escolar era
uma importante disciplina para atender tal demanda, demarcava os programas
de ensino da época, uma vez que era a ciéncia que daria a base de conhecimento
para solucionar os problemas de ordem prética (Valente, 1999 apud Parand,
2008, p. 40-41).

A resolugdo de problemas € um dos desafios no ensino de matemaética; € uma metodologia
através da qual € oportunizado ao estudante a aplicagdao de conhecimentos matematicos adquiridos

em situacdes novas, de modo a resolver as questdes propostas (Dante, 2003 apud Parand, 2008).

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (Brasil, 2018) para o ensino de matema-
tica preconiza que o estudante utilize os contetidos matemadticos - conceitos, procedimentos,

resultados - na interpretacdo e resolucdo de problemas.

No Ensino Fundamental, essa drea, por meio da articulagio de seus diversos
campos — Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade —, pre-
cisa garantir que os alunos relacionem observacdes empiricas do mundo real a
representagdes (tabelas, figuras e esquemas) e associem essas representagoes
a uma atividade matematica (conceitos e propriedades), fazendo inducdes e
conjecturas. Assim, espera-se que eles desenvolvam a capacidade de identificar
oportunidades de utilizacdo da matemdtica para resolver problemas, aplicando
conceitos, procedimentos e resultados para obter solugdes e interpreté-las se-
gundo os contextos das situagdes (Brasil, 2018, p. 265).


https://octave-online.net/
https://octave.org/download
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Ainda, em sua quinta competéncia geral, a BNCC salienta o emprego de tecnologias

digitais na resolu¢do de problemas.

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informac@o e comunicacio
de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas préticas sociais
(incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informacdes,
produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria
na vida pessoal e coletiva (Brasil, 2018, p. 9).

Considerando o Ensino Fundamental, a BNCC assinala em sua quinta competéncia
especifica na area de matematica: “Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive
tecnologias digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de
outras areas de conhecimento, validando estratégias e resultados” (Brasil, 2018, p. 267). Para
0 Ensino Fundamental — Anos Finais, a BNCC enfatiza que se tem “como expectativa que os
estudantes sejam capazes de resolver problemas com ndmeros naturais, inteiros e racionais,
utilizando as opera¢des fundamentais, com seus diversos significados, fazendo uso de estratégias

diversificadas, compreendendo os processos neles envolvidos” (Brasil, 2018, p. 269).

O Curriculo da Rede Estadual Paranaense — CREP (Parana, 2021a) adiciona, ao anteri-
ormente adotado Referencial Curricular do Parand, principios, direitos e orienta¢des, trazendo os
contetidos para cada componente curricular em todos os anos do Ensino Fundamental, alinhando-
se desta forma ao que estabelece a BNCC. No CREP, a quinta competéncia especifica de
matemdtica da BNCC € a quinta competéncia especifica da drea de matemaética para o Ensino

Fundamental — Anos Finais (Parand, 2021a, p. 8-9).

De acordo com o Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parani — RCEMP
(Parana, 2021b, p. 504), a matematica no Ensino Médio propde “a retomada, a ampliacdo, o
aprofundamento e a consolidacdao das aprendizagens essenciais desenvolvidas na Educacao
Infantil e no Ensino Fundamental, visando, dessa forma, contribuir para a formacao integral dos

estudantes”.

A necessidade de uma relacdo dialdgica mais préxima entre o homem e os
recursos tecnoldgicos tem se tornado imprescindivel. Se havia dividas quanto
a utilizacdo das tecnologias nos espagos escolares e nas salas de aulas de
Matemadtica, o momento atual mostrou que sem elas nao seria possivel o didlogo
entre estudante e a escola em todas as dreas de conhecimento e etapas de ensino
(Parand, 2021b, p. 506).

Salientamos ainda a grande importancia da resoluciao de problemas no Exame Nacional
do Ensino Médio (ENEM) (Brasil, 2022). O ENEM foi instituido em 1998, objetivando avaliar o
desempenho escolar dos estudantes ao fim da Educacao Basica. No ano de 2009, o exame aper-
feicoou sua metodologia passando a ser usado como instrumento de acesso ao Ensino Superior.
Desde 2020, € ofertada ao participante a escolha entre fazer o exame de forma impressa ou pelo

ENEM Digital, utilizando, neste ultimo formato, provas aplicadas por meio de computadores.
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Nos dois modelos, os locais de prova sdo definidos previamente pelo Instituto Nacional de

Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira — INEP (Brasil, 2022).

De acordo com as referéncias do novo ENEM, h4 cinco eixos cognitivos comuns a todas

as areas de conhecimento.

I. Dominar linguagens (DL): dominar a norma culta da Lingua Portuguesa
e fazer uso das linguagens matemadtica, artistica e cientifica e das linguas
espanhola e inglesa.

II. Compreender fenémenos (CF): construir e aplicar conceitos das vérias
areas do conhecimento para a compreensdo de fendmenos naturais, de processos
histéricogeogrificos, da produgdo tecnoldgica e das manifestacdes artisticas.

III. Enfrentar situacoes-problema (SP): selecionar, organizar, relacionar,
interpretar dados e informagdes representados de diferentes formas, para tomar
decisdes e enfrentar situagdes-problema.

IV. Construir argumentacio (CA): relacionar informagdes, representadas em
diferentes formas, e conhecimentos disponiveis em situagdes concretas, para
construir argumentacio consistente.

V. Elaborar propostas (EP): recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na
escola para elaboracdo de propostas de intervengdo soliddria na realidade,
respeitando os valores humanos e considerando a diversidade sociocultural
(Brasil, 2022, p. 1).

Assim, a resolucao de problemas também € importante no Ensino Médio, mais especifi-

camente na preparacao dos estudantes que almejam participar do ENEM.

Resumindo, € notdvel a relevancia da resoluciao de problemas, bem como o uso de recur-
sos computacionais, no ensino de matematica. O emprego de ambos é devidamente amparado

por documentos oficiais, tanto no ambito estadual quanto nacional.

1.4 REVISAO DA BIBLIOGRAFIA

Ao realizar a pesquisa, em outubro de 2022, no banco de dissertagdes do Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional — PROFMAT (SBM, 2022) com o nome “Malba
Tahan”, obtivemos apenas um (01) resultado: o trabalho de Mario Filho (2013).

A abordagem de Mario Filho (2013) consiste em enaltecer a biografia do Professor Jilio
Cesar Mello e Souza. Além disso, direciona o trabalho a investigacdo de alguns problemas da
obra O homem que calculava. Dentre os problemas trabalhados, estd o famoso Problema dos 35
camelos, que também consta no nosso trabalho, porém com andlises diferenciadas. Enquanto
Mairio Filho (2013) explora a solu¢do por meio da aritmética, interpretamos o problema geome-
tricamente e algebricamente com o uso dos softwares GeoGebra e GNU Octave, respectivamente.
Miario Filho menciona a importincia dos recursos tecnologicos no ensino de matematica, mas

ndo aprofunda essa ideia.

Realizando uma nova pesquisa no banco de dissertacdoes do PROFMAT (SBM, 2022)
com as palavras “resolucdo de problemas”, obtivemos 162 registros. Dos trabalhos elencados, o
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que possui maior relagdo com o que realizamos € o de Schneider (2022). O trabalho consiste em
um estudo sobre o uso das teorias de George Polya sobre o ensino de resolucio de problemas,
apresentando o método de resolucao de problemas presente no livro A Arte de Resolver Problemas
(Polya, 1995), e aplicando o método no contexto da sala de aula no Ensino Fundamental e no
Ensino Médio. Schneider (2022) desmembrou seu trabalho nos seguintes capitulos: introdugao;
o uso da resolu¢do de problemas no ensino de matemadtica; Polya e a resolu¢do de problemas;
conceitos matemadticos; aplicacdo; construindo um material didatico e conclusdo. O capitulo
que melhor se relaciona com nosso trabalho € o uso da resolucdo de problemas no ensino de
matemadtica, no qual Schneider estabelece uma ligacao entre a resolu¢do de problemas e a BNCC
e também com o ENEM. Além disso, discorre sobre a origem e a evolugdo da teoria de resolugdo

de problemas.

Em uma nova pesquisa realizada no banco de dissertacdes do PROFMAT (SBM, 2022)
com a palavra “GeoGebra”, obtivemos 394 registros. Dentre estes, o trabalho que possui maior

similaridade com o que realizamos € o de Galvao (2021).

Nos agradecimentos, Galvao (2021) faz menc¢ao ao ilustre Professor Jilio Cesar de Mello
e Souza. Em seu trabalho, o autor propde formas de utilizar programas de computadores no en-
sino e aprendizagem de matemadtica para desenvolver o pensamento computacional. Dentre esses
programas, destaca o software GeoGebra. O trabalho estd dividido em: o uso do computador
na Educacio Bésica; geometria e construcionismo de Papert; algoritmos e programacao; ldgica
e dlgebra de Boole; sequéncias e solu¢des computacionais iterativas; recorréncias e solugdes
computacionais recursivas; divisibilidade e nimeros primos; sistemas de numeracao e consi-
deragdes finais. A parte que mais se alinha ao nosso trabalho refere-se as informagdes sobre o
uso do computador na Educacao Bésica, em que Galvao (2021) explana acerca do laboratério
de matematica, algoritmos e programacao, as principais barreiras e como mitiga-las, e, por fim,

sobre o software GeoGebra.

Ao realizar a pesquisa no banco de dissertacdes do PROFMAT (SBM, 2022) com o
termo “Octave”, obtivemos apenas um (01) resultado: a dissertagdo de Jodo Neto (2019). O
trabalho consiste na aplica¢do do software GNU Octave com enfoque em operagdes com matrizes.
O autor divide seu trabalho em seis partes: ideias iniciais sobre matrizes e operacoes; sobre
o Octave; matrizes e figuras bidimensionais; utilizando o Octave em sala de aula; relato da
experiéncia de ensino e consideracdes finais. A parte que mais se alinha ao nosso trabalho
refere-se as informacgdes sobre 0 GNU Octave, onde Jodo Neto mostrou, de forma muito didética,

os comandos e exemplos de atividades, bem como o link da pigina inicial para download.

De todos os trabalhos analisados nesta revisdo, nenhum se assemelha na integra com o
presente trabalho, uma vez que apresentamos uma compilagcdo de ideias com o diferencial de
conduzir a uma interpretacdo dindmica de um grupo seleto de problemas associados aos contos
de Malba Tahan.
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1.5 OBIJETIVOS

1.5.1 OBJETIVO GERAL

Construir experiéncias dindmicas com o GeoGebra e 0 GNU Octave para explorar
problemas aritméticos, algébricos e geométricos desafiadores, estruturados a partir de problemas

presentes nos contos de Malba Tahan.

1.5.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Elencar informacdes relevantes sobre a manipulacdo e funcionamento dos softwares
GeoGebra e GNU Octave.

2. Ressaltar a importancia da resolu¢ao de problemas como metodologia de ensino, ou
como elemento motivador (ou de aplicacao) do processo de ensino e aprendizagem em

matematica.

3. Organizar atividades didaticas sobre a resolu¢@o de problemas, baseadas nas competéncias
gerais e especificas da BNCC e do RCEMP.

1.6 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

A metodologia usada neste trabalho € quantitativa, bibliogrifica e descritiva. Neste

sentido, adotamos os seguintes procedimentos metodoldgicos:

1. selecdo bibliografica de problemas aritméticos, algébricos e geométricos nas obras de
Malba Tahan;

2. emprego do software GeoGebra (GeoGebra, 2022a) e GNU Octave (Eaton, 2023) na

interpretacdo e resolugdo dos problemas selecionados;

3. organizagdo de atividades didéticas fundamentadas na BNCC e no RCEMP.

1.7 ESTRUTURA DO TRABALHO

O presente trabalho estd organizado em cinco capitulos:

— no primeiro capitulo, apresentamos uma breve biografia do Professor Julio Cesar de
Mello e Souza, a justificativa, a revisdo bibliografica, os objetivos, os procedimentos

metodoldgicos e a estrutura do trabalho;

— no segundo capitulo, analisamos geometricamente e algebricamente o famoso problema

dos 35 camelos;



27
no terceiro capitulo, introduzimos o problema dos quadrados mégicos para calcular deter-
minantes com o GNU Octave;

no quarto capitulo, analisamos, a partir do conto A hipérbole de um poeta, o famoso

problema da duplica¢do do cubo;

no quinto capitulo, organizamos atividades didéticas baseadas nas competéncias gerais e
especificas da BNCC e do RCEMP;

no sexto capitulo, mencionamos as conclusdes do trabalho.
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2 O PROBLEMA DOS 35 CAMELOS

Uma das obras de Malba Tahan que obteve Figura 2.1 — Capa do livro O homem que

grande sucesso, inclusive com alcance internacional, calculava, edicio de 1937
é o livro O homem que calculava (Tahan, 2008b),
cuja capa referente a primeira edi¢do, ocorrida em
1937, conforme ilustra a Figura 2.1. Esta obra narra
as aventuras do calculista persa Beremiz Samir. A
trama transcorre durante uma longa viagem, na qual
Beremiz resolve diversos problemas usando, com
maestria e inteligéncia, a ciéncia que mais conhecia:

a matematica.

Entre os problemas solucionados por Bere-

miz estd o o problema dos 35 camelos, que con-

. L : <

textualiza a divisao de 35 camelos deixados como A - ,

heranca a trés irmaos nas seguintes razdes: % para o e : o

. 1 s~ . 1 . Qa‘/aﬁa ega'}lﬂj:f 7

mais velho, 3 para o irm&o do meio e § para o0 mais
Fonte: Pereira, Salles e Pereira (2017).

novo.

O impasse ocorre quando os irmdos tentam fazer a partilha e os valores resultam em
numeros decimais: 35 ndo € divisivel por 2, 3 € 9, o que inviabiliza a divisdo obedecendo as regras
proporcionais impostas pelo pai dos herdeiros. Analisamos neste Capitulo como o perspicaz

Beremiz solucionou o Problema 2.1, transcrito de Tahan (2008b, p. 21-23).

Problema 2.1. Poucas horas havia que viajdvamos sem interrup¢do, quando nos ocorreu uma
aventura digna de registro, na qual meu companheiro Beremiz, com grande talento, pos em
prdtica as suas habilidades de eximio algebrista.

Encontramos, perto de um antigo caravangard (refiigio construido pelo governo ou por pessoas
piedosas a beira do caminho, para servir de abrigo aos peregrinos; espécie de rancho de grandes
dimensoes em que se acolhiam as caravanas) meio abandonado, trés homens que discutiam
acaloradamente ao pé de um lote de camelos.

Por entre pragas e impropérios gritavam possessos, furiosos:

— Nado pode ser!
— Isto é um roubo!

— Nado aceito!

O inteligente Beremiz procurou informar-se do que se tratava.
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— Somos irmdos — esclareceu o mais velho — e recebemos, como heranga, esses 35 camelos.
Segundo a vontade expressa de meu pai, devo receber a metade, o meu irmdao Hamed
Namir uma terca parte e ao Harim, o mais mocgo, deve tocar apenas a nona parte. Ndo
sabemos, porém, como dividir dessa forma 35 camelos e a cada partilha proposta segue-se
a recusa dos outros dois, pois a metade de 35 é 17 e meio. Como fazer a partilha se a

terca parte e a nona parte de 35 também ndo sdo exatas?

— E muito simples — atalhou o Homem que Calculava. — Encarrego-me de fazer, com justica,
essa divisdo, se permitirem que eu junte aos 35 camelos da herancga este belo animal que,

em boa hora, aqui nos trouxe!
Neste ponto, procurei intervir na questao:

— Nao posso consentir em semelhante loucura! Como poderiamos concluir a viagem, se

ficdssemos sem o camelo?

— Nao te preocupes com o resultado, 6 Bagdali! — replicou-me em voz baixa Beremiz. — Sei
muito bem o que estou fazendo. Cede-me o teu camelo e verds no fim a que conclusdo

quero chegar.

Tal foi o tom de seguranca com que ele falou, que nao tive diivida em entregar-lhe o meu belo
Jjamal (uma das muitas denominacoes que os drabes ddao ao camelo), que, imediatamente, foi

reunido aos 35 ali presentes, para serem repartidos pelos trés herdeiros.

— Vou, meus amigos — disse ele, dirigindo-se aos trés irmdos —, fazer a divisdo justa e exata

dos camelos que sdo agora, como veem, em niimero de 36.
E, voltando-se para o mais velho dos irmdos, assim falou:

— Deverias receber, meu amigo, a metade de 35, isto é, 17 e meio. Receberds a metade de 36

e, portanto, 18. Nada tens a reclamar, pois é claro que saiste lucrando com esta divisao!
E, dirigindo-se ao segundo herdeiro, continuou:

— E tu, Hamed Namir, deverias receber um terco de 35, isto é, 11 e pouco. Vais receber um
terco de 36, isto é, 12. Nao poderds protestar, pois tu também saiste com visivel lucro na

transagdo.
E disse, por fim, ao mais mogo:

— E tu, jovem Harim Namir, segundo a vontade de teu pai, deverias receber uma nona parte
de 35, isto é, 3 e tanto. Vais receber uma nona parte de 36, isto é, 4. O teu lucro foi

igualmente notdvel. So tens a agradecer-me pelo resultado!
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E concluiu com a maior seguranga e serenidade:

— Pela vantajosa divisdo feita entre os irmdos — partilha em que todos trés sairam lucrando —
couberam 18 camelos ao primeiro, 12 ao segundo e 4 ao terceiro, o que dd um resultado
18 + 12 + 4 = 34 camelos. Dos 36 camelos, sobram, portanto, dois. Um pertence, como
sabem, ao bagdali, meu amigo e companheiro, outro toca por direito a mim, por ter

resolvido, a contento de todos, o complicado problema da heranga!

— Sois inteligente, 0 Estrangeiro! — exclamou o mais velho dos trés irmdos. Aceitamos a

vossa partilha na certeza de que foi feita com justica e equidade!

E o astucioso Beremiz — o Homem que Calculava — tomou logo posse de um dos mais belos

“jamales” do grupo e disse-me, entregando-me pela rédea o animal que me pertencia:

— Poderds agora, meu amigo, continuar a viagem no teu camelo manso e seguro! Tenho

outro, especialmente para mim!

E continuamos nossa jornada para Bagdad.

2.1 DESVENDANDO O PROBLEMA

Para interpretar o problema € necessario revermos a fundamentacgao teérica referente a
divisibilidade.
Em relacdo a divisibilidade por 2, temos a Proposicao 2.1 (Hefez, 2009, p.28).

Proposicao 2.1. Um niimero n € 7 é muiltiplo de 2 se, e somente se, o seu algarismo das

unidades é par.

Desta forma, podemos considerar duas classes para os nimeros inteiros: a dos niimeros
pares, que sdo os nimeros da forma n = 2¢, ¢ € N; a dos niimeros impares, que sao os
numeros da forma n = 2q + 1, ¢ € N (Hefez, 2006, p. 48). Logo, podemos afirmar que: todo
numero par € divisivel por 2, isto €, o resto da divisdo por 2 € zero; o resto da divisdo de todo

nimero impar por 2 € um.
Quanto a divisibilidade por 3 e por 9, temos a Proposi¢do 2.2 (Hefez, 2006, p.47).
Proposicao 2.2. Seja a = r,,...r17o um niimero representado no sistema decimal. Uma condigdo

necessdria e suficiente para que a seja divisivel por 3 ou por 9 é que r, + ... + 1 + ¢ Seja

divisivel por 3 ou por 9, respectivamente.

Relembrados os critérios de divisibilidade por 2, 3 e 9, analisemos a solu¢do do Problema
2.1.
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O nimero 35 ndo € divisivel por 2, nem por 3 ou por 9, que sdo os denominadores

de cada razdo considerada na partilha: %, % e é. Assim, a divisdo de 35 por 2, 3 e 9 resulta,

respectivamente, em aproximadamente 17, 5; 11,7 e 3,9; o que inviabiliza a partilha.

Por outro lado, 36 € multiplo de 2, 3 € 9, o que torna possivel a divisdo dos camelos entre
os irmaos quando Beremiz acrescenta um camelo a partilha. A divisdo de 36 por 2, 3 e 9 resulta,
respectivamente, em 18, 12 e 4. Tais valores representam a quantidade de camelos cabivel a cada
herdeiro, que em comparacao a divisdo realizada usando os 35 camelos mostra-se mais vantajosa.
Da soma 18 + 12 + 4 obtemos 34, isto €, um camelo a menos do que a quantidade inicial da
heranca. Deste modo, Beremiz ganha um camelo, devolve o camelo ao companheiro viajante e

resolve o impasse entre os trés irmaos, que ficam gratos com o lucro obtido.

Propomos a seguir duas questdes que evidenciam o raciocinio usado por Beremiz na

resolucao do Problema 2.1.

Questao 2.1. Conseguiriamos efetuar a partilha dos 35 camelos para qualquer quantidade de

camelos adicionada?

Acrescentando uma quantidade p = 1,2, 3, ... de camelos a quantidade inicial constante

no Problema 2.1, temos que:

o 354 1 = 36, que é divisivel por 2,3 e 9;

¢ 354 2 = 37, que nao é divisivel por 2,3 e 9;

o 35+ 3 = 38, que 38 € divisivel por 2, mas ndo ¢ divisivel por 3 e 9;
¢ 35 + 4 = 39, que ndo € divisivel por 2 e 9, mas € divisivel por 3;

o 35 + 5 = 40, que € divisivel por 2, mas ndo é divisivel por 3 e 9;

o 354 6 = 41, que nao é divisivel por 2,3 e 9;

o 35+ 7 =42, que € divisivel por 2 e 3, mas ndo € divisivel por 9;

¢ 35+ 8 = 43, que ndo é divisivel por 2,3 e 9;

o 3549 = 44, que € divisivel por 2, mas nao € divisivel por 3 e 9;

o 35+ 10 = 45, que ndo € divisivel por 2, mas € divisivel por 3 e 9;
o 35+ 19 = 54, que € divisivel por 2,3 e 9;

o 354 37 = 72, que € divisivel por 2, 3 e 9;
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Analisando as somas elencadas anteriormente, concluimos que a partilha é possivel se
o numero de camelos for um multiplo de 18, que é o menor multiplo comum de 2, 3 € 9, ou
seja, mmc(2,3,9) = 18. Portanto, para efetuar a partilha devemos considerar os multiplos de 18
maiores ou iguais do que 36: {36,54, 72,108, ... }.

Questao 2.2. Se o niimero de camelos for um muiiltiplo de 18 maior do que 36, a partilha pode

ser mais vantajosa para o calculista do que o resultado do Problema 2.1?

Responderemos a Questdo 2.2 observando o Exemplo 2.1.

Exemplo 2.1. Realizando a partilha de 35 + 19 = 54 camelos segundo as razoes %, % e %,
obtemos: 27 camelos para o irmdo mais velho, 18 camelos para o irmdo do meio e 6 camelos
para o irmdo mais novo, totalizando 51 camelos. Neste caso, haveria uma sobra de 3 camelos.
Porém, o calculista teria que devolver os 19 camelos “emprestados”, o que acarretaria um

prejuizo de 16 camelos.

Analogamente ao Exemplo 2.1, constatariamos prejuizo para o calculista empregando
multiplos de 18 maiores do que 54. Portanto, Beremiz foi astuto ao empregar o nimero 36,
uma vez que este € o unico multiplo de 18 que lhe proporciona lucro, assim como para os trés

herdeiros.

2.2 USANDO CONGRUENCIAS

De acordo com Hefez (2006, p. 40): “como a divisdo de um niimero inteiro por outro nem
sempre € possivel, expressa-se essa possibilidade através da relacdo de divisibilidade”. Deste

modo, usamos a congruéncia como uma outra forma de resolver o Problema 2.1.

Dados dois niimeros a e b, com a,b € N, temos que se a|b (a divide b), entdo existe
c € Ntal que b = ac, isto é, b € divisivel por a ou b é um mudltiplo de a. Os conceitos de multiplo
e divisor, assim como os critérios de divisibilidade, estdo associados ao conceito de congruéncia,
este estabelecido pela Defini¢do 2.1 (Hefez, 2006, p. 110).

Definicao 2.1. Seja m um niimero natural diferente de zero. Diremos que dois niimeros a e b
sdo congruentes modulo m se os restos de sua divisdo euclidiana por m sdo iguais. Quando os

inteiros a e b sdo congruentes modulo m, escreve-se
a = b mod m.

Da Definicdo 2.1 decorre que a congruéncia é uma relacdo de equivaléncia. Essa relacio

€ explicitada pela Proposicao 2.3 (Hefez, 2006, p. 110).

Proposicao 2.3. Seja m € N, com m > 1. Para todos a,b, c € N, tem-se que:
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(i) a = a mod m,
(ii) se a = bmod m, entdo b = a mod m;

(iii) se a = bmod m e b = ¢ mod m, entdo a = ¢ mod m.

Para comprovar se dois niimeros naturais a € b, com b > a, sdo congruentes médulo m,
ndo precisamos dividir ambos por m para depois comparar os restos. Basta verificar se m divide

b — a. Esse resultado é estabelecido pela Proposicao 2.4 (Hefez, 2006, p.111).

Proposicao 2.4. Suponha que a,b,m € N, com m > 1, sdo tais que b > a. Tem-se que a = b

mod m se, e somente se, m|(b — a).

Empregando a Proposi¢do 2.4 e a prova por contradicdo, mostraremos que 35 nao é

divisivel por 2,3 e 9.

1. Os numeros 35 e 0 ndo sdo congruentes modulo 2
Suponhamos que 35 = 0 mod 2. Logo, 2|(35 — 0), o que implica 2|35 e que existe f € N
tal que 35 = 2f. Disto resulta que [ = 375 Mas como f € N, temos uma contradi¢ao.

Portanto, 2 t 35 (2 ndo divide 35).

2. Os numeros 35 e 0 ndo sio congruentes médulo 3
Admitamos que 35 = 0 mod 3. Assim, 3|(35 — 0), o que resulta 3|35. Logo, existe g € N
tal que 35 = 3¢, 0 que implica em g = % Contudo, g € N, o que é uma contradigdo.
Portanto, 3t 35.

3. Os numeros 35 e 0 ndo sdo congruentes médulo 9
3beexiste h € N

Consideremos que 35 = 0 mod 9, ou seja, 9((35 — 0). Desta forma, 9

tal que 35 = 9h, donde resulta que h = 35 Entretanto, h € N, o que € uma contradi¢ao.

9
Portanto, 91 35 (3 ndo divide 35).

Analogamente, podemos mostrar de forma direta usando congruéncias que 2|36, 3|36 e
9|36, isto é, 36 = 0 mod 2, 36 = 0 mod 3 e 36 = 0 mod 9. A partir destas suposi¢oes, devem
existir constantes ¢, d,e € N tais que 36 = 2¢, 36 = 3d e 36 = 9e¢, 0 que resulta em ¢ = 18,
d =12 e e = 4. Portanto, ¢, d, e € N e 2|36, 3|36 e 9|36.

Construimos no GeoGebra uma atividade para testar congruéncias médulo 3, ou seja,
n=bmod3,ne NU{0},0<n<72,b=0,1,2.
Disponibilizamos essa atividade no link

<https://www.geogebra.org/classic/ekx4m6xz>.


https://www.geogebra.org/classic/ekx4m6xz
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Para executar a atividade, devemos mover o controle deslizante a esquerda (que representa

os valores de n), obtendo como resultado o nimero b, este sendo apontado pelo vetor no circulo.

2.2.1 INTERPRETACAO GEOMETRICA COM O GEOGEBRA

Nesta secdo, interpretamos geometricamente o Problema 2.1 no GeoGebra. Para tanto,
iniciemos recordando os conceitos de funcdo afim e de fungdo constante — Defini¢Oes 2.2, 2.3 e
Defini¢ao 2.4 (Lima, 2014).

Definicao 2.2. Dados os conjuntos X e Y, uma funcdo f : X — Y (lé-se "uma funcdo de X em
Y") é uma regra (ou conjunto de instrucéoes) que diz como associar a cada elemento x € X um

elemento y = f(x) € Y (leia-se "y igual a f de x").

Definicio 2.3. Denomina-se fungdo afim a fungdo [ : R — R da forma f(x) = ax + b, com

z,a,b € Rea,b#0.Quando b =0, afuncdo f(x) = ax é denominada funcdo linear.

Definicdo 2.4. Denomina-se fungdo constante a fungdo f : R — R da forma f(z) = b, com
beR.

Para a interpretacdo geométrica do Problema 2.1, construimos no GeoGebra as seguintes

fungdes constantes:

e g(x) = 35, que representa a quantidade de camelos deixada como heranca aos trés filhos;

e f(x) = 35 + b, que representa a quantidade de camelos deixada como heranga aos trés

filhos com o acréscimo de b camelos.

Além das duas fung¢des, também determinamos os pontos que representam a quantia de
camelos atribuida a cada um dos trés irmaos em fun¢do da quantidade de camelos considerada

na partilha.

o O ponto A = (x4,ya) refere-se a parte da heranga que compete ao irmdo mais novo:
x 4 representa a quantidade de camelos que cabe a esse irmao e y 4 representa o total de

camelos que estd sendo considerado na partilha.

o O ponto B = (xp,yp) refere-se a parte da heranga que compete ao irmdo do meio: xp
representa a quantidade de camelos que cabe a esse irmdo e yp representa o total de

camelos que estd sendo considerado na partilha.

© O ponto C' = (z¢,yc) refere-se a parte da heranca que compete ao irmao mais velho:
xo representa a quantidade de camelos que cabe a esse irmao e y representa o total de

camelos que estd sendo considerado na partilha.
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No GeoGebra, os pontos A, B e C' aparecem, respectivamente, na intersecio da reta que

representa a funcdo f(z) com as retas que representam as seguintes funcdes lineares:

e h(x), que passa pelos pontos A(z4,y4) e O(0,0);
e r(x), que passa pelos pontos B(zg,yg) e O(0,0);
e s(x), que passa pelos pontos C(z¢, yco) e O(0,0).
A Figura 2.2 ilustra a constru¢do das fun¢des no GeoGebra. Quando b = 0, temos que as
fungdes f(z) e g(x) sdo coincidentes.

Figura 2.2 — Interpretagio geométrica do Problema 2.1 no GeoGebra: as fungdes f(z) (verme-
1ho), g(z) (azul), h(z) (), r(x) (marron) e s(x) (verde)
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Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

No GeoGebra, podemos manipular o controle deslizante b, com 0 < b < 37, de maneira
que a fun¢do f(x) = y = 35 + b, que representa a quantidade de camelos deixada como heranga
aos filhos com o acréscimo de b camelos, e os pontos A, B e C (parte superior esquerda da
Figura 2.2) sejam visualizados de forma dindmica. A constru¢do pode ser acessada através do
link

<https://www.geogebra.org/classic/dnfhuv3f>.

Ao mover o controle deslizante b no GeoGebra, é importante observarmos as solucoes

naturais, assim como a melhor solu¢@o para o Problema 2.1. Exemplificando:
* parab = 1, temos que A = (4,36), B = (12,36) e C = (18, 36);

* para b = 19, temos que A = (6,54), B = (18,54) e C' = (27,54);

* para b = 37, temos que A = (8,72), B = (24,72) e C = (36,72).


https://www.geogebra.org/classic/dnfhuv3f
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2.2.2 INTERPRETACAO ALGEBRICA COM O GNU OCTAVE

Outra forma de interpretar o Problema 2.1 € por intermédio da solugdo de sistemas de
equacdes lineares. Para tanto, utilizamos a ferramenta computacional GNU Octave. E importante
ressaltar que o GNU Octave necessita de dados em linguagem de programacgao propria para que

consigamos manipulé-lo.

Consideremos os seguintes sistemas de equagdes lineares do primeiro grau, representati-

vos do Problema 2.1.

y= 3540

oy y 2.1
! 2

y= 35+0b

oy 2.2)
? 3

y= 35+0b

. y (2.3)
T

Nos sistemas (2.1)-(2.3), temos que:

y = 35 + b representa a quantidade de camelos deixada como heranga aos trés filhos com

o acréscimo de b camelos;

® X; = % representa a equacao da quantidade de camelos deixada como heranca para o filho

mais velho;

® Xo = g representa a equacao da quantidade de camelos deixada como heranga para o filho

do meio;

® X3 = g representa a equacao da quantidade de camelos deixada como heranca para o filho

mais mogo;

e ) ¢é a varidvel independente, onde b > 0.

Acessando o GNU Octave, criamos um script para resolver os sistemas (2.1), (2.2) e
(2.3). De acordo com Silva (2023, p. 17): “Um script € um arquivo com comandos interpretaveis
pelo Matlab cujo nome termina com a extensao .m”. Essa definicdo também vale para o GNU

Octave.

No GNU Octave, aconselha-se a iniciar um script usando os comandos clear all, close
all e clc, cuja finalidade €, respectivamente, limpar as varidveis, fechar as imagens excedentes e
limpar a janela de comandos, facilitando desse modo a visualizagdo de todo processo de criagcdo
de um script (Statella, 2022a).
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Ainda, usamos o comando disp para escrever frases curtas. Segundo Silva (2023, p. 7):

“Este comando recebe como parametro, entre parénteses e aspas simples, o texto que deve ser

impresso na tela”. J4 o comando format bank formata os dados numéricos de saida com duas

casas decimais. A Figura 2.3 ilustra a parte inicial do script empregando esses comandos.

Figura 2.3 — Script para solucionar o Problema 2.1: comandos iniciais

Arquivo

+

Editar Visualizar Depurar Executar Ajuda

CLEGE ZE > 00O

F sistemas_script.m [

1
2

3
4
=
6
7
8

clear all, close all, clc
format bank

disp('f(x) = 35 + b")

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Em seguida, usando o comando input, que serve para a leitura dos valores digitados na

janela de comandos (Silva, 2023), criamos uma entrada de dados para a varidvel independente .

E finalmente atribuimos os valores paray = 35+ b, x1 = 4, 29 = Y e x5 = %. A estrutura final

2° 3

do scrip estd ilustrada na Figura 2.4.

Figura 2.4 — Script para solucionar o Problema 2.1: estrutura final

Arguivo Editar Visualizar Depurar Executar Ajuda

+

‘HEm™m> B N XeX>Xx¥ %

Sistemas_script.m D

1

O~ o 0l W

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

clear all, close all, clc
format bank
disp('f(x) = 35 + b'")

b

input ('Digite um valor para b = ")

y (35+Db)

disp('Parte do irmdo mais velho.')
x 1=y/2

disp('Parte do irmdo do meio.')

X 2 =y/3

disp('Parte do irmdoc mais novo.')

X 3 =y/9

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Executando o script com o botdo verde em forma de seta na parte superior da Figura 2.4,

obtemos os resultados na janela de comandos — Figura 2.5.
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Figura 2.5 — (a) Atribui¢do de valor para b; (b) valores calculados para x1, x5 € x3

Janela de Comandos
Janela de Comandos

fi(x) = 35 + b
fiz) = 35 + b Digite um valor para b = 8
Digite um valor para b = b = 8§.00

v = 43.00

Parte do irmdo mais welho.
X 1= 21.50

Parte do irmdo do meio.

X 2= 14.33

Parte do irmdo mais novo.
X 3=4.78

>>

(a) (b)
Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Atribuindo b = 1, obtemos o resultado mais favoravel a Beremiz e aos trés irmaos

segundo a solucdo proposta pelo calculista no Problema 2.1. A Figura 2.6 ilustra essa solucao.

Figura 2.6 — Solu¢do do Problema 2.1 para b = 1

Janela de Comandos

fix) = 35 + b

Digite um valor para b = 1
b = 1.00

v = 36.00

Parte do irmdoc mais wvelho.
x 1 = 18.00

Parte do irmdo do meio.

x 2 =12.00

Parte do irmdoc mais novo.

x 3 = 4.00

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Observacao 2.1. O professor de matemdtica da Educagdo Bdsica pode adaptar o script da
Figura 2.4 para generalizar a solucdo do Problema 2.1, ou seja, para quaisquer quantidades de
camelos na partilha. Para tanto, basta definir a fungdo como f(x) = x + b, com x como dado
de entrada, assim como foi feito para b. Ainda, o script pode ser aperfeicoado impondo-se uma
limitacdo para b, uma vez que b € N. Desta forma, o programa pode devolver uma mensagem
do tipo “O valor de b dever ser um niimero natural”, quando se digita para b um valor decimal

e/ou negativo.
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3 O PROBLEMA DOS QUADRADOS MAGICOS

No Problema 3.1, que € um conto do livro O Homem que calculava (Tahan, 2008b, p.
109-113), um quadrado mégico e um tabuleiro sdo resgatados por Nuredim em sua busca pelo
caligrafo que o rei queria interrogar com o objetivo de saber mais sobre os nimeros amigos —
Definicdo 3.1.

Definicao 3.1. Dois niimeros naturais sdo denominados amigos se cada um deles é igual a
soma dos divisores proprios do outro. Os divisores proprios de um niimero n. € N sdo todos os

divisores de n, exceto o proprio n.

O Exemplo 3.1 destaca dois nimeros amigos.

Exemplo 3.1. Os divisores prdprios de 220 sdo {1,2,4, 5,10, 11,20, 22,44, 55,110}, cuja soma
é 284, enquanto que os divisores proprios de 284 sdo {1,2,4,71,142}, cuja soma é 220. Logo,

os numeros 220 e 284 sdo amigos segundo a Defini¢do 3.1.

Beremiz € questionado sobre o tabuleiro com nimeros e o calculista explica os quadrados
magicos para o sultdo. O rei também pergunta sobre a lenda do xadrez, sendo este outro conto
relatado em Tahan (2008b).

Problema 3.1. Nuredim ndo fora favorecido pela sorte ao dar desempenho a sua missdo. O
caligrafo que o rei queria, com tanto empenho, interrogar sobre o caso dos “niimeros amigos”
ndo se encontrava mais entre os muros de Bagdd.

Ao relatar as providéncias que tomara a fim de dar cumprimento a ordem do califa, assim falou

0 nobre muculmano:

— Deste paldcio parti, acompanhado de trés guardas, para a mesquita de Otma (Ald que
a nobilite cada vez mais!). Informou-me um velho imd que zela pela conservacdo desse
templo que o homem procurado residira, realmente, durante vdrios meses, em uma casa
proxima. Poucos dias antes, porém, seguira para Bdgcora em uma caravana de vendedores
de tapetes e velas. Soube ainda que o caligrafo (cujo nome o imd ignorava) vivia so,
e raras vezes deixava o pequeno e modesto aposento em que morava. Achei que devia
examinar a antiga habitagdo do caligrafo, pois era bem provadvel que fosse ld encontrar

alguma aplicagdo que me facilitasse as pesquisas.

O aposento achava-se abandonado desde o dia em que fora deixado pelo seu antigo morador.
Tudo ali demonstrava lamentdvel pobreza! Um leito grosseiro, atirado ao canto, era todo
o mobilidrio. Havia, entretanto, sobre uma caixa tosca de madeira, um tabuleiro de xadrez,

acompanhado de algumas pecas desse nobilitante jogo e, na parede, um quadro cheio de niimeros.
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Achei estranho que um homem paupérrimo, que arrastava uma vida tdo cheia de privagoes,
cultivasse o jogo de xadrez e adornasse a parede de sua casa com figuras feitas de expressoes
matemdticas. Resolvi trazer comigo o tabuleiro e o tal quadrado numérico, para que os nossos
dignos ulemds pudessem observar essas reliquias deixadas pelo velho caligrafo.

O sultdo, tomado, entretanto, de viva curiosidade pelo caso, mandou que Beremiz examinasse
com a devida atencdo o tabuleiro e a figura, que mais parecia trabalho de um discipulo de
Al-Kharismi do que enfeite para quarto de pobre.

Depois de ter observado com meticuloso cuidado o tabuleiro e o quadro, disse o Homem que

Calculava:

— FEsta interessante figura numérica, encontrada no quarto abandonado pelo caligrafo,

constitui o que chamamos um “quadrado mdgico”.

— Tomemos um quadrado e dividamo-lo em 4, 9 ou 16 quadrados iguais, a que chamaremos

casas.

— Em cada uma dessas casas coloquemos um niimero inteiro. A figura obtida serd um
quadrado mdgico quando a soma dos niimeros que figuram em uma coluna, em uma
linha ou em qualquer das diagonais for sempre a mesma. Esse resultado invaridvel é
denominado constante do quadrado e o niimero de casas de uma linha é o modulo do

quadrado.

— Os nuimeros que ocupam as diferentes casas do quadrado mdgico devem ser todos diferen-

tes e tomados na ordem natural.

— FE obscura a origem dos quadrados mdgicos. Acredita-se que a construgdo dessas figuras
constituia, jd em época remota, um passatempo que prendia a aten¢do de grande niimero

de curiosos.

— Como os antigos atribuiam a certos niimeros propriedades cabalisticas, era muito natural

que vissem virtudes mdgicas nos arranjos especiais desses nimeros.

— Os matemdticos chineses que viveram 45 séculos antes de Maomé jd conheciam os

quadrados mdgicos.
— O quadrado mdgico com 4 casas ndo pode ser construido.

— Na India muitos reis usavam o quadrado mdgico como amuleto; um sdbio do Iémen
afirmava que os quadrados mdgicos eram preservativos de certas moléstias. Um quadrado
mdgico de prata, preso ao pescogo, evitava, segundo a crenga de certas tribos, o contdgio

da peste.

— Quando um quadrado mdgico apresenta certa propriedade, como, por exemplo, a de ser

decomponivel em vdrios quadrados mdgicos, leva o nome de hipermdgico.
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— Entre os quadrados hipermdgicos podemos citar os diabolicos. Assim se denominam os
quadrados que continuam mdgicos quando transportamos uma coluna que se acha a

direita para a esquerda, ou quando passamos uma linha que estd embaixo para cima.

As indicagoes dadas por Beremiz sobre os quadrados mdgicos foram ouvidas com a maior
atengdo pelo rei e pelos nobres mugulmanos.

Um velho ulemd, de olhos claros e nariz achatado, mas muito risonho e simpdtico, depois de
dirigir palavras elogiosas ao “eminente Beremiz Samir, do pais do Ira”, declarou que desejava
fazer uma consulta ao sabio calculista.

A consulta do ulemd risonho e simpdtico era a seguinte:

— Seria possivel, a um geometra, calcular a relacdo exata entre uma circunferéncia e o
seu diametro? Em outras palavras: “Quantas vezes uma circunferéncia contém o seu

diametro?”
A resposta a essa pergunta formulou-a o calculista nos seguintes termos:

— Nado é possivel obter a medida exata de uma circunferéncia mesmo quando conhecemos o
seu didmetro. Dessa medida deveria resultar um niimero, mas o verdadeiro valor desse
niimero os gedOmetras ignoram. Acreditavam os antigos astrologos que a circunferéncia
fosse trés vezes o seu diametro. Mas isso ndo é certo. O grego Arquimedes achou que,
medindo 22 covados a circunferéncia, o seu diametro deveria medir, aproximadamente, 7
covados. O tal niimero resultaria, assim, da divisdo de 22 por 7. Os calculistas hindus ndo
concordam com essa conta, e o grande Al-Kharismi afirmou que a regra de Arquimedes,

na vida prdtica, estd muito longe de ser verdadeira.
E Beremiz concluiu, dirigindo-se ao ulemd do nariz achatado:

— Esse niimero parece envolver alto mistério, por ser dotado de atributos que so Ald poderd

revelar.
A seguir, o brilhante calculista tomou do tabuleiro de xadrez e disse, voltando-se para o rei:

— Este velho tabuleiro, dividido em 64 casas pretas e brancas, é empregado, como sabeis, no
interessante jogo que um hindu chamado Lahur Sessa, inventou, hd muitos séculos, para
recrear um rei da India. A descoberta do jogo de xadrez acha-se ligada a uma lenda que

envolve cdlculos, niimeros, e notdveis ensinamentos.
— Deve ser interessante ouvi-la! —atalhou o califa.

— Quero conhecé-la!
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— Escuto e obedeco — respondeu Beremiz.

A famosa lenda sobre a origem do jogo de xadrez é narrada no conto que sucede o conto

do quadrado magico em Tahan (2008b).

3.1

RETRATANDO O QUADRADO MAGICO

Ao explanar sobre o quadrado magico no Problema 3.1, Beremiz menciona:

E obscura a origem dos quadrados magicos. Acredita-se que a construg@o dessas
figuras constituia, ja em época remota, um passatempo que prendia a atencdo
de grande ntimero de curiosos.

[...] Como os antigos atribuiam a certos nimeros propriedades cabalisticas,
era muito natural que vissem virtudes mégicas nos arranjos especiais desses
nimeros. Os matematicos chineses, que viveram 45 séculos antes de Maomé,
ja conheciam os quadrados magicos (Tahan, 2008b, p. 148).

Considera-se o Lo-shu - primeira imagem na Figura 3.1, o mais antigo quadrado magico

3 x 3. Esse quadrado foi observado pelo imperador chinés Yu por volta de 2200 a.C. Segundo

a lenda, o artefato decorava a carapaca de uma tartaruga divina que margeava o rio Amarelo

(Melo; Machado, 2018). A Figura 3.1 ilustra a evolu¢do do quadrado mégico.

Figura 3.1 — A evolugdo do quadrado mégico

oo 35| 7
Lo s |16

Fonte: Bezzerra, Gimenez e Burin (2009, n.p).

Foi somente no século IX d.C. que os quadrados magicos foram divulgados no Japdo e

Oriente Médio; na India, no século XI. Quadrados mégicos gravados em placas de prata eram
usados como amuleto contra a peste na Europa medieval (Bezzerra; Gimenez; Burin, 2009).
Tahan (2008b, p. 148) acrescenta:

Os matematicos chineses, que viveram 45 séculos antes de Maomé, ja conhe-
ciam os quadrados magicos. Na India muitos reis usavam o quadrado magico
como amuleto; um sdbio do I€émen afirmava que os quadrados mégicos eram
preservativos de certas moléstias. Um quadrado magico de prata, preso ao
pescoco, evitava, segundo a crenga de certas tribos, o contdgio da peste.
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A gravura Melancolia — Figura 3.2, do artista renascentista alemao Albrecht Diirer (1471
— 1528), ilustra um quadrado mégico de ordem 4 no canto superior direito. Essa imagem que data
de 1514 € considerada o primeiro vislumbre do quadrado mégico no Ocidente (Melo; Machado,
2018). Nesse quadrado mégico, a soma dos nimeros dispostos nas linhas, colunas e diagonais é
igual a 34 (Bezerra; Gimenez; Burin, 2009).

Figura 3.2 — Gravura Melancolia de Albrecht Diireer

Fonte: Bezerra, Gimenez e Burin (2009, n.p).

O artista e arquiteto cataldo Antoni Gaudi (1852 — 1926) empregou um quadrado magico
na sua obra Sagrada Familia, mais especificamente na cena O Beijo de Judas (Melo; Machado,
2018), ilustrada na Figura 3.3. Nesta figura podemos observar um quadrado magico de ordem 4
no canto inferior esquerdo, cuja soma nas linhas, colunas e diagonais é sempre 33. No quadrado,

os nimeros 10 e 14 aparecem repetidos, enquanto que os niimeros 12 e 16 estdo ausentes.

Figura 3.3 — Cena O beijo de Judas

"2
| ‘u'l o 4
fig e

Fonte: Wikipedia (2022a, n.p).

Em 1996, o matemaético suico Jacques Sesiano (1944) traduziu a obra de um autor
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arabe de identidade desconhecida, datada de meados do século XI, que entitulou de “Un traité
médiéval sur les carrés magiques” (Um tratado medieval sobre quadrados magicos). O livro
aborda métodos de construcao de quadrados magicos, independentemente da dimensdo (Alegria,
2019).

3.2 DEFININDO O QUADRADO MAGICO

No Problema 3.1, Beremiz define o quadrado magico.

Esta interessante figura numérica, encontrada no quarto abandonado pelo ca-
ligrafo, constitui o que chamamos um “quadrado magico”. — Tomemos um
quadrado e dividamo-lo em 4, 9 ou 16 quadrados iguais, a que chamaremos
casas. Em cada uma dessas casas coloquemos um ndmero inteiro. A figura
obtida serd um quadrado mégico quando a soma dos nimeros que figuram em
uma coluna, em uma linha ou em qualquer das diagonais for sempre a mesma.
Esse resultado invaridvel € denominado constante do quadrado e o niimero de
casas de uma linha é o médulo do quadrado (Tahan, 2008b, p. 148).

Sesiano (2019) define quadrado mégico — Defini¢@o 3.2, na colecdo Sources and Studies

in the History of Mathematics and Physical Sciences.

Definicao 3.2. Um quadrado mdgico é um quadrado dividido em um niimero quadrado de
células em que os niimeros naturais, todos diferentes, sdo arranjados de tal forma que a mesma
soma é encontrada em cada linha horizontal, cada linha vertical e cada uma das duas diagonais

principais’.

Melo e Machado (2018) definem o quadrado magico na linguagem de matrizes — Defini-

¢do 3.3.

Definicao 3.3. Uma matriz real n x n denomina-se quadrado mdgico de ordem n quando a
soma dos elementos a;; de cada linha, de cada coluna, da diagonal principal e da diagonal
secunddria sdo iguais. Em um quadrado mdgico de ordem n, a soma é a constante mdgica e o

niimero de somas € igual a 2n + 2.

As Proposigoes 3.1, 3.2 e 3.3 estabelecem, a partir da Defini¢do 3.3, a existéncia dos
quadrados méagicos de ordens 1, 2 e 3 (Melo; Machado, 2018).

Proposicao 3.1. Uma matriz 1 X 1 é um quadrado mdgico.

Demonstragdo. Por defini¢do, uma matriz [a1;] € um quadrado magico cuja constante magica €

o elemento aq;.

]

' A magic square is a square divided into a square number of cells in which natural numbers, all different, are

arranged in such a way that the same sum is found in each horizontal row, each vertical row, and each of the two
main diagonals.
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Proposicao 3.2. Uma matriz 2 X 2 é um quadrado mdgico se, e somente se, todos os seus

elementos sdo iguais.

Antes de apresentarmos a demonstracao da Proposicao 3.2, resgatemos um trecho da fala
de Beremiz no Problema 3.1: “Os ntimeros que ocupam as diferentes casas do quadrado mégico
devem ser todos diferentes e tomados na ordem natural.[...] O quadrado mégico com 4 casas ndo
pode ser construido” (Tahan, 2008b, p. 111). De fato, a Proposi¢ao 3.2 estabelece que podemos

construir um quadrado magico com 4 casas, desde que todas as casas sejam iguais.

)

¢ um quadrado mégico, com constante mégica k. Assim, temos que:

Demonstragcdo. Sejam a, b, ¢, d tais que

a+b =
a—+c

a+d =
b+c =
b+d =
c+d =

3.1

o O nlR~ o=

Manipulando as equagdes do sistema (3.1), obtemos que:

a = c¢c =d = k-0
. (3.2)
a = b =d = k—c

Operando com as equacdes do sistema (3.2), concluimos que:
N k
l. comoa=cea=Fk—c,entio c = 3

2

2. como a = ce ¢ = d, entdo por transitividade a = d =

3. como b = a e a = d, entdo por transitividade b = d =

NN T NN

k
Portanto,a =b=c=d = 5
Reciprocamente, sejaa =b=c=d = 5 Assim, temos que

a+b=a+c=a+d=b+c=b+d=c+d=k,
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isto é, a soma k dos elementos de cada uma das linhas, colunas, diagonal principal e diagonal

()

€ constante, implicando que a matriz de ordem 2 € um quadrado mégico.

secundaria da matriz

Na outra dire¢do, se todos os elementos de uma matriz 2 X 2 sdo iguais entdo o quadrado
€ magico.

O

A constante k£ € uma varidvel livre, isto €, pode assumir qualquer valor real. Logo,

podemos escrever um quadrado méagico 2 X 2 na forma:
a b k[ 11
cd) 2\11)

Proposicao 3.3. Um quadrado mdgico de ordem 3 é da forma

a b k—a—2»>
4 k 2
Zk—9q — v 9 _
3k akb 23 a;b 3k 7
a+b——- k-0 -k —a
3 3 3

onde a, b, k € R e k € a constante magica.

Demonstracdo. Sejam a,b,c,d, e, f, g, h,1 tais que

a b c
d e f
g h 1

¢ um quadrado mégico de constante mégica k.

Segue da Defini¢do 3.3 que a soma dos elementos de duas linhas quaisquer € igual a soma
dos elementos das duas diagonais. Em particular, usando os elementos da primeira e terceira

linhas, temos que:

(a+b+c)+(g+h+1i)=(a+e+i)+ (c+e+g);
b+ h =2e. (3.3)

Somando os elementos da segunda coluna e empregando (3.3), obtemos que:

(b+e+h)=(b+h)+e=2e+e=3e=k;
k

e =3 (3.4)

Usando (3.4) e a soma k, concluimos que:
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1. Primeira linha

c=k—a—1b (3.5)
2. Segunda coluna
h:k—b—e:k—b—g;
2
h :§k —b;
3. Diagonal secunddria
g=k—c—eXk (k—a—"0)—e
g:a+b—]§; (3.6)

4. Primeira coluna

d

k
k—a—g(;@ —a—<a+b—>;

4
d =3k —2a D, (3.7)

5. Segunda linha

4 k
f:k—d—e@k—(gk—za—b)—g;
2
f:2a+b—§k;

6. Diagonal principal

k
ek —a—e—k—q— .
7 a e a 3,
2
z:§k—a

Portanto, a forma geral de um quadrado magico de ordem 3 é dada por

a b k—a—2»>

4 k 2

a—i—b—ﬁ glc—b gk:—cz
3 3 3

onde a, b, k € R e k € a constante magica.
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3.3 QUADRADO MAGICO PURO DE ORDEM N

A Defini¢do 3.4 estabelece o conceito de quadrado méagico puro e o Exemplo 3.2 ilustra
essa definicdo. O quadrado mégico do Exemplo 3.2 tem a forma (3.8), coma = 6,b = 1e
k = 15.

Definicao 3.4. Um quadrado mdgico puro de ordem n é aquele construido com os primeiros n?

niimeros naturais consecutivos, sem repeticdo, isto é, 1,2, ..., n>.

Exemplo 3.2. O quadrado mdgico de ordem 3 ilustrado na Figura 3.4 é puro, pois foi construido

com 0s nove primeiros niimeros naturais consecutivos, ou seja, 1,2,3,4,5,6,7,8 e 9.

Figura 3.4 — Quadrado magico puro de ordem 3

Fonte: Tahan (2008b, p. 110).

NNO
bW

Em um quadrado mégico puro, a constante mégica serd a menor possivel para um
quadrado mdgico n x n (Sesiano, 2019). As Proposicdes 3.4 e 3.5 estabelecem, respectivamente,

a soma dos elementos de um quadrado mégico puro e o valor da constante magica.

Proposicao 3.4. A soma S,, dos elementos de um quadrado mdgico puro de ordem n é igual a

n*(n? +1)

Sy = 5

Demonstracdo. A soma dos elementos de um quadrado mégico puro de ordem n € dada por:
S, =14+24+34...+n (3.9)
Invertendo a ordem das parcelas na soma (3.9), temos que:

Sp=n*+n*—=1)+n*=2)+.. +1 (3.10)

Somando as igualdades (3.9) e (3.10), obtemos que:

28, = (n*+ 1)+ >+ 1)+ n*+ 1)+ ...+ (n*+1). (3.11)
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Como o quadrado mégico puro de ordem n tem n? elementos, concluimos de (3.11) que:
25, =n?(n* +1);

S, _rn 4 D) (3.12)

]

Proposicao 3.5. A constante mdgica M,, de um quadrado mdgico puro de ordem n é igual a

Demonstracdo. Em um quadrado magico puro de ordem 7, a constante magica M,, € a soma dos
elementos de cada uma das linhas, colunas e diagonais. Como existem n linhas em um quadrado
maégico de ordem n, nM,, representa a soma de todos os elementos do quadrado méagico puro.
Assim:

nM, = S,. (3.13)

Substituindo (3.12) em (3.13), concluimos que:

o, =),
2
2
|
M, :”<”2+). (3.14)

]

Ao construirmos um quadrado magico puro de ordem 3, a relagdo (3.14) determina que
a constante magica desse quadrado € 15. A Figura 3.4 ilustra uma possibilidade de constru¢ao

desse quadrado.

Questao 3.1. Quantos sdo os quadrados mdgicos puros de ordem 3?

A resposta a Questdo 3.1 € oito (Silva, 2020). Nesses quadrados, listados a seguir, o

nimero 5 sempre ocupa o centro do quadrado, ou seja, é o elemento ass.

6 1 8 2 6 4 8
5 3 7 3 9 1
8 2 4 4 8 6
2 8 1 6 6 2 8
5 3 7 1

D
W
N
(0]
(@)
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Também podemos afirmar que, a menos de simetrias de rotacdo e reflexao, existe um
tnico quadrado magico puro de ordem 3 (Silva, 2020). Concebemos no GeoGebra uma atividade,
inspirada em uma construcdo de Marques (2023), para completar o quadrado mégico puro de

ordem 3. Essa atividade esta disponivel no link:

<https://www.geogebra.org/m/vg4syz9q>.

Questao 3.2. Quantos sdo os quadrados mdgicos puros de ordem 4, 5 e 6?

Existem 880 quadrados mégicos puros de ordem 4, a menos de simetrias de rotacdo e
reflexdo. Nesses quadrados, também chamados de quadrados mégicos de Diirer, a constante
madgica é 34. Para n = 5, existem 275.305.224 quadrados magicos puros com constante magica
65 e, para n = 6, existem mais de 10! quadrados magicos puros com constante magica 111, a

menos de simetrias de rotacao e reflexdo (Viana, 2023).

3.4 CLASSIFICACAO DOS QUADRADOS MAGICOS

No Problema 3.1, Beremiz classifica os quadrados mégicos.

Quando um quadrado mégico apresenta certa propriedade, como, por exemplo,
a de ser decomponivel em vérios quadrados mégicos, leva o nome de hiperma-
gico. Entre os quadrados hipermagicos podemos citar os diabdlicos. Assim se
denominam os quadrados que continuam magicos quando transportamos uma
coluna que se acha a direita para a esquerda, ou quando passamos uma linha
que estd embaixo para cima (Tahan, 2008b, p. 150).

Desta forma, hd outras categorias de quadrados mégicos: os imperfeitos (ou defeituosos),

os hipermdgicos e os diabdlicos (Wikipedia, 2023).

e Imperfeito ou defeituoso: ¢ um quadrado que néo possui todas as propriedades de um
quadrado méagico. Por exemplo, a soma das diagonais — principal e secundaria — diverge

da soma correspondente as demais linhas e colunas, que s@o iguais entre si.

e Hipermagico: é um quadrado que origina outro quadrado magico quando se transporta
uma coluna da direta para a esquerda (ou vice-versa) ou uma linha de cima para baixo (ou

vice-versa).

e Diabélico: é um quadrado hipermagico com muitas propriedades ou com propriedades
complexas. A denominacdo desse quadrado deve-se provavelmente as dificuldades na

distribui¢do dos elementos para torni-lo magico.

A Figura 3.5 ilustra um quadrado magico imperfeito. Nesse quadrado: a soma dos

elementos de cada uma das linhas é 15; a soma dos elementos de cada uma das colunas, da


https://www.geogebra.org/m/vg4syz9q
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esquerda para a direita, é 15, 13 e 17, respectivamente; a soma dos elementos de cada uma das

diagonais € 13.

Figura 3.5 — Quadrado magico imperfeito

2 9| |4
7 3 5
6 1 8

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Ja a Figura 3.6(a) ilustra um quadrado hipermagico de ordem 3. Ao permutarmos a
primeira e terceira colunas, obtemos outro quadrado magico — Figura 3.6(b). Este quadrado
também ¢é hipermdgico, uma vez que a permuta da primeira e terceira linhas gera outro quadrado
magico. Os quadrados da Figura 3.6 representam duas das oito distribui¢cdes possiveis para um

quadrado mégico puro de ordem 3.

Figura 3.6 — (a) Quadrado hipermégico de ordem 3; (b) quadrado magico obtido com o desloca-
mento da 1* e 3* colunas

2 9| |4 4 91 |2
7 9 3 3 9 7
6 1 8 8 1 6

(a) (b)
Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Um exemplo de quadrado hipermdagico diabdlico é o “Quadrado de Diirer”, um quadrado
magico puro de ordem 4, ilustrado na Figura 3.7. Este quadrado aparece na gravura Melancolia —
Figura 3.2, de Albrecht Diirer, e tem vdrias propriedades, destacadas a seguir, que o caracterizam

como diabdlico.

Propriedades do quadrado hipermégico diabdlico de Diirer:



10.

52

Figura 3.7 — Quadrado de Diirer

16| 3 | 2 13
010 11| 8
9 6 7 12

Fonte: Wikipedia (2023, n.p).

. na quarta linha, nas duas casas centrais, podemos visualizar os nimeros 15 e 14, que

coincidentemente determinam o ano (1514) da confec¢do da obra;

ainda na quarta linha, observamos que os extremos esquerdo e direito sdo, respectivamente,
4 e 1, cuja posi¢@o no alfabeto corresponde as letras D e A, que sdo, coincidentemente, as

iniciais do nome do artista Albrecht Diirer;
a soma dos elementos das linhas, colunas e diagonais € 34, a constante magica do quadrado;
a soma dos quatro extremos do quadrado (16, 13, 1,4) também resulta em 34;

a soma dos elementos 3 (primeira linha), 8 (segunda linha), 9 (terceira linha) e 14 (quarta
linha) resulta em 34;

a soma dos elementos 2 (primeira linha), 5 (segunda linha), 12 (terceira linha) e 15 (quarta

linha) resulta em 34;

a soma do segundo e terceiro elementos da segunda e terceira linhas (10,11,6,7), os

quatro elementos centrais do quadrado, € igual a 34;

a soma do segundo e terceiro elementos da primeira e quarta linhas (3, 2, 15, 14) resulta
em 34;

a soma dos elementos centrais da primeira e quarta colunas (5, 9, 8, 12) é igual a 34;

a soma dos dois primeiros elementos da primeira linha com os dois dltimos elementos da
quarta linha (16, 3, 14, 1) resulta em 34;
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11. a soma dos dois dltimos elementos da primeira linha com os dois primeiros elementos da
quarta linha (2, 13,4, 15) € igual a 34;

12. a soma dos quatro elementos: 3 (primeira linha), 5 (segunda linha), 12 (terceira linha) e 14

(quarta linha), resulta em 34;

13. a soma dos quatro elementos: 2 (primeira linha), 8 (segunda linha), 9 (terceira linha) e 15

(quarta linha), € igual a 34.

Sesiano (2019) emprega o termo pandiagonal para classificar os quadrados magicos:
“Existem quadrados médgicos comuns nos quais a soma mdgica também € encontrada nas diagonais
quebradas — portanto, pares de linhas diagonais, em ambos os lados e paralelas a uma diagonal

principal, compreendendo n células ao todo. Tais quadrados sdo chamados pandiagonais?”.

Um quadrado magico pandiagonal pode ter ordem impar, desde que a partir de 5, e
ordem par, desde que multipla de 4. A Figura 3.8 ilustra um quadrado mégico pandiagonal de

ordem 8, com constante mégica igual a 260. Este quadrado é também um quadrado mégico puro.

Figura 3.8 — Quadrado mégico pandiagonal de ordem 8

11 | 22 | 47 [ 50| 9 | 24 | 45 | 52

38 |59 | 2 (31|40 |57 | 4 | 29

18 | 15| 54 [ 43| 20 | 13 | 56 | 41

63 | 34 | 27 | 6 |61 [ 36 | 25 | 8

3 |30 39|58 | 1 |32]|37]| 60

46 | 51 | 10 | 23 | 48 [ 49 | 12 | 21

26 | 7 |62 |35 |28 | 5 |64 33

95 (42 | 19 | 14 | 53 [ 44 | 17 | 16

Fonte: Sesiano (2019, n.p).

Na Figura 3.8, consideremos a sexta diagonal quebrada superior esquerda, paralela a
diagonal secunddria, que contém os nimeros 22 e 38, e a segunda diagonal quebrada a direita,
paralela a diagonal secundéria, que contém os nimeros 19, 35, 48, 32, 25 e 41. Somando os
elementos dessas duas diagonais quebradas, obtemos o mesmo valor da constante mégica, isto é,

260. Esta propriedade caracteriza o quadrado magico como pandiagonal.

2 There are ordinary magic squares in which the magic sum is also found in the broken diagonals —thus pairs of

diagonal rows, on either side of and parallel to a main diagonal, comprising n cells altogether. Such squares are
called pandiagonal.
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3.5 CALCULO DO DETERMINANTE DE UM QUADRADO MAGICO DE
ORDEM 3 E 4 USANDO O GNU OCTAVE

O determinante € um numero associado a uma matriz quadrada. Este nimero indica se
uma matriz quadrada € invertivel. Podemos provar que o determinante de uma matriz A e o de
sua matriz transposta A’ sdo iguais, isto é, det(A) = det(A") (Delgado; Frensel; Crissaff, 2017).

As diagonais principais de A e A' também sdo iguais.

A matriz transposta de uma matriz A € a matriz A’ cuja i-ésima coluna € a i-€sima linha

da matriz A, ou seja, agj = a;;, onde agj representa os elementos da matriz transposta. Assim, se

1 Y1z T1 T2 I3

_ P t_
A= 1| z9 yo 2z |,entdo A" = | v yo 3
T3 Ys =3 Z1 Z2 23

A matriz transposta de um quadrado mdgico puro de ordem n também € um quadrado

magico puro de ordem n, como ilustra a Exemplo 3.3.

Exemplo 3.3. Matrizes determinadas pelos oito quadrados mdgicos puros de ordem 3 possiveis.
E fdcil constatar que: B = A", D =C" F = E'e H = G“.

2 6 2 6
A=19 1 B=|7 C= D=|1

4 8 6 8

4 8 4 2 8 6 8
E=19 1 F=13 G=1| 3 7 H=1]1

2 6 8 6 4 2 6 2

Podemos determinar a matriz transposta A’ da matriz A usando o GNU Octave. Para

tanto, criamos um script — Figura 3.9.

Figura 3.9 — Script para calcular a transposta da matriz A

fMatriz transposta de &

1
2

3

4

5 A
&

7 det(h)
8

g

det (&)

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

A execugdo do script ilustrado na Figura 3.9 gera a matriz transposta A?, assim como
det(A) = det(A') = —360 — Figura 3.10.
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Figura 3.10 — Matrizes A e A! e seus determinantes

Janela de Comandos
>» Transposta A

A:
2 o
S 5 1
4 3 8
ans =
2 S 4
7 5 3
o 1 g
ans = -3&0
ans = -3&0

-':‘ -'}

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

No Exemplo 3.3, a matriz B corresponde & matriz transposta A* de A. Desse modo, os
determinantes das matrizes A e B t¢ém o mesmo valor, ou seja, det(A) = det(A") = det(B) =
—360 — Figura 3.11.

Figura 3.11 — Matrizes A e B e seus determinantes

Janela de Comandos

> Det B B
A —
2 o
S 5 1
4 3 g
ans = =3g0
3 —
2 S 4
T 5 3
o 1 g
ans = =3g0

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Analogamente, temos que C* = D, E' = F e G' = H, como ilustra a Figura 3.12 .



56

Figura 3.12 — (a) Matrizes C, C* e D e seus determinantes; (b) matrizes F, E' e F e seus
determinantes; (c) matrizes G, G' e H e seus determinantes

Janela de Comandos Janela de Comandos Janela de Comandos
>>» Transposta C >» Transposta E > Transposta_G
cC= E = G =

& 1 8 4 3 8 8 1 €

7 5 3 9 5 1 3 5 7

2 g 4 2 7 & 4 G 2
ans = ans = ans =

& 2 4 g 2 8 3 =

1 5 9 3 5 7 1 5 g

g 3 4 8 1 & & 7 2
o = F = H =

& 2 4 g 2 8 3 4

1 5 9 3 5 7 1 5 =

g 3 4 8 1 & 6 7 2
ans = 360 ans = 360 ans = =-3&0
ans = 360 ans = 360 ans = -3&0
ans = 360 ans = 360 ans = =3&0

(@) () (c)

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Assim, nos pares de matrizes C'e D, EFe F',e G e H, temos que:

det(C) =det(C") = det(D) = 360; (3.15)
det(E) =det(E") = det(F) = 360; (3.16)
det(Q) =det(G") = det(H) = —360. (3.17)

Comparando os determinantes (3.15) a (3.17), podemos elencar dois casos:

(I) det(A) = det(B) = det(G) = det(H) = —360;

(I) det(C) = det(D) = det(E) = det(F') = 360.

Em ambos os casos, as igualdades ocorrem devido ao espelhamento vertical e horizontal

aplicado sequencialmente as matrizes A, B, C'e D.

No caso (I), denotemos por A;, a matriz resultante do espelhamento horizontal da matriz
A e por Ay, ,,, a matriz resultante do espelhamento vertical da matriz A;,. Observamos na Figura
3.13 que a matriz A, € igual a matriz H. Logo, temos que det(A;,) = det(H). Como
det(A) = det(H) = —360, segue que det(Ay,) = det(H) = det(A) = —360.
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Figura 3.13 — (a) Script do espelhamento das matrizes A e Aj; (b) matrizes A, A e A,

Janela de Comandos
»> espelham horiz vert R

p‘ =
2 7 G
a 5 1
4 3 8
A h=
G 7 2
1 tespelhamento_horizontal vwertical 1 ] &
2 8 3 4
3 A=[2,7,6:9,5,1:4 1 o
4 A hv =
5 A h= fliplr(a) s 3 4
. ) 1 5 =]
7 A _hv = flipud(fliplz(A)) ‘ - 2
8
(a) (b)

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Analogamente, denotemos por 5; a matriz resultante do espelhamento horizontal da
matriz BB e por B}, ,,, a matriz resultante do espelhamento vertical da matriz B),. Segue que a
matriz B}, ,, € igual a matriz G — Figura 3.14. Logo, det(By,,) = det(G) e como det(B) =
det(G) = —360, temos que det(By,,) = det(G) = det(B) = —360.

Figura 3.14 — (a) Script do espelhamento das matrizes B e B),; (b) matrizes B, By, B}, ,,

>> espelham horiz_vert B

2 9 4
T 5 3
6 1 8
B h =
4 9 2
3 5 T
1 %espelhamento_horizontal vertical 8 1 )
=
3 B=[2,9,4;7,5,3:8,1,8] B hv =
4
5 B h = fliplz(E) 5 1 8
i B D
7 B hv = flipud(fliplr(B}} 2 - =
il
(@) (b)

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

A andlise do caso (IT) € andloga a do caso (I).

Consideremos agora a matriz L representativa do “Quadrado de Diirer”, um quadrado

madgico puro de ordem 4, e sua matriz transposta M.

16 3 2 13
5 10 11 8

L= (3.18)
9 6 T 12

4 15 14 1
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16 5 9 4
g | 310 6 15
2 11 7 14
13 8 12 1

Para calcular o determinante da matriz L no GNU Octave, criamos o script ilustrado na
Figura 3.15. O determinante da matriz L aparece na janela de comandos do aplicativo — Figura
3.16.

Figura 3.15 — Script para o cdlculo do determinante da matriz L

1 %Determinante matriz 4x4 Quadrado de Diirer
2

3 L=1[16,3,2,13;5,10,11,8;%9,6,7,12;4,15,14,1]
4

5 det(L)

&

7

8

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Figura 3.16 — Determinante da matriz L

Janela de Comandos
»> Det L Durer

L =

1& 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1
ans = 1.0871e-12

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

O GNU Octave fornece det(L) ~ 0. Contudo, det(L) € Z, uma vez que {;; € N, para
todoi,7 =1,...,4.
Questao 3.3. Com quantos algarismos signficativos o GNU Octave calculou det(L)?

Para responder a Questdo 3.3, investigamos o cdlculo do determinante da matriz L

empregando o teorema de Laplace, o qual depende do conceito de cofator (Kozakevich; Bean,
2008).

Definicio 3.5. O cofator A;; do elemento a;; de uma matriz A quadrada de ordem n é igual ao

produto do determinante da matriz D;; por (—1)"7, isto ¢,

Aij = (_1)i+j-det(Dij), parai,j =1,...,n,
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onde D;; é a matriz resultante da eliminagdo da linha i e da coluna j da matriz A.

Teorema 3.1 (de Laplace). O determinante de uma matriz quadrada de ordem n é igual a soma

dos produtos dos elementos de uma fila (linha ou coluna) pelos seus respectivos cofatores.

Construimos no GNU Octave uma sequéncia para o cdlculo do determinante da matriz

L = (L;;) usando o Teorema 3.1.

I — Criar um script para calcular os cofatores L;;, parai = 1e j = 1,...,4 — Figura 3.17.

Figura 3.17 — Scrip para o cdlculo dos cofatores: (a) L11; (b) L1o; (¢) Lis; (d) L1g

1 %Cofator L1l matriz 4x4 - Laplace 1 %Cofator L12 matriz 4x4 - Laplace
2 2
3 Dll=[l0,11,8;6,7,12;15,14,1] 3 Dl12=[5,11,8;9,7,12;4,14,1]
4 4
5 det(D11) 5 det(D12)
6 6
7 L11 = [(-1)~2]*det(D11) 7 L12 = [(-1)~3]*det(D12)
() (b)
1 3%Cofator L13 matriz 4x4 - Laplace 1 S%Cofator L14 matriz 4x4 - Laplace
2 2
3 D13=[5,10,8;9,6,12;4,15,1] 3 D14=[5,10,11:9,6,7;4,15,14]
4 4
5 det(D13) 5 det(D14)
6 ]
7 L13 = [(-1)*4]*det(D13) 7 L14 = [(-1)*5]*det(D14)

(©) (d)
Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

IT — Executar os scripts para obter os cofatores Ly; = 136, L5 = —408, L3 = 408 e
Ly4 = —136 — Figura 3.18.

Figura 3.18 — Calculo dos cofatores: (a) L1; € Li; (b) L1z e Ly

Janela de Comandos Janela de Comandos
»> Cofator L11 »» Cofator L13
D11l = D13 =
10 11 8 5 10 8
& 7 12 =] 8 12
15 14 1 4 15 1
ans = 136.00 ans = 408.00
L1l = 13&.00 L13 = 408.00
»> Cofator L1z »» Cofator L14
D1z = D14 =
5 11 8 5 10 11
=] 7 12 =] 8 7
4 14 1 4 15 14
ans = 408.00 ans = 136
L12 = -408.00 L14 = -136
(a) (b)

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).
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III - Criar e executar um scrip para calcular a soma dos produtos dos elementos ¢1;,7 = 1,...,4
pelos seus respectivos cofatores L;;. No GNU Octave, denotamos cada produto por DL ;
— Figura 3.19.

Figura 3.19 — (a) Script para calcular DLy, D L5, D L3 e D Lyy; (b) cdlculo do deteterminante

da matriz L
) ) Janela de Comandos
1 %Determinante matriz L 4x4 - Laplace R
5 »> Determinante L
3 L=[16,3,2,13;5,10,11,8;9,6,7,12;4,15,14,]1
4 L =
5 31 ij . L_ij
6 la 3 2 13
7 DL_11 = L(1,1)*Ll11 L 10 11 g
8 a & 712
9 DL_12 = L(1,2)*L12 4 15 14 1
10
= 1 2y =%
1; DL_13 = L(l,3)=L13 DL 11 = 2176.0
13 DL 14 = L(1,4)*L14 DL_12 = -1224.0
14 - DL_13 = 81&.00
15 DL_14 = -17&8
16 Det L = DL 11 + DL 12 + DL 13 + DL 14 Det_L = 4.0%27e-12
17 =
(@) (b)

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Novamente, 0 GNU Octave fornece det(L) = 0. Contudo, se usarmos o comando round,
que retorna o valor inteiro mais proximo da soma, o resultado atribuido ao determinante da
matriz L serd zero — Figura 3.20. Isto evidencia a importancia da ordem em que as operagdes

sdo efetuadas em aritmética de ponto flutuante (Humes et al., 1984).

Figura 3.20 — Determinante da matriz L: (a) script com o comando round; (b) valor calculado
com o comando round

Janela de Comandos

>»» Determinante_L_

1 %Determinante matriz L 4x4 - Laplace
2 L =
3 L=[1¢,3,2,13;5,10,11,8;9,6,7,12;4,15,14,1]
4 16 3 2 13
s =l i3 . L 1] 5 10 11 8
g DL 11 = L(1,1)*L11 2 15 1a N
9 DL 12 = L(1,2)*L12
. - DL_11 = 2176.0
11 DL 13 = L{1,3)*L13 DL_12 = -1224.0
12 - DL_13 = 816.00
13 DL 14 = L(1,4)*Ll4 DL _14 = -1768
14 Det_L = 0
15 Det L = round{(Det L = DL 11 + DL 12 + DL 13 + DL_14) >
(a) (b)

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

ndo a primeira, ou uma coluna.

Sugestao 3.1. Calcular o determinante da matriz L pelo Teorema 3.1 usando outra linha, que
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Para calcular o determinante da matriz M = L, procedemos de forma analoga ao célculo
do determinante da matriz L. A Figura 3.21 ilustra o célculo dos cofatores, enquanto que a Figura

3.22 ilustra o calculo do determinante da matriz M utilizando o comando round.

Figura 3.21 — (a) Script para calcular os cofatores My, Mo, M3 e Miy; (b) célculo dos cofatores
My, Mo, Mo e My

1 %Cofator 111,12, 13 e 14 matriz 4x4 - Laplace dapelafiegeandiy
> >> Cofator M 11 12 13 14
3 M= [16,5,9,4;3,10,6,15;2,11,7,14;13,8,12,11 M=
4 16 5 ] 4
5 Ell=[10,6,15;11,7,14;8,12,1] e P n
[} 13 8 1z 1
7 det(E1ll) Ell =
8
9 MI1 = [(-1)42]1*det (EL1) SR
10 8 1z 1
11 El2=[3,6,15;2,7,14;13,12,11 ans = 136.00
12 M1l = 136.00
El2 =
13 det(E1l2)
14 3 [ 15
2 7 14
15 M12 = [(-1)*32]1*det(E12) 13 1z 1
16 ans = —-408.00
17 E13=[3,10,15;2,11,14;13,8,11] 12 - 408.00
18
3 10 15
19 det(E13) 2 11 14
20 1 ] 1
21 M13 = [(-1)*4]1*det(E13) o 10800
22 M13 = -408.00
23 E14=[3,10,6;2,11,7;13,8,121 .
24 3 10 &
2 11 7
25 det(El4) 13 g 1z
26 ans = 13&.00
27 Ml4 = [(-1)"51*det(E14) M14 = -13€.00
28 >
(@) ()

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Figura 3.22 — Determinante da matriz M: (a) script com o comando round; (b) valor calculado
com o comando round

Janela de Comandos
»>> Determinante M

1 iDeterminante matriz M 4x4 - Laplace
= M =
3 M= [1§,5,9,4;3,10,6,15;2,11,7,14;13,8,12,1]
4 -
= Zm ij . M ij 18 5 4 4
6 - - 10 g 15
7 EM 11 = M(1,1)#*MI11 2 11 7 14
8 13 8 12 1
S EM 12 = M(1,2)*M12
10 EM 11 = 2176.0
11 EM 13 = M(1,3)*M13 =M 12 = 2040.0
iz f 14 = u(, 6y eie EM 13 = -3672.0
e - T EM 14 = -544.00
15 Det M = round(EM 11 + EM 12 + EM 13 + EM 14) Der M = 0
16 =
(@) (b)

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).
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3.6 ALGARISMOS SIGNIFICATTIVOS NO GNU OCTAVE

De acordo com Tabacniks (2018, p. 5):

Algarismos significativos sdo todos os algarismos que compdem o valor de uma
grandeza, excluindo zeros a esquerda usados para acerto de unidades. [ .. }
Zeros a direita s@o digitos significativos. [ e } Ao expressar uma grandeza, o
algarismo significativo mais a direita é denominado duvidoso, pois é o algarismo
cujo valor pode variar ligeiramente, dependendo do processo de medicao.

Quanto ao niimero de algarismos significativos no GNU Octave, Long (2023, n.p) afirma
que:

Embora o Octave exiba nlimeros com apenas algumas casas decimais (geral-
mente cinco) (0 MATLAB normalmente exibe com 4 ou 5 casas decimais),
ele os armazena internamente, € em varidveis, com uma precisao muito maior,
entdo a resposta dada € a mais precisa. (Octave armazena todos 0s nimeros no
formato de ponto flutuante IEEE com precisio dupla (64 bits)>.

Ainda, segundo Long (2023, n.p):

Em todos os calculos numéricos, uma andlise dos erros de arredondamento é
essencial, e ¢ fundamental que ndo sejam introduzidos mais erros além dos ja
existentes! Esta € outra razdo importante para armazenar nimeros em variveis,
em vez de digit4-los todas as vezes®.

Ao calcularmos o determinante da matriz L (3.18) no GNU Octave, obtivemos como
resultado 1, 0871e — 12. Este resultado foi fornecido no formato padrao do GNU Octave, com
retorno de 5 digitos significativos. Cabe ressaltar que 0 GNU Octave memoriza o ultimo formato

utilizado. Logo, para retornar ao formato padrio é necessario usar o comando format.

Testamos o calculo do determinante da matriz L (3.18) usando os seguintes formatos:

1. format long: exibe um formato de ponto fixo com 16 digitos significativos;

2. format short: padrdo do GNU Octave, exibe um formato de ponto fixo com 5 digitos

significativos;

3. format bank: exibe um formato de ponto fixo com dois digitos a direita da virgula decimal.

A Figura 3.23 mostra o valor do determinante da matriz L (3.18) quando se emprega

esses formatos no GNU Octave.

O tnico formato dentre os testados no qual o GNU Octave calcula det(L) = 0 é o format
bank.

3

Although Octave displays numbers to only a few decimal places (usually five) (MATLAB normally displays to 4
or 5 decimal places), it stores them internally, and in variables, to a much higher precision, so the answer given
is the more accurate one.(Octave stores all numbers in IEEE floating point format to double (64-bit) precision.
In all numerical calculations, an appreciation of the rounding errors is very important, and it is essential that you
do not introduce any more errors than there already are! This is another important reason for storing numbers in
variables rather than typing them in each time.
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Figura 3.23 — Determinante da matriz L (3.18) no GNU Octave: (a) format (padrao), format long
e format short; (b) format short g, format short e e format bank

Janela de Comandos

Janela de Comandos

ans = Format ans = format short g
. = L =
16 3 2 13 1 3 2 13
=] 10 11 8 5 10 11 8
g 8 7 12 a & 7 1z
4 15 14 1 4 15 14 1
det L. = 1.0871le-12 det_L = 1.0871le-12
= FDI]‘[‘_EE long >> Format_short_e
ans = format long ans = format short e
I, = L=
16 3 2 13 1 3 2 13
=] 10 11 8 5 10 11 8
g 8 7 12 a & 7 1z
4 15 14 1 4 15 14 1
det_L = 1.087130385712554e-12 det L = 1.087le-12
>> Format_short >> Format_bkank
ans = format short ans = format bank
L = L =
16 3 2 13 1 3 2 13
=] 10 11 8 5 10 11 8
] € 7 12 g € 7 12
4 15 14 1 4 15 14 1
det_L = 1.0871le-12 det|_]'_ = 0.00
(a) (b)

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Observaciao 3.1. O professor de matemdtica da Educacdo Bdsica pode empregar o GNU Octave
para calcular determinantes de matrizes de ordens maiores e testar, desta forma, as limitacoes

do software.



64

4 O PROBLEMA DA DUPLICACAO DO CUBO

Segundo Pereira, Salles e Pereira (2017, n.p):

Malba Tahan revolucionou a maneira como os professores ensinavam, criando
formas inteiramente novas e cativantes de transmitir a disciplina. O “método
dos jograis”, criado por ele, ¢ um bom exemplo de suas inven¢des didaticas.
Conforme relata o professor Sergio Lorenzato, “hd mais de 50 anos, no livro
Didética da Matemadtica, o professor Mello e Souza ji recomendava o jogo
como situagdo de aprendizagem, a montagem do Laboratério de Ensino da
Matematica, fornecendo mais de 70 sugestdes de materiais didaticos, a utiliza-
¢do de paradoxos, faldcias e recreacdes em sala de aula, com apresentacdo de
problemas interessantes, a narracdo de histdrias e a integra¢do da lingua materna
com a linguagem matemdtica. Malba Tahan foi aurato e precursor de uma nova
forma de ensinar matemadtica, cujas concepgdes passaram a integrar, muitos
anos depois, os Pardmetros Curriculares Nacionais definidos pelo Ministério da
Educagao”.

Muitas sdo as contribui¢do do Professor Julio Cesar de Mello e Souza para a Educagdo

Matemdtica. Dentre elas podemos destacar a obra Matemadtica divertida e curiosa (Tahan, 2008a),

que foi estreada no Didrio “A Noite” em meados de 1955, considerada talvez a primeira coluna

do género no mundo (Pereira; Salles; Pereira, 2017). Desta obra, destacamos o conto denominado

A hipérbole de um poeta.

Guilherme de Almeida, um dos nossos mais brilhantes poetas, tem no seu livro
Encantamento (p. 57) uma linda poesia na qual incluiu os seguintes versos:

E como uma cobra,
corre mole e desdobra
entdo,
em hipérboles lentas
sete cores violentas
no chdo.

A linda e original imagem sugerida pelo talentoso académico ndo pode ser,
infelizmente, admitida em Geometria. Uma hipérbole € uma curva do 2° grau,
constituida de dois ramos, logo uma cobra, a ndo ser partida em quatro pedagos,
jamais poderd formar hipérboles lentas no chao. Em Carta a minha noiva,
encontramos uma interessante expressao geométrica empregada também pelo
laureado vate: € no centro desse circulo que hés de ficar como um ponto; ponto
final do longo e aborrecido conto. Para que alguma coisa possa ficar no centro de
um circulo, deve ser, previamente, € claro, reduzida a um ponto, pois, segundo
afirmam os matematicos, o centro de um circulo € um ponto... E, nesse “ponto”,
Guilherme de Almeida tem razao (Tahan, 2008a, p. 21-22).

Guilherme de Almeida nasceu em 24 de julho de 1890 na cidade de Campinas. Foi

advogado, jornalista, poeta, ensaista e tradutor brasileiro. Em 1916, deu-se sua estreia literaria

com as pecas de teatro Mon Coeur Balance (Meu coracao balanca) e Leur Ame (Sua alma),

escritas em francés conjuntamente com o poeta e novelista Oswald de Andrade (1890 — 1954).



65

Em 1917, publicou Nds, seu primeiro livro de poemas. Foi considerado por duas décadas o mais
popular poeta paulista. Almeida possui um acervo de mais de 70 publicagdes, entre poesia, prosa,
ensaio e tradugdo, além de um extenso trabalho jornalistico. Faleceu em 11 de julho de 1969
na “Casa da Colina” em Sao Paulo, onde residia desde 1946. A casa de Almeida foi adquirida
pelo Governo do Estado de Sdo Paulo na década de 1970 e em 1979 foi transformada no museu
biografico e literario Casa Guilherme de Almeida, que hoje abriga um Centro de Estudos de

Traducao Literdria (Cultural; Almeida; Paulo, 2023).

A integra do poema A hipérbole de um poeta pode ser lida no link

<https://peregrinacultural.wordpress.com/2008/08/14/

bailado-russo-poema-infantil-de-guilherme-de-almeida/>.

Além do poema de Guilherme de Almeida, a palavra hipérbole também aparece em

outros poemas. Nestes, geralmente, a palavra tem conotacdo de exagero.

Segundo o diciondrio Priberam (2021), a palavra hipérbole € originaria do latim hyper-
bole, -es, e do grego huperbolé, -és, e significa lancamento para baixo, excesso, proeminéncia,

exagero. E um substantivo feminino com duas defini¢des:

I. [Retérica] Figura de retdrica que corresponde ao exagero, com efeitos enfaticos, no
significado das palavras ou das frases (ex.: em rebentar de tanto rir hd uma hipérbole). =

AUXESE, EXAGERACAO;

II. [Geometria] Curva na qual € constante a diferenca das distancias de todos os seus pontos a

dois pontos fixos chamados focos.

4.1 A HIPERBOLE COMO FIGURA DE LINGUAGEM
De acordo com Santana (2023, n.p):

A hipérbole é também denominada de figura de pensamento por representar
de forma escrita o sentido figurado de algo que reside apenas na ideia do
pensamento. Explora o aspecto semantico da lingua, enfatizando e exagerando
o sentido de uma determinada palavra.

Trata-se de uma figura de linguagem muito utilizada na linguagem cotidiana,
recorrente na propaganda, presente na literatura e bastante usada na musica.

Os Exemplos 4.1 e 4.2 ilustram o emprego da hipérbole no cotidiano.

Exemplo 4.1. Estou morrendo de sono.

A expressdo morrendo de sono enfatiza o exagero, pois as pessoas ndo morrem de sono. Assim,

evidencia-se o fato de o sujeito estar com muito sono.

Exemplo 4.2. Meu Deus! Essa caixa pesa uma tonelada, ndo consigo carregd-la sozinha!

A expressdo pesa uma tonelada ressalta que a caixa é demasiado pesada.


https://peregrinacultural.wordpress.com/2008/08/14/bailado-russo-poema-infantil-de-guilherme-de-almeida/
https://peregrinacultural.wordpress.com/2008/08/14/bailado-russo-poema-infantil-de-guilherme-de-almeida/
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Na literatura, a hipérbole € uma figura de linguagem comumente empregada para enfatizar
emogodes. O poema A alvorada do amor, que consta na obra Antologia Poética do autor Olavo

Bilac (1865 — 1918), exemplifica o uso da hipérbole na literatura.

Rosas te brotardo da boca, se cantares!
Rios te correrdo dos olhos, se chorares!
E se, em torno ao teu corpo encantador e nu,

Tudo morrer, que importa? A Natureza és tu.

Segundo Santana (2023, n.p), “Rosas te brotardo da boca é uma forma de enfatizar voz
e palavras bonitas. O emprego da hipérbole Rios te correrdo dos olhos destaca que haverd um

choro tdo volumoso quanto as dguas dos rios”.

Outro poema que menciona a palavra hipérbole é Eu sou uma hipérbole (Dias, 2006,

n.p):

Trespasso a invengao,
Fervilho nas palavras nascidas em ti
E de mansinho te toco,
Num fugaz momento
De loucura!
Faco-me surda
Ao bater das asas da fantasia,
E inspiro o real
Em solucos tremendos espelhando névoas...
Deslizo a alma,
Afundo o intimo
E estremeco no abrago acariciando o sonho!
Esfumo-me em aromas
E sabores derramados na tua pele.
Toco-te as silabas da negacao
E rasgo os pardgrafos escritos no meu corpo...
Avida de sonho,
Avida de vida,
Escrevo na esséncia do que nio sei,
Corto as hipérboles
Baloico nos eufemismos!
Mas...
Eu sou uma hipérbole!
Deslizo a alma

Afundo o intimo...
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4.2 A HIPERBOLE COMO SECAO CONICA

N3ao ha consenso acerca da origem das cOnicas na histéria da matematica. Acredita-se
que o estudo das mesmas e de suas propriedades geométricas teve inicio na Grécia com o famoso
problema da duplica¢do do cubo.

Mas na versao mais difundida, a de Eratostenes (c. Séc. IIT aC), a origem estaria
na tentativa de Menaecmo (Séc. IV aC) de resolver o problema da duplicagdo do
cubo: ou seja, o problema consistindo em construir um cubo cujo volume seja o
dobro do volume de um outro cubo dado, de lado a. Menaecmo era discipulo
de Eudoxo mas também foi membro da Academia de Platdo (427 — 347 aC)
onde este problema foi estudado (Domingues, 1998, p. 43).

7z

Uma das trés linhas de desenvolvimento da matematica grega € “[...] a da geometria
superior, ou geometria de curvas outras que ndo a reta e a circunferéncia e superficies outras que
ndo o plano e a esfera. E bastante curioso que essa geometria superior tenha se originado nas
tentativas seguidas de resolver os trés agora famosos problemas de construcao” (Eves, 2011, p.
133):

1. Duplicagdo do cubo ou Problema Deliano ou o problema de construir o lado de um cubo

cujo volume € o dobro do de um cubo dado;

2. Trissecgdo do dangulo ou o problema de dividir um angulo arbitrario dado em trés partes

iguais;

3. Quadratura do circulo ou o problema de construir um quadrado com drea igual a de um

circulo dado.

A impossibilidade de se resolver as trés construcdes, usando a teoria de Galois (1811—
1832), com apenas régua e compasso foi estabelecida somente no século XIX, mais de 2000 anos
ap0s a concepg¢do dos problemas. Entretanto, a busca pela solugdo desses problemas influenciou a
geometria grega e fomentou diversas descobertas, tais como as se¢des cOnicas, as curvas cubicas

e quarticas e diversas curvas transcendentes (Eves, 2011).

Para Torres e Le6n (2020, p. 62):

As cOnicas surgiram na Grécia antiga como se¢des de um cone quando ele
é cortado por um plano e, dependendo da inclinacdo, aparecerd a elipse, a
hipérbole ou a pardbola, embora também possam ser encontradas outras cOnicas
chamadas degeneradas, como um ponto ou duas linhas secantes. O interesse
despertado pelas conicas foi mantido posteriormente por muitos matematicos
que buscavam formas de utilizd-las em outros processos, como na resolugdo de

equacdes de diferentes graus .

Las cénicas surgen en la antigua Grecia como secciones de un cono cuando se corta por un plano y, dependiendo
de la inclinacidn, apareceran la elipse, la hipérbola o la pardbola, aunque también se pueden encontrar otras
conicas denominadas degeneradas, como un punto o dos rectas secantes. El interés despertado por las conicas se
mantuvo en épocas posteriores para muchos matemadticos que buscaban la forma de utilizarlas en otros procesos,
como la resolucién de ecuaciones de distintos grados.
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As conicas também sdo definidas como lugares geométricos. O conceito de lugar geomé-

trico € estabelecido pela Defini¢cdo 4.1 (Neto, 2013).

Definicdo 4.1. Dada uma propriedade P relativa a pontos do espago, o lugar geométrico da

propriedade P ¢ o conjunto L de pontos do espaco que satisfazem as seguintes condicoes:

(a) Todo ponto de L possui a propriedade P;

(b) Todo ponto do espago que possui a propriedade P pertence a L.

O cone, do qual derivam a elipse, a hipérbole e a parabola, é caracterizado como um

lugar geométrico segundo a Definicdo 4.2 (Neto, 2013).

Definicao 4.2. Dados um dangulo agudo 0, uma reta e e um ponto V € e, o cone (de revolucdo)

<
C(e; V;0), de eixo e, vértice V e abertura 20, é o conjunto dos pontos A do espago tais que AV
forma um dngulo 6 com a reta e.

A Figura 4.1 ilustra o cone de revolucao segundo a Defini¢do 4.2.

Figura 4.1 — O cone de revolugdo de eixo e, vértice V e abertura 26

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

<
Na Figura 4.1, areta g = AV € a geratriz do cone C. Todo plano que passa pelo vértice

V e é perpendicular ao eixo e divide C \ {V'} em duas partes, denominadas folhas do cone C.

As cOnicas, ou secoes cOnicas, sao determinadas pela intersec¢cao de um plano com a

superficie do cone C. O Teorema 4.1 (Neto, 2013) estabelece trés se¢des conicas nao degeneradas.

Teorema 4.1. Se C é um cone e o é um plano que secciona C, entdo a se¢do correspondente é:
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(a) uma elipse, caso o so intersecte uma folha de C e ndo seja paralelo a uma geratriz;
(b) uma pardbola, caso « s6 intersecte uma folha de C e seja paralelo a uma geratriz;

(c) uma hipérbole, caso « intersecte ambas as folhas de C mas ndo passe por seu vértice.

Quando o plano a ndo € paralelo a uma geratriz, porém € paralelo ao plano que passa
pelo vértice V e é perpendicular ao eixo e, a se¢do determinada por « na superficie do cone € uma
circunferéncia, um tipo especial de elipse. As Figuras 4.2, 4.3 e 4.4 ilustram, respectivamente, a
secdo no cone de revolucdo que determina a elipse, a pardbola e a hipérbole.

Figura 4.2 — Elipse: (a) perfil lateral do plano « secante a uma folha do cone; (b) intersecdo do
plano o com a superficie do cone

(b)
Fonte: A autora com o Geogebra (2022a).

As trés secOes conicas ndo degeneradas determinadas pelo Teorema 4.1 podem ser defi-
nidas como lugares geométricos. A Defini¢do 4.3 estabelece a hipérbole como lugar geométrico
(Delgado; Frensel; Crissaff, 2017).

Definicao 4.3. Uma hipérbole H de focos ¥ e ¥ é o conjunto de todos os pontos P do plano
para os quais o modulo da diferenca de suas distancias a ¥ e ¥y é igual a uma constante

2a > 0, ou seja,

H={PcR%|d(P,F)—d(P,F)| =2a}, com0 < a<cedF,F)=2c.
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Figura 4.3 — Parédbola: (a) perfil lateral do plano « secante a uma folha do cone e paralelo a uma
geratriz; (b) intersecdo do plano o com a superficie do cone

() (b)
Fonte: A autora com o Geogebra (2022a).

Figura 4.4 — Hipérbole: (a) perfil lateral do plano « secante as duas folhas do cone; (b) intersecao
do plano o com a superficie do cone

(a) (b)
Fonte: A autora com o Geogebra (2022a).

A Figura 4.5 ilustra a hipérbole ‘H segundo a Defini¢do 4.3, destacando seus elementos:

* Fy, Fao: focos, onde d (Fy, Fy) = 2c¢;
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*

A1, Ay: vértices reais;

B1, By: vértices imaginarios;

>

<——
* [ = ;1 Fl, = A, A,: eixo focal ou reta focal ou eixo real, onde d (A, Ay) = 2a;

* Il = El By: eixo nao focal ou reta ndo focal ou eixo imagindrio, onde d (By, By) = 2b;

C: centro;

*

*

Vi, Vs, V3, Vy: vértices do retangulo base, onde A, Ay, B; e B, sdo os pontos médios

dos lados desse retangulo;

%

r1,T9: assintotas, diagonais do retangulo base.

Figura 4.5 — Hipérbole H e seus elementos

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Quando a = b, a hipérbole é denominada equildtera. Nesta hipérbole, o retingulo base é

um quadrado e as assintotas sdo perpendiculares (Delgado; Frensel; Crissaff, 2017).
O centro C' da hipérbole H € o ponto médio dos segmentos A; As e F} F,. Assim:

_A1+A2_F1+F2

C _
2 2
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Ainda, como d(Fy, Fy) = 2c e d(A1, Ay) = 2a, com ¢ > a, temos que d (F}, Ay) =

d(FQ,AQ) =C— Q.

Podemos relacionar as medidas a, b e ¢ usando o teorema de Pitdgoras (Silva; N6s; Sano,

2023), uma vez que A,C' 1 BoC' — Figura 4.6. Desta forma, temos que:
& =a*+ V.

Figura 4.6 — Relagao entre as medidas a, b e ¢ na hipérbole H

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

4.3 A DUPLICACAO DO CUBO

Para Eves (2011, p. 135) “h4 indicios de que o problema da duplicacao do cubo possa
ter se originado nas palavras de algum poeta (talvez Euripedes) grego antigo, ignorante em
matematica, ao descrever a insatisfacdo do mitico rei Minos com o tamanho do timulo erguido
para seu filho Glauco”.

Diante desse fato, o rei Minos ordenou que o timulo do seu filho Glauco fosse duplicado.

Para tanto, por influéncia do poeta, o rei acreditou que bastaria duplicar as dimensdes do timulo,
isto é, comprimento, largura e altura.

Essa falha matemadtica da parte do poeta levou os gedmetras a abragar o pro-
blema de como dobrar um dado s6lido mantendo-se sua forma. Nenhum pro-
gresso parece ter havido quanto a solucdo até que, algum tempo mais tarde,
Hipdcrates descobriu sua famosa reducdo [...] (Eves, 2011, p. 135).

Ap6s o dilema do rei Minos, a duplicagdo do cubo voltaria a tona com a constru¢do do

altar para o deus grego Apolo, considerado patrono da musica e da arte, com poderes sobre a
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morte. Em seu templo, construido na ilha grega Delos, Apolo (ou deus do Sol) era venerado
por aqueles(as) que desejavam suas previsdes. A duplicacao do altar de Apolo é relatada no
Problema 4.1 segundo Contador (2012).

Problema 4.1. Quando uma peste assolou Atenas, dizimando cerca de um quarto de sua popu-
lacdo, inclusive fazendo Péricles uma de suas vitimas, os habitantes, desesperados, enviaram
uma delegacdo em busca de auxilio para a ilha de Delos, mais precisamente ao templo de Apolo.
Neste templo havia um altar em forma de cubo e, em troca do fim da peste, a divindade fez um

pedido: erguei-me um altar igual ao dobro do jd existente e a peste cessard.
A Figura 4.7 mostra um esbogo do altar de Apolo e a duplica¢do proposta no Problema
4.1.
Figura 4.7 — Esbocgo: (a) do altar de Apolo; (b) do altar de Apolo duplicado

@ SketchUp

$ SketchUp

(a) (b)
Fonte: Parodi com SketchUp (2022, n.p).

Segundo Domingues (1998), Hipdcrates de Quio (c. 440 a.C.) reduziu o problema da

duplicagdo do cubo as médias proporcionais = e y aos segmentos de comprimento k e 2k, ou

seja:
kEx Y
T2 4.1
x y 2k “.D
Da propor¢ao (4.1), segue que:
22
y* =2ka; (4.3)
ry =2k°. (4.4)

Substituindo (4.2) em (4.4), obtemos que:

3 =2k
x=v2k. 4.5)

Na relacdo (4.5), x € a medida da aresta do cubo duplicado enquanto que k£ é a medida

da aresta do cubo original.
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Ap6s Hipdcrates, outros matemdticos também tentaram solucionar o problema da dupli-

cacdo do cubo.

Dessas, uma das mais antigas, e certamente uma das mais notaveis, na forma
de uma solug@o por geometria superior, foi dada por Arquitas (c. 400 a.C.).
Sua solug@o consiste em achar um ponto de intersec¢do de um cilindro circular
reto, um toro de didmetro interior zero e um cone circular reto! Essa solucao
lanca alguma luz sobre a extensdo pouco comum que a geometria deve ter
atingido naqueles tempos remotos. A solucdo de Eudoxo (c. 370 a.C.) se perdeu.
Menaecmo (c. 350 a.C.) deu duas solucdes do problema e, tanto quanto se sabe,
inventou as sec¢des cdnicas para esse propodsito. Atribui-se a Eratdstenes (c.
230 a.C.) uma solugdo posterior usando dispositivos mecanicos e outra, por
volta da mesma época, a Nicomedes. Uma solucéo ainda posterior foi oferecida
por Apoldnio (c. 225 a.C.). Dioclés (c. 180 a.C.) inventou uma curva chamada
cissoide com o mesmo objetivo. E, obviamente, descobriram-se modernamente
muitas solu¢cdes mediante curvas planas superiores (Eves, 2011, p. 135).

O matematico Menaecmo (c. 350 a.C.), discipulo de Eudoxo, amigo de Platio (427 — 347
a.C.) e membro da Academia de Platdo, “[...] fez a descoberta dessas curvas (22 = ky, y? = 2kx
e xy = 2k?) por volta de 360 a.C. e mostrou que a intersecdo delas daria as médias requeridas
no problema, ainda que ndo construidas com régua e compasso” (Delgado; Frensel; Crissaff,
2017, p. 146). De acordo com Eves (2011), s@o duas as contribui¢des de Menaecmo a solucao

do problema da duplicagdo do cubo.

1* Emprega-se duas pardbolas, com vértices comuns e eixos perpendiculares, tais que o latus
rectum (lado reto)? de uma € o dobro do latus rectum da outra. Esta constru¢do pode ser
efetuada com o auxilio das equacdes (4.2) e (4.3), ou seja, 22 = ky e y* = 2kx, derivadas

da proporc¢do (4.1) de Hipdcrates.

2% Considera-se a intersecdo entre uma pardbola e uma hipérbole equildtera que tem como
assintotas o eixo da pardbola e a tangente a esta que passa pelo vértice. Esta construcdo
pode ser efetuada com o auxilio das equagdes (4.2) e (4.4), ou seja, 2% = ky e vy = 2k2,

derivadas da proporcao (4.1) de Hipdcrates.

Para duplicarmos o cubo empregando as duas estratégias propostas por Menaecmo, faz-se
necessario definir a pardbola e destacar seus elementos, assim como fizemos com a hipérbole. A

Defini¢ao 4.4 estabelece a pardbola como lugar geométrico (Delgado; Frensel; Crissaff, 2017).

Definicao 4.4. Seja d uma reta e F' um ponto do plano ndo pertencente a d. A pardbola P de
foco F e diretriz d é o conjunto dos pontos P do plano cuja distdncia a F' ¢é igual a distdncia a
d, ou seja,

P ={P eR*d(P,F)=d(Pd)}.

2 O latus rectum de uma cdnica é definido como sendo a corda focal, ou segmento de reta que passa por um dos

focos da conica e tem extremidades pertencentes a mesma, cujo comprimento € minimo. Pode-se demonstrar

. . ”, 2
que, em coordenadas cartesianas, o comprimento do latus rectum é dado por %.
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A Figura 4.8 ilustra uma pardbola segundo a Defini¢do 4.4.

Figura 4.8 — Pardbola P e seus elementos

-P'

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Na Figura 4.8, destacam-se os elementos de uma parébola :

o I foco;

¢ d: diretriz;

&

¢: reta focal ou eixo de simetria; reta que contém o foco F e é perpendicular a diretriz d;

<&

V': vértice, pertencente a reta focal. Se A € o ponto onde d intersecta ¢, entdo V' € o ponto

médio do segmento AF';

<

2p = d(F,d): parametro, onde d(V, F') = d(V,d) = p.

As formas candnicas da pardbola sdo estabelecidas em relagdo a um sistema de coorde-
nadas xOy. Desta forma, tem-se: dois casos quando a parabola tiver o vértice na origem e a reta
focal coincidente com o eixo Ox; dois casos quando a pardbola tiver o vértice na origem e a reta

focal coincidente com o eixo Oy.
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Caso I. O foco esta a direita da diretriz. Como o vértice da parabola P ¢ a origem V' = (0,0),
temos que o ponto F' = (p,0) é o focoe aretad : © = —p é a diretriz, onde 2p = d(F,d).
Logo,
P = (z,y) € P < d(P,F)=d(Pd)
/(& =p)* +y* =z +p|
= (2 -p)*+y* = (@ +p)
= 2% — 2pz + p* + y* = 2 + 2px + p?
<— —2px + y2 = 2px
= 1? = dpr. (4.6)
Caso II. O foco esta a esquerda da diretriz. Neste caso, ' = (—p,0) e d : = = p, onde
2p = d(F,d). Entao,
P=(z,y) € P<=d(P,F)=d(P,d)
(@ +p)?+y? =z —p|
= (2 +p)*+y* = (& —p)’
= 2® + 2z +p* +y? =2 — 2pr +p°
= 2pr +y* = —2px
— y* = —4dpu.
Caso III. O foco esta acima da diretriz. Neste caso, F = (0,p)ed : y = —p, onde 2p = d(F,d).
Assim,
P=(z,y) € P<=d(P,F)=d(P,d)
=2+ (y—p)?=ly+pl
=+ (y-p)?=y+p)?
= 2’ +y*—2py+p° =y + 2py + p’
= —2py + 2% = 2py
= 2% = 4py. 4.7)

Caso IV. O foco esta abaixo da diretriz. Neste caso, ' = (0, —p)ed : y = p, onde 2p = d(F, d).
Logo,
P=(z,y) € P <= d(P,F)=d(P,d)
= 22+ (y+p)? =y -1
="+ (y+p)P=(y-p)’
=y 2y +p° =y° - 2py +p°
= 2py + 2? = —2py

= 2% = —dpy.
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A Figura 4.9 ilustra as quatro formas candnicas da pardbola.

Figura 4.9 — Pardbolas: (a) P : y?> = 4pz; (b) P : y?> = —4px; (c) P : 2? = 4py; (A) P : 22 =
—4py

d

(_95 o) (.U, 0 -X)

(b)

(0,p)

(0,—p) (0,—p)

(c) (d)
Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

4.4 DUPLICANDO O CUBO COM O GEOGEBRA

Nesta secdo, utilizamos as duas estratégias de Menaecmo para interpretar geometrica-
mente a duplica¢do do cubo com o GeoGebra (2022a).

4.4.1 USANDO DUAS PARABOLAS

Iniciamos inserindo as equacdes (4.2) (22 = ky) e (4.3) (y*> = 2kx) na janela de dlgebra
(opg¢ao calculadora gréfica) do GeoGebra. A Figura 4.10 ilustra as duas pardbolas correspondentes
a essas equagoes.
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Figura 4.10 — Pardbolas 22 = ky (azul) e y? = 2kx ( ), com k = 3

7

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Na primeira estratégia para a duplicacdo do cubo, Menaecmo refere-se a duas parabolas
com vértices comuns e eixos perpendiculares, tais que o latus rectum de uma é o dobro do
latus rectum da outra. Segundo Coxeter (1969, p. 116): “A corda LI’ passando pelo foco,
paralela a diretriz, é chamada latus rectum; seu comprimento € denotado por 2/, de modo que

| = OL = eLH", onde e = 1 é a excentricidade* da pardbola — Figura 4.11.

Figura 4.11 — Latus rectum LI’ da parabola

2 H
K

Fonte: Coxeter (1969, p. 115).

Como toda pardbola é simétrica em relagdo a reta focal, podemos concluir na

3 The chord LL' through the focus, parallel to the directrix, is called the latus rectums; its length is denoted by 2,

sothat] = OL = eLH.

4 Razdo entre a distancia do centro ao foco e a distincia de um ponto na conica da diretriz.
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Figura 4.11 que: LO = OL’ = I; o foco O é o ponto médio do segmento LL'; d(L, H) =
d(O, X) e que | = 2p, onde p é o parametro da parabola. De fato, temos que OX = 2p, e como
| =0L = LH = OX, segue que | = 2p. Consequentemente, 2] = 4p = s.

Nesta primeira estratégia, usamos as pardbolas z? = ky e y?> = 2kx, onde k = 2, com
vértices na origem. A pardbola 2% = ky possui reta focal coincidente com o eixo Oy, isto €, a
forma candnica (4.7) com p = 3, onde F' = (0,p), d : y = —p e 2p = d(F,d). J4 a pardbola
y* = 2kx possui reta focal coincidente com o eixo Oz, ou seja, a forma canonica (4.6) com
p =2p,onde F} = (p/,0),d: o= —p'e2p =d(F,d).

Assim, o latus rectum LL' terd como extremos os pontos L = (—2p,p) e L' = (2p, p)
para 2 = ky e o latus rectum L, L} terd como extremos os pontos L; = (p/,2p') e L} =

(p', —2p') para y? = 2kx — Figura 4.12, cumprindo deste modo as condi¢des de Menaecmo.

Figura 4.12 — Latus rectum LL' e L, L} das pardbolas 22 = ky e y*> = 2k, respectivamente,
comk = 2

=
"
N

o
1

(=]

o

L,=(1.2)

L=¢1, ONF £(0,05) L'=(1,05)
F,=(1,0)

-05 Ll =4

-2 L= (1,-2)

-25

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Na Figura 4.12, H = ({75 k, /4 k;) € o ponto de interse¢do das duas pardbolas. As
coordenadas deste ponto podem ser determinadas empregando-se o método da substitui¢do para

solucionar o sistema composto pelas equagoes (4.2) e (4.3).

Inserindo a equacdo (4.5) (x = /2 k) na janela de dlgebra (opgio calculadora gréfica)
do GeoGebra, visualizamos uma reta perpendicular ao eixo x e paralela ao eixo y, que passa

pelo ponto H — Figura 4.13.
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Figura 4.13 — Pardbolas 2% = ky (azul) e y*> = 2kx ( ), areta x = /2 k (verde) e os
segmentos V,D e V, I/, de comprimentos £ e x, respectivamente, com k = 2

4 eq3
35
H

3
k=2

-25

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

As medidas dos segmentos VpiD e m na Figura4.13,onde D = (k,0)e E = (\3/5 k, O) ,
representam, respectivamente, o comprimento k da aresta do cubo e o comprimento z = /2 k da
aresta do cubo de volume duplicado. Desta forma, os quadrados V,,DC'B e V,, EM K representam
as faces do cubo e do cubo de volume duplicado, respectivamente. Construimos no GeoGebra

uma atividade dinamica que permite, atrdves de um controle deslizante, alterar o valor da medida

k e observar o que ocorre com as pardbolas e os segmentos V,,D e V,, . Disponibilizamos essa

atividade no link:
<https://www.geogebra.org/calculator/ugpvcbmz>.

Usando o GeoGebra na op¢ao de janela 3D, criamos um cubo de aresta £ e outro cubo de
aresta \/2 k a partir dos quadrados V,BCD e V,KME, respectivamente — Figura 4.14. Assim,
dados um cubo C de aresta k e um cubo D de aresta v/2 k, temos que o volume V de C é
V(C) = k* e o volume V de D é V(D) = 2k3. Portanto: V(D) = 2V(C).

No link
<https://www.geogebra.org/classic/gmsk8jgv>,

disponibilizamos uma atividade construida no GeoGebra que permite observar a duplicacdo do

cubo alterando-se o valor de £ no controle deslizante.


https://www.geogebra.org/calculator/uqpvcbmz
https://www.geogebra.org/classic/gmsk8jgv
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Figura 4.14 — Cubos de arestas k e 2k, comk =4

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

4.42 USANDO UMA PARABOLA E UMA HIPERBOLE

Inserindo as equagdes (4.2) (22 = ky) e (4.4) (xy = 2k?) na janela de dlgebra (opg¢ao
calculadora gréfica) do GeoGebra, obtemos a Figura 4.15. Nesta, destacamos o ponto H, que
representa a interse¢ao da pardbola com a hipérbole. O ponto V,, = A = (0,0) é o vértice da
parabola (4.2).

Figura 4.15 — Intersecdo H da pardbola 2> = ky com a hipérbole zy = 2k* (laranja), onde
k=3

eq,

6

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).
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Estabelecida a pardbola, precisamos verificar se a hipérbole xy = 2k? se enquadra nas
normas de Menaecmo, isto €, se € uma hipérbole equilatera cuja distancia entre os vértices reais
¢ igual a 4s, uma vez que 2] = 4p = s, e as assintotas sao o eixo focal da pardbola e a tangente a

esta que passa pelo vértice.

Construindo o gréfico da hipérbole xy = 2k?, com k = 2, no GeoGebra — Figura 4.16,

temos que o eixo focal da pardbola 22 = ky € coincidente ao eixo Oy. Logo, este eixo € uma

2k? 2k?
das assintotas uma vez que lim y = — = —oo e lim y = — = 400. A outra assintota
z—0~ T z—0+t x
. : : 2k? . ) s
corresponde ao eixo Oz, isto porque Erin y = — = 0. E o eixo Ox € tangente a pardbola
T 00 €T

x? = 2y e passa pelo vértice V,. Como os eixos Oz e Oy sdo perpendiculares, temos que a

hipérbole xy = 2k? é equilatera.

Figura 4.16 — Assintotas da hipérbole xy = 2k?, com k = 2

@® p=05

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Contudo, a hipérbole xy = 2k? estd rotacionada. Para que essa hipérbole satisfaca os
critérios de constru¢cdo de Menaecmo, a rotacio dos eixos devem ser de 45 graus, por se tratar de
uma hipérbole equildtera. Para tanto, precisamos tragar as bissetrizes em relagdo aos eixos Ox e
Oy — Figura 4.17.

Sabemos que na hipérbole equildtera a = b, ou seja, o retdngulo base é um quadrado, e
que a distancia entre os vértices reais A; e Ay é d( Ay, As) = 2a. Assim, devemos ter d(A;, Ay) =
2a = 4s. Como LL' = 2] = 4p = s, segue que d(A;, As) = 4s = 16p. Logo, empregando os
valores em fung¢io de p, podemos afirmar que a hipérbole 2y = 2k? se encaixa nos padrdes de

construcdo de Menaecmo.
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Figura 4.17 — Bissetrizes (verde) em relagdo aos eixos Ox e Oy

D p=05

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

De fato, a distancia d(A;, Ay) = 4s = 16p corresponde a diagonal (coincidente com uma
das bissetrizes) do quadrado inscrito no retdngulo base da hipérbole. Os vértices do quadrado
inscrito correspondem aos pontos médios dos lados do retangulo base, isto €, A; e A, sdo
vértices opostos desse quadrado. Além disso, como 4s = 16p = 2a e 2] = 4p = s, temos que
2a = 4s = 8l, de onde podemos concluir que a distancia entre os vértices A; e A, € igual ao

quddruplo do latus rectum da parébola x> = ky, ou seja, d(A;, Ay) = 81 - Figura 4.18.

Figura 4.18 — Retangulo base da hipérbole xy = 2k? e quadrado inscrito

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).
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Utilizando o método da substitui¢cdo para solucionar o sistema de equacdes 72 = ky e
ry = 2k2, obtemos como solugio o ponto H = (v/2 k, v/4 k), interse¢io da pardbola com a
hipérbole. Baixando uma perpendicular ao eixo Ox passando por H, determinamos o ponto F

em Ox. Este ponto tem a mesma abscissa do ponto H. Logo, F = ({”/5 k, 0) — Figura 4.19.

Figura 4.19 — Conicas 22 = ky e vy = 2k? com k = 2, e as arestas V,B e V,E

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Na Figura 4.19, as distancias d(A, B), onde B = (k,0), e d(A, F) representam, res-
pectivamente, o comprimento da aresta k& do cubo e o comprimento da aresta = /2 k do
cubo de volume duplicado. Ao manejamos os controles deslizantes, que correspondem a valores
atribuidos as medidas k € p, podemos observar o que ocorre com as medidas dos segmentos V), B
e V,E, onde V,, = A = (0,0) € o vértice da pardbola. Construimos uma atividade no GeoGebra
que permite observar o que ocorre quando se altera o valor de p e/ou k. Esta atividade estd

disponivel no link:
<https://www.geogebra.org/classic/q5vb2ght>.

Deste modo, a solucdo do Problema 4.1 usando as contribuicdes de Menaecmo consiste
em se determinar a insterse¢do entre as pardbolas (4.2) e (4.3) ou entre uma destas e a hipérbole
(4.4). Em qualquer das escolhas, baixando uma perpendicular ao eixo Ox passando pelo ponto de
interse¢do H, determinamos em Ox o ponto E. Assim, o comprimento do segmento V,E = AF
¢ a medida da aresta do cubo dublicado. Podemos visualizar as duas contribuicdes de Menaecmo
a duplicagdo do cubo na Figura 4.20.


https://www.geogebra.org/classic/q5vb2qht
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Figura 4.20 — Volume dos cubos de arestas k e v/2 k, com k = 20

eq2

Volume do cubo de aresta k:

20° = 8000

1 Volume do cubo de aresta k+/2 :

(20/2)* = 16000 a

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Organizamos no GeoGebra uma atividade para determinar o volume do cubo original
e do cubo duplicado a partir do valor do pardmetro %, que pode ser modificado pelo controle

deslizante. Disponibilizamos a atividade no link:

<https://www.geogebra.org/classic/htadhghx>.


https://www.geogebra.org/classic/htadhqhx
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5 ATIVIDADES DIDATICAS COM O GEOGEBRA E O GNU OCTAVE

Apresentamos neste capitulo atividades envolvendo problemas cuja solucio estd as-
sociada aos problemas abordados nos Capitulos 2, 3 e 4. Para cada atividade, descrevemos
brevemente uma sequéncia didatica que poderd nortear a acao do professor de matematica da
Educacdo Basica. Essas sequéncias abordam problemas de aplica¢do de conteddos que ja tenham

sido trabalhados em sala de aula.

Definimos uma sequéncia didatica como um encadeamento sequencial, metodolégico e
articulado que orienta a execugdo de diferentes atividades no decorrer de uma unidade didatica,

com a finalidade de atingir determinados objetivos educacionais (Zabala, 1998).

5.1 ATIVIDADE 1: LANCHE COM AMIGOS

1.1 Nivel: Ensino Fundamental II.

1.2 Ano: 7°.

1.3 Numero de aulas: 5 (50 minutos cada).
1.4 Competéncias especificas BNCC:

¢ Compreender as relacdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes campos da
Matematica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade) e de outras
areas do conhecimento, sentindo seguranga quanto a propria capacidade de construir
e aplicar conhecimentos matemdticos, desenvolvendo a autoestima e a perseverancga

na busca de solugdes;

¢ Utilizar processos e ferramentas matemadticas, inclusive tecnologias digitais dispo-
niveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais € de outras areas de

conhecimento, validando estratégias e resultados.

1.5 Habilidades especificas BNCC:
(EFO6MAO03) Resolver e elaborar problemas que envolvam calculos (mentais ou escritos,
exatos ou aproximados) com nimeros naturais, por meio de estratégias variadas, com
compreensdo dos processos neles envolvidos com e sem uso de calculadora;
(EFO6MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de multiplo e de
divisor;
(EFO7MA13) Compreender a ideia de varidvel, representada por letra ou simbolo, para

expressar relacdo entre duas grandezas, diferenciando-a da ideia de incégnita.

1.6 Conteudos abordados: critérios de divisibilidade; valor numérico.
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1.7 Objetivos:

¢ Calcular quocientes e restos;

¢ Aplicar o critério de divisibilidade por 3;

¢ Identificar as varidveis do problema, atribuindo valores numéricos as mesmas;
¢ Criar um script no GNU Octave para resolver o Problema 5.1;

¢ Generalizar o Problema 5.1, explorando outros critérios de divisibilidade.
1.8 Procedimento metodologico: aula expositiva e dialogada; solucdo de problemas.

1.9 Avaliagdo: observacdo do desempenho dos estudantes durante a atividade; generalizacao
do Problema 5.1.

O Problema 5.1, que aborda divisibilidade assim como o
Figura 5.1 — Amigos confraterni- Problema 2.1, e as Questdes 5.1 a 5.2 regem a Atividade 1.

zando Problema 5.1. Mabel, Marise e Junior sdo amigos e combi-

t naram de se encontrar na Confeitaria Aroma e Sabor para
g Q tomar um café no domingo a tarde — Figura 5.1. Apos muita

- - conversa e nostalgia, pediram a conta. O valor total da des-
pesa foi igual a R$ 136, 00. Marise propds o seguinte: dividir

a conta em trés partes iguais, considerando vdlido apenas

0 quociente natural; caso ndo fosse possivel, somar ao to-
Fonte: Shutterstock (2023, n.p).  tal da conta o menor valor possivel até obter uma divisdo
exata. Além disso, sugeriu que o valor extra fosse doado para
a “caixinha” (recipiente onde estdo as gorjetas; é repartida

entre os atendentes do dia apos o expediente).
Questao 5.1. Qual é o valor que cada amigo deverd pagar segundo a proposta de Marise ?
Questao 5.2. Qual serd o valor extra direcionado a “caixinha”?

Soluc¢do (Problema 5.1). Temos que o valor total da despesa dos trés amigos foi de R$ 136, 00.
Assim, usando congruéncias, podemos escrever 136 = 1 mod 3, ou seja, o resto da divisdo de

136 por 3 resulta em 1.

Para que a divisdo resulte em um quociente natural, o total da despesa deve ser um
numero divisivel por 3. Como o resto da divisdo de 136 por 3 é igual a 1, basta somarmos 2
ao resto 1, uma vez que devemos considerar o menor valor possivel a ser somado. Logo, o
total da conta passa a ser R$ 138,00, e cada um dos trés amigos deve pagar R$ 46, 00. O valor

destinado a “caixinha” serd de R$ 2,00, exatamente o valor adicionado para tornar a divisdo

por 3 exata.

Para configurar o script no GNU Octave, devemos considerar as seguintes varidveis:
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o a: corresponde ao valor total da despesa, ou seja, o dividendo;

&

b: refere-se ao niimero de amigos que repartiram a despesa na confeitaria, isto é, o divisor;

o c¢: o valor da “caixinha”, isto é, o valor a ser somado ao total da despesa para que o

quociente seja um niimero natural;

<

resto: refere-se ao resto da divisdo de a por b;

&

valor individual: o valor a ser pago por cada integrante do grupo de amigos.

As varidveis a, b e c sdo dados de entrada, isto é, fornecidos pelo usudrio; as varidveis
resto e valor individual sdo dados de saida, ou seja, calculados pelo GNU Octave. Ao elaborar

um script no GNU Octave, é importante:

1. incluir textos curtos que direcionem o raciocinio. Os textos podem ser escritos entre

parénteses e aspas simples, como, por exemplo, (‘Resto da divisdao de 136 por 3’);

2. usar os comandos “clear” e “clc” no inicio do script — Figura 5.2. Estes comandos
realizam a limpeza dos dados do ambiente de trabalho e da janela de comandos, respecti-

vamente.

Uma das funcoes pré-definidas no GNU Octave é rem(a,b). Esta fun¢do permite determi-
nar o resto da divisdo de a por b. A Figura 5.2 ilustra um script que pode ser usado na solugdo
do Problema 5.1.

Figura 5.2 — Script no GNU Octave para solucionar o Problema 5.1

Arquivo Editar Visualizar Depurar Executar Ajuda

=1 = > =
- | = =& r @
Problema_confeitaria.m D

1

2 clear

3 clc

4

& ("Resto da divisdo de a por b')

[

7 a=imput ('Digite o wvalor do dividendo: '}

8

S5 b=input ('Digite o wvalor do divisor: ')
10
11 resto = rem(a,b)
12
13 {'Determinando o valor da caixinha')
14
15 c=input ('Digite um valor gue somado ao resto seja divisivel por b: ')
16
17 {'Determinande o valor devido para cada um deles.')
18
18 wvalor_individuwal = (a + c) /b

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).
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Clicando em executar, temos que fornecer na Janela de Comandos os valores de a, b e ¢

— Figura 5.3.

Figura 5.3 — Janela de Comandos no GNU Octave para inser¢ao dos valores das varidveis: (a) a;

(d) b (c) c

Janela de Comandos

ans = Resto da divisdo de a por b
Digite o walor do diwvidendo:

Janela de Comandos

a = 136.00

ans = Resto da divisdo de a por b
Digite o walor do dividendo: 136

Digite o walor do divisor:

(a) (b)
Janela de Comandos
ans = Resto da divisdo de a por b
Digite o walor do dividendo: 136
a = 136.00
Digite o walor do divisor: 3
b = 3.00
resto = 1.00
ans = Determinando o valor da caixinha

Digite um valor gue somado ao resto seja divisivel por b:

(©)
Fonte: A autora com GNU Octave (2023).

A Figura 5.4 ilustra a solu¢cdo do Problema 5.1, destacando o valor da “caixinha” c e o

valor individual a ser pago por cada um dos trés amigos.

Figura 5.4 — Soluc¢@o do Problema 5.1 via GNU Octave

Janela de Comandos

ans = Resto da divisdo de a por b
Digite o walor do dividendo: 136
a = 136.00

Digite o walor do divisor: 3

b = 3.00

resto = 1.00
ans = Determinando o walor da caixinha
Digite um valor gue somado ao resto sSeja divisivel por b:

c = 2.00
ans = Determinando o walor dewvido para cada um deles.
valor individual = 46.00

B

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

2

Observacao 5.1. O script ilustrado na Figura 5.2 permite generalizar o Problema 5.1. Desta

maneira, o professor de matemdtica pode empregd-lo na Educagdo Bdsica para explorar outros

critérios de divisibilidade.
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5.2 ATIVIDADE 2: REALCANDO IMAGENS

De acordo com Gonzalez e Woods (2000, p. 4): “O termo imagem monocromdtica refere-
se a fungdo bidimensional de intensidade da luz f(z,y), onde x e y denotam as coordenadas
espaciais e o valor de f em qualquer ponto (z,y) é proporcional ao brilho (ou niveis de cinza)

da imagem naquele ponto”.

Ainda, segundo os mesmos autores:

[ e ] Uma imagem digital é uma imagem f(z,y) discretizada tanto em coor-
denadas espaciais quanto em brilho. Uma imagerm digital pode ser considerada
como sendo uma matriz cujos indices de linhas e de colunas identificam um
ponto na imagem, e o correspondente valor do elemento da matriz identifica o
nivel de cinza naquele ponto. Os elementos dessa matriz digital sdo chamados
de elementos da imagem, elementos da figura, “pixels” ou “pels”, estes dois
dltimos, abreviacdes de “picture elements” (elementos de figura) (Gonzalez;
Woods, 2000, p. 4-5).

O termo “pixel” originou-se da unido de duas palavras da lingua inglesa: picture e
element, isto €, imagem e elemento. Desse modo, podemos dizer que os pixels sdo os elementos

que compdem uma imagem digital (Wolffenbiittel, 2006).

Segundo Wolffenbiittel (2006, n.p): “ Um pixel € a menor unidade que consegue conter
uma informacdo individual de cor. Portanto, quanto mais pixels tiver uma imagem, melhor
defini¢do ela terd”. Podemos observar os pixels que compdem uma imagem quando a ampliamos.
Na ampliagdo, a imagem perde nitidez e os pixels aparecem no formato de pequenos quadrados,

como ilustra a Figura 5.5.

Figura 5.5 — (a) Fotografia do Professor Julio Cesar de Mello e Souza; (b) recorte ampliado da
fotografia do Professor Julio Cesar de Mello e Souza

(b)
Fonte: Pereira, Salles, Pereira (2017, n.p).
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Queiroz e Gomes (2001, p. 8) mencionam que: “Cada ponto na grade bidimensional que
representa a imagem digital € denominado elemento de imagem ou pixel”. A Figura 5.6 ilustra a
notacdo matricial de uma imagem bidimensional, usada na localizacdo de um pixel no arranjo de

pixels.

Figura 5.6 — Representacdo de uma imagem digital bidimensional

Coluna

(n)

|
i

0 N-1 Pixel
0
Linha 0 Preto
(m)
Tons
de

Cinza

M-1
255 Branco

Fonte: Queiroz e Gomes (2001, p. 8).

Na Figura 5.6, o indice m denota a posi¢ao da linha na qual o pixel se encontra, enquanto
o indice n denota a posi¢ao da coluna. Se a imagem digital contiver M linhas e /N colunas, entdo
m=0,..., M —1en=20,...,N — 1. O sentido de leitura (varredura) € da esquerda para a

direita e de cima para baixo.

Segundo Queiroz e Gomes (2001, p. 15): “O realce de contraste visa o melhoramento
da qualidade das imagens sob o ponto de vista subjetivo do olho humano, sendo usualmente
empregada como uma etapa de pré-processamento em aplica¢des de reconhecimento de padrdes”.
Ainda quanto ao realce de contraste:

O contraste entre dois alvos de uma cena pode ser definido como a razdo entre
os seus niveis de cinza médios. Fundamentada neste conceito, a manipulacio
do contraste dos objetos presentes em uma imagem digital consiste em um
remapeamento radiométrico de cada pixel da imagem, a fim de aumentar a
discriminacdo visual entre eles. Embora a escolha do mapeamento adequado
seja, em principio, essencialmente empirica, uma andlise prévia do histograma
da imagem se afigura, em muitos casos, bastante util (Queiroz; Gomes, 2001, p.
15).

O objetivo da técnica “realce de contraste” é aumentar a qualidade das imagens, ou seja,
deixa-las mais nitidas sob os critérios subjetivos do olho humano.

A escolha do mapeamento direto adequado €, em geral, essencialmente em-
pirica. Entretanto, um exame prévio do histograma da imagem pode ser util.
O histograma de uma imagem descreve a distribui¢do estatistica dos niveis de
cinza em termos do nimero de amostras ("pixels") com cada nivel. A distri-
bui¢do pode também ser dada em termos da percentagem do nimero total de
"pixels"na imagem. Pode ser estabelecida uma analogia entre o histograma de
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uma imagem e a fun¢do densidade de probabilidade, que € um modelo matema-
tico da distribuicdo de tons de cinza de uma classe de imagens (SPRING/INPE,
2006, n.p).

Catarina (2023) define histograma de uma imagem como sendo um grafico que repre-
senta visualmente a distribui¢cdo das intensidades ou cores dos pixels de uma imagem. Mais
especificamente, conforme definem Queiroz e Gomes (2001), o histograma de uma imagem

traduz a distribuicao estatistica dos seus niveis de cinza.

O eixo horizontal come¢a com uma cor preta pura no lado esquerdo do histo-
grama, passa por sombreados, tons médios e realces, até chegar ao branco mais
brilhoso no lado direito. O eixo vertical representa a frequéncia ou a intensidade
de cada tom, com picos de alta frequéncia e vales nos niveis inferiores (Tryforos,
2023, n.p).

Deste modo, considere uma imagem digital f(x,y) composta por M linhas e N colunas.
O histograma H ;(C') da imagem ¢ definido pela igualdade:

ne

Hf(C) = MN’

onde n¢ corresponde ao nimero de vezes em que o nivel de cinza C' aparece na imagem (Queiroz;
Gomes, 2001).

Ao observar o histograma, podemos estimar o nivel médio de contraste e o brilho
(imagem clara ou escura) de uma imagem. Na Figura 5.7 temos exemplos de histogramas com

manipulacdo de contraste e o brilho.

Figura 5.7 — Exemplos de histograma com manipulacdo de contraste e o brilho

Piiigiiiiageanais

o BHEEEEEEERAEEEEEHE

Escura - Clara Baixo Bom Alto
contraste contraste contraste

Fonte: Catarina (2023, n.p).

Podemos analisar a nitidez de uma imagem através da comparagdo desta com seu
histograma. Assim, considerando no histograma o eixo horizontal (tons de cinza) variando de
0 (preto) a 255 (branco), e o eixo vertical (frequéncia) variando de 0 a 18000, temos os casos

ilustrados na Figura 5.7.



93

1. Imagem escura: reflete no histograma uma maior incidéncia de tons escuros proximos
de zero (preto) com incidéncia de cinza nas proximidades de 170, e maior frequéncia de

picos f no intervalo 20 < f < 40, aproximadamente.

2. Imagem clara: reflete no histograma uma maior incidéncia de tons claros préximos de
255 (branco) com incidéncia de cinza nas proximidades de 80, e maior frequéncia de picos

f nointervalo 90 < f < 140, aproximadamente.

3. Imagem baixo contraste: reflete no histograma os niveis de cinza C' e maior frequéncia f

nos intervalos aproximados 40 < C' < 190 e 60 < f < 90, respectivamente.

4. Imagem bom contraste: neste caso, hd maior distribuicdo dos niveis de cinza em pra-
ticamente todo o intervalo 0 < C' < 255. Ja a frequéncia de picos f varia com maior

intensidade no intervalo 50 < f < 70.

5. Imagem alto contraste: neste caso, também ha distribui¢do dos niveis de cinza em
praticamente todo o intervalo 0 < C' < 255. Porém, a frequéncia de picos f varia com

maior intensidade mais proximo de zero, trazendo um escurecimento da imagem.

Menezes e Almeida (2012, p. 107) ressaltam que: “ha duas classes de algoritmos de
expansdo de histograma que sdo as mais empregadas: lineares e ndo lineares”. Segundo o Sistema
de Processamento de Informagdes Georeferenciadas (SPRING) (2006, n.p):

O aumento de contraste por uma transformacao linear € a forma mais simples
das opc¢des. A funcdo de transferéncia é uma reta e apenas dois pardmetros sao
controlados: a inclinac@o da reta e o ponto de intersecdo com o eixo X (Figura
5.8). A inclinacdo controla a quantidade de aumento de contraste e o ponto de
intersecdo com o eixo X controla a intensidade média da imagem final.

Figura 5.8 — Histograma da funcao de transferéncia

rl I."I //
v _‘,/
|' \." e
|II /(}'
II-" .E/ntratla P Saida
/’/j ‘
A I
Dl

Fonte: SPRING/INPE (2006, n.p).
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A func¢do de mapeamento linear é dada por:
Y = AX + B,

onde Y representa o novo valor de nivel de cinza, X refere-se ao valor original de nivel de cinza,
A corresponde a inclinacdo da reta e B € o fator de incremento, definido pelos limites minimo e
maximo fornecidos pelo usudrio (SPRING/INPE, 2006).

No histograma da fungdo linear representado na Figura 5.9, os triangulos retangulos ABC'
e ADFE sao semelhantes pelo caso AA (angulo—angulo). Aplicando as razdes de semelhanga
aos dois tridngulos, obtemos a funcdo de realce linear sem saturacgdo:
Yoz — Yinin Y- Yoin .
KXmaz — Xmin - Xonin

Ymaa: - Ymm

ax X min

Figura 5.9 — Histograma da func¢do linear

Y;nax

Ymin

Xmin X Xmax
Fonte: Statella (2022b, n.p).

ApOs este breve embasamento tedrico, propomos uma atividade sobre o realce de imagem.
O Problema 5.2, que aborda matrizes assim como o Problema 3.1, e a Questao 5.3 direcionam a
Atividade 2.
2.1 Nivel: Ensino Médio.
2.2 Série: 1%
2.3 Numero de aulas: 6 (50 minutos cada).

2.4 Competéncias especificas RCEMP:

¢ Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos mateméticos para interpretar situagdes
em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da
Natureza e Humanas, das questdes socioecondmicas ou tecnoldgicas, divulgados por

diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacdo geral;
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¢ Propor ou participar de acdes para investigar desafios do mundo contemporaneo e
tomar decisdes éticas e socialmente responsaveis, com base na andlise de problemas
sociais, como os voltados a situa¢des de satude, sustentabilidade, das implicacdes da
tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos,

procedimentos e linguagens préprios da Matematica.

2.5 Habilidades especificas RCEMP:
(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matemadtica e de outras
areas do conhecimento, que envolvem equacdes lineares simultaneas, usando técnicas
algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais;
(EM13MAT316) Resolver e elaborar problemas, em diferentes contextos, que envolvem
célculo e interpretagdo das medidas de tendéncia central (média, moda, mediana) e das
medidas de dispersao (amplitude, variancia e desvio padrao);
(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacgao na imple-
mentacdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica;
(EM13MAT407) Interpretar e comparar conjuntos de dados estatisticos por meio de di-
ferentes diagramas e gréficos (histograma, de caixa/box-plot, de ramos e folhas, entre

outros), reconhecendo os mais eficientes para sua anélise.
2.6 Conteddos abordados: processamento de imagens digitais; matrizes; fungao afim.
2.7 Objetivos:

¢ Identificar os coeficientes angular e linear da fun¢@o afim na fun¢do de mapeamento

linear do constrate de imagem:;

¢ Usar o GNU Octave para solucionar o Problema 5.2.
2.8 Procedimento metodoldgico: aula expositiva e dialogada; solu¢do de problemas.

2.9 Avaliacdo: observagao do desempenho dos estudantes durante a atividade; aplicacdo da

técnica para realcar outras imagens.

Problema 5.2. Uma colunista da Revista Alpha foi designada para realizar uma breve home-
nagem ao ilustre professor Jiilio Cesar de Mello e Souza. A foto selecionada pela familia do
professor corresponde a Figura 5.10, que deverd ser usada na matéria. A colunista pretende
realgcar a imagem em pontos especificos, como por exemplo, na parte mais clara aplicar uma

quantidade menor de realce e na parte mais escura usar uma intensidade maior.

Questao 5.3. Como realgar o contraste da Figura 5.10 com o auxilio do GNU Octave?

Solucao (Problema 5.2). Primeiramente, verificamos se o pacote “image” estd carregado no

GNU Octave usando o comando pkg list. Em caso negativo, devemos acessar o link
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Figura 5.10 — Professor Julio Cesar de Mello e Souza

Fonte: Pereira, Salles, Pereira (2017, n.p).
<https://gnu-octave.github.io/packages/>,

baixar o pacote ‘“image”, digitar o comando pkg install (nome do arquivo), teclar enter e

aguardar.

Agora estamos aptos a criar um script no GNU Octave para alterar a cor da Figura
5.10. Aconselhamos a comecar o script usando os comandos clear all, close all e clc para, res-
pectivamente, limpar as varidveis, fechar as imagens excedentes e limpar a janela de comandos,

facilitando assim a visualiza¢do de todo o processo de criacdo do script (Statella, 2022a).

Na drea de script, digitamos o comando pkg load image para informar ao GNU Octave
que usaremos o pacote de imagem. Em seguida, criamos uma varidvel chamada img usando
a fungdo imread, e digitamos img = imread(’Julio.jpg’);, considerando que “Julio.jpg” é o
nome do arquivo referente a Figura 5.10. Apds, salvamos e executamos para que o GNU Octave

reconheca a varidvel — Figura 5.11 (Statella, 2022a).

Figura 5.11 — Script no GNU Octave: carregando o pacote de imagem e criando uma varidvel

{_ Octave
Arquivo  Editar Depurar Ferramentas Janela Ajuda Novidades
o
% ) Diretdrio Atual: ibalho\PROFMAT 2021\MA24 Metod\FIGURAS
Navegador de Arquivos & X Editor
. Arguivo Editar Visualizar Depurar Executar Ajuda
ivos da drea de trabalho/PROFMAT 2021/MA24 Metod/FIGURAS ~ e ] e
2 . l_-r =| &
Nome o J =
[ melancolia 4.png teste_matriz_pixels.m Foto_Julio_afterada.m [ F <sem_nome>
@ melancolia_3.png g a o pacote de imagem.
[=] melancolia_2.png 4 pkg load image
@ lanche.png 5
p 6 (sCriando uma varidwel
@ kit_cubos.png I 7
@ Juliojpg 8 img = imread('Julio.jpg'):
@ Julio_ampliado.jpg 12
@ Jjanela_confeitaria_total.png 11
[#] janela_confeitaria_c.png 4z
13
Ambiente de Trabalho X 1
15
Filtrar [jﬂ e
Nome Classe Dimensao Valor 40
18
img uint8 367x272 [103, 103, 103, 1 13
20
21
22

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).
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A Figura 5.11 ilustra, no canto inferior esquerdo, que o GNU Octave criou a varidvel
img. Usamos o simbolo de porcentagem “%” antes das men¢des que ndo queremos que sejam
lidas pelo GNU Octave. Para visualizar a Figura 5.11, utilizamos os comandos figure e imshow.
E importante ressaltar que o GNU Octave permite que digitemos vdrios comandos em uma
mesma linha, bastando que os separemos por virgula (Statella, 2022a). A Figura 5.12 ilustra a

visualizagdo da Figura 5.10 no GNU Octave.

Figura 5.12 — Script no GNU Octave: visualizando a imagem da Figura 5.10

1 Hi = Q0O ®VE >
- ol [ SR= -
Script_Julio.m D
1 clear all, close all, clc
5 ® | Figure 1 — m] X
3 sCarregando o pacote de imagem. § .
2 File Edit Tools
5 pkg load image ¥ @ a
p S KA QA B H
7 $Criando uma variavel

9 img = imread('Julio_2.3pg');:

11 figure, imshow(img):

(6.3617, 383.04)

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Digitando o comando whos img na janela de comandos do GNU Octave, obtemos

informagoes sobre a imagem atrelada a varidvel “img” (Statella, 2022a) — Figura 5.13.

Figura 5.13 — Visualizando informacdes da Figura 5.10 no GNU Octave

Janela de Comandos
> wWwhos img
Variables wisible from the current scope:

wvariables in scope: top scope

Attr Hame Size Bytes Class

img 420x368 154560 wuintd

Total is 154560 elements using 154560 bytes
Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

A Figura 5.13 ilustra informagées da imagem presente na Figura 5.10, tais como nome
da variadvel, tamanho, bytes e classe. A imagem da Figura 5.10 é representada por uma matriz

420 x 368, isto é, uma matriz de 420 linhas e 368 colunas.
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A memdria de um computador é uma sequéncia de bytes, sendo que cada byte é uma
sequéncia de 8 bits (digitos bindrios). Desta forma, “toda sequéncia de s bytes — ou seja, 8s bits
— representa um niimero natural no intervalo fechado [0, S, 28— 1}. Se s = 1, por exemplo,
o intervalo vai de 0 a (28 — 1), isto é, de 0 a 255" (Feofiloff, 2019, n.p). Na Figura 5.13, a
classe da imagem na Figura 5.10 é uint8. Isto significa que a matriz que representa a imagem é
composta por niimeros inteiros positivos de 8 bits, ou seja, os tons de cinza variam de 0 a 255,

onde 0 (Y,,in) representa a cor preta e 255 (Yyq:) a cor branca (Statella, 2022a).

Além das informagoes que caracterizam a imagem da Figura 5.10, podemos gerar no
GNU Octave o histograma da imagem. Para tanto, digitamos no script os comandos figure e

imhist(img) — Figura 5.14.

Figura 5.14 — Histograma da imagem na Figura 5.10

TU-HEMRm D EE P OOODE ,

4 script_ulio.m D script_melancolia.m

1 _

2 clear all, close all, clc | Figure 2 - O X
3

4 ICarregando o pacote de imagem. File Edit Tools

s H ([ a

& pkg load image ‘i-’ ‘@’ q q q A = ﬁ

i

8 3Criando uma varidvel 12000 -

a

10 img = imread('Julioc_2.3pg'):

11 10000 [

12 figure, imshow(img)

13

14 figure, imnist(img): 8000 1

15

16 6000

17

18

18 4000

20

21

22 2000

23

24 o . . .

25 a 50 100 150 200 250
26

27 T
26 [ .
29

30

31

32 (184,61, 11920)
- T

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

No histograma presente na Figura 5.14, os picos de frequéncia estdo concentrados a
esquerda, indicando que hd maior frequéncia de tons escuros na imagem da Figura 5.10. Para
realcar esta imagem, precisamos determinar a fungdo de realce linear sem saturacdo (5.1). As

fungées do GNU Octave descritas a seguir calculam os valores para estabelecer (5.1).

o min(varidvel(l,c)): retorna o valor minimo X,,;, da imagem em uma escala de 0 a 255.
o max(varidvel(l,c)): retorna o valor mdximo X, da imagemem uma escala de 0 a 255.

o amplitude: retorna a diferenga entre os valores mdximo e minimo.
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Para visualizar os valores retornados pelas fungées descritas anteriormente, usamos a

instrugdo printf (template, varidvel) e % f para retornar o valor real das varidveis com precisdo

simples. Além disso, é vdlido acrescentar apés % f o comando “\n” para forcar uma mudanga

de linha (Octave, 2013).

A Figura 5.15 ilustra o script atualizado com as fungoes e instrugoes de

visualizac¢do de dados, enquanto a Figura 5.16 mostra a janela de comandos exibindo os dados

retornados pelo GNU Octave.

Figura 5.15 —

Arquivo Editar Visualizar

o5

H script_Julio_2.m D

-HE™= 5

Script no GNU Octave para realce da imagem na Figura 5.10

Depurar Executar Ajuda

=

= p OO C QS

clear all, close all, clc

tCarregando o pacote de imagem.

pkg load image

tCriando

[N s T B I I LT~

[

img = imread('Julioc

figure, imshow(img)
figure, imhist (img)
tInformagdes scobre

Xmin

min(img(:))

¥max max{img{:))

a = ¥Xmax - Xmin;

printf('Amplitude:

printf{'Valor minimo:

printf('Valor maximo:

uma variawvel

_2.Jpg');

‘

a imagem "img".

£fhn', Xmin);
Ef\n', Xmax)

Ef\n', a):r

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Figura 5.16 — Dados retornados pelo GNU Octave segundo o script para realce da imagem na
Figura 5.10

Janela de Comandos

Valor minimo: O0.000000
Valor maximo: 48.000000
Amplitude: 45.000000

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Ainda, é interessante criarmos dados de entrada para Y,,;,, € Yoz, estes variando de

0 a 255, que representardo os novos valores de contraste da imagem. Assim, com os valores

retornados pelo GNU Octave, podemos utilizar a fungdo (5.1) no script para aplicar o realce
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linear sem saturagdo a imagem. Porém, devemos antes transformar a varidvel “img” de uint8
para double, criando a varidvel y. Em seguida, convertemos y de double para uint8. Incluindo
estes novos comandos, temos o script completo para o realce linear sem saturagcdo — Figura
5.17.

Figura 5.17 — Realce linear sem saturacdo no GNU Octave: (a) script completo; (b)—(c) janela
de comandos para inser¢ao dos valores de Y,,,.. € Yonin

Arguivo Editar Visualizar Depurar Executar Ajuda

T HEMm S BN XeX->X<F &
H script_tulio_2.m [

clear all, close all, clc
iCarregando o pacote de imagem.

2
3
4
5
& pkg load image

T

8 iCriando uma variavel

I

10 img = imread('Julio_2.jpg'):

11

12 figure, imshow(img) ;

13

14 figure, imhist({img);

15

16 $Informagdes scbre a imagem "img"”.

17

18 Xmin = min{img(:)}):

19

20 Xmax = max(img(:});

21

22 a = Xmax - Xmin;

23

24

25 printf('Valor minimo: %f\n', Xmin):

26

27 printf('Valor maximo: $f'\n', Xmax):

28

29 printf('Amplitude: %f\n', a):

30

31

32 ikplicando realce linear sem saturacédo.
33

34 Ymax
35 Ymin
36

37 =x = doukle(img);

38 b= (Ymax-¥Ymin)/a:

389 vy = b*(x-Xmin)+¥Ymin;
40 v = uint8(y):

41 figure, imshow(y):
42 figure, imhist(y):
43

input ('Digite o walor de Ymax:'}):;
input ('Di de Ymin:'});

(a)

Janela de Comandos Janela de Comandos

Valor minimo: O.000000 Valor minimo: O.000000
Valor maximo: 48.000000 Valor maximo: 435.000000
Amplitude: 48.000000 Amplitude: 48.000000
Digite o walor de Ymax: Digite o wvalor de Ymax:235

Digite o wvalor de ¥Ymin:10
T

(b) (©)
Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

A Figura 5.17(c) mostra que adotamos Y., = 235 € Y, = 10. Incluindo estes valores

no script, obtemos a imagem realcada e seu respectivo histograma — Figura 5.18.
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Figura 5.18 — Imagem do professor Julio Cesar de Mello e Souza: (a) realcada no GNU Octave;
(b) histograma do realce

File Edit Toals File Edit Tools

b H QAR A T E b P QAR 4 2 ®@
12000
10000

4000
2000

. ‘IIIH
o 50 100 150

200 250

(319.78, 20.073) (239.84, 7245.4)
(a) (b)
Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Finalmente, podemos comparar as imagens original e realcada — Figura 5.19.

Figura 5.19 — Imagem do professor Juilio Cesar de Mello e Souza: (a) imagem inicial sem realce;
(b) imagem ap0s realce linear sem saturacao

(2) (b)
Fonte: (a) Pereira, Salles e Pereira (2017, n.p); (b) a autora com o GNU Octave (2023).

Observacao 5.2. O script ilustrado na Figura 5.17 permite realcar outras figuras. O professor
de matemdtica da Educagdo Bdsica também pode adaptd-lo para explorar outras estratégias de

realce de imagens.
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5.3 ATIVIDADE 3: DUPLICANDO E TRIPLICANDO CUBOS

3.1 Nivel: Ensino Médio.

3.2 Série: 1%

3.3 Numero de aulas: 3 (50 minutos cada).

3.4 Competéncia especifica RCEMP: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matem4-
ticos para interpretar situagdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam

fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioecondmicas ou tecnoldgicas,

divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

3.5 Habilidade especifica RCEMP:
(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o cdlculo de dreas totais e
de volumes de prismas, piramides e corpos redondos, em situacdes reais (como o calculo
do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos sejam com-
posicdes dos soélidos estudados), com ou sem apoio de tecnologias digitais;
(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programagdo na imple-

mentacio de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.
3.6 Conteudos abordados: area total e volume do cubo.
3.7 Objetivos:

¢ Calcular a drea total e o volume de um cubo;
¢ Calcular a medida da aresta do cubo em fun¢do da medida do volume;
¢ Comparar desigualdades, estimar minimos € maximos e impor restri¢des;

¢ Programar um script no GNU Octave para solucionar o Problema 5.3.
3.8 Procedimento metodolégico: aula expositiva e dialogada; solu¢do de problemas.

3.9 Avaliacdo: observacdo do desempenho dos estudantes durante a atividade; estabelecer

outra relacdo entre os volumes dos cubos.

O Problema 5.3, que aborda a duplicacdo do cubo assim como o Problema 4.1, e as
Questdes 5.4 e 5.5 guiam a Atividade 3.

Problema 5.3. Maria Luisa gerencia uma pequena fdabrica de cubos de peliicia, que sdo vendidos

em kits. A Figura 5.20 ilustra um kit com trés cubos.

Cada kit contém trés cubos de tamanhos diferentes: o cubo menor tem volume V', o cubo médio
tem volume 2V (é o dobro do menor) e o cubo maior tem volume 3V (¢ o triplo do menor).

A fabrica de Maria Luisa confecciona cubos de peliicia com diversas medidas para a aresta,
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Figura 5.20 — Kit com trés cubos de pelicia

Fonte: Adaptado de AliExpress (2022, n.p).

desde que o comprimento minimo seja de 5 cm e o mdximo de 60 cm. A medida da aresta do
cubo menor deve ser um niimero natural.

Considerando que Maria Luisa ndo possui espago fisico para grandes estoques, apenas para o
material de giro, ela depende de uma estimativa da demanda para comprar somente o material
necessdrio a confeccdo dos cubos de peliicia. Como estd no inicio das atividades, ndo tem
capital suficiente para investir em tecnologia.

A amiga Luciana, professora de Matemdtica, prontificou-se a ajudd-la criando no GNU Octave,
um software gratuito, um programa que estima quantos metros quadrados de peliicia e quantos

quilogramas de enchimento sdo necessdrios para a confec¢do de um kit de cubos.

Questao 5.4. Quantos metros quadrados de peliicia e quantos quilogramas de enchimento sdo
necessdrios para a confec¢do de um kit de cubos definida a aresta do cubo menor? Para o

enchimento, consideremos que 1 kg de fibra siliconada tem volume aproximado de 42.875 cm?.

Questao 5.5. Qual é o valor mdaximo v,,,, para a medida da aresta do cubo menor de tal

maneira que a aresta do cubo maior ndo exceda 60 cm?

Solucio (Problema 5.3). Sabemos que volume V e drea total At do cubo sdo dados, respectiva-
mente, por V = a® e At = 6.Af, onde Af = a*® é a drea da face e a é a medida da aresta do

cubo. Para criar o script no GNU Octave, consideramos as nota¢oes a seguir.

o ¢y, Co e c3 representam, respectivamente, o cubo menor, o cubo médio e o cubo maior.
o ay, ay e az sdo as medidas, em centimetros, das arestas de cy, co e c3, respectivamente.
o Vi, Vi e V3 representam, respectivamente, o volume de ¢y, co e c3, em centimetros ctibicos.

o kaqy, kgo e kgs representam a quantidade de enchimento, em quilogramas, de cy, ¢ e cs,

respectivamente.

o At.,, At., e At., representam, respectivamente, a drea total das faces de cy, c5 e c3, em

metros quadrados.

¢ T4 € a quantidade de enchimento do kit, em quilogramas.
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o T's € quantidade de peliicia do kit, em metros quadrados.

O volume do cubo menor é igual a V', = a‘r{’, sendo a1 > 5 cm um dado de entrada. Do
enunciado do Problema 5.3, temos que Vo = 2V, e V3 = 3V). Assim, podemos calcular ay e az a

partir de V5 e V3, respectivamente, ou seja:

a2 :\3/?25
as :\?/73 < 60 cm.

Com o valor de a, podemos determinar Vy e At.,. Para calcular kg,, consideramos

que 1 kg de enchimento de fibra siliconada possui volume aproximado de 42.875cm?. Logo,
\%
42845
Os valores das varidveis atreladas a cy e c3 sdo calculados de forma andloga. Os totais

kg1

referentes as quantidades de enchimento e de peliicia sdo dados, respectivamente, pelas somas:

Ty =kg1 + kgo + kgs;
Ty =At,, + At,, + At,,.

No GNU Octave, é comum usarmos os comandos clear e clc no inicio do script. Estes
comandos realizam a limpeza dos dados do ambiente de trabalho e da janela de comandos,
respectivamente, e ndo devem ser utilizados caso criemos scripts distintos para cy, ¢, c3 e somas

totais. Empregamos ainda os seguintes comandos:

— format bank: exibe um formato de ponto fixo com dois digitos a direita da virgula decimal;
— input; cria a entrada para o valor de a,;

— round: retorna o niimero inteiro mais proximo de a,, cumprindo a restri¢cdo imposta no
Problema 5.3.

Podemos organizar as varidveis no script incluindo textos entre parénteses e aspas
simples, como por exemplo, ( ‘Cubo menor = c;’). A Figura 5.21 ilustra o script no GNU Octave
para determinar as quantidades de peliicia e de enchimento necessdrias a confeccdo de um kit

de cubos.

Clicando no botdo executar, o GNU Octave solicita o valor de a,, tinico dado de entrada
— Figura 5.22. Uma vez fornecido esse dado, todos os outros valores sdo calculados. A Figura

5.23 ilustra a solugdo do Problema 5.3 para a; = 20 cm.

O valor mdximo v, para a aresta do cubo menor, de modo que a aresta do cubo
maior ndo exceda 60 cm, pode ser estimado por tentativas, uma vez que o script da Figura 5.21
possibilita calcular as arestas dos cubos de volumes 2V e 3V a partir da aresta do cubo menor.

Deste modo, constatamos que Vp,q, = 41 cm — Figura 5.24.
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Figura 5.21 — Script referente as varidveis atreladas a: (a) c1; (b) co; (¢) c3 e totais

2 clear 25
3 clc 26
4 format bank 27 ('Cubo médio = c 2')
5 ('Cubo menor = c_1') 28 -
& 29 ('Volume de c 2' )
7 ('Aresta de c_1 (medida de comprimento cm)') 30
8 31 V.2 =24 1
8 a l=input ('Digite a aresta do cubo: ') 3z
10 round{a 1) 33 ('Quantidade em kilogramas de enchimento de c 2')
11 34
1z ('Volume de c 1' ) 35 kg 2 = V_2/(42875)
13 36
14 V 1 = (a_173) 37 ('Aresta de c_2')
15 38
le 'Cuantidade em kilogramas de enchimento de c 1) 39 a 2 = chrt{V 2)
17 40 N N
18 kg 1 =V _1/(42875) 4] ('Area total de c_2 em metros guadrados')
15 4z
20 ('Area total de Cc_1 em metros quadrados') 43 Bt c 2 = E%[(a 2)~2]1/10000
21 a4 - B
22 At c 1 = é*[(a_1)~2]/10000 45
(@) (b)
47
45 'Cubo maior = c_3')
49
50 ('Volume de c_3' )
51
52 V.3 = 3%V_1
53
54 ('Cuantidade em kilogramas de enchimento de c 3')
55
56 kg 3 = V_3/(42873)
57
58 ('Aresta de c_3')
59
60 a 3 = cbrt(V_3)
61
62 ('I;:ea total de ¢ 3 em metros guadrados')
63
64 At c_3 = €*[(a_3)*2]1/10000
65
66
67 ('TOTAL do Kit')
€8
€89 T kg = kg 1 + kg 2 + kg_3
70
71 TA=-3atcl+atc2+Aatc3
72
(©
Fonte: A autora com GNU Octave (2023).
. , ~ .
Figura 5.22 — Dado de entrada ap6s a execucdo do script
Janela de Comandos
ans = Cubo menor = c 1
ans = Aresta de c 1 (medida de comprimento cm)
Digite a aresta do cubo: |
Fonte: A autora com GNU Octave (2023).
A partir da estimativa a1 = Upe, = 41cm, podemos impor restricoes usando os

comandos if (se), elseif (sendo), else (outro) e endif (fim). Com a incorporacdo das restrigoes,
organizamos um novo scrip, ilustrado na Figura 5.25. Atribuindo para a, valores abaixo ou
acima daqueles estabelecidos nas restrigcoes, o programa devolve, respectivamente, as mensagens

“Este valor estd abaixo do permitido” e “Este valor estd acima do permitido” — Figura 5.26.



Figura 5.23 — Dados calculados atribuindo-se a; = 20 cm

Figura 5.24 — Estimativas para v,,,q,: () a; = 41 cm; (b) a; = 42cem

Janela de Comandos
ans = Cubo menor =
ans = Aresta de c_
Digite a aresta do
a_l = 41.00

ans = 41.00

ans = Volume de c_
V_1 = e8921.00

kg 1 = 1,61
ans = Area total d
At c 1 = 1.01

ans = Cubo médio =
ans = Volume de c_
V_2 = 137842.00

kg 2 = 3.21
ans = Aresta de c_
a_2 = 51.66

ans = Area total d
At c 2 = 1.60

ans = Cubo maior =
ans = Volume de c_
V_3 = 206763.00
ans = Quantidade e
kg 3 = 4.82

ans = Aresta de c_
a_3 = 59,13

ans = Area total d
At c 3 = 2.10

ans = TOTAL do Kit
T kg = 9.64
TA=4.71

s

c 1 ans = Cubo menor = c_1

1 (medida de comprimento cm) ans = Aresta de c_1 (medida de comprimento cm)

cubo: 41 Digite a aresta do cubo: 42
a_1 = 42.00
ans = 42.00

1 ans = Volume de c_1
V_1 = 74088.00

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 1 ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c_1

kg 1 = 1.73

e c_l em metros gquadrados ans = hrea total de c_1 em metros guadrados
At c 1 = 1.06

c 2 ans = Cubo médio = c_2

2 ans = Volume de c_2
V_2 = 148176.00

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 2 ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c_2

kg 2 = 3.46

2 ans = Aresta de c_2
a_2 = 52.92

e c_2 em metros gquadrados ans = hrea total de c_2 em metros guadrados
At c 2 = 1.68

c_3 ans = Cubo maior = c_3

3 ans = Volume de c_3

Janela de Comandos

ans = Cubo menor = c 1

ans = Aresta de ¢ 1 (medida de comprimento cm)
Digite a aresta do cubo: 20

a 1 = 20.00

ans = 20.00

ans = Volume de c 1

V_1 = 8000.00

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 1
kg 1 = 0.15%

ans = Area total de c 1 em metros guadrados
At c 1 = 0.24

ans = Cubo médio = c 2

ans = Volume de c 2
V_2 = 1&000.00

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 2
kg 2 = 0.37

ans = Aresta de c 2

a 2 = 25.20

ans = Area total de c 2 em metros guadrados

At c 2 = 0.38

ans = Cubo maior = c 3

ans = Volume de c 3

V_3 = 24000.00

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 3
kg 3 = 0.56

ans = Aresta de c 3

a 3 = 28.84

ans = Area total de c 3 em metros guadrados

At c 3 = 0.50

ans = TOTAL do Kit

T kg = 1.12

Ta=1.12

>> |

Fonte: A autora com GNU Octave (2023).

Janela de Comandos

V 3 = 222264.00

m kilogramas de enchimento de c_3 ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c_3

kg 3 = 5.18
3 ans = Aresta de c_3
2 3 = 60.57

e c_3 em metros gquadrados ans = hrea total de ¢ 3 em metros guadrados

At _c_3 = 2.20
ans = TOTAL do Kit
T kg = 10.37

T Ro=4.94

>>

(@) (b)
Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

106
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Figura 5.25 — Script contendo as restri¢des para o tamanho das arestas dos cubos do kit

1 clear

2 clc

3 format bank

4 ('Cubo mencr =c 1)

S ('Rresta de c 1 (medida de comprimento cm)')

6 a l=input ("Digite a aresta do cubo: ")

THif (a_1 < 3)

g disp("Este wvalor estd abaixo do permitido.");
9 |elseif (a_1 > 41)

10 disp("Este valor estd acima do permitido. ");
11 | el=se

12 | round{a_1)

13 | ("Volume de ¢ 1' )

14 |v 1 = (a_1*3)

15 | ('Quantidade em kilogramas de enchimento de c 1'})
16 | kg 1 = v _1/(42875)

17 | ("Area total de ¢ 1 em metros guadrados')

18 |At ¢ 1 = 6*%[(a 1)}*2]/10000

19 | ("Cubo médio = c 2'")
20 | ("Volume de c_2' )
21 |V 2 = 2%V 1
22 | ('Quantidade em kilogramas de enchimento de c_2')
23 | kg 2 = V_2/(42875)
24 | ('Rresta de c_2')
25 |a_2 = chrt(v_2)
26 | (*Area total de c 2 em metros quadrados')
27 |At_c 2 = 6*[(a_2)~21/10000
28 | ('Cubo maior = c_3')
29 | ("Volume de c_3' )
30 |V 3 =3*W_1
31 | ('"Quantidade em kilogramas de enchimento de c_3')
32 | kg 3 = V_3/(42875)
33 | ("Rresta de c_3")
34 |a 3 = chrt(v 3)
35 | (*Area total de ¢ 3 em metros quadrados')
36 |BAt ¢ 3 = &*[(a_3)~21/10000
37 | ("TOTAL do Kit')
38 |T kg = kg 1 + kg 2 + kg_3
39 |Ta=nRt cl+At c 2+ At c 3

40 | endif

Fonte: A autora com GNU Octave (2023).

Figura 5.26 — Mensagens retornadas pelo GNU Octave para valores de a; que violem as restri-

coes: (a) a; < 5cem; (b)ay > 4lem

Janela de Comandos

ans = Cubo menor = c 1

ans = Aresta de c 1 (medida de comprimento cm)
Digite a aresta do cuko: 1.5

Este wvalor estéd abaixo do permitido.

e

Janela de Comandos
ans =
ans =

s

Janela de Comandos Janela de Comandos

= Cubo menor = c_l

ans = (medida de comprimento cm
Digite a aresta do cubo: -1

Este valor esta abaixo do permitido.

>

Janela de Comandos

ans = Cubo menor = c 1

ans = Aresta de ¢ 1 (medida de comprimento cm)
Digite a aresta do cubo: 4.6

Este valor estd abaixo do permitido.

ans
Aresta de c 1

=

Janela de Comandos
ans =
ans =

>

()

Cubo menor = c_ 1
Aresta de c 1
Digite a aresta do cuko:
Este walor estd acima do permitido.

(medida de comprimento cm)
41.4

ans = Cubo menor = c_ 1
ans = Aresta de c_1
Digite a aresta do cubo:
Este walor estd acima do permitido.

(medida de comprimento cm)
41.5

Cubo menor = c_1
Aresta de c_1
Digite a aresta do cubo:
Este wvalor estd acima do permitido.

(medida de comprimento cm)
&0

(b)

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).
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Incorporadas as restricoes, a Figura 5.27 ilustra a execugcdo do script para alguns

valores de a;.

Figura 5.27 — Execucdo do script para: (a) a; = 5cm; (b) ay = 41cm; (c) ap = 25¢m

Janela de Comandaos Janela
ans = Cubo menor = c_1 ans =
ans = Aresta de c_1 (medida de comprimento cm) ans =
Digite a aresta do cubo: 5 Digit
a 1= 5.00 als=
ans = 5.00 ans =
ans = Volume de c 1 ans =
V_ 1= 125.00 V1=
ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c_1 ans =
kg 1= 0.00 kg 1

ans = Area total de c 1 em metros guadrados ans =
at c 1 =0.01 at_c_
ans = Cubo médio = c_2 ans =
ans = Volume de c_ 2 ans =
V_2 = 250.00 V2=
ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c_2 ans =
kg 2 = 0.01 kg 2

ans = Aresta de c_2 ans =
a 2 = 6.30 a 2=
ans = Area total de c 2 em metros guadrados ans =
At c 2 = 0.02 At _c
ans = Cubo maior = c_3 ans =
ans = Volume de c 3 ans =
V_3 = 375.00 V3=
ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c_3 ans =
kg 3 = 0.01 kg_3

ans = Aresta de c 3 ans =
a 3=7.21 a 3 =
ans = Area total de c 3 em metros guadrados ans =
At c 3 = 0.03 at_c .
ans = TOTAL do Eit ans =
T kg = 0.02 T kg

T A =0.07 T A=

()

Janela
ans =
ans =
Digit
a l=
ans
ans =
v 1
ans
kg_1
ans =
RAt_c

ans
ans
V.2
ans
kg_2
ans
a_2
ans
At_c
ans

ans
V_3
ans
kg_3
ans
a_ 3
ans
RAt_c .

ans
T_kg
T A=

= Cubo médio

= Cubo maior

de Comandaos

Cubo menor = c_1
Aresta de c_1
e a aresta do cubo:
25.00

25

= 25.00

Volume de c_ 1

15625.00

Quantidade em kilogramas de
= 0.36

fArea total de c_ 1 em metros
1= 0.38
=c 2
Volume de c_2

31250.00

Quantidade em kilogramas de
0.73
Aresta de c_2

31.50
fArea total de c_ 2 em metros

2 = 0.60

c 3
Volume de c_3
4€6875.00
Quantidade em kilogramas de
1.08
Rresta de c_3
36.06
fArea total de c_3 em metros
3 =10.78
TOTAL do EKit
= 2.1%
1.75

(©)

de Comandos
Cubo menor
Bresta de c 1
e a aresta do cubo:
41.00

41.00

Volume de c 1
8921.00
Quantidade em kilogramas de
1.61
Area total de c 1 em metros
=1.01
Cubo médio
Volume de c 2

137842.00

Quantidade em kilogramas de
= 3.21

Bresta de c 2

51.66

Area total de c 2
1.60
Cubo maior
Volume de c 3

206763.00

Quantidade em kilogramas de
4
Bresta de c_3

59.13
Area total de c_3 em metros
2.10
TOTAL do Kit

9.64
4.71

c 1

41

1

c 2

em metros

2 =

c 3

.82

3

(b)

(medida de comprimento cm)

enchimento de c_1

guadrados

enchimento de c_2

guadrados

enchimento de c_3

guadrados

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

(medida de comprimento cm)

enchimento de c 1

quadrados

enchimento de c 2

quadrados

enchimento de c 3

quadrados

Por fim, o modelo de script organizado para solucionar o Problema 5.3 possibilita que

Maria Luisa estime, com rapidez e precisdo, a quantidade dos materiais necessdrios a confec¢ao

dos kits de cubos, melhorando desta maneira a logistica de sua empresa.
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Observacao 5.3. O professor de matemdtica da Educagdo Bdsica pode adaptar o script da

Figura 5.25 para explorar outras relacdes entre os volumes dos cubos.

5.4 ATIVIDADE 4: RELEITURA DE IMAGENS

Uma releitura € a acdo de interpretar novamente, acrescentando algo novo e original.
A releitura de uma obra € a criagdo de uma nova obra, ressignificando a obra anterior. Na

ressignificacdo, o autor da nova obra confere um toque pessoal a obra anterior.

De acordo com Daniel (2021, p. 16): “Fazer uma releitura de uma obra é expor a sua
interpretacdo, sem fugir da ideia original. E recriar com novos elementos, mas que seja possivel

identificar que a obra original foi utilizada como inspiracdo”.

Além disso, a releitura pode ser usada como um feedback ao autor da obra, uma forma

de elogio ou critica através da reinterpretacdo da obra original (Daniel, 2021).

5.4.1 RELEITURA DO POR DO SOL EM MORRETES-PR

A releitura do “Por do Sol em Morretes” foi recriada no GeoGebra a partir de uma

fotografia — Figura 5.28 — feita pela autora nos fundos da casa onde reside em Morretes—PR.

Figura 5.28 — Por do Sol em Morretes—PR

Fonte: A autora.

Destacamos a seguir o protocolo utilizado para construir a releitura da obra no GeoGebra.

1. Enquadrados a arte em um retangulo, para simular uma moldura, e definimos essa drea

com fundo neutro em tom azul claro.

2. Usamos a pardbola
0,8y* + 10z — 12y = 200,
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com reta focal paralela ao eixo Ox e diretriz a direita do foco, para desenhar o arco

presente no céu da Figura 5.28.

3. Empregamos as pardbolas

(x +70)% = — 4(y — 25), (5.2)
(z +62)* = — i(y —20), (5.3)
(z +56)* = —2(y — 15), (5.4)
(x +48)% = —8(y — 5), (5.5)

com retas focais paralelas ao eixo Oy e diretrizes acima do foco, para desenhar os picos

ou morros da Figura 5.28.

. Delimitamos as pardbolas (5.2) a (5.5) com a funcdo SFE do GeoGebra, para que as
mesmas simulem as deformacdes dos picos (usamos as interse¢des para termos ideia dos

pontos de delimitacdo). Para tanto, reescrevemos as equacdes (5.2) a (5.5) como fungdes,

ou seja,

70)?

g(x) =— (:1:—}—4) + 25,

h(x) = — 4(z + 62)* + 20,
56)2

or) ==
48)*

s(x) =— (x+8) +5.

. Utilizamos elipses de tamanhos variados em tom cinza para representar as nuvens da
Figura 5.28.

. Acrescentamos um trapézio na parte superior do retingulo moldura e preenché-lo com

efeito pontilhado em tom de azul, para simular o céu da Figura 5.28.

. Empregamos um tridngulo em cor marrom e efeito tecelado para representar o tronco do

coqueiro da Figura 5.28.

. Usamos cinco semicirculos com efeitos variados em tons de verde para simbolizar as

folhas do coqueiro da Figura 5.28.

. Posicionamos dois semicirculos, com efeito pontilhado em tons de amarelo, na parte
inferior direita da moldura com o intuito de iluminar a arte, imitando os raios de sol da
Figura 5.28.

A Figura 5.29, também presente no link
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<https://www.geogebra.org/m/pktmm78t>,

ilustra a releitura do “Por do Sol em Morretes”, construida segundo as etapas descritas anterior-

mente.

Figura 5.29 — Releitura do “Por do Sol em Morretes”

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

5.4.2 RELEITURA DO MUSEU OSCAR NIEMEYER (MON)

O prédio que hoje abriga em Curitiba—PR o Museu Oscar Niemeyer (MON) — Figura
5.30 — foi projetado em 1967, era inicialmente chamado Presidente Humberto Castelo Branco e

sediava em 1970 algumas secretarias do Estado do Parana (Parand, 2023).

Ainda, segundo Parand (2023, n.p):

No ano 2000, comegaram as negociagdes para a transformagdo do espaco num
museu de arte, na gestdo do entdo governador Jaime Lerner. Em 2001, 23 anos
depois de sua inauguracio, as autoridades do Estado decidiram transformar a
generosa drea em museu e, em 22 de novembro de 2002, o edificio deixou de
ser sede de secretarias de Estado para se transformar no, inicialmente batizado,
Novo Museu.

Com a construg@o de um anexo — Figura 5.31, popularmente chamado de “Olho” devido
ao seu formato, e de outras adaptacdes, o Novo Museu deu lugar ao MON. A autoria das

adaptacdes e do anexo € do reconhecido arquiteto Oscar Niemeyer.

Oscar Niemeyer, um dos maiores nomes da arquitetura moderna internacional,
nasceu no Rio de Janeiro, em 15 de dezembro de 1907 € morreu em 5 de
dezembro de 2012, aos 104 anos. Tem ao redor do mundo mais de 600 projetos
arquitetdnicos e ¢ um dos representantes mais reconhecidos da arquitetura
moderna. Foi o arquiteto designado para dar vida ao anexo do Olho e tornar o
MON uma obra de arte por si s6 (Parand, 2023, n.p).


https://www.geogebra.org/m/pktmm78t
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Figura 5.30 — Museu Oscar Niemeyer

Fonte: Globo (2023, n.p).

Figura 5.31 — MON e o arquiteto Oscar Niemeyer

Fonte: Parand (2023, n.p).

O MON ¢€ considerado atualmente o maior museu da América Latina, com aproximada-
mente 35 mil metros quadrados de drea construida e cerca de 17 mil metros quadrados de drea

expositiva (Parand, 2023).

Depois desta breve explanacdo, propomos uma atividade sobre a releitura do MON. O
Problema 5.4, que aborda a constru¢@o de pardbolas e hipérboles assim como o Problema 4.1, e
a Questao 5.6 conduzem a Atividade 4.

4.1 Nivel: Ensino Médio.
4.2 Série: 3%

4.3 Numero de aulas: 10 (50 minutos cada).
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Competéncia especifica RCEMP: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matema-
ticos para interpretar situagdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam
fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioecondmicas ou tecnoldgicas,

divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

Habilidade especifica RCEMP:
(EM13MATS509) Investigar a deformagao de angulos e areas, provocada pelas diferentes
projecodes usadas em cartografia (como a cilindrica e a cdnica), com ou sem suporte de

tecnologia digital.

Conteudos abordados: prismas; se¢cdes cOnicas.

Objetivos: construir pardbolas, hipérboles, prismas e prismodides no GeoGebra.
Procedimento metodoldgico: aula expositiva e dialogada; solugao de problemas.

Avaliacao: observacao do desempenho dos estudantes durante a atividade; releitura de

outras obras.

Problema 5.4. Em uma aula de artes, o professor propde aos estudantes que facam uma releitura

de obras criadas por brasileiros eminentes. Mariana, que é apaixonada por arquitetura, decide

fazer uma releitura do MON para homenagear Oscar Niemeyer.

Questao 5.6. Como fazer uma releitura do MON, ilustrado na Figura 5.30, usando o GeoGebra?

Solucao. Descrevemos a seguir as etapas que Mariana deve seguir para fazer a releitura do

MON no GeoGebra. Disponibilizamos a releitura no link

1.

2.

<https://www.geogebra.org/classic/yjpchesd>.
No sistema xOy (2D), construir a pardbola e a hipérbole de equagoes, respectivamente,
iguais a:
2?2 4+ 4y =12;
13,0922 — 50,91y* = — 41, 64,
de forma que um ramo da hipérbole intersecte a pardbola criando o formato do “Olho”.

No sistema xOyOz (3D), construir as pardbolas parametrizadas'

P X =(0,3,3) + (—=2t, —t*,0),
R: X =(0,3,6) + (—2t, —t%0),

1

Ao criarmos as pardabolas P e R e as hipérboles £ e S, com projecéo dos focos e vértices paralelos ao eixo O,

0 GeoGebra retornou as equacdes de forma parametrizada.


https://www.geogebra.org/classic/yjpchesd
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e as hipérboles parametrizadas
E: X =(0,0,3) + (1, 78sinh(t), F0,9cosh(t), 0),
S: X =(0,0,6) + (—1,78sinh(t), F0,9cosh(t),0).
A Figura 5.32 ilustra a construcdo das pardbolas e hipérboles parametrizadas.

Figura 5.32 — Pardbolas e hipérboles parametrizadas

SI-1E - T = -1

Cbnica

¢ : Hipérbole(D, C, E, PlanoXQY)

",

= 13.00x¢ - 50.91y? = -41.64

e : Hipérbole(P, R, L)

I —

= X =(0,0,3) + (1.78 sinh(t), T 0.9 cosh(1), 0)

p : Pardbola(P, k)

= X=(0,33)+ (2t -4 0)

q: Parabola(D, 1)

=2ty =12

r : Pardbola(Q, m)

= X=(0.36)+ (2t -2 0)

s - Hipérbole(Q, S, X)

= X =(0.0,6) + (-1.78 sinh(t), T 0.9 cosh(t), 0)
Funcéo
Numero

a=H(-1,153)

~ = 12.25

Plano

. Tl B

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

3. Destacar e colorir duas regides: a superficie definida pelas intersecoes de £ e P e a
superficie definida pelas intersecoes de S e R. Com essas duas superficies, paralelas e

equivalentes, criar um prismoide que imita o “Olho”, como ilustra a Figura 5.33.

Figura 5.33 — Prisméide que imita o “Olho”

Y BN

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

4. Construir o paralelepipedo reto-retdngulo que representa a base do “Olho” — Figura
5.34.
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Figura 5.34 — Paralelepipedo reto-retangulo que imita a base do “Olho”

RS . p x

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

5. Alterar a posicdo dos eixos Oy e Oz.

6. Destacar um plano para representar o chdo e outro para representar o plano de fundo,

assim como uma regido poligonal azulada com aplicag¢do de extrusdo para simular o
espelho d’dgua — Figura 5.35.

Figura 5.35 — Planos e espelho d’dgua

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

7. Construir um paralelepipedo reto-retdngulo para representar o prédio mais antigo, que
fica atrds do anexo do “Olho”.

8. Empregar segmentos de reta, arcos circulares e novos planos para originar a passarela

bifurcada acima do espelho d’dgua, que permite acessar tanto o anexo do “Olho” quanto
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o prédio mais antigo.

9. Construir uma regido poligonal esverdeada e outra azulada que representam, respectiva-

mente, o gramado e o céu. A Figura 5.36 ilustra o resultado final da releitura.

Figura 5.36 — Uma releitura do MON

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Finalizada a releitura, podemos compara-la com a Figura 5.30. A Figura 5.37 ilustra a

comparagao.

Figura 5.37 — (a) MON; (b) releitura do MON

(b)
Fonte: (a) Parana (2023, n.p); (b) a autora com o GeoGebra (2022a).

Observacao 5.4. O professor de matemdtica da Educacdo Bdsica pode iniciar com releituras 2D,
empregando poligonos e circulos. Para releituras mais complexas, como a do MON, sugerimos
a Torre Eiffel — Figura 5.38. Para essa releitura, indicamos a leitura do material de Martinez
(2023) e de Ganfornina (2023).
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Figura 5.38 — Torre Eiffel

==

Fonte: GetYourGuide (2023, n.p).
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6 CONCLUSAO

A partir dos problemas presentes nos contos de duas obras de Malba Tahan, selecionamos
neste trabalho trés problemas norteadores: “O problema dos 35 camelos”, “O problema dos
quadrados magicos” e “O problema da duplica¢do do cubo”. Cada um destes problemas foi
interpretado com o auxilio dos softwares GeoGebra e/ou GNU Octave, os quais possibilitaram
vizualizar e manipular dados de forma dindmica. Ainda, estruturamos quatro problemas a partir
dos problemas norteadores, e organizamos sequéncias didéticas para o professor de matematica

da Educacao Bésica explord-los em sala de aula.

Com relagdo as dificuldades encontradas durante a elaboragao deste trabalho, destacamos
duas: a primeira diz respeito a escassez de referéncias consistentes sobre os tipos de quadrados
magicos; a segunda refere-se ao manuseio do GNU Octave, que algumas vezes apresentou erros
no carregamento dos pacotes que estendem a funcionalidade do software. Ressaltamos que a
versao online do GNU Octave ndo permite alteracdo dos scripts, assim como a importancia
do professor de matemética da Educacdo Bésica dominar conceitos de aritmética de ponto
flutuante para usar softwares matematicos e interpretar adequadamente os resultados obtidos

com O emprego dos mesmos.

A escolha das obras de Malba Tahan se deve a forma divertida e envolvente com que o
ensino da matemética é retratado em seus contos. E notdvel a contribuicio deste trabalho na vida
desta autora: “ — posso dizer que houve grande contribui¢cao a minha vida profissional; ha uma
professora antes e outra depois deste trabalho, sendo a segunda mais experiente e destemida,
que agora tem nocao da sua capacidade e que, apesar das dificuldades, tais como aprender a
manipular o GeoGebra 3D e o GNU Octave, manteve-se firme nos seus objetivos e concluiu o

trabalho de pesquisa”.

O presente trabalho pode ser aperfeicoado, principalmente na estrutura¢do dos Problemas
5.2 e 5.4. Nestes, o professor de matemdtica da Educacdo Basica pode explorar outras estratégias
de realce de imagens e propor releituras mais complexas no GeoGebra, como por exemplo, a

releitura de um reator de usina nuclear utilizando um hiperboléide de uma folha.

Esperamos que este trabalho seja proveitoso aos professores de matemaética da Educacao
Basica, por utilizar os softwares matematicos GeoGebra e GNU Octave, e aos estudantes e
professores dos cursos de Licenciatura em Matemédtica e do PROFMAT, por introduzir uma

interpretacdo dinanica dos problemas selecionados/construidos.
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