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Resumo

Neste trabalho sera apresentado, inicialmente, o estudo elementar da Programacao Linear
(PL) como ferramenta de otimizagao de funcoes lineares sob restrigoes também lineares
e, da Analise Envoltoria de Dados (DEA), como um modelo de comparagao e analise de
eficiéncia de unidades produtivas, que usa os métodos de Programacao Linear, de forma a
possibilitar sua implementacao computacional em um software de acesso relativamente fa-
cil. Assim, com o objetivo de compreender e aplicar os conceitos estudados sobre o uso do
algoritmo Simplex para resolu¢do de um modelo de Programagao Linear (PL), bem como,
possibilitar a apresentacao das iteracoes do método a futuros interessados, foi escolhido
o software de construcao de planilhas eletronicas "Calc"que faz parte do pacote "Libre-
Office"e tem distribuicdo gratuita. Para a implementagao do algoritmo Simplex foram
usadas, de forma majoritaria, as funcoes logicas desse software, tornando possivel exibir
cada passo do algoritmo e suas iteragoes. Em outro momento, utilizou-se a ferramenta
"solver", diponivel pelo software, que permite, de forma rapida e direta, a resolucao de
um modelo de PL, a partir da alimentagao das informacoes em uma planilha. Com isso,
foi construida uma planilha, adaptada a um modelo DEA - CCR voltado aos inputs, pelo
qual foi possivel simular aplicacoes, utilizando indicadores educacionais de dez Unidades
Tomadoras de Decisao (DMUs), sendo essas, unidades da federa¢do, encontrando as uni-
dades de referéncia para cada DMU analisada, bem como niveis desejados de insumos que
levem a eficiéncia estabelecida. A planilha obtida, usada como uma ferramenta simples
de anélise, pode ser importante no processo de aprendizagem do uso deste método, na
comparacao com resultados apresentados em textos da area, e em aplicacoes com quan-
tidade limitada de insumos e produtos. As construcoes demonstram potenciais usos do

software escolhido no estudo de modelos de Programagao Linear.

Palavras-Chave

Programacao Linear; Anéalise Envoltoria de Dados; Planilha eletronica; Algoritmo Sim-
plex; Modelo DEA-CCR.



Abstract

This work will initially present the elementary study of Linear Programming (PL) as a tool
for optimizing linear functions under linear constraints and Data Envelopment Analysis
(DEA) as a model for comparing and analyzing the efficiency of production units, which
uses Linear Programming methods, in order to enable its computational implementation
in a software that is relatively easy to access. Thus, with the aim of understanding and
applying the concepts studied on the use of the Simplex algorithm to solve a Linear
Programming (LP) model, as well as enabling the presentation of the method’s iterations
to future interested parties, was chosen "Calc" spreadsheet construction software that is
part of the "LibreOffice" package and is freely distributed. To implement the Simplex
algorithm, the logical functions of this software were mostly used, making it possible to
display each step of the algorithm and its iterations. At another time, the "solver" tool
was used, available through software, which allows, quickly and directly, the resolution
of a PL model, by feeding the information into a spreadsheet. With this, a spreadsheet
was built, adapted to a DEA - CCR model focused on inputs, through which it was
possible to simulate applications, using educational indicators from ten Decision Making
Units (DMUs), these being federation units, finding the units of reference for each DMU
analyzed, as well as desired levels of inputs that lead to the established efficiency. The
spreadsheet obtained, used as a simple analysis tool, can be important in the process
of learning how to use this method, in comparison with results presented in texts in the
area, and in applications with a limited amount of inputs and products. The constructions
demonstrate potential uses of the software chosen in the study of Linear Programming

models.

Key Words

Linear Programming; Data Envelopment Analysis; Spreadsheet; Simplex Algorithm; DEA-
CCR Model.
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1 Introducdo

A Pesquisa Operacional (PO) como método cientifico ganhou a atencdo entre pesqui-
sadores a partir da década de 1950, apos seu emprego com sucesso em problemas militares
durante a Segunda Gerra Mundial. Nesse contexto, foi responsavel por determinar me-
lhorias praticas na alocacao de recursos escassos em operacoes militares estadunidenses e
britanicas. O estudo conduzido por diferentes profissionais utilizando forte embasamento
matematico caracterizou a natureza da PO como um método cientifico para o estudo so-

bre operagoes, inicialmente militares, utilizando modelos, em geral, matematicos.

Com o fim da guerra o uso da PO foi direcionado para outros alvos mas mantendo
sua finalidade, ou seja, ao invés de operacoes militares, a PO passou a ser utilizada em
grandes organizacoes comerciais, industriais ou governamentais, visando as melhores for-
mas de se utilizar recursos disponiveis. O termo "melhores"se relaciona com a tendéncia
dos problemas estudados envolverem a busca por algum tipo de otimizacao como, por

exemplo, o aumento do rendimento financeiro ou a redugao no uso de recursos.

De acordo com Hillier e Lieberman (2012), dois dos fatores podem ser considerados
como importantes para o crescimento da PO como uma ferramenta eficaz no estudo cien-

tifico de problemas em grandes organizacoes empresariais, sao eles:

i O método Simplex, como um algoritmo desenvolvido em 1947 por George Dantzig

para solucao de problemas definidos por modelos de programacao linear e;

ii O avanco computacional, que permitiu o uso das técnicas de PO, inclusive a imple-

mentagao do algoritmo Simplex, para problemas envolvendo cada vez mais variaveis.

Esses dois fatores, portanto, se completam. A Programacao Linear (PL) representa
um conjunto de ferramentas utilizadas em PO e, como o proprio nome sugere, trata de
modelos matematicos em que a relagao entre as variaveis é linear. A natureza de um
Modelo de Programacao Linear (MPL) é a otimizac¢ao de uma fun¢do em que as variaveis
estao sujeitas a restricoes. Assim, um MPL pode representar, por exemplo, a busca por
otimizar o lucro de uma industria que possui recursos e capacidades limitadas e/ou que

competem entre si.

Problemas envolvendo duas ou trés variaveis podem, facilmente, ser estudados com o
uso de ferramentas matematicas basicas, como a manipulacao de equagoes lineares ou por
meio de visualizacao grafica. Nesse ultimo caso, softwares educacionais que permitem a

representacao grafica sao suficientes. O interesse de problemas desse tipo costuma ter,



Capitulo 1. Introdugio 11

contudo apenas fins didaticos. Para problemas praticos de PL que, em geral, envolvem
a consideracao de um nimero grande de variaveis, a manipulacao algébrica ou estudo
grafico passa a ser inviavel sendo necessario uma ferramenta matematica e computacional
elaborada especificamente para essa finalidade. Uma dessas ferramentas ¢ o método (ou
algoritmo) Simplex que se baseia em uma sequéncia de passos iterativos que levam a re-
solugao do modelo matemético. Isso permite que apenas uma parte das solucoes viaveis

sejam avaliadas, o que ¢ importante para problemas com grande niimero de variaveis.

A utilizacao do algoritmo Simplex resultou em um avango para a area de programacao
linear e, consequentemente, para a pesquisa operacional. Com o passar do tempo, outras
técnicas de resolucao de MPLs surgiram, como o Simplex Dual e a programacao linear

paramétrica.

Alguns modelos elementares do uso do Simplex sdo, como apresentado em Gut (2021)
ou Lins e Caloba (2006), problemas de transporte, de mistura, problema de corte e pro-
blema de manufatura, descritos naturalmente como modelos de otimizagao. De forma
um pouco menos direta, surge o modelo DEA-CCR, que tem como objetivo possibilitar
analises de eficiéncia de organizacoes produtivas, sociais, comerciais, industriais, de ser-
vicos etc. Esse modelo pode ser escrito como um modelo de programacao linear, dadas
as restricoes feitas para linearizar a funcao objetivo e para normalizar o valor do indice

de eficiéncia de cada unidade comparada.

O termo DEA, vem do inglés "Data Envelopment Analysis" e, segundo Charnes et
al (Apud LINS & CALOBA, 2006, p. 255) sua historia "comega com a dissertagdo para
obtencao do grau de Ph.D. de Edwardo Rhodes, sob a supervisao de W.W. Cooper, pu-
blicada em 1978 (Charnes, Cooper e Rhodes, 1978)" de onde vem a designagao "CCR"
para o modelo formulado. Na dissertagao mencionada, o objeto foi analisar a eficiéncia de
escolas publicas e o método de comparacao sugerido utilizou inputs (insumos ou recursos

utilizados) e outputs (resultados ou produtos).

Em um modelo DEA, escrito sob a forma de um MPL na forma primal, a razao entre
a combinacao linear dos produtos e a combinacao linear dos insumos ¢ o alvo inicial de
andlise, no caso de uma abordagem orientada aos insumos, ou sua inversa, no caso de

uma abordagem orientada aos produtos.

No presente trabalho, serao apresentados conceitos teéricos elementares sobre a Pro-
gramacao Linear e sobre a Andlise Envoltoria de Dados para, na sequéncia aplicar di-
retamente esses conceitos na implementacao por meio do software gratuito Calc, para

construcao de planilhas eletronicas.
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No primeiro capitulo serd feita a apresentacao de um Modelo de Programacao Linear,
e algumas de suas variagoes. Para a introducao do algoritmo Simplex, o modelo sera es-
crito em sua forma padrao, bem como, seré considerado que o mesmo esta em sua forma
canoénica. A teoria sobre o método Simplex serd abordada sob o ponto de vista geomé-
trico, onde é feita a discussao e apresentacao de teoremas sobre convexidade do espaco de
solucoes viaveis. A descrigao algébrica do modelo na busca de solucao e, a apresentagao
de sua forma matricial é feita e concluida com os passos que devem ser considerados em
cada iteracdo. Para este capitulo, as principais referéncias foram as obras de Gut (2021),
Lins E Caloba (2006) e Hillier e Lieberman (2012). Diferente das referéncias consultadas,
buscou-se abordar os aspectos tedricos sem a apresentacao de exemplos, mas focado na
descricao simbolica das relacoes, o que foi aplicado na implementacao do algoritmo no

terceiro capitulo.

O segundo capitulo traz uma breve abordagem sobre o Modelo DEA-CCR orientado
aos insumos. Essa apresentacao se inicia trazendo o conceito de eficiéncia, segundo um
exemplo que usa insumo e produto tGnicos. Apds isso, é realizada a generalizacao para
uma quantidade qualquer entre insumos e produtos. Para esse tema, as referéncias utili-
zadas foram Lins e Caloba (2006) e Cooper et al (2007).

O terceiro capitulo tras aplicacao de parte do que foi desenvolvido no primeiro ca-
pitulo, para implementacao do algoritmo Simplex no software Calc. Foi explorada a
estrutura de planilhas do mesmo para operagoes matriciais e apresentacao das solucoes
obtidas em cada iteracao. As funcoes matematicas utilizadas, disponiveis pelo software,
foram as mais elementares e permitem a verificacao de cada passo do algoritmo, quando
descrito em sua forma matricial. O desenvolvimento dessa atividade foi motivada pela
falta de exemplos do desenvolvimento do algoritmo utilizando a descricao matricial e, por
nao ter sido encontrado nenhuma aplicacao computacional que permita a experimentacao
para solucao de modelos elementares de Programacao Linear ao mesmo tempo em que,

possibilite a visualizacao dos passos e solucoes "intermediarias".

O ultimo capitulo apresenta a ferramenta Solver disponivel pelo Calc, que permite a
resolucao de modelos de otimizagao. Essa ferramenta foi usada para resolver problemas
que recaem no modelo CCR-DEA, sendo este implementado por meio de operagoes ele-
mentares entre células e, pelo qual, foi simulado uma comparacao entre 10 unidades da

federagao utilizando indicadores educacionais oficiais.
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2 CONCEITOS TEORICOS ELEMENTARES
DA PROGRAMACAO LINEAR E O ALGO-
RITMO SIMPLEX

Os conceitos e definicoes abordados nesse capitulo se baseiam em leituras de textos
de Programacao Linear, Otimizacao e Pesquisa Operacional. As referéncias consultadas
foram Goldbarg (2005), Gut (2021), Hillier e Lieberman (2012), Lechtermarcher (2009),
Lins (2006), Passos (2008) e Souto (2008), com diferentes caracteristicas quanto a abor-

dagem teorica, de notacao e apresentacao das ideias centrais do algoritmo Simplex.

2.1 Apresentacio

Um problema de programagao linear (PPL) é um problema de otimizacao de uma

fungao linear com n variaveis que é chamada de fungao objetivo (FO), dada por
(&) = c1m1 + cowa + 323+ ..+ iy (2.1)

ou seja, f é funcao do vetor @ e fica definida pelo vetor de coeficientes ¢, tais que

T &
X2 C2

x = |T3 e c=|c3 (2.2)
Tn Cn,

Com isso, a FO pode ser escrita utilizando a notacao matricial, sob a forma.
flxy=c"x (2.3)

Dado que o PPL surge, em geral, de uma situagao que se deseja otimizar, seja, por
exemplo, maximizando lucro ou, minimizando custo, é interessante traduzir os elementos
da fungao objetivo para uma interpretagao genérica de seus significados, baseado em (Lins

e Caloba, 2006), conforme segue

e 1;: j-ésima varidvel de decisao — Representa o nivel de atividade da alternativa 7,

€

e ¢;: coeficiente de x; — Representa custo ou ganho unitério relacionado a alternativa

VE
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Contudo, a funcao objetivo costuma estar sujeita a restrigoes impostas a seu cres-
cimento em varias dire¢oes, podendo ser restri¢oes de nao negatividade (ou de valor
minimo/méximo), do tipo:

;>0 j=1,2,....n

ou restricoes funcionais

a1 + AipTo + ...+ Ay, = by, tal que 1=1,2,...,q

;1T + Qoo + . ..+ ainTy > by, tal que i=q+1,q+2,...,1. (2.4)

a1 + aprs + ...+ A, < b;, tal que r=r+1,r+2,...,m
onde cada a;; representa a contribui¢ao unitaria da alternativa j a restri¢ao 7. O ntimero de
graus de liberdade (ngl) do PPL assim definido é ngl = n — ¢, uma vez que cada restrigao
de igualdade reduz em uma unidade o ngl do problema (Gut, 2021). A interseccao das
restricoes define a regiao viavel do problema, no espaco n dimensional das varidveis, como

o conjunto de vetores @ que satisfazem todas as restricoes.

2.2 Forma padrdo

Ao modelar um problema de otimizacao que se adeque as exigéncias de linearidade,
tanto da funcao objetivo como das restricoes, é necessario verificar se o modelo inicial

esta na forma padrdo de um PPL para resolugao via Método (ou Algoritmo) Simplex.

O Algoritmo Simplex é baseado na busca por solucdes percorrendo arestas e vértices
formados pelas fronteiras da regiao viavel, para tanto, o PPL deve estar sujeito a restri¢oes
funcionais de igualdade, apenas. Isso é feito reescrevendo o PPL original, como um

PPL equivalente, possuindo as mesmas solu¢des. Alguns casos dessas substitui¢oes sao

apresentadas nas subsecoes [2.2.1] [2.2.2] e [2.2.3]

2.2.1 Restricdes funcionais

Restri¢oes funcionais na forma de inequacoes devem ser convertidas em restricoes de

igualdade, considerando o que segue

Z?:l Qg S bk < Z;lzl Qfj + 1z = bk

Z?:l ak’j 2 bk! < Z?:l ak/j — X = bk/ (25)

onde os indices k e k' podem representar desigualdades entre 1 e m. Aqui, z, € xp
representam novas variaveis, chamadas de variaveis de folga e varidveis de excesso,

respectivamente e, tais que:



Capitulo 2. CONCEITOS TEORICOS ELEMENTARES DA PROGRAMACAO LINEAR E O
ALGORITMO SIMPLEX 15

Ty, T 2> 0

Ainda, restri¢oes de igualdade do tipo

n

Z Qr; = —bk (26)

j=1
com b, > 0 devem ser multiplicadas por —1 para que a constante seja apresentada como

positiva.

2.2.2 Restricdes sobre as varidveis

As variaveis de folga sao positivas por concepcao porém, no PPL original, podem
ocorrer diferentes restricoes, além da nao negatividade sobre algumas variaveis. Nesse
caso é necessario considerar substituicoes a fim de obter um PPL equivalente mas, escrito
na forma padrao, ou seja, apenas com restricoes de nao negatividade sobre as variaveis.
Alguns exemplos sao apresentados na sequéncia.

2.2.2.1 Variaveis livres

Nesse caso nao ha restricao para um conjunto de varidveis. A seguinte substitui¢ao

deve ser feita

Tp = Tp — Thp, tal que Tkp, Thn = 0

aumentando em uma unidade o ngl.

2.2.2.2 Variaveis negativas
Para varidveis que sao negativas ilimitadas, basta fazer a substituicao definida por
T = —x) uma vez que

2, <0<=2,>0 (2.7)

2.2.2.3 Variaveis que assumem valores negativos limitados

Para variaveis limitadas a esquerda por valores negativos, a substituicao deve consi-

derar um deslocamento a direita do intervalo de valores possiveis. Assim, se
x> —Ly tal que L, >0 (2.8)
considera-se a variavel zj, tal que
o, =x, — L, tal que z, >0 (2.9)

e a nova varidvel satisfaz a exigéncia para colocar o PPL na forma padrao.
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2.2.3 Adequacio da Funcdo Objetivo

A forma padrao para a implementacao do algoritmo Simplex foca, principalmente,
no conjunto de restricoes funcionais e de variaveis. Para padronizar a linguagem e nota-
¢ao, porém, serd adotado que problemas na forma padrao tratam de minimizar a funcao
objetivo f(x). Caso o problema original seja um problema de maximizagao da fungao

objetivo, basta considerar a substituicao definida por

Maximizar f(x) <= Minimizar f'(x) (2.10)

onde f'(x) = —f(x). Isso é possivel uma vez que, se f(x) é uma funcao real, entdo

f(x1) > f(@2) = —f(x1) < —f(x2).

2.2.4 Representacdo da forma padrao

Os casos apresentados e as respectivas substituicoes nao esgotam as possibilidades de
ocorréncia mas, servem de exemplo de como adequar um modelo inicial de PPL para a

forma padrao do Método Simplex.

Tem-se, portanto, para um PPL original com p restricoes de desigualdade dentre

o total de m restricoes, com p < m, a seguinte representacao padrao

n n+p n+p
Min: f(x) = ch~xj + Z cj-xj = ch-xj
j=1 Jj=n+1 Jj=1
n—+p
s.a. Zaijxj:bi tal que 1=1,2,3,....m
j=1
x; >0 tal que i=1,2,3,...,n+p (2.11)

onde, o vetor ¢, quando na forma padrao, tem suas p tltimas coordenadas iguais a zero,
uma vez que a inclusao de variaveis de folga ou excesso nao altera o comportamento da
funcao objetivo original ﬂ Essas varidveis sao representadas por z; quando n +1 < j <
n + p, e seus coeficientes nas restrigoes, a,;, sao nulos, exceto na respectiva restricao em

que sua utilizacao foi necessaria, ou seja

+1, se j—n=i—(m—p
al.j:{ J (m=p) (2.12)

0, caso contrario

onde o sinal do coeficiente depende da variavel ser de folga (+) ou de excesso (—).

No caso de todas restricoes do PPL original serem inequacoes do tipo 2?11 a;jx; < bj,

que implica em p = m, o problema em sua forma padrao fica

1 Como serd apresentado, isso muda em cada iteracdo do algoritmo
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n
Min: f(x) = ch - T
j=1
n+m
s.a. Zaijxj:bi tal que 1=1,2,3,....m
j=1
x; >0 tal que i=1,2,3,...,n4+m (2.13)

2.2.5 Representacdo Matricial

A forma padrao apresentada em (2.13]), pode ser escrita utilizando a notagao matricial

de acordo com as consideracoes que seguem. Seja o PPL representado explicitamente

Min: f(x)=c1+c+c3+...+¢,
. an®1 + a1 + .o+ G ngm) Tntm = b1

a171 + A22T2 + . .. + A2(ntm) Tnpm = b2

Am121 + Qs + ...+ Am(n+m)Lnt+m = bm

x; >0 tal que 1=1,2,3,....,n+m

Definindo os vetores

_ - - _Cl_
) Co b
1
b
T = T, c= |c, b= | -
T(nt1) 0 )
_x(n—l—m)_ L 0 i

e a matriz A, (m+n) dos coeficientes nas restrigoes funcionais

ailx a2 ... Qi(ntm)

g1 Q22 ... G2(n4m)
A=

Am1 Am2 -+ Gm(nt+m)

o sistema pode ser, inicialmente, escrito de forma mais compacta, como segue
Min: f(z)=c" =
Sa. A-x=b
x; >0 tal que 1=1,2,3,....,n+m

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)



Capitulo 2. CONCEITOS TEORICOS ELEMENTARES DA PROGRAMACAO LINEAR E O
ALGORITMO SIMPLEX 18

2.3 Fundamentos matematicos do algoritmo Simplex

Tendo o PPL sido colocado sob a forma padrao, utilizando as substituicoes necesséarias
que permitem obter um problema equivalente, serao discutidos conceitos, propriedades e

defini¢oes importantes que fundamentam o método Simplex.

2.3.1 Fundamentos geométricos das restricGes e das solucdes

Sobre o algoritmo Simplex, Hillier e Lieberman (2013, p. 83), afirmam “é um pro-
cedimento algébrico. Entretanto seus conceitos subjacentes sao geométricos”. Assim, os
elementos discutidos até entao possuem uma correspondéncia com conceitos geométricos,
considerando um sistema de referéncia baseado em eixos ortogonais de dimensao n, ou
seja, a quantidade de variaveis do problema original. O espaco a ser considerado para o
estudo de um PPL com n varidveis naturais (que sao variaveis do problema original e

dao origem ao modelo) é, portanto, o espaco R".

A equacao linear com n — 1 graus de liberdade, na forma
a7, + asxo + ...+ apx, = b (2.18)

representa um hiperplano no espaco R", analogamente a uma equacao linear com dois

graus de liberdade que representa um plano no espaco R".

Assim, em um PPL, cada restricao funcional na forma
;11 + Q0T + ... + AinTy S bl (219)

define um semiespaco de R"”, cuja fronteira é o hiperplano a;1z1 + apxo+ . .. + @, = b;.

O mesmo ocorre com as restricoes sobre as variaveis, como as de nao negatividade.

Portanto o sistema de desigualdades, dados pelas restricoes do problema original con-

siderado

a1 + ajpexe + ...+ a1y, S bl

a211 + A929T9 4+ ...+ AonTn S bg

Am1T1 + Q2% + ... + Appn S bm

x; >0 tal que 1=1,2,3,...,n (2.20)

estabelece a interseccao de m + n semiespacos, que define o conjunto de pontos P C R".
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O conjunto P é chamado de politopo e é definido como um poliedro convexo de di-
mensao n (Souto, 2008), onde cada face esta contida em um dos hiperplanos de n — 1
graus de liberdade. Essa é portanto uma generalizagao do conceito de poliedro convexo

em trés dimensoes.

O politopo P define a regiao viavel, em que cada ponto z € P, determinado pelo
vetor @, representa uma solucao viavel do PPL, por satisfazer todas restricoes. A so-
lugcao 6tima serda dada por um subconjunto de P, cujos vetores minimizam o valor da

Funcao Objetivo, podendo ser um conjunto unitario, quando o PPL admitir solucao dnica.

A Figura (a), apresenta um exemplo de regiao viavel para um problema original
com duas variaveis (naturais), como sendo o poligono ABC'D contido em R?. O mesmo é
delimitado por duas restricoes funcionais do tipo a;1x1+a0xs < b;, de 1 grau de liberdade,
que sao hiperplanos do espago R? (retas), além de restrigoes de nao negatividade. J4, na
Figura (b), trés restricoes funcionais do tipo a;1 71 + T + a;zrs < b; com 2 graus de
liberdade, que sdo hiperplanos do espago R? (planos), em conjunto com as restrigoes de

nao negatividade das variaveis, delimitam um poliedro de 6 faces como a regiao viavel.

Figura 1 — Regido viavel para um problema de (a) duas e (b) trés varidveis naturais.

(a)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como cada hiperplano que contém uma face do politopo é o limite de uma restricao, a
escolha de n hiperplanos do tipo a;1x1 + a;9xs+. . .+ a;,x, = b; permite a obtencao de um
sistema de equagoes lineares n X n, considerando restricoes linearmente independentes.
O sistema determinado admite solu¢ao tinica x. Se o vetor x é uma solugao vidvel, é

chamado de vértice do politopo, ou da regiao viavel ou do PPL.
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Para um problema original com n variaveis e m restricoes de desigualdade (<), e n
restricoes de nao negatividade, sao definidos m + n hiperplanos. Considerando a inde-
pendéncia linear entre estes, cada escolha de n hiperplanos, um sistema linear definido é
descrito. Sua solucao define um vetor que esta sobre n limites de restricdo. A quantidade

de sistemas possiveis, e de vetores solucao é finita e dada por

(n+m)!

n+m __
Ca™™ = n!m!

(2.21)

Um Veértice é definido quando o vetor solucao, para um dos sistemas, pertence a re-

giao viavel. Na Figura(a), 0s vértices sao os vetores que definem os pontos A, B, C'e D.

Ainda na Figura (a), outros dois vetores, que definem pontos nas interseccoes com
0S eixos x1 e To, também sao solugoes de algum sistema linear, porém, nao fazem parte
da regiao viavel e nao sao chamados de vértices. O conceito de vértice é entao, analogo,
para outras dimensoes, ao vértice de um poligono em R? ou de um poliedro em R?, como

é possivel visualizar também pela Figura [I}(b).

Dois vértices sao adjacentes entre si quando compartilham de n — 1 restricoes. Nesse
caso, o sistema linear descrito por essas restri¢coes é de ordem (n — 1) X n, possuindo
um grau de liberdade (conjunto afim com um grau de liberdade), e esses vértices sdo

conectados, portanto, por um segmento de reta.

2.3.2 Fundamentos algébricos
2.3.2.1 Forma candnica e variaveis basicas

Considerando a rela¢ao dada pela condigao (2.12)), agora para o caso p = m, que define
os valores dos coeficientes das variaveis de folga (considerando apenas restri¢des do tipo

Yo ary < b;), tais que n+ 1 < j <n+ m implica em

j=1
1, se j—n=1
0, caso contrario

o que significa que a matriz A possui uma submatriz quadrada de ordem m, formada
pelas iltimas m colunas, que também é uma matriz identidade. Nesse caso o PPL esta

posto na forma candnica tal que

[ ail Q19 . a1n 1 0 ]
as1 929 e A2n 0
A= : : S (2.23)
A(m-1)1  A(m-1)2 A(m—1)n
| Gm1 A2 . Amn, o 1_ ()
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O conceito de forma canonica de um PPL, contudo, exige uma condi¢ao mais fraca,
pois estabelece que basta existir uma sequéncia S de indices no intervalo 1 < j < n+m

formado por m elementos, cujas respectivas colunas formem a matriz identidade Ag = I,,
(Lins, 2006).

Assim, se o PPL em sua forma padrao, como apresentado na Equacao , tiver
as m equacoes que representam as restricoes funcionais, linearmente independentes entre
si, entao é possivel escolher uma sequéncia S de m colunas, na matriz A da Equacao
que define a matriz B = Ag, quadrada de ordem m nao singular, e o vetor =g,
cujas coordenadas sao as varidveis definidas pelas sequéncia S. Analogamente, os demais
indices formam a sequéncia S’ que define a matriz N = Ag/, de ordem m xn e o respectivo

vetor @y, de n coordenadas, tais que

A= [B N] e z=|"" (2.24)
Iy
Portanto, sobre o sistema de restricoes na forma padrao, tem-se
A-x=b<= B-xp+N-xy=> (2.25)

indicando que a particao da matriz A e do vetor @ permite reescrever o PPL de modo
equivalente, diferenciando na ordem de apresentagio das componentes/varidveis mas, ttil

em termos computacionais.

Essa separacao define conceitos, apresentados a seguir, que sao importantes para a

compreensao e execucao do algoritmo Simplex. Sao eles

i. Variaveis basicas (VB): variaveis definidas pela sequéncia S, escolhida. Sao
tratadas como variaveis dependentes, a serem calculadas de acordo com o valor das

variaveis independentes (ndo béasicas). Sdo as componentes do vetor & p.

ii. Variaveis nao basicas (VINB): demais variaveis. Sao tratadas como variaveis
independentes, as quais, serao atribuidas o valor zero. Sao as componentes do vetor

Iy.

iii. Base: conjunto formado pelas variaveis bésicas, cuja sequéncia de indices S define

a matriz B

O calculo das variaveis basicas, utilizando a notagao matricial, segue a sequéncia
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A-x=b
& B-xp+ N-xzy=0»0
& (B'-B)-xzp+(B' N)-zxy=B"-b (2.26)
& I-xzp+ (B N)-xy=B""'-b

Colocando g em funcao de xy, o sistema ﬁcaﬂ
xp=B"'1b-— (B N) xy (2.27)
que apresenta a seguinte solucao
xy=0 =— xz=B"'-b (2.28)

onde 0 representa um vetor nulo (de dimensdo subentendida pelo contexto). A solugao
dada pela equagdo (2.28)) é chamada de Solugdo Basica (SB) por ser obtida por meio

da escolha de uma base e de um conjunto de varidveis nao basicas.

2.3.2.2 Solucdes basicas viaveis

Na forma matricial, o sistema da equagao (2.26) fica

BN [wB] —b (2.29)

N

cuja solucao basica ¢ dada por

(2.30)

B
xr =
TN
onde, dada a particao feita na matriz A e no vetor x, deve-se considerar alteracdo na

ordem de suas componentes. Uma forma de fazer isso é particionar de modo equivalente

o vetor de coeficientes da fun¢ao objetivo, ou seja, fazendo ¢! = [ctB, c’}v], de modo que

flx) = [CB, CN] . [wB] (2.31)

TN
Se uma solucao bésica satisfaz todos as restricoes entao, o vetor x pertence a regiao

viavel e define uma solugao basica viavel (SBV).

O algoritmo Simplex tem por base, buscar SBVs, percorrendo a regiao viavel até en-

contrar a solucao 6tima.

2 que pode ser escrita também como (£5)mx1 = (B~ mxm* (0)mx1— (B N)pmxn - (TN )nx1, incluindo

a representacao da ordem das matrizes e vetores.
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Geometricamente, cada vez que uma variavel x; é igualada a zero, tem-se duas possi-

bilidades:

i. No caso de uma variavel natural do PPL original, o ponto estard no hiperplano
definido por z;, = 0 ou seja, aquele formado pelos eixos z;, tais que j = 1,2,...,k—
Lk+1,... . n.

ii. No caso de uma variavel de folga nula, admite-se que o ponto estara no respectivo

limite de restrigao.

Assim, ao se definir m variaveis béasicas, e fazer &y = 0, escolhe-se um vetor que
estd na interseccao de n restrigoes linearmente independentes, em R"™. Por analogia,
esse argumento estabelece uma relacao entre SBVs do PPL e vértices do politopo por ele
definido.

2.3.3 Fundamentos tedricos
2.3.3.1 Convexidade

Geometricamente, a convexidade de uma regiao P C R"™ é definida quando, dado
qualquer par de pontos Q = (x1,22,...,x,) e Q' = (2,2, ..., 2]), tais que Q, Q' € P,
se X € QQ), entao X € P.

A Figura2]apresenta regides convexas, em duas e trés dimensoes, ilustrando a defini¢ao
geométrica de convexidade. Essas regioes convexas sao as mesmas que representam regioes
viaveis na Figura [1, obtidas pela interseccao de semiespacos respectivos as restricoes de
um PPL.

Figura 2 — Regiao convexa de (a) duas e (b) trés variaveis naturais.

To

™

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Por outro lado, a Figura |3 apresenta um exemplo de regiao nao convexa, dado pelo

poligono ABC'DEFG, por contrariar a definicao geométrica de convexidade.

Figura 3 — Regiao nao convexa.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para uma defini¢cao analitica de convexidade, que é andloga & geométrica, é necessario

definir antes o que é uma Combinacao Linear Convexa.

Definicao 1. Em um sistema de coordenadas ortogonais, de origem O, sejam os vetores

u e v e os escalares a e B, tais que o+ = 1. O vetor w dado por
w = au + fv (2.32)
¢ a Combinagdo Linear Convexa (CLC) de u e w.

Caso a, 8 > 0, ou seja 0 < a, B < 1, o vetor w é chamado de Combinagao Linear

Convexa Legitima (CLCL) de u e v. Tanto em uma CLC como em um CLCL, tem-se

w=ou+ (1l —a)v (2.33)
A interpretagao geométrica de uma CLCL ¢é dada pelo teorema [2.3.1

Teorema 2.3.1 (Lugar geométrico de uma CLCL). O lugar geométrico da CLLC entre
0s vetores u = 0Q e v = 0Q' € o segmento de reta Q).

Prova: Seja w a CLCL entre u e v, entao

w=ou+(l—-aov
& w=v+alu—o)

ondeu —v=0Q—Q =Q'Q. Assim, w é igual a
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i. v,sea=0,e
. u,se a=1

variando linearmente, no segmento QQ)'. O

Figura 4 — Segmento QQ’ como lugar geométrico da CLCL dos vetores u e v.

v+ o(u — v)

O

O L1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Utilizando a definicao de CLCL e o resultado dado pelo Teorema [2.3.1] uma defini¢ao

analitica de regiao convexa esta fundamentada e é dada a seguir.

Definicao 2. Uma regiao P é convexa se, e somente se, para qualquer par de vetores
u=0Q ecv=0Q, comQ, Q € P, ovetorw=OP, dado pela CLCL

w=ou+(l—-av
implique que P € P para todo o € [0, 1].
A definigao analitica de convexidade ¢é 1til para demonstrar o Teorema [2.3.2]

Teorema 2.3.2 (Convexidade da regiao viavel P). A regido vidvel definida pelo conjunto

de restricoes de um PPL, é conveza.

Prova: Dado um PPL na forma padrao

Min: f(z)=c' =
Sa. A-x=0b
x; >0 tal que 1=1,2,3,....n+p
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onde p é a quantidade de restricoes de desigualdade, ou seja, a quantidade de variaveis
de folga ou excesso, sendo 0 < p < m. Sejam os vetores x; e & que definem pontos em

P, entao:
A- r|1 = b

A- o = b
cuja CLCL é dada por 3 = axy + (1 — a)xs. Assim,

Axs=aAd - x1+ (1 —a)A - x
=ab+ (1 —a)b
=b

Como a CLCL de x; e x5, dada por x3, define um ponto em P, entao a regiao viavel do
PPL é convexa. O

O resultado do Teorema poderia ter sido obtido, também, considerando dois
outros fatos, demonstraveis. O primeiro afirma que um hiperplano, ou o semiespaco por
ele definido, sao regides convexas. O segundo, na forma de teorema, é mostrando que a

interseccao de regides convexas, ¢ uma regiao convexa.

2.3.3.2 Veértices e SBVs

Em uma regiao convexa, os vértices do politopo P C R" determinam pontos extremos,
pois estao sobre n limites de restricao. Isso indica que, dado um vértice xy, nao existe

um vetor nao nulo d € R™ tal que

ro+deP e

(2.34)
o — deP

Mais precisamente, &g é um vértice se, e somente se, nao existem a;, €, € P, diferentes
de x(, tais que:
xo = ax + (1 — )z, (2.35)

Ou seja, um vértice nao pode ser dado por uma CLCL entre dois vetores pertencentes

ao politopo.

Teorema 2.3.3 (SBVs e vértices). Dado um PPL com regigo vidvel P C R", o é uma

SBV do PPL se, e somente se, xq for um vértice de P

Prova: xy ¢ uma SBV do PPL se, e somente se, existe uma sequéncia S de m varidveis

basicas e uma sequéncia S’, de n variaveis nao bésicas tais que

jES/:>:L’Oj:O
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Supondo que existam x1, x5 € P, tais que xy pode ser obtido como uma CLCL de @ e

x,, deve-se ter, para todo j € S’

To; = A1y + (]_ - Oé)ZL'Qj =0
= axy; = —(1 — o)y

no caso de 0 < o < 1 (pois se & = 0 ou o = 1, g coincide com um dos vetores da CLCL).
Portanto a combinacao so é possivel ao estabelecer a sequéncia S’ de varidveis nao béasicas

para xi, &> e x3. Isso define, portanto, a mesma base para os trés vetores, de modo que

-1
Top =Ty, =T =B - b

B~'-b

:}a}oleszZ O

Assim, uma SBV nao pode ser obtida como uma combinacdo linear entre outras duas

solugoes diferentes quaisquer.
m

A relagao entre vértices e SBVs, ressalta caracteristicas geométricas e algébricas de
um PPL. Ao percorrer uma regiao viavel por meio dos vértices, ou seja das SBVs, a
quantidade de solucoes viaveis de interesse para um problema de otimizacao é reduzido

drasticamente, como é evidenciado pelo teorema a seguir.
Teorema 2.3.4 (Solucao 6tima). O wvalor dtimo de um PPL estd sobre um vértice vidvel

Prova: Supondo que exista uma solucao viavel xy, que nao seja uma SBV e possa ser

escrita como CLCL entre @1 e @y, com f(xs) < f(x1). Entdo,

xo=ax;+ (1 —a)x,

f(@o) = af(x) + (1 —a)f(z)

c'xzoy=ac’ i+ (1-a)c" -z,

Mas, uma vez que

c'zo=acl -z +(1—-a)c -xy<ac” -z, + (1 —a)c’ -z, = f(x))
' xy=ac’ -z +(1-a)c" -xy>ac’ x4+ (1 —a)e’ -y = f(xy)
Entao,

CT'.’B2<CT'IB0<CT‘581

f(xa) < flmo) < f(21)

e, portanto @y nao é solugcao 6tima. O teorema estd demonstrado por contraposicao. [J
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Ainda com relacdo ao Teorema a suposicao de f(xs) < f(xy), leva a conclusao

analoga de que f(x2) < f(xo) < f(x1). Isso indica que, caso a solucdo 6tima seja

uma combinacao linear de outras duas distintas, entao ela nao é tnica. Nesse caso, a
solucao otima estéd sob uma aresta do politopo viavel P, tendo dois vértices distintos

como extremidade, que podem ser considerados, portanto, como solucoes 6timas.

2.4 O algoritmo Simplex

241 O PPL como um sistema linear

Considerando as equagoes (2.17), (2.29) e (2.31)), a formulagao padrao de um PPL

pode ser dada por

Min: f(x) =ch-xp+cy-xn
Sa. B-xp+ N-xy=b>
x; >0 tal que 1=1,2,3,...,n+m (2.36)

de onde pode-se obter &z em fungio de xx (equagio (2.27)), pela expressdo
xp=B"'-b-B ' N-xy (2.37)
que, substituida na expressao da fungao objetivo f(x), fornece

fl@)=ch-[B'-b—(B™'-N) on| +cy xn

(2.38)
= [c%—c£~3_1-N} ‘xy+ch-B'b
e, portanto
fl®)=—[cp - B' N—cy| &y +c;-B™" b (2.39)
Agora, considerando as equagoes (2.36]) e (2.39) é possivel obter o sistema
f@)+[ch- B N—ck] oy = c5-B'-b (2.40)
xp+B ' N-xy = B '-b '
que, completando com as variaveis ausentes, fica
fl®) + 0"-xp + [c;-B'N—-ck] -y = c;-B7'-b (2.41)
0f(x) + I-xp + B'-N-xzy = B'-b '

Esse ¢ um sistema com m + 1 equagoes e m + n + 1 variaveis, pois f(x) passa a ser

considerado uma variavel, com uma relacao especifica.
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O sistema ([2.41)) é indeterminado e, em uma SBV obtida para uma dada escolha de

base (que corresponde a uma escolha da sequéncia S e S'), ao fazer y = 0, sua solugao

particular, sobre um vértice definido por x g, é dada por
flx) = ¢5-B71-b
rp = B'.b

Cada escolha de base é parte de uma iteracao do algoritmo Simplex, buscando valores

(2.42)

das variaveis basicas e da funcao objetivo, nos vértices, de acordo com o Teorema [2.3.4

Outras caracteristicas do algoritmo serdao dadas na sequéncia.

2.42 O Tableau Simplex

Como uma forma de organizar e visualizar as iteracgoes, ¢ til dispor o sistema
com auxilio de uma tabela, com linhas e colunas indicando as varidveis béasicas, as nao
bésicas e as solugoes. Essa tabela, é conhecida na literatura por Tubleau Simplex e é
composta pelas matrizes e vetores de coeficientes, envolvidos no sistema de equacoes
(2.41)).

IN1 - INn IB1 Tp2 TBm
f(@)|(ch - B™1 N — ) ixn 01 ct-Bl.b
x 1 /
. 0 O 8 1 (243)
(Bil ’ N)mxn :
LBm 0 0 1 b

onde b representa a i-¢sima componente do vetor (B™! - b)iyx,. A ordem em que as
varidveis aparecem nas equacoes, pode ou nao ser rearranjada para manter o formato
dado na tabela (4.3). No caso negativo, deve-se prestar atengdo a primeira coluna, em

que rg1,TBo, ..., T, indicam quais variaveis formam a base em cada iteracao.

2.4.3 Definicdo da Base

O conjunto de varidveis basicas ou seja, a base, determina uma SBV. Cada iteragao no
algoritmo Simplex envolve a escolha de uma nova base, a partir da anterior. Geometri-
camente, isso significa avaliar a fungao objetivo em um outro vértice, fundamentalmente,

um vértice adjacente. Isso é feito em dois passos, dados a seguir:
i. Escolha de uma unica variavel nao basica para entrar na base (nova VB), e

ii. Escolha de qual variavel basica passa a integrar o conjunto das variaveis nao basicas,

dando lugar a nova VB.

A escolha porém, segue alguns critérios, apresentados a seguir.
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2.4.3.1 Definicdo da VNB que entra para a base

Olhando para a linha que representa a equagdo com f(x) como variavel, na equagao
(2.39) ou mesmo no Tableau, observa-se que os coeficientes respectivos as VBs sao zerados
e, uma vez que em todo vértice xy = 0, tem-se f(x) = c5 - B™' - b. Esse valor é bem

definido e nao depende de nenhuma variével bésica.

Em contrapartida, pela equagio (2.40), a variagdo de alguma das VNBs pode afetar
o valor de f(z). O sentido da varia¢ao depende do coeficiente de cada VNB e estes 2,540
dados, por sua vez, pelas respectivas coordenadas do vetor (¢ - B™1- N — ¢ )1, como

apresentado na equacao (2.39)), podendo ser posto na seguinte forma

fl@)+ e B "N—cy] -ay=c;-B'-b (2.44)
—f(x) + oy + chrne + hTns + -+ ayy =ch- B b '
A variagdo de f(z) em funcdo de algum zy isolado, de acordo com seu coeficiente

pode ser resumido como segue:

e Se (ly;, > 0, entdo: um acréscimo em xy; provoca reducao ao valor de f(x)

um decréscimo em zy provoca aumento ao valor de f(x)

e Se (ly, < 0, entdo: um acréscimo em xy, provoca aumento ao valor de f(z)

um decréscimo em zyy provoca decréscimo ao valor de f(x)

Devido a restricao de nao negatividade das variaveis, a escolha da nova VB se resume
em definir qual VNB deixara de ser nula, considerando aquela que, ao ter um acréscimo
em seu valor a partir de zero, provoca a maior redugao possivel no valor de f(x), dado que
o objetivo de um PPL na forma padrao é minimizar seu valor. Assim, a nova VNB zy

que deve entrar para a base é aquela que, caso exista, tenha maior coeficiente cy, > 0.

2.4.3.2 Definicdo da VB que sai da base
A equacao , apresenta a relacao
zp+B ' -N-zy=B"'-b
que tem cada uma de suas linhas dada por

Tpi + YnTN1 + Yok ne + YisTNs + o+ YinZnn = b

1=1,2,3,...,m.

(2.45)

onde y;; representa o elemento da i-ésima linha e da j-ésima coluna da matriz B~* - N.
Cada xy; na base atual é nulo porém, ao definir um 'y para entrar na base, seu valor

passa a ser diferente de zero. Assim cada linha pode ser escrita como

Tpi + Ykt g = b;
(2.46)
& xp; =b —yprny talque i=1,23,...,m.
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Essa relagao estabelece um valor méximo para xy, em fungao de b e de y;;, pois, como
TB; 2 07
/
b; — yirrng, = 0

S ymrng < U (2.47)
b

S v < — talque i=1,23,...,m.
Yik

Considerando o valor obtido em cada linha ou seja, para cada valor de ¢, a variavel basica
rp; que devera sair da base, é aquela em que
b, b
—L < para todoi. (2.48)
Yie  Yik

Essa varidvel dara lugar a zyg, que atingird seu maximo possivel quando xg; = 0.

/
O critério de menor valor — para escolher a varidvel basica que sai, é chamado de
. Yik : . .
teste da razao, e tem como fundamento garantir a nao negatividade de xg; em cada uma
das linhas da equagao ([2.46) e garantindo que a solugao seja viavel ou seja, a nova solu-
¢ao seja uma SBV. Geometricamente, isso garante que nao serao considerados pontos de

interseccao de m restricoes, fora do politopo viavel.

A variavel que entra para a base deverad ter seu coeficiente igualado a 1 na linha [
(indicada por zp; na primeira coluna) do tableau, e a zero nas demais linhas. Isso pode
ser feito reordenando a sequéncia de colunas, de acordo com o tipo de variavel (VB e

VNB), obtendo uma nova matriz B e uma nova matriz N, gerando um novo tableau.

O processo se repete até que nao haja mais VNB com coeficiente positivo na linha de

f(z), indicando que nao é mais possivel reduzir seu valor.
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3 ANALISE ENVOLTORIA DE DADOS: O
MODELO DEA-CCR ORIENTADO AOS
INSUMOS

3.1 Apresentacio

A Analise Envoltoria de Dados - DEA (do inglés Data Envelopment Analysis), de-
senvolvida a partir do trabalho de doutorado de Edwardo Rhodes, e do artigo publicado
por A. Charnes, W.W. Cooper e E. Rhodes, em 1978, ¢ um "método desenvolvido para
tratar de problemas de avaliagdo de desempenho em organizagoes produtivas"(LINS e
CALOBA, 2006, p. 255) e que utiliza a programacdo linear como método fundamental,
para a obtencdo de Indices de Eficiéncia (IE). Do trabalho mencionado, nasceu o primeiro

modelo que utiliza a DEA, conhecido pela sigla CCR, devida aos autores.

As organizagoes produtivas podem representar industrias, empresas de prestacao de
servicos ou, até mesmo setores, departamentos ou maquinas, desde que tenham a ca-
pacidade de transformar uma quantidade de insumos (inputs) em produtos (outputs), e
sdo chamadas de Unidades Tomadoras de Decisoes - UTD (ou DMU, do inglés Decision
Making Unit). Os indices de eficiéncia dao uma indicagdo da eficiéncia de uma unidade
avaliada, sempre em comparagao com, no minimo, mais uma DMU de mesma natureza,
ou seja, que utiliza de modo geral, os mesmo insumos e tenha como resultado os mesmos

produtos, com diferentes niveis de atividade nos conjuntos de insumos e produtos.

3.2 Conceitos basicos da DEA: um insumo e um produto

Nesse caso, a analise serd por meio da uma medida parcial, levando em consideracao
apenas uma parte dos fatores que podem influenciar a eficiéncia. Para isso, sera utilizada,

para cada DMU, a medida de eficiéncia dada pela razao

Produto

Insumo (3-1)
em que, produto e insumo sao parametros quantificaveis e dados numericamente por va-
lores positivos. Compreende-se que, quanto maior o valor da razao, mais eficiente é a
DMU. Essa forma de representar quantitativamente o conceito de eficiéncia dara origem

a modelos orientados aos insumos (inputs), como sera discutido na secao
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Como forma de apresentar concretamente a andlise, serd considerada a tabela (1| que
contém dados sobre consumo e capacidade de refrigeracao de diferentes modelos de condi-
cionadores de ar, obtidos e disponibilizados pelo Instituto Nacional de Metrologia, Qua-
lidade e Tecnologia - INMETRO, em seu site oficial.

Tabela 1 — Dados de insumos (consumo) e produtos (capacidade de refrigeracao) de dife-
rentes modelos de condicionadores de ar residenciais

Modelo M1 MQ M3 M4 M5
Consumo (KWh/ano) 1.040 | 2.649 | 937 | 2.387 | 1.296
Capacidade de refrigeracao (V) 7.032 | 17.580 | 7.032 | 8.790 | 5.274
Capacidade de refrigeracao/Consumo® | 6,76 | 6,64 | 7,50 | 3,68 | 4.07
Faixa de classificacao - INMETRO A B A F E

Fonte: INMETRO (2023)

A razao entre produto e insumo é adimensional, uma vez que ambos tratam, nesse
caso, da mesma grandeza (energia). A ultima linha considera a classificacdo fornecida
pelo INMETRO no contexto do Programa Brasileiro de Etiquetagem, sendo A utilizado

para indicar a maior eficiéncia e F, a menor eficiéncia.

Utilizando a Equagao [3.1| como forma de avaliacao, nota-se que o modelo M4 apre-
senta ser o menos eficiente. Por outro lado, o modelo M3 apresenta maior eficiéncia,

estabelecendo uma referéncia de eficiéncia, para esse conjunto de DMUs.

Figura 5 — Representacao grafica da Tabela (1| com dados de consumo (abcissas) e capaci-
dade de refrigeragao (ordenadas) de cinco modelos de condicionadores de ar.

=
8
= C'@)
e, -2
S A
= Q- o My
& a@@

<D

o

%
[ J M4
M.
703D frorerresersenseessesesansenees 3 .Ml
: ° M5
937 Insumo (KWh/ano)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Na Figura [5, a semirreta com extremidade na origem e que passa pelo ponto que re-
presenta a DMU mais eficiente, M3, é chamada de fronteira de eficiéncia. Todos os pontos
abaixo dela sao considerados ineficientes quando comparados com Mj. Caso outra DMU
fosse representada sobre essa semirreta, a mesma também seria considerada eficiente e
teria, para esse caso, valores de insumos e produtos diretamente proporcionais aos de ms,

mesmo que em escalas consideravelmente distintas.

Diferente de uma linha obtida por meio de um ajuste pelo método dos minimos qua-
drados que se situa entre os pontos, a fronteira de eficiéncia possui a propriedade de
envolver os pontos. Essa caracteristica é que motiva o nome do método: Analise Envol-

toria de Dados.

A existéncia de uma referéncia para eficiéncia dentro de um conjunto de DMUs, per-
mite que a ineficiéncia das demais DMUs possa ser medida em comparacao com M3, nesse
exemplo, por meio de uma razao entre razdoes, que oferece uma eficiéncia normalizada (re-

lativa), tal que

capacidade de refrigera¢do/consumo o modelo M;

<1 comi=1234,5.
(3.2)

~ capacidade de refrigeracao/consumo do modelo M;

Usando essa razao, pode-se construir a Tabela

Tabela 2 — Eficiéncia normalizada das DMUs

Modelo M1 M2 M3 M4 M5
Eficiéncia | 0,90 | 0,88 | 1 | 0,49 | 0,54

onde é possivel notar que o modelo M, apresenta uma ineficiéncia de 12% em comparacao
a M3, ou ainda, com relacao a fronteira de eficiéncia. J4 o modelo M; apresenta inefici-
éncia de 46% quando comparado a um ponto da fronteira de eficiéncia. Esse tltimo caso

é explicitado na Figura [6]

Com uma abordagem orientada aos insumos, nota-se que a distancia euclidiana entre
ponto que representa Ms e o ponto com mesma ordenada ou seja, mesmo nivel de produtos,
porém localizado sobre a fronteira de eficiéncia é de 1296 — 702, 75 = 593, 25. Esse valor
pode ser pensado como um excesso de consumo de insumos, sob a referéncia da fronteira

de eficiéncia. A razao entre esse excesso e o total consumido pela DMU é

=0.4 .
1296 40 (3:3)

que representa a ineficiéncia da DMU M;, e indica a taxa unitaria de reducao desejada

no consumo do insumo, a fim de atingir a fronteira.
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Figura 6 — Ineficiéncia da DMU (modelo) Ms.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Cabe ressaltar que deve-se manter um padrao de unidades de medida para todas
as DMUs estudadas, porém, produtos e insumos nao precisam ser medidas na mesma
unidade, sendo que a normalizacao garante que independente das unidades escolhidas
para representacao dos dados, os valores finais de eficiéncia relativa serao mantidos. Outra
importante caracteristica é a de que as variaveis (insumos e produtos) nem sequer precisam
ter a mesma natureza. Sobre isso cabe também observar que uma das vantagens da DEA
é a possibilidade de nao precisar converter insumos ou recursos e produtos para uma
unidade comum, ou uma grandeza da mesma natureza, como uma conversao para valores

monetarios, por exemplo.

3.3 Caso geral: 0 modelo CCR orientado aos insumos

O modelo CCR de anélise envoltoria de dados (CCR-DEA), pode ser usado sem um
limite especifico da quantidade de insumos ou produtos. Similarmente ao que foi apre-

sentado na Equacao 3.1, o modelo generalizado utiliza a razao:

Produto Virtual
Insumo virtual

(3.4)

onde o termo "virtual"é usado, aqui, para designar uma combinacao linear entre insumos
e uma combinacao linear entre produtos, de acordo com o caso. Assim, para um conjunto

de n DMUs, com m insumos (i, - - -, Timi) € S produtos (Yo, - - -, Ys;) considerados para-
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metros do modelo (onde ¢ = 1,...,n se refere a i-ésima DMU), tem-se, para uma dada
DMU, a ser avaliada:

Insumo Virtual : v1x1, + V2Z2, + -+ + UmnTmeo
(3.5)
Produto Virtual : w1y, + U2y2o + - - - + UsYso

onde as coordenadas dos vetores v = (vy,va,...,Uy) € w = (ug, U, ..., Us) representam
os pesos (ou multiplicadores) de cada insumo e cada produto, respectivamente. Os pesos

sao as variaveis do modelo CCR-DEA.

Tanto o valor das variaveis (pesos) como dos parametros (insumos e produtos) sao
sempre positivos. O valor do peso associado a cada parametro indica sua importancia
relativa na avaliacao da eficiéncia. A DEA nao utiliza a atribuicao prévia do valor dos
pesos, de acordo com critérios pré-estabelecidos, ao contrario, é baseada no calculo dos
pesos que atribuem a maior eficiéncia relativa para cada DMU analisada. Nesse sentido,
0s pesos sao variaveis e determinados a posteriori para cada DMU, avaliada individual-
mente. No caso do modelo CCR orientado aos insumos, segundo o problema de otimizagao

fracionaria a seguir

U1Y10 + U2Y20 + -+ UsYso

V1Z10 + V2T20 + * * * + UmTimo
o Ury1; + Unlos + - + UsYs; <1 (j=1,2,3,...,n)
V1215 + VoToj +eeet UmLmgj

v, >0 (1=1,2,...,m)
w>0 (I=1,2,...,s) (3.6)

Max:  fo(u,v) =

O modelo trata de um problema de otimizacao em que a funcao objetivo f,(u, v)
é a razao entre produto e insumo virtuais para a uma DMU,, que esta sendo avaliada
nessa configuragao. A resolucao desse problema ird fornecer os pesos que favorecem, ao
maximo, a eficiéncia da DMU, em questao, restritos a condicao de que o indice de efi-
ciéncia de todas as DMUs a serem comparadas nao ultrapasse 1. As restricoes impoem,

portanto, a condi¢ao de normalizagao do indice de eficiéncia de cada DMU.

Ao considerar um vinculo vz, + Vo9, + + + + + VT = 1, 0 problema de otimizacao

do modelo (3.6)) pode ser escrito sob a forma de um PPL equivalente, como segue

Max:  fo(u, v) = ury1o + Uslao + -+ + UsYso

S.a.  ViTio + VaToy + -+ + UnTimo = 1
UiYrj + UoYaj + - - + UsYsj < V1215 + Voo + - + Uy (1=1,2,3,...,n)
>0 (i=1,2,...,m)
w>0 (I=1,2,...,9) (3.7)
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que, pode entao, ser resolvido via método Simplex ou similar.

Denotando por f o valor 6timo da funcao objetivo que representa o indice de eficiéncia
da DMU, e por (u*,v*) o vetor solu¢cdo do PPL, com os respectivos pesos 6timos, a

eficiéncia segundo o modelo CCR, é definida como segue

Definicao 3. A DMU, € eficiente somente se fi = 1 e, ao menos uma das solugoes

dtimas (u*,v*) do PPL, tenha todas as componentes satisfazendo v > 0 e uj > 0.

Caso a solugao 6tima nao leve a f; = 1, entao deve existir ao menos uma DMU),, para

a qual

UYLk + USYok + -+ - + ULYsp = VI T1g + UsTok + -+ - + U Tk (3.8)

pois, caso contrario, haveria possibilidade de aumentar o valor de f; até seu limite, uma
vez que todas a variaveis e todos os pesos sao nao negativos e considerando que o va-
lor 6timo da funcao objetivo estd sempre sobre uma extremidade do espaco viavel. O
conjunto de todas DMUs que satisfazem essa condicao e se enquadram na Definicao
formam a fronteira de eficiéncia da DMU,. De modo similar ao que foi apresentado na
secao anterior com apenas um insumo e um produto, as DMUs da fronteira ditam o quao

ineficiente ¢ a DMU analisada (caso fF < 1).

O modelo CCR, aqui abordado, parte do pressuposto de que, aumentos ou reducoes
uniformes nos insumos, produzem aumentos ou reducao proporcionais nos produtos, ou
seja, a avaliacao nao considera a escala de consumo e producao. No exemplo dos aparelhos
de condicionadores de ar, isso se concretiza pois foram comparados modelos fabricados
com diferentes capacidades de resfriamento. Essa condicao é chamada de Rendimentos
Constantes de Escala - CRS (do inglés Constant Return of Scale).

As referéncias tedricas utilizadas no texto sdo Charnes, Cooper e Rhodes (1978), Co-
oper, Seiford e Tone (2007), Lins e Caloba (2006) e Mello et al (2005). Os dois primeiros
sao textos na lingua inglesa, dado que sao poucos os textos nacionais sobre DEA, ou

mesmo traducgoes de textos em outras linguas.
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4 IMPLEMENTACAO DO ALGORITMO
SIMPLEX POR MEIO DE PLANILHA
ELETRONICA

Nesse capitulo sera apresentado o uso de planilha eletronica para implementacao do
algoritmo Simplex, em sua descricao matricial. A planilha construida sera utilizada para
resolver um Problema de Programagao Linear (PPL) na forma canénica, utilizando fer-
ramentas bésicas desse tipo de software, como féormulas légicas e de calculo da inversa de

uma matriz de dados.

A construcao que segue tem como objetivo possibilitar o aprofundamento da compreen-
sao do método por quem o estuda, dada a possibilidade de experimentacao e visualizacao
dos passos adotados em cada iteracao do algoritmo. Entre esses passos estao a escolha
das variaveis que entram e saem da base e, consequentemente, as Solucoes Basicas Vidveis
(SBVs) percorridas, bem como, a solugdo 6tima acompanhada das condigbes necessarias
para sua determinacao. Tal construcao pode servir como ferramenta auxiliar no estudo
de PL por apresentar, explicitamente, o caminho percorrido, facilitando representacoes

graficas no caso de problemas com até trés variaveis naturais.

Em diversas fontes bibliograficas consultadas, como livros impressos ou outras produ-
¢oes escritas disponiveis no meio digital, e buscas realizadas na internet, até mesmo em
videos online, o método matricial do algoritmo Simplex, para resolu¢cao de um modelo de
PL, costuma ser apresentado porém, nao utilizado para resolucao de exemplos. Assim,
considerou-se a possibilidade de testar o mesmo, implementando-o por meio de uma fer-
ramenta computacional. Para que os processos e iteracoes pudessem ser visualizadas, foi
escolhido utilizar um software de criagdo de planilhas eletronicas, de uso e codigo livre.

O software escolhido foi o Calc, que faz parte do pacote LibreOffice.

A planilha construida possui limitacoes a respeito do tipo de modelo de PL que pode
resolver, tendo sido elaborada para resolver problemas com até 5 restricoes e 5 variaveis
naturais. Essa limitacao pode ser contornada, caso se deseje, repetindo os comandos com
mais linhas e colunas em cada operacao. Essa quantidade é, no entanto, suficiente para
rodar a maioria dos problemas encontrados em livros didaticos de Programacao Linear. A
limitacao mais importante dessa implementacao é a respeito do tipo de restricao, estando
limitadas a restricoes do tipo a1 21+ amaxa+. . .+ ampx, < by. Isso permite que problema

seja posto diretamente na forma canonica, que é utilizada na primeira etapa, descrita a
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seguir.

4.1 Etapa 1 - organizacdo dos dados e formulacdo do tableau 1:

primeira SBV

Partindo de um problema modelado por programacao linear, na forma padrao do

método Simplex e, em sua forma matricial, dada por

Min: f(x) =ch-xp+cy - -xn
sa. B-xp+N-xy=b>
x; >0 tal que 1=1,2,3,...,n+m (4.1)

que leva ao sistema de equacoes

fl@) + 0"-xp + [c;-B'-N—-ck] -y = c;-B'-b (4.2)
0f(x) + I-xp + B'-N-xzy = B'-b '
obtém-se o tableau Simplex dado por,
N1 .- TNn Bt T2 ... IBm
f(z)|(ch - B~ N —ciy)ixn 015m ck-B'-b
rp1 1 0o ... 0 b} (4.3)
: (B™' N)pxn : : . :

como um meio de organizar os valores dos coeficientes, das variaveis e da funcao objetivo

em cada iteracao.

O modelo de PL. (MPL) a ser apresentado como exemplo do uso da planilha é dado

por

Min:  f(x) = =221 — 3z3 — 23
s.a. 2T+ 5rg9 — 4xs3 < 25
dr1 — 30+ 23 < 15
r1 + 320 4+ 83 < 40
x; >0 tal que i=1,2,3 (4.4)

Para sua solucao, a implementacao deve iniciar pelo preenchimento das informacoes e

pela obtencao dos coeficientes e valor das variaveis que irao compor o tableau inicial, por
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meio de operagoes matriciais. A Figura [7| apresenta o layout construido para alimentar o

algoritmo com os dados do MPL.

Figura 7 — Visao geral da pagina inicial, com a descricao do PPL, por meio dos coeficientes
da funcao objetivo e das restricoes e, com os calculos matriciais que levam ao

tableu 1.

Quadro de preenchimento de dados e tableau 1

Variaveis naturais Coef. Naturais Var. Folga/exces. Coef. Folga/exces.
X1 X1 -2| S1 s1 0
X2 X2 -3 S2 S2 0
X3 X3 -1 S3 s3 0
x4 X4 0 S4 sS4 0
X5 X5 0 S5 ) 0

*ndo basicos *basicos

Matriz de restri¢ces: B

x1 X2 X3 x4 X5 b Vetor b
R1 2 5 -4 0 0< 25 bl 25
R2 4 -3 1 0 0< 15 b2 15
R2 1 3 8 0 0< 40 b3 40
R4 0 0 0 0 0< 0 b4 0
R5 0 0 0 0 0< 0 b5 0
Matriz N Matriz B
2 5 -4 0 0 1 0 0 0 0
4 -3 1 0 0 0 1 0 0 0
1 3 8 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0] 0 0 0 0 0 0 0] 0 1
0
B"(-1) BA(1-)*N
1 0 0 0 0 2,00 500 -400 0,00 0,00
0 1 0 0 0 4,00 -3,00 1,00 0,00 0,00
0 0 1 0 0 1,00 3,00 8,00 0,00 0,00
0 0 0 1 0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0 0 0 0 1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
(c_B)NT)*BA(-1)* 000 -400 -3,00 0,00 0,00 BAN(1-)*b
25,00
15,00
40,00
0,00
0,00
TABLEAU 1
Variaveis ndo basicas Variaveis basicas
XN1 xN2 XN3 xN4 xN5 xB1 xB2 xB3 xB4 xB5 b
x1 X2 X3 x4 x5 sl s2 s3 s4 s5 b
f(x) 2,00 -100 -200 0,00 0,00 0 0 0 0 0 0|
sl 2,00 500 -4,00 0,00 0,00 1 0 0 0 0 25,00
s2 400 -3,00 1,00 0,00 0,00 0 1 0 0 0 15,00
s3 1,00 3,00 800 0,00 0,00 0 0 1 0 0 40,00
s4 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0 0 0 1 0 0,00,
s5 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0 0 6] 0 1 0,00

Fonte: Elaborada pelo autor.

No que segue, cada parte dessa primeira etapa sera detalhada, iniciando pela descricao
da fungao objetivo, na Figura[8l Os quadros que indicam as varidveis apenas servem para
definir a notacao e nao sao preenchidos. Os quadros preenchidos com valores numéricos

contém os respectivos coeficientes das varidveis naturais e de folga da funcao objetivo.

f(m) = —2{['1 — 31’2 — T3 (45)
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Figura 8 - Ambiente para descricao da funcao objetivo, por meio de seus coeficientes
naturais e de folga.

Quadro de preenchimento de dados e tableau 1

Variaveis naturais Coef. Naturais Var. Folga/exces. Coef. Folga/exces.

X1 X1 -2 sl s1 0

X2 X2 -3 S2 S2 0

X3 X3 -1 s3 s3 0

X4 x4 0 sS4 sS4 0

X5 X5 0 S5 S5 0
*ndo basicos *hasicos

Fonte: Elaborada pelo autor.

onde as variaveis de folga tém coeficiente nulo.

Cabe observar que, nessa primeira etapa, os coeficientes das varidveis naturais com-
poem o vetor cy referente as variaveis nao basicas. O vetor cpg, ¢ formado pelas com-
ponentes das variaveis de folga, uma vez que essas sao escolhidas para serem a primeira

base, a partir da forma candnica do PPL.

A Figura [9] apresenta os coeficientes das restricoes nas colunas representativas das

respectivas variaveis. O vetor b é isolado pois, em cada iteracao, suas componentes serao

atualizadas.

Figura 9 — Descri¢ao das restricoes por meio dos coeficientes.

Matriz de restricOes: B

x1 X2 X3 x4 x5 b Vetor b
R1 2 5 -4 0 0< 25 b1l 25
R2 4 -3 1 0 0= 15 b2 15
R2 1 3 8 0 0= 40 b3 40
R4 0 0 0 0 0< 0 b4 0
R5 0 0 0 0 0< 0 b5 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

As matrizes utilizadas nas operacoes para obtencao de cada tableau estao descritas na
Figura

Nesse caso, a matriz B é a matriz dos coeficientes das variaveis basicas, &g, represen-
tadas pelas variaveis de folga, considerando o problema na forma canénica. A matriz N
é, portanto, a matriz dos coeficientes das varidveis nao bésicas, &y, que sao consideradas
nulas, em cada solugao viavel.

Os coeficientes na linha da fungao objetivo do tableau sao obtidos pela expressao
ch-B™'-N—cy (4.6)

que representa um vetor linha de n componentes. J4, o valor da funcao objetivo em cada
solucao viavel, ¢ dada por
ch-B™'b (4.7)
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Figura 10 — Matrizes utilizadas para construcao do tableau 1.

Matriz N Matriz B
2 5 -4 0 0 1 0 0 0 0
4 -3 1 0 0 0 1 0 0 0
1 3 8 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0

BA(-1) B"(1-)*N
1 0 0 0 0 2,00 500 -4,00 0,00 0,00
0 1 0 0 0 400 -3,00 1,00 0,00 0,00
0 0 1 0 0 1,00 3,00 8,00 0,00 0,00
0 0 0 1 0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0 0 0 0 1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Fonte: Elaborada pelo autor.

O vetor ¢k - B7! . N utilizado para seu célculo é obtido em uma etapa anterior a
obtencao do tableau, assim como o vetor coluna B~!-b que fornece os valores de cada
varidvel basica na respectiva solucao viavel. Essa construcao é apresentada na Figura

e obtida com auxilio das matrizes da Figura[I0] e dos coeficientes da Figura [§]

Figura 11 — Vetores utilizados para construcao do tableaul.

(c_BYNT)*BA-1)* 0,00 -400 -300 000 0,00 BA(1-)*b
25,00
15,00
40,00
0,00
0,00

Fonte: Elaborada pelo autor.

A primeira pagina é entao finalizada com o tableau 1, na Figura

Figura 12 — Tableau que apresenta a primeira solucao viavel via algoritmo Simplex.

TABLEAU 1
Variaveis nao basicas Variaveis basicas

XN1 XN2 XN3 XN4 XN5 XB1 xB2 xB3 xB4 XB5 b

x1 x2 X3 x4 x5 sl s2 s3 s4 s5 b
f(x) 200 -100 -2,00 0,00 0,00 0 0 0 0 0 0
sl 2,00 500 -4,00 0,00 0,00 1 0 0 0 0 25,00
s2 4,00 -3,00 1,00 0,00 0,00 0 1 0 0 0 15,00
s3 1,00 3,00 8,00 0,00 0,00 0 0 1 0 0 40,00
s4 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0 0 0 1 0 0,00
s5 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0 0 0 0 1 0,00

Fonte: Elaborada pelo autor.

O Tableau 1 foi obtido por meio dos calculos auxiliares apresentados previamente. O
unico célculo realizado no proprio tableu é a definicao dos coeficientes da linha da funcao

objetivo, subtraindo ¢k de ¢k - B~! - N, de acordo com a expressao (4.6).
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Os recursos envolvidos nessa primeira etapa para implementacao do algoritmo sao
operagoes basicas entre linhas e/ou colunas, onde cada elemento é representado por uma
célula com o dado original, referenciada por suas coordenadas horizontais (letras, em
ordem alfabéticas) e verticais (numerais), comuns em softwares de construc¢ao de planilhas
eletronicas. Nesse ponto, a tinica operacao que utilizou uma funcao diferente ja disponivel
foi o calculo da matriz inversa.

Finalmente, o tableau 1 indica que, na primeira SBV definida pelo algoritmo, a base
¢ formada totalmente pelas varidveis de folga e, as variaveis naturais tem valor nulo. A

solugao ¢ dad pelo vetor & = (0;0; 0; 25; 15;40) que, no politopo viavel, define o vértice

xp = (0;0;0) (4.8)

4.2 Etapa 2 - Definicdo de novas bases: iteracdes do algoritmo

Com base no tableau 1, é realizada a selecao da nova base, por meio da escolha de
uma variavel nao basica, que entra para a base e, uma variavel bésica, que sai da base.

Esse processo é apresentado na Figura

Figura 13 — Definicao da nova base.

Valor mé 2 Menor viVB que Coef. Basicos Coef. Ndo Basicos

Nova VE x1 Teste_razéo 3,75 s2 |s1 O|s2 0
2,00 sl 12,5 0,00Ix1 -2|x2 -3
4,00 s2 3,75 1,00(s3 O[x3 -1
1,00 s3 40 0,00]s4 O|x4 0
0,00 s4 ilimitado 0,00|s5 0|x5 0
0,00 sb ilimitado 0,00

Fonte: Elaborada pelo autor.

A selecao da variavel que entra para a base é feita com base nos coeficientes das
variaveis nao bésicas, na linha da fungao objetivo do tableau 1 (Figura . O critério
¢ selecionar a variavel que diminui mais rapidamente o valor da funcao objetivo. Isso é
atendido ao se escolher o maior coeficiente positivo. Isso pode ser realizado pelo comando
"=MAIOR(célula inicial:célula final; 1)" onde:

e "célula inicial" deve indicar as coordenadas da célula em que o intervalo avaliado

se inicia;

e "célula final" deve indicar as coordenadas da célula em que o intervalo avaliado é

finalizado;

e O algarismo numérico "1" indica que se estd interessado no primeiro termo da

sequéncia com os valores escritos em ordem decrescente.
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No exemplo, a variavel escolhida e que passard a integrar a base é x;. Os valores
que aparecem abaixo da indicacao dessa variavel sao seus coeficientes nas restricoes e que
serao usados para fazer o teste da razao, que definird a varidavel que sai da base. Esse
teste consiste em escolher a menor razdo %/y, para cada linha do tableau que, aplicada
ao exemplo, fornece os valores

25 15 40

81:7:12,5 821123,75 S3 © 1

Assim, o menor valor pelo teste da razao, ocorre na linha em que s, é a variavel basica

40 (4.9)

indicativa. Dessa forma, s, sai da base. Isso define os novos coeficientes das variaveis ba-
sicas e nao basicas na fungao objetivo e, assim, os novos vetores cg e ¢y a serem usados

na construcao do novo tableau. Na planilha, a selecao do menor valor pelo teste da razao

foi feita por meio do comando "=MENOR(célula inicial:célula final; 1)".

A Figura[14] apresenta uma tabela auxiliar para a descricao das novas matrizes B e N,

as matrizes e os resultados das demais operacoes matriciais e vetoriais a serem utilizadas.
Figura 14 — Tabela auxiliar e matrizes usadas para obtencao do tableu 2.

s2 X2 X3 x4 x5 sl x1 s3 s4 s5 b
0,00 5,00 -4,00 0,00 0,00 1,00 2,00 0,00 0,00 0,00 25,00
1,00 -3,00 1,00 0,00 0,00 0,00 4,00 0,00 0,00 0,00 15,00
0,00 3,00 8,00 0,00 0,00 0,00 1,00 1,00 0,00 0,00 40,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00

Matriz N Matriz B
0,00 500 -4,00 0,00 0,00 1,00 2,00 0,00 0,00 0,00
1,00 -3,00 1,00 0,00 0,00 0,00 4,00 0,00 0,00 0,00
0,00 3,00 8,00 0,00 0,00 0,00 1,00 1,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00
BA(-1) BA(1-)*N
1 -0,5 0 0 0 -0,50 6,50 -4,50 0,00 0,00
0 0,25 0 0 0 0,25 -0,75 0,25 0,00 0,00
0 -0,25 1 0 0 -0,25 3,75 7,75 0,00 0,00
0 0 0 1 0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0 0 0 0 1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
(c_BNT)*BM-1)* -0,50 1,50 -0,50 0,00 0,00 BA1-)*b
17,50
3,75
36,25
0,00
0,00

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao fim dessa etapa, que consiste na primeira iteracao do algoritmo ou seja, primeira

troca de base, obtém-se o tableau 2, com uma nova SBV, apresentado na Figura 15|
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Figura 15 — Tableau 2, obtido ap6s a primeira iteragao.

TABLEAU 2
Variaveis nao basicas Variaveis basicas

XN1 XN2 XN3 XN4 XN5 XB1 XB2 xB3 xB4 XB5 b

s2 X2 X3 x4 X5 sl x1 s3 s4 s5 b
f(x) -0,50 4,50 0,50 0,00 0,00 0 0 0 0 0 -7,5
sl -0,50 6,50 -4,50 0,00 0,00 1 0 0 0 0 17,50
x1 0,25 -0,75 0,25 0,00 0,00 0 1 0 0 0 3,75
s3 -0,25 3,75 7,75 0,00 0,00 0 0 1 0 0 36,25
s4 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0 0 0 1 0 0,00
s5 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0 0 0 0 1 0,00

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tem-se agora que a solugdo é dada pelo vetor & = (3,75;0;0;17,5;0, 36, 25) definindo
o vértice

Tp2 = (3,75;0;0) (4.10)

As iteracoes subsequentes seguem os mesmos comandos e, por isso, basta copiar a
péagina da primeira iteracao ao lado, quantas vezes forem necessarios até que a solucao
Otima seja encontrada. Os tableaus 3 e 4, apresentados na Figura[I6] indicam a sequencia

e parada ao término do algoritmo

Figura 16 — Tableaus 3 e 4, que fornecem a sequéncia da implementacao do algoritmo

Simplex.
TABLEAU 3
Variaveis nao basicas Variaveis hasicas

XN1 XN2 XN3 XN4 XN5 XB1 xB2 XB3 xB4 XB5 b

s2 sl X3 x4 x5 X2 x1 s3 s4 s5 b
f(x) -0,15 -0,69 3,62 0,00 0,00 0 0 0 0 0 -19,615
X2 -0,08 0,15 -0,69 0,00 0,00 1 0 0 0 0 2,69
X1 0,19 0,12 -0,27 0,00 0,00 0 1 0 0 0 5,77
s3 0,04 -0,58 10,35 0,00 0,00 0 0 1 0 0 26,15
s4 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0 0 0 1 0 0,00
s5 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0 0 0 0 1 0,00

TABLEAU 4
Variaveis nao béasicas Variaveis basicas

XN1 XN2 XN3 XN4 XN5 XB1 xB2 xB3 xB4 XB5 b

s2 sl s3 x4 x5 X2 x1 X3 s4 s5 b
f(x) -0,17 -0,49 -0,35 0,00 0,00 0 0 0 0 0 -28,755
X2 -0,07 0,12 0,07 0,00 0,00 1 0 0 0 0 4,44
x1 0,19 0,10 0,03 0,00 0,00 0 1 0 0 0 6,45
X3 0,00 -0,06 0,10 0,00 0,00 0 0 1 0 0 2,53
s4 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0 0 0 1 0 0,00
s5 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0 0 0 0 1 0,00

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura [16] o tableau 4 nao apresenta mais coeficientes positivos para a funcao

objetivo, o que significa que a mesma nao pode mais ser reduzida, com vetores pertencentes
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ao politopo vidavel. Como consequéncia, a tentativa de realizar mais uma iteracao leva a

Figura

Figura 17 — Mensagem apresentada quando o algoritmo passa do fim.

Valor mé 0 Menor viVB que Coef. Basicos Coef. Ndo Basicos

Nova VE x4 Teste_razéo #HH  #HHE HHH #H#|S2 0
0,00 X2 ilimitado HHH| HHH #H#|S1 0
0,00 x1 ilimitado HHH] HHH #HH#S3 0
0,00 X3 ilimitado HHH HtHE H#HH HiHt HiH
0,00 s4 ilimitado HHH] HHH #HHIXS 0
0,00 sb ilimitado HHH

Fonte: Elaborada pelo autor.

onde o termo "ilimitado", para o teste da razao em todas as diregoes (eixos xy, s € x3),
indica a necessidade de sair do politopo viavel, ou seja ignorar uma ou mais restricoes,

para otimizar a funcao objetivo a partir da tultima SBV.

A sequéncia de SBVs e respectivo vértice é dada, entao, pelas iteracoes do algoritmo,
resumidas a seguir:

SBV; : @ = (0;0;0;25; 15; 40)

SBV, : @y = (3,75;0;0;17,5;0, 36, 25)
SBV3 : @3 = (5,77;2,69;0;0;0; 26, 15)
SBV, : x4 = (6,45;4,44;2,53;0;0; 26, 15)

Vértice; : p; = (0;0;0)
Vérticey : ®ps = (3,75;0;0)
Vértices : s = (5,77;2,69;0)

Veérticey : x*py = (6,45;4,44;2,53)
(4.11)

Uma vez que x*4 representa a solugdo o6tima, o valor 6timo de f(x) é, pelo tableau

5
5
5
.

4, f* = —28,755. Esse valor pode ser obtido também substituindo o valor das variaveis

bésicas da ultima iteragdo em f(x) = —2x1 — 3z — 3, que da

f(x*y) = =2 x 6,45 —3 x 4,44 — 2,53 (112)
= —28,55
O processo de solucao do PPL pelo algoritmo pode ser visualizado na Figura
onde a regiao convexa em cinza representa o politopo vidvel e o plano « representa a
fungao objetivo quando f(x) = f*. As setas, que se iniciam na origem do espago das
variaveis naturais, SBVy, indicam o caminho tomado pelo algoritmo em cada iteracao até

atingir a solucao 6tima, percorrendo vértices adjacentes.

4.3 Verificagido do resultado fornecido

Como forma de verificar se a planilha com a implementacao do algoritmo Simplex,
passo a passo, apresentava coeréncia quanto aos resultados, alguns pequenos problemas

encontrados em referéncias bibliograficas foram rodados e os resultados se apresentaram
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Figura 18 — Caminho percorrido pelo algoritmo até a solugao 6tima.

Fonte: Elaborada pelo autor.

perfeitamente de acordo.

De particular interesse para o presente trabalho foi a comparagao com a ferramenta
"Solver" que integra o software Calc e, que permite a resolucao de problemas de otimi-
zacao, apresentando os valores 6timos procurados, a partir da especificacao das células
que contém a funcao objetivo, as varidveis e as restricoes. Assim, o MPL foi im-
plementado também por meio do uso dessa ferramenta, como mostra a Figura [I9 onde
é possivel verificar, pelas setas indicativas, o resultado fornecido pelo software referente
ao valor otimizado da funcao objetivo, respectivos valores das variaveis e, valor alcancado

em cada restricao funcional na solugao 6tima.

O uso do "Solver" sera explorado Capitulo [5] onde um problema de Anélise envoltéria

de dados (DEA) sera implementado por meio dessa ferramenta.
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Figura 19 — Planilha obtida com auxilio da ferramenta "solver".

Variaveis
X1 X2 X3
\Valor 6timo | 6,45 4,44 2,53
Funcéo Objetivo
x1 x2 x3 Valor 6timo
f(x)= -2 -3 -1 -28,75
/
Restricoes /
X1 X2 x3 Valor Tipo Termo Ind.
2 5 -4 25|<= 25
4 -3 1 15|<= 15
1 3 8 40|<= 40

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5 USO DE PLANILHA PARA IMPLEMEN-
TAR O MODELO DEA-CCR: RESOLUCAO
VIA SOLVER

Nesse capitulo sera apresentado o uso da ferramenta "Solver" do software "Calc" de
construcao de planilhas eletronicas. Essa ferramenta possibilita a resolucao de modelos de
otimizagao, em particular, de programacao linear (PL). Nio sera apresentado um tutorial
da mesma, mas sim, a construcao feita para implementacao de um problema envolvendo
Analise Envoltoria de Dados (DEA).

O modelo a ser resolvido, conhecido por DEA-CCR, orientado aos insumos, representa,
um problema de programacao linear que busca comparar a eficiéncia de Unidades Toma-
doras de Decisao (UTDs ou DMUs, quando se utiliza a terminologia em inglés) a respeito
de indicadores educacionais (tomados como parametros) de dez unidades da federagdo,
que representam as DMUs. Os dados foram obtidos diretamente do site do Instituto Naci-
onal de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira - INEP, vinculado ao Ministério
da Educacao (MEC) .

Cabe pontuar que, apesar do uso de dados oficiais, a experiéncia realizada é apenas
uma simulagao da planilha construida de modo que, as variaveis consideradas como insu-
mos e produtos nao foram objeto de analise quanto sua influéncia nos resultados e demais
caracteristicas relacionadas a real eficiéncia das DMUs. O experimento se trata, por-
tanto, de um teste que pode ser reproduzido com objetivo de realizar uma real avaliacao
de eficiéncia das DMUs.

5.1 Estrutura da planilha de implementacdo de um modelo DEA-
CCR

A fim de comparar a eficiéncia de dez unidades da federacao, quanto ao uso de recursos
e producao de resultados educacionais, serd utilizado a Analise Envoltoria de Dados, no
caso, o modelo DEA-CCR orientado aos insumos, descrito pela equagao (5.1)
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Max:  fo(u, v) = w1y1o + Ualao + - + UsYso
S.a.  ViT1o + Va2 + * + UpTimo = 1
UYL + Ugya + - A Usysy < 01X + Vaaj + o+ Uy (J=1,2,3,...,n)
v; >0 (i=1,2,...,m)
w>0 (1=1,2,...,9) (5.1)
Os parametros usados para anélise sao os insumos e produtos, com valores bem defini-

dos e constantes, no momento da anélise, para cada DMU. Na presente simulagao foram

escolhidos os indicadores educacionais discriminados a seguir

e Insumos:

— x1: Média de horas aulas didrias nos anos finais de escolas ptblicas..
— x9: Complexidade da gestao da escola - taxa percentual de escolas que atendem
dois ou trés turnos e duas a quatro etapas de ensino F_:]
e Produtos
— y;: Meédia do resultado da avaliacao de Portugués Saeb nos anos finais do
Ensino Fundamental em escolas publicas (prova aplicada no 9° ano)

— y9: Média do resultado da avaliagao de Matemaética Saeb nos anos finais do

Ensino Fundamental em escolas publicas (prova aplicada no 9° ano)

Nota-se que o PPL (j5.1) trata como variaveis os pesos vy, ..., Um, € Uy, ..., Us. Ja, 0s
insumos i, ..., x,;, e produtos yi,...,ys, sao os parametros analisados.

A implementacao do modelo de anélise em uma planilha eletrénica se inicia com a
alimentacao dos valores observados dos parametros para cada uma das DMUs. Isso é
apresentado na Figura por meio de um quadro em que as linhas foram preenchidas
com os parametros referentes a cada DMU que, representam por sua vez, cada uma das
restricoes do modelo. Na primeira delas constam os parametros da DMU, escolhida para
ser analisada que, nesse caso, ¢ a DMU 8. As colunas representadas por il,...,i5 e por
pl,...,p5 indicam a possibilidade de se utilizar como parametros até cinco insumos e

cinco produtos, respectivamente. Na tultima coluna é apresentado o valor da expressao

L A varidvel x5, baseada no indicador "Complexidade da gestdao da escola"é descrita pelo INEP, em

nota técnica, como um indicador que "resume em uma tnica medida as informacoes de porte, turnos
de funcionamento, nivel de complexidade das etapas e quantidade de etapas ofertadas."(INEP, 2014).
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que representa o insumo virtual, e deve ser igual a 1, como condicao de linearizacao do
modelo (ao invés de se utilizar um modelo fracionéario). Isso caracteriza a restricdo de

igualdade apresentada no modelo (/5.1)).

Figura 20 — Quadro para alimentacao dos dados e especificacao das restri¢oes.

Restricdo de linearizacdo da DMU objeto (insumo virtual igual a 1)
Coeficientes (Copiar a DMU a ser analisada da relagdo completa) Tipo Termo indep. Férmula
DMU 0 i1 i2 i3 i4 i5 pl p2 p3 p4 p5 =
DMU 8 5 237 0 0 0 262,71 262,89 0 0 0 = 1 1]
Restri¢cdes de normalizagdo do indice de eficiéncia (virtual)
Coeficientes
i1 12 i3 i4 5 pl p2 p3 p4 p5 Tipo Termo indep. Férmula
DMU 1 4,3 20 0 0 0 253,09 254,01 0 0 0 <= 4] Ol
DMU 2 45 19,6 0 0 0 237 236,15 0 0 0 <= 0 -0,087680809
DMU 3 4,4 27,7 0 0 0 233,78 231,29 0 0 0 <= 0 -0,122289813
DMU 4 46 29,7 0 0 0 248,46 251 0 0 0 <= 0 -0,117880956
DMU 5 45 257 0 0 0 257,4 261,44 0 0 0 <= 0 -0,049603463
DMU 6 54 245 0 0 0 261,87 262,52 0 0 0 <= 0 -0,186594615
DMU 7 41 229 0 0 0 2456 247,22 0 0 0 <= 0 -0,005002423]
DMU 8 5 237 0 0 0 262,71 262,89 0 0 0 <= 0 -0,109331857
DMU 9 4.4 27 0 0 0 262,92 268,68 0 0 0 <= 0 -0,019929075
DMU 10 4,3 26,5 0 0 0 262,86 263,94 0 0 0 <= 0 0]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nas demais linhas estao enumeradas as dez DMUs estudadas e os respectivos parame-
tros considerados. A tultima coluna de cada linha contém, nesse caso, o valor da expressao
a seguir, adaptada de (5.1

uyr + Ugys + -+ UsYs — (V1T15 V22 0 F Vi) (5.3)

que representam as condi¢oes de normalizagao e, devem ser menor que, ou iguais, a zero.
Os valores de (5.2]) e de (5.3) no quadro da Figura 20 sdo obtidos utilizando os respecti-

vos parametros de cada DMU e o valor dos pesos ja determinados para a DMU em estudo.

Observa-se que as restricoes da DMU 1 e da DMU 10 tem, na tltima coluna, o valor
maximo possivel. Isso é um indicativo de que ambas serao as DMUs de referéncia para a
DMU 8, como sera discutido.

Figura 21 — Variaveis e coeficientes do PPL, e valor da fun¢ao objetivo otimizada.

| Pesos (variaveis do modelo DEA-CCR)

Insumos vl v2 v3 v4 v5
0,1758 0,0051 0 0 0

Produtos ul u2 u3 ud u5
0,0034 0 0 0 0

| Coeficientes da funcéo objetivo (FO)

Insumos x1 X2 x3 x4 X5
5 237 0 0 0

Produtos yl y2 y3 y4 y5
262,71 262,89 0 0 0
|IFo 0,890668142860281 |

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A figura [21| apresenta os pesos calculados, como varidaveis do PPL, juntamente com o
valor observado dos parametros, para a DMU analisada.Também na Figura [21] o valor da

funcao objetivo otimizada é apresentado. O mesmo é obtido com base na otimizacao de

fo(u? ’U) = U1Y10 + U2Y20 + *** + UsYso (54)

e indica uma eficiéncia de 89% ou, uma ineficiéncia de 11% com relacao as DMUs eficientes.
Essas DMUs sao as que obtém o valor maximo (normalizado em 1) para o indice de

eficiéncia virtual )
Produto Virtual

Insumo virtual

(5.5)

Esse indice é calculado para cada DMU, sendo apresentado na Figura

Figura 22 — Complemento da Figura com insumos,/produtos virtuais e as DMUs de

N .
referéncia.
Restricdo de linearizacdo da DMU objeto (i virtual igual a 1)
Coeficientes (Copiar a DMU a ser analisada da relacédo completa) Tipo Termo indep. Férmula
DMU 0 i1 i2 i3 i4 i5 pl p2 p3 p4 p5 E
DMU 8 5 237 0 0 0 262,71 262,89 0 0 = 1 1
Restri¢cdes de normali do indice de eficiéncia (virtual)
Coeficientes

il i2 i3 i4 i5 pl p2 p3 p4 pS Tipo Termo indep. Férmula ins_virtual  Prod_virtual _Indice_eficié. DMUS referé.
DMU 1 4,3 20 0 0 0 253,09 254,01 0 0 0 <= 0 0] 0,858053368 0,858053368 1DMU 1
DMU 2 45 19,6 0 0 0 237 236,15 0 0 0 <= 0 -0,087680809| 0,891184101 0,803503292 0,901613136
DMU 3 44 277 0 0 0 233,78 231,29 0 0 0 <= 0 -0,122289813| 0,914876309 0,792586496 0,866331862
DMU 4 46 29,7 0 0 0 248,46 251 0 0 0 <= 0 -0,117880956| 0,960237192 0,842356236 0,877237669
DMU 5 45 257 0 0 0 257,4 261,44 0 0 0 <= 0 -0,049603463| 0,922269064 0,872665601 0,946215844
DMU 6 54 245 0 0 0 261,87 262,52 0 0 0 <= 0 -0,186594615| 1,074414898 0,887820283 0,826329088
DMU 7 41 229 0 0 0 2456 247,22 0 0 0 <= 0 -0,005002423| 0,837662374 0,832659952 0,994028116
DMU 8 5 237 0 0 0 262,71 262,89 0 0 0 <= 0 -0,109331857| 1 0,890668143 0,890668143
DMU 9 4,4 27 0 0 0 262,92 268,68 0 0 0 <= 0 -0,019929075| 0,911309183 0,891380108 0,978131379
DMU 10 43 26,5 0 0 0 262,86 263,94 0 0 0 <= 0 0] 0,891176689 0,891176689 1DMU 10

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nela, é possivel observar que as referéncias para a DMU 8, sao as DMUs 1 e 10, como
ja previsto pelo valor méximo obtido pelas expressoes das respectivas restrigoes na Figura
201

5.2 Reduzindo o nivel de insumos

No modelo DEA-CCR orientado aos insumos, aqui aplicado, é possivel analisar a
ineficiéncia pensando como um nivel de uso excessivo de insumos. Isso leva a necessidade

de saber qual o nivel adequado para atingir a fronteira de eficiéncia.

5.2.1 Reducdo global

A Figura 23| apresentada na sequéncia foi elaborada com o objetivo de detalhar a ine-
ficiencia da DMU analisada. Isso é feito com base nas informacoes do indice de eficiéncia

a nos valores dos insumos, dados na Figura
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A ineficiéncia global da DMU analisada esta indicada por "Inefic.tecnica'e indica o
quanto deve-se reduzir, de forma proporcional, o nivel de uso destes, com o objetivo de
atingir a mesma eficiéncia das DMUs de referéncia. A redugao dos insumos é portanto,
o alvo da analise feita pelo modelo orientado aos insumos. Aplicando a taxa
de ineficiéncia de 11% a todos insumos, obteve-se os valores dados na linha indicada por

"Novos insum." que sao 11% menores que os originais.

Figura 23 — Explicitacao da ineficiéncia da DMU analisada e dos valores a serem alcan-
cados, para os insumos.

Unit. %
Inefic.tecnica 0,1093 10,933
Novos insum. 4,4533 21,109 0 0 0

i1 i2 i3 i4 i5
Efic.lnsumo  0,8757 0,0947 #DIV/0! #DIV/0! #DIV/0!
Inefic.Insumo 0,1243 0,9053 #DIV/0! #DIV/0! #DIV/0!
novo insu.ind. 4,3783 2,2451 #DIV/0! #DIV/0! #DIV/0!

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao realizar essa reducao linear em todos insumos, aqui mencioanda como redugao
global, e resolver o PPL novamente, nota-se que a DMU 8 é "empurrada'para a fronteira

de eficiéncia, como mostra a Figura

Figura 24 — Eficiéncia alcancada pela reducao linear dos insumos.

Restricdo de linearizacdo da DMU objeto (i virtual igual a 1)
Coeficientes (Copiar a DMU a ser analisada da relagdo completa) Tipo Termo indep. Férmula
DMU 0 i1 i2 i3 i i5 pl p2 p3 pd__ p5 =
DMU 8 4,4533 21,109 0 0 0 262,71 262,89 0 0 0 = il 1]
Restricdes de normali do indice de eficiéncia (virtual)
Coeficientes
il i2 i3 i4 i5 pl p2 p3 p4 p5 Tipo Termo indep. Férmula ins_virtual  Prod_virtual _Indice_eficié. DMUS referé.
DMU 1 4,3 20 0 0 0 253,09 254,01 0 0 0 <= 0 5,45453E-13] 0,963381676 0,963381676 1DMU 1
DMU 2 45 19,6 0 0 0 237 236,15 0 0 0 <= 0 -0,098443858| 1,000579293 0,902135435 0,901613136
DMU 3 44 277 0 0 0 233,78 231,29 0 0 0 <= 0 -0,137301209| 1,027179783 0,889878573 0,866331862
DMU 4 46 29,7 0 0 0 248,46 251 0 0 0 <= 0 -0,132351153| 1,078108832 0,94575768 0,877237669
DMU 5 45 257 0 0 0 257,4 261,44 0 0 0 <= 0 -0,055692419| 1,035480017 0,979787598 0,946215844
DMU 6 54 245 0 0 0 261,87 262,52 0 0 0 <= 0 -0,209499595| 1,206302153 0,996802558 0,826329088
DMU 7 41 229 0 0 0 245,6 247,22 0 0 0 <= 0 -0,005616483| 0,940487634 0,934871151 0,994028116
bMU 8 0 0 0 262,71 262,89 0 0 0 <= 0 5,31686E-13 1 1 1pbmus
DMU 9 4,4 27 0 0 0 262,92 268,68 0 0 0 <= 0 -0,022375421] 1,023174782 1,000799361 0,978131379
DMU 10 43 26,5 0 0 0 262,86 263,94 0 0 0 <= 0 0] 1,000570972 1,000570972 1DMU 10

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.2 Reducdo individual de insumo

Ao invés de se pensar e uma reducao global, pode ser interessante buscar a eficiéncia
por meio da reducao de apenas um dos insumos, flexibilizando a tomada de decisao. Nesse
caso, foi elaborada uma forma de obter o nivel desejado de consumo, de cada insumo, caso
o mesmo fosse reduzido individualmente. Assim, pode-se levar a fronteira de eficiéncia
a DMU, analisada, com indice de eficiéncia [FE, (valor do produto virtual no modelo
CCR-DEA), reduzindo individualmente o valor do insumo z;. Para isso, a Equagao

fornece uma "eficiéncia individual" deste insumo, dada pelo coeficiente k;.
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IEO = V%1 + VaLoy + -+ + kivixw + -+ UnTomo (56)

que para qualquer insumo x;, leva a

b IE, — (01215 + V220 + -+ + V- 1) (i-1)0 + Vit 1)T(i+1)0 + ** * + UmTmo) (5.7)

ViTio

Em posse da eficiéncia individual calcula-se a respectiva ineficiéncia individual bem

como o valor 6timo desse insumo.

No caso do exemplo aqui apresentado, para levar a DMU 8 a fronteira de eficiéncia
reduzindo apenas o nivel de uso do insumo z; (também representado por i; na figuras

apresentadas), o coeficiente k; é dado por

~0,8907 —0,0057 - 21,109

N 0,1974 - 4,4533 (5.8)
=0, 876

k

Conforme consta na Figura 23] na linha "Efic.Insumo"e coluna "i1". Na mesma coluna
é apresenta da respectiva ineficiéncia (0,1243) e o valor a ser atingido caso seja feita a
opc¢ao por reduzir apenas o nivel desse insumo, dado por 4, 3783, na linha indicada por
"novo insu.ind.". O resultado da aplicacao dessa redugao de 12% do insumo z; (ou i1) é

visualizada na Figura [25] apos a resolucao do modelo com o novo valor desse parametro.

Figura 25 — Eficiéncia alcancada pela redugao do insumo x;.

Restricdo de linearizacdo da DMU objeto (i virtual igual a 1)
Coeficientes (Copiar a DMU a ser analisada da relagédo completa) Tipo Termo indep. Férmula
DMU 0 i1 i2 i3 i4 i5 pl p2 p3 p4 p5 E
DMU 8 4,3783 23,7 0 0 0 262,71 262,89 0 0 0 = 1 1
Restricdes de normalizacdo do indice de eficiéncia (virtual)
Coeficientes
il i2 i3 i4 i5 pl p2 p3 p4 pS Tipo Termo indep. Férmula ins_virtual  Prod_virtual _Indice_eficié. DMUS referé.
DMU 1 4,3 20 0 0 0 253,09 254,01 0 0 0 <= 0 0] 0,963372225 0,963372225 1DMU 1
DMU 2 45 19,6 0 0 0 237 236,15 0 0 0 <= 0 -0,098442893| 1,000569477 0,902126584 0,901613136
DMU 3 44 277 0 0 0 233,78 231,29 0 0 0 <= 0 -0,137299862| 1,027169706 0,889869843 0,866331862
DMU 4 46 297 0 0 0 248,46 251 0 0 0 <= 0 -0,132349854| 1,078098256 0,945748401 0,877237669
DMU 5 45 257 0 0 0 257,4 261,44 0 0 0 <= 0 -0,055691872| 1,035469859 0,979777986 0,946215844
DMU 6 54 245 0 0 0 261,87 262,52 0 0 0 <= 0 -0,20949754] 1,206290319 0,996792779 0,826329088
DMU 7 41 229 0 0 0 245,6 247,22 0 0 0 <= 0 -0,005616428| 0,940478407 0,934861979 0,994028116
DMU 8 23,7 0 0 0 262,71 262,89 0 0 0 <= 0 -9,81034E-06 1 0,99999019| 0,99999019|DMU 8
DMU 9 4,4 27 0 0 0 262,92 268,68 0 0 0 <= 0 -0,022375202| 1,023164744 1,000789542 0,978131379
DMU 10 43 265 0 0 0 262,86 263,94 0 0 0 <= 0 0] 1,000561156 1,000561156 1DMU 10

Fonte: Elaborada pelo autor.

O valor do indice de eficiéncia da DMU 8 difere por um milionésimo do indice de efi-
ciéncia maximo, dado por 1, e essa diferenca é atribuida por arredondamentos realizados

com a restricao da quantidade de casas decimais.

Observa-se que na Figura [22] o mesmo é feito para o insumo x5, onde é apresentado
seu valor desejado caso seja feita a opc¢ao por atingir a fronteira de eficiéncia reduzindo

individualmente esse insumo.
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A planilha criada, observando problemas com até cinco insumos e cinco produtos, é
programada para calcular, de modo automatico, as reducoes global e individuais, bem

como os respectivos niveis de consumo desejados.

5.3 A ferramenta Solver

O Solver é a ferramenta do software Calc, que possibilita a resolucao de problemas de
otimizacao e foi utilizada para resolver o modelo de PL dado por uma problema de DEA.

A seguir, seré feita uma apresentacao de sua interface, com as funcoes utilizadas.
Inicialmente é necessario alimentar a ferramenta com a célula que representa a funcao

objetivo, o intervalo de células que contém as variaveis e as restricoes. Isso é apresentado

na Figura 26| em que é exibido uma janela para preencher com os dados necessarios.

Figura 26 — Alimentacao do "Solver"para resolucao de um modelo de PL.

Sans | Celula objetiva  |$N$15 =

Otimizar para @ Méaximo

| M | N J o | | a] rR| O Minimo 1A AB AC AD
R e e O Valor de ==l | -
Pesos (variveis do modelo DEA-CCR) . B y = -
s V1 7 3 55 = Células variaveis |$N$5:SR$5;SNS7:SR$T 0 t
0,1758 0,0051 0 0 Conjunto de restrigdes A
Produtos ul u2 u3 ud u5 S " = !
0,0034 0 0 0 Referéncia de célula Qperadt1w Valor !
$7521 = 3| | B’ :
Coeficientes da funcéo objetivo (EQ) !
insumos x1 X2 %3 x4 X5 $2526 a &l =& :
S 257 0 0 7527 A<= ] o 5| [E :
Produtos yl y2 y3 y4 y5 ]
262,71 262,89 0 0 $7$28 S| |<= vl o SR '
!FO 0.890668142860261 I Ajuda Redefinir tudo Opgodes... Fechar Resolver E
Restricdo de linearizacdo da DMU objeto (i virtual igual a 1) A
Coeficientes (Copiar a DMU a ser analisada da relac&o completa) Tipo Termo indep. Formula :
DMU 0 i i2 i3 i4 i5 plL__p2 p3 __ph  p5s__ = ]
DMU 8 5 23,7| 0 0 0 262,71 262,89 0 0 0 = g 1] E
RestricSes de normalizacédo do indice de eficiéncia (virtual) !
Coeficientes !
il i2 i3 i4 B pl p2 p3 p4 pS Tipo Termo indep. Férmula Ins_virtual  Prod virtual Indice_eficie. DMUS referé,)
DMU 1 4,3 20 0 0 0/ 253,09 254,01 0 0 0 <= 0 0,858053368 0,858053368 1DMU 1
DMU 2 45 19,6 0 0 0 237 236,15 0 0 0 <= 0 -0,087680809| 0,891184101 0,803503292 0,901613136
DMU 3 44 27,7 0 0 0 233,78 231,29 0 0 0 <= 0 -0,122289813] 0,914876309 0,792586496 0,866331862
DMU 4 46 29,7 0 0 0 248,46 251 0 0 0 <= 0 -0,117880956{ 0,960237192 0,842356236 0,877237669
DMU 5 45 257 0 0 0/ 257,4 261,44 0 0 0 <= 0 -0,049603463] 0,922269064 0,872665601 0,946215844
DMU 6 54 24,5 0 0 0/ 261,87 262,52 0 0 0 <= 0 -0,186594615| 1,074414898 0,687820283 0,826329088
DMU 7 41 22,9 0 0 0 2456 247,22 0 0 0 == 0 -0,005002423] 0,837662374 0,832659952 0,994028116
DMU 8 5 237 0 0 0/ 262,71 262,89 0 0 0 <= 0 -0,109331857] 1 0,890668143 0,890668143
DMU 9 4,4 27 0 0 0 262,92 268,68 0 0 0 <= 0 -0,019929075) 0,911309183 0,891380108 0,978131379
DMU 10 43 26,5 0 0 0 262,86 263,94 0 0 0 <= 0 0,891176689 0,891176689 1DMU 10

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota-se que o modelo DEA-CCR, escrito como um Modelo de Programagao Linear,
¢ um problema de Maximizacao. Isso, apesar de diferir da forma padrao apresentada
no Capitulo 2, nao interfere na analise uma vez que, o mesmo pode ser convertido em
um problema de minimizacao com uma transformacao de sinal ou, ainda, o préprio Sol-

ver fornece as duas opgoes de otimizagao, conforme mostra a Figura Além disso, é
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necessario, para o modelo DEA-CCR, informar a necessidade de nao negatividade das

variaveis, como apresentado na Figura [27]

Figura 27 — Algumas opc¢oes disponiveis para resolucao do problema.

! CE'IL-In PN PR SRS (AN E']!
| otig
| Algoritmo do solver: [Solver linear do LibreOffice ~
Configuracdes: ,_-1!
] Assumir varidveis como inteiros £
Cély =

| b4 Assumir varidveis como ndo negativas
| Con 4 Limitar a profundidade do branch-and-bound
Limite de tempo de resolucao (segundos): 100 1

R . A
= | Nivel Epsilon (0-3): 0
§
$.
§
g Ajuda oK Cancelar
Ajuda Redefinir tudo Opgoes... Fechar Resolver

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nessa janela também é possivel selecionar o algoritmo desejado para a resolucao do
problema. Por fim, caso nao haja impossibilidade de resolucao, a solucao ¢ apresentada
com o valor das varidveis nas respectivas células e o valor 6timo da funcao objetivo. Essa

ultima mensagem é exibida na propria janela da ferramenta, como mostra a Figura

Figura 28 — Solugao 6tima exibida pelo "Solver".

! célula objetivo  |SNS15 =
Otimizar para ® Maximo
oM
Vi ) =
A resolucdo terminou com sucesso.
Células varidveis |SN§ =
1 . . .. | Resultado: (,890668142860281
| Conjunto de restricée
Referéncia de célula Deseja manter o resultado ou restaurar os 2
—_- L
7521 valores anteriores? = | [ @
$7%26 Manter o resultado Restaurar anterior = =
$2527 T Y = | [R
$7528 = | |«= ﬂ 0 = | [&] .
Ajuda Redefinir tudo Opcoes... Fechar Resolver

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5.4 Discussao

O modelo DEA-CCR orientado aos insumos, como um modelo de Programacao linear,
permitiu a comparacao entre DMUs de modo que o peso de cada parametro (insumos
e produtos), fosse calculado visando otimizar o indice de eficiencia da DMU analisada.
Segundo Cooper, Seiford e Tone (2007), esse modelo (como todos os modelos DEA) evita
que pesos tenham de ser atribuidos a priori, que poderiam levar a analises subjetivas ou

dificuldades em encontrar critérios para definir os pesos.

A anélise realizada para a reducao individual de insumos da DMU analisada no modelo
DEA-CCR, nao foi encontrada na bibliografia consultada porém, assim como na simula-
¢ao aqui apresentada, em testes realizados com variaveis diferentes, a sequéncia elaborada
para se obter o valor 6timo de um insumo individual, a fim de levar a DMU & fronteira
de eficiéncia, apresentaram consisténcia. Em alguns casos o valor sugerido era negativo,
indicando que a reducao de apenas o insumo escolhido nao era suficiente para tornar a

DMU eficiente, segundo o critério apresentado.

Assim, com conhecimentos elementares de Programacao linear, foi possivel implemen-
tar o modelo utilizando o software Calc, como um recurso gratuito, que oferece a estrutura
de planilha eletronica para organizacao das informagoes, bem como a opc¢ao de operagoes
entre células etc. Isso permitiu que diferentes analises fossem programadas, como no caso

da obtencao dos niveis desejados de insumo para levar uma DMU a fronteira de eficiéncia.

A ferramenta Solver, disponivel, que possibilita resolver problemas de programacao
matematica, inclusive de Programacao Linear, mostrou-se ser de facil utilizacao, pois
oferece as opgoes basicas de um problema de PL, entre estas, opcoes de minimizar ou
maximizar a fungao objetivo, opgoes de diferentes tipos de restrigoes (<, > ou =) e opgao
de nao negatividade das variaveis do problema. Em um modelo DEA, no qual deseja-se
analisar um PPL para cada DMU, essa facilidade de uso foi importante e favoreceu a

experimentacao do modelo, para diferentes situacoes além das aqui apresentadas.

Assim, mesmo considerando a existéncia de softwares com maior poder computacional
para resolucao de problemas de programacao matematica, em situagoes nas quais a quan-
tidade de DMUs e de varidveis nao sejam um obstaculo, o Solver é uma opg¢ao a outras
ferramentas especificas de resolucao de Problemas de Programacao Linear, por apresentar

facilidade de uso potencializado pelas demais op¢oes de uma planilha eletronica.
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Ao longo do trabalho foi possivel conhecer conceitos elementares da programacao linear
(PL) como uma forma de modelar problemas matematicos de otimizac¢ao. Foi possivel
também conhecer o contexto de seu desenvolvimento, que contrasta com boa parte do
conteido matemético cléssico estudado em cursos de graduagao, do ponto de vista do
momento histérico em que surgiu. Por outro lado, grande parte dos conceitos e ferra-
mentas matematicas envolvidos em um problema de programacao linear, sao plenamente
estudados em um curso de graduacdo em matematica. E o caso de Geometria e de Alge-
bra Linear, muito presentes na teoria e na descricao do algoritmo Simplex, estudado. Isso
poderia servir como motivagao para incluir o estudo de PL na matriz curricular desses
cursos, especialmente em licenciaturas, nao apenas como uma classe de modelos matema-
ticos, mas, também, explorando a integracao de conteidos matematicos e sua aplicagao

embasada em um referencial teérico bem estabelecido.

A inclusao de disciplinas regulares de Programacao Linear para futuros professores de
Matematica parece importante pois, em posse desse conhecimento e respeitando diferentes
niveis de aprofundamento e formalismo, as possibilidades em relacionar modelos de PL
com conteidos como Geometria Analitica, Sistemas Lineares, Geometria e, até mesmo,
Func¢ao Afim, podem criar oportunidades de apresentar a alunos do Ensino Médio proble-
mas intrigantes de otimizacao, possiveis de serem resolvidos utilizando conceitos béasicos
de cada um desses temas, como o estimulo & construcao e analise grafica e, em casos em

que se deseje focar na experimentacao, favorecendo o uso de ferramentas computacionais.

O conhecimento de programacao linear ¢ enriquecido pelo carater de aplicacao que
carrega, visto sua origem fortemente ancorada em problemas reais. Dentre diversos pro-
blemas que podem ser modelados via PL, destacamos neste trabalho a Anélise Envoltoria
de Dados (DEA) como uma ferramenta que pode ser de interesse de gestores e pesquisa-
dores ao avaliar a eficiéncia de unidades transformadoras de insumos em produtos. Essas
unidades, denominadas de Unidades Tomadoras de Decisdo (DMUs), podem ser desde
industrias, em que os termos "insumo" e "produto" tém uma conotacao mais direta, até
mesmo méquinas ou departamentos de uma universidade, para citar alguns exemplos. A
andlise pode ser feita desde que os parametros avaliados sejam equivalentes para cada

unidade.

Além de buscar compreender e apresentar fundamentos elementares de PL, do algo-

ritmo Simplex e do modelo DEA-CCR, nesse trabalho foi buscado uma forma de aplicar
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estes conhecimentos teoricos. Para tanto, foi escolhida uma ferramenta computacional
que auxiliasse no aprofundamento da compreensao, ao mesmo tempo em que possibili-
tasse o uso da ferramenta por demais interessados. A ferramenta escolhida foi o software
de construcao de planilhas "Calc", da suite de aplicativos livres LibreOffice. A obtencao
desse software é rapida e sua instalacdo em um computador pessoal é bastante simples.
Com o uso dessa ferramenta, foi possivel implementar uma "amostra"do algoritmo Sim-
plex, utilizando funcoes elementares de multiplicacao entre células, funcoes de estrutura
de decisao do tipo "se-entdo-senao" (geralmente em cadeia), de selegdo de maior ou menor

valor e de cilculo da inversa de uma matriz.

A planilha obtida, mesmo estando limitada a um pequeno niimero de varidveis e res-
tricoes, bem como & um tunico tipo de restricao, apresentou robustez quando utilizada
para "rodar"exemplos encontrados em referéncias bibliograficas. Em particular, ao rodar
um problema proposto apresentou resultados condizentes com o esperado pela represen-
tacao geométrica do problema. O mesmo problema poderia ser implementado por algum
software especifico, ou mesmo pela ferramenta "solver", disponivel no préprio Calc. Po-
rém, acredita-se que a grande vantagem em implementar por meio de fungoes bésicas é a
possibilidade de visualizar as iteragoes do algoritmo Simplex, as Solucoes Bésicas Viaveis
percorridas e aplicar de forma efetiva o conhecimento do algoritmo, o que se mostrou
particularmente importante. Um fato que também motivou essa atividade foi a auséncia
de aplicacoes da descri¢ao matricial do método Simplex, em exemplos, por parte de todo
material didatico consultado que, mesmo apresentando como uma forma mais sucinta de
representar o modelo, se resume em fazer a deducao deste, sem aplicd-lo. Um exemplo
dessa aplicagao, porém, é apresentada em Souza (2019), em um trabalho de conclusao de
curso de Licenciatura em Matematica. Sobre a planilha com a implementacao, nao foi

encontrado nenhum material similar em consultas pela internet.

Com objetivo de estudar o método, a construcao da planilha e a discriminacao de cada
passo do algoritmo se mostrou efetiva e pode ser potencializada se usada em conjunto com
software de representagao grafica para visualizagao dos entes geométricos, quando se tra-
tar de problemas em até trés dimensoes. Contudo, espera-se como proximos passos nesse
ponto, o aperfeicoamento das possibilidades de uso da planilha, incluindo outros tipos de
restricao por meio de transformacoes como as apresentadas no corpo do texto e outras
nao discutidas neste trabalho, bem como a melhoria de sua interface e a possibilidade de

se estudar problemas de DEA.

Uma vez que a planilha em que o algoritmo Simplex foi implementado nao tem a
capacidade de resolver o modelo de analise CCR-DEA, dada a limitacdo quanto ao tipo

de restri¢coes programadas e, tendo o objetivo de se estudar essa aplicacao, foi necesséario,
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nesse momento, fazer o uso de uma ferramenta computacional mais robusta. Mantendo a
ideia de se utilizar as potencialidades de uma planilha eletronica fez o uso da ferramenta
"solver", que possibilita resolver problemas de otimizacao matemaética mais amplos e faz
parte do software Calc. Nesse ponto o uso do Calc foi importante por permitir a visu-
alizacao de todos os parametros, varidveis, solucoes e indices de eficiéncia. Para tanto,
foi necessario implementar o modelo por meio de operacoes entre células e alimentar o
solver com as células representando as variaveis, os parametros, as restri¢oes e a funcao
objetivo. A estrutura de planilha permite que se use os valores 6timos calculados para
se obter os indices de eficiéncia de cada DMU, apresentar de forma explicita as DMUs
de referéncia e obter valores desejados para cada insumo, no sentido de tornar a DMU

analisada eficiente, visto que o modelo estudado era orientado a esses parametros.

As atividades envolvidas nesse trabalho motivaram também a continuidade dos estu-
dos para o aperfeicoamento em técnicas de PL e o estudo de outros modelos DEA, como o
modelo BCC-DEA, e as respectivas descri¢oes primais e duais, dando a indicacao de traba-
lhos futuros como a necessidade de realizar novas aplicacoes da DEA, buscando melhorar a
selecao dos parametros analisados e utilizar diferentes ferramentas computacionais. Para
tanto, planja-se como primeiro estudo a ser realizado, a analise de parametros relacio-
nados as escolas do municipio de Sinop, cujo levantamento de dados ja se iniciou com a
solicitagao dos dados junto a Secretaria Municipal de Educagao. Pretende-se utilizar nesse
caso o modelo DEA-BCC dual, e a plataforma de otimizagdo AMPL (A Mathematical
Programming Lenguage), por ser mais robusta, uma vez que se pretende obter resultados

que possam contribuir para a tomada de decisao dos gestores.



61

Referéncias

CHARNES, Abraham., COOPER, William W. and RHODES, Edwardo. (1978)
Measuring the Efficiency of Decision Making Units. European Journal of Operational
Research, 2, 429-444.

COOPER, William W., SEIFORD, Lawrence M. and TONE, Kaoru. Data Envelopment
Analysis: A Comprehensive Text with Models, Applications, References and DEA-Solver
Software. 2. Ed. New York: Springer, 2007.

GOLDBARG, Marco Cesar; LUNA, Henrique Pacca Loureiro. Otimizacdo Combinatoéria

e Programacao Linear. Rio de Janeiro: Elsevier, 2005.

GUT, Jorge A.W. Programagao matemética para otimizacdo de processos. Sao Paulo:
EDUSP, 2021.

HILLIER, Frederick S.; LIEBERMAN, Gerald J. Introducao a Pesquisa Operacional. 9.
ed. Porto Alegre: AMGH, 2012.

INEP — INSTITUTO NACIONAL DE ESTUDOS E PESQUISAS EDUCACIONAIS
ANISIO TEIXEIRA. Indicadores Educacionais: Complexidade de Gestao da Escola
2019. Brasilia, 2023.

INEP — INSTITUTO NACIONAL DE ESTUDOS E PESQUISAS EDUCACIONAIS
ANISIO TEIXEIRA. Indicadores Educacionais: Média de Horas-aula diaria 2019.
Brasilia, 2023.

INEP — INSTITUTO NACIONAL DE ESTUDOS E PESQUISAS EDUCACIONAIS
ANISIO TEIXEIRA. Avaliacbes e Exames Educacionais: Planilha de Resultados|Saeb
2019. Brasilia, 2022.

INMETRO — INSTITUTO NACIONAL DE METROLOGIA QUALIDADE E
TECNOLOGIA. Programa Brasileiro de Etiquetagem: Condicionadores de ar. Brasilia,
2023.

LECHTERMARCHER, Gerson. Pesquisa Operacional na Tomadada de decisoes. Sao
Paulo: Pearson Prentice Hall, 2009.

LINS, Marcos Pereira Estelita; CALOBA, Guilherme Marques. Programacao linear: com
aplicacoes em teoria dos jogos e avaliacdo de desempenho (data envelopment analysis).

Rio de Janeiro: Interciéncia, 2006.



Referéncias 62

MELLO, Joao Carlos Correia Baptista Soares de et al. Curso de Andlise Envolvtoéria de
Dados. In: SIMPOSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONAL, 1. XXXVII,
2005, Gramado. Disponivel em:

<http://ws2.din.uem.br/ ademir/sbpo/sbpo2005 /pdf/arq0289.pdf>. Acesso em: 25 out.
2022.

PASSOS, Eduardo José Pedreira Franco dos. Programacao linear como instrumento da

pesquisa operacional. Sao Paulo: Atlas, 2008.

SOUTO, Gilberto. Visualizacao de Poliedros em Algoritmos de Programacao ao Linear
e Inteira . Orientador: Clovis Caesar Gonzaga. 2008. 147f. Dissertacao (Mestrado em
Matematica) - Curso de Pos-Graduagao em Matematica e Computacao Cientifica -
UFSC, Floriandpolis, 2008.

SOUZA, Erica Augustini. A resolugao de problemas de programagao linear usando
o método Simplex. Orientador: Emivan Ferreira da Silva. 2019. 55f. Monografia
(Licenciatura em Matematica) - Curso de Licencitura em Mateméatica - UNEMAT,
Sinop, 2019.



	Folha de rosto
	Abstract
	Introdução
	CONCEITOS TEÓRICOS ELEMENTARES DA PROGRAMAÇÃO LINEAR E O ALGORITMO SIMPLEX
	Apresentação
	Forma padrão
	Restrições funcionais
	Restrições sobre as variáveis
	Variáveis livres
	Variáveis negativas
	Variáveis que assumem valores negativos limitados

	Adequação da Função Objetivo
	Representação da forma padrão
	Representação Matricial

	Fundamentos matemáticos do algoritmo Simplex
	Fundamentos geométricos das restrições e das soluções
	Fundamentos algébricos
	Forma canônica e variáveis básicas
	Soluções básicas viáveis

	Fundamentos teóricos
	Convexidade
	Vértices e SBVs


	O algoritmo Simplex
	O PPL como um sistema linear
	O Tableau Simplex
	Definição da Base
	Definição da VNB que entra para a base
	Definição da VB que sai da base



	ANÁLISE ENVOLTÓRIA DE DADOS: O MODELO DEA-CCR ORIENTADO AOS INSUMOS
	Apresentação
	Conceitos básicos da DEA: um insumo e um produto 
	Caso geral: o modelo CCR orientado aos insumos

	IMPLEMENTAÇÃO DO ALGORITMO SIMPLEX POR MEIO DE PLANILHA ELETRÔNICA
	Etapa 1 - organização dos dados e formulação do tableau 1: primeira SBV
	Etapa 2 - Definição de novas bases: iterações do algoritmo
	Verificação do resultado fornecido

	USO DE PLANILHA PARA IMPLEMENTAR O MODELO DEA-CCR: RESOLUÇÃO VIA SOLVER
	Estrutura da planilha de implementação de um modelo DEA-CCR
	Reduzindo o nível de insumos
	Redução global
	Redução individual de insumo

	A ferramenta Solver
	Discussão

	CONSIDERAÇÕES FINAIS
	Referências

