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RESUMO

A investigacdo acerca das propriedades dos nimeros primos retrata elementos
gue foram motivos de dedicacéo e esforgco de varios matematicos, em diferentes
partes do mundo e tempos. O estudo da Primalidade compde fragmentos de
estudos que implicam em diversas aplicaces no campo do conhecimento
matematico. E sendo assim, em se tratando de um conhecimento que foi
construido gradativamente, apresenta uma dimensdo espacial e temporal. A
proposta que se traz aqui € a apresentacdo dos principais conceitos da
Primalidade adaptados a Educagdo Basica com o recurso de uma linha do
tempo, que retrata a trajetoria conceitual e histérica dos nimeros primos, desde
Euclides (300 a. C), em sua obra “Os Elementos”, passando pelo Crivo de
Eratostenes (230 a. C.), equacbes e resultados apresentados por Fermat,
Mersenne e Euler (Séc. XVII - XVIII) e possiveis padrdes de frequéncia que
avancaram o século XIX e XX. Neste sentido, apresentamos a elaboracéo de
uma sequéncia didatica, alicercada nos pressupostos de Zabala (1998). Diante
dessa cronologia, utilizamos os resultados aritméticos apresentados em cada
fase, baseados em seus marcos historicos, além de apontar algumas possiveis
adaptacOes para estudantes publico-alvo da Educacédo Especial.

Palavras-Chave: Primalidade; Ensino de Matematica; Sequéncia Didatica;
Educacéo Basica.



ABSTRACT

The investigation about the properties of prime numbers portrays elements that
were reasons for the dedication and effort of several mathematicians, in distinct
parts of the world and times. The study of Primality composes fragments of
studies that imply different applications in the field of mathematical knowledge.
And so, as it is a knowledge that was built gradually, it has a spatial and temporal
dimension. The proposal brought here is the presentation of the main concepts
of Primality adapted to Basic Education with the resource of a timeline, which
portrays the conceptual and historical trajectory of prime numbers, since Euclid
(300 BC), in his work “The Elements”, passing through the Sieve of Eratosthenes
(230 BC), equations and results presented by Fermat, Mersenne and Euler (17th
- 18th centuries) and possible frequency patterns that advanced the 19th and
20th centuries. In this sense, we present the elaboration of a didactic sequence,
based on the assumptions of Zabala (1998). Given this chronology, we used the
arithmetic results presented in each phase, based on their historical milestones,
in addition to pointing out some adaptations for students target audience of
Special Education.

Keywords: Primality; Mathematics Teaching; Following teaching; Basic

education.
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INTRODUCAO

As sequéncias didaticas sdo recursos de ensino que auxiliam na
construcdo de conceitos e suas possiveis formas de aprendizagem. Para Zabala
(1998, p. 18), sequéncias didaticas representam um conjunto de atividades
ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacdo de certos objetivos
educacionais, que tém um principio e um fim conhecidos por alunos e
professores.

Zabala (1998) afirma que os professores devem diagnosticar o ambiente
de trabalho, tomar decisfes, realizar acGes e avaliar a pertinéncia das acoes.
Além disso, enfatiza o papel do professor em propor intervencdes pedagdgicas
que visem praticas educativas reflexivas e coerentes, levando o aluno a ser o
ator principal, pois a aprendizagem se da como um processo cujo resultado €
sempre unico e individual. Neste sentido, o autor também menciona que 0s
professores devem atuar como mediadores das atividades mentais dos alunos e
torna-los autbnomos.

Nessa perspectiva, elaborar uma sequéncia didatica, utilizando-se de uma
linha histérica do tempo, considerando numeros primos, desde “Os Elementos”
de Euclides, passando por Eratostenes e Riemann e criptografia, nos parece um
caminho com potencial de dar significado para o aluno do que se aprende, como
se aprende e de onde emergem 0s guestionamentos para aquele conteudo e
suas devidas solucoes.

A abordagem de conceitos inseridos em uma linha histérica do tempo,
pode potencializar a capacidade de investigacdo e pesquisa entre os alunos.
Entender o contexto historico pode auxiliar no processo de aprendizagem, além
de promover a interacdo entre alunos e fomentar a busca por novas formas de
resolucdo e entendimento do conteudo e dos desdobramentos mateméaticos
estudados.

Um dos conceitos com desdobramentos bem interessantes na
Matematica, dentro do estudo da Aritmética é o conceito de Primalidade, ou seja,
a identificacdo de um numero primo e os resultados decorrentes desta

investigagéo. Na Educacéo Basica sédo abordados muitos conceitos relacionados
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aos numeros, sua simbologia e as operacdes possiveis em cada conjunto
numeérico.

Com isso, este trabalho tem a pretensdo de desenvolver uma sequéncia
didatica envolvendo o estudo da Primalidade nos numeros inteiros, podendo ser
utilizadas em diferentes niveis de escolaridade na educacdo basica, com a
utilizacdo de uma linha do tempo dos numeros primos. Estes conceitos quando
postos enquanto contetdo escolar, podem contribuir com problematizacées que
potencializam um conjunto de conhecimentos formativos para o estudante da
educacdo basica, valorizando o pensamento aritmético e posteriormente ou
paralelamente, o pensamento algébrico.

Quando articulados com metodologias e abordagens de ensino que
valorizam aspectos histéricos e estruturais, acreditamos que o desenvolvimento
do pensamento aritmético pode se enriquecer, dando significado posteriormente
a linguagem algébrica e deste modo traca relacdes entre o conhecimento escolar
e a matemética organizada temporalmente.

A ideia é que posteriormente nossa dissertacdo sirva para construcao de
um produto educacional dedicado a professores e estudantes para o ensino e a
aprendizagem de elementos que compdem a base dos estudos da Primalidade
e possiveis aplicacdes no ensino da matematica.

Diante do contexto explicitado, problematiza-se que, de que modo é possivel
potencializar o ensino da Primalidade nos inteiros na Educacéo Basica a partir
de elementos marcados por uma linha do tempo?

O conceito de nimero parte de um principio abstrato da matemética, cuja
finalidade é dar sentido de grafo (desenho) ao entendimento de contagem,
guantidade, ordem ou medida?

Segundo Lima (2013, p. 20), niumero € o resultado da comparacgao entre
uma grandeza e a unidade, se esta grandeza for discreta, essa comparacao
chama-se contagem e resulta em um ndmero inteiro, se a grandeza é continua,
chama-se medicao esta comparacao e resulta em um namero real.

No decorrer dos séculos tivemos avangos consideraveis na matemética e na
tecnologia, engenharia e outras ciéncias. Com o advento da Aritmética, que é
parte da teoria dos numeros, que se inicia aproximadamente 300 a.C., com a

obra, “Os Elementos”, de Euclides e a posteriori com diversos avancgos, até ser
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reforcado por Pierre de Fermat (1601-1665) e Leonhard Euler (1707-1783),
tornando a Aritmética base principal da Matematica.

O numero ¢é parte integrante da Algebra e dentro dela encontramos 0s

nameros primos, que além de sua particularidade, sdo parte da esséncia da
tecnologia moderna e dos avancgos tecnolégicos atuais.
A Algebra faz parte do conjunto de conhecimentos formativos préaticas docentes
que possibilitem a aproximacdo entre o conhecimento cientifico e o0s
conhecimentos dos estudantes, provenientes do seu ambiente cultural e de suas
vivéncias, geram a necessidade de uma um esfor¢o por parte dos professores e
exigem habilidades diversas para a transposicdo didatica desses
conhecimentos.

Tendo em vista o universo de abrangéncia dos objetos matematicos e da
prépria natureza e pensamento da ciéncia matematica, ao nos situarmos entre
as teorias matematicas marcadas temporalmente, entendemos que, para uma
adequada articulacédo destas dimensdes, percebemos necessario um conjunto
de finalidades e conhecimentos formativos necessarios ao exercicio da
docéncia.

A Algebra enquanto parte deste conjunto de conhecimentos formativos
contribui a medida que contempla problematizacdes e reflexdes especificas. A
Algebra pode apresentar varias concepcdes, desde entendida enquanto
Aritmética generalizada, ou sendo o estudo de relacdes entre grandezas até o
estudo das estruturas, entre outras. Para cada uma destas concepcdes, ao
exercer 0 ensino de conceitos, conteudos algébricos e de problemas reais
modelados matematicamente por meio destes elementos, € necessario entédo
desenvolver um conjunto de habilidades algébricas. O desenvolvimento do
pensamento algébrico pode se enriquecer ao ser articulado com metodologias
de ensino e abordagens histéricas, dando significado a linguagem algébrica e
deste modo traca relacdes entre o conhecimento escolar e a matemética
organizada temporalmente.

Para esta finalidade, vamos abordar a trajetéria conceitual e histérica dos
nameros primos, pois estes numeros em particular também sao base de
assuntos atuais como a criptografia e a codificacdo de codigos de barras, por

exemplo. Esperamos, a partir deste conceito matematico, elaborar sequéncias e

16



materiais que contribuam para o ensino de matematica. Para além dos conceitos,
desejamos organizar e elaborar uma sequéncia didatica que seja inclusivo,
adequado e adaptado para a demanda de todos os estudantes.
Como nosso objetivo geral queremos elaborar uma sequéncia didatica utilizando
uma linha do tempo por meio de contextos historicos dos Numeros Primos, para
contribuir com as habilidades do pensamento aritmético e algébrico na Educacao
Bésica, sempre balizado pelos conhecimentos especificos que sdo, construir
sequéncia didatica que contemple aspectos conceituais e historicos para o
ensino do tema NuUmeros Primos, Fatoracdo, Maximo Divisor Comum e Minimo
Multiplo Comum, Funcdes, Matematica Financeira, Conceitos de Criptografia e
novas tecnologias; organizar atividades em um contexto que contemple a
Educacéo Inclusiva para o ensino do tema proposto e construir uma linha do
tempo de forma didatica para que os estudantes compreendam diversos
problemas da sua esséncia aos tempos atuais, perpassando pelo contexto
historico, relacionados a Primalidade dos numeros inteiros.

Dividida em cinco capitulos, a presente dissertacdo tem em seu capitulo
1 a Introducéo e no capitulo 2 o referencial teérico que fundamentou os conceitos
gue direcionam nossa pesquisa. No capitulo 3 trazemos a nossa proposta de
sequéncia didatica, planejada em quatro encontros e para que a contribuicédo se
fizesse mais inclusiva, no capitulo 4 apresentaremos possiveis orientacdes e
adaptacdes ao publico-alvo da Educacdo Especial. Por fim, o capitulo 5

apresenta nossas consideracdes finais.
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2. REFERENCIAL TEORICO

Com o advento da Aritmética, que se inicia em aproximadamente 300
a.C., com “Os Elementos” de Euclides, a ciéncia Matematica foi se
fundamentando a partir de uma base axiomatica. Tendo em vista 0 universo de
abrangéncia dos objetos matematicos e da propria natureza e pensamento da
ciéncia matematica, percebemos que o ensino deles se articula com um conjunto
de finalidades e conhecimentos formativos na Educacao Basica.

A Aritmética e a Algebra enquanto parte deste conjunto de conhecimentos
formativos contribuem a medida que contemplam problematizacoes e reflexdes
especificas. A Algebra pode apresentar varias concepcoes, desde entendida
enquanto Aritmética generalizada, ou sendo o estudo de relacbes entre
grandezas até o estudo das estruturas, entre outras. Para cada uma destas
concepcles, ao exercer o0 ensino de conceitos, conteudos algébricos e de
problemas reais modelados matematicamente por meio destes elementos, é
necessario entdo desenvolver um conjunto de habilidades algébricas.

O desenvolvimento do pensamento algébrico pode ser enriquecido ao ser
articulado com metodologias de ensino e abordagens histéricas, dando
significado a linguagem algébrica e deste modo traca relagbes entre o
conhecimento escolar e a mateméatica organizada temporalmente.

Ao abordar a trajetéria conceitual e histérica dos nimeros primos, desejamos
contribuir com o ensino de matematica. O Ensino de Matematica, na atualidade
brasileira, visa desenvolver diversas competéncias e habilidades preconizadas
na Base Nacional Comum Curricular (BNCC, 2017). Diante disso,
contextualizaremos e localizaremos no espaco-tempo 0S conceitos a serem
abordados por uma sequéncia didatica e as habilidades relacionadas as

atividades propostas.

2.1 Contextualizacdo da area de atuacdo da Teoria dos
Numeros

Axiomaticamente, ao considerar a estrutura do conjunto dos numeros

naturais (N) é importante destacar que os Axiomas de Peano e suas

consequéncias logicas dao a esse conjunto definicbes formais que baseiam a
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sua construcdo, com a nocdo fundamental de sucessor. Acrescentando o
namero zero ao conjunto N podemos assim estabelecer outro conjunto, em que
podemos denoté-lo por conjunto dos inteiros ndo negativos.

A teoria dos nimeros € um dominio do conhecimento matematico que se
dedica ao estudo do conjunto dos numeros inteiros (Z). Diferentemente do
conjunto dos nameros naturais (N), 0S numeros inteiros nao surgiram a partir de
problemas de contagem. Parte consideravel da teoria dos nimeros evoluiu para
explicar situacbes em torno de numeros primos, tanto para compreender o
comportamento destes nimeros quanto para aprimorar estudos que verifiquem
se dado numero inteiro € primo ou ndo (propriedade da Primalidade). “Um
namero natural diferente de 0 e de 1 e que € apenas multiplo de 1 e de si préprio
€ chamado de nimero primo. Um namero que é diferente de 0 e 1 e ndo é primo

€ chamada de numero composto.” (HEFEZ, 2015, p. 31):

A partir dessa definicdo, estendemos a particularidade dos nimeros
primos ao Teorema Fundamental da Aritmética: “Todo numero natural
maior do que 1 ou é primo ou se escreve de modo Unico (a menos da
ordem dos fatores) como um produto de ndmeros primos.” (HEFEZ,
2016, p. 123.).

Assim, a fatoracdo nos apresenta um resultado muito relevante no
contexto da Teoria dos Numeros: todo nimero natural é escrito de modo Unico
(a2 menos da ordem dos fatores) como poténcias de nimeros primos. A nao
finitude do conjunto constituido de todos os numeros primos também foi um
resultado importante para o este campo do conhecimento matematico.

Os problemas relacionados a Primalidade se apresentaram ao longo da
histéria ora com o intuito de verificar a Primalidade de um numero, ora para
elaborar expressbes que gerassem numeros primos ou até mesmo para
compreender a distribuicAo destes numeros em determinados intervalos
numericos. As perguntas e as respostas as mais variadas questdes envolvendo
Primalidade foram evoluindo e desenhando uma trajetoria no espaco-tempo que
agregou aporte tedrico a Matemaética, contribuindo com outras areas de dominio

matematico. Essa evolucdo pode ser apresentada na forma de linha do tempo.
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2.2 Linha Histérica dos Niumeros Primos e o Ensino de

Matematica

A ideia que iremos explorar € a organizagdo de uma sequéncia didatica,
fundamentada em um conjunto de atividades de aprendizagem envolvendo
nameros primos. Paralelamente, a linha do tempo apresentada na figura 1, aliada
a materiais especificos como os do Programa de Iniciacao Cientifica da OBMEP
(Olimpiadas Brasileira de Matemética para as Escolas Publicas) sera utilizada
como referencial da sequéncia. Com as devidas adaptacdes, a sequéncia pode
contemplar conceitos e contetdo do 6° ano do Ensino Fundamental até o 2° ano

do Ensino Médio.

Figura 1 - Linha do tempo — Trajetdria dos nimeros primos

Linha do Tempo

|‘ 300a.C. EUCLIDES e a obra
L4 “Os Elementos”

== NN
O Crivo de 230a.C .f \
ERATOSTENES
4 Séc. XVII - XVl FERMAT, MERSENNE
5 e EULER
=4 equagdes e resultados
GAUSS e possiveis Séc. XIX

padrdes de frequéncia

f:* 1859
{ A Hipétese de RIEMANN

HARDY e RAMANUJAN 1914-1919 / Q :
e os zeros da fungdo zeta ‘ /
4 - 194071950 As méaquinas de ‘
K i / ALAN TURING
Sistema de 1970-1980 ‘ N
criptografia RSA

Final do Séc. XX | [j\;\] . Fisica Quantica, Caos e
| “ Ndmeros Primos

Fonte: (LUCIANO, FIGUEIREDO, ARAUJO & NETO, 2017)

Para o desenvolvimento deste tipo de atividade faz-se necessério
considerar a evolugédo gradativa dos conceitos no processo de aprendizagem
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dos estudantes. A principio é fundamental sublinharmos as habilidades a serem
desenvolvidas por meio da utilizacdo de uma sequéncia didatica. As habilidades
a serem consideradas estardo em consonancia com a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC - 2018)

Ao buscarmos entender a trajetéria dos diversos estudos dedicados aos
nameros primos que mobilizaram um numero consideravel de matematicos na
comunidade académica em tempos diversos, percebemos que é interessante se
apropriar desses conhecimentos para a elaboracdo de uma abordagem didética

gue posa contribuir com o ensino de matematica:

Atualmente tem se ampliado os estudos sobre possiveis abordagens
didaticas que podem ser propostas para o0 ensino da matemética com
base na histéria desta disciplina. Uma dessas maneiras de fazer isso é
revisitar da melhor forma os momentos histéricos que envolvem os
personagens que conceberam as no¢bes matematicas que se
pretende ensinar, de modo a desafiar a capacidade dos alunos para
exercitarem estudos, pesquisas e problematizacbes que estimulem
suas estratégias de pensamento e, dai culminar na sua producéo de
conhecimento durante a atividade de estudar. (MENDES E
CHAQUIAM, p.12).

O resgate histérico situado no espaco-tempo tende a trazer aos estudos

a Matematica compreendida enquanto ciéncia tecida cultural e socialmente:

E importante reconhecer, entretanto, que essa forma de propor a
insercdo da historia nas explicacdes mateméticas na sala de aula é
composta por outros aspectos que poderdo mostram os diversos
modos como um determinado tema relacionado a matematica se
desenvolveu no tempo e no espaco, e como esse assunto foi se
constituindo em teoria no campo académico por meio de
guestionamentos, respostas, novos guestionamentos e
problematizacdes, que consequentemente fizeram
emergir a necessidade de uma axiomatizacdo de tal assunto (conceito,
nocao e teoria). (MENDES E CHAQUIAM, p.12).

Em particular, quando nos dedicamos a compreender 0S primeiros
estudos que nos remetem as no¢Oes de Primalidade, uma das referéncias mais
importantes € a obra “Os Elementos” no contexto da Grécia Antiga. Para
compreendermos 0 que antecede esta obra, podemos considerar como contexto

inicial Mileto na Asia Menor que por volta de 494 a.C. foi tomada pela expans&o
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dos persas que posteriormente levaram suas ideias para as colénias gregas mais
a oeste.

Surgiram escolas de diferentes pensamentos, entre as quais a escola
pitagdrica que deixou grande legado a Matemética. Em termos de Aritmética, ja
se evidenciavam os numeros figurados. Era possivel obter, generalizaces sobre
sequéncias de numeros, porém sem regras para a obtencéo de tais sequéncias.

Avancando um pouco mais no tempo, vamos identificar padroes

emergentes a partir de Euclides de Alexandria, nascido durante o século lll a. C.

2.3 Euclides e sua obra os elementos

A obra ‘Os Elementos’, de Euclides (300 a.C) é composta por 13 livros,
sendo a obra mais classica de matematica da Grécia antiga e uma das obras
gue mais influenciaram o desenvolvimento da matematica e das ciéncias. Das
13 obras, os livros VII, VIl e IX, possui 102 proposi¢cdes dedicadas a teoria dos
nameros (EVES, 2011, p. 173), o livro VIl anuncia o algoritmo euclidiano,
introduzindo a ideia de maximo divisor comum de dois ou mais numeros inteiros
e dois inteiros sdo primos entre si.

No livro IX encontramos o Teorema Fundamental da Aritmética. Tal
resultado demonstra que todo inteiro maior que 1 pode se expressar como
produto de primos de uma e, salvo quanto a ordem dos fatores, de uma so
maneira. Além disso nos apresenta uma deducdo geométrica da férmula da
soma dos primeiros n termos de uma PG e estabelece formula para os numeros
perfeitos?.

Ainda segundo Eves (2011, p. 170), no livro IX Euclides em sua vigésima
proposicdo, por reductio ad absurdum (reducdo ao absurdo), prova que o0
conjunto dos numeros primos € infinito. A demonstracéo parte da afirmacéo de
que um numero finito de nimeros primos denotados por a, b, ..., k. Faca P =

(@)(b)...(k). Entdo P + 1 ou é primo ou € composto. Mas como a, b, ..., k sdo todos

1 Um ntimero natural ¢ perfeito se é a soma de seus divisores, com excec¢do dele préprio (Benatti, 2019).
Exemplo 6 ¢ perfeito, pois6=1+2+3 (D) 6 = {1, 2, 3, 6}.
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primos, P + 1, que é maior que cada um desses numeros, nao pode ser primo.
Se P + 1 fosse composto deveria ser divisivel por algum primo p. Mas p deve ser
um dos elementos a, b, ...,k, pois estes sdo todos numeros primos. Logo p deve
dividir P e, por consequéncia, ndo € divisor de P + 1 (pois p > 1), o que é um
absurdo pela hipétese inicial, estabelecendo assim o teorema.

Para a sequéncia didatica que elaboramos todas as proposicdes dos
livros VII, VIII e IX deverdo ser analisadas pelos alunos juntamente com o
contexto historico e comparadas com o que temos nos livros atuais e acessiveis
do modo fisico ou digital. Os Elementos sdo entdo, a primeira parte a ser
considerada em nossa linha do tempo.

A partir dos conceitos e provas matematicas apresentados nos livros que
compdem Os Elementos, ja se observava que importantes resultados haviam
sido consolidados. DefinicBes, teoremas, propriedades e a ndo finitude do
conjunto dos numeros primos ja havia sido estabelecidos. Nessa etapa da
histéria, a resposta que agora se buscava era sobre a Primalidade ou ndo de um
dado numero e sendo assim, discorreremos sobre os testes de Primalidade.

2.4 Testes de Primalidade

Segundo Peruzzo (2012) é dificil determinar os fatores primos de um
namero composto, porém é possivel verificar se um nimero é primo ou composto
sem fatora-lo, com este intuito é que surge a Primalidade. Com o estudo da
Primalidade no contexto da teoria dos numeros, podemos destacar testes
classicos como o Crivo de Eratéstenes?, que averigua quais 0s nimeros primos
em um determinado intervalo, a partir da retirada dos multiplos de cada primo no
intervalo considerado.

A eficiéncia desse dispositivo pratico, para Hefez (2015) se fundamenta

na observacdo de que, se um numero natural a > 1 € composto, entdo ele é

2O crivo de Eratostenes é um método simples que determina todos os niimeros primos compreendidos entre
1 e um certo ndmero limite x dado (Peruzzo, 2012). Eratostenes foi um matematico, gedgrafo, astrbnomo
e bibliotecario da Grécia antiga, foi conhecido por calcular a circunferéncia da terra.
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multiplo de algum numero primo p tal que p? < a e é primo todo numero a que

nao € multiplo de nenhum ndmero primo p tal que p2 < a.

Figura 1 - Modelo do Crivo de Eratéstenes

13| 17|19 23| 29
31| 37| 41(43| 47

7379|831 89|97

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Os testes de Primalidade evoluiram e trouxeram contribuicbes muito
relevantes para a teoria dos numeros e outras ciéncias que se fundamentam nas
teorias matematicas para avancarem. Em particular, ao discutirmos Primalidade,
percebemos ao longo do tempo o surgimento de algoritmos mais robustos e
complexos, baseados em teoremas, mas também em conjecturas, como
exemplo a hipétese de Riemann, outros exemplos nas duas searas poderiamos
citar o teste de Fermat, os Algoritmos de Lucas-Lehmer, os de Brilhar, Lehmer e
Selfridge, de Solovay-Strassen, de Miller-Rabin e o Algoritmo AKS (Agrawal,
Kayal e Saxena, autores indianos).

A eficiéncia destes testes de Primalidade nos levam a identificar nUmeros
primos cada vez maiores. Estes numeros sado utilizados atualmente em
criptografia para codificar mensagens, e tornar cada vez mais segura protecao
de dados em sistemas de informacdes.

Além dos testes de Primalidade, outro problema que muitos mateméaticos se

dedicaram a solucionar era estabelecer férmulas geradoras de niumeros primos.
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Peruzzo (2012) aponta os nimeros de Fermat® que estabeleceu a férmula, F,, =
22"+ 1 considerando n = 0, 1, 2, 3, ..., em 1640. Inicialmente, tal férmula levaria
a comunidade matematica a estabelecer que a partir dela, os numeros

resultantes seriam numeros primos. De fato, F, =3, F, =5, F, =17, F; =257 e

F, = 65.537 séo primos. Em 1732, Leonhard Euler mostrou que Fg = 22°+ 1 =
4.294.967.297 = 641 x 6.700.417 era, portanto, um numero composto. Os
nameros de Fermat primos sdo chamados de primos de Fermat.

Nessa época, ja marcada historicamente pela Renascenca (movimento ocorrido
entre os séculos Xl e XV), outros protagonistas surgem para contribuir com a
Teoria dos Numeros e como tal, podemos citar Marin Mersenne (1588 — 1648).
Mersenne era um padre francés que se dedicou ao estudo das propriedades dos

nameros perfeitos:

Na época, era comum o0s matematicos ndo mostrarem as
demonstragbes dos resultados que descobriam, langando-os como
desafios para outros. Os resultados de Fermat foram divulgados por
meio de sua correspondéncia, principalmente com o padre Marin
Mersenne (1588-1648), que desempenhava o papel de divulgador das
Ciéncias com uma extensdo correspondéncia com o0s maiores
cientistas da época. (HEFEZ, 2014, p. 161).

Fermat também descobriu que todo nimero primo da forma 4n + 1, é a
soma de dois quadrados como 5 = 22 + 11, 13 = 22 + 32, 41 = 4% + 52, Assim,
ficaram conhecidos dois grupos de nimeros primos: 0S que se escrevem ha
forma 4n + 1, com n € Z, que podem sempre ser escritos na forma x2 + y? e os
que se escrevem na forma 4n + 1, com n € Z, que ndo sdo escritos na forma x?2
+ y2. Peruzzo (2012), menciona que todos os proximos nimeros nessa série de
Fermat sdo todos compostos. A figura 3 e a figura 4 trazem retratos de Pierre de
Fermat e de Marin Mersenne, respectivamente.

Outros testes de Primalidade de Fermat j& foram estabelecidos com o

conceito e as propriedades da Congruéncia entre Inteiros. De acordo com o seu

3 Pierre de Fermat (1601-1605). Apo6s Euclides e Eratdstenes, Fermat pode ser considerado o primeiro
matematico a contribuir para o desenvolvimento da Teoria dos Nimeros do ponto de vista teérico. (HEFEZ,
2014, p. 161)
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Teorema, se p € um numero primo, entdo, para qualquer inteiro a tem-se que,
a? = a (mod p) outra versdo, conforme cita Peruzzo (2012), se p € primo e a €
coprimo® em relacéo a p, entdo, a?P~! =1 (mod p).

Exempilo:

Tomandoa=2en=3, paraa™?!=1(modn).

2371 = 1(mod 3), pois 3|3, o que comprova que 3 é primo.

Figura 2 - Pierre de Fermat (séc. XVII)

Fonte: site https://impa.br/noticias/tunel-do-tempo-pequeno-teorema-de-fermat/, acesso
em 03 de abril de 2023.

Outra férmula que gera uma familia interessante de primos é M, = 27 —

1, onde p é primo. Os numeros gerados por ela sdo denominados nameros de
Mersenne e em particular, os numeros primos gerados por ela sdo chamados

primos de Mersenne.

Figura 3 - Marin Mersenne (1588-1648)

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Marin _Mersenne, acesso em 03 de abril de 2023.

4 Dois nimeros sdo coprimos ou primos entre si se seu maximo divisor comum (mdc) é 1, exemplo, 11 e
49 sdo coprimos porque 11 é primo e 49 ndo sofre divisdo por 11. Dados dois nimeros a e b, serdo coprimos
se a fragdo a/b € irredutivel e 0 minimo mdltiplo comum (mmc) entre eles é o produto ab.
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Peruzzo (2012) comenta que nem todo nimero de Mersenne é primo, pois
temos, M, = 3, M3 =7, M= 31, M, = 127, porém outros sd0 compostos como
M;; = 23.89. Mersenne constatou também que os numeros M, sdo também
primos paran =13, 17,19, 31, 67, 127, 257, no entanto ele estava errado quanto
ao 67 e 0 257 e nao incluiu 61, 89 e 107, entre os primos inferiores a 257 que
também produzem nameros primos de Mersenne.

Sobre os fatores dos numeros de Mersenne, Euler estabeleceu em 1750
com demonstracao de Lagrange em 1775 que, se p € um namero primo tal que
p = 3 (mod 4), entéo (2p + 1) | M,, ,se e somente se, 2p + 1 € um numero primo.
Por Peruzzo (2012) ndo se sabe se os numeros de Mersenne sao finitos ou
infinitos, mas que existem uma quantidade muito grande de nimeros primos de
Mersenne.

A titulo de curiosidade, os nove maiores nimeros primos de Mersenne
conhecidos sao “p=43.112.609, p =42.643.801, p =37.156.667, p = 32.582.657,
p =30.402.457, p = 25.964.951, p =24.036.583, p=20.996.011, p = 13.466.917
(Unicos numeros conhecidos com mais de 4.000.000 de algarismos).” (RIZEL,
2014, p.48-49):

No intervalo 2 < p < 500, os nimeros de Mersenne que Sa0 primos,
chamados de primos de Mersenne, correspondem aos seguintes
valores de p: 2, 3, 5, 7, 13, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279,
2203, 2281, 3217, 4253 e 4423. (HEFEZ, 2014, p.166).

Quanto ao teste de Primalidade para numeros de Mersenne, segundo
RIBEMBOIN (2012), temos que:

Sejam P =2 e Q = - 2; consideram-se as sucessoes de Lucas (U,;)mso €
(Vi)mso tendo parametros 2 e — 2 e, consequentemente, discriminante D = 12.
Entdo N = M,, € primo se e somente se N divide (V),,,,/2. Para simplificar os
calculos, substituir a sucessao de Lucas (V;;,)mso Pela sucesséo (Sy)iso, que é
definida, por recorréncia, da seguinte maneira: S, = 4, Si,; = S? — 2. Assim, a
sucessdo comeca pelos numeros 4, 14, 194, ---. O teste pode ser formulado
como se segue, M,, € primo se e somente se M,, divide S,,_,.

Demonstragéo:
So =4, 5, =V,/2. Supbe-se Syi1=Vyk/ 227" entéo:
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2 2K41
s, = g2 _2_‘/2k_2_V2k+1"'2 _2=V2k+1
k = Sk-1 By A —

22¥

De acordo com o teste, Mn € primo, se e somente se, M,, divide:
n-2

Vitg+1yy2 = Von-1 = 227 "S5,

Isso é, M,, divide S,,_,.

Com esse teste, Lucas mostrou em 1876 que M127 é um ndmero primo e
M67 é composto. Um pouco mais tarde, Pervushin mostrou que M61 & primo.
Em 1927, Lehmer mostrou que M257 é composto.®

Conforme Peruzzo (2012), pode existir uma quantidade muito grande de
nameros primos de Mersenne, o problema é reconhecer entre os primos de
Mersenne 0s que Sao primos e 0S que Sao compostos, até o presente momento
ndo se sabe se 0s numeros de Mersenne sao finitos ou infinitos.

Ainda por Peruzzo (2012), temos primos com uma caracteristica entre
eles que é a seguinte, quando a diferenca entre dois niumeros primos € 2, diz-se

gue sao primos gémeos, e sao escritos da forma:

p,p+2
Como exemplo temos: 3e5,5e7,7e 11...

Acredita-se que os primos gémeos sejam infinito, porém ainda nao foi
provado. Os maiores primos gémeos ja encontrados até entdo sao:
37566801695685 . 2666669 + 1 ¢ 37566801695685 . 2666669 - 1

Ja indicando Leonhard Euler®, em seu livro Tratado sobre a teoria dos
nameros em XVI capitulos, traduzido por Fossa (2015), que diz que Euler fez

varias contribuicdes a Teoria dos nameros.

® Retirado da monografia de Ary Camargo Rizel, 2014, p. 52-53.

® Euler nasceu na Basileia, Suica, em 15 de abril de 1707, foi um importante matematico e cientista,
considerado um dos maiores matematicos de sua época, comega seus estudos e descobre seu talento para
matematica com Johann Bernoulli, e gracas a sua amizade com Nicolaus e Daniel Bernoulli, vira membro
da academia de Ciéncias de San Petersburgo, convidado pela Imperatriz Catarina I.
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Figura 4 - Leonhard Euler (1707-1783)

Fonte: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Leonhard Euler.jpg Acesso em
20 abril de 2023.

Tanto o Crivo de Eratéstenes para identificar nUmeros primos em um dado
intervalo, quanto os outros testes de Primalidade e as formulas geradoras de
nameros primos, responderam a algumas perguntas essenciais para o Teoria
dos Numeros. No entanto, outra questdo que passou a perseverar entre 0s
matematicos era como 0s numeros primos se distribuem dentro dos nimeros
naturais. Compreender a distancia entre dois nimeros primos consecutivos e
possiveis padrdes de frequéncia tornou-se uma indagacdo constante para a
comunidade académica.

Ainda ndo ha nenhum padrdo que descreva o quanto dois primos
consecutivos estdo distantes um do outro. Porém, em relacdo a frequéncia,
podemos considerar uma definicho em consonancia que 0s conceitos de
probabilidade: Denotemos por m(x) a quantidade de nimeros primos menores

que ou iguais a x. Portanto, a probabilidade de que um elemento do conjunto
{1,2,...,x} seja primo é dada por 7T(x)/x.

Obviamente, esse quociente € uma fungdo muito complexa e entdo o ideal
se tornava determinar uma fungdo com comportamento conhecido que se

aproximava desse quociente para numeros suficientemente grandes. Sobre a
distribuicdo dos numeros primos, podemos avancar para as ideias matematicas
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trazidas por Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)’, que aos 15 anos, em
1792, conjecturou que 1 (X) era assintoticamente igual a fungado integral

logaritmica Li (x) = f;% . Sendo Li (x) ~ x/log x, pode-se escrever a conjectura

X . .
como « () ~ Toax .Com o tempo, essa conjectura revelou-se verdadeira e esse

fato é hoje conhecido como o Teorema dos Numeros Primos.

A aproximacgdo de m(x) por x/log x ndo é das melhores; a aproximacgao
pela integral logaritmica € bem melhor. Para Gauss, 0s himeros primos entram
na sua conjectura, na tentativa de estabelecer uma lei, apos observar que
conforme a contagem aumentava, 0s primos se tornavam gradualmente menos
frequentes, de acordo com o inverso do logaritmo da contagem, a lei n&o mostra
exatamente quantos numeros primos existem em um intervalo, porém chega
bem proximo do resultado, por exemplo prevé 72 primos entre 1.000.000 e
1.001.000, o resultado correto seriam 75, cerca de 4% apenas de erro.
Conforme Peruzzo (2012), Gauss inicia sua busco com uma tabela de nimeros
primos em maos, observando que a medida que a contagem se elevava, notou

0 surgimento de um padrdo, conforme tabela abaixo:

Figura 5 - Padrdes no surgimento dos primos

x 7 (x) x
T (x)
10 4 25
100 25 4.0
1000 165 6,0
10 000 1229 8.1
100 000 9 592 10.4
1 000 000 78 458 12,7
10 000 000 654 579 15.0
100 000 000 5761 455 17.4
1 000 000 000 50 847 534 19.7
10 000 000 000 455 052 511 22.0

Fonte: O Fascinio dos Nimeros Primos, (PERUZZO, 2012, p. 50).

" Matematico do séc. (XVI11-XIX), astrénomo e fisico alemdo que contribuiu muito em diversas areas da
ciéncia, destacando-se a teoria dos numeros, estatistica, analise matematica, geometria diferencial,
geodésica, geofisica, eletrostatica, astronomia e Optica. Conhecido como “Principe dos Matematicos”, criou
a geometria diferencial, o telégrafo, desenhou um heptadecagono e definiu o conceito de nimeros
complexos.
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Ao analisar os dados, Gauss conjecturou que entre os numeros 1 e X,
aproximadamente 1 a cada In (x) sera primo. Outro matematico a analisar os
nameros primos foi George Riemann em 1859, o relatério de sua pesquisa
apresentada a Academia de Ciéncias de Berlin, segundo Peruzzo (2012), tinha
como titulo “sobre o numero de numeros primos que n&o excedem uma grandeza
dada”, conhecida hoje como hipétese de Riemann. Este foi o Unico trabalho
sobre numeros primos de Riemann. Riemann tentava confirmar que a funcéo de
Gauss forneceria uma aproximacgao cada vez melhor do numero primo.

Riemann teve a ideia de definir a funcdo Zeta para todos os nameros
complexos s, com a parte real superior a 1, conforme expdem RIBENBOIM
(2012) abaixo:

{(s) = Tiy =, para Re(s) > 1

Inicialmente definindo valores naturais;

()= T =¥t ¥

A funcao ¢ de Riemann, conforme Peruzzo (2012) esta diretamente relacionada
a formula de Euler. Se s é real e s > 1, verifica-se a seguinte identidade:

() =Tl (—==)

1-p~S
Trabalhando a funcdo ¢ de Riemann, obtém-se:

— 1 o] (_l)n_l
c(s) - 1—21-s 271:1

nS

Com isso a hipotese de Riemann afirma que os zeros imaginarios s = o + it
(com t € R) ndo- triviais da funcéo ¢ de Riemann pertencem todos a linha critica
com R (s) =¥, onde R (s) € a parte real de s: (por Peruzzo 2012)

Figura 6 - Estimativa de Gauss e de Riemann para o0 nimero de primos

x T (x) Gix) R(x)
10° 25 3 1
10% 168 10 0
104 1229 17 -2
10 9 592 38 -5
10® T8 4938 130 29
107 664 579 239 88
108 5761 455 T5H4 97
10° 50 847 534 1704 -T9
1042 455 052 511 3104 -1 828
104t 4118 054 813 11 588 -2 318
1042 37 607 912 0138 38 263 -1 476

Fonte: O Fascinio dos Numeros Primos, (PERUZZO, 2012, p. 59).
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Riemann comeca a localizar, segundo Peruzzo (2012), a posicado dos
zeros, onde {(s) = 0, Riemann observou que estes valores ndo estavam
espalhados e sim enfileirados linearmente com usa parte real valendo %,
conforme figura 8:

Figura 7 - Zeros sobre a linha critica de Riemann

N
o

oooooogp 00000000
=
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Fonte: O Fascinio dos Numeros Primos (PERUZZO, 2012, p. 60).
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Segundo Peruzzo (2012), em seu artigo que contém a hip6tese, Riemann
diz ser capaz de prova-la, porém ele nunca apresentou esta prova.

2.5 Criptografia e Algoritmo RSA

De maneira geral criptografia é a forma de embaralhar uma mensagem de
uma forma que ninguém que conheca a ideia envolvida consiga ler ela, para
Jucimar Peruzzo (2012), criptografia € um conjunto de técnicas que permitem
tornar incompreensivel uma mensagem originalmente escrita com clareza,
permitindo somente ao destinatario final a compreensao da mensagem.

Criptografia vem do grego que significa escrever de forma oculta, desde
os primordios o homem escrevia numa linguagem criptografada, de modo que
pessoas intrusas ndo pudessem decifrar tal mensagem.

A partir do século XX, a criptografia tornou-se primordial, em decorréncia
de duas guerras mundiais, iniciando seu estudo pelos militares, governos e
pesquisas secretas, inicialmente com a criptografia de chave simétrica que

consiste em um individuo A envia uma mensagem secreta para individuo B:
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Remetente A: Mensagem + Chave Simétrica = Mensagem Criptografada.
Receptor B: Mensagem Criptografada + Chave Simétrica = Mensagem.

Classificando assim a Criptografia de Chave Simétrica como um algoritmo
de cifragem que criptografa e descriptografa a mensagem, porém este sistema
era inseguro pois bastava alguém descobrir esta chave, entdo em 1976 €
propostos pelos matematicos Whitfield Diffie e Martin Hellmann, da Universidade
de Stanford, na Califérnia a criptografia de chave publica e assim através de
formulas matematicas cada usuario teria um par de chaves de criptografia, sendo
um publica e outra privada, ambas matematicamente relacionadas.

Individuos A e B trocam mensagens, o individuo A envia uma mensagem
para o individuo B, temos
Mensagem + Chave Publica (B) = Mensagem Criptografada.

O individuo B leria a mensagem como
Mensagem Criptografada + Chave Privada (A) = Mensagem, e responderia para
A da forma
Resposta + Chave Publica (A) = Resposta Criptografada.

Nos ultimos 25 anos a internet tornou-se viavel para os negdécios e
transacdes bancarias em todo mundo, na atualidade o algoritmo assimétrico
mais utilizado mundialmente é o RSA. Atualmente é considerado o algoritmo
mais seguro vigente e conforme descreve Peruzzo (2012), o algoritmo RSA é
baseado no trabalho de Diffie e Hellmann e desenvolvido pelos matematicos do
MIT (Instituto de Tecnologia de Massachussetss), Ronald Rivest, Adi Shamir e
Leonard Adleman, que desenvolveram o cddigo RSA (inicial de seus nomes) em
1978.

A maior parte das transacdes efetuadas na internet, utilizam a criptografia

RSA, principalmente compras on-line e transacfes bancérias.
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3 METODOLOGIA E APRESENTACAO DA SEQUENCIA
DIDATICA

J& citamos anteriormente que Sequéncias didaticas podem auxiliar ou
favorecer o trabalho docente na compreensdo e resolucdo de problemas,
trazendo caracteristicas préximas a ‘metodologia de resolugdo de problemas’®.
Mas o que seria uma sequéncia didatica no sentido formal e ted6rico?

Zabala (1998) afirma que uma sequéncia didatica (SD) € um conjunto de
atividades organizadas para realizacéo de objetivos educacionais, com principio
e fim conhecidos tanto pelos alunos como pelos professores. O autor considera
dimensdes ou varidveis fundamentais no desenvolvimento de uma sequéncia
didatica.

Dentre elas, o autor descreve que as sequéncias das atividades se
revelam como maneiras de encadear e articular as diferentes atividades ao longo
de uma unidade didatica e que a organizagdo dos conteudos provém da propria
estrutura formal das disciplinas e formas organizativas globais e integradoras.

A concepcdo de Zabala (1998) sobre sequéncia didatica, deixa bem
definido o conjunto de a¢des e responsabilidades de estudantes e professores,
€ determinada pela série ordenada e articulada de atividades e os diferentes
contetdos exigem esforcos e ajudas especificas, pois nem tudo se aprende do
mesmo modo, no mesmo tempo e com o mesmo tipo de situagao, “...] as
aprendizagens dependem das caracteristicas singulares de cada um dos
aprendizes; [...]". (Zabala, 1998, p.34)

Para Zabala (1998) o professor pode utilizar-se de uma vasta diversidade
de estratégias na estruturacao de suas intencdes educacionais, sendo o ator que
desafia, dirige, propde e compara, permeando as diversas particularidades
individuais de aprendizagem e sempre permeando e agrupando os conteudos
no que ele chama de dimensdes educativas: conceitual, procedimental e

atitudinal que correspondem a seguintes perguntas “[...] “0 que se deve saber?”

8 ¢ um conjunto de estratégias orientadas a encontrar solugBes de problemas especificos com que lidamos
diariamente, baseado nos seguintes métodos de resolucao: Identificagio da situagdo, distin¢do do problema,
investigacdo, planejamento e execugdo.
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, “0 que se deve saber fazer?”; “como se deve ser?”, com o fim de alcancar as
capacidades propostas nas finalidades educacionais”. (Zabala, 1998, p.31)

Portanto planejar, estruturar, organizar uma sequéncia didatica é parte
fundamental para que seja caracterizada como tal, prevendo aonde chegar e o
cronograma de atividades entrelacadas, conectadas. Para Batista et al. (2016),
a sequéncia didatica serve para a reflexdo sobre a pratica docente, interacao
entre todos os envolvidos, através da observacdo do seu processo de
desenvolvimento.

Zabala (1998) reconhece diferentes tipos de sequéncias didaticas, porém
langa a seguinte pergunta que devemos nos fazer em primeiro lugar “[...] esta
sequéncia € mais ou menos apropriada e, por conseguinte, quais sdo 0s
argumentos que nos permitem fazer esta avaliagdo.”

Para além do que se descreve acima, 0 autor também nos aponta que o
ato de ensinar deve ter uma funcdo social, ou seja, deveremos colocar as
intencdes educacionais e 0 que pretendemos que nossos alunos consigam
alcancar, além de estabelecer um agrupamento de capacidades cognitivas,
motoras, autonomia pessoal afetiva, relacdo interpessoal, insercdo e atuacao

social. A figura 9 nos apresenta esta ideia.

Figura 8 - Modelo tedrico de prética educativa.

Fonte sociolégica Fung#o social Ensino
\\\
\\
N
N
Epistemoldgica
Fonte
Psicologica

Concepgdo Aprendizagem

Critérios de Ensino

/--),---)

Fonte: adaptado de Zabala, 2018.

Os contetudos devem também explicitar as inten¢des educativas (o que

ensinar), relacionar tudo o que se tem que aprender para alcancar determinados
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objetivos, e esses conteudos deverdo possuir natureza variada: dados,
habilidades técnicas, atitudes, conceitos etc.
Zabala (1998) propde também a classificacdo dos contetdos em:

a) Conteudos Factuais: Conhecimento de fatos, acontecimentos,
situacOes, dados e fendbmenos concretos e singulares; a idade de uma
pessoa, a conquista de um territério, a localizacdo ou altura de uma
montanha, 0s nomes, o0s coédigos, um fato determinado num
determinado momento etc.

b) Conceitos e de Principios: englobam fatos, conceitos, principios (‘o
gue se deve saber?); conjunto de fatos, objetos ou simbolos que tém
caracteristicas comuns, e 0s principios se referem as mudancas que
produzem num fato, objeto ou situacdo em relacdo a outros fatos,
objetos ou situacbes e que normalmente descrevem relacdes de
causa-efeito ou de correlacao.

A realizac&o de nosso estudo e seu desenvolvimento apresentam etapas
especificas. A base conceitual da pesquisa se centra em conceitos relativo a
Teria dos Numeros aliados a investigacdes oriundas da Historia Matematica e
vertentes epistemoldgicas. Sendo assim, inicialmente realizamos uma pesquisa
para compreendermos 0s possiveis resultados que poderiam ser elementos de
uma transposicdo didatica, considerando os curriculos existentes na disciplina
de Matematica no Ensino Fundamental (anos finais) e no Ensino Médio, bem
como, as habilidades relacionadas a cada contetudo escolar.

Neste sentido, materiais como Programa de Iniciagdo a Pesquisa Junior
— PIC OBMEP, que relacionam aspectos conceituais e de aprendizagem, foram
sendo estudados e através de contextos historicos dos Numeros Primos, varios
problemas foram surgindo e aprimoramos uma linha do tempo adequado a
Educacao Basica.

A linha do tempo dos nameros primos proposta, traz a evolugdo de um
determinado conceito matematico — neste caso dos numeros primos - ao longo
do tempo, observando os problemas que existiam e que trouxeram este conceito
atona para ser resolvido, como ele foi resolvido e que modificagcfes este conceito

sofreu ao longo do tempo.
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Utilizamos como parametro a BNCC (Base Nacional Comum Curricular).

Neste documento de referéncia sdo estabelecidas as habilidades que deverao

ser adquiridas pelo aluno em cada fase escolar, e na area de Matematica, que

serd utilizada por nos nesta sequéncia didatica, temos no ensino fundamental as

seguintes competéncias, conforme a BNCC:

Para o ensino fundamental de acordo com a BNCC, as competéncias sao:

Vi.

Reconhecer que a Matematica € uma ciéncia humana, fruto das
necessidades e preocupacdes de diferentes culturas, em diferentes
momentos histéricos, e € uma ciéncia viva, que contribui para
solucionar problemas cientificos e tecnologicos e para alicercar
descobertas e construgdes, inclusive com impactos no mundo do
trabalho.

Desenvolver o raciocinio l6gico, o espirito de investigacdo e a
capacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos
conhecimentos mateméaticos para compreender e atuar no mundo.
Compreender as relacdes entre conceitos e procedimentos dos
diferentes campos da Matematica (Aritmética, Algebra, Geometria,
Estatistica e Probabilidade) e de outras areas do conhecimento,
sentindo seguranca quanto a prépria capacidade de construir e
aplicar conhecimentos matematicos, desenvolvendo a autoestima
e a perseveranca na busca de solucdes.

Fazer observacBes sisteméticas de aspectos quantitativos e
qualitativos presentes nas praticas sociais e culturais, de modo a
investigar, organizar, representar e comunicar informagdes
relevantes, para interpreta-las e avalia-las critica e eticamente,
produzindo argumentos convincentes.

Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive
tecnologias digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas
cotidianos, sociais e de outras areas de conhecimento, validando
estratégias e resultados.

Enfrentar situacdes-problema em multiplos contextos, incluindo-se

situacdes imaginadas, ndo diretamente relacionadas com o
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Vil.

viil.

aspecto pratico-utilitario, expressar suas respostas e sintetizar
conclusdes, utilizando diferentes registros e linguagens (graficos,
tabelas, esquemas, além de texto escrito na lingua materna e
outras linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, e
dados).

Desenvolver e/ou discutir projetos que abordem, sobretudo,
questbes de urgéncia social, com base em principios éticos,
democraticos, sustentaveis e solidarios, valorizando a diversidade
de opinides de individuos e de grupos sociais, sem preconceitos de
qualquer natureza.

Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando
coletivamente no planejamento e desenvolvimento de pesquisas
para responder a questionamentos e na busca de solucbes para
problemas, de modo a identificar aspectos consensuais ou nao na
discussédo de uma determinada questéo, respeitando o modo de
pensar dos colegas e aprendendo com eles.

Para o ensino médio de acordo com a BNCC, as competéncias sao:

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para
interpretar situagbes em diversos contextos, sejam atividades
cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das
guestdes socioeconbmicas ou tecnoldgicas, divulgados por
diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacéao geral.
Propor ou participar de acdes para investigar desafios do mundo
contemporaneo e tomar decisbes éticas e socialmente
responsaveis, com base na analise de problemas sociais, como 0s
voltados a situacfes de saude, sustentabilidade, das implicacdes
da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e
articulando conceitos, procedimentos e linguagens proprios da
Matematica.
Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver
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problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos
resultados e a adequacdo das solucdes propostas, de modo a
construir argumentacéo consistente.

Iv. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes

registros de representacdo matematicos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solucdo e
comunicacéao de resultados de problemas.

V. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes

conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias e
recursos, como observacdo de padrdes, experimentacbes e
diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de
uma demonstracdo cada vez mais formal na validagdo das
referidas conjecturas.

Assim ao final, esperamos utilizar algumas dessas competéncias
explicitadas acima e desenvolver uma sequéncia didatica que possa contribuir,
com o ensino de ndmeros primos e da matematica, num sentido mais amplo,
voltado para as politicas educacionais de Mato Grosso e do Brasil, visando uma

cultura escolar mais fortalecida, acessivel e inclusiva®.

Encontro 1: A Primalidade na Grécia Antiga (a. C.)

Neste primeiro encontro, utilizaremos o primeiro tépico de nossa linha do
tempo, que se refere a Euclides (305 a.C. — 275 a.C.) e sua obra “Os Elementos”.
Os assuntos e materiais sugeridos para este encontro estdo elencados no
Quadro 1. E importante considerar que no decorrer dos encontros é provavel que
sejam identificadas dificuldades de aprendizagem em relacdo a operacodes
matematicas basicas. Nestas condicfes, € interessante que 0s conceitos sejam
conduzidos e contextualizados nos problemas ja propostos na sequéncia
didatica.

Quadro 1: Assuntos e materiais sugeridos para o Encontro 1

® Dentro destas competéncias temos as habilidades a serem desenvolvidas, no ensino fundamental e médio
ha 247 habilidades, isso geraria uma demanda de 247 sequéncias didaticas para area de matematica, como
nossa sequéncia estabelece um espaco temporal, delimitado numa linha do tempo e com tema definido que
é nimeros primos, utilizaremos somente aquelas necessarias para o desenvolvimento e aprendizagem deste
tema.
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Assuntos Materiais Relacionados Videos Youtube (para o Professor
Fundamentar sua aula)

Introducdo  ao | “Os Elementos” — Euclides | Euclides com pai da geometria

contexto (305a.C.-275a.C)) https://www.youtube.com/watch?v

Histérico da linha =usHh89IdocU

do tempo Videos de 1 a 11 - picobmep
Video 2 — picobmep
https://www.youtube.com/watch?v
=epWOKNXjAUQ&list=PLrVGp617x
0hC8WkPHtM3IjoOiiyJs-
hHh&index=2
Video 11 — picobmep
https://www.youtube.com/watch?v
=fZzxb3rPCUY

Algoritmo de | Texto ‘O algoritmo de | Aritmética aula 8, 9 e 10

Euclides Euclides” https://www.youtube.com/watch?v

O Crivo de | Introducdo a  histéria da =Tazceel IF4k&list=PLrVGp617x0

Erat6stenes Matematica, paginas 196 a

198

hC8WkPHtM3I1joOiiyJs-hHh
Biografia Erat6stenes -
https://www.youtube.com/watch?v=ef7eQ
i-4mXs

Crivo de Eratstenes -
https://www.youtube.com/watch?v=9yMJ
eKGzN6l

Crivo de Erat6stenes -
https://www.youtube.com/watch?v

=zYCTdahdvig

Crivo de Eratéstenes — Ciéncias da
Computagéo -
https://www.youtube.com/watch?v=vJg3u
nBOJ7A

NUmeros primos

Livro Iniciag@o a Aritmética

Capitulo 2

- Teorema Representacdo dos naturais: Sistema
fundamental da Decimal, Critérios de Multiplicidade 2, 5 e
Aritmética 10, Critérios de Multiplicidade de 9 e 3,

NUmeros primos

NUmero de Aulas

20 horas aulas

O Quadro 1 traz um roteiro sobre 0s conceitos a serem desenvolvidos.
Este roteiro pode auxiliar no registro e descricdo mais detalhada das atividades
guando realizadas em sala de aula. Neste encontro inicial pode se tornar
relevante a observacdo de que muitos documentos de época podem ser
disponibilizados em arquivos publicos. Em relagéo as habilidades matematicas,

o0 Quadro 2 as sintetiza de acordo com o documento de referéncia.
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https://www.youtube.com/watch?v=usHh89ld0cU
https://www.youtube.com/watch?v=usHh89ld0cU
https://www.youtube.com/watch?v=epwoKNXjAUg&list=PLrVGp617x0hC8WkPHtM3IjoOiiyJs-hHh&index=2
https://www.youtube.com/watch?v=epwoKNXjAUg&list=PLrVGp617x0hC8WkPHtM3IjoOiiyJs-hHh&index=2
https://www.youtube.com/watch?v=epwoKNXjAUg&list=PLrVGp617x0hC8WkPHtM3IjoOiiyJs-hHh&index=2
https://www.youtube.com/watch?v=epwoKNXjAUg&list=PLrVGp617x0hC8WkPHtM3IjoOiiyJs-hHh&index=2
https://www.youtube.com/watch?v=fZzxb3rPCUY
https://www.youtube.com/watch?v=fZzxb3rPCUY
https://www.youtube.com/watch?v=TazceeLIF4k&list=PLrVGp617x0hC8WkPHtM3IjoOiiyJs-hHh
https://www.youtube.com/watch?v=TazceeLIF4k&list=PLrVGp617x0hC8WkPHtM3IjoOiiyJs-hHh
https://www.youtube.com/watch?v=TazceeLIF4k&list=PLrVGp617x0hC8WkPHtM3IjoOiiyJs-hHh
https://www.youtube.com/watch?v=zYCTdahdvig
https://www.youtube.com/watch?v=zYCTdahdvig

Quadro 2: Habilidades a serem desenvolvidas com o Encontro 1

Habilidades desenvolvidas conforme a BNCC

EFO6MAQ1) Comparar, ordenar, ler e escrever
ndmeros naturais e ndmeros racionais cuja
representacao decimal é finita, fazendo uso dareta
numérica.

(EFO6MAO02) Reconhecer o sistema de numeracéo
decimal, como o que prevaleceu no mundo
ocidental, e destacar semelhancas e diferencas
com outros sistemas, de modo a sistematizar suas
principais caracteristicas (base, valor posicional e
funcdo do zero), utlizando, inclusive, a
composicdo e decomposicdo de niUmeros naturais
e nUumeros racionais em sua representacdo
decimal.

(EFO6MAO03) Resolver e elaborar problemas que
envolvam calculos (mentais ou escritos, exatos ou
aproximados) com nimeros naturais, por meio de
estratégias variadas, com compreensao dos
processos heles envolvidos com e sem uso de
calculadora.

(EFO6MAO04) Construir algoritmo em linguagem
natural e representa-lo por fluxograma que indique
a resolucdo de um problema simples.
(EFOBMAOQ5) Classificar nUmeros naturais em
primos e compostos, estabelecer relagdes entre
numeros, expressas pelos termos “é multiplo de”,
“é divisor de”, “é fator de”, e estabelecer, por meio
de investigacdes, critérios de divisibilidade por 2,
3,4,5,6, 8,9, 10, 100 e 1000.

(EFO6MAO06) Resolver e elaborar problemas que
envolvam as ideias de multiplo e de divisor.

O estudo sobre Primalidade pode ser iniciado pelo conceito de

divisibilidade nos numeros inteiros. Um dos mais célebres protagonistas na

elaboracdo deste conceito foi Euclides (305 a.C. — 275 a.C.), que trouxe

contribuicdes impares para o desenvolvimento do pensamento matematico.

Considerado o pai da arte da prova, integrava o instituto de pesquisa

estabelecido pelo lider grego Ptolomeu | em Alexandria por volta de 300 a.C. La,

Euclides escreveu uma das obras mais influentes da Historia: Os Elementos.
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Figura 9 - Livro "Os Elementos"
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Fonte: https://sites.google.com/site/matematicainicio/home/os-elementos, acesso em
30 de maio de 2023.

O algoritmo da diviséo euclidiana (ou simplesmente, algoritmo euclidiano),

nos aponta que dados dois numeros inteiros, a e b, com b ndo nulo, existem
outros dois numeros inteiros (Unicos) g e r (com 0 < r < b) de modo que a = bq
+r. A partir da prova da existéncia e unicidade sobre g e r, algumas
nomenclaturas sado apresentadas. Assim, chamamos a de dividendo, b de
divisor, q de quociente e r de resto da divisdo euclidiana.
Quanto temos r = 0 dizemos que a é multiplo de b, ou de modo equivalente, que
b é um divisor de a e neste caso, dizemos também que a divisao é exata. Quanto
aplicado sucessivas vezes (método das divisbes sucessivas), o algoritmo
euclidiano nos indica o Maximo Divisor Comum entre dois niUmeros inteiros a e
b:

O algoritmo euclidiano, processo para se achar o maximo divisor
comum (M.D.C.) de dois nimeros inteiros, tem esse nome porque se
encontra no inicio do livro VIl dos Elementos de Euclides, embora o
processo em si sem duvida fosse conhecido muito tempo antes. Esse
algoritmo se encontra os fundamentos de véarios progressos da
matematica moderna. Enunciando em forma de regra, é o seguinte:
Divida o maior dos dois nimeros inteiros positivos pelo menor e entdo
faca a divisao do divisor pelo resto. Continue esse processo de dividir
0 Ultimo divisor pelo dltimo resto, até que a divisdo seja exata. O divisor
final € o M.D.C. procurado. (EVES, 2011).
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Segundo Eves (2011), a primeira traducdo de Os Elementos para o inglés

foi feita em 1570. A figura 11 apresenta a capa da referida obra.

Figura 10 - Primeira traduc&o para o inglés dos Elementos de Euclides,
Billingsley (1570)
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Fonte: Introdugéo a histéria da matematica (EVES HOWARD, 2011)

Com base no que expomos anteriormente, nesse Encontro 1 da
sequéncia didética, temos como principal objetivo que os alunos facam por
tentativa a aplicacdo do algoritmo euclidiano e posteriormente aplique ele na
resolucéo de problemas. Inicialmente o professor pode fazer o acolhimento dos
alunos e apds esta primeira abordagem podera instiga-los a relembrar os
conhecimentos antes aprendidos em relagdo a mudltiplos, divisores, minimo
multiplo comum, maximo divisor comum, ndmeros primos € compostos.

Apbs este momento de relembrar o contelddo o professor podera iniciar o
exemplo abaixo:

12 Etapa:

Daremos como exemplo primeiramente a divisdo de 578 por 5:
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28 |5

-975 115
3

Ao dividirmos 578 por 5 obtemos um quociente igual a 115 e um resto
igual a 3. Neste momento o aluno percebe que a divisdo ndo € exata, e
reconhece as denominagfes dos primeiros tépicos matematicos estudados em
divisdo no primeiro e segundo ciclos de aprendizagem, que consiste em nomear
os valores posicionais em dividendo, divisor, quociente e resto. Como a divisao
ndo é exata, podemos prosseguir aplicando o algoritmo novamente, agora

tomando como dividendo igual a 115 e divisor igual a 3, como segue:

115 | 3

-114 38
1

E assim sucessivamente,

36 |1
- 38 38
0

Podemos dizer também que ao aplicar o algoritmo sucessivas vezes
chegamos ao resto zero, sendo assim o Ultimo dividendo serda o méaximo divisor
comum entre 0os numeros dados. Estes numeros trabalhados acima, séo do
nosso cotidiano e sao conhecidos por nimeros naturais, mas de onde eles vém?

Conforme apresentado no livro de Abramo Hefez (2015), Introducdo a
Aritmética, os numeros naturais (nUmeros maiores que zero, que usamos
naturalmente para contar, 0, 1, 2, ...) foram representados ao longo da historia
de varias formas, uma delas se refere a representacdo decimal posicional,
sistema utilizado pelos babilénios h& cerca de 1700 anos antes de Cristo,
derivado do sistema sexagesimal (base 60), oriundo da China e na india,
representado por uma sequéncia que nos é familiar formada pelos 10
algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9; conhecido pelo sistema decimal (10

algarismos).
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22 Etapal®:
Dando continuidade o professor distribuira uma folha aos alunos com o
seguinte exemplo:
1) André e Maria combinaram que durante o més de outubro do ano de
2021, desenvolveriam algumas atividades juntos. Para lembrarem da

programacao, eles usaram um calendario:

Figura 11 — Calendéario

OUTUBRO - 2021
D S T Q Q
3 4 5 6 7
10 11 12 13 14 15 16
17 18 19 20 21 22 23
24 25 26 27 28 29 30
31

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Depois de André e Maria conversarem bastante, a divisdo da
programacao ficou da seguinte forma:
e Os quatro primeiros dias multiplos de 2 eles irdo ao parque.
e Nos dias multiplos de 9 irdo visitar a prima Alice.
e Nos dias divisores de 3 irdo na casa da bisavo.

e Nos 3 ultimos dias primos do més, irdo jogar video game juntos.

Apbés distribuir a folha para os alunos, o professor solicitard que
acompanhem sua leitura. Ao término deveréo resolver o exemplo, o professor
analisa neste momento se os alunos lembram do contetdo, deve também
incentivar a interacdo entre eles. Para instigar os alunos faca as seguintes
perguntas abaixo:

e Quais serdo os dias em que André e Maria irdo ao parque?

10 Adaptado da obra Teoria dos nimeros no Ensino Fundamental de Thalia Elias Calixto da Universidade
Federal de Cataldo — UFCAT, 2021.
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R: {2,4,6,8}
e Quais dias André e Maria visitardo sua prima Alice?
R: {9,18,27}
e Em quais dias iréo na casa da bisavo deles?
R: {1,3}
¢ Quais dias eles irdo jogar video game juntos?
R: {23,29,31}
Etapa 3:
Sistema posicional de niumeros.
ApoOs a acolhida dos alunos o professor pode apresentar a imagem Fig.
13 para mostrar aos alunos quéo antiga é a ideia de nimero e iniciar um debate

sobre a importancia dos numeros e que eles estdo em nosso cotidiano.

Figura 12 - Pintura da Serra da Capivara (PI), tracos ao lado dos animais
indicando quantidade.

Fonte: (BEZERRA, 2023, s.p.)

Apbés o debate e a identificagdo dos numeros em diversas situacoes e
lugares, os alunos podem relembrar conforme exposto abaixo o valor posicional
dos numeros.

Este sistema possui também valor posicional, sendo que o algarismo da extrema
direita tem peso 10° = 1, o seguinte nesta sequéncia 10 = 10, 10% = 100, ...,
10™. Assim, o nimero 1458, no sistema decimal é representado:
1x10% +4x10%2+5x 10 +8x10°.
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Zeros a esquerda sao irrelevantes conforme exemplo,
0231=0x103+2x102+3x10'+1=2x 10+ 3 x 10* + 1 = 231.
Os algarismos possuem uma ordem contada da direita para esquerda onde o 8
€ de primeira ordem, 5 € de segunda ordem, o 4 de terceira ordem e 0 1 de
quarta ordem. Cada trés ordens constituem uma classe, estas sado separadas
por pontos.
Apresente a figura 14 para os alunos, eles devem estar familiarizados com o

sentido de classe e ordem dos numeros.

Figura 13 - Tabela de ordens e classes.

Classe das unidades
simples

122 112 108 9e 82 72 62 52 42 32 22 12
ordem | ordem | ordem | ordem ordem ordem ordem ordem ordem ordem ordem | ordem

Classe dos bilhdes Classe dos milhdes Classe dos milhares

Centena | Dezena | Unidades| Centena Dezena Unidade Centena Dezena Unidades

e il e biliio | debilbao)| de mihdo | demithdo | demilnso: | demilhar || demilbar | devaifias || roonas | Dezenas | Unidades

Fonte: (OLIVEIRA, 2023, s.p.)

Uma vez relembrado o conceito de numeros, podemos iniciar a ideia de
multiplo, conhecendo-se as operac¢des basicas, soma, subtracdo, multiplicacéo,
divisdo, potenciacao e radiciacdo (conceitos adquiridos no 1° e 2° ciclos do
ensino fundamental), podemos fundamentar os multiplos de 2, 3, 5, 9 e 10. Mas
antes vamos solucionar algumas atividades sobre sistema posicional de
numeracgao, presente nos livros, Encontros de Aritmética, Dutenhefner/Cadar
(2017), pg. 11 a 17 e Introducédo a Aritmética, Hefez (2015), veja o video 11

antes.

1) (PIC, capitulo 1, problema 16) Retire 10 digitos do numero
1234512345123451234512345 de modo que o numero remanescente
seja 0 maior possivel. E para formar o menor numero, como

deveriamos proceder?

Solugdo: O maior numero é 553451234512345 e o0 menor numero &

111231234512345. Veja a solugdo no video 2. Os videos de 1 a 5 contém varias
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explicacbes sobre sistema decimal e as quatro operacdes, todos alunos devem

assistir e formular duvidas para serem sanadas em sala de aula.

Atencéao Professor: Note que o aluno, adquire a noc¢ao de classe e ordem,
e analisa que para adquirir 0 menor numero € necessario que 0s humeros mais
a esquerda deverdo possuir o menor valor possivel e para adquirir 0 maior
possivel o inverso, ou seja, 0 maior valor possivel. Que ao iniciar os cortes, 0
ideal seja 0 1 e que a eliminacdo dos algarismos deve ocorrer de forma
sequencial, obedecendo a possivel sequéncia de cortes, limitado a 10 cortes de
algarismos, faca junto com os alunos, apos a tentativa individual e comente as

possibilidades, tire davidas quanto ao processo.

2) (PIC, capitulo 1, problema 22/Introducédo a Aritmética, Hefez (2015)
problema 2.2.)

Fixe trés algarismos distintos e diferentes de zero. Forme 0s seis nUmeros com

dois algarismos distintos tomados entre os algarismos fixados. Mostre que a

soma destes numeros € igual a 22 vezes a soma dos trés algarismos fixados.

Solugao: Comecemos com um exemplo. Por exemplo, com os algarismos
1, 2 e 3 podemos formar os numeros 12, 13, 21, 23, 31 e 32. A soma destes
nameros € igual a 132, e a soma dos algarismos dados é igualal +2 + 3 = 6.
Observe que o resultado enunciado no exercicio é verdadeiro pois 22 x 6 = 132.
Agora vamos para o caso geral. Suponhamos que os algarismos escolhidos sé&o

a, b e c. Com estes algarismos formamos os seguintes nimeros de 2 algarismos:

ab=10a+b
ac=10a+c
ba=10b +a
bc=10b +c
ca=10c +a
cb=10c+Db
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Somando estes numeros, somando os lados esquerdos e os lados direitos
destas igualdades, obtemos:

ab+ac+ba+bc+ca+tcbh=22a+22b+22c=22(a+b+¢c)

Atencdo Professor: Note que o aluno para perceber as possibilidades,
mesmo sem querer trabalhou com permutacdes de a, b e ¢ (algarismos), isso
cria uma padronizacdo (lei e/ou férmula de construgcdo), gerando todas as
possibilidades e comprovando através de demonstracdo, porque o padrdo
apresentado ocorre. Independente dos algarismos diferentes de zero, escolhidos
pelos alunos de forma individual, o padréo se repete, comente em sala e veja se
os alunos constatam que é valido independente dos 3 algarismos escolhidos.
Comente com os alunos o porqué de, ao se casar os 3 algarismos escolhidos 2

a 2, existem apenas 6 possibilidades diferentes de combinacéao.

3) (PIC, capitulo 1, problema 26/Introducdo a Aritmética, Hefez (2015)
problema 2.5.)

Quantos algarismos sédo usados para humerar um livro de 300 paginas?

Solucéo:

Das péaginas de 1 até 9 sao utilizados 9 algarismos.

Das paginas de 10 até 99 existem 90 numeros com dois algarismos, totalizando
aqui 2 x 90 = 180 algarismos.

Para numerar as paginas de 100 a 300 sdo necessarios 201 nameros de trés
algarismos cada, totalizando 3 x 201 = 603 algarismos.

Portanto para numerar as 300 paginas do livro sédo necessarios 9 + 180 + 603 =

792 algarismos.

Atencao Professor: Note que os alunos fardo simulacdes com o préprio
livro de matematica, utilizando a ideia de buscar pela observacéo e a pratica o
resultado da questao, provavelmente indo a pagina 300 e contando o nimero de
algarismos utilizados. Note também que aparecera duvidas sobre qual a pagina
inicial do livro. Apresente o método de resolugdo acima e discuta as

possibilidades.
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3.1 Multiplos e Divisores

O professor apods a acolhida dos alunos, conversar sobre os conceitos de
multiplos, o que eles sabem sobre o0 que € um multiplo e logo apés apresentar a

situacéo abaixo.
Etapa 4: Relembrando sobre mdltiplos
Voltando ao conceito de multiplicidade de 2, 3, 5, 9 e 10, temos que

considerar como um conceito basico de multiplicacdo e divisdo, considere a

tabela abaixo feita com os multiplos do nimero 2, conforme Hefez (2015):

2x0=0 2x5=10=10+0
2x1=2 2x6=12=10+2
2x2=4 2x7=14=10+4
2x3=6 2x8=16=10+6
2x4=8 2x9=18=10+8

Podemos notar que todo nimero acima € um multiplo de 10 somando com
um dos nameros: 0, 2, 4, 6 ou 8. Dando continuidade a esta ideia, considere um
namero natural n par qualquer, onde n = 2m, com m pertencente aos naturais e
podendo escrever m na forma m’10 + m,, onde m, € o algarismo das unidades

de m, temos:

n=2(m10 + my) = 2m’10 + 2m,
Logo n é multiplo de 10 somado com um dos numeros 0, 2, 4, 6 ou 8.
Portanto o critério de multiplicidade de 2 segue o teorema:

“‘Um numero é multiplo de 2 se, e somente se, 0 seu algarismo das unidades &

par.” HEFEZ, Abramo, Iniciagdo a Aritmética, 2015, pg. 28.

Para o critério de multiplicidade para 5 e 10, temos a seguinte proposi¢ao

apresentada por Abramo Hefez (2015):
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“Um numero é multiplo de 5 se, e somente se, o seu algarismo das unidades for
0 ou 5. Um numero é mdltiplo de 10 se, e somente se, 0 seu algarismo das
unidades for 0.” HEFEZ, Abramo, Iniciagédo a Aritmética, 2015, pg. 28.

De fato, conforme Hefez (2015), se temos um numero natural escrito na
forma n = 10m + n, e n, € o algarismo das unidades de n, como 10m & multiplo
de 5 e de 10, temos que n é multiplo de 5 ou de 10, se e sO se, n, € multiplo de
5 ou de 10 respectivamente, mas isso somente ocorrera, se e so se, n, =0 ou
ny =5, para multiplo de 5 e n, = 0 para multiplo de 10.

Para ser multiplo de 3 e 9 para Hefez (2015) deveremos analisar 0s
seguintes fatos:
10-1=9=1x9
102 — 1=100-1=99=11x9
103 —1=1000-1=999=111x9

10" —-1=111...1 x9
nvezes

Como 9 é multiplo de 3, todos os multiplos de 9 também séo de 3, entdo
generalizando, todos os niumeros na forma 10™ — 1 sdo multiplos de 9 e 3.

Nos levando ao seguinte teorema:
“Um ndmero n = n, ...n;n, sdo multiplo de 9 ou de 3 se, e somente se, 0 nimero
n, + - +n, + ny, for multiplo de 9 ou de 3, respectivamente.” HEFEZ, Abramo,
Iniciacdo a Aritmética, 2015, pg. 30.

De fato, segundo Hefez (2015), dado um numero 257 985 921, somando
0s seus algarismos obtemos 2 +5+7+9+8+5+ 9+ 2+ 1 =48, repetindo o
procedimento temos 4 + 8 =12, como 12 é um mdltiplo de 3, mas ndo de 9, entéo
257 985 921 é multiplo de 3, mas nédo de 9.
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Figura 14 - Quipo, indigenas peruanos.

Um quipo de indigenas peruanos usado para recenseamento, mostrando nimneros
registrados por meio de nds em cordas. Nés maiores sao multiplos dos menores, ¢ a cor
da corda pode distinguir homens de mulheres (Colecao Musée de I'TIomme, Paris)

Fonte: Introducdo a historia da matematica, Eves Howard, 2011

A ideia de multiplo e divisor e de contagem j4 advém de tempos, acima
temos o Quipo Peruano, fig. 15, utilizando uma série de nés agrupados, por uma
série de cordas finas, diversas coisas podiam ser contadas, cada tipo de né, o
tamanho do no e a espessura da corda e a cor, significava coisas diferentes, e
davam informagGes e registros de que o império dependia.!
Ainda sobre a ideia de multiplos, utilizando Dutenhefner e Cadar (2017), e
fazendo uma atividade basica com o numero 3 multiplicando por qualquer
namero natural, obtemos seus multiplos,
M(3) = {3,6,9,12,15,18,21, ...} ; (Mdltiplos positivos de 3)

Com isso podemos generalizar, ou seja, dado um nimero natural a; o

conjunto de seus multiplos é,

M (a) ={a, 2a, 3a, 44, 5a, 6a, 7a, ...}

11 Retirado de https://www.youtube.com/watch?v=_xV0-jgBblO0.
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Podemos dizer com isso que dados dois niUmeros naturais a e b, dizemos
qgue b € um multiplo de a se existir um nimero natural n tal que b = an. De modo
analogo, b € mdultiplo de a quando o resto da divisdo de b por a for igual a zero.

Neste momento conceituamos e reforcamos nos alunos o conceito de
multiplo e divisor, introduzindo a palavra fator, ou seja, como exemplo podemos
dizer que 24 é multiplo de 3 e 3 é um fator de 24, que 24 € multiplo de 8 e 8 &
um fator de 24, onde fator nada mais € que sindnimo da palavra divisor,

aproveitando esta relagéo, na multiplicagéo 24 = 8 x 3, podemos dizer:

24 é divisivel por 3; 24 é divisivel por 8;
3 é divisor de 24; 8 é divisor de 24.

Agora peca aos alunos que assista a video aula “multiplos e divisores”
sobre as definicbes abordadas, que busquem a ligacdo de Euclides com os
multiplos de divisores e sua contribuicdo sobre maximo divisor comum e minimo
multiplo comum. Consolide o conhecimento com as atividades propostas abaixo,
retirada do livro Encontros de Aritmética, de Dutenhefner e Cadar (2017), pag.
47 a 50.

Etapa 5: Descobrindo mdltiplos?®?.

Apos revisar o que sao multiplos vamos falar mais um pouco sobre:

Multiplo de um nimero natural é o produto desse numero por um nimero natural
qualquer, ou seja, a tabuada dele. Veja a sequir:

M (2)={0, 2, 4, 6,8, 10, ...}

2.0

I
o~ N O

2.1
2.2
2.3

12 Adaptado da obra Teoria dos nimeros no Ensino Fundamental de Thalia Elias Calixto da Universidade
Federal de Cataldo — UFCAT, 2021.
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Atencédo professor: Resolva o proximo exemplo juntamente com os alunos,
fazendo pergunta a todos e assim auxiliando na compreensédo e fixacdo do

conteudo.

Quais sao os multiplos de 5?
M (5) ={0, 5, 10, 15, 20, 25, ...}

50=0
5.1=5
5.2=10
5.3=15
5.4=20
55=25

Atencdo professor. Faca a seguinte observacdo com os alunos; O
primeiro multiplo de um nimero sempre sera 0, e o segundo, ele mesmao.
E pergunte se:

Alguém sabe quando acaba os multiplos de 5?

Qual o ultimo numero multiplo de 57

Lembrando que nédo é possivel definir, pois os multiplos de um namero
séo infinitos.

Ao final aplique um questionario, para ser feito individualmente, com o
objetivo de realizar um diagndstico sobre a compreensédo dos alunos sobre o
tema abordado, faca um retrospecto na proxima aula, com as maiores

dificuldades.

Etapa 6: Aplicando o que aprendemos: ApOs o0s alunos estarem
familiarizados com mudltiplos, vamos aumentar um pouco o nivel das questdes,

utilizando o banco de questbes do PIC.

1) (Banco de Questdes 2006, nivel 1, lista 4, problema 1)

Daigualdade 9174532 x 13 = 119268916 pode-se concluir que um dos
numeros abaixo é divisivel por 13. Qual é este nimero?
(a) 119268903 (b) 119268907  (c) 119268911  (d) 119268913 (e)

119268923
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Solucdo: Como 119268916 é divisivel por 13, podemos concluir que 0s numeros
divisiveis por 13 sdo aqueles obtidos somando — se ou subtraindo — se multiplos
de 13 ao numero 119268916 — 13 = 119268903 € o Unico divisivel por 13.

Quando perguntamos se um dado numero b é divisivel por um namero a,
podemos pensar que estamos perguntando se o resto da divisdo de b por a é
igual a zero. Utilizando as propriedades aritméticas do resto de uma diviséo,
discutidas anteriormente, podemos concluir algumas propriedades interessantes
da divisibilidade. Por exemplo o numero b = 7.13 + 9 é divisivel por 7? Aqui este
namero b € a soma de um multiplo de 7, 7.13, que deixa resto zero quando
dividido por 7 com o numero 9, que nao é multiplo de 7, pois deixa resto 2 quando
dividido por 7. Dai o resto da divisédo de b =7.13 + 9 por 7 € igual a 2 e, portanto,
0 numero b néo é divisivel por 7.

Considerando somente nimeros inteiros positivos, um namero da forma

a.g +r € um multiplo de a somente quando r € um multiplo de a.

2) (PIC, capitulo 2, exercicio 27) Considerando somente numeros inteiros
positivos,

I O namero 7.38 + 5 é divisivel por 7?

. O numero 7.241 + 84 é um mdltiplo de 77?

iii. O numero 7.81 + 54 é divisivel por 7 e por 9?

iv. Existe um nimero a que torna o niumero 7a + 6 um multiplo de 7?

V. O namero 7a + 100 pode ser divisivel por 7?

Vi. Para quais condi¢des sobre b, o nimero 7a + b é um mudltiplo de
7?

vii.  Sabendo que o numero 7a + b é divisivel por 7, 0 que podemos

afirmar sobre o nimero b?

3) (OBMEP 2011 — N2Q3 - 22 fase) O multiplo irado de um numero
natural € o menor multiplo do ndamero formado apenas pelos
algarismos 0 e 1. Por exemplo, o multiplo irado de 2, bem como de 5,
€ 10, ja o multiplo irado de 3 € 111 e o de 110 é ele mesmo.

(a) Qual é o multiplo irado de 20?

(b) Qual é o multiplo irado de 97?
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(c) Qual é o multiplo irado de 457

(d) Qual é o menor numero natural cujo maltiplo irado é 110?

4) Extrapolando o exercicio anterior, tente resolver o seguinte desafio.
Mostre que todo numero natural possui um multiplo que se escreve
apenas com os algarismos zero e um.

Atencédo Professor: Para os alunos resolverem este desafio vocé vai

precisar utilizar varias propriedades apresentadas neste encontro. Peca aos
alunos que tentem resolver e comparem a sua solucdo com a que esta

apresentada no video 36 (https://www.youtube.com/watch?v=HSDOIYDmTIq).

5) (Exercicio 30, capitulo 2, Encontros de Aritmética) Sabendo-se que o
nimero 12.11.10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 + 14 é divisivel por 13, qual é o resto
da divisdo do numero 13.12.11.10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 por 169?

6) Se a e b sdo numeros naturais e 2a + b é divisivel por 13, entdo qual
dos seguintes numeros é um multiplo de 13?
(@91la+b
(b)92a +b
(c)93a+b
(d)94a+b
(e)95a+b
Na etapa 6 o professor acompanha os resultados e tem um diagnéstico
da aprendizagem e das condi¢des dos alunos de interpretacao e construcao de
situacdes de resolucdo de problemas envolvendo multiplos e divisores.

3.2 Critérios de Divisibilidade
Etapa 7: Nesta etapa, uma vez conhecendo divisibilidade, vamos discutir
com os alunos os critérios que envolvem esta operacdo matematica. Apds a

acolhida dos alunos, vamos debater as informacdes abaixo sobre o tema
divisibilidade.
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https://www.youtube.com/watch?v=HSD0IYDmTlg

Para iniciarmos a ideia de critérios de divisibilidade, deveremos nos lembrar do
conceito de numero primo e de fatoracdo. Segundo Peruzzo (2012), os nUmeros
primos sé&o conhecidos pela humanidade a muito tempo, constatado por um 0Sso
que data do ano 6500 a.C., nele estdo inscritas trés colunas com 0s numeros
primos (11, 13, 17 e 19), ha indicios também no antigo Egito e na civilizacao
Grega. No livro Elementos, de Euclides, 300 a.C., hd importantes teoremas sobre
ndmeros primos, nos quais incluem-se a demonstracdo da infinitude dos

nameros primos e o teorema fundamental da aritmética.

Figura 15 - Infinitude dos numeros primos (Proposicao 20, Os Elementos)

A—
B— G

Fonte: FILHO, 2020.

Os nameros primos sao infinitos, (Euclides, 300 a.C., Elementos), em sua
definicdo diz que um numero natural é primo se possui exatamente dois divisores
naturais distintos, caso contrario este nimero natural sera composto, este
namero pode ser maior que 1 pois 0 numero natural 1 ndo é primo e nem
composto. Para demonstrar que 0s numeros primos sao infinitos, Euclides
utilizou em seu livro IX dos Elementos, uma demonstracédo por absurdo, onde

ele considera que os nimeros primos sejam finitos, conforme abaixo:

Seja P o0 maior nimero primo. Assim, temos que Primos = {2,3,5,7,11, ..., P}
SejaQ=2x3x5x7x..xP+1>P.
Entdo temos que:

o02ndodivide Q=2x3x5x7x..xP+1, pois2divide {2x3x5x7x...x P};
o3ndodivideQ=2x3x5x7x..xP+1, pois3diide {2x3x5x7x...xP};
o5ndodivide Q=2x3x5x7x..xP+1,pois5divide {2x3x5x7x... x P};
o7naodivide Q=2x3x5x7x..xP+1,pois 7 divide 2x3x5x7x... x P}
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oPnédodivide Q=2x3x5x7x..xP+1, poisPdivide 2x3x5x7x...xP}

Como P nao divide Q, e 1 divide 0 Q e o Q divide a si mesmo, entdo Q é
primo. (Absurdo!). Logo ndo podemos supor que o conjunto dos nimeros primos
e finito, portanto, ele é infinito. Mostre aos alunos o slide abaixo e tente interpretar
a proposicao 20 do livro os Elementos (Use o Google Tradutor para compreender
melhor o texto)

Figura 16 - Demonstracdo Original de Euclides, Proposicao 20 do Livro IX de
"Os Elementos".

let it be DE;

e unit DF:

A, B, C, G have been found which are

Fonte: (FILHO, 2020).

Com isso, pela proposicdo 20 do livro IX dos Elementos de Euclides,
podemos dizer que os numeros primos sdo infinitos, listando os primeiros
nameros primos temos:
2,3,5,7,11,13, 17,19, 23, 29, 31, ...

Pela propria definicdo apresentada podemos dizer que um namero que

nao € primo, possui mais que dois divisores, portanto ele € composto, conforme
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apresentado no livro Encontros de Aritmética, Dutenhefner e Cadar (2017), e
exemplifica que o 12 ndo é primo, pois ele possui mais que 2 divisores, sendo
eles D(12) ={1,2,3,4,6,12}, ou seja, um namero composto é um produto de dois
nameros diferentes de 1. Ainda conforme Dutenhefner e Cadar (2017), podemos
ver que 6 = 2.3 e 12 = 2.6, entdo podemos escrever 12 = 2.2.3, ou seja, como
um produto de numeros primos, que nao podera ser escrito como um produto de
nameros menores. Entdo 12 = 2.2.3 esté fatorado como um produto de nimeros
primos e isto pode ser generalizado para qualquer nimero natural, que nos leva
a propriedade chamada de Teorema Fundamental da Aritmética: todo nimero
natural maior que 1 pode ser escrito como um produto de numeros primos,
Euclides (séc. Ill a.C.).
Vamos relembrar nimeros primos e nimeros compostos?

130 professor iniciard com a acolhida dos alunos e em seguida ird organizar cada
aluno em seu respectivo lugar. Em sequéncia, apresentara os seguintes slides
(figura 18), dando continuidade a aula passada, com o tema de niumeros primos
e compostos que seré feita a leitura e explicagéo.

Figura 17 - Slide nUmeros primos e nimeros compostos

Nuameros primos e
compostos

O que sfio niimeros primos?

Os nimeros primos sdo aqueles que apresentam apenas dois divisores: um e o proprio
namero. Eles fazem parte do conjunto dos niimeros naturais.

Por exemplo, 2 ¢ um niimero primo, pois s6 ¢ divisivel por 1 e ele mesmo.

Fonte: (GALDINO, FREITAS e MACEDO, 2021, pg. 50).

13 Adaptado da obra Teoria dos nimeros no Ensino Fundamental de Thalia Elias Calixto da Universidade
Federal de Cataldo — UFCAT, 2021, ver slides disponivel na obra.
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Quando um numero apresenta mais de dois divisores eles sdo chamados
de numeros compostos e podem ser escritos como um produto de nameros
primos. Por exemplo, 6 ndo € um namero primo, € um numero composto, ja que
tem mais de dois divisores (1, 2 e 3) e é escrito como produto de dois niUmeros
primos 2 x 3 = 6. Algumas consideracdes sobre os nimeros primos:

O namero 1 ndo € um numero primo, pois so é divisivel por ele mesmo;
O numero 2 € o menor numero primo e o Unico que é par;

O numero 5 é o Unico numero primo terminado em 5;

Os demais numeros primos sédo impares e terminam com os algarismos 1, 3, 7
e9.

Atencdo professor: Faca um retrospecto afirmando que o nimero primo possui
somente dois divisores naturais: 0 1 e ele mesmo. Ja o nimero composto possui
mais de dois divisores naturais, deixe isso claro com o exemplo a seguir:

D(4): {1,2,4} D(3): {1,3}

D(8): {1,2,4,8} D(7): {1,7}

D(12): {1,2,4,8,12} D(11): {1,11}

Veja que na primeira coluna ha mais de dois divisores em todos, no
entanto, 4, 8 e 12 sdo numeros compostos. Ja na segunda coluna, temos como
divisores somente 1 e ele mesmo, entdo, 3, 7 e 11 sdo niumeros primos.

Como saber se um numero € primo? Uma das maneiras de se localizar um
namero primo € utilizando o Crivo de Eratostenes. Crivo de Eratostenes € um
método para determinar todos 0s nimeros primos menores ou iguais a um certo
namero. A palavra "crivo" refere-se a um utensilio que serve para separar
diferentes componentes de uma mistura, retendo as substancias maiores e
deixando passar as substancias de dimensdes mais reduzidas. Usando o Crivo
de EratOstenes iremos separar 0s humeros primos dos numeros nao primos (ou

seja, do numero 1 e dos numeros compostos). (ATRACTOR, 2019).

Etapa 8: Professor neste momento levaremos os alunos a desenvolverem
fatoracdo, identificar numeros primos e numeros compostos, conforme
apresentado acima, consolidando a ideia do Teorema Fundamental da

Aritmética e a familiaridade com os numeros primos. Resolvendo atividades
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referentes ao livro Encontros de Aritmética, Dutenhefner e Cadar (2017), e

Introducéo a Aritmética, Hefez (2015).

(Exercicio 32, Encontros de Aritmética, Dutenhefner e Cadar) Escreva o

namero 1820 como um produto de nimeros primos.

Solugéo: Podemos fazer isto escrevendo o nimero 1820 ao lado de uma
barra vertical. Do lado direito desta barra vamos escrevendo os divisores primos
de 1820 e do lado esquerdo vamos escrevendo os resultados das divisbes

sucessivas por estes fatores primos, como esta indicado a seguir:

1820 | 2
910 | 2
455 | 5
91 |7
13 |13
1|

Multiplicando os numeros do lado direito da barra vertical obtemos a
fatoracdo de 1820 como um produto de nimeros primos: 1820 =22 .5.7 .13
(Problema 2.12, Introducao a Aritmética, Hefez (2015), pagina 31) Diga quais
dos seguintes niUmeros sao primos e quais Sao compostos:

9,10,11, 12,13, 15,17, 21, 23, 47, 49.

Os numeros primos sao infinitos? Euclides exibiu todos os numeros
primos? Seria isto possivel?

O matematico francés Pierre de Fermat (1601-1655) afirmava que o
namero 4.294.967.297 é primo, porém o0 matematico suico Leonhard Euler
(1707-1783) afirmava que ele é composto. Qual deles estava com a razao?

Pesquise e avalie a sua resposta.

(Exercicio 33, Encontros de Aritmética, Dutenhefner e Cadar) Dé a

fatoracdo em numeros primos de 378, 638 e 1800.
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Peca aos alunos que assista o0 video 10 do canal Picobmep do Youtube e
aprenda mais sobre o conceito de numero primo, Teorema Fundamental da

Aritmética e Crivo de Eratéstenes (proximo encontro).

3.3 O Crivo de Eratostenes

Etapa 9: ApOs assistir o video 10 do canal Picobmep, tarefa da aula
passada, o professor dara introducéo a ideia do Crivo de Eratostenes iniciando
com o texto abaixo:

Para determinar se um numero € primo ou ndo, procuramos se ele
obedece ao critério de ter apenas 2 divisores (1 e o préprio numero), porém em
um intervalo de nimeros, como saber quais sao primos e quais Sdo compostos?
Existe um método sistematico para determinar quantos primos existem em um
intervalo? Segundo Jucimar Peruzzo (2012), o método mais antigo para
determinar se um nimero é primo ou nao foi desenvolvido por Erastostenes (276
a.C. a 194 a. C.), e foi chamado de crivo (peneira) de Eratdstenes. Eratdstenes,
nasceu entre 276 e 273 a.C. em Cirene, Alexandria, foi matematico, poeta, atleta,
geografo, astrbnomo, gramatico e Bibliotecario na Grécia Antiga, tornou-se
bibliotecario aos 40 anos de idade, convidado por Ptolomeu Il do Egito e tornou-
se chefe da Universidade local. Conforme Howard Eves (2011) por Hygino H.
Domingues, Eratéstenes era atleta campedo em 5 modalidades e por isso era
conhecido na Universidade de Alexandria como Pentathlus (campeéo em cinco
esportes atléticos).

Eratostenes tornou-se célebre em aritmética por seu crivo, segundo
Howard Eves por Hygino H. Domingues (2011), usado para achar todos os
nameros primos menores que um numero n dado. A sistematica consiste em
colocar os nimeros menores que n em ordem, ainda segundo Howard Eves, por
Hygino H. Domingues (2011), eliminam-se todos 0os numeros compostos da
sequéncia riscando-se, multiplos de 2, 3 (exclusive) e seus multiplos, 5
(exclusive) e seus multiplos, ao final todos os nimeros néo riscados juntamente
com o 2, formam a lista dos primos menores que n. Utilizando uma ideia mais

analitica, para Abramo Hefez (2015), segue 0 método a seguir:
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“Se um numero natural a > 1 € composto, entédo ele € multiplo de algum numero
primo p tal que p? < a. Equivalentemente, é primo todo nimero a que nao é
mltiplo de nenhum ndmero primo p tal que p? <a.”

Entdo o método consiste, segundo Abramo Hefez (2015), em escrever 0s
nameros de 2 até n em uma tabela e para obter os nimeros primos desta ordem
n, o primeiro numero desta o sequéncia € 0 2 que € primo e ndo € multiplo de
nenhum numero anterior, risca-se todos os multiplos de 2, apés o0 2 temos 0 3
gue também é primo, pois ndo é multiplo de nenhum namero anterior diferente
de 1, risca-se todos os multiplos de 3, assim procede-se com 0 5, 7,..., primo, ...,
n, ao término desse procedimento, os nimeros nao riscados sdo todos primos

menores ou iguais a n.

Figura 18 - Eratostenes de Cirene

Fonte: (RAMOS, 2020).

Professor, agora vamos apresentar o Crivo de Eratdéstenes para os
alunos:

Construcéo do Crivo de Eratostenes:
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e Crie uma tabela e escreva os numeros de um intervalo, por

exemplo de 1 a 100.

e O numero 1 pode ser eliminado, pois ele ndo € um numero

primo.

e Marque todos 0s numeros primos menores que 10 (2, 3,5e 7)

com cores diferentes.

e Elimine os multiplos desses numeros marcando-os com as

respectivas cores.

e Os numeros restantes na tabela, que ndo foram marcados, séo

0S numeros primos.

Figura 19 - Crivo de Eratdstenes de 1 a 100
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Pela tabela podemos perceber que existem 25 niimeros primos entre | e 100. Sdo eles:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47, 53,59, 61,67, 71,73, 79, 83,89 ¢ 97.

Fonte: (GALDINO, FREITAS e MACEDO, 2021)

Abaixo temos mais um exemplo de aplicacdo do crivo de Eratdstenes

agora nos numeros em um intervalo até 250.
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Figura 20 - O CRIVO DE ERATOSTENES DE 1 a 250

ORON 5 5 p o () p
(3 w1 ¥ ¥8 0 71 op (3 u
33 #M 5 36

5
Mmoo e @D s
g6 571 g8 G9 go
g g0 70 G0 7
g0 g1 g2 (3 M
92 93 94 95 96
ws 106 (o7 108

W6 AT M8 19 }20

(B7) 38 @0 40

49 g0 @ 2 Gz M
(6D 2 @3 g1 @5 @6
@ 7 7 7 7 W

%5 §6 g7 w5 (39) 90
0 g8 g9 00 (o) 102
@ wo mi1 n2 QU3 wna
21122 123 124 125 126
w3 B4 w5 Be (139
ws w6 47T s (9 150
@ 158 159 160 161 w2
wo o w1 w2 (1)
(8) 182 183 184 185 186
(9) w1 w5 W6 (9 18
205 206 207 208 209 210
NT WS M9 20 221 202
G20 20 231 12 G33 4
Ga) 212 243 204 M5 M6

®
an

25 26 27 28 @ 30
(a
53,

)3 OO0

6= 86
5

&)
‘el
5
@x
®

M0 A1 142 143 Jad
153 154 155 156
W5 166 168
6 WVIT 178 180
189 190 192
200 201 202 204
N2 N3 N4 N6
224 225 226 228
86 BT W8 240
A8 A9 250

N
Y

9% 308
2388
998

N\
/
¥

1 6

OLE

B
5

Fonte: Iniciagdo a Aritmética, Hefez, 2015, pg. 35.

Os numeros primos, como dito anteriormente, sdo infinitos e para Jucimar
Peruzzo (2012) desafiam ha muito tempo a imaginacdo do ser humano, por
exemplo, no que diz respeito a sua distribuicdo, ao reconhecimento e a geracéo
de primos. A sequéncia dos numeros primos ndo apresenta qualquer
regularidade, apresentando-se algumas vezes mais préximos uns dos outros e
em outras vezes mais afastados, podemos observar isso na tabela abaixo, com

0 conjunto dos numeros primos até 1000.

Figura 21 - Numeros primos de 1 até 1000.

2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,
39, 61,67,71,73,79, 83, 89,97, 101, 103, 107, 109,
113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173,
179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233,
239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293,
307, 311, 313, 317, 331, 337, 347, 349, 353, 359, 367,
373, 379, 383, 389, 397, 401, 409, 419, 421, 431, 433,
439, 443, 449, 457, 461, 463, 467, 479, 487, 491, 499,
503, 509, 521, 523, 541, 547, 557, 563, 569, 571, 577,
587, 593, 599, 601, 607, 613, 617, 619, 631, 641, 643,
647, 653, 659, 661, 673, 677, 683, 691, 701, 709, 719,
727,733,739, 743, 751, 757, 761, 769, 773, 787, 797,
809, 811, 821, 823, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863,
877, 881, 883, 887, 907, 911, 919, 929, 937, 941, 947,
953, 967, 971, 977, 983, 991 e 997

Fonte: ( PERUZZO, 2012, pg. 7).
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Justamente por esta caracteristica aparente de ndo possuir qualquer

ordem na distribuicdo e sucessdo, causa tormento e ao mesmo tempo fascinio

nos matematicos de todo mundo. Com isso fica a seguinte pergunta por Peruzzo

(2012), se os primos sdo os blocos constituintes dos numeros inteiros e base de

nossa compreensao do universo, por que nao existe uma férmula matematica?

Atencéo Professor: Com esta pergunta intrigante, vamos levar os alunos

a pesquisar outras particularidades e curiosidades sobre os nimeros primos e

resolver 0os seguintes exercicios abaixo, envolvendo crivo de Eratostenes.

(Lista extra, O crivo de Eratéstenes, retirado de COLEGIO PEDRO I,

acesso 10/03/2023, as 07:58) O crivo de Eratéstenes:

Instrucoes:

a) Risque o numero 1 (1 ndo é primo e nem composto);

b) Circule o nimero 2 e risque todos os outros multiplos de 2;

c) Circule o préximo numero néao riscado e risque todos os outros multiplos

deste nUmero;

d) Repita o terceiro passo;

e) Quando circular um nimero maior do que 12 o processo terminou. Todos

0S numeros que nédo foram riscados s&o primos.

f)
1 2 3 4 5 |6 |7 [8 |9 |10
11 |12 |13 |14 (15 |16 |17 [18 [19 |20
21 |22 |23 [24 |25 |26 |27 [28 |29 |30
31 |32 |33 |34 [35 |36 |37 [38 |39 |40
41 |42 |43 |44 (45 |46 |47 [458 |49 | &D
b1 |62 |63 |54 |55 |66 |67 [58 |59 |60
61 |62 |63 [64 |65 |66 |67 (68 |69 |70
71 |72 |73 |74 |75 |76 |77 [V8 |79 |80
81 |82 |83 |64 (85 |86 |87 [B8 |89 |50
91 |92 |93 |94 [95 |96 |97 |93 [99 |100
101 102 103 | 104 [ 105 | 106 | 107 | 105 | 109 | 110
T M2 M3 M4 [ M5 |16 17| 15| 119] 120
12111221123 [ 124 [ 1251126 1 127 [ 126 | 129 ] 130

a) Quantos séao

abaixo:

0S numeros primos entre 1 e 1307 Liste esses numeros
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b) Qual é o unico numero primo par?

c) Quantos numeros primos comecam por 9?

d) Qual coluna possui a maior quantidade de niUmeros primos?

e) Quantas colunas possuem somente um numero primo?

f) Quantos numeros primos comeg¢am por 8?

g) Quantas linhas possuem exatamente quatro nUmeros primos?

h) Quantas colunas possuem exatamente cinco nimeros primos?

i) Qual linha possui menor quantidade de primos?

j) Dé dois exemplos de niumeros menores do que 130 que sejam divisiveis
por 2, 3 e 5 simultaneamente:

k) Dé dois exemplos de nimeros menores do que 130 que sejam divisiveis
por 5 e 10 simultaneamente:

[) Dé dois exemplos de niumeros menores do que 130 que sejam divisiveis

por 3, 5 e 9 simultaneamente:

Partindo desta premissa, vamos procurar primos gémeos, mas 0 que sao
primos gémeos?
Dois numeros primos sdo chamados de Numeros Primos Gémeos, quando
existe uma diferenca de 2 unidades entre eles, (p, p + 2).

Exemplo: 3 e 5, ou seja, 3 € primo, 5 é primo e a diferenca entre eles é de
duas unidades, sabendo disso e conhecendo os primos de 1 a 100, encontre 0s
primos gémeos entre os 100 primeiros naturais.

Solucéo: Os alunos pelo Crivo de Eratéstenes, ja conhecem os primos nos 100
primeiros naturais: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,
61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. Entdo eles devem procurar por tentativa primos
gue tem a diferenca entre eles de apenas 2 unidades; sdo eles:
3eb5;5e7;11e13;17e19;29e31;41e43;71e73.

2.4 Encontro 2: Numeros Primos na Europa: Os estudos de Fermat,

Mersenne e Euler nos séculos XVIl e XVIII.

Veremos neste encontro, um pouco sobre equacdes e resultados,
baseado no que Fermat, Mersenne e Euler propdem entre o século XVII-XVIII
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Quadro 3: Assuntos e materiais sugeridos para o Encontro 2.

Assuntos Materiais Videos Youtube (para o Professor Fundamentar sua aula)
Relacionados

Equacdes | Introdugdo a | Fermat- Numeros Primos (em espanhol)

e Aritmética; https://www.youtube.com/watch?v=PXIPZm_LKns

Resultados | Introducdo a | Numeros de Fermat e Mersenne
Historiada | hitps://www.youtube.com/watch?v=tiTBCepQXW8
Matematica,; Pequeno Teorema de Fermat

https://www.youtube.com/watch?v=axXAMQ8ASEhI

Quadro 4: Habilidades a serem desenvolvidas com o encontro 2.

Habilidades
BNCC
trabalhadas

(EFO6MAQ1) Comparar, ordenar, ler e escrever nimeros naturais e
ndmeros racionais cuja representagdo decimal é finita, fazendo uso da

reta numeérica.

(EFO6MAO02) Reconhecer o sistema de numeracédo decimal, como o que
prevaleceu no mundo ocidental, e destacar semelhancas e diferencgas
com outros sistemas, de modo a sistematizar suas principais
caracteristicas (base, valor posicional e funcéo do zero), utilizando,
inclusive, a composicdo e decomposi¢do de nimeros naturais e
nameros racionais em sua representagédo decimal.

(EFO6MAO03) Resolver e elaborar problemas que envolvam calculos
(mentais ou escritos, exatos ou aproximados) com nimeros naturais, por
meio de estratégias variadas, com compreensdo dos processos heles
envolvidos com e sem uso de calculadora.

(EFO6MAO04) Construir algoritmo em linguagem natural e representa-lo
por fluxograma que indique a resolucdo de um problema simples.
(EFOBMAO05) Classificar nUmeros naturais em primos e compostos,
estabelecer relagdes entre numeros, expressas pelos termos “é multiplo
de”, “é divisor de”, “é fator de”, e estabelecer, por meio de investigacdes,
critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000.
(EFO6MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de
multiplo e de divisor.

(EFO8MAO02) Resolver e elaborar problemas usando a relagéo entre
potenciacgéo e radiciacdo, para representar uma raiz como poténcia de
expoente fracionario.

(EFOBMAOQ6) : Resolver e elaborar problemas que envolvam calculo do
valor numérico de expressdes algébricas, utilizando as propriedades das
operagoes.

NuUmero de Aulas | 10 horas aulas

3.4 Os estudos de Fermat, Mersenne e Euler

Etapa 10: Professor neste encontro vamos introduzir os nameros de
Fermat e algumas de suas propriedades. No primeiro momento estardo

organizados individualmente e apds esta etapa, no momento das atividades
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sobre nimeros de Fermat formar&o duplas, primeiramente vamos relembrar e
ver 0 que os alunos sabem sobre o tema.

Conforme Du Sautoy (2007), matematicos tentaram encontrar formulas
que, mesmo sem gerar todos 0s numeros primos, produzissem ao menos uma
lista de primos, alguns tiveram diferentes graus de éxito, Fermat acreditava haver
encontrado uma.

Em 1640 Pierre de Fermat estabeleceu a formula,

E,=2%"+1,comn=0,1,23, ..

E Segundo Peruzzo (2012) Fermat acreditou que todos 0s numeros por
ela gerada eram primos. Fermat consegue provar para 0S quatro primeiros
nameros, porém ndo possui subsidios para provar o quinto, muitos anos mais
tarde Euler prova que sua suposicdo era falsa, pois o quinto numero era
composto.

Fs = 2%° + 1= 4.294.967.297 = 641 X 6.700.417

Ainda ndo se sabe se existem outros numeros de Fermat, além dos 4
apresentados.

Euclides de Alexandria estabeleceu que onde p € um numero primo,
sabendo disso escreva abaixo utilizando os primos p ={2, 3, 5, 7 e 11} e veja se
Euclides estava correto:

e (Neste momento leve o aluno a fazer a substituicdo em p e analisar
gue o primo 11 ndo estabelece um nimero primo)

e Esta atividade pode ser feita em dupla.

2P — 1, com p valendo p ={2, 3,5, 7 e 11}

22 —-1=__ (o aluno chega ao numero 3 e afirma “é primo”)
23 —-1=__, (o aluno chega ao numero 7 e afirma “é primo)
25 —-1=__, (o aluno chega ao nimero 31 e afirma “é primo” e comeca a

ter a mesma concepcao de que sera valido para todos os p (primos), porém o
professor insiste na continuidade, até o p = 11)
e A partir desta parte, diga para que o aluno use o Crivo de

Eratéstenes.
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27 —1=___, (o aluno chega ao nimero 127, mas utilizando o Crivo de
Erastostenes, que 127 “é primo”, e continua a desconfiar que isso esta férmula
gera um padrao)

e Neste momento comeca a ficar muito extenso e o uso da
calculadora se faz necessario.

211-1=__  (oalunodevera utilizar uma calculadora e chegara ao valor
2047, tera duvida se é primo ou nao, e por tentativas ou pesquisa vé que se trata
de um numero composto, ou seja, 2047 = 23 x 89, logo a formula é limitada,
confirmando o fator historico do inicio do Encontro por Du Sautoy (2007).)

e Nos momentos finais faca a correcdo e verifigue os resultados

corretos e os erros cometidos pelos alunos.
e Agora levaremos os alunos a conhecerem os primos de Mersenne
e verificar o método de LUCAS-LEHMER.

Dando continuidade ao fator histérico, em 1640, Marin Mersenne (1588-1648),
em cartas trocadas com René Descartes (1596-1650) e Pierre de Fermat (1601-
1665), estabelece a seguinte conjectura, discutindo nimeros primos, achou que
0s numeros 2P — 1, quando p ={2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 e 257}, achou
gue a resposta seriam primos, e ficaram conhecidos como primos de Mersenne,
porém séculos depois descobriu-se que para 67 e 127 ndo temos numeros
primos e que abaixo de 257, para 61, 89 e 107, temos primos de Mersenne.
MEuler (1707-1783), estudando numeros primos da forma 2P — 1, chegou a
My, = 231 — 1 = 2.147.483.647 é um nimero primo, detalhe, € um ndmero
enorme e Euler ndo possuia nenhum recurso tecnoldgico, apenas por tentativa,
contas feitas a méao.
15Em 1856 aparece o método de LUCAS-LEHMER, desenvolvido por Edouard
Lucas (1842-1891) e Derrick Henry Lehmer (1905-1991), que diz se um ndmero
de Mersenne é ou nédo primo, utilizando a férmula S,., = S? — 2, vamos a partir
daqui levar o aluno a desenvolver substituicbes para ver o que temos como
resposta :
Sy =4

14 Retirado do canal do Youtube Toda a Matematica, Primos de Mersenne.
15 Retirado do canal do Youtube Toda a Matematica, Primos de Mersenne.
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S, =42 -2=14

S, =142 -2 =194
Sy = 1942 — 2 =37634 ...
Sps1= Sh—2,

Logo o método seria assim, M,, = 2P — 1, vamos verificar se € primo e se
Sp—> € multiplo de M,,: (Auxilie os alunos a desenvolver a prova abaixo.)
M,=2P-1
Sp—2=_____ =(é mdltiplo de M, ?)
My=23-1=7
S;_, = 5;= 14 (conforme calculado anteriormente) = 7 x 2, entdo S; € multiplo de
M;, logo M3 é um namero primo.
Mg=2°-1=31
Se_, = S3= 37634 (conforme calculado anteriormente) = 31 x 1214, entdo S; €
multiplo de Mg, logo Mz € um ndmero primo.
e Apds os alunos fazerem as verificagbes acima, os célculos
comecam a ficar um tanto complicados, por isso apresente a eles
a proposta abaixo:
Porém este célculo vai ficando cada vez maior, e torna-se necessario o uso de
tecnologias, como os numeros de Mersenne sdo extremamente grandes, com
milhdes de digitos, entdo sera necessario o uso do computador.
e (Neste momento leve o aluno a pesquisar 0 site

http://www.mersenne.org, que tem como premissa calcular novos

nameros de Mersenne, através da disponibilizacdo do seu
computador, que ficara por um tempo calculando novos numeros,
atualmente estamos no nimero 282529933 _ 1 os (ltimos nlimeros
descobertos sairam deste projeto, comente a relevancia deste

projeto).

Etapa 11: Professor nesta etapa levaremos o0s alunos a
compreenderem e aprofundar o conceito de primos utilizando nove
teoremas de Fermat, onde utilizaremos 4 em nossos exercicios. Deixe

gue os alunos facam um reconhecimento de cada teorema e discutam
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entre duplas, depois disso auxilie nas partes em que tiverem mais

davidas.

Para Eves (2011, p. 391) Fermat elenca uma lista de nove teoremas que fazem

parte da teoria dos numeros, conforme abaixo:

1.

Se p é primo e a é primo com p, entdo a?~! — 1 é divisivel por p. Por
exemplosep=5ea=2,entdo a? ! -1=15=(5) (3). Esse teorema é
conhecido como o pequeno teorema de Fermat;

Todo primo impar pode ser expresso como a diferenca de dois quadrados

, . p+1 2 p—1 2
de uma, e uma sO, maneira. p = (T) - (T) ;

Um primo da forma 4n + 1 pode ser representado como a soma de dois
quadrados. Por exemplo, 5=4+1,13=9+4,17=16+1,29=25+4.
O primeiro enunciado desse teorema é de Fermat e figura em uma carta
de Mersenne, datada de 25 de dezembro de 1640. A primeira
demonstragcdo publicada desse resultado, incluindo a unicidade de
representacédo, € de Euler e data de 1754.

Um numero primo de forma 4n + 1 é apenas uma vez a hipotenusa de um
triangulo de lados inteiros; seu quadrado é duas vezes; seu cubo é trés
vezes; e assim por diante.

Todo inteiro ndo negativo pode ser representado como soma de no
maximo quatro quadrados. Esse dificil teorema foi demonstrado por
Lagrange em 1770.

A é&rea de um triangulo retdngulo de lados inteiros ndo pode ser um
quadrado perfeito inteiro. Esse resultado também foi estabelecido por
Lagrange posteriormente.

Ha& uma Unica solucdo inteira de x? + 2 = y3 e apenas duas de x? + 4 =
y3. Esse problema foi lancado como um desafio aos matematicos
ingleses. A solucéo da primeira equacao é x =5, y = 3 e as solucbes da
segundasdox=2,y=2ex=11,y=5.

N&o existem inteiros positivos X, y, z tais que x* + y* = z2.

N&o existem inteiros positivos X, y, z, n, onde n > 2, de modo que x" +

y™ = z™, conjectura do ultimo teorema de Fermat. (Eves, 2011, p.391)
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Agora que os alunos conhecem a parte histéria descrita acima, vamos
desenvolver alguns exercicios dos topicos 1, 2, 3 e 4, conhecido como

Pequeno Teorema de Fermat:

1) Exercicio (PIC - Aula 55,
https://www.youtube.com/watch?v=m_69JCcCkCs) Calcule o resto da
diviséo de:

a. 22%7 por 7

b. 323456 por 13
Solucéo:
Temos que 7 é primo e nao divide 2, portanto utilizaremos 0 pequeno teorema
de Fermat (teorema 1).
N = 2257 (mod 7), como 257 = 6x42+5, temos:
N = 26%42%5 (mod 7)
N = 26¥42 x 25(mod 7) (temos 2P~! (mod p)) e isso é congruente a 1 mod 7.
N = 1%2 x 2°5(mod 7)
N = 23(mod 7)
N = 32 (mod 7), Portanto N = 4 (mod 7), entdo o resto ¢é 4.

Temos que 13 € primo e nédo divide 3, portanto utilizaremos o pequeno teorema
de Fermat.

N = 323456 (mod 13), como 23456 = 12x1954 + 8, temos:

N = 312x1954+8 (mqod 13)

N = 312x1954 x 38(mod 13) (temos 3P~ (mod p)) e isso é congruente a 1 mod 13.
N = 1195* x 38(mod 13)

N = 3%(mod 13), desmembrando o 38 = 33x33x32

N = 33x33x32% (mod 13), 33 =27 e 13/27 e sobra resto 1.

N = 1x1x9 (mod 13), Portanto N = 9 (mod 13), entdo o resto € 9.
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2) Testando o teorema 2: Todo primo impar pode ser expresso como a
2
. . . . +1
diferenca de dois quadrados de uma, e uma so, maneira. p = (pT) —
(=)
2
Uma vez conhecendo os primos, vamos testar diferentes primos impares

(todos exceto o 2) e ver a validade do teorema.

Solucéo: supondo que vocé escolha o primo impar p = 3, temos:
_ (p*1)® _ (p=1)’
P _( 2 ) ( 2 )

o= (5 - (5 ==

2 2

3 =3, ok é vélida, e isso pode ser aplicada a qualquer primo impar.

3) O teorema 3 também é possivel analisar a validade, veja:
P=4n+1
5 =4x1+1
13=4x3+1
17=4x4 + 1
29 =4x7 + 1

Escrevendo como a soma de dois quadrados temos:

5 =22+1?
13 =32 + 22
17 = 42 + 12
29 =52 + 22

Ache mais um primo da forma P = 4n + 1 e veja se teremos a soma de dois

quadrados.

4) Prove o teorema 4, construindo o triangulo retangulo de hipotenusa 5 e

13, observe as relacdes.

Ao final o professor pode avaliar os pontos que os alunos tiveram mais

dificuldades e comentar sobre os teoremas que eles utilizaram.
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Encontro 3: A Busca por Possiveis Padrdes

Veremos neste encontro, Possiveis Padrées de Frequéncia (Gauss, séc. XIX), a
hipotese de Riemann (1859) e os zeros da fun¢do zeta (Hardy e Ramanujan,
1914 a 1919).
Quadro 5: Assuntos e materiais sugeridos para o Encontro 3.

Assuntos Materiais Videos Youtube (para o Professor Fundamentar sua aula)
Relacionados
Possiveis O Fascinio | Como Gauss Contava 0s Primos
Padrdes de | dos numeros | https://www.youtube.com/watch?v=LKOTMCmx9nqg
Frequéncia | primos.
Hip6tese de Riemann parte 1, 2, 3 e 4
A Hipétese | Introducdo a | NttPs://www.youtube.com/watch?v=8Bqgyd-W9Isk
de histéria dos | https://www.youtube.com/watch?v=XkM WeExU2M
Riemann ndameros https://www.youtube.com/watch?v=-NSJm5tvaow
primos. https://www.youtube.com/watch?v=9IXdNbwDomo
Os Zeros ] )
da Funcdo | A mUsica dos | Quem foi Ramanujan
Zeta nlmeros https://www.youtube.com/watch?v=RMB8s27Rjeo
primos.

Quadro 6: Habilidades a serem desenvolvidas com o encontro 3.

Habilidades
BNCC
trabalhadas

(EFO6MAOQ1) Comparar, ordenar, ler e escrever niumeros naturais e
nameros racionais cuja representacdo decimal é finita, fazendo uso da
reta numérica.

(EFO6MAO02) Reconhecer o sistema de numeragdo decimal, como o que
prevaleceu no mundo ocidental, e destacar semelhancas e diferencas
com outros sistemas, de modo a sistematizar suas principais
caracteristicas (base, valor posicional e funcdo do zero), utilizando,
inclusive, a composicdo e decomposi¢éo de nimeros naturais e nimeros
racionais em sua representacdo decimal.

(EFOBMAO03) Resolver e elaborar problemas que envolvam calculos
(mentais ou escritos, exatos ou aproximados) com nimeros naturais, por
meio de estratégias variadas, com compreensdo dos processos neles
envolvidos com e sem uso de calculadora.

(EFO6MAO04) Construir algoritmo em linguagem natural e representa-lo
por fluxograma que indique a resolucdo de um problema simples.
(EFOBMAO05) Classificar ndmeros naturais em primos e compostos,
estabelecer relagdes entre nimeros, expressas pelos termos “é multiplo
de”, “é divisor de”, “é fator de”, e estabelecer, por meio de investigagdes,
critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000.
(EFOBMAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de
multiplo e de divisor.

(EFO8MAO02) Resolver e elaborar problemas usando a relacéo entre
potenciacgéo e radiciacdo, para representar uma raiz como poténcia de
expoente fracionario.

(EFO8MAO06) : Resolver e elaborar problemas que envolvam célculo do
valor numérico de expressdes algébricas, utilizando as propriedades
das operacdes.
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(EFO3MA26 EF0327) Coleta, classificacdo, organiza¢ao e representacao
de dados em tabelas de dupla entrada e graficos em barras verticais e
horizontais (variaveis categodricas; legenda; titulo; fonte de dados;
elementos de uma tabela; eixos de dados).

NUmero de Aulas 10 horas aulas

Etapa 12: Nesta etapa vamos levar os alunos a se aprofundar mais na historia
dos numeros primos e vislumbrar as ideias de Gauss sobre Padrdes, apresente
o video do youtube “Como Gauss contava os primos”, apds isso comente sobre
0 que aprenderam e inicie a insercéo deles no mundo de Gauss atraves do texto

abaixo.

3.5 Como Gauss contava 0s numeros primos

Como os matematicos estavam obcecados por uma férmula que gerasse
todos os numeros primos, segundo Peruzzo (2012), Gauss procurou descobrir
quantos primos havia em um intervalo, iniciou pelos 100 primeiros nUmeros, 0s
1000 primeiros, os 10000 primeiros e assim sucessivamente e reparou que se
tomassemos o0 numero X, existia uma forte regularidade quando pegavamos um
intervalo entre 1 e x.

Atencdo Professor: Deixe que os alunos tentem achar sozinhos os
padrbes abaixo, dé pequenos auxilios e veja até onde eles conseguem perceber
gue realmente existe um padrdo e apos apresente o achado de Gauss conforme
figura 23.

Vamos por tentativas utilizar o mesmo pensamento de Gauss para 10,
para 100 e para 1000, levando o aluno a estabelecer a regularidade conforme
preconiza Peruzzo (2012):

Primos entre 1 e 10: {2, 3, 5, 7}, sdo ao todo 4 nimeros primos.
Primos entre 1 e 100: {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ..., 97}, sdo ao todo
25 nimeros primos.

Primos entre 1 e 1000: {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 31, ..., 97, ... , 997},
sdo ao todo 168 numeros primos.

Com estes dois dados os alunos ja conseguem construir o inicio da tabela

proposta por Gauss.
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e (Veja neste momento que os alunos com ja conhecem algo sobre
Gauss observam que ele sempre procura explicitar a contagem

para encontrar padrées). Segue a tabela inicial abaixo:

Figura 22 - Padrdes (Gauss)

x 7T (x) x
7T (x)

10 4 25
100 25 40
1000 168 6,0
10 000 1229 8.1 Vd :: |
100 000 9 592 10,4 py
1 000 000 78 498 12,7
10 000 000 664 579 15,0
100000000 | 5761455 | 17,4
1000 000 000 | 50 847 534 | 19,7
10 000 000 000 | 455 052 511 | 22,0

Fonte: (PERUZZO, 2018)

Os alunos poderiam da continuidade a tabela com 10.000, 100.000,
1.000.000, ... , porém ndo se faz necessario pois ja se familiarizaram com o
processo pensado por Gauss, estes numeros podem ser dados pelo professor
para demonstrar o padrao da propor¢do de 2,3 a cada multiplicacdo por 10,
porque os primos segundo Peruzzo (2012), seguem logaritmos cuja base é o
namero e (In = log,).

Formando assim a fungao 1 (x), formando segundo Ribenboim, “uma
escadinha”, a cada vez que x encontra um primo ela sobe um, conforme grafico
abaixo:

Atencdo Professor: se possivel tente demonstrar para os alunos que quanto

maior a distancia do intervalo, o gréfico vai ficando mais regular.
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Figura 23 - Frequéncia dos nimeros primos

\yx,

Fonte: https://parajovens.unesp.br/numeros-primos-por-que-sao-tao-empolgantes/,
Acesso em 09 de abril de 2023.

Se utilizarmos 1 (x) em funcdo de x para —» « teremos um
comportamento do grafico bem regular, tornado praticamente uma funcgéo linear,
os calculos nos levam a niumeros primos cada vez mais raros e espacados, a
medida que aumentamos o intervalo de estudo.

Etapa 13: Professor nesta etapa levaremos os alunos a conhecerem a
hipétese de Riemann e sua importancia através dos videos Hipotese de Riemann
(1, 2, 3 e 4) descritas no quadro acima, conhecer mais sobre Hardy, Littlewood
e Ramanujan no video “Quem foi Ramanujan?” e entender o importante legado
deixado por eles, apresentar aos alunos a conjectura do Goldbach e desenvolver
um pouco sobre as particdes de Ramanujan em um exercicio. Apds os videos

faca uma apresentacéo do texto abaixo.
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3.6 Hardy e Ramanujan — Os zeros da funcédo Zeta — 1914 -
1919

Godfrey H. Hardy foi um dos maiores especialistas em teoria dos nUmeros

e analise matematica, Hardy pertencia a universidade de Trinity e conforme
Peruzzo (2012), Hardy era muito interessado no estudo de numeros primos e
passou grande parte de sua vida tentando provar a Hipétese de Riemann, provou
em 1914 que existiam um numero infinitos de zeros alinhados sobre a linha de
Riemann, fazendo grande progresso, porém faltou provar que todos os zeros
estavam alinhados sobre a linha norte e sul que passa por 1/2.
Hardy na universidade de Trinity em 1910, recebeu um matematico oito anos
mais jovem J. E. Littlewood, que juntos passaram 37 anos explorando novos
conceitos matematicos e geraram centenas de artigos em parceria, porém
engquanto a dupla Hardy e Littlewood exploravam a matematica de Riemann, do
outro lado do oceano, em Madras, na india, um jovem chamada Srinivasa
Ramanujan estudava com bastante dedica¢cdo os niUmeros primos.

Este jovem Ramanujan aos 16 anos inicia sua inspiracdo para com a
matematica, apos ler um livro com 4.400 resultados classicos matematicos de
George Carr e mesmo sem formagéo académica consegue extrapolar grandes
ideias nas é&reas de andlise matemética e teoria dos numeros. Nos anos
seguintes passou provando cada um dos 4.400 teoremas e desenvolvendo sua
matematica.

Ao ganhar um bolsa de estudos para universidade, comeca a trabalhar e
estudar em Madras, demonstra muito talento e € recomendado pelos
professores que entre em contato com 0s matematicos de Cambridge através de
cartas, e € em uma dessas cartas que Hardy se depara com um possivel génio

da matemética e fica impressionado com a apresentacdo, que de inicio era
. . 1 1 1
duvidosa, onde Ramanujan apresenta, 1 +2+ 3+ .. +n=1+-—+_—+ .. +—

+..=— % . Hardy e Littlewood percebem que essa soma infinita de Ramanujan

era 0 que estava faltando para funcdo zeta de Riemann, possibilitando a eles

prosseguirem nos estudos.
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Hardy ao constatar que Ramanujan era um possivel génio da Matematica
convida-o para atravessar o oceano e ir a Cambridge na Inglaterra e la Hardy,
Littlewood e Ramanujan desenvolvem importantes trabalhos de 1914 a 1919,
sobre ndmeros primos e na busca incessante por um Formula que poderia
calcular qualquer namero primo, foi em outra area que o indiano deixou sua
marca ao criar um caminho para calcular o nimero de particdes e contribuindo
para avancos significativos na conjectura de Goldbach (todos os numeros pares
sdo a soma de dois numeros primos), um dos grandes problemas nao resolvidos
da teoria dos numeros primos até os dias atuais.

Atencado Professor: Vamos através do exercicio abaixo mostrar um pouco
da genialidade de Ramanujan e de seu grande trabalho com Hardy.

Para os alunos entrarem um pouco no que diz Hardy, Litlewood e Ramanujan,
vamos trabalhar a ideia de particGes conforme situacao abaixo:
De quantas maneiras diferentes é possivel dividir cinco pedras em grupos

separados?

Figura 24 - As sete particdes possiveis de cinco pedras

66 00 O
660 9 O
6p 00
0006 9
06069

Fonte: (PERUZZO, 2018)

Ou seja, existem 7 particdbes possiveis para o numero 5, a tabela abaixo

mostra o numero de partices entre os nimeros 1 e 15:
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Niomero 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
15
Particbes 1 2 3 5 7 11 15 22 32 42 56 77 101 135
176

Atencéo Professor: Peca a seus alunos que tentem fazer como Ramanujan
estabelecer com pedras as particdes do nimero 6 e do numero 7, assim poderao
compreender melhor o conceito de particao.

Com as intervencdes de Hardy, Ramanujan chega ao P (200) =
3.972.999.029.388, bem proximo da resposta correta, que depois foi descoberta
uma variacdo da férmula que gera a resposta exata. Ramanujan tornou-se
membro de Trinity, apds grandes controvérsias e por nao ter se adaptado a
cultura do local, por ser vegetariano e uma série de outros fatores, adoeceu e
pegou tuberculose e apds 1919 ao voltar a india, morreu em 1920, supostamente

por amebiase.

Figura 25 - Ramanujan e manuscrito

Fonte:https://marlonsousa.medium.com/ramanujan-parti%eC3%A7%C3%A30-de-

um n%C3%BAmero-deduzido-com-deep-learning-bb87dd64bfle. Acesso: 22 de maio
de 2023.
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Encontro 4: As Maquinas de Alan Turing

Veremos neste encontro, as maquinas de Alan Turing (1940-1950), O
Sistema de Criptografia RSA (1970-1980).

Quadro 7: Assuntos e materiais sugeridos para o Encontro 4.

Assuntos Materiais Videos Youtube (para o Professor Fundamentar sua aula)
Relacionados

As @) Fascinio | Alan Turing — um génio da matematica

Maquinas | dos numeros | https://www.youtube.com/watch?v=EMsInIDmnyM

de  Alan Quem foi Alan Turing

Turing Introdugdo  a | hitps://www.youtube.com/watch?v=8c4XLu2JaVs

Sls_tema o_le - .da Criptografia RSA

gg;:ograﬂa Matematica; https://www.youtube.com/watch?v=3|R62Mew8X4

Fisica

Quaéntica,

Caos e

NUmeros

Primos

Quadro 8: Habilidades a serem desenvolvidas com o encontro 4.

Habilidades BNCC

trabalhadas

(EFO6MAQ1) Comparar, ordenar, ler e escrever nimeros naturais e
ndmeros racionais cuja representacéo decimal é finita, fazendo uso da
reta numérica.

(EFO6MAO02) Reconhecer o sistema de numerag&o decimal, como o que
prevaleceu no mundo ocidental, e destacar semelhancas e diferencas
com outros sistemas, de modo a sistematizar suas principais
caracteristicas (base, valor posicional e funcdo do zero), utilizando,
inclusive, a composicdo e decomposicdo de numeros naturais e
ndmeros racionais em sua representacéo decimal.

(EFO6MAO03) Resolver e elaborar problemas que envolvam calculos
(mentais ou escritos, exatos ou aproximados) com numeros naturais,
por meio de estratégias variadas, com compreensdo dos processos
neles envolvidos com e sem uso de calculadora.

(EFO6MAO04) Construir algoritmo em linguagem natural e representa-lo
por fluxograma que indique a resolu¢do de um problema simples.
(EFOBMAO5) Classificar nUmeros naturais em primos e compostos,
estabelecer rela¢gBes entre niUmeros, expressas pelos termos “é multiplo
de”, “é divisor de”, “é fator de”, e estabelecer, por meio de investigagdes,
critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000.
(EFO6MAOQ6) Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de
multiplo e de divisor.

(EFO8MAO02) Resolver e elaborar problemas usando a relagdo entre
potenciacdo e radiciacdo, para representar uma raiz como poténcia de
expoente fracionario.
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(EFO8BMAOQ6) : Resolver e elaborar problemas que envolvam calculo do
valor numérico de expressdes algébricas, utilizando as propriedades
das operacdes.

(EFO3MA26 EF0327) Coleta, classificacgéo, organizacdo e
representacdo de dados em tabelas de dupla entrada e graficos em
barras verticais e horizontais (variaveis categoricas; legenda; titulo;
fonte de dados; elementos de uma tabela; eixos de dados).

Ndmero de Aulas 10 horas aulas

Etapa 14: Professor nesta etapa levaremos os alunos a conhecerem a
origem do computador com Alan Turing, pega que assistam o video “Alan Turing
— um génio da matematica” e “Quem foi Alan Turing”.

Atencédo Professor: Faca um debate com os alunos apoés eles terem assistido
aos videos e leia o texto abaixo e veja 0 que eles acham sobre Alan Turing e sua
importancia para a computacdo, e se conseguem entender a importancia da

Hipotese de Riemann neste processo.

3.7 As maquinas de Alan Turing — 1940 a 1950

Com o propésito de construir uma maquina que na teoria, ja existia em
sua mente, para desafiar a ortodoxia matematica, derrubando 2 dos 23
problemas de David Hilbert, entre eles o oitavo que era a Hipétese de Riemann,
Alan Turing apo0s observar o fracasso de muitos matematicos em provar tal
hip6tese comeca a acreditar que ela fosse falsa e que talvez existisse algum zero
fora da linha de Riemann e sua maquina poderia evidenciar tais zeros.

Alan Turing era de Cambridge, cursava matematica e seus trabalhos de
pesquisa voltavam-se para utilizacdo e construcdo de maquinas no
desenvolvimento matematico. Uma de suas maquinas em 1950 evidenciou 0s
primeiros 1104 zeros que estavam sobre a linha de Riemann, a partir disso a
evolucdo dessas maquinas de célculo possibilitaram encontrar um nimero cada
vez maior de zeros sobre a linha critica de Riemann.

Segundo Peruzzo (2012), para Don Zagier os niameros sao cada vez mais
evidenciados na linha critica de Riemann pelos computadores, o que nao quer

dizer a principio que validaria Riemann.
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Até a década de 1970 os computadores haviam evidenciado os primeiros
300 milhdes de primos que se encontravam na linha critica de Riemann, o que
para Don Zagier evidenciava que a hipotese de Riemann, provavelmente, seria
verdadeira.

Ainda por Peruzzo (2012), os computadores demonstram o0s primeiros
bilhdes de primos que obedecem a hipotese de Riemann, varios trabalhos até
os dias atuais apontam para a veracidade da hipétese de Riemann, porém ainda
nao foi provada.

Etapa 15: Professor adentraremos no sistema de criptografia RSA onde
os alunos poderéo testar numeros primos e utilizar codigos no programa RSA
calculator. Peca que assistam em casa o video Criptografia RSA e se possivel 0

filme “O jogo da imitacdo” (Classificacdo 12 anos).

3.8 Sistema de Criptografia RSA — 1970 - 1980 (Ron Rivest,
Adi Shamir, Leonard Adleman).

Segundo Coutinho (2011), o sistema de criptografia RSA é o mais
conhecido e utilizado atualmente, inventado por R. L. Rivest, A. Shamir e L.
Adleman, trio que trabalhava no M. I. T. — Massachussets Institute or Technology,
h& outros codigos de chave publica, porém o RSA é, o0 mais utilizado em
aplicacdes comerciais.

O método de Criptografia RSA funciona da seguinte forma,
BONFIM(2017):

1. Escolhe-se dois primos p e g, distintos entre si.

Define-se N=pge oy =(p—1) (g—1).

3. Deve-se escolher um numero e, que faz parte da chave Publica, de
forma que o maximo divisor comum (mdc) entre ele e @y seja 1: (e,
pny)=lel<e<qgy.

4. Resolvendo a congruéncia ed = 1 (mod ¢y) encontra-se d, que faz
parte da chave privada.

5. De acordo com a tabela pré formulada e de dominio publico é feita a
transformacdo de todos os caracteres da mensagem em numeros
(nesta tabela todos os numeros devem ter a mesma quantidade de
digitos), obtendo-se a mensagem numérica em um Unico bloco que

sera dividida em blocos b, de forma que: 1 < b < N. Isso garante que
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ao utilizar congruéncia obtenha-se um Unico resultado na
decodificacao.

6. De posse da Chave Publica (e, N) criptografa-se os blocos b de acordo
com a congruéncia: b¢ = C(b) (mod N), onde C(b) € a mensagem
criptografada.

7. De posse da Chave Privada (d, N) descriptografa-se de acordo com a
congruéncia: C(b)4=D(C(b)) (mod N), onde D(C(b)) € a mensagem
descriptografada, 1 < D(C(b)) < N.

8. Cada bloco D(C(b)) deve ser colocado em sequéncia e de acordo com
a mesma tabela utilizada do item 5 os numeros devem ser convertidos
em caracteres.

Atencao Professor: Demonstre os conceitos de chave publica e privada
utilizadas acima, passe para os alunos o conceito de congruéncia e faga os
exercicios abaixo juntamente com os alunos para que entendem como 0s

nameros primos estéo diretamente ligados a criptografia.

Exemplo (Extraido de BONFIM, 2017, pg. 64): Neste exemplo serd usado
nameros primos menores, que facilitem o calculo com o uso de calculadora
comum. Dados os primos p e g da forma 6n + 5, sendo p =11 e q =17, pode-se
obter N=11x17=187e ¢y = (11 -1) x (17 - 1) = 160.

Dado a tabela abaixo:

Figura 26 - Tabela de Conversao (Criptografia)

A B c D E F G H [ J
21 22 23 24 25 26 27 28 29 3
K L M M o P o R ] T
32 33 3 35 36 37 38 39 41 42
L A Wy X Y Z

43 44 45 46 47 45

0 1 2 3 4 5 6 7 ] =
49 5 52 53 b4 55 56 57 55 59

Fonte:(BONFIM, 2017)
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O valor de e deve ser escolhido de modo que (e, @y), deste modo sera

escolhido o numero 3 e d acompanha a congruéncia ed = 1 (mod @), assim:

3d = 1 (mod 160)

Deste modo 160k = 3d — 1 & 1 = 3d — 160k, resolvendo pelo método do
algoritmo de Euclides:

160=3x53+1 <1 =160 -3 x53.

Como o valor de d ndo pode ser negativo e as solucbes desta equacao
sdo:d=-53+160t ek=-1-3t:

-53+160t>0 & t>->
160

Substituindo t = 1 tem-se o0 menor valor possivel para d que € 107. Deste
modo ja se tem a chave para criptografar (e, N) = (3,187) e para descriptografar
(d, N) = (107,187).

A mensagem é “CHAVE”, primeiro é preciso transformar as letras em numeros
de acordo com a tabela, assim temos: C= 23, H= 28, A= 21, V= 44 e E= 25.
Ficando: 23 — 28 — 21 — 44 — 25.
Atencdo Professor: mostre aos alunos apdés o0s exemplos acima que a
mensagem segue conforme a tabela de conversao da figura 28.
e Demonstre aos alunos como é feito conforme exemplo abaixo a
codificagdo de uma mensagem.

A mensagem deve ser separada em bloco b de modo que cada bloco

tenha nimeros menores que 187. Como os primos escolhidos sdo pequenos, 0s

blocos também devem ser, assim:
2328214425 =2 -32-82-14—-42 -5

Para codificar a mensagem usaremos a chave (3,187) e a congruéncia b® = C(b)
mod N:
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23=C(b)modN & C(b;) =8
323 =C(b,) mod N & 323 =32768 mod N < C(b,) =43
823 =C(b;) mod N & 823 =551368 mod N & C(b;) =92
143 =C(b,) mod N & 143 =2744 mod N < C(b,) =126
423 =C(bs) mod N & 423 =74088 mod N < C(bs) =36
53 =C(bg) modN & 53=125 modN < C(by) =125
O bloco codificado sera:

8-43-92-126 -36—-125.

Para decodificar é preciso da chave (107,187) e da congruéncia:

C(b)?= D(C(b)) mod N

Com 107 é um namero primo e usa-lo como expoente faz com que nao

seja possivel utilizar uma calculadora comum, sera usado algumas propriedades

das congruéncias?®:

e Demonstre também como decodificar a mensagem, conforme

exemplo abaixo.

Para decodificar o primeiro bloco: 8, deve-se usar:

8197 = D(C(b)) mod 187

Assim como 107 =3 x 7 x5 + 2, temos:

8% =512 =138 mod 187

Utilizando o item 5 da proposicao 14,

16 BOMFIN, 2017, pagina 38, Proposicdo 14.
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(8%)° = 138> mod 187

1385 = 1382 x 1382 x 138 = 19044 x 19044 x 138,

entao:
815 =138% = 1382 x 1382 x 138 mod 187

© 815 =19044 x 19044 x 138 mod 187
o 8% =157 x 157 x 137 mod 187,

Pois,
19044 = 157 mod 187.
Portanto,
3401562 = 32 mod 187
S 8105 = 32768 x 32768 x 32 = 43 x 43 x 32 mod 187
= 8105 = 59168 = 75 mod 187.

Finalmente conclui-se que

< 8197 =2 mod 187.

Atencéo Professor: Agora vamos ao laboratorio de informatica ou solicitar
gue os alunos utilizem os tablet’s disponibilizados pela secretaria de educacéo
e vamos aplicar os nimeros primos no programa que faz uma simulacdo de
criptografia, 0 método esta no passo a passo abaixo, utilizamos os primos 11 e
17, mas os alunos poderao escolher outros.

Aplicando a Criptografia RSA: para que os alunos tenham maior familiaridade
com o0 conteddo exposto, utiizaremos o0 RSA Calculator em

https://umaranis.com/rsa_calculator_demo.html, para isso deveremos conhecer

0 p e 0 g entao utilizaremos 0 nosso exemplo anterior, neste casop=11eq=
17.
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Figura 27 - RSA Calculator 1

C (i umaranis.com/rsa_calculator_demo.html

Public Key Cryptography using RSA algorithm

by: Syed Umar Anis

Purpose of the page is lo demonstrale how RSA algorithm works - generales keys, encrypls message and decrypts it.

See the related blog_post for more explanation.

Step # 1: Generate Private and Public keys

Enter two prime numbers below (P, Q), then press calculate:

P:[11 |

Q:[17 |

Some prime numbers: 11, 13, 17, 19, 23, 29, 191, 193, 197, 199, etc.

\ Calculate \

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Ao clicar em Calculate, teremos o valorde N =187, onde N=pxqg,oL =

(pny) =(p—-1) x(g—1), os possiveis candidatos a (1 mod @y).

Figura 28 - RSA Calculator 2.

Variable Value Name Formula Description
N 187 modulus N:P*Q Product of 2 prime numb
L 160 length L:p-1"(q- Another way of calct 1g 'L’ is to list of numbers from 1 to N, remove numbers which have common factor which N and count the
9 1) smaining numbers
E 3 ﬁ'e‘;“’pm" 1d a number between 1 and L that is coprime with L and N. Possible encryption keys are: 3,7,9,13,19,21
D 267 decryption D*EmodL= emainder of the product of D and E when divided by L should be 1 ( L = 1) Possible decryption keys are:
key 1 267,427 587,747,907

Private Key (E, N): (3,187)

Public Key (D, N): (267,187)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Temos como resultadoN=pxq=187er=¢@y=(p-1) x(g-1) =160,
e utilizando e = 3, temos como Private Key (e, N): (3,187) e como Public Key

(d,N): (267,187), onde escolhemos (e, @y) = 3 e temos d pored =1 mod @y.
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No segundo passo temos a mensagem encriptada “CHAVE”: 67, 183, 109,
69, 137, e no terceiro passo para decriptar a mensagem basta inserir o cédigo

acima e teremos como devolutiva a palavra “CHAVE” novamente.

Figura 29 - RSA Calculator 3.

Step # 2: Encrypt a message
Enter a message to encrypt: | CHAVE

Encrypt

Message converted to ASCII code: 67,72,65,86,69

Encrypted message: message*E % N PowerlMod car ed to calculate this very fast. Formula plied on ASCII

Encrypted Message: 67,183,109,69,137

Step # 3: Decrypt a message
Enter a encrypted message (cipher): 67,183,109,69,137

Decrypt

Message decrypted to ASCII code: 67,72,65,86,69

Decrypted Message: encrypted_message”D % N PowerMod car ed to calculate this fast. F a is on ASCII

Decrypted Message: CHAVE

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.
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4 ORIENTACOES AOS PROFESSORES PARA O PUBLICO-ALVO
DA EDUCACAO ESPECIAL

A Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional, homologada em 1996,
atualizada pela Lei n. 12.796/2013 (BRASIL, 2013), define como publico-alvo da
Educacdo Especial (PAEE) os estudantes que apresentam deficiéncias,
transtornos globais do desenvolvimento e altas habilidades ou superdotacao. A
Politica Nacional de Educacgéo Especial na perspectiva da Educacédo Inclusiva
(PNEEPEI) define que a educacéo especial € uma modalidade de ensino que
percorre todos os niveis, etapas e modalidades da escolarizacdo. (BRASIL,
2008).

A educacao especial atua de forma articulada com o ensino comum por
meio do Atendimento Educacional Especializado (AEE) que tem a finalidade de
cuidar que os alunos PAEE tenham acesso ao curriculo de modo equitativo,
complementando a formagéo e o desenvolvimento de alunos PAEE e oferecendo
servicos com profissionais especializados e recursos acessiveis para
potencializar sua aprendizagem.

No que tange as relacdes de educacéao inclusiva direcionadas as praticas
docentes envolvendo os alunos PAEE, compreendemos a educacao inclusiva
como direito universal. “Abordar a educacao inclusiva é tratar necessariamente
da educacao enquanto direito universal, resultado de uma conquista social, e da
diferenca como um dado da realidade humana que se expressa nas praticas da
educacéo escolar.” (FIGUEIREDO; BONETI; POULIN, 2017, p. 962).

Para além da escola, a educacao inclusiva € um projeto multidimensional
para a composicdo de préaticas escolares menos excludentes, direcionado ao
principio de uma escola para todos. Assim, pensar em um aprendizado para a
diversidade necessita reflexdo sobre as praticas atuais. Em particular,
considerando a elaboracéo de nossa sequéncia didatica, daremos aqui algumas
contribuicbes para a pratica docente com o PAEE, apresentando algumas

opcOes de adaptacéo e flexibilizacdo curricular.
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4.1 O uso do varal ordenado

A ideia da utilizacdo de um varal que imite a reta numérica, podendo ser
de barbante ou outro artefato, estimula diferentes canais sensoriais e a
distribuicdo dos niumeros pode ser apenas a dos numeros primos. Neste caso,
entendemos que as apresentacdes matematicas podem estabelecer uma
linguagem multimodal.

A multimodalidade da matematica se caracteriza na utilizacdo das
imagens, do simbolismo matematico, da linguagem verbal e dos diferentes
cenarios em que os conceitos vao sendo tecidos. A organizacdo dos numeros
no varal pode ser feita por meio de retdngulos de cartolina onde cada um traga
um numero associado. A distribuicdo no varal (linha numérica) pode ser feita por
prendedores, também valorizando o “pingamento”.

O quadro didatico que reproduz o Crivo de Eratdstenes pode ser utilizado
e depois estendido na forma de linha numérica. A figura 31 traz um modelo. O
préprio “crivo” pode ser adaptado em linguagem Braile para estudantes com

deficiéncia visual.

Figura 30 - Quadro didatico “Crivo de Eratéstenes”

Fonte: https://www.elo7.com.br/crivo-de-eratostenes/dp/12C9A42, acesso: 30/05/2023
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4.2 Kit Multiplano

Essa ferramenta didatica pode auxiliar na elaboracdo de sequéncias de
padrées numéricas para estudante de modo geral, mas em particular para

aqueles com deficiéncia visual.

Figura 31 - Kit multiplano braile

[ — S
-

Fonte: https://www.tecassistiva.com.br/produto/kit-multiplano-braille/, acesso 30 de
maio de 2023

4.3 Blocos de Montar

A forma como os alunos se apropria das habilidades desenvolvidas podem
variar, assim como o0 modo de organizagao e apresentacéo das atividades. Para
alguns alunos, a separac¢ao de cores e formas é basicamente o ponto inicial das
atividades, mas sdo aprofundadas de acordo com a idade e o perfil das turmas.

Uma das habilidades mais antigas que envolvem a socializacdo dos humanos
€ a contagem. A partir das representacdes numéricas e das relacdes
estabelecidas entre objetos e simbolos numéricos, a quantificacdo tornou-se
habitual nas atividades rotineiras. Nesta perspectiva, a contagem consiste em
comparar quantidades de conjuntos finitos de objetos. Uma parte significativa da
alfabetizacdo matematica nas séries iniciais € dedicada ao estudo da contagem,
considerando as diferentes etapas progressivas de abstracéo dos alunos.
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Os blocos de montar podem ser adaptados para estudantes com
desenvolvimento neuroldgico atipico e assim, constituir elementos para a
fatoracdo Unica e a percepcdo de numeros compostos, auxiliando da
compreensao do conceito de divisibilidade.

Figura 32 - Kit de montar lego

Fonte: https://blogdaarquitetura.com/wp-content/uploads/2017/05/lego-01_blog-da-

arquitetura.jpg, acesso 30 de maio de 2023.
Um ponto fundamental destes instrumentos metodoldgicos é a

flexibilizacdo, ficando a critério do professor o direcionamento para o

desenvolvimento cognitivo e motor.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

No inicio deste trabalho de pesquisa, constatou-se o baixo ou quase
inexistente material relacionado ao estudo e desenvolvimento de transposicao
didatica sobre o tema teoria dos numeros, utilizando-se de uma cronologia de
linha do tempo em relacdo aos niumeros primos.

Neste sentido, utilizando-se do material do Programa de Iniciagéo a Pesquisa
Cientifica Junior — PIC/OBMEP, as concepc¢des de sequéncia didatica proposta
por ZABALA (1998) e a linha do tempo dos numeros primos, elaborada por
LUCIANO, FIGUEIREDO E ARAUJO NETO (2017), iniciou-se a pesquisa do
tema “Estudo de Primalidade na Educagdo Basica”, com o objetivo geral de
elaborar uma sequéncia didatica utilizando uma linha do tempo por meio de
contextos histéricos dos numeros primos.

Diante disso a pesquisa atingiu parcialmente o objetivo geral, pois foi possivel
elaborar uma sequéncia didatica utilizando nos moldes do PIC/OBMEP, 4
encontros, subdividindo eles de acordo com a linha do tempo apresentada pela
Professora Chiara, iniciando-se por Euclides e finalizando com Criptografia RSA
e uma sessao sobre orientacdo aos professores para atender o publico alvo da
educacéao especial, ficando de fora apenas a Ultima fase da linha do tempo com
0 tema Caos, Fisica e Nameros Primos (séc. XX).

Atingiu-se também o objetivo especifico inicial que foi o de construir uma
sequéncia didatica contemplando os aspectos conceituais e histéricos dos
nameros primos, neste objetivo utilizamos o livro introducdo a histéria da
matematica, e buscamos o momento da descoberta do conceito inicial de
namero primo e de como foi tratado o ideia por parte do pesquisador da época,
como e de que forma ele tratou da informacédo e deduziu o conceitos, axiomas,
teoremas, proposi¢des ou postulado em cada época, sistematizando dentro da
linha do tempo.

Nos exercicios e atividades, sempre observando o que propde a BNCC,
atingiu-se também os objetivos especificos sobre Numeros Primos, Fatoracao,
Méaximo Divisor Comum e Minimo Mdultiplo Comum, Conceitos de Criptografia,
buscou-se baseado no PIC/OBMEP e com a proposicdo de RODRIGUES

(2020), criar em cada encontro proposto, exercicios variados e que viessem de
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encontro com o0s objetivos tracados. Os objetivos especificos Funcodes,
Matematica Financeira e Novas Tecnologias ndo foram tratados, pois dada a
extensdo do trabalho e o pouco prazo de elaboracdo, ficaram de fora da
dissertacgéo.

Quanto ao objetivo especifico de contemplar a educacdo especial, foi
parcialmente atingido, pois dada a diversidade de alunos, e da especificidade de
atendimento de cada aluno especial, limitou-se ao desenvolvimento de uma
secdo com orientagbes aos professores para o publico alvo da Educacgéo
Especial, fundamentada na Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional,
homologada em 1996, atualizada pela Lei n. 12.796/2013 (BRASIL, 2013),
contemplando as ferramentas educacionais varal ordenado, kit multiplano e
blocos de montar.

Diante do explicitado, a pesquisa parte da hipotese: “de que modo seria
possivel potencializar o ensino da Primalidade nos inteiros na Educacéo Basica
a partir de elementos marcados por uma linha do tempo?”. Durante o
desenvolvimento da dissertacao, observou-se que a histéria da matematica tras
conceitos e informag¢des de como o pesquisador da época pensou e tratou o
conhecimento adquirido, possibilitando criar um sequéncia didatica que partia do
pressuposto histérico, com uma frase, um pequeno texto ou uma proposicao,
desenvolver juntamente com os alunos, de acordo com cada tra¢co da linha e do
encontro proposto, entender o postulado, teorema, axioma e afins, e através dele
ter a oportunidade de, assim como o pesquisador temporal, pensar e analisar a
ideia matematica sobre nimero primo proposta na época.

Nos primeiros capitulos fica evidente que a transposi¢ao didatica, por ser um
conhecimento quase empirico, de complexidade menor, acontecer de forma
natural e exigindo do leitor pouco esforco para abstracdo do conhecimento
proposto, a medida que os encontros vao avancando, o conhecimento dos
nameros primos, a partir da hipétese de Riemann, torna-se quase que apenas
uma curiosidade, tamanha complexidade para o entendimento do conteudo
histérico matematico proposto.

Com uma abordagem voltada para educacgéo basica, dada a complexidade
de alguns temas e a extensao dos capitulos, limitou-se a sequéncia didatica

alunos oriundos do 6° ano do Ensino Fundamental, mostrando que caberia a
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pesquisa, limitar-se a uma Unica fase da linha do tempo, ficando para outro
momento, o desenvolvimento mais aprofundado de cada sequéncia didatica, por
tema.

A pesquisa ficou limitada a uma pesquisa bibliografica, onde ficou
prejudicada por haver pouco ou nenhum material com este viés, e pela extensao
dos temas recomenda-se que para pesquisas futuras, os pesquisadores limitem
a um ou no maximo dois tépicos da linha de pesquisa. Zabala (2018) contempla
a necessidade da construcdo da sequéncia didatica, porém, recomenda-se
aprofundar no trabalho de sequéncia didatica de Marcio Urel Rodrigues, em

https://www.youtube.com/watch?v=F1T97C-jwGg, que tem um trabalho em cima

deste tema na cidade de Lucas do Rio Verde/MT.

Fica também como recomendacdo, que pesquisem mais a fundo a parte
histdrica, epistemologia matematica, conteidos mais voltados para ensino de
matematica em escolas do Mato Grosso, no material proposto pela OBMEP e
diversifiquem o tema para outros conteidos matematicos.

Esperamos que a referida dissertagéo sirva de inspiragao para construir
uma matematica mais significativa, que realmente leve nossos alunos este
conhecimento, e que sua aplicacéo ocorra nas diversas salas de aula do nosso
Brasil, contribuindo para que a sequéncia didatica seja ferramenta utilizada para
planejar nas 272 habilidades da nossa Base Nacional Comum Curricular
(BNCC).
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