»
UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”

Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas

Campus de Rio Claro

Numeros Transcendentes e de Liouville

Roberto Miachon Marchiori

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao — Mestrado Profissional em Mate-
matica em Rede Nacional como requisito par-

cial para a obtengdo do grau de Mestre

Orientadora
Profa. Dra. Eliris Cristina Rizziolli

2013



512.7 Marchiori, Roberto Miachon

M317n Nuameros Transcendentes e de Liouville/ Roberto Miachon
Marchiori- Rio Claro: [s.n.], 2013.
36 f. : il

Dissertacao (mestrado) - Universidade Estadual Paulista, Insti-
tuto de Geociéncias e Ciéncias Exatas.

Orientadora: Eliris Cristina Rizziolli

1. Teoria dos ntimeros. 2. Algebra. 3. Numeros Algébricos. 4.

Numeros de Liouville. I. Titulo

Ficha Catalogréfica elaborada pela STATT - Biblioteca da UNESP
Campus de Rio Claro/SP




TERMO DE APROVACAO

Roberto Miachon Marchiori
NUMEROS TRANSCENDENTES E DE LIOUVILLE

Dissertacao APROVADA como requisito parcial para a obtencao do grau de
Mestre no Curso de Pos-Graduacao Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional do Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas da Uni-
versidade Estadual Paulista “Jalio de Mesquita Filho”, pela seguinte banca

examinadora:

Profa. Dra. Eliris Cristina Rizziolli

Orientadora

Prof. Dr. Aldicio José Miranda
Instituto de Ciéncias Exatas - UNIFAL-MG - ALFENAS /MG

Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti
Departamento de Matematica - IGCE - UNESP - RIO CLARO/SP

Rio Claro, 28 de Janeiro de 2013



Dedico essa dissertacao a minha esposa, familia, amigos e alunos.



Agradecimentos

Em primeiro lugar agradeco a Deus por ter me dado forca nos momentos de maior
dificuldade, e seguir em frente para tornar este momento possivel.

Em seguida tenho muito a agradecer a minha esposa pelo incentivo para que me
inscrevesse ao Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional -
Profmat. Foram incontéveis horas de estudos, noites em claro, trabalhos para entregar
e avaliagoes para me preparar, sem contar os sibados longe de casa. Em todos os
momentos tive o apoio total de minha esposa, sempre presente e acreditando em mim
e no meu potencial, mesmo diante das adversidades que encontrei pela frente como,
por exemplo, conciliar o mestrado com o trabalho nas escolas onde leciono e também
no Forum (acumulo duas profissoes).

Obrigado também a minha familia e amigos que me incentivaram e, é claro, nao
poderia deixar de citar meus alunos, principal fonte inspiradora para que voltasse a
estudar e me aperfeicoar para me tornar um professor um pouco melhor.

Finalmente agradeco a todos os professores do Departamento de Matemética da
Unesp de Rio Claro, em especial & minha orientadora Profa. Eliris e & coordenadora
Profa. Suzinei que sempre estiveram presentes para me auxiliar e aos amigos de curso
Luis Henrique, Ronaldo, Ricardo e Pedro com os quais aprendi muito principalmente

o valor de uma amizade.



O tnico lugar em que sucesso vem antes de trabalho é no dicionério.
Albert Einstein



Resumo

Tudo é nimero, diria o famoso matemaético grego Pitdgoras. Os numeros estao a
nossa volta, como o oxigénio que respiramos. Primeiro vieram os naturais, depois os
inteiros, os racionais e os incriveis irracionais, que deixaram os pitagoricos tao perplexos
a ponto de escondé-los. Numeros primos, perfeitos e outros vieram. E quando tudo
parecia ser real apareceram os imaginarios. Que imaginacdo tem esses matematicos!
Vamos nos aprofundar em um grupo intrigante de niimeros chamados transcendentes

e aos nimeros estudados por um matematico francés chamado Liouville.

Palavras-chave: Teoria dos nimeros, Algebra, Numeros Algébricos, Nimeros de Li-

ouville.



Abstract

All is number, say the famous Greek mathematician Pythagoras. The numbers are
all around us, like the oxygen we breathe. First came the natural, then the integers,
the rational and the irrational incredible that left perplexed the Pythagoreans so as to
hide them. Prime numbers, perfect and others came. And when everything seemed
to be real the imaginary appeared. What have these mathematical imagination! Let’s
delve in a group of intriguing numbers called transcendental numbers and studied by

a French mathematician named Liouville.

Keywords: Number Theory, Algebra, Algebraic Numbers, Liouville’s Numbers.
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1 Introducao

Os nimeros acompanham os passos do homem desde a Antiguidade e seu desen-
volvimento esté ligado inicialmente a duas funcoes basicas: a contagem e a medigao.
Contar envolve a comparacao entre grandezas discretas e para tal sao usados os niime-
ros inteiros.

Por vezes medir envolve a comparacao entre grandezas continuas e assim sao usados
os nimeros reais. Com o aprimoramento dos ntimeros foi possivel classifica-los em
conjuntos.

A humanidade desenvolveu lentamente o principio de contagem como a comparacao
entre grandezas discretas. Neste contexto podemos citar o exemplo cléssico do homem
que conta seu rebanho utilizando pedras, dai a origem da palavra cdlculo.

A caracterizacao formal do conjunto dos Ntimeros Naturais representado por N,
por incrivel que possa parecer, é recente (inicio do século XX) e foi feita pelo matematico
italiano Giuseppe Peano. Tal caracterizacao é feita de forma axioméatica e baseada na

ideia de sucessor. Assim os nimeros naturais sao descritos pelo conjunto a seguir:

N={1,2,3,4,5,..}.

Com relagao ao nimero zero nao estar representado se deve ao fato de que alguns
autores nao o consideram natural, sendo facultativa sua representacao. Também po-
demos citar o fato histérico de que o zero surgiu bem depois dos nimeros naturais. O
conjunto dos niimeros naturais ¢ munido de duas operagoes basicas: a adicao e a multi-
plicacao. A adicao associa a cada dois ntmeros x,y € N a soma x +y. A multiplicacao
por sua vez associa a cada dois nimeros z,y € N o produto z.y.

Em seguida, temos o conjunto dos Ntimeros Inteiros, representado por Z, o qual
é formado pelos niimeros naturais, pelo zero e pelos niimeros negativos. A necessidade
da criacao deste conjunto se deve ao fato de que dados a,b € N, a diferenca a — b ¢ N

se a < b. Assim representamos os nimeros inteiros da seguinte forma

Z={.,-3-2-1,01,23,..}.

O conjunto dos Nuimeros Racionais, representado por Q, é definido como o quo-

ciente de dois ntmeros inteiros, sendo o denominador diferente de zero e sua represen-



tacao é dada por
p
@2{5: p,q€Z 6q7é0}.

Todo ntimero que pode ser escrito como a razao entre dois niimeros inteiros, exceto
o zero como denominador, é chamado de niimero racional. Em particular, os niimeros
naturais e inteiros sao racionais pois podem ser escritos com denominador 1. Assim
concluimos que o conjunto dos niimeros naturais e o dos niimeros inteiros podem ser
vistos como subconjuntos do conjunto dos niimeros racionais. Além dos naturais e dos
inteiros, as fragoes, os decimais finitos e os decimais infinitos peridédicos sao ntimeros

racionais. Por exemplo,
2:2 ; —SZ_TS ; 1,5:; ; 0,44444...:3

A crenca de que todo ntmero poderia ser escrito como a razao entre dois inteiros
comecou a cair na Grécia Antiga, mais precisamente na sociedade pitagorica. Foi
surpreendente e perturbador para os pitagoricos o fato de que a medida do comprimento
de sua diagonal de um quadrado de lado unitario nao poderia ser expressa como um
numero racional. Por mais que se tentasse encontrar, nao havia qualquer fracao que
multiplicada por ela mesma resulta 2. Foi um golpe mortal na filosofia pitagorica
segundo a qual tudo dependia dos nimeros inteiros. A descoberta da irracionalidade
de 2 provocou tamanha consternacao entre os pitagéricos que, por algum tempo, se
fizeram esforcos para manter a questao em sigilo. Alguns historiadores dizem que o
pitagorico Hipaso foi expulso da sociedade por revelar o segredo e teria sido lancado
a0 mar.

Hoje os Niimeros Irracionais sao bem compreendidos. Sao definidos como ntime-
ros que nao podem ser expressos como a razao entre dois inteiros. Os ntimeros racionais
parecem ilhas de ordem num interminavel oceano de desordem representado pelos ir-
racionais. H& um ndmero infinito de racionais, porém os irracionais sao bem mais
numerosos. Enquanto os nlimeros racionais tem um padrao como as dizimas periodicas

os irracionais sao desprovidos de padrao. Veja os exemplos:

; = 0,428571 428571 428571... (% € @) .

V2 = 1,414213562373095... (v/2 irracional ).

Os numeros irracionais formam espagos entre os padroes. Foi o matematico Georg
Cantor que estudou os conjuntos infinitos e se era possivel conté-los. Ele descobriu que
os conjuntos dos niimeros naturais, inteiros e racionais sao enumeraveis (ou contaveis),
pois era possivel estabelecer uma bijecao entre estes conjuntos e o conjunto dos niimeros
naturais. Porém o conjunto dos nimeros irracionais nao ¢ enumeravel (incontével).

A unido dos conjuntos dos nimeros racionais e dos irracionais forma o conjunto dos
Numeros Reais, representado por R, que nao é enumeravel como veremos no proximo

capitulo.
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Nosso objeto de estudo sera a classificagao dos nimeros em Algébricos ¢ Trans-
cendentes. Dizemos que um numero é algébrico se o0 mesmo ¢ solugao de uma equagao
polinomial com coeficientes inteiros. Caso contrério ele é dito transcendente. Deste
fato jA podemos concluir que todo niimero racional p/q com p,q € Z, q # 0, ¢é algé-
brico pois é solucao da equacao polinomial de coeficientes inteiros gr — p = 0. Além
disso alguns irracionais também sao algébricos como por exemplo v/2 que é solucao da
equacao 22 — 2 = 0.

Existem porém alguns ntimeros irracionais que nao sao solu¢ao de nenhuma equa-
cdo polinomial com coeficientes inteiros. E o caso do 7, do e e dos nameros de
Liouville. Estes s@o chamados nimeros transcendentes. Alids, o matemaético fran-
cés Joseph Liouville foi o autor da primeira demonstracao da existéncia de ntime-
ros transcendentes estabelecendo um critério para que um ntmero seja transcendente.
Este resultado permitiu a construcao da famosa constante de Liouville, qual seja:
0,110001000000000000000001...

Este trabalho estd composto por quatro capitulos, a saber, a Introducao no capi-
tulo 1, reservamos o capitulo 2 para explorar nimeros irracionais e transcendentes, o
capitulo 3 ird apresentar os nimeros de Liouville e apresentamos no capitulo 4 uma
aula sobre nimeros racionais e irracionais.

Finalmente observamos que sao necessarias para a leitura deste trabalho nocoes

basicas sobre Anélise Real como prerrequisito.



2 Numeros Algébricos e

Transcendentes

A seguir exploramos os Ntumeros Algébricos e Transcendentes. Iniciamos com defi-
ni¢oes e propriedades que envolvem os Niuimeros Inteiros, uma vez que estes estabelecem

a base para os proximos conceitos.

2.1 Numeros Inteiros

Defini¢ao 2.1. Dados a,b € Z, dizemos que a divide b, e escrevemos alb, se existir
q € Z tal que b = qa. Neste caso, diremos que a € um fator ou divisor de b ou ainda

que b € um mailtiplo de a.
Exemplo 2.1. 3|12, pois 12 = ¢3 = ¢ = 4.

Defini¢ao 2.2. (a) Um nimero p € N, p > 1, é chamado primo se este sé admite
dois divisores naturais: o 1 e si proprio. Assim p € primo se para todo d € N tal que
d|p, entao d =p ou d = 1.

(b) Um nimero p € Z, p # 0 e p # 1, € primo se 0s inicos nimeros inteiros

que o dividem sao £p e £1.
Exemplo 2.2. p=5edl5=d=5 ou d=1.

Definicao 2.3. Seja a € Z. Um numero inteiro b é chamado maltiplo de a se b = aq,

para algum q € 7.
Exemplo 2.3. a =5,¢=4; b=54=5b=20 (20 ¢ maltiplo de 5).

Definicao 2.4. Dados a,b € Z, um numero natural d é chamado o mdzximo divisor
comum de a e b, denotado por d := mdc(a,b), se satisfaz as afirmagdes abaizo:
(i) dla e d|b;

(1) se r € Z,€ tal que r|a e rlb, entdo r|d.

Exemplo 2.4. Se a = 30, b = 75 entao mdc(30,75) = 15, pois 1530 e 15|75 e além
disso se 7|30 e |75 entao |15 (por exemplo se r = 3, temos que 3|30, 3|75 e ainda que
3[15).
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Niimeros Inteiros

Observagao 2.1. O mdc(a,0) nio existe caso a seja nulo. Além disso, assumimos

que mdc(a,0) = a, se a # 0.
Teorema 2.1. (Algoritmo da Divisdo) Se a,b € Z, com b # 0, entdo existem (e
sao unicos) q,r € Z com 0 < r < |b|, tais que,

a=qb+r. (2.1)

Demonstracao. (i) Existéncia.

(b > 0) Consideremos o conjunto dos niimeros multiplos de b ordenados de acordo
com a ordem natural da reta, isto é, o conjunto ..., —3b, —2b, —b, 0, b, 2b, 3b, ...,
com,

=30 < =20 < b <0 < b <20 < 3D

Note que disso decorre uma decomposicao da reta em intervalos disjuntos da forma
[gb, (g +1)b) ={z € R:gb <z < (q¢+1)b},
com q € Z. Para ¢ = —3, temos por exemplo,
[—3b, —2b) = [-3b,(—3+ 1)b) ={z € R: —=3b < x < —2b}.

Assim, dado a € Z, este pertence a apenas um desses intervalos e portanto necessa-
riamente é da forma a = ¢b+7, com ¢ € Z e r > 0. E claro que r < (¢+ 1)b— gb = b.

(b < 0) Aplicamos o teorema para |b|, logo existem ¢',r € Z, com 0 < r < |b| tais
que
a=4qbl+r. (2.2)

Fazendo ¢ = —¢/, como |b|] = —b, (pois b < 0), obtemos de (2.2) a = gb + r, onde
¢, r€Ze0<1r<lb.

(17) Unicidade. Resta demonstrar que ¢ e r, os quais satisfazem (2.1) sdo tnicos.

De fato, suponha que a =¢gb+rea=qb+r;,com0 < r<|be0<r <|[bl.
Assim,

+r=qpb+r =

r—r = (q — q)b. (2.3)
Afirmamos que r = r;. Com efeito, se r # rq, entdao: 0 < |r; —r|.

Além disso, |rp —r| < b. De fato, vamos admitir, sem perda de generalidade, que

r < r1, consequentemente r; —r > 0e |rp —r| =r; —r. Assim, se r; —r = |b),
entdo r; = |b| + r e portanto r; > |b|, que é absurdo. Também, se r; —r > |b|, entdo

r1 > |b| + r > |b|, gerando novamente o absurdo r; > b. Logo pela Lei da Tricotomia,

lry — 7| =ri —r <|b|.
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Segue que

0< |ri—r] < 0] (2.4)
Agora de (2.3) obtemos,

e =7 =l — gl|b]. (2.5)
Substituindo (2.5) em (2.4), obtemos,

0 <lqu —qllb] < b].

Logo, 0 < |g1 — q| < 1, o que é um absurdo, pois |¢; — ¢| € um namero inteiro (pois
qgeq €7Zeem Zvale a Lei do Fechamento da Adigdo). Portanto r = r;. Note que
essa igualdade combinada com (2.3) implica ¢; = ¢, ja que 0 = (g1 — q)b e b # 0 por
hipotese.

O

Exemplo 2.5. Se a =17 e b =5 entao obtemos g =3 e r = 2 pois 17 = 3.5 + 2.

Teorema 2.2. Dados a,b € Z, pelo menos um deles nao nulo, existem xq,yy € Z tais
que

axg + byo =d
onde d = mdc(a,b).
Demonstracao. Considere o conjunto C de todos os inteiros positivos da forma ax + by,
istoé, C ={neN:n>0 e n=ax+ by, para algum z e algum y}. O conjunto C
nao é vazio, pois tomando z = a e y = b temos n = aa+bb € C. Utilizando o Principio

da Boa Ordenacao podemos afirmar que C tem um menor elemento.

Dessa forma, existe d > 1 tal que d = axq + byy, com xg,yo € Z, €
d < ax + by (2.6)
para todo ax + by € C. A seguir afirmamos que
d| ax + by (2.7)

para todo ax + by € C. Para demonstrar (2.7) suponhamos, por contradi¢io, que

d tax + by. Logo, existem ¢,r € Z com 0 < r < d tais que
ax + by = qd + r = q(axe + byo) + 1,
de onde segue que

r=a(x — qxo) + b(y — qyo) (2.8)

Como r > 0, a expressao (2.8) diz que r € C. Porém isso é um absurdo pois r < d,
contrariando o fato de assurmirmos d como o menor elemento do conjunto C. Logo
d| azx + by.
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A relagdo d | ax + by implica d | |a| e d | |b] pois, ou um deles é zero e d | 0, ou

ambos sao positivos e, nesse caso, ambos estao em C. De fato,
la| = a(sgn{a}) + b.0 (2.9)

e analogamente para |b; em (2.9) sgn{a} = +1sea > 0e sgn{a} = —1sea <0, e

em ambos os casos sgn{a} € Z. Consequentemente,
d|la e d|b. (2.10)

Por outro lado, se n € N é tal que n | a e n | b, entdo n | (axg + byp), ou seja, n | d.
Portanto, d | a e d|be também paran € N,;n | aen|b, entdo n | d, concluimos que

d ¢ o méaximo divisor comum de a e b. Logo,
d = azg + by = mdc(a,b),

o que finaliza a demonstracao.

Lema 2.1. Sejam a,xo,b,yo,d € Z, se d|a e d|b, entao d|(axg+ byo).

Demonstra¢ao. Como d|a (pela defini¢ao 2.1) implica que existe ¢ € Z, tal que a = ¢d.
Também (pela defini¢do 2.1) d|b implica que existe p € Z, tal que b = pd. Logo,

azo + byo = qdxo + pdyo = d(qzo + pyo).

Observe que K = (qzo + pyo) € Z, (pois vale a lei do fechamento da adigao e multipli-
cagao em Z e ¢, xg, p, Yo € Z). Portanto, axg + byy = dK, K € Z, ou seja,

d|(axo + byg).

Exemplo 2.6. 3|6 ¢ 3|9 = 3[(6x¢ + ), ¥ 20, yo € Z.

Lema 2.2. Seja p € N um numero primo, e a,b € Z. Se p divide o produto ab entao
p divide a ou b.

Demonstracao. Se pla, nada temos que provar. Suponhamos que p nao divide a, ou
seja, p e a sao primos entre si. Logo, pelo Teorema 2.2, existem xg,yy € Z tais que
azxy + pyo = 1. Assim,

abxy + pbyy = b. (2.11)

Como plab (por hipotese) e claramente p|pb, logo pelo Lema 2.1, segue que,

pl(abxy + pbyo).

Portanto de (2.11) segue que plb. O
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Exemplo 2.7. 1. Sejam p =3, a =9, b =5, assim 3|9.5 e também 3|9.
2. p=3,a=9,b=06, temos que 3|9.6 e também 3|9 e 3|6.

Corolario 2.1. Seja p € N um nimero primo e a € Z. Se pla”, entdo pa.

Demonstracao. Esse resultado segue usando o Principio da Inducgao Finita. Queremos

mostrar a veracidade da sentenca.
P(n) : pla” = pla,Vn € N.
Note que, obviamente, P(1) é valida,
P(1) : pla' = pla.
Além disso, observe que P(2) também & valida pois se p|a?, pelo Lema 2.2, se pla.a,

entao pla ou pla, isto é, pla.

Suponha agora que para qualquer k£ € N,
P(k) : “Se p|a®, entdo pla.”

Queremos mostrar que P(k + 1) é valida, ou seja,

k+1

"Se pla"™", entdo pla.”

k+1 2

Observe que p|a**! é o mesmo que p|a*.a. Agora, do Lema 2.2, segue que p|a® ou pla.

Se pla, o resultado esta provado. Por outro lado, se p|a® temos por Hip6tese de Indugao

que p|a* implica que pla e também estd provado. Portanto, p|a®**! implica p|a.

]

Uma vez explorados os Numeros Inteiros, apresentamos os Numeros Algébricos.

2.2 Numeros Algébricos

Um nimero real ou complexo é dito algébrico quando é solucao de uma equacao

polinomial com coeficientes inteiros, conforme a definicao abaixo:
Definicao 2.5. Qualquer solu¢ao de uma equacao da forma

"t a, " L Faxrt+ag=0 (2.12)
em que cada coeficiente a; € Z,Vi € {0,1,...,n— 1}, é chamado de inteiro algébrico.

Exemplo 2.8. 1. Seja a € Z, entao a ¢ um inteiro algébrico, pois a é solucao da

equagao x —a = 0, a qual é do tipo (2.12), paran =1 e ag = —a.
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2. v/5 & um inteiro algébrico, ja que é solucdo de 22 — 5 = 0.

3. 2+ 1/3 & um inteiro algébrico, uma vez que é solucdo de uma equacio do tipo
(2.12). A seguir descrevemos como obté-la.
Para obtermos uma equacao do tipo (2.12), precisamos aplicar duas quadraturas.

Aplicando a primeira quadratura, temos

r=1/2+V3=>22=(\/2+V3)? =22 =2+3

Para eliminar o radical que restou, aplicamos outra quadratura,
2 =24+V3=
2 —2=+3=
(2 2 = (V3 =
vt — 4P +4=3=
vt — 42 +1=0.

Portanto, x* — 42?2 +1 = 0, é a equacao procurada.

4. Todo namero da forma v/b, com b € N, é um inteiro algébrico. De fato,
r=Vb=a22= Vb2 =>a22=b=2>—b=0,

e esta tltima é uma equagao do tipo (2.12), para n = 2, a9 = —b.

5. Para cada a € Z*, o numero complexo iy/a ¢ um inteiro algébrico, pois é solu-

cao da equacao x? +a = 0.

Observacao 2.2. Dos exemplos acima, podemos observar que todos os Niimeros In-
teiros sao Inteiros Algébricos. Também, existem Inteiros Algébricos Irracionais e

Complexos. O Teorema a seguir caracteriza os Inteiros Algébricos Reais.
Teorema 2.3. Todo nimero inteiro algébrico (real) é um nimero inteiro ou irracional.

Demonstracao. Para provar que um inteiro algébrico nao pode ser um niimero racional
nao inteiro, usaremos o tipo de demonstracao indireta, a saber, reducao ao absurdo.

Suponha por absurdo, que o nimero racional r = ]—9, em que p,q € Z, q > 1 e

mde(p, q) = 1, satisfaga a equagao do tipo (2.12), ou seja,
"+ ap 12"+ .+ ax + ag = 0.

Entao,
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p" P! p
—~4ap, 11—+ ...+a1=-4+ay=0=>
n n—1
q q q
p" Pt p
— = —an,lm —...— 01— —ag =
q q q
prt p
pn = qn (—an_l—n_l — .. —a1— — CL()) =
q q
P = (—anap" g — . —arpg" ! — apg") =
P =q(—an_1p" " — .. — a1pg" " — agg" ).
Considerando, j = (—a,_1p" ' — ... — a1pq" 2 — apq™™'), temos que j € Z (pois vale a

lei do fechamento, da adi¢do e multiplicagdo em Z) e que p" = qj, ou seja, ¢|p". Agora,
seja r um fator primo de ¢, r # 1 (observe que se r for primo podemos considerar
r = q); entao r divide p" e pelo Corolario 2.1 isso implica que 7|p. Obtemos assim que,
r|q e r|p, o que contradiz o fato de mdc(p, q) = 1 (o absurdo ocorre quando admitimos

que Py solu¢ao da equagao do tipo (2.12)). H
q

No proximo exemplo mostraremos a irracionalidade de algumas raizes quadradas.

Exemplo 2.9. (a) V2 é irracional. De fato, supomos v/2 racional, entdo este pode ser
escrito como % ,coma,b € Zeb+#0e a,birredutiveis, ou seja, primos entre si. Entao
temos: V2 = % = 2= Z—j = a? = 20*. Como a? é par, entao a ¢ par (pois se a fosse
fmpar, entdo a = 2k + 1,k € Z = a®> = 4k® + 4k + 1 entdo a? seria impar). Assim,
sendo a par, entao a = 2k = a? = 4k? = 2b® = 4k* = b* = 2k? = b? é par, dai b é

par. Contradicao, pois a e b sao primos entre si.

(b) V/3 é irracional.
Observe primeiramente que se p?> é mailtiplo de 3, entdo p é mailtiplo de 3. De fato,
vamos provar, usando a contrapositiva, que se p ndo é miltiplo de 3, entdo p* nao é
miultiplo de 3.
Note que p nao miltiplo de 3, pelo Teorema 2.1, significa que p = 3¢ + r, onde
qgEZel<r<a.
Dali,
P’ =0Bg+7r)=
p? =9¢> +6qr +1° =
p° =3¢+ 2qr) +r* =
pQ — Sq/ + 7,,2
onde ¢’ = (3¢* + 2qr) € Z.
Estudemos o resto r, 0 < r < 3,
i)yr=1
p2 — 3q/ + 1
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Logo, neste caso, p? nao é multiplo de 3.

(ii) 7 = 2
pPP=3¢0+4=p"=3¢+3+1=p*=3¢"+1

onde ¢" = (¢’ + 1) € Z. Também, neste caso, p* nao ¢ miltiplo de 3.
Agora sim mostraremos que v/3 é um namero irracional. Para tanto, suponhamos
por absurdo que /3 é um namero racional. Logo, existem p,q € Z, com ¢ > 1 e

mdc(p, q) = 1, tal que z = P
q

Assim: ) ,
2? = (}—7) =3=C o322
q q
Segue que p? é multiplo de 3. Logo p é multiplo de 3. Consequentemente, p pode ser
escrito da forma p = 3a, para algum a € Z.
Substituindo p = 3a, temos,
3¢  9a?

3¢ =9a> = — =" = ¢*> = 3d%
q a 3 3 q a

Logo, ¢* é multiplo de 3, e assim, ¢ é multiplo de 3.
Portanto, p e ¢ sao miltiplos de 3, o que é absurdo, ja que por hipdtese p e ¢ sao primos

entre si.

(c) Se um nimero natural ndo é o quadrado de um outro ntimero natural, sua raiz

quadrada é um numero irracional. Para provar este fato, seja n € N. Se b € Q é tal
q

2
(2—?) :n:}pzzan
q

Como os fatores primos de p? e ¢? aparecem todos com expoente par, o mesmo deve

que

ocorrer com os fatores primos de n. Entao n é o quadrado de algum nimero natural.

Além dos ntimeros racionais e irracionais, outros importantes nimeros reais sao os

numeros algébricos e transcedentes, os quais sao definidos a seguir.
Definig¢ao 2.6. (a) Qualquer solugcdo de uma equagao polinomial da forma
an®" + ap 12" P tawr+ag=0, a; €7Z, ¥Vic{0,..n} (2.13)

é chamado um nimero algébrico. Ou seja, um nimero o € algébrico quando € possivel
encontrar uma equacao polinomial com coeficientes inteiros, da qual o seja raiz.

(b) Um nimero que nao seja algébrico é chamado transcendente.

Exemplo 2.10. (i) Qualquer namero racional o = Z—), ¢ algébrico porque « é a raiz da
q
equagao qr — p = 0.

(ii) Qualquer inteiro algébrico é um ntumero algébrico.
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Os nimeros algébricos possuem algumas propriedades de fechamento, as quais sao

listadas no Teorema a seguir.

Teorema 2.4. Valem as sequintes propriedades:
(i) A soma de dois nimeros algébricos é um algébrico;
(i) O produto de dois nimeros algébricos € um algébrico;
(iit) O simétrico —a de um nimero algébrico a € algébrico;

(iv) O inverso a~! de um nimero algébrico a # 0 é um inteiro algébrico.

Demonstragao. (i) e (ii) Vide [1].
(iii) Se « ¢é algébrico, entdo ele é raiz de uma equagao do tipo (2.13). Portanto —«

é raiz da equacao
(—1)"apz™ + (—1)" ta, 12" + ...+ (=Dayz + ag = 0.
(iv) Se a satisfaz a equagao (2.13) e a # 0, entao a~! satisfaz & equagao

apx™ + a1z '+ ...+ ap_1x + a, = 0.

2.3 Numeros Transcendentes

Como na se¢ao 2.2, um ntimero é transcendente quando este nao é algébrico, ou seja,
quando tal nimero nao é raiz de alguma equacao polinomial de coeficientes inteiros
nao nulos. No que segue, estamos interessados em mostrar a existéncia de ntmeros

transcendentes. Para tal necessitamos de alguns conceitos.

Definicao 2.7. Um conjunto A é enumerdvel se seus elementos podem ser coloca-
dos em correspondéncia biunivoca com os numeros naturais. Mais precisamente, A €
enumerdvel se existir uma funcao bijetiva, (isto €, uma fun¢ao injetiva e sobrejetiva),
f:N— A

Exemplo 2.11. (a) O conjunto dos nimeros pares positivos é enumeravel. Seja P =

{2n,n € N}, e considere a seguinte func¢ao

f+ N — P
n —— 2n

(i) f ¢é injetora. Suponha que f(z) = f(y). Queremos mostrar que x = y. Como
f@)=fly)=2c=2y=z=y.

Portanto f, é injetora.
(ii) f é sobrejetora, isto é f(N) = P. De fato,
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- f(N) C P pela definicao de imagem;
- P C f(N), pois, seja b € P qualquer, entao b = 2ny para algum ng € N. Tomando
x = ng, temos que f(x) = f(ng) = 2ng = b, ou seja, b € f(N), logo b = f(x). Portanto
f & sobrejetora.

Logo por (i) e (ii), f & bijetora.

(b) O conjunto dos nimeros impares positivos é enumeravel. Basta considerar a fungio
f: N—1
n+—2n—1

onde I = {2n —1,n € N}. A demontragao pode ser feita de modo analogo ao exemplo

(a).

(c) O conjunto Z é enumeravel. Observe a correspondéncia abaixo

ey =3, =2, =1, 0, 1, 2, 3,
! T 1T 111¢
7. 5 3, 1, 2 4, 6

Esta correspondéncia pode ser descrita pela funcao definida por partes

f: 2 — N

onde

f(n):{2n’ sen >0,

—2n+1, sen <0.

(1) f é injetora, isto é, x # y = f(z) # f(y), pois:
-sex,y >0, f(z) =22 #2y = f(y)
-sex,y <0, flx)=-20+1#-2y+1= f(y)
-sex >0ey <0, temos que f(x) = 2x ef(y) = —2y + 1 dai, f(x) = 2z # 2y #
=2y # -2y +1= f(y);
-sex <0ey>0,idem item anterior;
-sex=0ey >0(ouy =0ex>0),entdo f(z) = f(0) = 1e f(y) = 2y, dai
Fly) =2y # 1= £(0) = f(2)
-sex=0ey<0(ouy=0ex<0),entdo f(x) = f(0) =1e f(y) = —2y + 1, dai
) = 25+ 141 = [(0) = ()

Portanto, pelos casos considerados acima, f é injetora.
(ii) f é sobrejetora, isto é, f(Z) = N. De fato,
- f(Z) C N pela defini¢do de imagem;
-N C f(Z), pois, seja n € N. Se n é par, entdo n = 2k, k € N. Logo, tomando x = k,

temos
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Se n é impar, entao n = 2k 4+ 1,k € N, logo tomando x = —k, temos
n=2k+1=-=-2(—k)+1=f(-k)=f(x) € f(Z).

Portanto f é sobrejetora.
Por (i) e (ii) f ¢ bijetora. Como f é bijetora, existe ¢g7' : N — Z, assim basta

tomarmos f = gL

(d) O conjunto dos nimeros racionais ¢ enumeravel. Mostremos primeiramente que o

conjunto dos nimeros racionais positivos é enumeravel.

1 1 1 1 1
1773 3 771 5
Ve /! vd /
2 2 2 2 2
1 2 3 4 5
S / e
3 3 3 3 3
1 2 3 4 5
Ve /! Ve /
4 4 4 4 4
1 2 3 4 5
S / e
5 5 5 5 5
1 2 3 4 5
Ve

Observe que todos os nimeros da forma ]—9, com p,q € N e q # 0 aparecem no quadro

acima. Se o percorrermos seguindo as flechas temos uma ordenacao desse conjunto, a
funcao f
f: N — Qt
n o+ f(n)

¢ definida como f(n) = n-ésimo elemento que encontramos seguindo as flechas. Nao
é dificil ver que f é bijecdo e que portanto o conjunto Q = {z € Q, =z > 0} é

enumeravel.

A enumerabilidade de Q segue do item (i) do proximo Teorema, lembrando que
Q=Q"UQ U{0},onde Q- ={z €Q:z<0}.

A seguir demonstramos algumas propriedades sobre conjuntos enumeraveis.

Teorema 2.5. (i) A unido de um conjunto finito e um conjunto enumerdvel é enu-
merdvel;

(i) A unido de dois conjuntos enumerdveis € enumerdvel;

(iit) A uniao de um nimero finito de conjuntos enumerdveis é enumerdvel;

(iv) A uniao de um conjunto enumerdvel de conjuntos finitos é enumerdvel;

(v) A unido de um conjunto enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enumerdvel.
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Demonstracao. (i) Seja A = {a,as, ...,a,} um conjunto finito e B = {by, bs, ...} um
conjunto enumeravel. O conjunto A U B é enumeravel. De fato, basta considerar a

correspondéncia biunivoca entre AU B e N dada por

ay, ..., Qp, bla b?v
I I 1 I
1 n n+l n+2

(ii) Sejam A = {ay,aq,...} ¢ B = {b1,bs,...} dois conjuntos enumeraveis, entdao AU B

é enumeravel, ja que possui a seguinte correspondéncia biunivoca,

ay, b17 a2, b27 as,

111117

1 2 3 4 5

(iii) Sejam Ay, As, ..., A, conjuntos enumeraveis, queremos mostrar que A;UA;U...UA,,,
é enumeravel, V n € N. Para isto usamos o Principio de Indugao Finita. Note que para
k = 1 a propriedade é valida pois A; é enumeravel. Para k = 2 é valida pelo item
(ii). Suponha que seja valida para k, ou seja, se Ay, Asg, ..., Ay sdo enumeraveis, entao
AT UAyU...UAL é enumeravel. Provemos entao que a propriedade é valida para k + 1.

Ay, .., Ay, Agyq sa0 enumeraveis, entao
ATUA U ... UAL U AL
é enumeravel. Note que
AJUA U L UAL U A = (AU UAR) U Ak
Considere A = (A; U ... U Ag), entdo
ATUA U UALUA =AU AL
Agora A é enumeravel por Hipotese de Inducdo e A U Ayyq é enumeravel por (ii).

Portanto A; U...U A, U A1 é enumeravel.

(iv) Seja {A;, As, ..., A,, ...} um conjunto enumeravel onde cada A; é um conjunto
finito, para qualquer i € {1,...,n,...}.
Queremos mostrar que A; U As U ... U A, U ... € enumeravel. Suponha que A; =

{01170012, ---,aul}, Ay = {a21, a22, ~-->@212} e A, = {anlaan2> "'aanln}- Entao,
Al U A2 U..u An U...= {a117 A12y -oes A0y, A215 Q225 ooy 2[5y ooy Apl,y, Ap2,y ooy Anl, }
Defina a seguinte correspondéncia entre A; U A, U...UA,U...e N:

air, .- alllv 21, R3] a2127 RS Qn1, ceey anma

! 1 ! ! !

L, ooy by L4l o Ltly oy Lttt b+l o b
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Logo, AU AU ...UA, U ... é enumeravel.

(v) Seja {Ay, Ay, ..., Ay, ...} um conjunto enumeravel onde cada A; é um conjunto

enumeravel para qualquer i € {1,..,n,...}. Suponha que
Ay ={an, a1z, au3, ... },

Ay = {a21,a22,a23, }7
An - {anluan%an?ﬂ }

Disponha os elementos de Ay, Ao, ..., A, ... como na tabela

a11, Qai2, ais,

21, A22, 23,

Apl, QAp2, ap3,

Formando flechas como feito em Q% definimos f por f(n) = n-ésimo elemento que en-
contramos seguindo as flechas. Dessa forma definimos uma correspondéncia biunivoca
entre Ay UA; U...UA, U... e N e consequentemente provamos que é um conjunto

enumeravel. O

Observagao 2.3. Se A é enumeravel e B C A é um conjunto infinito, entao B também
é enumeravel, pois como A é enumeravel existe uma correspondéncia biunivoca, f, entre

N e A, entdo basta considerar a restrigdo f|g: B — N.
Teorema 2.6. O conjunto R dos nimeros reais nao é enumerdvel.

Demonstragao. Demonstraremos que o conjunto dos niumeros reais z € [0, 1), (isto &,
0 <z < 1) nao é enumeravel e, em virtude da observagao acima, segue que R também
nao é enumeravel. Primeiro note que os nimeros z € [0,1) tem uma representa¢ao
decimal da forma

0,@1@20,3... (214)

onde a; ¢ um dos algarismos 0, 1,2,3,4,5,6,7,8 ou 9. Alguns nimeros tem duas repre-
sentagoes da forma (2.14), por exemplo, % ¢ igual 0,50... ou 0,499... Para tais ntiimeros,
escolhemos a representacao decimal que termina. Em outras palavras, eliminamos os
decimais (2.14) que a partir de uma certa ordem todos os elementos sdo 9. Suponhamos
que os decimais tipo (2.14), ou que os niameros reais no intervalo [0, 1), formam um

conjunto enumeravel.
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0,ar1a12a13...
O7a21a22a23... (215)

0, az1a32a33...

Agora considerando o decimal 0, b1b9b3... do seguinte modo: todos os b;’s sao diferentes
deOou9e b1 7é aiq, bg 7é ago, ... . E claro que 0, blbgbg ce 7& O, Ap10np2Qan3 . .., Para todo
n, pois by, # apn. Logo 0,b1bobs ... ndo esta na tabela (2.15) o que é um absurdo, ja

que € um numero real entre 0 e 1. ]

Com os resultados anteriores provamos a existéncia de nimeros transcedentes ga-

rantido pelo seguinte teorema.
Teorema 2.7. Existemn niumeros transcendentes.

Demonstracao. Dado um polinémio com coeficientes inteiros,
P(z) = apa™ + ...+ a1x + g (2.16)
Definimos sua altura como sendo o niimero natural
|P| = |an| + ... + |a1| + |ao| +n (2.17)

O Teorema Fundamental da Algebra nos diz que P(z) = 0, tem exatamente n raizes
complexas. Todas, algumas ou nenhuma delas podem ser reais. Agora o ntimero de
polinomios do tipo (2.16) com uma dada altura ¢ apenas um ntmero finito (observe
que é para essa afirmacao que incluimos a parcela n na definicao da altura em (2.17)).
Logo, as raizes de todos os polinomios de uma dada altura formam um conjunto finito,
consequentemente o conjunto de todas as raizes de todos os polinomios de todas as
alturas formam um conjunto enumeravel de conjuntos finitos. (Por exemplo, se P(x) =
3zt —a®+x—5, entdo |P| = |3|+|—1|+]0]+|1|+|—5|+4, pelo Teorema Fundamental
da Algebra P(x) possui quatro raizes complexas e com essa altura podem existir até
treze polindmios). Portanto, podemos concluir que o conjunto dos ntimeros algébricos
reais é enumeravel.

Agora, o conjunto dos ntimeros reais pode ser considerado como a unidao do con-
junto dos numeros algébricos reais com o conjunto dos nimeros transcendentes reais.
Assim, como o conjunto R nao é enumeravel, o conjunto dos transcendentes reais deve
ser ndo enumeravel, ja que, caso contrario, pelo item (ii) do Teorema 2.5, R seria enu-
meravel. Consequentemente, existe um conjunto infinito ndo enumeravel de ntimeros

reais transcendentes. O



3 Os Numeros de Liouville

O Teorema 2.7 apresentado no capitulo anterior garante a existéncia de niimeros
transcendentes e, de fato, existem em abundancia, mas nao fornece explicitamente
nenhum nimero transcendente. Foi o matemético francés Joseph Liouville, em 1851,
que estebeleceu um critério para que um nimero real seja transcendente. Com o seu

trabalho, passou a ser possivel escrever explicitamente alguns niimeros transcendentes.

Definicao 3.1. Um nimero algébrico o é de grau n se ele for raiz de uma equagao
polinomial de grau n com coeficientes inteiros, e se nao existir uma equacao desse tipo,

de menor grau, da qual o seja raiz.

Exemplo 3.1. Os Numeros Racionais coincidem com os nimeros algébricos de grau
1, pois qualquer nimero racional da forma p/q, com p,q € Z e q # 0 é raiz da equagao
polinomial de grau 1

qr —p = 0.

Definicao 3.2. Dizemos que um nimero real o« € aproximdvel na ordem n por racionais
se existirem uma constante ¢ > 0 e uma sucessao {p;/q;} de racionais distintos, com
¢; > 0 e mdc(pj,q;) =1 tais que

c

<—. 3.1
n (3.1)

WP

q;

Observacao 3.1. Segue que, se um numero « for aproximéavel na ordem n, entao ele

¢ aproximavel em qualquer ordem k, com k < n. De (3.1) obtemos que

L Pi

<c, 3.2
" (3.2)

0 que mostra que a sucessao {g;} nao se mantém limitada. Podemos, portanto, deduzir

que g; — +00. Logo, de (3.1) concluimos que

lim (ﬁ) = a. (3.3)
J—00 qj

Ainda, veja que a importancia da Definicao 3.2 nao esta na existéncia de uma sucessao

de racionais convergindo para « (tais sucessoes sempre existem qualquer que seja o real

25
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«, essa é a chamada densidade dos racionais no conjunto dos reais), mas no fato de
que uma sucessao particular de racionais converge para « de acordo com (3.1). Outro
ponto relevante na Definicao 3.2 é que podemos tomar racionais todos diferentes, o
que acarretara, em particular, que possamos torné-los diferentes de o, mesmo no caso

deste ser racional.

Na sequéncia vamos estabelecer as relagoes entre os dois conceitos introduzidos nas

Definicoes 3.1 e 3.2 dadas anteriormente.

Teorema 3.1. Todo nimero racional (nimero algébrico de grau 1) é aproximdvel na

ordem 1, e nao € aproximdvel na ordem k, para k > 1.

Demonstracao. (i) (todo nimero racional é aproximével na ordem 1)
Seja p/q um nimero racional, com g > 0 e mdc(p, q) = 1. Pelo Teorema 2.2 existem
To, Yo € Z tais que
pxo — qyo = 1. (3.4)
Na verdade a equacao

pr—qy=1 (3.5)

tem um numero infinito de soluc¢oes da forma
Ty = o+ qt, Y = Yo+ pt, (3.6)
para qualquer ¢t € Z, as quais satisfazem (3.5), isto &,

pry — qyy = 1. (3.7)

Fixando k € N, tal que k > —x(/q, considere as sucessoes {z;}, {y;}, definidas a partir
de (3.6) por
vy =xo+qk+j), yi=yo+pk+j) jeN (3-8)

Pela restricao sobre k, temos z; > ¢j e dai x; > 0, pois ¢ > 0. Agora, afirmamos que
Yj Yy .
LA se jAT (3.9)
X &X g

pois caso houvesse igualdade entre os racionais em (3.9), por (3.6) e (3.4) teriamos j =

J'. Em virtude de (3.7), os z;’s e 0s y,’s, definidos em (3.8), satisfazem a desigualdade

1 2
— <

r_ Y
qz; %"

q Ty

0 que prova que p/q é aproximavel na ordem 1.
(ii) (todo ntimero racional ndo é aproximéavel na ordem k, para k > 1) Para qualquer

racional v/u # p/q com u > 0, tem-se

_lpuzauf 1

o p” (3.10)

P (%
q u




27

Ora, se p/q fosse aproximavel na ordem 2, teriamos a existéncia de um ¢ > 0, e de uma

sucessdo de racionais v;/u; diferentes, tais que

C
_2'
J

3.11
q U ( )

Py
u

De (3.10) e (3.11), segue-se que 1/qu; < c/u?, isto é, u; < gc, o que, entretanto,
nao pode ser verdade, pois u; — +00. Dessa forma, p/q ndo é aproximavel na ordem

2, e portanto, também nao é aproximavel em nenhuma ordem superior. O]

Observacao 3.2. A parte (ii) do Teorema 3.1 é consequéncia de um resultado mais

geral demonstrado abaixo, a saber Corolario 3.1.

Teorema 3.2. Todo numero irracional é aproximdvel na ordem 2, isto €, existe uma
constante ¢ > 0 tal que a desigualdade abaixo se verifica para um numero infinito de

racionais p/q distintos,
c
< -

o
q

q

Demonstra¢ao. Seja o um ntimero irracional e n € N. Representamos por [z] a parte
inteira de um ntmero real x, isto ¢, o maior inteiro menor ou igual a x. Considere

agora os n + 1 nameros reais
0, — [o], 2a0 — 20, ..., na — [nal, (3.12)

os quais pertencem ao intervalo [0,1) = {x : 0 < z < 1}. Considere em seguida a

partigao do intervalo [0, 1) em n intervalos, disjuntos dois a dois, e da forma

7+ 1Y .

{l,] ),] —0,1,...n—1. (3.13)
n.n

E claro que, pelo menos, dois dos reais em (3.12) estio em um mesmo intervalo do tipo
(3.13). Digamos que eles sejam nja — [nja] e nga — [nga], com 0 < ny < ny < n, para
0s quais temos entao

1
[N — [noar] — npa + [n1af| < e (3.14)

Seja agora k = ny —ny e h = [n2a] — [nya, os quais sdo inteiros com k > 0,h > 0.

Logo, (3.14) pode ser escrito como

h 1
ka —h| < — - = <=,
|ka — h| ou o=l <
segue que
h 1
_ = — 3.15

para k < n. Em sintese, mostramos que, para cada n, existe um racional da forma

h/k, com k < n, para o qual (3.15) se verifica. Agora, afirmamos que (3.15) se verifica
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para um numero infinito de racionais h/k distintos. Suponha que tal nao seja verdade,
isto é, ha apenas hy/kq, ..., h,./k,, racionais distintos satisfazendo (3.15).
Agora seja
e = min{|a — hy/ki|, ..., o — h,. [k, |}

e tome n € N tal que 1/n < e. Vimos que existe um racional h/k tal que

h - 1
a——| < —.
k nk
Como 1/nk < 1/n < ¢, segue que h/k # h;/k;, parai =1, ... , r. Isso é uma
contradi¢do, pois h/k satisfaz (3.15). ]

Observacao 3.3. (i) O Teorema 3.2 afirma que um niimero irracional é aproximéavel,
pelo menos, na ordem 2. Dependendo do ntimero irracional ele podera ser aproximével
numa ordem superior a 2. O Teorema 3.3 abaixo fornece informacoes mais precisas
sobre essas ordens de aproximacao.

(ii) Hurwitz provou que a menor constante ¢ que é valida para todos os irracionais na

desigualdade acima é 1v/5. Mais precisamente, se A < %’ entao existe um nimero

irracional A tal que para todos os racionais p/q, exceptuando-se um ntimero finito deles.
Para mais detalhes, confira 1. Niven, "Diophantine Approximations”.
A
‘A - ]—)’ > —.
q q
Teorema 3.3. Seja a um ndmero algébrico real de grau n. Entao existe uma constante

A >0 tal que

P 1
a__

al  Agqr

para todo racional p/q. (Sen =1, tome p/q # )

>

(3.16)

Demonstracao. Uma vez que a € um numero algébrico real de grau n, segue que « ¢

uma solucao de uma equacao polinomial da forma
f(2) = ana™ 4 ap 12" + .+ a1z + ag = 0. (3.17)

Seja d > 0 tal que, no intervalo [a — d, a+d] a tnica raiz de f(x) =0 ¢é a. A existéncia
de um tal d segue do fato que a equacao polinomial tem no méximo n raizes reais.
Portanto d pode ser qualquer niimero menor que a menor das distancias de o as demais
raizes reais.

A seguir observamos que a derivada f'(z) de f(z) é um polinémio de grau n — 1, e,

portanto, ela é limitada em qualquer intervalo finito. Seja pois M > 0 tal que

|f ()| < M, para z € [a — d,a + d]. (3.18)



Para qualquer racional p/q, com ¢ > 0, em [ — d,  + d] temos, aplicando o Teorema
do Valor Médio, que

fle) = f(p/a) = (@ =p/a) f'(£),
com ¢ € (o —d,a+ d). Como f(«a) = 0, obtemos

/(2=

em que usamos a estimativa (3.18) no ultimo passo. Para obter a desigualdade buscada,

p
a__

o- g] )< M

, (3.19)

necessitamos de uma estimativa inferior para f(p/q):

n n—1 n
. . 1
‘f(g)‘: T A U (3.20)
q q" q"
De (3.19) e (3.20) segue que
p‘ o1

a— - ’
ql  Mqg»

para p/q € [ — d,a + d]. Se p/q ndo estiver nesse intervalo teremos, entao

04—23’>d,
q
e como g > 1 temos
d
a_fz\>_.
q q"

Tomamos, finalmente, 1/A igual ao menor dos nimeros 1/M e d, e obtemos a relagdo
(3.16) para todos os racionais p/q. O

Corolario 3.1. Se a € um numero algébrico real de grau n, entao o nao € aproximdvel
na ordem n + 1.

Demonstragao. Por contradicdo, suponha que existe ¢ > 0 e uma sucessao p;/q; de

racionais distintos tais que

c
n+l1-
j

<

‘oz ) (3.21)

q;

Para tais racionais, seguir-se-ia de (3.16) e (3.21) que

1 - c
n n+1
g g

ou q; < Ac.

Mas a ultima desigualdade nao é possivel, pois ¢; — +oo0. O

Observacao 3.4. Uma versao mais forte do Teorema (3.3) segue-se de um teorema de
Roth-Siegel-Thue, que estabelece o seguinte: "Seja A um nimero algébrico; se houver
uma infinidade de racionais distintos p/q, com mde(p,q) = 1,q > 0, satisfazendo a

desigualdade
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entao v < 2", Segue-se dai que se . > 2, entao ha apenas um numero finito de racionais

p/q satisfazendo & desigualdade

para um dado ntimero algébrico A. E finalmente, uma consequéncia imediata disso é
o seguinte resultado. Dados um nimero algébrico A e um nimero € > 0, existe uma

constante ¢ > 0 tal que

C

q2+6

-3l
q

para todos os nimeros racionais p/q.

Definicao 3.3. Um nimero real o € chamado um nidmero de Liouwville se existir uma

sucessao {p;j/q;},q; > 0,mdc(p;,q;) =1, com todos os elementos diferentes, e tal que

‘a—&-<—. (3.22)

4j

Observacao 3.5. Em particular podemos dizer que um ntmero real o é chamado de

numero de Liouville se para todo niimero inteiro n existirem inteiros p e ¢ tais que:

0<

1
a—2‘<—, q > 1.
q q"

Os niimeros de Liouville sao nimeros que podem ser aproximados tanto quanto se
queira por nimeros racionais.

Vemos a seguir que os nimeros de Liouville sao irracionais e transcendentes.
Teorema 3.4. Todo numero de Liouville é irracional.

~ . , . . a
Demonstracao. Suponha, por contradicao, que um certo ntimero de Liouville o = —

seja um inteiro positivo n tal que 2"~! > b. Como « ¢ niimero de Liouville, entdo

a
A primeira desigualdade nos diz que 7 #+ P o que equivale a |ag — bp| > 1, assim,
q

—b 1 1 1
o_p|_legztbp| 1 1 1
b g bq bg ~ 2" 7lq T q"
o que leva a uma contradicao. O

Teorema 3.5. Todo numero de Liouville € transcendente.
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Demonstracao. Suponha, por absurdo, que um certo ntimero de Liouville a seja algé-
brico, digamos de grau n. Entdo, pelo Teorema 3.3, a relagao (3.16) seria valida para

todo racional. Em particular, para os p;/q; da Defini¢do 3.3. Dessa forma terfamos

1 ; 1
- < | — & < —,
Agj %l q
de onde obtemos
¢ " < A (3.23)

J

Como ¢; — +00, segue que (3.23) ndo é verificada para j suficientemente grande. A

contradicao estd no fato de supormos que « seja algébrico. O]
O resultado seguinte é 1til nos exemplos.

Lema 3.1. Seja a um numero tal que

/Ij.
oY

U

em que {vj/u;} € uma sucessao de racionais diferentes com u; > 0. (Atengdo: nao

exigimos que mdc(vj,u;) seja 1). Entao o € um nimero de Liouville.

Demonstragao. Considere a sucessdo {p;/q;}, com ¢; > 0 e mdc(p;,q;) = 1 definida

por
Pn _ Un
4 U
Entao,
4a; uj u; q;
0 que prova que « é um numero de Liouville. O
Exemplo 3.2. Seja
= 1
a=> o7 (3.24)
k=1
Consideremos a sucessao de racionais definida por
J
iy b
Uj n ; 10k' )
Temos,
vl ~— 1 1 1
J k=j+1
A expressao em parénteses é majorada por
1 1 10

1+ =+ —=+..=—.
+10+102+ 9
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Logo, o ultimo membro de (3.25) ¢ majorado por

1 10 < 1
(10799104 © 9 (104)7°
e portanto
o - ﬁ <1
(1071)7°

Como u; = 107", segue que « definido em (3.24) é um niamero de Liouville.

Exemplo 3.3. Qualquer nimero da forma
Y
= -
P 10
onde a; € um qualquer dos niimeros de 1 a 9, € um ntimero de Liouville. Em particular,

se ar — 1 entdao « é a chamada constante de Liouville.

Definicao 3.4. A constante de Liouwville foi o primeiro nimero transcendente histori-

camente reconhecido e é definida por

L= Z 107" = 0, 110001000000000000000001....

k=1

Note que a constante de Liouville corresponde a um decimal nao peridédico no qual
o algarismo 1 ocupa a casa decimal correspondente a um fatorial k! e as demais casas

sao ocupadas pelo algarismo 0.
Proposicao 3.1. A constante de Liouville é um numero de Liouwille.

Demonstracao. Considere um certo n inteiro e positivo fixo e defina p e ¢ da seguinte
n

forma: p = Z 10M% ¢ =10™. Dessa forma,

k=1
Pl _ k! (ntk+1)! < —(n+1)!—k
S BRI M o
’ q k=n+1 k=0
— 10—(n+1)! i 10—k < 1O—n!n — l
qn

k=0
Portanto L é um ntimero de Liouville. O



4 Numeros Racionais e Irracionais:
uma proposta didatica na pratica da

sala de aula

Uma proposta didatica na préatica de uma aula no Ensino Médio seria o estudo dos
Conjuntos Numéricos com énfase na abordagem dos Ntumeros Racionais e Irracionais.
Primeiramente vamos definir os Nimeros Racionais.

Definimos Nimeros Racionais todos aqueles que podem ser escritos como fra-
¢oes nas quais o numerador e o denominador sao nimeros inteiros e o denominador é
diferente de zero. Representamos o conjunto dos Niimeros Racionais pelo simbolo Q.

Exemplos:

o 3
1. Os nimeros inteiros: 3 = —;

2
2. Os decimais exatos: 0,2 = 1—0;

3. Os decimais periodicos: 0,333... = 9= 3

Nos decimais periddicos, ou dizimas periddicas, chama-se periodo o algarismo ou
grupo de algarismos que se repete infinitamente, e geratriz de uma dizima periodica
a fracao equivalente a ela.

Em uma dizima periédica simples, o periodo comeca no primeiro algarismo apos a

virgula.

Exemplo: Determinar a geratriz da dizima periédica 0,313131.... Sejaxz = 0,313131....

Como hé dois algarismos no periodo, multiplicamos ambos os membros da igualdade

por 100 . Assim:

31
100z = 31,313131... = 100x — x = 31,313131... — 0,313131... = 992 =31 = x = 99"
Na dizima peridédica composta, h4 um ou mais algarismos depois da virgula que
nao fazem parte do periodo.
Exemplo: Determinar a geratriz da dizima periddica 0, 5282828... . Novamente, seja
xr = 0,5282828... . Primeiramente multiplicamos os dois membros da igualdade por

10, pois ha apenas 1 algarismo antes do periodo. Assim obtemos 10x = 5,282828... .

33
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Em seguida, multiplicamos x por 1000 resultando em 1000x = 528, 282828... . Dessa

forma:

2
1000z — 10z = 528, 2828282... — 5,282828... = 990x = 523 = = = %

Neste momento podem ser sugeridos alguns exercicios nos quais os alunos devem
determinar a geratriz de algumas dizimas periddicas.

Exercicio. Determine a geratriz da dizima periodica 1,23333... .

Resolucao. Considere x = 1,23333... . Multiplique = por 10 e por 100 obtendo,
respectivamente, 10x = 12,3333... e 100z = 123, 3333... . Agora basta subtrair

100x — 10x = 123,3333... — 12,3333... = 90z = 111 = x = %
111
Resposta: 1,23333... = 90

Ha numeros decimais que nao sao exatos e nem periédicos. Tais niimeros decimais
sao impossiveis de se escrever na forma fracionaria e, por isso, nao sao racionais. Esses
ntmeros sao chamados de Niimeros Irracionais.

A historia da origem dos Nameros Irracionais estd no mundo grego classico, no
momento em que os pitagoricos resolveram calcular a medida da diagonal d de um

quadrado de lado igual a 1. Ao utilizarem o Teorema de Pitagoras, encontraram:
PF=17+1=d =2,

e se questionaram: qual o ntimero racional que elevado ao quadrado resulta 27 Apos
algumas tentativas perceberam que d possuia medida entre 1,414 e 1,415, pois 1,414? =
1,999396 e 1,4152 = 2,002225. Mesmo tentando novas aproximacoes com mais casas
decimais nao foi possivel determinar nenhum racional. Assim dizemos que v/2 ¢ um
numero irracional.

Exercicio. Demonstre que \/5 é irracional.

~ . ~ . a
Resolucio. De fato, supomos v/2 racional, entdo este pode ser escrito como 7 com

a,b € Zeb+#0 e a,birredutiveis, ou seja, primos entre si. Entao temos: v/2 = % =
2 = Z—z = a* = 20%. Como a?® & par, entdo a é par (pois se a fosse impar, entao
a=2k+1,k € Z = a* = 4k*>+4k+1 entao a? seria impar). Assim, sendo a par, entao
a =2k = a® = 4k* = 2b® = 4k? = b* = 2k?> = b? ¢é par, dai b é par. Contradicio,
pois a e b sao primos entre si.

De modo geral, as raizes quadradas de niimeros naturais que nao sao quadrados
perfeitos sao ntmeros irracionais, como, por exemplo, V3 =1,7320508... .

Existem outros irracionais importantes como 7 = 3,14159265358... (razdo entre o
comprimento de uma circunferéncia e o seu diametro) e o ntimero e = 2, 7182818...(base

do logaritmo natural). O nimero 7 e o ntmero e também sao denominados nimeros
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transcendentes pois nao sao solucao de nenhuma equacao polinomial de coeficientes
inteiros nao nulos.

Observacao:
sao todos

i) Dados « irracional e r racional ndao nulo, entdo: « + r; a.r; e

RARS

o=

nameros irracionais.

Exemplos:

V3 3
V2 + 1; 3\/5; — e —= sao nimeros irracionais.
2 5

ii) A soma, subtragao, multiplica¢do ou divisao de dois irracionais pode resultar em
um racional ou irracional.

Exemplos:

2
V2 + \/5; \/5\/5, V2 —13e \/7; sao numeros irracionais.

(2+\/§)+(2—\/§) = 4; \/3.\/526; \/_—\/5206%:3Séom’1meros

racionais.
V2

Exercicio. O ntimero z = {(\/5) é racional.
a) Usando propriedades das poténcias, calcule x.
b) Prove que existem dois nimeros irracionais a e 3 tais que o’ é racional.

Resolucao.
V2

0a= |7 =B = (ve) 2
\/5
b) Sabemos que v/2 ¢ irracional e que [(\/ﬁ) ﬁ] é racional (por a). Ora, (\/ﬁ)\/5

é racional ou irracional. Se (\/5)\/5 ¢ racional, entao existem dois irracionais « e 3 tais
que o é racional (o = 8 = v/2). Se (\/5)\/5 é irracional, entao existem dois irracionais
a e B3 tais que o ¢ racional (o = (\/ﬁ)ﬁe B =12).

A aula deve ser encerrada levando os alunos a refletir sobre o conjunto dos Ntiimeros

Reais (representado por R) que é formado pela unido dos ntimeros racionais com os

nameros irracionais.
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