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Resumo

Este trabalho de pesquisa estd fundamentado teoricamente pela Teoria dos Campos
Conceituais de Gerard Vergnaud, e tem como principal objetivo propor uma metodologia
para o ensino de trigonometria que pode contribuir para uma construcao significativa dos
conceitos envolvidos no campo conceitual da trigonometria, tal metodologia podera ser
utilizada principalmente em escolas técnicas onde a disciplina de Topografia faz parte da
grade curricular dos cursos técnicos, para que a mesma seja utilizada como estimulo, como
é o caso dos alunos do segundo ano do curso técnico em agropecudria integrado ao ensino
médio do Instituto Federal do Tocantins, campus Araguatins.

Esta pesquisa surgiu devido a dificuldade para o ensino de trigonometria associado
a dificuldade que os alunos enfrentam na disciplina de topografia, devido ao fato de nao
terem dominio sobre os campos conceituais da trigonometria e pelo fato do PCN [9] afirmar
que: “...especialmente para o individuo que nao prosseguira seus estudos nas carreiras
ditas exatas, o que deve ser assegurado sao as aplicagoes da Trigonometria na resolucao
de problemas que envolvem medicoes, em especial o calculo de distancias inacessiveis, e
na construcao de modelos que correspondem a fenomenos periddicos...”, portanto este
trabalho tem o objetivo de apresentar uma metodologia para que o aluno ao final consiga
realizar o calculo de distancias inacessiveis e entendimentos de fenémenos periodicos.

A teoria dos campos conceituais de Vergnaud salienta que a situacao-problema é que
da sentido aos conceitos, e o professor como mediador deve construir situagoes problemas,
que estejam dentro da zona de desenvolvimento proximal dos alunos, para isto é impor-
tante que o mesmo realize uma verificacao de conhecimentos prévios para que consiga
obter éxito no processo ensino aprendizagem. E é através dela que o aluno tem condigoes
de explicitar os seus conceitos-em-agao e transforma-los em conceitos cientificos. Sendo
assim, para que o processo de pesquisa ocorresse, foi planejada e executada a verificacao

dos conceitos prévios dos alunos por meio de um questionario, que serviu de base para a



construgao e elaboracao de situagoes problemas, nas quais os alunos, de forma individual
poderiam explicitar os invariantes operatorios e invariantes do conceito e construir novos
conhecimentos.

Com esta pesquisa pode ser observado ao final, a importancia da verificacao dos conhe-
cimentos prévios que os alunos carregam em sua estrutura cognitiva para que o professor
saiba como desenvolver situagoes problemas dentro da zona de desenvolvimento proximal
dos alunos e também pode ser verificada a importancia do papel do professor como media-
dor dos processos de ensino e de aprendizagem, promovendo o aluno por meio de situagoes
problemas, as mais variadas possiveis, que simulem a realidade para que ganhem sentido
estes conteudos. Por fim, pode ser verificada uma consideravel aprendizagem significativa
e ampliacao dos conhecimentos relacionados ao campo conceituais da trigonometria por
parte dos alunos, em especial ao calculo de distancias inacessiveis e ao entendimento de
fenomenos periédicos.

Palavras-chave: Ensino de Matematica, Trigonometria, Topografia, Campos Conceituais

de Vergnaud.



Abstract

This research is grounded in theory by the Conceptual Fields Theory Gerard Vergnaud,
and has as main objective to propose a methodology for teaching trigonometry that can
contribute to a significant construction of the concepts involved in the conceptual field of
trigonometry, this methodology can be used especially in technical schools where discipline
Topography is part of the curriculum of technical courses, for it to be used as a stimulus,
as is the case of the second year students of the technical course in agriculture integrated
into the school’s Institute of Tocantins, campus Araguatins.

This research arose from one difficulty for teaching trigonometry associated with the
difficulty faced by students in the discipline of topography, because the fact of not having
mastery over the conceptual fields of trigonometry and because the PCN state that:
“... especially for the individual who will not continue their studies in careers so-called
exact, which should be assured are the applications of trigonometry to solve problems
involving measurements, in particular the calculation of distances inaccessible, and the
construction of models which correspond to periodic phenomena ... ”, so this work aims to
present a methodology for the student at the end can perform the calculation of distances
inaccessible and understandings of phenomena periodicals.

The theory of conceptual fields of Vergnaud stresses that the problem situation is
what gives meaning to the concepts, and the teacher as mediator must build situations
- problems that are within the zone of proximal development of the students, for it is
important that the same conduct an check prior knowledge so you can succeed in the
learning process. And it is through her that the student is able to explain their concepts-in-
action and turn them into scientific concepts. Thus, for the research process occurred, was
planned and executed to verify the preconceptions of students through a questionnaire,
which was the basis for the construction and development of situations - problems in which

students individually could explain the operational invariants and invariant concept and



build new knowledge.

This research can be seen at the end, the importance of verification of prior knowledge
that students carry in their cognitive structure so that the teacher knows how to develop
problem situations within the zone of proximal development of the students and can also
be seen the important role the teacher as a mediator of teaching and learning, promoting
student through problem situations, the most varied possible that simulate reality to
gain meaning these contents. Finally we can see a considerable meaningful learning and
expanding knowledge related the field concept of trigonometry by the students, especially
the calculation of distances and inaccessible to the understanding of periodic phenomena.

Keywords: Teaching Mathematic, Trigonometry, Surveying, Vergnaud’s Conceptual

Fields.
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Introducao

Devido aos baixos nimeros apresentados na aprendizagem de trigonometria e base-
ado nas propostas do PCN [9] Matematica, que enfatiza a importancia de se aprender
trigonometria, faz a seguinte ressalva: desde que seu estudo esteja ligado as aplicagoes,
evitando-se o investimento excessivo no calculo algébrico das identidades e equagoes para
enfatizar os aspectos importantes das fungoes trigonométricas e da andlise de seus graficos.
Associando a importancia que ha em aprender trigonometria, juntamente com a dificul-
dade que os alunos apresentam em topografia relacionada a falta de conhecimentos tri-
gonometricos com isso existe a necessidade de desenvolver uma nova metodologia para o
ensino de trigonometria.

Conforme [9], “...especialmente para o individuo que nao prosseguira seus estudos nas
carreiras ditas exatas, o que deve ser assegurado sao as aplicacoes da Trigonometria na
resolucao de problemas que envolvem medicoes, em especial o calculo de distancias ina-
cessiveis, e na construcao de modelos que correspondem a fenomenos periodicos”. Baseado
nesta perspectiva podemos incluir o estudo da topografia como estimulo para os alunos de
trigonometria, apresentando a eles situacgoes cotidianas onde eles deverao fazer medidas
que sem o uso da trigonometria seriam impossiveis de serem realizadas.

Em virtude da dificuldade apresentada no estudo da trigonometria, pois a mesma
envolve intimeras leis trigonométricas, sendo assim responsavel pelo desinteresse de boa
parte dos alunos, tal desinteresse é agravado por alguns profissionais que nao dao a devida
atencao ao ensino dos conteudos trigonométricos, colocando-a em seus planejamentos
apenas o método tradicional de ministrar a trigonometria.

Diante dessa perspectiva, a escola, juntamente com o professor de Matematica, precisa
criar metodologias alternativas capazes de reverter esta situacao. O ideal seria que ainda
no ensino fundamental no 9° ano os alunos tivessem a oportunidade de terem o primeiro

contato com a trigonometria, trabalhando os conceitos bésicos, sobre seno, cosseno e
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tangente no triangulo retangulo e, se possivel, no circulo trigonométrico. No Ensino
Médio, procurar estabelecer uma sequéncia de estudos, caso os alunos do ensino médio nao
tenham tido o primeiro contato com a trigonometria, entao o professor devera usar uma
metodologia de modo que o aluno tenha este primeiro contato com os conceitos basicos de
seno, cosseno e tangente no triangulo retangulo e, se possivel, no circulo trigonométrico,
antes de apresentar a eles as leis trigonométricas.

Sendo que o aluno deve ser estimulado ao estudo da trigonometria e sendo que es-
tes conceitos devem ganhar sentido para o aluno; foi dentro desta perspectiva que este
trabalho foi desenvolvido, tendo como finalidade fazer uso da necessidade de aprender
trigonometria, fazendo uso de situacoes problemas de topografia em especial conceitos
relacionados a semelhanca de triangulo, teorema de Pitdgoras , relacoes métricas no tri-
angulo retangulo, trigonometria no triangulo retangulo e em um triangulo qualquer( lei
dos senos e lei dos cossenos), ciclo trigonométrico, conceito de radiano, representacao dos
elementos trigonométricos no ciclo e demonstracoes das relacoes importantes retiradas do
ciclo trigonométrico, como é o caso da relacao fundamental da trigonometria e derivadas.

O trabalho foi dividido em 6(seis) capitulos, no primeiro foi apresentada a Teoria dos
Campos Conceituais de Vergnaud, mostrando sua relacao com a Teoria da Aprendizagem
Significatica de David Ausubel. No segundo Capitulo foram apresentados tépicos relaci-
onados a Geometria Plana, em especial , semelhanca de triangulos e relacoes métricas no
triangulo retangulo. No terceiro capitulo foram apresentados tépicos de trigonometria.
No quarto capitulo foi descrita a metodologia da pesquisa. No quinto capitulo foram

apresentados os resultados e por fim, no sexto capitulo, foi feita a conclusao do trabalho.



Capitulo 1

Teoria dos Campos Conceituais de

Vergnaud

1.1 Campos Conceituais e Piaget

Embora o doutorado de Vergnaud tenha sido orientado por Piaget, a sua teoria dos
campos conceituais muda o foco dos de Piaget, pois enquanto esta buscava uma genera-
lizacao das estruturas logicas aquele busca em sua teoria um estudo sobre o funcionamento
cognitivo do sujeito-em-situagao, pois para Vergnaud [1] (apud MOREIRA, 2004, p. 7)
Piaget nao se deu conta de quanto o desenvolvimento cognitivo depende de situacoes e
de conceitualizacoes especificas, necessarias para lidar com elas. Nao que Vergnaud nao
tenha dado importancia para os estudos de Piaget, pois o préprio Vergnaud [1] (apud MO-
REIRA, 2004, p. 8) reconhece a importancia da teoria de Piaget, destacando as idéias
de adaptacao, desequilibragao e reequilibracao como pedras angulares para a investigacao
em didatica das Ciéncias e da Matemadtica. Embora o préprio Vergnaud [1] (apud MO-
REIRA, 2004, p. 8) tenha defendido que a grande pedra angular colocada por Piaget foi

o conceito de esquema.

1.2 Definicao de Campo Conceitual

Como definia Vergnaud [1] (apud MOREIRA, 2004, p. 8) campo conceitual é, um
conjunto informal e heterogéneo de problemas, situagoes, conceitos, relagoes, estruturas,

conteudos e operagoes de pensamento, conectados uns aos outros e, provavelmente, en-
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trelacados durante o processo de aquisicao. Ora, se as estruturas logicas gerais nao sao
o suficiente para descrever o desenvolvimento cognitivo e o uso de representagoes deve
ser levado em conta, entao o foco de estudo deve ser o campo conceitual, que pode ser
entendido como um conjunto de problemas e situagoes cujo tratamento requer conceitos,
procedimentos e representagoes de tipos diferentes, mas intimamente relacionados.

O foco principal da teoria dos campos conceituais pode ser tomado como a investigacao
do conhecimento implicito, sendo que a psicologia cognitiva enfrenta certa dificuldade para
reconstruir os conhecimentos implicitos em acao, ou seja, o de transformar os conheci-
mentos implicitos em explicitos.

O motivo pelo qual devemos falar em campo conceitual e nao em conceito de forma
isolada é o fato de um conceito por mais simples que seja nao se formar dentro de um
tipo s6 de situacao, da mesma forma que uma situacao por mais simples que seja nao
serd analisada com um sé conceito. Essa construgao do campo conceitual nao se da de
modo instantaneo e sim ao longo dos anos por analogias e mal-entendidos entre situagoes
e concepgoes, pois como ja afirmava Vergnaud [1] (apud MOREIRA, 2004, p. 8) “de nada
serve tentar contornar as dificuldades conceituais; elas sao superadas na medida em que
sao encontradas e enfrentadas, mas isso nao ocorre de um sé golpe.”

Para Vergnaud [1] (apud MOREIRA, 2004, p. 8) a teoria dos campos conceituais supoe
que o amago do desenvolvimento cognitivo é a conceitualizacao. Sendo que o principal
ingrediente para a cognicao, é a conceitualizacao, ele nao podia deixar de trazer em sua
teoria uma idéia de conceito, pois Vergnaud [1] (apud MOREIRA 2004, p. 10), ja definia
conceito como um tripleto de trés conjuntos, C=(S, I, R), onde: S é um conjunto de
situacoes, I é um conjunto de invariantes operatérios e R um conjunto de representacoes
simbolicas.

Situacao é essencialmente uma tarefa que o sujeito ira fazer. As situac¢oes sao muito
importante na teoria dos campos conceituais pois sao elas que dao significado ao conceito,
e quanto mais situacoes mais amplo o significado desse conceito, pois como afirmava Barais
e Vergnaud [1] (apud MOREIRA, 2004, p. 11) as situagbes é que dao sentido ao conceito;
as situagoes é que sao responsaveis pelo sentido atribuido ao conceito. Embora como
ressaltava Vergnaud [1] (apud MOREIRA, 2004, p. 12) o sentido nao estd nas situagoes
em si mesma, assim como nao esta nas palavras nem nos simbolos. O sentido estd na

relacao do sujeito com a situagao e é por esse motivo que a teoria dos campos conceituais
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propoe estudar a relacao sujeito-situacao.

Os invariantes operatorios sao propriedades que definem o objeto e os procedimentos
adotados pelos alunos para analisar e resolver as situacoes. Estes invariantes operatorios
sao conhecimentos implicitos designados como sendo os conceito-em-agao e teorema-em-
acao que como conceitua o préoprio Vergnaud [1] (apud MOREIRA, 2004, p. 15), es-
quema ¢ a organizacao da conduta para uma certa classe de situagoes; teoremas-em-ac¢ao
e conceitos-em-agao sao invariantes operacionais, logo, sao componentes essenciais dos
esquemas.

Sendo assim teorema-em-acao é uma proposi¢ao tida como verdadeira sobre o real.
Conceito-em-acao é um objeto, um predicado, ou uma categoria de pensamento tida
como pertinente relevante, pois como ja afirmava Vergnaud [1] (apud MOREIRA, 2004,
p. 15) que “sendo assim teorema-em-acao é uma proposigao considerada como verdadeira
acerca do real, mas nao é e conceito em acao é uma categoria de pensamento a respeito da
situacao que é tida como pertinente, mas nenhum dos dois pode ser considerado cientifico,
porque sao ingredientes de invariantes operatérios e, portanto, implicitos, e para serem
considerados como cientificos eles devem ser explicitados.”

Como foi citado anteriormente, Vergnaud [1] acredita que a grande pedra angular colo-
cada por Piaget foi o conceito de esquema, pois para Vergnaud [1] (apud MOREIRA, 2004,
p. 12) dever-se-ia falar em interacao esquema-situagao ao invés de interacao sujeito-objeto
da qual falava Piaget. As competéncias e concepgoes dos estudantes vao se desenvolvendo
ao longo do tempo, através de experiéncias com um grande nimero de situagoes, tanto
dentro quanto fora da escola. Em geral, quando defrontados com uma nova situacao eles
usam o conhecimento desenvolvido através de experiéncia em situagoes anteriores, e ten-
tam adapta-lo a esta nova situagao. Portanto, a aquisicao do conhecimento se da, em
geral, por meio de situagoes e problemas com os quais o aluno tem alguma familiaridade,
o que implica em dizer que a origem do conhecimento tem caracteristicas locais.

Assim, ao se deparar com uma situacao, o sujeito evoca um conjunto de esquemas
para lidar com a situagao, usando estes esquemas para resolver esta situacao problema ou
entao criar novos esquemas para entao resolver a tal situacao. O esquema pode ser definido
como uma organizac¢ao invariante da conduta para uma determinada classe de situagoes.
Para Vergnaud [1] (apud MOREIRA, 2004, p. 14) "do ponto de vista tedrico, o conceito

de esquema proporciona o indispensavel vinculo entre a conduta e a representacao”. Por
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outro lado, como j& sublinhava Vergnaud [1] (apud, MOREIRA, 2004, p. 14) s@o os
invariantes operatérios que fazem a articulagao essencial entre teoria e pratica, pois a
percepcao, a busca e a selecao de informagao baseiam-se inteiramente no sistema de
conceitos-em-acao disponiveis para o sujeito.

O desenvolvimento cognitivo é o desenvolvimento de um vasto conjunto de esque-
mas para lidar com um conjunto mais vasto de situacoes, para isso precisamos de fazer
representacoes simbdlicas.

O conjunto de representacoes simbdlicas sao usadas para indicar e representar os in-
variantes operatorios e as situagoes, sendo assim, como foi citado anteriormente, o con-
ceito s6 pode ser definido a partir de situagoes relacionadas com representagoes simbodlicas
através de invariantes operatérios. Para Moreira [1] (2004, p. 26) Vergnaud usava o termo
representacao como sendo um sistema simbélico que significaria algo para um sujeito.

As representacoes simbdlicas permitem que o aluno se expresse sobre o conceito re-
lacionando o significado com as propriedades do objeto. O conhecimento dos estudantes
tanto pode ser explicito, no sentido de que eles podem expressi-lo de forma simbdlica,
quanto implicito, no sentido de que os estudantes podem usa-lo na sua agao, escolhendo

operagoes adequadas, sem, contudo conseguirem expressar as razoes dessa adequacao.

1.3 Relacao com a Teoria da aprendizagem significa-

tiva de Ausubel

Tanto a teoria dos campos conceituais quanto a teoria de Ausubel, sao teorias da
aprendizagem significativa que trabalham com a cognicao, entao qual a importancia de
se estudar a teoria dos campos conceituais se essa outra teoria é bem mais conhecida e

aceita.
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a teoria de Ausubel, é uma teoria de aprendizagem em sala de aula, de
aquisicao de corpos organizados de conhecimento em situagao formal de ensino,
enquanto que a teoria de Vergnaud é uma teoria psicolégica do processo de con-
ceituagao do real que se propoe a localizar e estudar continuidades e rupturas
entre conhecimentos do ponto de vista de seu conteido conceitual. A teoria
de Vergnaud nao é uma teoria de ensino de conceitos explicitos e formalizados,
embora tenha subjacente a idéia de que os conhecimentos-em-acao (largamente
implicitos) podem evoluir, ao longo do tempo, para conhecimentos cientificos
(explicitos). A teoria de Ausubel, por outro lado, se ocupa exatamente da
aquisicao de conceitos explicitos e formalizados, chegando inclusive a propor
principios programaéticos como a diferenciacao progressiva, a reconciliacao inte-
gradora e a consolida¢do para a organizagio do ensino.”[1] (MOREIRA, 2004,
p. 22)

O professor que faz uso da teoria de Ausubel apresenta ao aluno conceitos explicitos

e formalizados, o professor que faz uso da teoria dos campos conceituais de Vergnaud, ele
primeiro apresenta a situacao-problema, para s depois de esta ser elaborada pelos alunos
ser possivel entao comecar a discussao sobre as possiveis estratégias para resolveé-las,
nesse processo o aluno vai construindo seus proprios conceitos. E importante ressaltar
que segundo Moreira [1] (2004, p. 22) o que para Ausubel sdo campos organizados de
conhecimento, para Vergnaud sao campos conceituais.

A teoria dos campos conceituais remete a idéia de que nao ha sentido em separar o
aprendizado das operagoes, mas sim aproveitar as relagoes estabelecidas para avancar no
estudo da matematica, por mais que uma crianca nao domine de imediato ela vai gradu-
almente tecendo as relagoes entre os conceitos das operacoes e o posterior aprendizado do
algoritmo ganhara significado. Desse modo, o algoritmo nao deve ser desprezado, mas é
crucial que a crianca compreenda o que é cada elemento de uma operagao, sem a ideia

de que seja simplesmente um dos elementos dos quais nao pode deixar de fazer uso para

poder executar algum algoritmo.
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Geometria Plana

Nesta parte do trabalho serao expostos alguns conceitos de geometria plana, base-
ados em [2], [3], [4] e [5] , em particular a geometria do triangulo, sendo que sdo de
extrema importancia para o desenvolvimeno da trigonometria, e serao utilizados neste
trabalho para fazer medigoes inacessiveis, como também nas demonstragoes das relagoes

trigonométricas.

2.1 Semelhanca de Triangulos

Esse topico trata em especial dos conhecimentos relativos a semelhanca de traiangulos,
um dos tépicos mais importantes da geometria euclidiana plana. Como motivagao deste
estudo a seguir sera apresentado uma situacao problema apresentada pelo Exame Nacional
do Ensino Médio(ENEM - 2006), que pode ser resolvido fazendo uso dos conhecimentos

de semelhanca de triangulos.

Problema 1. A rampa de um hospital tem na sua parte mais elevada uma altura de 2,2
metros. Um paciente ao caminhar sobre a rampa percebe que se deslocou 3,2 metros e
alcancou uma altura de 0,8 metro. Qual a distancia em metros que o paciente ainda deve

caminhar para atingir o ponto mais alto da rampa?

Prossegindo serao apresentados os conhecimentos necessarios para a resolucao do pro-
blema supracitado.

Diz-se que dois triangulos sao semelhantes se for possivel estabelecer uma corres-
pondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que angulos correspondentes sejam iguais

e lados correspondentes sejam proporcionais.

8
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A B D E

Ou seja, se ABC' e EFG sao dois triangulos semelhantesese A < E,B< FeC & G é
a correspondéncia que estabelece a semelhanca, entao valem simultaneamente as seguintes

igualdades:

O quociente comum entre as medidas dos lados correspondentes é chamado de razao de
proporcionalidade entre os dois triangulos. Observe que dois triangulos congruentes sao
semelhantes com razao de proporcionalidade um; inversamente, dois triangulos semelhan-
tes com razao de proporcionalidade um, sao congruentes.

O teorema seguinte serd referido como “segundo caso de semelhanca de triangulos”a
fim de que os casos de semelhanca e os casos de congruéncia se correspondam de uma

forma natural.

Teorema 1. Dados dois triangulos ABC e DEF, se A =D eB =E entdo os triangulos

sao semelhantes.

Prova 1. Como a soma dos angulos de um triangulo é 180°, entao a congruéncia dos
angulos A eD e dos angulos B e E acarreta na congruéncia dos angulos Ce ?, entao
as igualdades A = D, B = l::, C =F. Resta provar que os lados correspondentes sao
proporcionais. Para isto, tome na semi reta DE o ponto G de modo que DG = AB. Pelo

ponto G trace uma reta paralela o FFE.
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Esta corta a semi reta SDF num ponto H, formando um triangulo DGH que € con-
gruente ao triangulo ABC, jd que A =D, AB = DG ¢ B = E = DGH. Esta dltima
congruéncia deve-se ao paralelismo de HG e FE. Como DG = AB e DH = AC entao, da

1qualdade acima obtém-se:

(AB/DE) = (AC/DF)

De maneira analoga demonstra-se que (AB/DE) = (BC/EF). Fica assim demonstrado
o teorema.
O teorema seguinte serd referido como “primeiro caso de semelhanga de triangulos” (Lado

- Angulo - Lado)(LAL).

Teorema 2. Se, em dois triangulos ABC e DEF tem-se A=D e (AB/DE) = (AC/DF),

entao os triangulos sao semelhantes.

Prova 2. Construa um triangulo GHI tal que GH=DE , G=Ac¢eH =B. Logo por
AAA temos que triangulo ABC' e o triangulo GHI sao semelhantes. Portanto, os lados

correspondentes sao proporcionais:

e podemos concluir que:
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Como por construcio, GH = DFE e G:A:lj, podemos concluir, pelo primeiro caso de
congruéncia de triangulos(ALA), que os triangulos DEF e GHI sio congruentes. Como
ja sabiamos que ABC e GHI eram semelhantes, podemos concluir facilmente que ABC' e

DEF, também sao semelhantes.
O terceiro caso de semelhanca é o seguinte.
Teorema 3. Se em dois triangulos ABC e DEF, tem-se
(AB/DE) = (BC/EF)= (CA/FD),
entao os dois triangulos sao semelhantes.

Prova 3. Construa um triangulo GHI que tenha, G:A, GH=DEFE e¢ GI = DF. Segue-se

entao que
(AB/GH) = (AC/GL).

Portanto, de acordo com o teorema 2, os triangulos ABC e GHI sao semelhantes.

C

Decorre dai que, além da igualdade acima, também ocorre

(AB/GH) — (BC/HI).
Seque-se dai e da hipdtese do teorema que HI = EF. Como jd tinhamos que GH =
DE e GI = DF(por construgao) entao, pelo terceiro caso de congruéncia de triangulos,
GHI e DEF sdo congruentes. Como GHI e ABC sdo semelhantes. Isto conclui a prova

do teorema.

Sendo que ja foi visto os casos de semelhanca de triangulos, entao pode ser retomado

a situacao problema que deu inicio a esta seccao.
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Resolucao 1. A situacao problema citada acima pode ser resolvida com base nos teoremas
de semelhancga de triangulos visto acima, onde:

- a hipotenusa do triangulo maior é o comprimento total da rampa do hospital (z);

- 3,2 m é a hipotenusa do triangulo menor;

- 2,2 é um dos catetos do triangulo maior (altura);

- 0,8 € um dos catetos do triangulo menor (altura).

fazendo uma representacao geométrica ficaria assim:

b
b
A

Mo
B D A

Dai temos que o triangulo ABC' é semelhante ao triangulo ADE pelo caso AAA, visto
que as alturas sao paralelas, entao podemos concluir que = e =. Sendo assim podemos

calcular o valor de z, utilizando a sequinte relacao.

(BC/DE) = (AC/AE)
2,2/0,8 =x/3,2
0,8.x=2,2.3,2
x=8,8

2.2 Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo

Neste topico serd feito uso dos conhecimentos de semelhanca de triangulos mostrados
acima, para serem demonstradas as relacoes métricas nos triangulos retangulos. Para
motivar tal estudo serd feito uso de uma situacao problema que foi apresentada pelo
Exame Nacional do Ensino Médio/(ENEM - 2009) que pode ser resolvido fazendo uso dos

conhecimentos das relacoes métricas no triangulo retangulo.

Problema 2. Na figura a sequir, que representa o projeto de uma escada com 5 degraus

de mesma altura, qual o comprimento total do corrimao?



Capitulo 2. Geometria Plana 13

30 cm
e —
E corrimao
[X]
[—]
-
30 cm
24 em
24cm
24 cm
- E
24 em o
e =
24em: i

Prossegindo serao apresentados os conhecimentos necessarios para a resolucao do pro-

blema acima apresentado.

Seja ABC um triangulo retangulo com um angulo reto no vétice A. Trace a altura AD
do vértice A ao lado BC. No que se segue vamos fazer uso da seguinte notacio a = BC,
b=AC,c=AB, h=AD, m=BD e n= DC.

Como AD é perpendicular a BC, entao os triangulos ADB e ADC sao retangulos.

Como B + C = 90° ¢ BAD +B= 90° entdo
BAD = C.
Como também DAC +C: 90° entao

DAC = B.

Os triangulos ADB e CDA sao portanto ambos semelhantes ao triangulo ABC' e sao
também semelhantes entre si. Destas semelhancas podemos deduzir varias relacoes entre
as medidas a, b, ¢, h, m e n acima mencionadas. Por exemplo, a semelhanca entre ADB

e CDA é aqueleva Aem C. Bem Ae Dem D. Como conseqiiéncia desta semelhanca

tem-se

Y

¢
b
Da tultima igualdade deduz-se que

Teorema 4. Em todo triangulo retangulo o quadrado do comprimento da hipotenusa é

1gual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.
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Em termos de notacao estabelecida acima o Teorema de Pitdgoras afirma que a® =b2+c2.

Prova 4. A prova do Teorema de Pitdgoras é uma conseqiéncia da semelhanca de
triangulos ADB, CDA e ABC. Da semelhanca de ADB e ABC (A—C,B—BeD—A)

conclui-se que:

m c
c a
Da semelhanca dos triangulos CDA e ABC' conlui-se que:

n_ b
b «a

Logo, am = ¢ e an = b*. Portanto a (m+n) = ¢ + b*. Como m + n = a, entdo
a? =b*+c?.

A sequinte proposicao é a inversa do Teorema de Pitagoras.

Proposicao 1. Um tridngulo possui lados medindo a, b e c¢. Se a®> = b? + ¢?, entdo o

triangulo é retangulo e sua hipotenusa € o lado que mede a.

Prova 5. Construa um triangulo retangulo cujos catetos mecam exatamente b e c. Neste
novo tridngulo, de acordo com o Teorema de Pitdgoras, a hipotenusa mede \/b* + ¢ = a.
Portanto este novo triangulo (que € retangulo) tem lados medindo a, b e c. Pelo terceiro
caso de congruéncia, ele € portanto congruénte ao triangulo original. Logo o triangulo

original € retangulo e sua hipotenusa mede a.

Resolucao 2. Retomando a situagao problema apresentada no inicio da sec¢dao, pode ser
observado que o trata-se de um triangulo retangulo entao com base na figura, pode ser
concluido que o comprimento total do corrimao equivale a 30 ¢cm somado com a regiao
central (x), que representa a hipotenusa, somado de mais 30 cm. A regiao central do
corrimao € a hipotenusa do triangulo retangulo acima, sendo que um cateto € 24 vezes 5

cm e o outro cateto € igual a 90 cm. Aplicando o Teorema de Pitdgoras, tem-se:

(hipotenusa)* =(catetooposto J*+ (catetoadjacente )?
7 = (24.5)% + 902
72 = 1202 + 8100
72 = 14400 + 8100
72 = 22500
7 = 150cm
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O comprimento total € igual a 30 + x + 30.
Comprimento total = 30 + 150 + 30 = 210 cm = 2,1 m.



Capitulo 3

Trigonometria

Nesta parte do trabalho serao expostos alguns conceitos de trigonometria, baseados

em [4], [2], [5], [3], [8] e o contexto histérico baseado em [6] e [7].

3.1 Um Pouco de Historia

Embora seja incerto o inicio o desenvolvimento da trigonometria, pode-se afirmar
que tal desenvolvimento se deu principalmente com o objetivo de solucionar os problemas
relacionados a Astronomia, Agrimensura e as Navegacoes, por volta do século IV ou V
a.C., com os egipcios e babilonios. O inicio da Trigonometria esta relacionado ao periodo
em que se acreditava que os planetas descreviam orbitas circulares ao redor da Terra, dai
o interesse em relacionar o comprimento da corda de uma circunferéncia com o angulo
central por ela subentendido, tais estudos surgiram pela primeira vez com os gregos.

Boyer [6] comenta que a Trigonometria, assim como os outros ramos da matematica,
nao foi obra de um s6 homem ou nacao. Teoremas entre as razoes, entre lados dos
triangulos semelhantes, tinham sido conhecidos e usados pelos antigos egipcios e ba-
bilonios. Se ¢ é o comprimento de uma corda, « é o angulo e r é o raio da circunferéncia
entao ¢ = 2r.sin(w/2).

Segundo Garbi, esta é a origem da palavra seno, que provem de uma traducao equivo-
cada do drabe para o latim feita por Geraldo de Cremona, quando se confundiu o termo
jiba(corda) com jaib(dobra, cavidade, sinus em latim).

O objeto inicial da trigonometria era a resolucao de triangulos, que consiste em deter-

minar os seis elemetos do tridngulo (trés lados e trés angulos) quando se conhecem trés

16
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deles, sendo pelo menos um lado. Posteriormente, com a criagao do Célculo Infinitesimal,
e da Analise Matematica, surgiu a necessidade de atribuir as nogoes de seno, cosseno e
suas associadas tangente, cotangente, secante e cossecante, o status de funcao real de uma
variavel real.

Nas obras de Euclides citadas em Boyer[6] ndo ha Trigonometria no sentido estrito
da palavra, mas ha teoremas equivalentes a leis ou formulas trigonométricas especificas.
Uma grande dificuldade que existia tanto entre os gregos, quanto entre os hindus para
elaboracao e utilizacao das tabelas era a falta de um sistema adequado de numeragao. O
primeiro trabalho que se tem real conhecimento esta contido no “Almagest”, um trabalho
de Ptolomeu de Alexandria escrito na metade do segundo século sobre Astronomia con-
tendo 13 volumes. Em um destes capitulos ele traz uma sequéncia de angulos, distantes
em meio grau um do outro, e seus valores estao corretos pelo menos até a quinta casa
decimal. Um outro capitulo destinado a solucao de triangulos.

Varios teoremas relativos a cordas sao demonstrados. No entanto, os escritores gregos do
quarto século, refere-se ao astronomo Hiparco de Nicéia, que viveu no Século IT a.C. como
originador da trigonometria, o qual ganhou o direito de ser chamado "o pai da Trigonome-
tria”, pela reputacao de ter um tratado em doze volumes em que se ocupou da construgao
do que deve ter sido a primeira tabela trigonométrica, incluindo uma tabua de cordas.
Evidentemente, Hiparco fez esses calculos para usd-los em seus estudos de Astronomia,
sobre sua origem pouco se sabe. Também destaca Eves [8] que Aristarco sabia que num
dado circulo a razao do arco para a corda diminui quando o arco diminui de 180° para
0°, aproximando-se do limite. No entanto, parece que antes de Hiparco empreender a
tarefa ninguém tinha tabulado valores correspondentes do arco e da corda para toda uma
série de angulos. Foi sugerido, no entanto, que Apolénio pode ter-se antecipado a Hiparco
quanto a isto, e que a contribuigao deste ultimo a Trigonometria foi apenas a de calcular
um melhor conjunto de cordas do que seus predecessores.

Mas a necessidade de resolver problemas com representacoes trigonométricas no triangulo

retangulo ¢ ainda mais antiga.
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3.2 Trigonometria no Tridngulo Retangulo

Nesta secao serd dado inicio a trigonometria, em especial a trigonometria no triangulo
retangulo; para motivar tal estudo, sera utilizado uma situagao problema que foi apresen-

tada no ENEM de 2010.
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Problema 3. Um baldo atmosférico, lan¢ado em Bauru(343 quilometros a Noroeste de
Sao Paulo), na noite do ultimo domingo, caiu nesta sequnda-feira em Cuiabd Paulista,
na regiao de Presidente Prudente, assustando agricultores da regidgo. O artefato faz parte
do programa Projeto Hibiscus, desenvolvido por Brasil, Franca, Argentina, Inglaterra e
Itdlia, para a medicao do comportamento da camada de ozonio, e sua descida se deu apos

o cumprimento do tempo previsto de medicao.

Balao

30°
1,8 km A 3,7 km B

Na data do acontecido, duas pessoas avistaram o balao. Uma estava a 1,8 km da posicao
vertical do balao e o avistou sob um angulo de 60°; a outra estava a 5,5 km da posi¢cao
vertical do balao, alinhada com a primeira, e no mesmo sentido, conforme se vé na figura,

e o avistou sob um angulo de 30°. Qual a altura aproximada em que se encontrava o balao?

Proseguindo sera apresentado os conceitos relacionados a trigonometria no triangulo
retangulo, que permitird que o problema acima possa ser ressolvido.
Num triangulo retangulo de hipotenusa a e angulos agudos e , opostos respectivamente

aos catetos b e ¢, tém-se as definicoes a seguir:

. C
cos B = — = (cateto adjacente) + (hipotenusa)

~ b
senC = — = (cateto oposto) + (hipotenusa)
a
A c N b
e analogamente, cos C = — e senB = —.
a a

C.
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Estas relagoes definem o seno e o cosseno de um angulo agudo qualquer pois todo
angulo agudo é um dos angulos de um triangulo retangulo. E fundamental observar que
cos B e senB dependem apenas do angulo B mas nao do tamanho do triangulo retangulo
do qual B é um dos angulos agudos. Com efeito, dois quaisquer triangulos que tenham

um angulo agudo igual a B sdo semelhantes.

CI

A B'

Se esses triangulos sao ABC'e A’B’C’, com B’ = B. Entdo a semelhanca nos da

b’ b
— = — ¢
@ a
C _C 1
o o

senB’/=senB e cos B’=cos B

Portanto o seno e o cosseno pertencem ao angulo, e nao ao eventual triangulo que o
contém.

Assim, a semelhanca de triangulos é a base de sustentagao da Trigonometria. Se for
organizado uma tabela com os valores de cos B para todos os angulos agudos B, a relacao

¢ = a. cos B e o Teorema de Pitagoras

b=+va%—c?

permitira determinar os catetos b,c de um triangulo retangulo, uma vez conhecida a
hipotenusa a e um dos angulos agudos.

Mais geralmente, num triangulo A BC qualquer, a altura h, baixada do vértice C'sobre
o lado AB, tem a expressio h = BC  senB. Esta simples férmula exibe a eficiéncia da
Trigonometria como instrumento de calculo na Geometria, permitindo relacionar angulos

com comprimentos de segmentos.
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O Teorema de Pitagoras

a’ =b% + ¢?

aplicado ao triangulo retangulo ABC, com AB = ¢, AC = b e BC' = a, nos mostra

imediatamente que

- . c2 b2 c2+Db?
(COSB)2+(senB)2:§+§:%:EZL

E um costume tradicional, que convém adotar, escrever cos?’B e sen’B em vez de

(cosB)? e (senB)2. A relacao fundamental da trigonometria que fica assim
cos? B + sen?B =1

mostra que, a rigor, basta construir uma tabela de senos para ter a de cossenos e
vice-versa.

Pode-se demonstrar, a partir da definicao, que o cosseno de um angulo agudo é igual ao
seno do seu complemento e vice-versa. Dai a palavra ”cosseno” (seno do complemento).
E claro que o seno e o cosseno de um angulo sao nuimeros compreendidos entre 0 e 1.
Por fim, pode ser observado que A;B; é a projecao ortogonal de um segmento de reta
AB sobre um eixo entao os comprimentos de AB e A;B; sao relacionados pela férmula

A:B; = AB. cos «, onde « é um angulo de AB com o referido eixo.
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A B,

Outras relagoes importantes que podem ser determinadas apartir do seno e do cosseno
de um angulo, sao:

Tangente

0B — catetooposto senB
&b = catetoadjacente  ¢osB’

Cotangente(Tangente do Complemento)

-~ catetoadjacente  cos B
cotb = =

catetooposto senB
Secante
N hipotenusa 1
secB = id - = =
catetoadjacente  cosB
Cossecante
N hipotenusa 1
cscB = P =

catetooposto  senB’

Fazendo uso da Relagao Fundamental da trigonometria e das relacoes acima descritas

pode ser obtidas outras relacoes importantes, que serao apresentadas a seguir:

2P 2P
- - cos*B  sen“B 1 . R
cos?B +sin’B = 1= - + ~ = —= 1 + tan? B = sec? B.
cos?B  cos?2B  cos?B

Outra relagao importante pode ser demonstrada de forma semelhante a esta

2B 2R
- - cos“B  sen“B 1 . N
cos’ B +sen’B = 1= — + — = —= cot’ B+ 1 = csc? B.
sen?B  sen?B  sen?B

Com isto pode ser resolvido o problema que deu inicio ao estudo de trigonometria no

triangulo retangulo.

Resolucao 3. Para ser resolvida esta situag¢ao-problema, serd feito uso dos conhecimentos
das relagoes trigonometricas em um triangulo retangulo, em particular a tangente de um

angulo como a sequir,



Capitulo 3. Trigonometria 23

h
tan30° = —== h = 5,5 tan30° = h = 5,5.\/?§ S h=3 1.

bl

Ou entao poderia ter sido utilizado o angulo de 60°

h
t260° = T3~ h=1,8tg60° = h=1,8+/3=h=31.

3.3 Trigonometria em um Triangulo Qualquer

Nesta seccao sera apresentado a trigonometria em um triangulo qualquer, em especial a
Lei dos Senos e a Lei dos Cossenos, para demonstrar tais leis, serd utilizado os conceitos

apresentados até agora, utilizados em triangulos retangulos.

3.3.1 Lei dos Senos

Nesta subseccao sera apresentado a lei dos Senos, assim como sua demonstracao e aplicagoes,

e para motivar tal estudo, sera utilizado uma situagao-problema.

Problema 4. A figura mostra o trecho de um rio onde se deseja construir uma ponte
AB. De um ponto P, a 100m de B, mediu-se o angulo APB = /5° e do ponto A, mediu-se

o angulo PAB = 30°. Calcular o comprimento da ponte.

Qualquer que seja o triangulo ABC, tém-se:

senA senB senC

BC AC AB
Prova 6. Considere o circulo que circunscreve o triangulo ABC. Seja 0 o seu centro e R

o seu raio. Considere o diametro que tem B como extremidade.
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Seja D a sua outra extremidade. Se os pontos A e D estiverem de um mesmo lado
da reta BC, entao os angulos BDC e BAC sdo 1guais por serem angulos inscritos corres-
pondentes a um mesmo arco. Se os pontos A e D estiverem em lados distintos da reta
BC entao os angulos BDC ¢ BAC sio suplementares jd que correspondem a arcos que se

completam para formar o circulo. Em ambos os casos tem-se que
senD = senA.
Conseqlientemente
BC = 2RsenA.

(Observe que aqui utilizamos o fato de que o triangulo BCD ¢é retangulo). De forma

andloga demonstra-se que
AB = 2R.senC e AC = 2R.senB.

Comparando-se as trés formulas obtidas conclui-se que

senA senB senC 1

BC AC AB 2R’
Fica assim demonstrado este teorema.

¢ao Inicialmente, vamos colocar os dados no triangulo e identificar o que se pretende

calcular.

Aplicando a Lei dos senos, temos:

100 1 2
o = xsen30° = 100sen45° = x—= = 100£ = x = 100v/2. O compri-
sen4b° send0° 2 2

mento da ponte é 100+/2.
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3.3.2 Lei dos Cossenos

Problema 5. A dgua utilizada na casa de um sitio € captada e bombeada do rio para
uma caiza-ddgua a 50m de distancia. A casa esti a 80m de distancia da caiza-ddgua
e o angulo formado pelas dire¢oes caiza-ddgua-bomba e caiza-ddgua casa é de 60. Se
se pretende bombear dagua do mesmo ponto de captacao até a casa, quantos metros de

encanamento $ao necessarios?

Em um triangulo ABC temos
AB? =AC24BC2 — 2AC BC cosC.

Prova 7. Se o angulo C for reto entdo a afirmagao acima é eratamente o teorema de
Pitagoras. Podendo portanto supor que C ndo é um angulo reto. Tracemos a altura do
vértice A. Como C ndo é um dngulo reto entdo o pé desta altura, que designaremos por
D, nao coincide com o ponto C. Se D coincidir com o ponto B entdao o triangulo ABC é
um retangulo tendo B como angulo reto. Nesta caso, ACcosC =BC e o resultado acima
¢ uma decorréncia imediata do teorema de Pitdgoras. Assim podemos supor que B, C e

D sao pontos distintos. Como ADB e ADC sao triangulos retangulos tem-se

AB = AD +BD ¢AC =AD + DC..

A A
1
1
1

o

Logo subtraindo-se estas duas equagoes obtém-se

2

AB  —AC =BD —DC

. . 512 ~ . .
Agora iremos substituir o termo BD™ desta equacdo. Para isso teremos que considerar

trés possibilidades.

a) C esta entre B e D, neste caso tem-se DC + BC = BD. Substituindo-se BD por
DC + BC

desenvolvendo-se o quadrado e simplificando-se os termos, a equagao acima torna-

S€!
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AB = AC +BC +2BCDC
Observe que DC = ACcos(ACD) e que cos(18(° - ACD) = -cos(ACB). Como ACB
¢ exatamente o angulo C do triangulo ABC, o resultado fica demonstrado neste caso.

b) D estd entre C e B, neste caso tem-se BD + DC = BC e, portanto BD = DC -

BC. Substituindo-se como no caso anterior este valor de BD, obtém-se
——2 =2 =2 —
AB = AC 4 BC — 2 BCDC
Observando-se que DC = ACcosC obtém-se o resultado.

c) B esta entre C e D, este caso € tratado de forma semelhante e é deizado a cargo do

leitor complementar a demonstracao.

Retomando a situacao problema inicial para que a mesma possa ser resolvida fazendo

uso do que foi apresentado sobre a Lei dos Cossenos.

Resolucgao 4. A situacao pode ser representada pelo esquemas:

80 m g

60°

Pela lei dos cossenos, temos:

x? = 50? + 80% — 2.50.80. cos 60°
x? = 2500 + 6400 — 8000.0, 5
x? = 4900

x =70m

Sao necessdrios 70 metros de encanamento para bombear dgua diretamente do rio até a

casa.
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3.4 Trigonometria no Circulo

Considere um Circulo de Centro O e nele um didmetro AB. Fixamos nossa atencao em
um dos semicirculos determinados por AB. Tome um ponto qualquer C deste semicirculo
e indique por & o angulo COB. Trace a partir de C, uma perpendicular a reta AB. Seja
Do pé desta perpendicular.

Chama-se de Seno do angulo & ao quociente CD/OC. O seno do angulo o é presentada

por: sencx. Observe que, de acordo com esta definicao tem-se que:
sen0® = 0, sen90° = 1 e sen180° = 0

Define-se o cosseno do angulo & como o quociente OD /OC quando o angulo « é agudo.
Se o angulo « é obtuso, o cosseno é definido como o valor negativo deste quociente, isto é

-OD/OC. Representa-se o cosseno do angulo « por: cosx. Com a definicio tem-se que:
cos0° = 1, cos90° = 0 e cos180° = -1.

Chama-se de tangente do angulo & ao quociente

senx

tgox =
cosx

nao sendo esta funcao definida se o« = 90°.

Proposicao 2. Os valores do seno e do cosseno de um angulo independem do semicirculo

utilizado para defini-los.

Prova 8. considerando um outro circulo de centro O’ e neste um diametro A’B’. Consi-
derando um ponto C” sobre o circulo de modo que o angulo C’OB’ seja igual ao angulo o
e portanto igual a COB. Considere o angulo COD e C°O’D’ onde D e D’ sao os pés das
perpendiculares baixadas as retas AB e A’B’, respectivamente a partir dos pontos C e C.
Como CDO e C'D’O’ sdo angulos retos e ja sabemos que COB = C'0 ‘B’, enquanto que

os triangulos considerados sao semelhantes. Portante teremos

C/O/ C/D/ O/D/
CO CD OD°

Como consequéncia,

Q
J

SeEnx =

= e CoOSX =

alg
3l

Q
Q
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Isto prova a afirmacao.
Teorema 5. Qualquer que seja o angulo « tem-se:

sen*a + cosfx = 1

Prova 9. para « igual a (°, 90° e 180°, a afirmacao a cima € comprovada pela substituicdao

direta dos valores do seno e do cosseno correspondente. Nos outros casos, considere o
triangulo OCB da figura acima. Tem-se entao:

ob\’ (Cb\’ OD'+CD° OC
— + jr— — ) — ) — 1
ocC ocC

0P + sen*o = ( — = —
ocC oC

Onde fez-se o uso do Teorema de Pitigoras na peniltima igualdade.
(Férmulas de Redugao) Se « é um angulo agudo, entao
a) sen(90° - ) = cosa
b) cos(90° - &) = sencx
c) tg(90° - &) = 1/tg

Prova 10. Sejam C e C’ pontos de um semicirculo de extremidades A e B, tais que
COB=« ¢ C'OB=90°-«. Sejam D’ e D’ os pés das perpendiculares baixadas a reta
AB a partir de C e C", respectivamente. Observe que, como C'OB = 9 - x, entao
OC'D’ = «. Logo os triangulos COD e OD’C’ sao congruentes (OC=0C", CDO=9(° ¢
COD=0 CA’D’:cx)e portanto,

Seque-se que:

sen(90°—oc):CD :O:D:cosoc,
oc’  OC

cos(9° - «) = ob’ _ 2 = sen «.
oc’ 0OcC

Teorema 6. Qualquer que seja « tem-se:
a) sen(180° - &) = senc.

b) cos(180° - &) = -cosc.
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Prova 11. Quando « € igual a (°, 90° ou 180° a afirmacdo acima é comprovada por
substituicao direta dos valores do seno e cosseno correspondentes. Nos outros casos, con-
sidere pontos C e C’ no semicirculo, de sorte que COB =« ¢ C'OB = 18(° - . Sejam

D e D’ os pés das perpendiculares baizadas dos pontos C e C’ a reta AB.

A congruéncia dos triangulos OCD e OC’D’ nos fornece
CD = C’D’e DO = D0,

como consequéncia tmediata tem-se que

sen(180°—oc):c D :gzsena
c'0 CO
e cos(90° - o) = PO’ _ 2 = COSKX.
¢c'D CO

Como o« # 90° entdo « ou (180° - o) € obtuso e o outro é agudo. Por isso cose e cos(180°

- o) tém sinais opostos. Logo cos(180° - o) = -cosc.

As definigoes de seno, cosseno e tangente dadas no inicio do capitulo permitem concluir
imediatamente as seguintes féormulas relacionando os lados de um triangulo e os seus

angulos agudos.

Proposigao 3. Em um triangulo retangulo ABC, de angulo reto C, tém-se

CtgA.

BC = ABsenA, AC = ABcosA ¢ BC =

Uma conseqiiéncia desta proposicao é que, se for conhecido um angulo e um lado de
um triangulo retangulo é possivel calcular a medida de seus outros dois lados, supondo-se
que sejam conhecidos como calcular as fungoes seno, cosseno e tangente de um angulo.

Atualmente, uma maquina de calcular razoavelmente simples, possui circulos que calculam
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estas fungoes com aproximagao correta até a quarta ou quinta casa decimal, o que é mais
do que suficiente para a grande maioria dos célculos. Pode-se, no entanto, fazer uso de
uma tabela de funcoes trigonoméricas obtida facilmente em qualquer compéndio sobre

trigonometria.

Proposicao 4.
a) send5° = 1/1/2, cosd5° = 1/v/2 e tgd5° = 1
b) sen30° = 1/2, cos30° = /3/2 e tg30° = 1/+/3

Prova 12.

(a) Construa um triangulo retangulo ABC tendo dangulo reto C, e tendo AC' = BC. Tém-se

entao que A=B= 45° e, utilizando-se o teorema de Pitdgoras, AC = BC = AB/v/2.

AB/V2
Logo send5° = A_/B\/_ = 1/\/§

Da mesma forma obtém-se o valor de cos45°. O wvalor da tangente é obtido pela simples

divisao dos valores do seno e cosseno.

(b) Construa um triangulo equildtero ABC. Todos os seus angulos medem 60° e todos os

seus lados téem o mesmo comprimento .

C

Considera a altura baizada do vértice B ao lado AC e seja D o pé desta altura. Os
dois triangulos formados sdo congruentes e DA = DC = a/2 Aplicando o teorema de

Pitdgoras ao dngulo ABC' concluimos que BD = «v/3/2. Observe que o dngulo ABD
mede 30°, logo
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2
sen30° = % =1/2
3/2
cos30° = (X\é:/ = \/5/2

Com esta proprosi¢ao os resultados podem agora facilmente determinar os valores do

seno, cosseno e tangente dos angulos de 60°, 120°, 135° e 150°.

3.5 Funcao Trigonométrica

Nesta seccao sera apresentado as fungoes trigonométricas, porém serd limitado a apre-
sentacao apenas das fungoes seno e cosseno, onde serao estudadas suas aplicagoes como
modelo de fenomenos peridédicos, levando em conta sua periodicidade e sua imagem. Para
motivar serd apresentada uma situacao problema que faz uso dos conceitos de fungoes
trigonométricas para ser resolvida.

Sendo que ja é conhecido como se obter valores de senos e cossenos para nimeros reais,
podem ser definidos agora como funcoes trigonométricas. Essencialmente, é apenas uma
formalizacao maior em torno do que foi visto nas sec¢oes anteriores, agora sob o ponto de
vista de funcoes. Assim, sera estudado a funcao seno e a funcao cosseno. Historicamente,
o primeiro indicio do tratamento funcional da trigonometria surgiu em 1635, quando Gilles
Personne Roberval(1602-1675) fez pela primeira vez um esbo¢o de uma senoide. Porém
essa area s6 avangou efetivamente no século XIX, com Jean-Baptiste Joseph Fourier(1768-

1830) e seus estudos sobre os movimentos periédicos.

Problema 6. Suponha que a expressao P= 100 + 20zsen(2mat), descreve de maneira
aprorimada a pressao sanguinea P, em milimetros de mercirio, de uma certa pessoa
durante um teste. Nessa expressdao, t representa o tempo em sequndos. A pressao oscila
entre 20 milimetros de mercurio acima e abaixo dos 100 milimetros de mercurio, indicando
que a pressao sanguinea da pessoa é 120 por 80.Determine:

a) A frequéncia cardiaca desta pessoa.

b) Dé o valor da pressio sanguinea dessa pessoa em t = 0s; t = 0,75s.

c) Em que momento, durante o primeiro periodo, a pressao sanguinea atingiu sew minimo

e qual foi este minimo.
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d) Em que momento, durante o primeiro periodo, a pressao sanguinea atingiv seu mdzrimo

e qual foi este maximo.

3.5.1 A Funcgao Seno e Funcao Cosseno

Uma fungao f : R — R chama-se periddica quando existe um nimero T # 0 tal que
f(t+ T) = f(t) para todo t € R. Se isto ocorre, entao f(t + kT) = f(t) para todo t € R
e todo k € Z. O menor nimero T > 0 tal que f(t+ T) = f(t) para todo t € R chama-se
o periodo da funcao f. As fungoes seno e cosseno sao periddicas, de periodo 27t. Diz-se
ainda que a funcao f: R — R é par quando se tem f(—t) = f(t) para todo t € R. Se se
tem f(—t) = —f(t) para todo t € R, a funcao f chama-se impar.

Para todo t € R, temos

E(t) = (cost; sent)

e
E(—t) = E(cos(—t); sen(—t)).

Mas, como ja foi visto, quando E(t) = (x;y) tem-se E(—t) = (x; —y). Isto significa

que cos(—t) = cost e sen(—t) = —sent para todo t € R. Assim, cosseno é uma funcao

par e seno é uma fungao impar. De modo andlogo, as outras quatro relacoes estabelecidas

anteriormente mostram que, para todo t € R, valem:

cos(t + ) = —cost; sen(t + 71) = —sent;
cos(t + 7t/2) = —sent; sen(t + 71/2) = cos t;
cos(7t/2 —t) = sent; sen(7t/2 —t) = cost;

cos(mm—1t) = —cost; sen(t + ) = sent.

As figuras mostram os graficos de y = cosx e y = senx

Yt 3

/TN

-1t/2

13
NI

><1F
3
o
W)
A
>~

NS
[ o
£
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Alguns valores particulares das func¢oes seno e cosseno podem ser obtidos mediante ar-
gumentos geométricos, alguns dos quais sao interessantes exercicios, especialmente quando
se usam as férmulas de adicao, que estabeleceremos a seguir. Do ponto de vista numérico,
entretanto, é claro que o modo mais eficiente de obter os valores dessas fungoes é usar
uma calculadora, principalmente uma que opere com radianos e com graus.

Independentemente de calculadoras, é muito conveniente que se saiba, sem pensar

muito, quais os valores de t que satisfazem as equagoes:

sent = 0; cost = 0;
sent =1; cost =1;
sent = —1; cost = —1;
sent = cost;

1 1
sent = —; cost = —
2 2

e outras semelhantes.

3.5.2 Periodo e Imagem de uma Funcgao Trigonométrica

Dada Uma funcao f : R — R, do tipo f(x) = a + bsen(m.x + n) ou do tipo f(x) =
a+ b cos(m.x+n), Sendo que elas sao periédicas pode ser calculado o periodo da funcao
encontrando o menor valor a ser somado com x afim de que, f(x + T) = f(x), dai segue

que:

f(x+T) =f(x)
a+b.senm.(x+T)+n] =a+ b.sen(m.x+n)
sen[m.(x+T) +n] = sen(m.x +n)

mx+mT+n=mx+n+2km comkeZ

sendo que deve ser encontrado o menor valor de T, entao deve ser utilizado o menor valor

de k, logo substituindo, K = 1, temos,

2.1
Im|’
A fungao cosseno possui o mesmo periodo e a demonstragao é anédloga.
Para o cédlculo da Imagem, sera feito uso de informagoes que foram apresentadas nas

secgoes anteriores, pois sendo que:
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—1< <+
—1 < cos(x) <+

—_

entao, substituindo convenientemente os valores minimo e méximo assumidos pelo

sen(x) e pelo cos(x), segue que,
[=[(a—Db);(a+Db)]
Agora retornaremos a situacao-problema que nos motivou a tal estudo.

Resolugao 5. a) Para o cdlculo da frequéncia cardiaca, basta saber qual o periodo da
fungao, tempo necessdario para cada batimento, e a sequir calcular quantos batimentos sao

realizados em 1(hum) min.

T=—=T=—=T=1s,
|m| 2.7

logo a frequéncia cardiaca é de 60bpm(batimentos por minuto.

b)

£(0) = 100 + 20.sen(2.71.0) = (0) = 100 + 20.sen(0)
= £(0) =100 + 0 = f(0) = 100mmhyg
£(0,75) = 100 + 20.sen(2.71.0, 75) = £(0,75) = 100 + QO.Sen(%.ﬂ)
= (0, 75) = 100 + 20.(—1) = (0, 75) = 80mmhg.

¢) O valor minimo atingido pela pressao sanguinea pode ser encontrado calculando o limite

inferior da imagem.
a—b =100 — 20 = 80mmhg
e a func¢ao assumird este valor quando,
37
sen(2.7m.x) = —1 = 2.t.x = - = x=0,75s.

d) O wvalor mdzimo atingido pela pressao sanguinea pode ser encontrado calculando o

limite superior da tmagem.
a—+b =100+ 20 = 120mmhg
e a funcao assumird este valor quando,

s
sen(2.7m.x) = +1 = 2.1.x = 5 = x =0, 25s.
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Metodologia

0,6Nesta parte do trabalho sera exposta a metodologia utilizada na pesquisa, sendo des-

critos o Campo da Pesquisa, o instrumento da pesquisa e o método de anélise dos dados.

4.1 Descricao do Campo de Pesquisa

0,60 trabalho consistiu de uma pesquisa de campo, de cunho experimental, feita através
de um estudo de caso com 16 alunos do segundo ano do Curso Tecnico em Agropecudria
Integrado ao Médio do IFTO - Campus Araguatins. Esta pesquisa tem caracter qualitativa

e quantitativa e subsidiada pela teoria dos campos conceituais de Vergnaud.

4.2 Descricao dos Instrumentos de Pesquisa

0,6Primeiramente foi realizada uma pesquisa com o professor da disciplina de Topografia,
para verificar quais as dificuldades que os alunos tinham na disciplina de topografia, pelo
fato de nao possuirem em sua estrutura cognitiva, invariantes operatérios, suficientes para
o entendimento da topografia, ou seja, campos conceituais da trigonometria.

Em um segundo momento, foi realizada uma verificagao de conhecimentos prévios
através de um teste contendo 10(dez) questoes, para verificar realmente quais eram os
conceitos que os alunos traziam em sua estrutura cognitiva, foi verificado a existéncia
de conceitos relacionados a: semelhanca de Triangulos, relagoes métricas no triangulo
retangulo, trigonometria no triangulo retangulo e em um triangulo qualquer, lei dos se-

nos e lei dos cossenos, trigonometria no circulo, construcao de graficos trigonométricos e

35
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entendimento de modelos de fenomenos periddicos.

Em seguida os alunos foram submetidos a uma oficina sobre Trigonometria, onde
foi necessario incluir alguns topicos de geometria que seriam necessarios para um bom
entendimento dos campos conceituais da trigonomatria, a comegar por semelhanca de
triangulos, que por si s6 ja é uma ferramenta importante para o calculo de distancias
inacessiveis como propoes os PCN -Matematica.

No 2° dia foram demonstradas as relacoes metricas no triangulo retangulo, as quais
foram demonstradas com uso das semelhancas de triangulos; sempre fazendo com que os
alunos explicitem os invariantes operatorios.

No 3° dia foram trabalhados com os alunos a trigonometria no trangulo retangulo,
neste momento é muito importante para o professor, dar a oportunidade dos alunos expli-
citarem seus invariantes operatérios, e incluir na sua estrutura cognitiva alguns esquemas
que antes nao tinham e construcao de outros apartir de outros ja existentes. Importante
lembrar que neste momento os alunos tiveram seu primeiro contato com a definicao de
seno, cosseno e tangente, que neste momento ainda nao fora uma definicao que ganhasse
sentido ainda para eles, mesmo que eles soubessem usa-lo em situagoes - problemas.

No 4° dia, como complemento do 3° dia foi apresentado aos alunos como encontrar as
relagoes trigonometricas fundamentais dos angulos notaveis, a saber: 0°,30°,45°,60°,90°.
O método para que os alunos tivessem o melhor entendimeto dos valores das relagoes tri-
gonometricasdas relacoes citadas anteriormente, foram a contrucao de uma reta horizontal
para o angulo 0°, mostrando assim que o cateto oposto é 0(zero) e o cateto adjacente tem a
mesma medida da hipotenusa; a construcao de um triangulo equilatero dividido pela sua
bissetriz, convenientemente formando dois triangulos retangulos congruentes, contendo
além do angulo reto, um angulo de 30° e outro de 60°; e o uso de um quadrado dividido
pela sua diagonal, dando origem a dois triangulos retangulos congruentes, que além do
angulo reto possui dois angulos 45° e o uso de uma reta vertical, mostrando que o cateto
adjacente é 0(zero), e a medida do cateto oposto é igual a medida da hipotenusa. Por fim
foram apresentados aos alunos algumas situacoes-problemas que envolviam trigonometria
no triangulo retangulo em célculos de distancias inacessiveis, para que os alunos tivessem
a oportunidade de colocarem em pratica seus invariantes operatoérios.

No 5° dia foi apresentado a RFT(Relacdo Fundamental da Trigonometria), fazendo

uso da trigonometria no triangulo retangulo e relagoes métricas no triangulo retangulo.
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No 6° dia foi utilizado os conceitos relacionados a trigonometria no triangulo retangulo,
em particular o conceito de cosseno, para ser demonstrado a lei dos cossenos e trigono-
metria no triangulo retangulo, em particular o conceito de seno e conceito de medida de
arco em um circulo, para demonstrar a lei dos senos, que sao conceitos aplicados em um
triangulo quaisquer, ampliando assim o campo conceitual da trigonometria relacionado a
medidade de distancias, sendo que agora nao precisam que o triangulo seja retangulo.

No 7° dia foi apresentado aos alunos a funcao de Euller, mostrando a representacao
geométrica das relagoes trigonométricas no circulo, a saber: seno, cosseno, tangente,
secante, cossecante, cotangente. Foi utilizado o circulo para apresentar aos alunos a
definicao de radiano, para mostrar que a RFT é valido em todo o circulo trigonométrico,
para mostrar os sinais das relacoes trigonométricas em cada quadrante e para mostrar aos
alunos a reducao dos angulos ao 1° quadrante.

No 8° dia foi mostrado aos alunos, os fendmenos periédicos, fazendo com que eles ob-
servassem o periodo de cada fendomeno, assim como o comportamento dos valores maximo
e minimo de cada um desses fenomenos.

No 9° dia foi generalizado modelos de fenomenos periédicos, fazendo uso de fungoes
trigonométricas, limitando apenas a fungao seno e funcao cosseno.

No 10° dia foi mostrado varias aplicagoes das fungoes trigonométricas, que eles sequer
imaginavam que seriam capaz de existir.

Por fim, foi feita a verificacao de conhecimentos apods a oficina, através da aplicacao
um teste que verificou a aprendizagem dos alunos apds a oficina de trigonometria e foi
realizada uma entrevista com cada um deles colhendo informacgoes sobre a opiniao deles
sobre o uso de situacoes-problemas no ensino de trigonometria, sobre a importancia da
trigonometria para o ensino de topografia, em particular sobre o calculo de distancias

inacessiveis e sobre o entendimento de fenémenos periédicos.

4.3 Descricao da Analise dos Dados

0,6A Analise dos dados se deu através da quantificacao de acertos e erros das questoes
dos testes em forma de graficos e tabelas, sendo as questoes classificadas e divididas em
quantidade de Corretas, Parcialmente Corretas e Erradas, e de uma andlise qualitativa

baseada nas entrevistas realizadas com cada um dos alunos onde eles expresarao suas
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opinides acerca da oficina de trigonometria e suas aplicagoes.
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Apresentacao dos Resultados

5.1 Analise da Verificagao de Conhecimentos Prévios

0,6Na analise da verificagao de conhecimentos prévios foi apresentada ao grupo de controle
10(dez) questdes e foi verificado a existéncia de rupturas na estrutura cognitiva relacio-
nado a semelhanca de triangulo e teorema de pitagoras, e auséncia de conhecimentos

trigonométricos em todos os alunos.

5.2 Analise dos conhecimentos apdés a oficina

0,6 Apds a Oficina de trigonometria, os alunos foram novamente submetidos a uma anélise,
que verificou-se o conhecimento adquirido pelos alunos e verificou-se a opiniao deles acerca
da oficina de trigonometria e suas aplicagoes.

A primeira questao, teve por objetivo verificar a aprendizagem relacionado a seme-
lhanca de triangulos, foi notéria o avanco, pois mostrou que nenhum aluno errou a questao
e que apenas um aluno, respondeu a questao parcialmente correta, pois o aluno 9 tentou

fazer uso do conceito de seno, porém o utilizou de forma errada.

39
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Questao Relacionada a Semelhanc¢a
de Triangulos

B CORRETA W PARCIALMENTE CORRETA  ®m ERRADA

6% 0%

A segunda questao, teve por objetivo verificar a aprendizagem relacionado a conversao
de unidade de medida de angulos, e houve um avanco significativo, visto que nenhum aluno
errou a questao e que apenas o aluno 5, respondeu a questao parcialmente correta, pois

teve dificuldade em considerar o 7t como um numero.

Questao Relacionada a Convercgao de
Unidade de Medida de Angulos

B CORRETA W PARCIALMENTE CORRETA  ® ERRADA

6% 0%

A terceira questao, teve o objetivo de verificar a aprendizagem relacionado as relacoes

métricas no triangulo retangulo, foi gratificante pois todos os alunos acertaram a questao.
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Questao Relacionada a Relagoes
Metricas no Triangulo Retangulo

B CORRETA W PARCIALMENTE CORRETA  m ERRADA

0%

A quarta questao teve por objetivo verificar a aprendizagem relacionada a trigonometria
no triangulo retangulo, houve um avanco significativo, visto que 15 alunos acertaram to-
talmente a questdo e que apenas 1(hum) aluno, acertou parcialmente a questao; vale a

pena citar que o aluno 3 e o aluno 8, fizeram a questao pela lei dos senos.

Questao Relacionada a
Trigonometria no Triangulo
Retangulo.

B CORRETA  mPARCIALMENTE CORRETA W ERRADA

6%0%

A quinta questao teve por objetivo verificar a aprendizagem relacionada a Lei dos senos e
foi verificado um avanco significativo, visto que 15 alunos acertaram totalmente a questao

e que apenas 1(hum) aluno errou a questao
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Questao Relacionada a Lei dos Senos

B CORRETA  H PARCIALMENTE CORRETA @ ERRADA

0%

A sexta questao também teve por objetivo verificar a aprendizagem relacionada a Lei dos
senos e também foi verificado o mesmo avancgo que foi verificado na quinta questao com
15 alunos acertando totalmente a questao e que apenas 1(hum) aluno errando a questao;
vale a pena citar que o o aluno que errou a quinta questao foi o mesmo que errou a sexta

questao, a saber, o aluno 9.

Questao Relacionada a Lei dos Senos

B CORRETA W PARCIALMENTE CORRETA = ERRADA

0%

A sétima questao teve por objetivo verificar a aprendizagem relacionada a Lei dos cosse-
nos e foi gratificante a aprendizagem apresentada visto que todos os 16 alunos, acertaram

a questao.
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Questao relacionada a Lei dos
Cossenos

B CORRETA = PARCIALMENTE CORRETA  ®m ERRADA

0%

A oitava questao também teve por objetivo verificar a aprendizagem relacionada a Lei
dos cossenos e também foi verificado o mesmo avancgo que foi verificado na sétima questao
com todos os 16 alunos acertando totalmente a questao; foi muito gratificante ver que os
alunos tiveram o mesmo aproveitamento, tanto em uma questao que simula uma situagao
problema como foi com a sétima questao quanto em uma questao mais algébrica como foi

a oitava questao.

Questao relacionada a Lei dos
Cossenos

® CORRETA  m PARCIALMENTE CORRETA  m ERRADA

0%

A nona questao teve por objetivo verificar a aprendizagem relacionada a trigonometria
no circulo, e foi observada uma aprendizagem significativa visto que nenhum aluno errou
a questao e que 3 acertaram parcialmente a questao, sendo assim 13 alunos acertaram

totalmente a questao.
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Questao Relacionada a Trigonometria
no Circulo

B CORRETA W PARCIALMENTE CORRETA  ®m ERRADA

0%

A décima questao teve por objetivo verificar a aprendizagem relacionada a contrucao de
graficos, em particular a funcao seno e a funcao cosseno, e também foi observada uma
aprendizagem significativa, visto que nenhum aluno errou a questao e apenas 3 alunos
acertaram parcialmente a questao, sendo assim 13 alunos acertaram totalmente a questao;
os alunos que acertaram parcialmente a questao, acertaram o minimo e o maximo , porém

tiveram dificuldade no periodo.

Questao Relacionada a Construgao de
Graficos

B CORRETA  ® PARCIALMENTE CORRETA = ERRADA

0%

A décima primeira questao teve por objetivo verificar a aprendizagem relacionada a cons-
trucao de modelos em fenomenos periédicos e foi observada uma aprendizagem significa-
tiva, visto que nenhum aluno errou a questao e apenas 3 alunos acertaram parcialmente
a questao, sendo assim 13 alunos acertaram totalmente a questao; vale a pena citar que
os 16 alunos conseguiram identificar o méximo e o minimo, porém a dificuldade que foi
observada, o que fez com que os 3 alunos citados anteriormente acertassem a questao

parcialmente foi o cdlculo dos meses em que este maximo e este minimo ocorreram.
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Questao Relacionada a Construgdo de
Modelos em Fendomenos Periodicos

B CORRETA = PARCIALMENTE CORRETA  ®m ERRADA

0%

A décima segunda questao questao também teve por objetivo verificar a aprendizagem
relacionada a construcao de modelos em fenomenos peridédicos, porém acrescentava um
diferencial que foi o esboco do grafico, embora o resultado apresentendo nao tenha sido
tao expressivo com a das questoes anteriores, sendo que 9 alunos acertaram totalmente
a questao e os outros 7 alunos acertaram parcialmente a questao; foi observada uma
coeréncia com o resultado da pesquisa, visto que os 7 alunos foram os mesmos que acer-

taram parcialmente as questoes 10 e 11.

Questao Relacionada a Construgao de
Modelos em Fendmenos Periddicos

B CORRETA  mPARCIALMENTE CORRETA  m ERRADA

0%

A décima terceira questao teve por objetivo verificar a aprendizagem relacionada a re-
presentacao das relagoes trigonométricas no circulo e também nao teve um resultado
tao expressivo quanto as questoes anteriores, visto que 6 alunos acertaram totalmente a
questao, 4 erraram a questao e 6 acertaram parcialmente a questao; os que acertaram
parcielmente a questao, consiguiram identificar a cotangente e o seno, porém tiveram di-

ficuldade em expresar a altura do triangulo.
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Questao Relacionada a
Representagao das Relagoes
Trigonomeétricas no Circulo.

B CORRETA  ®PARCIALMENTE CORRETA W ERRADA

25%

Quando indagado sobre sua opiniao a respeito da oficina de trigonometria ele respondeu:

Aluno 1. Primeiramente, a oficina de trigonometria foi muito esclarecedora no que se
diz aos assuntos de trigonometria. Nas aulas ministradas, fora nos ensinados formas de

responder certos problemas que antes nos pareciam grandes obstdculos.

Outro aluno, quando indagado se ele acreditava que apds esta oficina ele teria mais

facilidade com a disciplina topografia, ele afirmou que:

Aluno 2. Sim, antes da oficina de trigonometria eu ficava bastante perdido nas aulas de
topografia, pois eu ainda ndo conhecia nada sobre trigonometria, e o professor de topogra-
fia ministrava as aulas como se os alunos soubessem trigonometria, por isso essa oficina

de trigonometria foi de grande importancia para a minha compreensao dos conteudos de

topografia.
Um outro aluno expressando sua opiniao pelo curso afirmou:

Aluno 3. Utilizar situagoes problemas na trigonometria, me pareceu uma otima forma
de aprender a logica trigonométrica, jd que assim estudamos trigonometria de uma forma
nao mais abstrata , mais aplicamos essa ciéncia em problemas , o que dda mais sentido a
matemdtica. Fu sempre tive dificuldade de estudar matemdtica de uma forma abstrata,
ou seja sem aplicagao pratica, e com a trigonometria nao foi diferente até o momento em
que as situacoes problemas apareceram, com a possibilidade de resolver problemas usando

esses conhecimentos eu tive mais facilidade de compreender a utilidade da trigonometria.

Vale a pena citar uma fala do mesmo aluno citado acima, quando indagado se ele tinha

idéia das aplicagoes da trigonometria ele respondeu:
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Aluno 4. Fu nunca imaginei isso! Antes na minha visao, a matemdtica podia ser aplicada
na drea financeira, para se fazer cdlculos de quimica, fisica ou ate mesmo para se estudar
a drea de terrenos e em alguns outros meios, na medicina eu imaginei que matemdtica
também pudesse ser util, mas medir o por do sol, a altura de uma onda ou volume de dgua
em uma bomba, nao eram possibilidades que eu fizesse idéia de serem possiveis. Quando
soube que saber de tudo isso era possivel através da trigonometria, eu fiquei com medo,
pois achei que para isso era necessdario muitos cdlculos e de um raciocinio muito agucado,

mais no decorrer das aulas vi que era mais simples do que eu imaginava.

Algo que foi observado durante a oficina, foi a cara de surpresa, quando pela primeira
vez foi demonstrado a RFT e demais relagoes trigonométricas, pois eles nao tinham idéia
da relagao entre as razoes trigonométricas. Quando um Quinto aluno quando foi indagado
sobre sua opiniao sobre esta possibilidade que ele sequer imaginavam que existia, ele

respondeu que:

Aluno 5. Fu apreciei muito a idéia de que com uma unica relagao trigonométrica e
seu quadrante é possivel se obter as outras relacoes de um determinado angulo, pois na
aplicacao pratica de topografia por exemplo, nos encontramos em algumas situagoes com
poucos dados para resolver alguns problemas, e sabendo que com pouca informacao €
possivel resolver diversos problemas, por exemplo, eu quero fazer uso da lei dos cossenos,
mas so conhego o seno daquele angulo, eu aprendo que o trabalho pode se tornar bem mais

simples do que parece.

As falas dos alunos mostram quanto gratificante foi esta oficina, visto que mostram a
importancia do ensino de trigonometria no ensino médio por meio de situagoes-problemas,

pois assim a trigonometria ganha sentido para os alunos.
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Conclusao

Foi observado que a oficina de trigonometria que fez uso de situagoes-problemas subsidada
pela teoria dos campos conceituais, mostrou um avango significativo na estrutura cogni-
tiva dos alunos, visto que foi observado que os alunos consequiram desenvolver uma boa
quantidade de esquemas além da facilidade de explicitarem seus invariantes operatorios
(teoremas-em-agao e conceitos-em-agao) fazendo uso de representacoes simbdlicas.

De modo geral esta pesquisa nos permite concluir que a importancia de se ensinar a
trigonometria por meio de situagoes problemas e nao apenas por meio de um algoritmo,
ou seja por meio de uma sequéncia de operagoes, nao que a teoria dos campos conceituais
seja contra o uso de algoritmos, mas enfatiza que estes algoritmos devem ganhar sentido
para os alunos.

Também pode ser observado que um dos fatores para os baixo rendimento na disciplina
de topografia citado anteriormente, se deve ao fato de os alunos nao possuirem conheci-
mento da trigonometria suficiente para compreender a topografia. Assim este trabalho
propoe o ensino de topografia posterior ao ensino de trigonometria, para que haja melhor
compreensao da mesma.

Com base nos fatos acima citados, este trabalho de pesquisa propoe o ensino de trigo-
nometria por meio do uso de situacoes-problemas subsidiado pela teoria dos campos con-
ceituais, como metodologia eficaz para cumprir o que é proposto pelos PCN-matematica,
que se trata da trigonometria para o calculo de distancias inacessiveis e para o criacao de

modelos de fenomenos periddicos.
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Apendices

7.1 Verificacao de Conhecimentos Prévios

1- (SEMELHANCA DE TRIANGULOS) Um obelisco de 12 m de altura projeta, num
certo momento, uma sombra de 4,8 m de extensao. Calcule a distancia maxima que uma
pessoa de 1,80 m de altura podera se afastar do centro da base do obelisco, ao longo da

sombra, para, em pé, continuar totalmente na sombra. Faca a representacao geométrica.

2- (CONVERSAO DE UNIDADE DE MEDIDAS DE ANGULOS) Faca o que se pede:

a) Conversao 225° em radianos
b) Converta 37/4 rad em graus
3- (RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO) Dado um triangulo
retangulo com catetos medem 9 e 12, determine para este triangulo. Obs: faca a re-

presentacao geométrica.

a) Medida da Hipotenusa.

b) Altura do triangulo relativa a hipotenusa.

c¢) Projejao dos catetos sobre a hipotenusa.

4- (TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO) Uma escada de 2 m de com-
primento esta apoiada no chao e em uma parede vertical. Sabendo que a escada faz 30°

com a horizontal, faca o que se pede:

a) Faga a representacgao geométrica.

20
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b) Determine a distancia do topo da escada ao chao.
¢) Determine a distancia da base da escada a parede
5- (LEI DOS SENOS) No triangulo a seguir temos dois angulos, um medindo 45°, outro
medindo 105°, e um dos lados medindo 90 metros. Com base nesses valores determine a

medida de x.

105°

45

6- (LEI DOS COSSENOS)Um triangulo T tem lados iguais a 4, 5 e 6. O co-seno do maior
angulo de T é:

7- (TRIGONOMETRIA NO CIRCULO)Sabendo que sen x = 0,6 e que 90° | x j 180°,
determine o cos X, tg x, sec x, cosec X e a cotag X.

8- (CONSTRUCAO DE GRAFICOS)Construa o grafico das fungoes a seguir, determi-
nando a seguir: o dominio, a imagem e o periodo de cada uma delas.

a) f(x) = 24 3sin(2x) b) f(x) = 1+ 2cos(x)

9- (CONSTRUCAO DE MODELOS EM FENOMENOS PERI()DICOS)Uma bomba de
agua aspira e expira agua a cada trés segundos. O volume de dgua da bomba varia entre
um minimo de 2 litros e um maximo de 4 litros. Determine a funcao do tipoy =a + b
sen (m.t) que represente o volume (y) de 4gua na bomba, em fungao do tempo (t). obs:
faca um esbogo do grafico.

10- (REPRESENTACAO DAS RELACOES TRIGONOMETRICAS NO CIRCULO)Na
figura a seguir, a reta r passa pelo ponto T = (0, 1) e é paralela ao eixo Ox. A semi-reta
Ot forma um angulo & com o semi-eixo Ox (0° < & < 90°) e intercepta a circunferéncia
trigonométrica e a reta r nos pontos A e B, respectivamente A area do ATAB, como

funcao de «, ¢ dada por:



Capitulo 7. Apéndices 52

a) (1-sin «).(cos o) /2
b)
)

1-cos «).(sin &) /2
)/
)/2
)

e) (1-cos &).(cot &) /2

[\]

c)

o,

1-sin «).(cot

R

(
(
(1-sin 0).(tan o
(
(

7.2 Verificacao de Conhecimentos Apés o Curso

1- (SEMELHANCA DE TRIANGULOS) Um prédio projeta, num certo momento, uma
sombra de 6 m de extensao, no mesmo instante que uma pessoa de 1,8m projeta uma

sombra de 0,6m. Calcule a altura do prédio. Faca a representacao geométrica.

2- (CONVERSAO DE UNIDADE DE MEDIDAS DE ANGULOS) Faca o que se pede:

a) Conversao 315° em radianos

b) Converta 117t/12 rad em graus

3- (RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO) Dado um triangulo
retangulo com hipotenusa medindo 25cm e um dos catetos medindo 20cm,determine para

este triangulo. Obs: faca a representagao geométrica

a) Determine a medida do outro cateto.

b) Altura do tridngulo relativa a hipotenusa.

c¢) Projejao dos catetos sobre a hipotenusa.

4- (TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO) Uma escada est4 apoiada no
chao e em uma parede vertical, sabendo que a distancia to topo da escada ao chao é de

2m e que a escada faz 30° com a vertical, faca o que se pede:
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a) Faca a representagdo geométrica.

b) Determine o comprimento da escada.

c¢) Determine a distancia da base da escada a parede.

5- (LEI DOS SENOS) Na instalagao das lampadas de uma praga de alimentagao, a equipe
necessitou calcular corretamente a distancia entre duas delas, colocadas nos vértices B e

C do triangulo, segundo a figura. Assim, a distancia ”d”é:

2)501/2m

b)504/6/3m

¢)504/3m

d)25v/6m

e)501/6m

6- (LEI DOS SENOS)O construtor deseja calcular a distancia do ponto A ao ponto C,
pontos onde a ponte serd construida, entretanto ele nao possui nenhuma ferramenta que
meca essa distancia, mas ele conhece de matematica e teve a seguinte ideia. Como eu
possuo uma ferramenta que calcula angulos, conseguirei determinar o comprimento desta
ponte. Com isso ele marcou um ponto A, calculou o angulo BAC que foi igual a 85°,
caminhou até o ponto B, uma distancia de 2km, e calculou o angulo ABC obtendo um
angulo de 65°. O construtor acredita que com essas informagoes sera possivel calcular o
comprimento da ponte. Mostre se vocé também seria capaz de determinar o comprimento

da ponte com estas informacoes.
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7- (LEI DOS COSSENOS)O construtor deseja calcular a distancia do ponto A ao ponto
C, pontos onde a ponte sera construida, entretanto, com a ferramenta que ele possui s6
foi possivel calcular as medidas dos segmentos AB e BC, no qual o segmento AB ¢ igual
a 2km e o segmento BC 3,99km. Utilizou novamente a ferramenta de medir angulos e
obteve que o angulo do vértice B é igual a 65°. Mostre se vocé também seria capaz de
determinar o comprimento da ponte com estas informacoes.

8- (LEI DOS COSSENOS)Um triangulo T tem lados iguais a 5, 7 e 9. O co-seno do
menor angulo de T é:

9- (TRIGONOMETRIA NO CfRCULO)Dado cos & = - 0,8 e sabendo que: 180° < « <
270° cos & = - 0,8, determine o sin «, tan &, sec &, csc x e a cot .

10- (CONSTRUCAO DE GRAFICOS)Construa o grafico das fungdes a seguir, determi-

nando a seguir: o dominio, a imagem e o periodo de cada uma delas.

a) f(x) = 34 sin(4x)
b) f(x) = 2+ cos(2x)
11- (CONSTRUQAO DE MODELOS EM FENOMENOS PERI()DICOS)Suponha que o
horario do por do sol na cidade de Araguatins - TO, durante o ano de 2011, possa ser
descrito pela fungao f(t)=18,5+0,75sin(27/365t) sendo t o tempo dado em dias e t =0 o

dia 1°de janeiro. Com base nessas informacoes, determine:

a) O periodo da funcdo acima
b) O horério que o por do sol ocorreu mais cedo, e em qual més isso ocorreu.

¢) O horéario que o por do sol ocorreu mais tarde, e em qual més isso ocorreu.
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- (CONSTRUCAO DE MODELOS EM FENOMENOS PERIODICOS)Suponha que
a expressao P= 100 + 20 sin(27t.t), descreve de maneira aproximada a pressao sanguinea
P, em milimetros de mercirio, de uma certa pessoa durante um teste. Nessa expressao, t
representa o tempo em segundos. A pressao oscila entre 20 milimetros de mercirio acima
e abaixo dos 100 milimetros de mercirio, indicando que a pressao sanguinea da pessoa é
120 por 80. Como essa funcao tem um periodo de 1 segundo, o coracao da pessoa bate

60 vezes por minuto durante o teste.

a) Dé o valor da pressao sanguinea dessa pessoa em t = 0's; t = 0,75 s.

b) Em que momento, durante o primeiro segundo, a pressao sanguinea atingiu seu minimo
e qual foi este minimo.

c¢) Esboce o gréfico

13- (REPRESENTACAO DAS RELACOES TRIGONOMETRICAS NO CIRCULO)Na
figura a seguir, a reta r passa pelo ponto T = (0, 1) e é paralela ao eixo Ox. A semi-reta
Ot forma um angulo & com o semi-eixo Ox (0° < & < 90°) e intercepta a circunferéncia
trigonométrica e a reta r nos pontos A e B, respectivamente A area do ATAB, como

funcao de «, é dada por:

1-sin «).(cos &) /2
1-cos «).(sin ) /2
/2

(

( )
(1-sin ). (tan x)
(1-sin «).(cot o) /2
( )



