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“O coracdo do homem pode fazer planos, mas
a resposta certa dos labios vem do Senhor.”
(Provérbios 16:1)


https://www.bibliaonline.com.br/ara/pv/16/1+

RESUMO

A presente dissertacdo de mestrado aborda o tema do ladrilhamento do plano, explorando sua
teoria, principios e aplicacdes. O ladrilhamento consiste em preencher uma superficie plana
com um padrdo repetitivo de formas geométricas, criando padrles estéticos e visualmente
agradaveis. No decorrer desta dissertacdo, foram estudados os fundamentos tedricos do
ladrilhamento, incluindo a analise dos angulos que comp&e um poligono regular e os principais
grupos de ladrilhamento. Exploramos os diferentes tipos de ladrilhamentos, regulares e
semirregulares, com uma andlise tanto algébrica como geométrica das condi¢bes que
possibilitam sua construcdo. Ao longo dessa dissertacdo, foram consultadas diversas fontes
bibliogréficas, incluindo livros, artigos cientificos e trabalhos de pesquisa anteriores. O estudo
do ladrilhamento do plano revelou um campo de pesquisa fascinante e complexo,
proporcionando uma compreensdo mais profunda dos padrbes geométricos e sua aplicacdo em
varias areas do conhecimento. Por fim, foi apresentado uma estrutura detalhada para aplicagdo
de uma oficina, onde todos os conceitos vistos ao longo dessa dissertacdo possam ser

apreendidos de forma prética e interativa pelos alunos do ensino medio.

Palavras-chave: Ladrilhamento; Poligono; PadrBes



ABSTRACT

This master's thesis deals with the subject of plane tiling, exploring its theory, principles and
applications. Tiling consists of filling a flat surface with a repetitive pattern of geometric shapes,
creating aesthetic and visually pleasing patterns. In the course of this dissertation, we studied
the theoretical foundations of tiling, including the analysis of the angles that make up a regular
polygon and the main tiling groups. We explored the different types of tiling, regular and semi-
regular, with both an algebraic and geometric analysis of the conditions that make their
construction possible. Throughout this dissertation, various bibliographical sources were
consulted, including books, scientific articles and previous research work. The study of plane
tiling has revealed a fascinating and complex field of research, providing a deeper
understanding of geometric patterns and their application in various areas of knowledge.
Finally, a detailed structure was presented for the application of a workshop, where all the
concepts seen throughout this dissertation can be grasped in a practical and interactive way by

high school students.

Keywords: Tiling; Polygons; Patterns
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1 INTRODUCAO

A matematica é uma disciplina fundamental no curriculo escolar, desempenhando
um papel essencial no desenvolvimento intelectual e cognitivo dos alunos. No contexto do
ensino medio, a matematica assume uma importancia ainda maior, a medida que os estudantes
se preparam para sua jornada académica e profissional futura.

Dentro do vasto campo da matemaética, a geometria ocupa um lugar de destaque,
pois € a area que estuda as formas, as estruturas e as relagdes espaciais dos objetos. Ela fornece
aos alunos uma compreensdo fundamental da visualizacdo e da manipulacdo de figuras
geométricas no espaco, promovendo habilidades de raciocinio espacial e abstracéo.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) estabelece diretrizes para o ensino de
geometria no ensino médio, buscando fornecer aos alunos uma formacao sélida nessa area. Nela
destaca-se a importancia de abordar conteddos que promovam a compreensdo da estrutura do
espaco e a capacidade de analisar e representar objetos geométricos de diversas formas, também
enfatiza a importancia da interdisciplinaridade no ensino de geometria, incentivando a conexao
entre os conceitos matematicos e suas aplicagdes em outras areas do conhecimento.

Neste cenario, essa dissertacdo aborda o ladrilhamento do plano, um tema classico
e fascinante da matematica que tem atraido a atencdo de matematicos, artistas e arquitetos ao
longo da histéria. Preencher uma superficie plana com um padrdo repetitivo de formas
geomeétricas basicas, como triangulos, quadrados e hexagonos, € um desafio matematico que
combina beleza e estética com rigor matematico.

Nessa perspectiva, esse trabalho traz o ensino de conhecimentos bésicos e
importantes da geometria para os alunos do ensino médio por meio do estudo dos
ladrilhamentos. Os ladrilhamentos, ou pavimentacdes envolvem o preenchimento do plano com
formas geométricas regulares ou irregulares, de maneira que ndo haja sobreposi¢do ou lacunas.
Ao explorar os ladrilhamentos, os alunos entram em contato direto com conceitos geométricos
fundamentais, como congruéncia, poligonos regulares, angulos internos e externos e areas. Eles
sdo desafiados a observar e a analisar padrdes e estruturas, a identificar as propriedades dos
poligonos utilizados e a compreender as relagfes entre eles. Dessa forma, o estudo dos
ladrilhamentos proporciona uma oportunidade préatica e visual para a aplicagéo e a consolidagéo

desses conceitos.
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Além disso, é discutido os diferentes tipos de ladrilhamento, incluindo os regulares
e semirregulares, bem como propostas pedagdgicas para o ensino de geometria utilizando os
ladrilhamentos como ferramenta de aprendizado.

No segundo capitulo desta dissertacédo, a abordagem é feita nos poligonos regulares
como base para o estudo dos ladrilhamentos. Exploraremos as caracteristicas dos poligonos
regulares, como seus angulos internos e externos. Além disso, analisaremos as rela¢fes entre
0s poligonos regulares e como eles se encaixam perfeitamente uns nos outros para formar
padrdes repetitivos.

No terceiro capitulo, a atengdo e concentrada nas caracteristicas dos ladrilhamentos
regulares. E discutido os critérios para que um padréo de ladrilhamento seja considerado regular
para a cobertura completa do plano e serdo exploradas as propriedades essenciais dos
ladrilhamentos regulares, como a congruéncia dos azulejos e a repeti¢éo perioddica dos padrdes.

O quarto capitulo desta dissertacdo fornecerd demonstracdes dos ladrilhamentos
regulares, utilizando um Unico poligono e também envolvendo mais de um poligono. Serdo
apresentadas demonstracdes matematicas detalhadas, que mostram como esses ladrilhamentos
podem ser construidos bem como as condi¢fes necessarias para sua existéncia. Além disso,
investigaremos exemplos concretos de ladrilhamentos regulares com tridngulos, quadrados,
hexagonos e outros poligonos, a fim de ilustrar as diferentes possibilidades de configuracoes
regulares.

No quinto capitulo, é abordado os ladrilhamentos semirregulares, que sdo padrdes
de ladrilhamentos que envolvem diferentes poligonos regulares. E explorado a estrutura dos
ladrilhamentos semirregulares, analisando os tipos de poligonos que podem ser combinados,
serdo apresentados exemplos de ladrilhamentos semirregulares, destacando a beleza e a
complexidade dessas composi¢es geométricas.

No sexto e Gltimo capitulo, € apresentada uma proposta de aplicabilidade do assunto
através de uma oficina. Nela diversos conceitos geométricos abordados nessa dissertacao serdo
abordados de forma prética, levando o aluno a se apropriar de conceitos extremamente

importantes para seus estudos.
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2 CONHECIMENTO PRELIMINARES

2.1 Poligonos

Uma linha formada por segmentos de retas sucessivas ndo-colineares é chamada de

linha poligonal.

Poligono é uma linha poligonal fechada formada por segmentos consecutivos e nao
colineares. A regido plana limitada por uma linha poligonal fechada é denominada de regiéo
poligonal. Um poligono é denominado de forma anédloga a uma linha poligonal, ou seja, pela
sequéncia dos pontos extremos dos segmentos que o formam.

A reunido de um poligono com o seu interior € uma regido poligonal ou superficie

poligonal.
Figura 1 — Linha poligonal aberta A1A2A3AsAs Figura 2 — Linha poligonal fechada A1A2AzA4As
As
Az
Ay
A As
A
Ay
A
As 8 As
Az A As
Fonte: Proprio autor Fonte: Proprio autor

2.1.1 Elementos de um poligono

Vértice: extremo de cada segmento que forma o poligono, ou seja, 0s pontos A1, Az,
A3, . An,

e Lado: cada segmento de reta que forma o poligono, isto ¢ AA, ,AA, ... AA;

e Angulo interno: angulo formado, no interior da regido poligonal, por dois lados

consecutivos;
e Diagonal: segmento de reta com extremidades em vértices ndo consecutivos;
e Angulo externo: angulo formado por um lado e o prolongamento de outro lado

adjacente. No caso de um angulo interno menor que 180° o angulo externo é
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suplementar ao angulo interno e possui medida positiva. Caso o angulo interno seja
maior que 180°. o angulo externo ainda é suplementar ao interno, porém sua medida é

negativa, ou seja, ele € medido no sentido horario do ciclo trigonométrico.
2.1.2 Poligono convexo e poligono concavo
Um poligono é convexo se a reta determinada por dois vértices consecutivos
quaisquer deixa todos os demais (n - 2) vértices em um mesmo semiplano dos dois que ela

determina. Se um poligono néo é poligono convexo, diremos que ele é um poligono concavo.

Figura 3 — Poligono convexo A1A2AzA4As

Al

Fonte: Proprio autor

e Az, A2, A3z Ase Assao 0s vertices.
o Ay, AP, Ahy AR e AA sdo os lados

e as e um angulo interno, associado ao vértice A5

e 35 € um angulo externo, associado ao vertice As
e Note que 5 = 180°- 05> 0

Figura 4 — Poligono ndo convexo A1A2AzA1AsAs

Fonte: Proprio autor



15

. Al’AZ’A3’A‘"'Ase'%séoosvértices
AA AA AAAA AA e AA sio oslados

o2 € um angulo interno, associado ao vértice Az. Devemos observar que a2 > 180°

Bs € um angulo externo, associado ao vértice Az
Note que 5 = 180°- 02< 0

2.1.3 Soma dos S; angulos internos e dos Se angulos externos de um poligono convexo.

Seja A1, Az, Agz, ..., An um poligono convexo de n lados.

Figura 5 — Poligono convexo A1A2As...An-sAn-7

Fonte: Proprio autor

Escolhendo um vértice qualquer e tragando, a partir deste vértice, todas as diagonais
possiveis, fazemos com que o poligono fique dividido em n - 2 tridangulos. Note que a soma dos
angulos internos do poligono € igual a soma dos angulos internos de todos os n - 2 triangulos.
Assim, a soma dos angulos internos de um poligono convexo de n lados é igual a

Si=(n-2).180°.

Um angulo externo de um poligono convexo € um angulo suplementar adjacente a
um angulo (interno) do poligono, ou seja, sua soma vale 180°.

Sejam az, o2, 03, ..., an 0S &ngulos internos de um poligono convexo e P1, B2, B3, ...,

Bn os Angulos externos de um poligono convexo. Sabemos que B1 = 180°- a1, 1 <i<n. Portanto:



Se=Bl+B2+Bg+...+Bn

Se=180°— a1 + 180° - 02 + 180° — 03 + ... + 180° - 0y

Se =180%n - (0, + 02 + 03 + ... + Oln)
Se=180%n-S;
Se =180%n - (n - 2).180°
Se = 180°%.n — 180°%.n + 360°

Isso significa que, se vocé partir de um vértice qualquer do poligono e percorrer ao
longo de suas arestas, fazendo uma curva em cada vértice externo, vocé acabara retornando ao
ponto de partida ap6s um giro completo de 360 graus. Cada angulo externo representa as

mudancas de direcao que ocorrem ao percorrer as arestas do poligono.

2.1.4 Nome dos principais poligonos

De acordo com o numero n de lados, os poligonos recebem nomes especiais. Veja

na tabela a seguir as correspondéncias:

Se = 360°

Tabela 1 — Nomenclatura dos poligonos

N° de lados | Nome do Poligono
3 Tridngulo
4 Quadrilatero
5 Pentagono
6 Hexagono
7 Heptagono
8 Octoégono
9 Eneagono
10 Decagono
11 Undecégono
12 Dodecagono
13 Tridecadgono
14 Tetradecagono
15 Pentadecagono
16 Hexadecagono
17 Heptadecagono
18 Octadecagono
19 Eneadecagono
20 Icosagono
25 Pentavintenagono
30 Trintendgono

Fonte: Proprio autor
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Em geral, para um niimero n (n > 3) qualquer de n lados dizemos que o poligono é um n-latero.

2.2 Poligono Regular

Um poligono regular é uma figura geomeétrica plana formada por um conjunto de
lados iguais e angulos internos congruentes (com a mesma medida). Exemplos comuns de
poligonos regulares incluem o tridngulo equilatero, o quadrado, o pentdgono regular, o
hexagono regular, o octégono regular, entre outros.

O poligono regular apresenta algumas propriedades unicas e interessantes. Por
exemplo, todos os angulos internos sdo iguais, o que significa que é possivel calcular o valor
de cada angulo interno dividindo a soma dos angulos internos pelo nimero de lados. Outra
propriedade importante dos poligonos regulares é que eles apresentam um alto grau de simetria.
Isso significa que é possivel rotacionar ou refletir o poligono sem alterar sua forma ou tamanho.
Os poligonos regulares assim como os irregulares, podem ser inscritos em uma circunferéncia,
com cada vértice do poligono tocando a circunferéncia. Nesse caso, a circunferéncia é chamada
de circunferéncia circunscrita ao poligono.

Os poligonos regulares sdo amplamente utilizados em muitas areas da matematica
e em outras disciplinas. Eles sdo frequentemente encontrados em estruturas cristalinas, em
moléculas bioldgicas, na arte e na arquitetura. Além disso, os poligonos regulares sdo
importantes em muitas aplicacGes praticas, como na construcao de poligonos regulares para a
criacdo de modelos matematicos, na geometria da computacdo grafica, na fisica e na
engenharia.

Um poligono que possui os lados congruentes € equilatero. Se possui os angulos

congruentes, é equiangulo.

Figura 6 — Quadrilatero Equilatero Figura 7 — Quadrilatero Equilatero
A A B
o] L]
B D
o] [o]
C D C

Fonte: Proprio autor Fonte: Proprio autor
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Um poligono convexo € regular se, e somente se, tem todos os lados congruentes

(equilatero) e todos os angulos congruentes (equiangulo).

Figura 8 — O Triangulo regular é o equilatero Figura 9 — Hexagono regular
A A B
E C
I
B | c N D
Fonte: Proprio autor Fonte: Proprio autor

2.2.1 Expressdo do angulo interno (aij) de um poligono regular.

Os angulos internos de um poligono regular sdo congruentes, com isso para calcular a

soma de todos eles teremos:

n.a=Si
n.ai =(n-2).180°
_ 0
o (1-2180°
n
2.2.2 Expressdo do angulo externo (ae) de um poligono regular.

Os angulos externos de um poligono regular séo todos congruentes, logo teremos

N.ae = Se
n.ae = 360°
360°
a =

e

n
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Diante do exposto acima, veremos na tabela, a seguir, 0s principais poligonos
regulares e seus respectivos angulos internos, a soma de seus angulos internos e a soma dos

seus angulos externos.

Tabela 2 — Angulos em poligonos

Poligono Regular | Angulo Interno (a) Si Se
Triangulo 60° 180° 120°
Quadrilatero 90° 360° 90°
Pentagono 108° 540° 72°
Hexéagono 120° 720° 60°
Heptagono 128,57° 900° 51,43°
Octdgono 1359 1.080° 45°
Eneagono 140° 1.260° 20°
Decégono 144° 1.440° 36°
Undecagono 147,27° 1.620° 32,73°
Dodecagono 150° 1.800° 30°
Tridecagono 152,30° 1.979,9° 27,7°
Tetradecagono 154,28° 2.159,92° | 25,72°
Pentadecagono 156° 2.340° 24°
Hexadecagono 157,5° 2.520° 22,5°
Heptadecagono 158,82° 2.699,94° | 21,2°
Octadecagono 160° 2.880° 20°
Eneadecagono 161,05° 3.059,95° | 18,95°
Icosagono 162° 32400 18°
Pentavintenagono 165,5° 4.137,5° 14,5°
Trintenagono 168° 5.040° 12°

Fonte: Proprio autor
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3 LADRILHAMENTO

O ladrilhamento € uma arte que consiste em preencher um plano, por moldes, sem
que haja sobreposicao de figuras ou espacos vazios entre elas. Conforme Sallum (2016), as mais
antigas pecas de ladrilhos foram encontradas no Egito, h4 aproximadamente 5000 a.C. Além de
outros povos, como 0s romanos e mediterrdneos, mouros, arabes e cristdos, que também
retratavam as pessoas e a natureza atraves de figuras geométricas entrelacadas. E ainda hoje, é
possivel encontrar essa técnica de ladrilhamento em varios objetos do dia a dia, como em pisos
decorativos com cerdmicas ou pedras, papéis de parede, no empacotamento ou empilhamento

de objetos iguais e estampas de tecido.

Figura 10 — Piso ladrilhado por Hexagonos

' '

Imagem: bing.com

Além disso, o ladrilhamento ndo é encontrado apenas em cria¢cbes humanas, mas
na natureza, por exemplo em favos de mel, cascos de tartaruga, casca de abacaxi, escamas de

peixe, entre outros (Imenes, 2002).

Figura 12 — Hexagonos em favo de mel Figura 13 - Pinhas

A A N A A 8
r v g Y

K ,\"A‘ = > AL o~

&ON\M P SEICISICT 1)

Fonte: studio2013 Fonte: bing.com
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A arte de ladrilhar baseia-se em cobrir uma superficie do plano com regiGes
poligonais regulares ou irregulares, ndo havendo lacuna nem superposicdes entre elas. Essa
cobertura pode ser chamada de pavimentacdo ou mosaico do plano. Nesse trabalho iremos

analisar ladrilhamentos com poligonos regulares.

3.1 Ladrilhamentos com poligonos regulares

No nosso dia a dia € comum nos depararmos com diversas imagens, nas quais €
possivel identificar diversos poligonos regulares congruentes dispostos lado a lado, se
encaixando perfeitamente. Esses ladrilhamentos feitos com poligonos regulares sdo chamados

de ladrilhamentos bem comportados.

Figura 14 — Ladrilhamento com octdgonos e quadrados Figura 15 — Ladrilhamento com quadrados

Fonte: Proprio autor Fonte: Proprio autor

Segundo Dias e Sampaio, tais ladrilhamentos seguem as seguintes condi¢des:

1. Os ladrilhos devem ser poligonos regulares de um ou mais tipos,
2. A interseccdo entre os poligonos ocorre em um lado inteiro ou vértice,

3. O modelo em torno de cada um dos vértices do ladrilhamento é o mesmo.

A primeira condicdo deixa claro que é possivel ter ladrilhos comportados com mais
de um poligono regular. Observando a figura 5, vemos que ela é formada por octégonos e
quadrados regulares de mesma medida, e a intersecdo entre dois ladrilhos € sempre um lado
inteiro, obedecendo assim a segunda condi¢cdo. Como esse ladrilhamento usa mais de um
poligono regular, ele é chamado de ladrilhamento semirregular ou quase regular. Na figura 6,
temos um ladrilhamento s6 com quadrados se interceptando lado a lado, tal ladrilhamento

chamaremos de ladrilhamento regular.
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E a terceira condigdo como se explica?

Para explicar melhor essa terceira condicdo vamos imaginar dar uma rotagdo, no
sentido horario ou anti-horario, em torno de qualquer vértice, encontraremos sempre 0 mesmo
tipo de poligonos regulares, tendo uma mesma sequéncia na forma com que os poligonos
aparecem. Por exemplo, no ladrilhamento abaixo, ao redor de cada vértice sempre estdo

dispostos um dodecagono, um quadrado e um hexagono.

Figura 16 — Ladrilhamento Regular

Fonte: Préprio autor

Diante do que foi apresentado acima, pode estar surgindo a seguinte pergunta: como
que seria entdo um ladrilhamento ndo comportado? A grosso modo, seria dizer que s&o
ladrilhamentos que ndo obedecem a uma das trés condigdes citadas acima. A imagem a seguir

exemplificard isso.

Figura 17 — Ladrilhamento com tridngulos

VAVAVAVAN
AVAVAVAN

Fonte: Proprio autor

Observe que esse ladrilho é formado sé por poligonos regulares, no caso o triangulo
e ao redor de cada vértice temos um mesmo numero de poligonos ou seja, sempre quatro

triangulos, obedecendo a primeira e a terceira condi¢Oes citadas acima, porém, a interseccao
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entre os poligonos ndo ocorre pelo um lado inteiro ou pelo vértice, anulando a segunda condicéo
citada acima para ladrilhamentos bem comportados.

Em nosso estudo, aqui, abordaremos dois tipos de ladrilhamentos bem
comportados: os ladrilhamentos regulares e os ladrilhamentos quase regulares ou

semirregulares.

4 Ladrilhamentos Regulares

Conforme visto no tépico anterior, os ladrilhamento bem comportados que séo
formados partir de um Unico tipo de poligonos regulares sdo chamados de ladrilhamento
regular. Para obter tal ladrilhamento, posicionaremos os poligonos regulares ao redor de um
ponto fixo colocando-os lado a lado. Com isso, ao final de tal procedimento teremos duas

possibilidades:

1°) ao completarmos a volta de preenchimento, os poligonos estardo perfeitamente
ajustados;
2°) no final da volta, ndo ficard com preenchimento completo e se colocarmos mais um,

havera uma superposicao.

Devemos observar que uma volta completa sempre medira 360°. Com isso sempre
que for obedecida a possibilidade 1, teremos poligonos regulares dispostos de tal maneira que
a soma de seus angulos internos ao redor do ponto seja sempre 360°. Ou seja, se considerarmos
um ponto fixo P rodeado de k poligonos regulares congruentes, cada um com angulo interno
medindo i, teremos que k - i = 360°. No caso da possibilidade 2 n3o ficara preenchido, nio
completando a volta, logo k - i < 360° e se houver justaposicio teremos (k+1) - i > 360° com
isso ndo formando o ladrilho.

Para a pavimentacao do plano com tais ladrilhos, devemos colocar novos poligonos
regulares do mesmo tipo ao redor dos ja colocados por meio de seus Vvértices exteriores
definindo-os como pontos fixos, chamaremos esse procedimento de anéis circundantes. Se for
obtido éxito, a pavimentacao sera possivel para esse tipo de ladrilho.

Mas a pergunta que surge € a seguinte: Sera que qualquer poligono regular é capaz
de ladrilhar sozinho um plano? Para responder tal pergunta faremos alguns estudos utilizando

poligonos regulares.
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4.1 Triangulo Equilatero

Os triangulos regulares (equilateros) possuem angulos internos i = 60°. Definindo
um ponto fixo P no plano, podemos dispor seis triangulos equilateros ao redor desse ponto fixo
P da seguinte maneira:

Figura 18 — Ladrilhamento regular com triangulos equilateros

Temos que

k=6

i=60° logo
k-i=6"-60°=360°

Fonte: Proprio autor

Para estender essa pavimentacdo, chamaremos 0s vértices exteriores da imagem

obtida anteriormente de P1, P2, P3, P4, Ps € Ps conforme a figura abaixo.

Figura 19 — Ladrilhamento regular com triangulos equilateros

.

|IIIIIIIIII|.'
" (AP
.

Fonte: Préprio autor

Observe que em P tinhamos dois tridngulos e foi acrescentado mais quatro, da

mesma forma em P> porém nesse foi acrescentado mais trés triangulos, em P3 temos a mesma
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situacdo de P2, tinhamos dois tridngulos e foi acrescentado mais trés, tal procedimento se sucede
até o ultimo vértice Ps. Dessa forma, se completa o anel circundante. Como tal procedimento
pode ser repetido infinitas vezes, concluimos, assim, que podemos ladrilhar o plano com
triangulos equilateros.

Podemos classificar um ladrilho, de acordo com o tipo de poligonos que o circunda,
anotando sequencialmente o nimero de lados dos poligonos regulares que se agrupam ao redor
de cara vértice. Por exemplo, no ladrilhamento anterior, cada veértice dos triangulos equilateros
foi circundado pelo mesmo numero de poligonos regulares, sendo todos do mesmo tipo por se
tratar de um ladrilhamento regular, no caso todos tridangulos. Entdo podemos classificar esse
ladrilhamento de padrdo (3,3,3,3,3,3) pois temos em torno de cada vértice seis triangulos

equilateros.
4.2 Quadrado
No quadrado temos, que seu angulo interno i = 90° e considerando P como o ponto

central teremos:

Figura 20 — Ladrilhamento regular com quadrados

4
= 90°
k-i=4-90°=360° ol

- X
1

Fonte: Préprio autor

Vamos estender a pavimentacdo com quadrados da seguinte maneira:

Considerando Py, P2, P3, P4, P5, P6, P7 e P8 os vertices exteriores da figura abaixo.
Observamos que em P1 temos dois quadrados nos possibilitando acrescentamos mais dois,
conforme visto no procedimento anterior. Em P2 ficamos agora com dois quadrados, nos
possibilitando acrescentar mais dois, em P3 ficaremos com trés quadrados, com isso
acrescentaremos mais um, a mesma coisa para P4, P5, P6, P7 e por fim P8. Dessa forma,

completamos a volta. Tal procedimento pode ser repetido sucessivamente.
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Figura 21 — Ladrilhamento regular com quadrados
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Fonte: Proprio autor

Com tal procedimento, concluimos que € possivel ladrilhar o plano com quadrados.
Como em torno de cada vértice, temos quadrado, quadrado, quadrado e quadrado, ou seja,
quatro quadrados, tal pavimentacdo sera um ladrilhamento de padréo (4, 4, 4, 4).

4.3 Pentagono Regular

Sabemos que um pentagono regular possui angulo interno i=108° logo se
definirmos um ponto fixo P no plano e rodearmos tal ponto com inicialmente trés pentagonos
teremos k =3 e i =108% entdo k - i = 3 - 108° = 324° < 360° n4o completando assim a volta, ou
seja, apresentaria “buracos” no ladrilhamento. Se acrescentarmos mais um pentagono regular,
teremosk =4 ei=108%entdok - i = 4 - 108° = 432° > 360° nesse caso completariamos a volta,

porém, havera uma superposicao de ladrilhos. Exemplificaremos tal situacdo na figura a seguir.

Figura 22 — Ladrilhamento com pent&gonos regulares

Fonte: Proprio autor
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Observa-se na figura, que a intersecgdo entre os poligonos ndo esti acontecendo
entre os vértices ou entre os lados e consequentemente a distribuicdo dos poligonos em cada
veértice ndo é a mesma, dessa forma ao tentarmos ladrilhar o plano com pentagonos regulares,
ndo atendemos as duas Gltimas condicGes para ladrilhamentos bem-comportados. Concluimos

entdo, que ndo é possivel ladrilhar o plano com pentagonos regulares.

4.4 Hexagono Regular

Conforme estudado anteriormente, nos hexagonos regulares cada angulo interno
mede 120°. Diante disso, se definirmos um ponto P no plano e o rodearmos com hexagonos
regulares, cabera exatamente trés desses hexagonos, pois teremos k = 3 e i = 120° logo

k-i=3"-120°=360°. Isso pode ser perfeitamente comprovado na imagem a seguir.

Figura 23 — Ladrilhamento regular com hexagonos

Fonte: Proprio autor

Vamos agora estender a pavimentagdo para os demais vértices dos hexagonos
regulares. Dessa forma, vamos denota-los por P1, P2, P3, Pa, Ps, ... ,P10, P11 € P12 € envolvé-los
a partir de cada um com outros hexagonos regulares, tal procedimento sera descrito na imagem

a sequir.
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Figura 24 — Ladrilhamento regular com hexagonos
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Fonte: Préprio autor

Note que o vértice P1 possuia dois hexagonos e foi acrescentado mais um, esse por
sua vez passou a fazer parte também do vértice P2, que agora passou a ser vértice de dois
hexagonos, que em seguida foi acrescentado mais um hexagono passando o veértice P a ter trés
hexagonos. O Vértice que foi acrescentado em P» atingira Pz e este passaré a ter dois hexagonos
e assim sucessivamente para 0os demais vértices completando assim a volta em P12. Com isso é
formado um padrdo, que podera ser repetido infinitas vezes, pois o anel circundante foi
perfeitamente formado. Concluimos entdo que o plano pode ser ladrilhado perfeitamente com
hexagonos regulares. E como em torno de cada vértice temos trés hexagonos regulares,

chamaremos esse tipo de ladrilhamento de padréo (6, 6, 6).

4.5 Heptagono regular e demais poligonos regulares

Para verificar se € possivel ladrilhar o plano com heptagonos regulares, devemos
proceder da mesma forma dos demais poligonos regulares, analisados anteriormente. Sendo i o
valor de seu angulo interno, o mesmo pode ser facilmente calculado conforme visto em tépico

anterior da seguinte maneira:



29

Figura 25 — Ladrilhamento regular com heptagonos
— . 0
- (n—2)-180
n
- (7-2) .180°
7

0
| 5180° 900 o0
7 7

Fonte: Préprio autor

Para planificarmos o plano com heptagonos regulares, vamos determinar um ponto
fixo P no plano e rodearmos tal ponto com esses heptagonos. Logo é perceptivel que se k = 2,
temos entdo que k - i = 2 - 128,58° = 257,16° < 360° ou seja, ndo é possivel completar a volta
em torno de P. Se acrescentarmos mais um poligono teremos k = 3, entdo k - i = 3 - 128,580 =
385,740 > 360° completando assim a volta, porém com superposicio de poligonos. Com isso,
concluimos que assim como ocorreu com 0s pentdgonos regulares, que a interseccdo entre 0s
poligonos ndo esta acontecendo entre os vértices ou entre os lados e consequentemente a
distribuicdo dos poligonos em cada veértice ndo é a mesma, ocorre com 0s heptagonos regulares.
Dizemos entdo que heptagonos regulares ladrilham o plano.

Diante do que foi apresentado até aqui, surge o seguinte questionamento: ainda existe
poligonos regulares que ladrilham o plano? Se continuarmos tal procedimento adotado até aqui,
conseguiremos outro poligono que possa ladrilhar o plano? Serdo triangulo, quadrado e
hexagono os Unicos poligonos regulares, que sozinhos conseguem ladrilhar o plano? Tais

perguntas serdo respondidas no préximo tépico.

4.5.1 Ladrilhando com poligonos de n lados

Para responder as perguntas apresentadas no capitulo anterior, vamos usar 0S
procedimentos tomados anteriormente para ladrilhamento, somente com poligonos regulares.
Para isso vamos determinar um poligono qualquer de n lados, com angulo interno medindo i e
usaremos k desses poligonos para circundar o ponto fixo P do plano.

Sabemos de estudos anteriores, que o angulo interno i de um poligono regular pode

ser facilmente encontrado através de seu nimero de lados da seguinte maneira:

S, =(n—2)-180°
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pelo fato de o poligono ser regular temos que

S, =n-i
logo n-i=(n—2)-180°
—92).180°
isolando o valor i na equacéo teremos i = (n-2)-180°
n
. 2
podemos expressar i por i =180° (1_5) (1)

Sabemos que para a realizacdo do ladrilhamento acontecer, é necessario que a
quantidade k de poligonos regulares congruentes se ajustem ao redor do ponto fixo P de

360°

maneira, que aconteca uma justaposicdo destes, isso ocorre quando k-i =360°0ou k=——.
i

Como k deve ser sempre um nimero inteiro por se tratar da quantidade de poligonos regulares,

que circundam o ponto P, conclui-se entdo que i sempre sera um divisor de 360°.

0
. Substituindo em (I) teremos:

Seja i =

0
360 =180° (1—2) =
k n

Como k — 2 é um nimero inteiro, entdo n — 2 tem que ser um divisor de quatro, mas
IS0 SO é possivel paran=3,n=4en=6. Logo, as Unicas possibilidades para ladrilharmos o

plano com poligonos regulares congruentes sdo:

Tabela 3 — Padrdes de ladrilhamentos para n lados

n (n° de lados) | k (n°de poligonos por vértice) Padréo do
ladrilhamento
3 6 (3,3,3,3,3,3)
4 4 (4,4,4,9)
6 3 (6,6,6)

Fonte: Proprio autor
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Percebe-se, aqui, que o nimero de poligonos regulares que rodeia cada vértice, sera
de no minimo trés e no méximo seis, e a solucdo apresentada aqui nos ddo exatamente 0s

ladrilhamentos apresentados anteriormente, que sao os ladrilhos regulares do plano.
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5 LADRILHAMENTOS SEMIRREGULARES OU QUASE REGULARES

Estudamos no capitulo anterior, que é possivel ladrilhar o plano com poligonos
regulares do mesmo tipo, de trés formas diferentes usando triangulo equilatero, quadrado e
hexagono regular. Mas sera possivel ladrilhar o plano com poligonos regulares, néo
necessariamente congruentes entre si? Caso seja possivel, de quais maneiras poderemos
ladrilhar plano? Tais perguntas serdo respondidas a seguir.

Os ladrilhamentos semirregulares, assim como os regulares devem obedecer as

condigdes dos ladrilhamentos bem comportados, vistos anteriormente, que sao:

1. Os ladrilhos devem ser poligonos regulares de um ou mais tipos,
2. A interseccéo entre os poligonos ocorre em um lado inteiro ou vértice,

3. O modelo em torno de cada um dos vértices do ladrilhamento € o mesmo.

Cabe ressaltar aqui, que para a segunda condicdo dos ladrilhamentos ser obedecida,
€ necessario que todos os poligonos regulares envolvidos, tenham lados de mesma medida.

Para responder tais perguntas, vamos usar os mesmos procedimentos vistos para
ladrilhamentos regulares congruentes, ou seja, que a soma dos angulos ao redor de um vértice
em comum seja 360°.

Inicialmente, vamos analisar no exemplo, a seguir, a possibilidade de

ladrilhamento com um octégono regular e um quadrado.

Figura 26 — Ladrilhamento semirregular

Fonte: Préprio autor
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Na figura, os dois octégonos e o quadrado estdo dispostos de tal forma, que possam
rodear 0 mesmo ponto. Sabemos que por se tratar de octdgonos e quadrado, seus angulos

internos i podem ser facilmente calculados da seguinte maneira:

. _(8-2)180° _1080°

5 =135
8 8
_ 0 0
i4:(4 2)180° _ 360° _ oo
4 4

Logo é possivel perceber, que ao redor de cada vértice desse ladrilho a soma dos
angulos internos dos poligonos regulares aplicados valem 135°+ 135° + 90° = 360°. Isso nos
garante, que os poligonos regulares cubram o plano sem deixar lacunas ou que aja uma
superposicao. Cabe reforcar aqui, que em cada vértice teremos dois poligonos de oito lados e
um de quatro lados, em que tal padrao se repete indefinidamente independentemente do sentido
de percurso, que fazemos em torno dele, ou ainda de qual poligono em torno dele iniciamos o
percurso. Vértices como (8, 8 ,4), (8, 4, 8) ou (4, 8, 8) sdo considerados do mesmo tipo, ou seja,
do mesmo padréo.

Um outro exemplo que podemos apresentar, é a formacédo de ladrilho usando dois
hexagonos regulares e dois triangulos, arranjados em um mesmo ponto do plano, como segue

na figura abaixo.

Figura 27 — Ladrilhamento semirregular (6, 3, 6, 3)

X
XY

Fonte: Proprio autor
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O vértice destacado esta rodeado pelos angulos internos is, iz, is € i3, € como ja
sabemos de exemplos anteriores que iz = 60° e is = 120°, logo ao redor de cada vértice temos
i+ i3+ is + i3 = 120° + 60° +120° + 60° = 360° temos entdo um ladrilhamento semirregular de
padrdo (6, 3, 6, 3).

Nos dois exemplos apresentados acima, temos ladrilhamentos bem comportados
com poligonos regulares de varios tipos. No primeiro, usamos trés tipos de poligonos para
rodear cada vértice e no segundo exemplo quatro tipos de poligonos rodeando cada vertice.
Seré que € possivel ladrilhar o plano rodeando cada vértice com mais poligonos regulares? Sera
que em um ladrilhamento bem-comportado, h4 um nimero maximo e minimo de poligonos
regulares ao redor de cada vértice? Para responder tais perguntas vamos analisar primeiro qual
seria a maior quantidade de poligonos regulares, que poderiam ter circundando cada Vvértice.
Para obter a maior quantidade de poligonos possiveis, tais poligonos devem ter &ngulos internos
de menor valor possivel, pois assim precisariamos de uma quantidade maior para sua soma ser
de 360°. Isso ocorre quando utilizamos tridngulos equilateros, cujo valor do &ngulo interno
mede 60°, logo para circundar um vértice com tal poligono precisariamos de 6x60° = 360°, ou
seja, 6 triangulos. Assim, em um ladrilhamento teremos no méaximo seis poligonos regulares,
rodeando cada vértice. E quanto a quantidade minima? Para a resposta de tal pergunta, devemos
usar uma analise parecida com o que utilizamos a pouco.

Vamos comecar tal analise ressaltando que os poligonos, que utilizamos nos
ladrilhamentos para rodear um vértice, sdo sempre poligonos convexos e conforme estudado
anteriormente, tais poligonos possuem angulos internos menores que 180°, logo esse nimero
minimo de poligonos utilizados n&o poderia ser dois, pois 2-:180° = 360°, porém nio se trataria
de poligonos regulares, portando precisariamos de no minimo a utilizacdo de trés poligonos
pois 3-120° = 360°.

Diante do que foi proposto, se considerarmos k como nimero de poligonos regulares
ao redor de um vertice, concluimos entédo 3 < k < 6, ou seja, em torno de cada veértice de um
ladrilhamento bem comportado, teremos sempre, no minimo, trés poligonos e, no maximo, seis.
Tal conclusdo chamaremos de regra delimitadora.

Para 0 nimero maximo de poligonos utilizados em um ladrilhamento, ficou claro
que isso sO € possivel para triangulos equilateros, ou seja, temos sempre um ladrilhamento de
padrdo Unico (3, 3, 3, 3, 3, 3). Diferentemente, no caso da quantidade minima de poligonos
usados, podemos ter varias combinacdes de trés poligonos regulares em torno do vértice, nesse

caso ndo temos um padrdo unico para esse tipo de ladrilhamento bem comportado. Por exemplo,
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podemos ter trés hexagonos regulares em torno do vértice ou dois octdgonos e um quadrado
conforme visto no exemplo da figura 17 ou mesmo um dodecdgono regular, um hexagono
regular e um quadrado, obtendo assim ladrilhamentos de padrées (6, 6, 6), (8, 8, 4) e (12, 6, 4)
respectivamente. Em todos os casos, a soma de tais angulos internos ao redor do mesmo vértice
resulta em 360°.

Fazendo uma andlise, percebe-se que ladrilhamentos bem comportados podem
apresentar diversos tipos de padrdes, de acordo com a quantidade minima e méaxima de
poligonos regulares utilizados em sua formacédo. Representaremos tais padrdes de acordo com
o0s poligonos, que rodeiam cada vértice da seguinte maneira: (t, I, m); (t, I, m, n), (t, I, m, n, p)
e (t, I, m, n, p, g), com um minimo de trés e um maximo de seis poligonos ao redor de cada
vértice. Mas uma nova pergunta surge agora: quais sdo os poligonos que compdem cada
vértice? Em cada padrdo, quantos tipos diferentes de ladrilhamentos podemos ter? Diante disso,
é possivel saber quantos ladrilhamentos bem comportados sdo possiveis formar? As respostas
a tais perguntas serdo metodicamente obtidas a seguir.

5.1 Analisando os ladrilhamentos e seus padrées

Conforme analisado anteriormente, os vértices de um ladrilhamento bem
comportado, seja ele regular ou semirregular, podem apresentar quatro tipos diferentes de
padrdes conforme os poligonos regulares que o rodeiam, sédo eles (t, I, m); (t, I, m, n), (t, I, m,
n, p) e (t, I, m, n, p, ). Vamos, nesse topico, analisar quais poligonos podem ser utilizados e

quantos ladrilhamentos diferentes podem ser formados em cada padrao.

5.1.1 Padrdo (t, I, m)

Para esse tipo de ladrilhamento teremos k = 3, ou seja, usaremos trés tipos de
poligonos regulares arranjados ao redor de cada vértice, de tal forma que ndo haja lacunas nem
superposicao entre eles, sendo que o primeiro terat lados, o segundo I lados e o terceiro m lados

conforme representado na figura abaixo.



36

Figura 28 — Ladrilhamento semirregular (t, I, m)

t—4agono 1 - agono

(1—2)180°
I

(t—2)180°
I

(m—2)180°
m m - 4gono

Fonte: Proprio autor

A soma dos angulos internos ao redor do ponto é dada por:

(t-2)180° (1-2)180° (m-2)180°

=360°, logo obtemos
t I m

+-+

|
— i

1
2

3|+

para acharmos as solucfes inteiras e positivas dessa equacdo, supomos sem perda de

generalidade, quetsISm.Logoteremos%s% eig%,portanto

m

1111 111 3

S <S4S+ =—

2 t I mttt t
. 1 3
ou seja —<=
2t
logo t<6

porém conforme visto, 0 menor valor de t se verifica para triangulos equilateros, ou supondo
que t >3, temos entdo que
3<t<6

e Parat=3, temos

N~
-l |

Wk
3|+

— =
ol +

S|+



1 11
—_—,—_—— >
m 6 |
1 _1-6
m I
que nos da 1>7
por outro lado, como | <m teremos Ig—|6:£s%
m

teremos entdo que | <12 resultando no intervalo 7 <1 <12.

Substituindo os possiveis valores de | e lembrando que m é um ndmero inteiro,

obteremos as seguintes ternas como solucgdes apresentadas na tabela a seguir:

Tabela 4 — Padroes de ladrilhamento (3, I, m)

t | m
3 7 42
3 8 24
3 9 18
3 10 15
3 12 12

Fonte: Proprio autor

e Parat=4, ou seja, quando um dos poligonos que circunda o vértice for um quadrado,

teremos:
11 1 1
=t ==
2 4 1 m
1 1 1
===
I m 4
1 1-4
_—,—_— =
m |
0 que nos da 1>5
por outro lado, como | <m teremos I_—I4=is%
m

teremos entdo que | <8 resultando no intervalo 5<1<8.
Da mesma forma, substituindo os possiveis valores de | e lembrando que m é um

namero inteiro, obteremos as seguintes ternas como solugdes apresentadas na tabela a seguir:

37
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Tabela 5 — Padréao de ladrilhamento (4, I, m)

t I m
4 5 20
4 6 12
4 8 8

Fonte: Préprio autor

e Parat=5, ouseja, quando um dos poligonos que circunda o vértice ser um pentagono

regular, teremos:

procedendo de forma analoga aos anteriores, obteremos | >4, porém como suposto no inicio
que t <l <mentéo procede dizer que | >5resultando no intervalo 5<1 <6, obtendo assim a

seguinte solugdo como Unica

Tabela 6 — Padrao de ladrilhamento (5, I, m)

t | m
5 5 10
Fonte: Préprio autor

e Parat=6, cujo o poligono usado é um hexagono regular teremos:

Procedendo da mesma forma que as demonstracOes anteriores, teremos | >3, como
t <l prevalece entdo | > 6, logo conforme visto anteriormente, tal ladrilho s6 é possivel para

m = 6 obtendo assim a solucéo Unica

Tabela 7 — Padrd@es de ladrilhamento (6, I, m)

t I
6 6 6

Fonte: Préoprio autor

Conforme visto acima, podemos obter dez combinacdes diferentes com a
distribuicdo de poligonos regulares, ao redor de um mesmo vertice. Abaixo apresentamos um

resumo dessas combinages.
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Tabela 8 — Padrdes de ladrilhamento (t, I, m)

t | m
3 7 42
3 8 24
3 9 18
3 10 15
3 12 12
4 5 20
4 6 12
4 8 8

5 5 10
6 6 6

Fonte: Proprio autor

5.1.1.1 Combinacdes do tipo (3, I, m)

A questdo crucial agora é sabermos se tais combinacdes podem ser estendidas de
modo, que seja possivel pavimentar o plano com cada uma delas. Por exemplo, considere a
combinacéo (3, 10, 15) ao redor de um vértice V. Se tentarmos estender essa configuracdo em
torno do vertice V € perceptivel que tal configuracdo ndo se repete em torno do vértice Vi e
também do vértice V2 conforme imagem abaixo. Fica visivel que Vi # V2 nos mostra que o
poligono P ndo € regular, ou seja, mais uma confirmacdo que tal combinacdo ndo representa

um padrdo de ladrilhamento.

Figura 29 — Combinacéo do tipo (3, I, m)

Poligono P

V2156° 1440
-

X

Fonte: Proprio autor
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Entdo qual das combinacOes apresentadas representam padrdes de ladrilhamentos
bem comportados? Para respondermos tal pergunta, faremos uma analise geométrica se tais
combinagbes representam ladrilhamentos. Comecaremos analisando os ladrilhamentos de
padrdo (3, I, m).

Conforme j& estudado anteriormente, os ladrilhamentos do tipo (3, I, m) tem, pelo
menos, um triangulo ao redor de cada um dos Vvértices, conforme apresentado na imagem

abaixo.

Figura 30 — Combinacao do tipo (3, I, m)

Fonte: Proprio autor

Observamos que cada vértice A, B e C tem pelo menos um triangulo ao seu redor.
Devemos lembrar que estamos analisando padrdes do tipo (3, | m) que sdo equivalentes aos
padrdes (3, m, 1), (I, 3, m), (I, m 3), (m, 3, 1) e (m, I, 3). Ora, mas isso sé é possivel se tivermos

| = m. Tal conclusdo pode ser facilmente entendida nas imagens abaixo.

Figura 31 — Combinagéo do tipo (3, I, m) Figura 32 — Combinacao do tipo (3, I, m)

Fonte: Proprio autor Fonte: Proprio autor
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Conforme visto nas imagens o vertice B é rodeado por um tridngulo, por um | —
agono (poligono de | lados) regular e por um m — agono (poligono de m lados) regular.
Observando a imagem 1 percebemos que para o padrdo do ladrilhamento acontecer nos demais
vertices A e C devemos ter padrdes do tipo (3, m, I) sobre C e (3, I, I) sobre A, mas como
estamos falando do ladrilhamento bem comportados, cada vértice deve obedecer a terceira
condi¢cdo do bom comportamento de um ladrilhamento, que diz que todos os vértices devem
ser do mesmo tipo, logo isso so € possivel para | = m. Analogamente se aplicarmos tal principio
para o vértice A da imagem 2 concluimos que m = I. Isto significa que a Unica situacdo em que
0s trés vértices sdo equivalentes, em um ladrilhamento do tipo (3, I, m), é aquela na qual os dois

poligonos sdo iguais e, portanto, | =m.

Assim, acabamos de estabelecer segundo Dias e Sampaio, a seguinte condicéo de

existéncia:

“Se um ladrilhamento tem um padrdo (3, I, m), entdo | = m, ou seja, tem um padréo
da forma (3, I, m); logo, ndo existe nenhum ladrilhamento de padrdo (3, m, m)
quando 1#m” (DIAS e SAMPAIO, 2010; Pag 55).

Concluimos que um padrao bem-comportado do tipo (3, I, m) se tivermos | = m,
ou seja, das combinacgdes apresentadas na tabela 8 a Gnica que satisfaz tal condicéo é (3, 12,
12) e serd composto por um triangulo e dois dodecagonos ao redor de cada vértice, o que faz
com que seja classificado como semirregular. Tal ladrilhamento esta representado na imagem
a sequir.
Figura 33 — Padréo de ladrilhamento (3, 12, 12)

Fonte: Préprio autor
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5.1.1.2 Combinag®es do tipo (4, I, m)

Para comecgarmos, faremos mais uma vez uma abordagem geométrica, porém, de
forma um pouco diferente daqui usamos para as combinacdes do tipo (3, I, m).

Para darmos inicio, vamos ressaltar que os padrées (4, I, m), (I, m, 4) e (I, 4, m) sdo
todos equivalentes e vamos notar que diferentemente do que aconteceu no padrdo analisado
anteriormente, podemos ter nesse caso | = m. Tal conclusio pode ser facilmente observado nas

imagens a seguir.

Figura 34 — Combinagdes do tipo (4, I, m)

Sp—tg” et

[ 4 [ m 4 m
o D D/ 4)c
m Q\ / |
(a) (b)

Fonte: Proprio autor

A figura mostra os quatro vértices A, B, C e D, de um quadrado integrante do
ladrilhamento (4, I, m). Fica perfeitamente visivel que sobre os vértices A, B e C temos
rodeando-os um quadrado, um | — agono regular e um m — 4gono regular com 1 # m. Se
seguirmos o sentido das setas indicadas nas figuras, veremos que tanto na imagem a como na
imagem b, os vértices A, B C e D formam padrdes equivalentes, pois temos respectivamente
4, m 1), (4,1, m), (4, m,1)e (4, |, m) finalizando a rotacdo. Diante disso surge a seguinte
pergunta: qual seria entdo os valores de m e 1? Para chegar a tal resposta consideremos | e m
pares para a analise a seguir.

Conforme visto anteriormente, a soma dos angulos adjacentes ao redor de cada

vértice, sempre valera 360°, logo para cada vértice teremos:

a,+o, +a, =360°

como «, =90°, teremos entdo que ¢, +«,, =270°
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para encontrarmos quais séo os poligonos | — agono regular e um m — agono regular envolvidos

na situacdo, devemos lembrar que cada angulo interno vale respectivamente

—_— . O —_— . 0
. 2)I 180 _(m 2%180

como a, +a,, = 270°, teremos entéo

(1-2)-180° N (m-2)-180°
I m
desenvolvendo a equacgdo acima temos as seguintes expressoes:

{(' —2), (m—2)]1800 = 270"
I m

=270°

[(I—2)+(m—2)}_ 270° 3

| m | 180° 2
(1_2j+(1_3j=§
I m) 2
0 que nos leva a
g+_:2_§:1
I 2 2
ou seja
2 2 1
—t—=—
I m 2

como | e m séo inteiros e pares, ambos sdo multiplos de 2. Iremos representa-los por | = 2r e

m=2scomres 7. Substituindo a equacao anterior temos:

2 2 1
—_t—=—
2r 2s 2
, . 1 1 1
que € equivalente a 4=
r s 2
isolando a variavel r temos:
1.1 1 s-2
r 2 s 25
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chegamos entdo r=——

para r permanecer positivo devemos ter s>3 com isso temos

o s-2 _ 2(s—2)+4:2+i
25 s-2 s—2

como r é um ndmero positivo, entdo s — 2 devera ser um divisor de 4, logo r atingira seu valor
maximo quando s — 2 = 4, ou seja, quando s = 6. Concluimos entdo que 3<s<6 e como

s-2 . ] : -
r :2—, podemos concluir que através da tabela, a seguir, 0s possiveis valores de | e m
S

consequentemente as possiveis existéncia para padrdes (4, I, m).

Tabela 9 — Padroes de ladrilhamento (4, I, m)

s| r |l1=2r| m=2s | Padrdo (4, I, m)
3| 6 12 6 (4,12,6)
41 4 8 8 (4,8,8)
5110/3 | 20/3 10 Né&o é possivel
6| 3 6 12 (4,6,12)

Fonte: (Dias e Sampaio, 2010, p 66)

Conforme ja visto, os padrdes (4, 12, 6) e (4, 6, 12) sdo equivalentes, logo os Unicos
ladrilhamentos possiveis sdo os de padrdo (4, 12, 6) e (4, 8, 8). Tais ladrilhamentos estdo

representados abaixo.

Figura 35 — Ladrilhamento de Padré&o (4, 12, 6)

Fonte: Proprio autor
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Figura 36 — Ladrilhamento de Padrao (4, 12, 6)

Fonte: Proprio autor

5.1.1.3 Combinagdes do tipo (5, I, m)

Para comecgarmos nosso estudo sobre a analise do padréo (t, I, m) parat =5, vamos
utilizar o mesmo principio visto no padrao (3, I, m) em que t = 3 impar no qual obtivemos
| = m. Para o padrdo que iremos analisar, utilizaremos pentagonos regulares na construcéo do
ladrilhamento. Devemos ressaltar que para nosso estudo os padrdes (5, I, m), (I, 5, m) e (I, m, 5)
séo todos equivalentes.

Vamos agora geometricamente descobrir qual ladrilhamento bem comportado
podem utilizar trés poligonos ao redor de cada vértice, em que um deles é um pentagono regular.
Observemos os vertices A, B, C, D e E do pentadgono regular abaixo, onde ao redor de cada
vértice teremos o pentagono regular, um | — agono (poligono de I lados) regular e um m — &gono
(poligono de m lados) regular.

Figura 37 — Ladrilhamentos de Padréo (5, I, m)

Fonte: Préprio autor
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Realizando os percursos destacados nas imagens acima, temos nos vértices
AGILm),EG mMI),DG,I,m),CGB ml)eB(5,I 1) nafiguraaeB (5 m, m)nafigurab.
E sabemos que para atender a terceira lei do bom comportamento entre ladrilhos, em ambas as
imagens no vértice B, temos que ter | = m. Tal principio foi visto também, quando estavamos
ladrilhando com tridngulos equilateros que também tem um ndmero impar de lados.

Para os ladrilhamentos (5, I, m) concluimos entdo que | = m, ou seja, teremos
(5, I, I) equivalente a (5, m, m) com isso para tal padrdo ndo havera nenhuma combinag¢do com
[+ m.

Conclusdo: Nao ha nenhum ladrilhamento bem-comportado com padrdo da forma
(5, 1, m), ou seja, ndo ha nenhum ladrilhamento bem-comportado, com trés poligonos em torno

de cada vértice, que faca uso de algum pentagono regular.

5.1.1.4 Combinacdes do tipo (6, I, m)

Para a andlise dos padrdes do tipo (6, I, m), vamos utilizar o mesmo principio que
foi utilizado para o padrdo (4, I, m). E mais uma vez destacamos aqui que (6, I, m), (I, 6, m) e
(I, m, 6) sdo padrdes equivalentes entre si.

Geometricamente tal ladrilhamento formado por um hexagono regular, um | —
agono (poligono de | lados) regular e um m — &gono (poligono de m lados) regular pode ser

representado conforme a figura abaixo.
Figura 38 — Ladrilhamento de Padrao (6, I, m)

Fonte: Préprio autor
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Nas figuras a e b, temos cada veértice A, B, C, D, E e F rodeados por um hexagono
regular, um | — &gono regular e um m — agono regular 1 # m e assim como no padréo parat =4,
consideraremos | e m pares. Se seguirmos o sentido das setas indicadas nas figuras, veremos
que tanto na figura a como na figura b, os vértices A, B C e D formam padrées equivalentes a
(6, m, I) conforme a rotagéo. Considerando as condi¢6es de um ladrilhamento bem comportado
e que a soma dos angulos que rodeia cada vértice é 360°, temos entdo que:

a, +a, +a, =360°
como sabemos que «, =120°por se tratar de angulo interno de um hexéagono regular, logo
a, +a, =240°

usando a férmula para o calculo do angulo interno de um poligono regular, encontraremos ¢,

e a,,, substituindo na equacéo anterior da seguinte maneira

(1-2)-180° N (m-2)-180°

=240°
I m
[(I—2)+(m—2)}_2400_ﬂ
I m 180° 3
S
I m) 3
2 2 4 2
0 que nos leva a 4 ==2——-==
I m 3 3
: 1 1 1
ou seja Sy ==
Il m 3

Como | e m séo pares, consideraremos | =2rem =2scomres eZ .
Substituindo tais valores na equacgéo anterior, teremos entéo:
1 1 1

—_—t—=
2r 2s 3

) ., 1 1 1 2s-3
isolando a variavel r temos — ==
2r 3 2s 6s
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3s
25—-3

logo temos r=

Sabemos que r > 0 pois | é positivo, com isso no denominador da equacdo anterior

teremos s > 2. Devemos perceber também, que analisando | = 2r temos que ter r > 2 , pois se

adotarmos r = 1, teriamos | =2 que ndo formaria poligono. Com isso teriamos:
3s
r= >2
2s-3
da desigualdade temos 45-6<3s
0 que resulta em S<6

. « 3s . ,
Concluimos entdo que 2<s<6 ecomo I = 25 3’ podemos concluir que através

da tabela, a seguir, os possiveis valores de | e m, consequentemente as possiveis existéncia para

padrdes (6, I, m).

Tabela 10 — Padrdes de ladrilhamento (4, I, m)

r |=2r | m=2s Padrao (4, |, m)
6 12 4 (6,12,4)
3 6 6 (6,6,6)

12/5 | 24/5 8 Né&o é possivel
15/7 | 30/7 0 N&o é possivel
2 4 6 (6,4,12)

Fonte: Proprio autor

|

OOl WDN »

Os resultados apresentados na tabela nos permitem concluir, que para o padréo (6,
I, m) existem dois resultados possiveis, sdo (6, 12, 4) e (6, 6, 6), porém conforme estudado o (6,
12, 4) é o Unico semirregular, pois utiliza trés tipos diferentes de poligonos regulares ao redor
de cada vértice e esse ja foi descoberto no padrdo (4, | m) anteriormente. Ja o padréo (6, 6, 6)
possui trés poligonos regulares iguais, e tal padrédo ja foi estudado anteriormente por se tratar
de ladrilhamentos regulares.

Com todas as analises feitas a respeito dos padrdes (t, I, m), descobrimos que 0s
unicos ladrilhos bem comportados, que podemos formar com trés poligonos ao redor de cada
vertice, sdo os ladrilhamentos semirregulares de padrdes (3, 12, 12), (4, 8,8) e (4,6 12) e 0

ladrilhamento regular (6, 6, 6).
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5.1.2 Padréo (t, I, m, n)

Para esse tipo de ladrilhamento teremos k = 4, ou seja, usaremos quatro tipos de
poligonos regulares arranjados ao redor de cada vértice, de tal forma que nédo haja lacunas nem
superposicao entre eles, sendo que o primeiro terd t lados, o segundo | lados, o terceiro m lados
e o quarto n lados, conforme representado na figura abaixo.

Figura 39 — Ladrilhamento de Padréo (6, I, m)

(r—2)180"

[—agono  (I—-2)180°
/

(m—2)180°

m

m — agono

Fonte: Préprio autor

A classificacdo para as possiveis combinacfes de quatro poligonos regulares ao
redor de um ponto fixo, no plano, corresponde as solugfes inteiras e positivas da equagédo
representada abaixo.

=360°, que ¢ equivalente a

(t-2)180° (1-2)180° (m-2)180° (n—2)180°
t t m n

1 1 1
—+-+—+—=1
Il m n

para acharmos as solugdes inteiras e positivas dessa equacdo, supomos sem perda de

generalidade, que t <l <m<n. Logo teremos % < % e 1 < % portanto
m

ou seja, 1<—

logo t<4
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porém conforme visto, 0 menor valor de t se verifica para triangulos equilateros, ou supondo

que t >3, temos entdo
3<t<4

e Parat=3, temos

que nos da <4
por outro lado, como | >t teremos entdo | =3 ou | = 4.

Substituindo os valores de t =3 e | = 3, e retomando %+|}+£+l =1 temos que
m n

1

para que o humerador permaneca sempre positivo teremos m > 4. Sabemos também que
m < nent&o trocando n por m teremos:

1 1 1

==

m n 3
1:i+1££+£
3 M n m m

logo teremos
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Wl

m<6
concluimos entdo que 4<m<6

Substituindo | = 3 e os possiveis valores de m e lembrando que n € um nimero
inteiro, obteremos as seguintes quadras como solugdes apresentadas, na tabela a seguir:

Tabela 11 — Padrdes de ladrilhamento (3, I, m, n)

t | m n

3 3 4 12
3 3 6 6

Fonte: Préprio autor

VVamos agora analisar para os possiveis valores de m e n para | = 4. Para isso

o . L 11 1 1 .
substituiremos os valores conhecidos de t e | na equacéo E+ 1 +-—+—==1, com isso teremos
m n

1 1 1
+—+—+—=1=
4 m n

1
3

para que 0 numerador permaneca sempre positivo, teremos m>3, mas devemos lembrar que
m>1 o que prevalece que tenhamos m > 4. Conforme visto anteriormente sabemos que m<n

entdo trocando n por m teremos:

teremos entdo



concluimos entdo que para | = 4 teremos m=4.

Substituindo entdo | = 4 e m = 4 e lembrando, conforme anteriormente, que n é um
namero inteiro, obteremos a seguinte quadra como solugdo apresentada na tabela a seguir:

Tabela 12 — Padr6es de ladrilhamento (3, I, m, n)

t | m n
3 4 4 6

Fonte: Proprio autor

e Parat=4,temos

como | <m<n esubstituindo os valores de m e n por |, teremos:

MNlow
IA
— i

DNlw —IF

que nos da

por outro lado, como | >t, teremos entdo | = 4.

Substituindo os valores de t =4 e | = 4, e retomando %+}+i+1 =1 temos que
m n

11 1 1
—+—+—+—=1=
4 4 m

>

1 1
—t====
m n

N~

l m-2
n 2m

para que 0 numerador permaneca sempre positivo, teremos m> 4. Sabemos também que
m < nentdo trocando n por m teremos:
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1 1 1
—t—===
m n 2
1 1 1 1 1
—=—+4+—-<—4+—
2 m n m m
logo teremos
321:}
m 2
m<4
teremos entao 3<m<4
porém como sabemos que m>1 concluimos que m = 4. Com isso sendo t = | = m = 4 teremos

n = 4. Logo obteremos a seguinte quadra como solucdo apresentada.

Tabela 13- Padrdes de ladrilhamento (4, I, m, n)

t | m n
4 4 4
Fonte: Préprio autor

Tal solucdo ja foi apresentada anteriormente para ladrilhamentos regulares.

Estudamos em péaginas anteriores, que os ladrilhamentos de padrdo (t, I, m) e (t, m,
) sdo equivalentes, sera que tal equivaléncia acontece para as combinacdes encontradas aqui?
Ou seja, as combinacbes (3, 3, 6, 6) e (3, 6, 3, 6) por exemplo sdo iguais? Segundo Alves,1999

para obter tal resposta vamos analisar geometricamente essas combina¢fes na imagem a seguir.

Figura 40 — Ladrilhamento de Padréo (6, |, m)
]

I
I
L
i
I
I

Fonte: Adaptacéo de Alves, 1999
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Observa-se que a imagem da esquerda possui um eixo de simetria enquanto a da
direita apresenta dois eixos de simetria, vamos considera-los como distintos, ou seja, a solucao
(3, 3, 6, 6) admite uma segunda interpretacéo, que ¢ (3, 6, 3, 6). Da mesma forma podemos ter
as solucdes (3, 3, 4, 12) e (3, 4, 6, 4) que admitem uma segunda interpretacéo de solugdo que
sdo respectivamente (3, 4, 3, 12) e (3, 4, 6, 4). Diante disso, temos no total sete maneiras de
combinar quatro poligonos, ao redor de um Unico vértice. Apresentaremos tais combinagdes na

tabela a seguir:

Tabela 14 — Padr6es de ladrilhamento (3, I, m, n)

B WWWwWww|~
A RADDOWW|—
A RhOWWO DN
= =
rorQoo Qs

Fonte: Préprio autor

Diante de tais combinagdes, quais delas representam um ladrilhamento bem
comportado? Ou seja, representam um ladrilhamento semirregular? Conforme feito

anteriormente, faremos uma analise geométrica para chegar a tal conclusao.

5.1.2.1 Analisando o padréo (t, I, m, n)

Para investigar os ladrilhamentos bem-comportados de padrdo (t, I, m, n), vamos

dividir segundo Dias e Sampaio, 2010, pag70, nosso estudo em dois casos:

1- ladrilhamentos de padréo (3, I, m, n) ou seja, que possuem triangulos equilateros.

2 - ladrilhamentos de padréo (t, I, m, n) que ndo fazem uso de triangulos equilateros.

Os dois casos que iremos estudar, sdo excludentes entre si, ou seja, sua analise nos
garante concluir todos o0s casos possiveis, que tal padrdo pode apresentar.

Repetindo o procedimento geométrico ja utilizado anteriormente, comecgaremos
nossa analise pelo primeiro caso, examinando um ladrilhamento de padréo (3, I, m, n) que é um
ladrilhamento triangular e a disposicdo ciclica de outros ladrilhos (poligonos), que

compartilham de seus vértices. Lembrando novamente que um padrédo de ladrilhamento (3, I,
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m, n) é equivalente aos ladrilhamentos de padrdes (n,3, I, m), (m, n, 3, 1) e (I, m, n, 3), conforme
detalhada na imagem abaixo.

Figura 41 — Ladrilhamentos de Padréo (3, I, m, n)

Fonte: Proprio autor

Nas imagens (a) e (b) temos o tridngulo equilatero de vértices A, B e C, em que 0s
vértices A e B sdo rodeados por um | — agono (poligono de | lados) regular, um m — agono
(poligono de m lados) regular e um n — agono (poligono de n lados) regular, em que se observa
em ambos os vértices o padrdo (3, I, m, n). Observando a imagem (a) é possivel ver claramente
que o vértice C possui padrao (3, I, m, I) e na imagem (b) o0 mesmo vértice possui padrdo (3, n,
m, n). Sabemos, porém, que para tal ladrilhamento acontecer, deve obedecer a terceira condicao
de um bom comportamento, ou seja, 0 vértice C tem que ser do mesmo tipo dos demais vértices
A e B, logo concluimos que necessariamente | = n.

Assim, acabamos de estabelecer segundo Dias e Sampaio, 2010 a seguinte condic¢ao

de existéncia:
“Se um ladrilhamento tem um padréo (3, I, m, n), entdo | = n, ou seja, o ladrilhamento
tem um padrao da forma (3, n, m, n). Assim, ndo existe nenhum ladrilhamento de padréo (3, I,

m, n) quando | #n”.

Diante de tal condi¢do, podemos agora procurar definir, quais poligonos devem

compor o ladrilhamento (3, n, m, n), ou seja, quais seriam 0s possiveis valores para m e n, para
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isso devemos lembrar, que como o ladrilhamento é bem comportado, a soma dos valores dos

angulos que rodeiam cada vértice deve ser 360°. Com isso temos:
iy + 2i, +i, = 360°

ou seja 60° +2i, +i_=360°

temos entdo que 2i, +i_=300°

Na equacédo encontrada, vamos atribuir os possiveis valores para n e encontrar 0s
possiveis valores correspondentes de m.

Se n = 3, teremos entAo iz = 60°, logo im = 300° - 120° = 180° o que é impossivel,
pois o poligono m — agono é convexo, logo seus angulos internos im sdo todos menores que
180°.

Se n = 4, teremos entdo is = 90°, logo im = 300° - 180° = 120°, logo esse seria um
angulo interno de um hexagono regular. Teriamos entdo a seguinte configuracao (3, 4, 6, 4)
para o padrdo procurado.

Se n = 5, teremos entdo is = 108°, logo im = 300° - 216° = 84° 0 que é impossivel,
pois conforme estudado anteriormente, ndo existe poligonos regulares com tal angulo interno.

Se n = 6, teremos entdo is = 120°, logo im = 300° - 240° = 60°, logo esse seria um
angulo interno de um triangulo equilatero. Teriamos entdo a seguinte configuracéo (3, 6, 3, 6)
para o padrdo procurado.

Se n = 7, teremos entdo iz = 128,57°, logo im = 300° — 257,14° = 42,86° 0 que é
impossivel, pois 0 menor dngulo interno de um poligono regular é 60°, que é angulo interno de
um triangulo equilatero. Com isso, se continuarmos com n > 7 teremos in > 128,57° e
consequentemente im < 42,86°, ou seja, continuariamos obtendo valores impossiveis. Assim,
concluimos que os ladrilhamentos bem-comportados, que possuem padrdo da forma (3, I, m, n)
séo (3,4,6,4) e (3,6,3,6).
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Figura 42 - Ladrilhamento de Padréo (3, 4, 6, 4)

QU

%,
¢
)
5
 §

Fonte: Proprio autor

Figura 43 - Ladrilhamento de Padréo (3, 6, 3, 6)

Fonte: Proprio autor

Faremos agora a andlise do segundo caso de nosso estudo sobre o padréo (t, I, m,
n), os padrdes que ndo fazem uso de tridngulos equilateros. Vamos comecar utilizando o
quadrado para compor o ladrilhamento. Sabemos que teremos nesse caso iz = 90°. Como o
ladrilhamento é bem comportado, sabemos que a soma dos angulos que rodeiam cada vértice
valera 360°. Caso os poligonos sejam todos quadrados teremos:

g+ s+ is+is=90°+ 90°+ 90° +90° = 360°
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comprovando que o padréo (4, 4, 4, 4) é possivel. Vale ressaltar, que esse padréo ja foi estudado
nos ladrilhamentos regulares anteriormente. Mas sera esse o Unico padrdo composto sem 0 uso
de tridngulos equilateros? Para obter tal resposta vamos analisar o padrao (4, n, m, n). Se para
0 m — agono regular tivermos m = 5, teremos is = 108°, logo para tal ladrilhamento ser bem

comportado teriamos

ia+ia+i5+is=90°+90%+ 108° +90° = 378° > 360°

0 que ndo é possivel. Ou seja, se no padrao (4, n, m, n) tivermos n € m maiores que quatro tal
padrdo ndo obedecera as condicdes para formar um ladrilhamento bem comportado, entéo para
padrdes que ndo utilizam triangulos, o Unico que se pode formar, serd o padréo (4, 4, 4, 4).
Logo, concluimos que os Unicos ladrilhamentos bem-comportados de padrdes (t, I,
m, n), isto é, com quatro poligonos regulares em torno de cada vértice, sdo os ladrilhamentos

semirregulares de padroes (3,4,6,4) e (3,6,3,6) e o ladrilhamento regular (4, 4, 4, 4).

5.1.3 Padréo (t, I, m, n, p)

Para esse tipo de ladrilhamento teremos k = 5, ou seja, usaremos cinco tipos de
poligonos regulares, arranjados ao redor de cada vértice, de tal forma que ndo haja lacunas nem
superposicao entre eles, sendo que o primeiro tera t lados, o segundo | lados, o terceiro m lados,

0 quarto n lados e o quinto p lados, conforme esta sendo representado na figura abaixo.

Figura 44 - Ladrilhamento de Padréo (t, I, m, n, p)

t — agono

(t—2)180°
t

(n-2)180°

"

n — agono

I~4gono  (I-2)180°

;i (p—2)180°

(m—2)180° p p — 4gono

m

m — agono
Fonte: Proprio autor

A classificacdo para as possiveis combinagdes de cinco poligonos regulares ao

redor de um ponto fixo no plano segue 0 mesmo procedimento adotado anteriormente.
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_ 0 _ 0 _ 0 _ 0 _ 0
(t-2)180° (1-2)180° (m-2)180° (n-2)180° (p-2)180

=360°,
t t m n

que € equivalente a

+-+

t 1,1, 1,13
t I m n p 2

para acharmos as solugdes inteiras e positivas dessa equagdo, iremos novamente supor sem

perdadegeneralidade,quetSISmSnSp.Logoteremos}g% ;ls};lsleigl,
I t m t n t p t
portanto
3111 1 1 1111105
— =T =< TS oS =—
2 t I mm p tt ittt t
. 3 4
ou seja —<—
2 t
logo t<3

porém conforme visto, 0 menor valor de t se verifica para triangulos equilateros, ou supondo

que t >3, temos entdo que o Unico valor possivel serd t = 3.

Vamos agora substituir o valor de t = 3 em }+1+£ £+£:§ no qual
t I m n p 2
obteremos
111 1 1 3
e e e
Il m n p 2
x 1 1 1 1 7
e como concluséo temos S+ o+ ==
Il m n p 6

substituindo m, n e p por I, teremos mais uma vez sem perda de generalidade

+ +

—_l
=

T
P

— i

1
T+

— i
-l

4
|

ol
3|+

teremos entdo

o~
IA
_|_|;

logo 1<3
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dessa forma novamente teremos um unico valor para |, ou seja, | = 3. Substituindo | na equacao

11 1 1 7 )

—4+—+4+—4—=— teremos:

Il m n p
1 1 1 1 7
S ==
3 m n p 6

onde obteremos
1 1 1 5
==
m n p 6

A proxima etapa sera substituir os valores de n e p por m, analogamente o que foi

feito sem perda de generalidade da seguinte maneira:

5 1 1 1 1 1 1 3
—=—+—+—<—+—+—=—
6 m n p m m m m
5 3
0 que resulta —<—
6 m
obtendo ent&o m<3

e mais uma vez s poderemos ter como unico valor m = 3.

Por fim, substituindo na equagéo l+l+i :g o0 valor de m = 3 teremos:
m

n p
1 1 1 5
—_t =
3 n p 6
obteremos 1 + i1_1
n p 2
1 1 1 11 2
trocando p por n teremos =4+ <+ ==
2 n p n n n
obteremos n<4

com isso teremos n pertencendo ao intervalo [3,4], ou seja, teremos como valores n = 3 ou
n=4.
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e Paran = 3temos:

1 1 1
—_t—=—
3 p 2
1 1 1 1
0 que resulta em - _Z_=
p 2 3 6
logo p=6
e Paran =4 teremos:
1 1 1
—_t ==
4 p 2
1 1 1 1
em que teremos STz
p 2 4 4
com isso temos p=4

Com os resultados encontrados para t, I, m, n e p teremos como Unicas solugdes
1 11

L ~ 11 3 . .
inteiras para a equagao E+|—+—+—+— =5 descritas na tabela abaixo.
n p

Tabela 15 — Padr6es de ladrilhamento (3, I, m, n, p)

t I m n p
3 3 3 3 6
3 3 3 4 4
3 3 4 3 4

Fonte: Préprio autor

Como (3, 3, 3, 4, 4) admite uma segunda interpretacdo (3, 3, 4, 3, 4), temos entdo, no total, trés

maneiras de combinar cinco poligonos regulares ao redor de um vértice comum.

5.1.3.1 Analisando o padréo (t, I, m, n, p)

Mais uma vez, vamos fazer uma analise diferente, agora para o padrdo (t, I, m, n,

p) e descobrir quais das solugdes, encontradas anteriormente, podem compor um padréo para o
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ladrilhamento do plano. Vamos utilizar os mesmos procedimentos que tomamos anteriormente.

Dividindo nosso estudo em dois casos para analise, teremos:

1 - Ladrilhamentos de padrao (t, I, m, n, p) que possuem triangulos equilateros.

2 - Ladrilhamentos de padrdo (t, I, m, n, p) que ndo fazem uso de triangulos equilateros.

Conforme feito anteriormente, para comecar a nossa analise pelo primeiro caso,

assumiremos que t = 3.

Figura 45 - Ladrilhamentos de Padréo (3, I, m, n, p)

Fonte: Proprio autor

Devemos observar nas imagens acima, que a partir de dois vértices A e B, de um
tridngulo equildtero do ladrilhamento, fazemos “leituras circulares” dos tipos de poligonos
regulares que os contornam, considerando que ambos os vértices tém o tipo (3, I, m, n, p).
Segundo Dias e Sampaio, 2010, pag74, nota-se que, se A e B ttm ambos esses tipos, entdo o
vértice C devera ter o tipo (3, I, m, n, p), como mostra a figura (a), ou o tipo (3, p, m, n, p),
conforme a figura (b). Para que a terceira condicdo de bom comportamento seja atendida, 0s
vertices A, B e C precisam ter todos o mesmo tipo. Concluimos que, necessariamente,
deveremos ter | = p. Assim, se um ladrilhamento tem um padréo (3, I, m, n, p), entdo
necessariamente | = p, ou seja, o ladrilhamento devera ter um padrdo (3, I, m, n, I). Em outras

palavras, ndo pode haver nenhum ladrilhamento de padrédo (3, I, m, n, p) com 1 # p.
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Devemos observar que em um ladrilhamento (3, I, m, n, p) entre os demais
poligonos ndo houve um outro tridngulo, ou seja, cada um deles terd no minimo quatro lados,

com isso se somarmos todos os angulos internos adjacentes a cada vértice, teremos no minimo

i3+ s+ is + ia +is = 60° + 90° + 90° + 90° + 90° = 420°

para termos um ladrilhamento bem comportado, a soma dos angulos adjacentes a cada vertice
deve ter 360° o que ndo aconteceu, ou seja, tal ladrilhnamento (3, I, m, n, p) com apenas um
triangulo ao redor de cada vértice é impossivel. E se ao invés de um forem dois tridangulos sera
que tal ladrilhamento é possivel? Ou seja, poderemos ter o padréo (3, 3, m, n, p)? Usando o
mesmo principio teremos no minimo a soma dos angulos adjacentes ao redor de cada vértice

igual a

i3+ i3+ is+is+is=60°+60°+ 907+ 90°+90° = 390°

0 que mais uma vez é impossivel para um ladrilhamento bem comportado.

Percebemos até aqui, que o padrdo (3, I, m, n, p) ndo € possivel, se usarmos em sua
composicdo somente dois tridngulos e devemos ressaltar que conforme visto, que tal padréo
também ndo é possivel se tivermos 1 # p, ou seja, tal padrdo s6 sera possivel se em sua
composicado houver no minimo trés triangulos.

Segundo Dias e Sampaio, 2010, ndo s6 ndo existe ladrilhamento de padréo (t, I, m,
n, p) que ndo faca uso de tridngulos equilateros, como nédo existem ladrilhamentos desse padréo
com apenas um ou dois triangulos equilateros, em torno de cada vértice. Eles tém que ser pelo
menos trés! Ou seja, em um ladrilhamento de padrdo (3, I, m, n, I) devemos assumir t = 3 e que
concluimos que | = p teremos pelo menos trés triangulos equilateros, em torno de cada vértice,
para que o nosso ladrilhamento seja bem-comportado.

Podemos concluir que no padréo (3, I, m, n, I) ser& possivel obter um dos dois

padrdes a seguir (3, 3, m, n, 3) ou (3, I, 3, 3, I). fazendo uma analise para cada padrdo teremos:

e Padrédo (3,3, m,n, 3)

Nesse padrdo a soma dos angulos adjacentes a cada vértice serd 3-iz + im + in =
360° com isso teremos
360 + im + in = 360°
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180° + im + in = 360°
im + in = 1800

conforme visto na tabela da pagina (inserir pagina da tabela) os Unicos valores possiveis para

im € in € consequentemente para m e n sdo

Tabela 16 — Angulos internos

90° 90° 4 4
60° 120° 3 6
120° 60° 6 3
Fonte: Proprio autor

com isso concluimos que os padrdes (3, 3, m, n, 3) possiveis sdo (3, 3,4, 4, 3); (3,3,3,6,3) e

(3, 3, 6, 3, 3) em que esses Ultimos sdo equivalentes.

Figura 46 - Padréo (3, 3, 4, 4, 3)

VAVAVANAVANAVAVANANANAV
\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN

VAVAVAVANAVAVANANANANAY
VAV ANV ANV AN ENAAAY

N

Fonte: Proprio autor

Figura 47 - Padréo (3, 3, 3, 6, 3)

Fonte: Proprio autor
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e Padrdo (3,1,3,3,1)

Nesse padrdo, a soma dos angulos adjacentes a cada vértice sera 3-is + 3-ij = 360°
com isso teremos

3-60 + 2i) = 360°
180° + 2ij = 360°
2i; = 180°
i1 =90°

iSs0 nos mostra que o padréo (3, I, 3, 3, I) teremos (3, 4, 3, 3, 4) como Unico padréo possivel.

Figura 48 - Padrao (3, 4, 3, 3, 4)

Fonte: Proprio autor

Concluimos entdo que os unicos ladrilhamentos bem-comportados com cinco

poligonos, em torno de cada vértice, sdo os de padrdes (3,3,3,4,4), (3,3,3,3,6) e (3,4,3,3,4).
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5.1.4 Padréo (t, I, m, n, p, q)

Figura 49 - Padréo (t, I, m,n, p, Q)

t —agono

(r—2)180°
t

n —agono

(n—2)180"

n

(1-2)180°

(g—2)180°
I —agono i —

— agono
q q —ag

(m—2)180°

m

(p—2)180°
p

m — 4gono p —agono

Fonte: Préprio autor

A classificacdo para as possiveis combinac6es de seis poligonos regulares ao redor de
um ponto fixo no plano, segue 0 mesmo procedimento adotado para os outros padrbes
estudados.

0 0 0 0 0 0
(t-2180° (1-2)180° (m-2)180° (n-2)180° (p-2)180° (q—2)180

=360°,
t t m n p q

que € equivalente a

11 1 1
—+-t+—+—+—+—=2
t | n p

1 1
m q
Logo, a unica solucdo inteira e positiva possivel para essa equacao € (3, 3, 3, 3, 3, 3).

O padrdo (t, I, m, n, p, q) ndo requer uma analise, pois descobrimos ao estudarmos
os ladrilhamentos regulares, no inicio, que o Unico ladrilhamento que comporta seis poligonos
regulares, em torno de cada Vvértice, € o ladrilhamento de padréo (3,3,3,3,3,3).

Com este Gltimo padréo de ladrilhamento, completamos o estudo dos ladrilhamentos

regulares e semirregulares, que sdo possiveis para ladrilhar o plano.
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Ao resumir o que foi estudado, analisamos e percebemos que:

Nenhum ladrilhamento regular ou semirregular pode ter menos que trés ou mais que seis
poligonos regulares em torno de cada um de seus vértices.

Séo trés os padrbes de ladrilhamento regular e apenas oito os padrdes de ladrilhamento
semirregular.

Os ladrilhamentos regulares séo os de padrdes (3,3,3,3,3,3), (4,4,4,4) e (6,6,6).

Os semirregulares, com trés poligonos em torno de cada Vvértice, sdo os de padrdes
(3,12,12), (4,8,8) e (4,6,12).

Os semirregulares, com quatro poligonos em torno de cada vértice sdao os de padrbes
(3,4,6,4) e (3,6,3,6).

Finalmente, os com cinco poligonos regulares em torno de cada vértice sdo os de padrbes
(3,3,3,4,4), (3,3,3,3,6) € (3,4,3,3,4).
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6 ESTRATEGIA PEDAGOGICA

O estudo da Geometria desempenha um papel fundamental no curriculo das escolas
de ensino médio, pois proporciona aos estudantes uma compreensao sélida dos fundamentos
matematicos e habilidades de raciocinio espacial. A Geometria estimula o pensamento critico,
promove a capacidade de visualizar e manipular objetos no espago e desenvolve a intuicéo
matematica dos alunos. Nesse contexto, a utilizagdo de materiais concretos surge como uma
aliada relevante e interessante para explorar os conceitos geométricos de forma atrativa e

envolvente.

6.1 Proposta de oficina

A seguir sera apresentada uma proposta de oficina, a ser aplicada com os alunos do
1° ano do Ensino Médio. O contetido dessa oficina tomou como referéncia os capitulos 2, 3, 4

e 5 dessa dissertacdo. A oficina sera dividida em quatro encontros de duas aulas cada.

6.2 Oficina de Matematica: Explorando Poligonos Regulares e Ladrilhamentos

Encontro 1: Confec¢do de Poligonos Regulares e a introducéo para os Ladrilhamentos

Duracédo: Aproximadamente 2 aulas de 50 minutos.

Objetivos:
« Confeccionar e discutir coletivamente sobre poligonos regulares e suas possibilidades
na formacao de ladrilhamentos;
o Compreender o conceito de poligonos regulares;

 Identificar os angulos internos e externos dos poligonos regulares.

Habilidade da BNCC

e EF5MAL7: Reconhecer, nomear e comparar poligonos, considerando lados, vértices e

angulos, e desenhéa-los, utilizando material de desenho ou tecnologias digitais.
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Atividades:
1. Introducdo (20 minutos)
« Apresentar o conceito de poligonos regulares, destacando a congruéncia de lados
e angulos;
e Mostrar exemplos de poligonos regulares, como o quadrado, o pentdgono
regular, o hexagono regular, etc;

o Dividir a turma em oito equipes.

2. Confeccdo dos poligonos regulares (30 minutos)

« Entregar a cada equipe um molde (ANEXO 1) para a construcdo dos poligonos
que serdo os ladrilhos do nosso ladrilhamento. O material para confeccdo pode
ser papel cartdo ou EVA;

e Os moldes deverdo ser riscados e, em seguida, recortados do papel cartdo.
Usaremos papel cartdo de cores variadas, porém, os poligonos congruentes
deverdo ser de mesma cor;

o Cada equipe ficara responsavel pela confeccdo de um tipo de poligono regular.

3. Utilizar os poligonos na tentativa da formac&o de ladrilhamentos (30 minutos)

e Pedir para cada equipe tentar com os ladrilhos confeccionados formar
ladrilhamentos;

» Cada acdo desenvolvida deve ser registrada pela equipe, pois no final devem ser
socializadas;

o Em seguida cada equipe devera trocar todos os seus poligonos com outras
equipes e na sequencia tentariam montar ladrilhamentos com outros poligonos
regulares;

o Na proxima etapa o desafio seré tentar ladrilhar com poligonos diferentes, ou
seja, usar mais de um tipo de poligono no ladrilhamento. Nessa etapa, as equipes

deverdo compartilhar seus ladrilhos.

4. Discussdo e concluséo (20 minutos)
e Promover uma discussdo em grupo, em que cada equipe ird apresentar quais
ladrilhamentos foram possiveis e quais poligonos foram utilizados e quais ndo

foram possiveis;
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o Fazer apresentacdo breve sobre os conceitos usados no ladrilhamentos, como

prévia do proximo encontro.

Encontro 2: Poligonos Regulares e seus angulos internos e externos
Duracao: Aproximadamente 2 aulas de 50 minutos.
Objetivos:
o Compreender o conceito de poligonos regulares;
« Identificar os &ngulos internos e externos dos poligonos regulares;
o Explorar as propriedades e relagfes entre os angulos internos e externos dos poligonos

regulares.

Habilidade da BNCC

o (EFO7TMAZ22) Calcular medidas de angulos internos de poligonos regulares e
estabelecer relacdes entre angulos internos e externos de poligonos, preferencialmente
vinculadas a construcdo de mosaicos e de ladrilhamentos, a confeccédo de ferramentas e

pecas mecanicas, entre outras.

Atividades:
1. Introducéo (20 minutos)
« Apresentar o conceito de poligonos regulares, destacando a congruéncia de lados
e angulos;
« Identificar os angulos internos e externos de um poligono regular relacionando-

0s com os lados.

2. Angulos Internos dos Poligonos Regulares (30 minutos)

e Explicar a formula para calcular a medida dos angulos internos de um poligono

(n—2)-180°
n

regular: , no qual n é o numero de lados do poligono;

e Realizar exercicios praticos com diferentes poligonos regulares, permitindo que
0s participantes calculem os angulos internos.

3. Angulos Externos dos Poligonos Regulares (30 minutos)
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Explicar a relagdo entre os angulos internos e externos de um poligono regular:

0

, € que n é o numero de lados do poligono;

Realizar exercicios préaticos para calcular os angulos externos dos poligonos

regulares.

4. Discusséo e conclusédo (20 minutos)

Promover uma discussao em grupo sobre as propriedades e relagdes dos angulos
internos e externos dos poligonos regulares;
Fazer uma revisdo geral dos conceitos aprendidos e esclarecer quaisquer

davidas.

Encontro 3: Ladrilhamentos Regulares

Duracao: Aproximadamente 2 aulas de 50 minutos.

Objetivos:

e Introduzir o conceito de ladrilhamentos bem comportado e ladrilhamentos regulares;

« Identificar padrdes e propriedades dos ladrilhamentos regulares;

o Explorar diferentes tipos de ladrilhamentos regulares.

Atividades:

1. Introducdo aos Ladrilhamentos Regulares (15 minutos)

Apresentar o conceito de ladrilhamento regular, explicando que € a técnica de
preencher um plano com formas poligonais regulares, sem sobreposi¢do ou
lacunas, apresentando as caracteristicas de um ladrilhamento bem comportado;
Mostrar exemplos de ladrilhamentos regulares, como por exemplo, 0s

ladrilhamentos hexagonais e quadrados.

2. Padrdes e Propriedades dos Ladrilhamentos Regulares (35 minutos)

Discutir as propriedades dos ladrilhamentos regulares, como a repeticdo de
padrdes e a utilizacdo de poligonos regulares;
Explicar as regras para criar ladrilhamentos regulares, usando diferentes

poligonos regulares.

3. Explorando Ladrilhamentos Regulares (30 minutos)
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o Dividir os participantes em grupos e forneca os ladrilhamentos utilizados
anteriormente. Os grupos serdo composto por alunos diferentes dos grupos
formados no encontro 1;

« Pedir para que os grupos criem seus préprios ladrilhamentos regulares, usando

poligonos regulares e explorem diferentes padrdes.

4. Apresentacdo e Discussao (20 minutos)
« Pedir que cada grupo apresente seu ladrilhamento regular criado e explique as
estratégias utilizadas;
e Promover uma discussdo, em grupo, sobre os diferentes ladrilhamentos

apresentados, destacando os padrdes e propriedades encontrados.

Encontro 4: Ladrilhamentos Semirregulares
Duracao: Aproximadamente 2 aulas de 50 minutos.

Objetivos:
e Introduzir o conceito de ladrilhamentos semirregulares;
« ldentificar padrdes e propriedades dos ladrilhamentos semirregulares;
o Explorar técnicas de construcdo de ladrilhamentos semirregulares;

« Realizar atividades préaticas de construcao de ladrilhamentos.

Habilidade da BNCC
o (EM13MATS505) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou sem apoio
de aplicativos de geometria dindmica, para conjecturar a respeito dos tipos ou
composicdo de poligonos, que podem ser utilizados em ladrilhamento, generalizando

padrdes observados.

Atividades:
1. Introducdo aos Ladrilhamentos Semirregulares (20 minutos)
e Explicar o conceito de ladrilhamentos semirregulares, destacando que séo
compostos por mais de um tipo de poligono regular;
e Mostrar exemplos de ladrilhamentos semirregulares.

2. Padrdes e Propriedades dos Ladrilhamentos Semirregulares (30 minutos)
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« Discutir as propriedades dos ladrilhamentos semirregulares, como a utilizagéo
de diferentes poligonos regulares e a repeticdo de padroes;

o Explicar como identificar e nomear os diferentes poligonos presentes nos
ladrilhamentos semirregulares;

e Mostrar exemplos de construgdes de ladrilhamentos passo a passo.

3. Explorando Ladrilhamentos Semirregulares (30 minutos)
« Dividir os participantes em grupos e forneca folhas de papel, régua e lapis;
o Pedir que os grupos criem seus préprios ladrilhamentos semirregulares, usando
diferentes poligonos regulares.
4. Apresentacdo e Discussao (20 minutos)
« Pedir que cada grupo apresente seu ladrilhamento semirregular criado e explique
as estratégias utilizadas;
e Promover uma discussdo em grupo sobre os diferentes ladrilhamentos

apresentados, destacando os padrdes e propriedades encontrados.

Essa oficina busca proporcionar aos participantes um estudo aprofundado dos
poligonos regulares, seus angulos internos e externos, além de explorar os ladrilhamentos

regulares e semirregulares, culminando na construcao préatica desses padroes.
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7 CONCLUSAO

O ladrilhamento proporciona no aluno a capacidade de produzir a criatividade,
analisar diversas possibilidades, desenvolver habilidades mentais e cognitivas, ter estratégias
para as proximas jogadas, assim como socializagdo com o grupo em que vive. SOUZA (2009).

Ao estudar os ladrilhamentos do plano, os alunos do ensino médio serdo desafiados
a pensar criticamente, a visualizar e a compreender conceitos geomeétricos fundamentais. Além
disso, a abordagem pratica e envolvente dos ladrilhamentos pode despertar o interesse dos
estudantes pela matematica e demonstrar a importancia da geometria como ferramenta para a

compreensdo do mundo ao nosso redor.
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