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RESUMO

Ao longo dos seéculos, surgiram varios matematicos que deixaram legados para o
avanco da Matematica, fazendo com que ela se subdividisse em véarios ramos, como
a Algebra, a Geometria, o Célculo, entre outros. A Teoria dos Jogos conquistou seu
espaco como area de estudo da Matematica apds importantes contribuicbes durante
séculos. Dentre seus principais estudiosos, destacam-se John von Neumann e Oskar
Morgenstern, os primeiros a formalizarem esse novo ramo matematico através da
obra Teoria dos Jogos e Comportamento Econdémico; e John Nash, do qual sairam as
maiores e mais significantes contribuicbes da Teoria dos Jogos, que hoje tém grande
aplicabilidade em outras areas do conhecimento. Seu trabalho refutou ideias de
autores importantes da area da Economia. Diante da relevancia de John Nash e dos
desafios pessoais que enfrentou durante sua vida, faz-se necessario abordar, neste
trabalho, os principais fundamentos teéricos que culminaram na elaboracdo do

famoso e revolucionério Teorema do Equilibrio de Nash.

Palavras-chave: teoria dos jogos; fundamentos matematicos; equilibrio de nash.



ABSTRACT

For a long centuries, many mathematicians emerged who left legacies for the growth
of Mathematics, causing it to be subdivided into several subgroups, such as Algebra,
Geometry, Calculus, etc. Game Theory conquered its space as an area of study of
Mathematics after important contributions for centuries. Among its leaded scholars,
John von Neumann and Oskar Morgenstern stand out, the first ones to formalize this
new mathematical area through the work Theory of Games and Economic Behavior;
and John Nash, from whom came the greatest and most significant contributions to
Game Theory, which today have great applicability in other areas of knowledge. His
work refuted the ideas of important authors of Economic Sciences. For relevance of
John Nash and the personal challenges he faced during his life, it is necessary to talk
about, in this work, the main theoretical foundations that culminated in the formulation

of the famous and revolutionary Nash Equilibrium Theorem.

Keywords: game theory; theoretical foundations; nash equilibrium.
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1 INTRODUCAO

Os matematicos de varias épocas sempre tiveram muita curiosidade para
desvendar e quantificar os resultados dos mais diversos jogos (cartas, jogos de azar,
etc). Os primeiros estudiosos atribuiam ao acaso todo e qualquer resultado de jogos
de azar. Com o passar do tempo e apos diversas andlises, toda uma teoria foi criada
com a finalidade de desvendar a existéncia de outros fatores que poderiam determinar
as probabilidades de sucesso ou fracasso num jogo.

Do esforco de varios matematicos e outros pesquisadores (principalmente
da area da Economia) surgiu a Teoria dos Jogos, que passou inclusive a dar um novo
sentido a terminologia jogo. Antes uma area de pesquisa que tinha terreno fértil
principalmente na Economia, a Teoria dos Jogos passou a ser um ramo da
Matematica com inUmeras aplicacbes em diversas areas do conhecimento.

Neste trabalho serd feita uma breve analise da Teoria dos Jogos,
destacando a contribuicdo de John Nash e os fundamentos matematicos utilizados
por ele para desenvolver sua teoria.

No capitulo 2 falaremos um pouco da histéria da Teoria dos Jogos e as
primeiras contribuicfes para a consolidacdo desta area da Matemética.

No capitulo 3 iremos familiarizar o leitor com conceitos importantes que
serdo utilizados durante todo nosso percurso, como jogo, payoff, estratégia, tipos de
jogos, etc. O entendimento desses conceitos facilitard a compreenséao do trabalho.

No capitulo 4 falaremos sobre conceitos matematicos, dos quais 0s
principais pesquisadores da Teoria dos Jogos, em especial John Nash, fizeram uso
para elaborar suas contribuicdes.

No capitulo 5 apresentamos a demonstracéo do Teorema do Equilibrio de
Nash.

No capitulo 6 disponibilizamos ao leitor uma proposta pedagodgica de
aplicacao dos conceitos basicos de Teoria dos Numeros a turmas do Ensino Médio.

No capitulo 7 finalizamos o trabalho com as consideragdes finais.
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2 UMA BREVE HISTORIA SOBRE A TEORIA DOS JOGOS

Neste primeiro capitulo, mostraremos de forma suscinta o desenvolvimento
da Teoria dos Jogos ao longo do tempo, desde seus primeiros pesquisadores até as
contribuicbes de John von Neumann, Oskar Morgenstern e John Nash, que

possibilitaram a variedade de aplicacbes que se tem hoje.

2.1 Primeiras contribuicdes

O interesse no estudo de jogos de uma perspectiva da Matematica foi
despertado por volta do século XVII, quando Blaise Pascal e Pierre de Fermat
comecaram a trocar correspondéncias com a finalidade de resolver problemas
relacionados com o0s jogos de azar, principalmente a questdo de divisdo de apostas
(CALABRIA e CAVALARI, 2013, p.11). A constante comunicacdo entre os dois
matematicos resultou no desenvolvimento do trabalho intitulado A Teoria das
Probabilidades. Esse trabalho serviu de norte para o desenvolvimento de outras
areas, como a Fisica, a Engenharia e a Economia.

No século XVIII, James Waldegrave comecou a analisar um jogo de cartas
chamado Le Her e encontrou uma maneira légica de vencer o jogo a partir de métodos
da Teoria dos Jogos. No entanto, Waldegrave ndo estendeu sua abordagem para uma
teoria geral.

No inicio do século XIX, o filosofo, matemético e economista francés
Antoine Augustin Cournot desenvolve um importante trabalho sobre duopélio!. Para

Silva e Fenille, a contribuicdo de Cournot

“(...) propbe uma analise sobre o comportamento de duas empresas
gque praticam o mesmo preco e precisam decidir simultaneamente
quanto produzir para maximizar seus ganhos. (...)”

Em 1913, Ernst Zermelo publicou o primeiro teorema mateméatico da Teoria
dos Jogos baseado no jogo de xadrez. Segundo Sartini et al., tal teorema afirma que

1Um duopdlio € uma situacao em que duas empresas juntas possuem todo, ou quase todo, 0 mercado
de um produto ou servico.
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“(...) o jogo de xadrez é estritamente determinado, ou seja, em cada
estagio do jogo pelo menos um dos jogadores tem uma estratégia em
ma&o que Ihe dara a vitéria ou conduzira o jogo ao empate. (...)"

Em 1921, o matematico francés Emile Borel comecou a desenvolver as
primeiras ideias que fariam a Teoria dos Jogos tomar um caminho diferente da Teoria
de Jogos Probabilisticos. Ele comecou a observar as estratégias utilizadas por
jogadores de pbquer, focando especialmente no blefe. Borel viu que existem outros
fatores além do acaso que podem favorecer um jogador na obtencdo da vitoria,
destacando principalmente as tomadas de decisdo baseadas nas possibilidades de
sucesso do oponente. Em seguida, Borel procurou desenvolver métodos matematicos
gue possibilitassem encontrar a estratégia perfeita para vencer um jogo, chamada de
estratégia otima.

Ao mesmo tempo que fazia suas pesquisas, Borel introduzia
(inconscientemente ou ndo) um novo conceito de jogo, que seria o principal
instrumento de estudo da Teoria dos Jogos, aplicavel a diversas situacbes que
envolveriam tomadas de decisdo. No capitulo seguinte, abordaremos com mais
detalhes esse conceito de jogo.

Mesmo com a percepcao pioneira de diversos elementos conceituais, Emile

Borel ndo é considerado o pai da Teoria dos Jogos, como explica Almeida:

“(...) Apesar de ter sido o primeiro matematico a vislumbrar o sistema
sobre o qual se consolidou a Teoria dos Jogos, Borel ndo é
considerado o pai da teoria, por ndo ter desenvolvido com
profundidade suas ideias. (...)"

A formalidade dessas ideias da Teoria dos Jogos seria desenvolvida mais

tarde por outros dois estudiosos, 0s quais apresentaremos na préxima secao.

2.2 A contribuicao de John von Neumann e Oskar Morgenstern

A Teoria dos Jogos comecou a se tornar realmente objeto de estudo da
Matematica a partir da década de 1930, quando o matematico John von Neumann e
o economista Oskar Morgenstern perceberam que alguns principios matematicos
aplicados a jogos de estratégia poderiam ser associados a problemas tipicos de
comportamento econdémico (NASCIMENTO, 2014).
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Como resultado de seus estudos, os dois pesquisadores lancaram em 1944
o livro The Theory of Games and Economic Behavior, considerado um marco na
histéria da Teoria dos Jogos. Nele os autores desenvolveram a andlise de um tipo de
jogo chamado de soma zero (conceito que sera visto mais adiante) e pode-se
encontrar ainda diversas aplicacfes de tal assunto na area da Economia.

Devido a relevancia do trabalho de von Neumann e Morgenstern, a Teoria
dos Jogos ganhou espaco em diversas outras areas de conhecimento que convivem

com tomadas de decisdo, como explica Francez:

“(...) Vivemos em uma sociedade na qual os conflitos e interesses sao
inerentes as relagdes humanas. E por conta disso que a aplicacdo
desta teoria consegue ser tdo vasta e abranger areas tao distintas das
Exatas, como Psicologia, Ciéncias Sociais, Politica, Biologia,
Sociologia, entre outras. (...)"

Figura 1 —John von Neumann

Fonte: https://www.somatematica.com.br/biograf/vonneumann.php

2.3 John Nash

Nenhum outro matematico representa tdo bem a Teoria dos Jogos como o
americano John Forbes Nash Jr. (1928 - 2015). Sua contribuicdo para a Matematica,
e especialmente para a Economia, foi tdo importante e definitiva que |he renderam,
entre diversos prémios, o Nobel de Economia, em 1994.

O trabalho de John Nash comeca a ser elaborado quando ele passa a

estudar resultados da teoria de von Neumann e percebe que alguns jogos nao se
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enquadram nas caracteristicas de soma zero (Francez, 2017). Nash focou
exatamente nesses tipos de jogos para elaborar sua teoria.

Como resultado de longos anos de estudo, em 1950 Nash publicou quatro
artigos importantes, nos quais provava a existéncia de um equilibrio de estratégias
mistas para jogos nao-cooperativos, que mais tarde ficou conhecido como Equilibrio
de Nash (Sartini et al. 2004).

Figura 2 — John Forbes Nash Jr

Fonte: https://www.suno.com.br/tudo-sobre/john-nash/

Em homenagem a John Nash, e inspirado em sua biografia, em 2001 foi
lancado o filme Uma Mente Brilhante, que retrata todo o percurso tracado pelo jovem
matematico até chegar ao apice de sua carreira, destacando o fato de Nash sofrer de
esquizofrenia e seus sintomas terem sido atenuados durante a elaboracéo de seus

trabalhos. O filme foi vencedor de quatro Oscars.
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3 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo apresentamos 0s principais conceitos da Teoria dos Jogos,
visando uma melhor compreensao da sequéncia deste trabalho. Comegamos com o

principal objeto de estudo dessa teoria: 0 jogo.

3.1 Jogo

Antes de explicarmos o sentido desta palavra para o desenvolvimento
deste trabalho, vale destacar o significado desta palavra na Lingua Portuguesa. De
acordo com o dicionario online Houaiss, uma das inumeras definicdes nos diz que um

jogo € uma atividade:

“(...) submetida a regras que estabelecem quem vence e quem perde;
competicao fisica ou mental sujeita a uma regra, com participantes que
disputam entre si por uma premiagao ou por simples prazer (...)".

Talvez essa seja a definicdo que mais se aproxima do significado que
usaremos aqui. De fato, durante nossa analise estaremos sempre em busca de expor
0 pensamento dos matematicos que resultaram em encontrar situacfes O6timas,
garantindo assim a vitoria.

Em Teoria dos Jogos, 0 que se pode dizer sobre este conceito € que ele foi
sendo construido ao mesmo tempo que sua teoria. Hoje, diversos autores conseguem
transmitir bem a ideia de jogo, além de explanar os varios tipos de jogos (o que

faremos aqui também). Para Fiani, por exemplo,

“(...) situacdes que envolvam interagfes entre agentes racionais que
se comportam estrategicamente podem ser analisadas formalmente
como um jogo (...)".

Diante dessa definigdo, € facil perceber que diversas situagfes da vida
cabem nesse conceito e podem ser matematicamente modeladas de acordo com as
bases tedricas que esta area possibilita, desde um simples jogo de par ou impar até
a disputa de duas empresas por um controle de mercado. Neste ultimo exemplo, os
agentes racionais mencionados por Fiani seriam as duas empresas, que chamaremos

simplesmente de jogadores.
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Matematicamente, vamos definir um jogo da seguinte forma:

Definigdo 3.1 (Jogo): Um jogo é um conjunto finito ¢ = {g,, g3, ---, g}, ONde

cadag; € G,comi={12,..,n}, representa um jogador.

Exemplo 3.1: Trés empresas que disputam no mercado de automoveis. A

concorréncia desse mercado seria 0 jogo G, com G = {g4, 92, 93}-

Vale ressaltar também que um fator importante de um jogo é a possibilidade
de obter resultados a partir da tomada de decisdo de um jogador. Dessa forma, jogos
em que se obtém os resultados Unica e exclusivamente por conta do acaso ndo se
encaixam no conceito de jogo aqui apresentado, sendo estes instrumentos de analise

da Teoria dos Jogos Probabilisticos.

3.2 Solucéao de um jogo

Definicdo 3.2 (Solu¢do de um jogo): Dado um jogo, uma solucdo é um

resultado que traz a maior recompensa possivel para um ou mais jogadores.

Uma solucédo de um jogo € uma previsdo sobre o resultado de um jogo,
baseada na escolha pela melhor estratégia a ser adotada por um jogador (Moreira,
2017). Para a obtencéo da melhor solucdo de um jogo de estratégias puras ou mistas
existem conceitos que podem ajudar na modelagem do problema, tais como a
dominéncia e o equilibrio de Nash. Este Gltimo serd comentado com mais detalhes

posteriormente.

Exemplo 3.2: Num jogo de Par ou impar, o jogador 1 escolhe Par. Se ele,
hipoteticamente, sabe que o jogador 2 sempre joga um numero par, basta jogar um
namero par para obter a vitéria (recompensa), ja que a soma de dois humeros pares
daré o resultado esperado. Nesse caso, a estratégia {Par,Par} seria uma solugéo do

jogo para a vitéria do jogador 1.
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3.3Tipos de jogos

3.3.1 Jogos simultaneos

Definicdo 3.3 (Jogo Simultdneo): Um jogo é chamado de simultdneo quando os
jogadores envolvidos podem tomar decisées ao mesmo tempo.

Para Camara,

“(...) a principal implicacdo da simultaneidade para o jogo é o fato de
gue nenhum dos jogadores conhece previamente o que 0S outros irdo
de fato fazer. E claro que a questdo da simultaneidade na pratica é
muito dificil de ocorrer (...)".

Do ponto de vista pratico, jogos simultaneos sdo mais raros. Por exemplo,
uma empresa dificilmente toma a decisdo de lancar um produto no mercado

simultaneamente com sua concorrente.

Exemplo 3.3 (Par ou impar): Dois jogadores, J1 e J2 jogam Par ou impar.
O jogador 1 (J1) escolhe par e o jogador 2 (J2) escolhe impar. Como recompensa, 0

jogador vencedor ganha R$ 10,00.

Uma forma comum de representar um jogo simultaneo € a matriz de payoffs.

Definicdo 3.4 (Matriz de payoffs): Dado um jogo G = {g4,9,}. Se o jogador
g1 tem m possiveis ac6es, o jogador g, tem n possiveis agdes e a;; representa 0s
ganhos de g, e g, quando adotam as acdes i e j, respectivamente. Entdo definimos

a matriz de payoffs (a;j)mxn,ONde 1<i<mel<j<n,comije€N.

A representacao grafica para esse jogo, atraveés da matriz de payoffs, seria:

Tabela 1 — Matriz de payoffs — Par ou Impar

J2 (impar)
Par impar
Par 10; 0 0; 10
11 (par) , (10; 0) (0; 10)
Impar (0; 10) (10; 0)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Como convencdo, em uma matriz de payoffs, o jogador 1 sempre se
posiciona na linha e o jogador 2, na coluna. Os ganhos (payoffs) sdo as células da
matriz, colocados entre parénteses, onde o primeiro valor representa o ganho de J1 e
0 segundo, o ganho de J2 para cada estratégia escolhida.

Repare que o jogo de Par ou impar s6 faz sentido se for um jogo
simultaneo. Do contrario, o primeiro jogador a tomar a decisdo sempre teria
desvantagem, j& que a estratégia 6tima seria facilmente identificada pelo jogador

seguinte.

3.3.2 Jogos sequenciais

Definicdo 3.5 (Jogo Sequencial): Um jogo é chamado de sequencial
guando os jogadores envolvidos ndo tomam decisdes ao mesmo tempo, ou seja, um
jogador toma uma primeira decisdo, depois outro jogador toma uma nova decisao

baseado na anterior e assim por diante.

Nesse caso, ndo existe uma clara vantagem em decidir primeiro. De acordo

com Camara,

“(...) 0 mais importante ndo é a ordem da decisdo, mesmo porque, na
prética, quase nunca as decisdes sdo tomadas exatamente ao mesmo
tempo. Assim, o efeito da cronologia representa menos a ordem da
deciséo e mais 0 conhecimento da decisdo de um jogador pelo outro

..

Exemplo 3.4 Um jogo de xadrez € um tipo de jogo sequencial. A estratégia

de um jogador se baseia na escolha prévia do outro.

Nos jogos sequenciais normalmente se utiliza a representacao gréafica por

arvore de decisoes.

Definicdo 3.6 (Arvore de decisdes): Dado um jogo sequencial G, tal que

G = {91, 92, -, 9n}- S€ 0 jogador g, tem k; possiveis acdes e escolhe a agéo k; , com
i1 €{1,2,...,k;}, entdo o jogador g, tem k, possiveis acdes e escolhe a agao k;,, com

i, €{1,2,..,k,}, entdo o jogador g; tem k5 possiveis agoes, e assim sucessivamente
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até o jogador g, . Entdo definimos uma arvore de decisbes com ky -k, - ..-

k,, possibilidades.
Vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 3.5 Duas lanchonetes, A e B, elaboram novas campanhas
publicitarias para o Natal e, para atrair seus clientes, devem decidir se reduzem ou

nao o valor de seus sanduiches durante este periodo.
Graficamente, podemos pensar esse jogo da seguinte maneira:

Figura 3 — Arvore de decisées

Reduz

By

Reduz
N&o Reduz
B,

A e

Reduz

NZo Reduz )

A

N&o Reduz

J/

Fonte: CAMARA, S. F. (2011, p.32)

Com esse esboco, ficam claras as intera¢des entre os jogadores e como
as decisdes de um podem implicar nas decisGes de outro jogador. Cada ponto (nd)
representa um jogador e cada segmento de reta, uma tomada de decisdo. O primeiro
no, representado pelo jogador A, indica que este tomara a primeira decisédo. B1 e B2
representam as acdes tomadas pelo jogador B, desde que sejam escolhidas as
decisdes 1 ou 2, e assim por diante.

Jogos sequenciais sdo mais comuns e com diversas aplicagcdes, como a
gue citamos, de uma disputa de mercado. Ao longo deste trabalho, veremos outros

exemplos desse tipo de jogo.
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3.3.3 Jogos de soma zero

Uma importante classificagdo de jogos foi apresentada por John von
Neumann e Oskar Morgenstern no seu famoso livro The Theory of Games and
Economic Behavior. Nele, os autores levam em consideracéo as recompensas obtidas

por cada jogador ao fim do jogo. Segundo von Neumann e Morgenstern

“(...) Um importante ponto de vista na classificagdo de jogos é essa: a
soma de todos as recompensas recebidas pelos jogadores é sempre
Zero; ou esse ndo é o caso? Se for zero, entdo pode-se dizer que 0s
jogadores pagam apenas uns aos outros e que nenhuma producéo ou
destruicdo de bens esté envolvida. (...)”

A esse tipo de jogo, os autores denominaram jogo de soma zero. Eles
ressaltam ainda que jogos que visam apenas entretenimento sdo sempre classificados
como de soma zero. Porém, alguns jogos na area da Economia ndo se encaixam

nesse modelo.

Definicdo 3.7 (Jogo de soma zero): Dado um jogo G, tal que G =
{91, 92, -, gn}- S€JA P; = {P;i1, iz, -, Dik;} O conjunto de payoffs para o jogador g;, com
i €{1,2,..,n}. Dizemos que G € um jogo de soma zero, se para todo jogador g; € G

temos

Para ilustrar melhor esse conceito, pensemos no seguinte exemplo:

Exemplo 3.6: Dois jogadores, A e B, decidem jogar 10 partidas de domino.
A cada partida, cada jogador devera apostar R$ 5,00.

Podemos perceber inicialmente que cada jogador apostara, no total, R$
50,00. Logo o valor maximo em jogo € R$ 100,00. Supondo que o jogador A venca
oito das dez partidas, ele terminard o jogo com R$ 90,00 (ou seja, lucro de R$ 40,00);
engquanto o jogador 2, que venceu apenas duas das dez partidas, terminard o jogo

com apenas R$ 10,00 (ou seja, prejuizo de R$ 40,00). Se resumirmos as recompensas
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de A e B, teremos, respectivamente, + R$ 40,00 e - R$ 40,00, onde os sinais de + e —
simbolizam, respectivamente, lucro e prejuizo. Dessa forma, € facil ver que a soma
dos ganhos resulta em zero. Logo, trata-se de um jogo de soma zero.

Uma outra maneira de analisar um jogo de soma zero € verificando que o
valor total envolvido no jogo sempre se mantém constante. No nosso exemplo, se
somarmos os valores totais de A e B ao final do jogo, veremos que sdo o mesmo valor
maximo do inicio (R$ 90,00 + R$ 10,00 = R$ 100,00).

3.3.4 Jogos em Forma Normal

Definigdo 3.8 (Jogo em Forma Normal): Um jogo na forma normal consiste
nas seguintes caracteristicas:
a. Um conjunto N := {1,2,...,n} de jogadores;
b. Um conjunto finito A; # @ para cada i € N, chamado de conjunto de
acles de i;
c. Uma funcdo u;: A; X ... X A,, » R para cada i € N, que chamaremos de
funcdo recompensa de i.
Usaremos a notacao (N, 4, R) para nos referirmos a um jogo em forma
normal, onde A := A; X ...X A, e R := (44, ...,u,). Cada elemento a = (a4, ...,a,) €A

é chamado de perfil de acdes.

Exemplo 3.7: No jogo Pedra, Papel e Tesoura, dois jogadores escolhem
um dos trés objetos (pedra, papel e tesoura). As seguintes regras devem ser
respeitadas:

e Pedra supera tesoura;
e Tesoura supera papel;
e Papel supera pedra;

e Objetos iguais geram empate.

Nesse caso, temos um jogo em forma normal, com N = {1,2}, um conjunto
finito de agbes para cada jogador, com A; = A, = {pedra, papel, tesoura}, e uma

funcdo u;: A, X A, > Rparacadai € N.



25

3.4 Estratégia

Dada uma certa informacéo, temos que uma estratégia corresponde ao
conjunto de acdes que sdo tomadas por um jogador durante um jogo. Tais acdes
podem levar, ou ndo, o jogador a recompensa esperada.

Cada jogador pode ter um conjunto de estratégias a serem aplicadas
durante o jogo. Tais estratégias podem ser escolhidas com base em decisbes
deterministicas ou probabilisticas. Uma decisdo por uma estratégia € dita
deterministica quando se baseia em uma deducéo racional. Dizemos entdo que a
estratégia € pura (Moreira, 2017). Matematicamente, podemos definir uma estratégia

pura da seguinte forma:

Definicdo 3.9 (Estratégia pura): Seja G = {g1, g2, ---» gn} UM jogo. Para todo
gi € G existe um conjunto finito S; = {s;, 2, ..., Sim} de agdes. Cada s;; € S;, com j =

{1,2,...,m}, é chamada de estratégia pura.

Exemplo 3.8: No jogo Pedra, Papel e Tesoura, do Exemplo 3.6, as
estratégias puras para os dois jogadores seriam {pedra, papel, tesoura}, com 9 perfis

de estratégia possiveis.

Uma decisdo por uma estratégia € dita probabilistica quando ela é
escolhida com base no célculo das probabilidades de ganho ou perda de cada uma.
Nesse caso, dizemos que a estratégia é mista (Moreira, 2017). Para entendermos

melhor do que se trata uma estratégia mista, seguimos com as definicdes:

Definigdo 3.10 (Distribuicdo de probabilidade): Dado um conjunto finito Q,
chamamos de distribuicdo de probabilidade sobre Q uma fungéo f:Q — [0,1] tal que

Yrw=1

XEN

O conjunto de todas as distribuigdes de probabilidade sobre Q sera
denotado por D(Q).
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Definicdo 3.11 (Estratégia mista): Dado um jogo na forma normal (N, 4, R).
Seja A:=A; X ..x A,. O conjunto de estratégias mistas para um certo jogador i &
dado por S; := D(4;).

O conjunto de perfis de estratégias mistas € denotado por S :=5; X S, X

WX S,

Exemplo 3.9: No jogo Pedra, Papel e Tesoura, do Exemplo 3.6,
poderiamos supor que o jogador 1 apresenta as seguintes distribuicbes de

probabilidade para cada estratégia pura:

para s;; = {pedra}, temos f(s;;) = 3,

para s;, = {papel}, temos f(s;;) = i,
para s;3 = {tesoura}, temos f(s;3) = i;

O objetivo maior da Teoria dos Jogos, desde seus primeiros estudiosos,
sempre foi a busca por maximizar os ganhos de um jogo. Quando um jogador
consegue fazer a escolha pela recompensa maxima (ou mais vantajosa), dizemos que
ele utilizou uma estratégia 6tima. As recompensas, ou ganhos, sdo normalmente
chamadas de payoffs de um jogo. Em alguns casos é possivel construirmos uma

matriz de payoffs para facilitar a andlise dos jogos.

Definicdo 3.12 (Ganho esperado de uma estratégia mista): Dado um jogo

na forma normal (N, A4, R) e i € N. Definimos a funcdo U;: S — R como

U;[(51, -, Sp)] = z u;(a) 1_[ S]-(a]-).
j=1

a€eA
Chamamos U;(s) de funcédo utilidade esperada ou ganho esperado por i
com o perfil s.
Ou seja, U;(s) representa a média ponderada de todas as retribuicées ao
jogador i, sendo que o peso de cada ganho é dado pela probabilidade do perfil

associado a ele ocorrer segundo s.
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Exemplo 3.10: No jogo de Par ou impar, descrito no Exemplo 3.4, suponha
que o jogador 1 jogue Par em 70% das vezes e impar em 30% das vezes, enquanto

o jogador 2 joga Par em 40% das vezes e impar em 60% das vezes.

Tabela 2 — Par ou impar — Estratégias mistas

J2 (impar)
Par (40%) impar (60%)
11 (par) Par (70%) (10; 0) (0; 10)
Impar (30%) (0; 10) (10; 0)

Fonte: Elaborada pelo autor

De acordo com as informacdes da Tabela 2, podemos calcular o ganho
esperado de J1 e J2:

v,=10-07-04+0-0,7-06+0-03-04+10-0,3-0,6 = 4,6.
v,=0-07-04+10-0,7-0,6+10-0,3-04+0-0,3-0,6 =5,4.

Nessas circunstancias, o ganho esperado do jogador 2 € maior que o do
jogador 1.

Notacdo 3.1: Dados um perfil de estratégias mistas s = (sy4,...,s,) € a
distribuicdo de probabilidade t; € S;, pomos
S_i = (81, »Si—1,Sit1s > Sp) € (ti,S—i) = (S, s Si—1, tis Sit1s oo r Sp)-

3.5 Modelagem inicial de um jogo

ApOs apresentarmos 0s principais conceitos que serdo utilizados nesse
trabalho, vamos nos deter agora a modelagem matematica de um jogo classico da

Teoria dos Jogos.

Exemplo 3.11 (O Dilema do Prisioneiro): Dois ladrdes, A e B, séo
capturados e acusados de um mesmo crime. Os dois sdo colocados em celas
separadas, sem comunicacao entre eles. Para solucionar o caso, o delegado faz
a seguinte proposta: cada um dos acusados pode escolher entre confessar ou

negar o crime. Se nenhum dos dois confessar o crime, ambos pegam 1 ano de
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cadeia; se os dois confessarem, ambos pegam 5 anos de cadeia; se um confessar
e 0 outro negar, o que confessou sera liberado e o que negou pegara 10 anos de

reclusao.

Para iniciar a modelagem desse jogo, devemos perceber que se trata de
um jogo na forma normal. Portanto, temos o conjunto de jogadores N = {4, B}.
Além disso, para cada jogador, temos um conjunto de a¢les, que se resume a
confessar ou negar o crime. Os dois jogadores tomam as mesmas decisdes
(acbes). Desse modo, temos os conjuntos A, = {confessar,negar} e Ag =
{confessar,negar}. Além disso, podemos definir as fun¢bes recompensa R =
(ua, up).

Pelo enunciado do jogo, também podemos deduzir que o Dilema do
Prisioneiro € um jogo simultaneo, ja que cada preso nao tem acesso a decisédo do
outro.

Agora podemos representar graficamente os perfis de acfes desse jogo

por uma matriz de payoffs:

Tabela 3 — Matriz de payoffs — O Dilema do Prisioneiro

B
Confessar Negar
A Confessar (-5; -5) (0; -10)
Negar (-10; 0) (-1;-1)

Fonte: Elaborada pelo autor

Os valores com sinais negativos tém a intencao de indicar o prejuizo para
0s jogadores e cada valor entre parénteses representa, respectivamente, a
recompensa de A e B.

Devemos perceber que, mesmo numa situacdo em que nao ha
comunicacao entre 0s prisioneiros, é possivel encontrar uma saida que seja
vantajosa (ou com menor prejuizo) para os dois. Suponha que o prisioneiro A sabe
da escolha de B. Se B escolher negar, entdo a melhor alternativa para A é
confessar, ja que este seria liberado, enquanto o prisioneiro B teria uma pena de
10 anos; no entanto, se B escolher confessar, a melhor opcao para A também seria

confessar, pois assim ambos teriam uma pena de 5 anos. Ou seja, a acao de
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confessar sempre € mais vantajosa para A. De modo analogo, confessar também
seria a melhor acdo para B. Concluimos que o perfil de acdo mais vantajoso para
os dois jogadores seria (Confessar, Confessar). Chamamos esse perfil de acao de

equilibrio puro.

Definicdo 3.13 (Equilibrio puro): Dado um jogo na forma normal (N, 4, R).
Dizemos que a := (a4, a,, ..., a,) € A € um equilibrio puro se, para qualquer i € N,

Ui (a) = U (alﬂ e A1, Xy Qg1 -0y an)!
para todo x; € A4;.
Exemplo 3.12 Observando o Dilema do Prisioneiro, podemos perceber que
a funcdo recompensa retorna um melhor payoff aos prisioneiros quando estes

escolhem o perfil (Confessar, Confessar), que representa um equilibrio puro.

A definicéo de equilibrio puro? nos leva a uma ideia preliminar do que viria

a ser o equilibrio de Nash, que definiremos no capitulo 5.

2 Para alguns autores, um equilibrio puro € chamado de equilibrio de Nash em estratégias puras. Iremos
manter essa diferenciagédo, atribuindo a notagéo equilibrio de Nash apenas para estratégias mistas.
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4 FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste capitulo iremos apresentar no¢gdes sobre alguns tépicos que foram
extremamente importantes para sustentar as ideias do Teorema do Equilibrio de
Nash, tais como espacos métricos, limite e continuidade, conjuntos compactos,
conjuntos convexos, Lema de Sperner, Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, entre

outros.
4.1Espacos Métricos

Definicdo 4.1 (Métrica ou distancia): Dado um conjunto M, definimos a
funcdo d: M x M — R que associa a cada par de pontos x,y € M um numero real
d(x,y), que chamaremos de distancia do ponto x ao ponto y, de tal modo que:

1) d(x,x) =0,d(x,y) >0sex #y;

2) satisfaz a comutatividade, ou seja, d(x,y) = d(y, x);

3)d(x,z) <d(x,y) +d(y,2),V x,y,z € M.

Em 3) temos a chamada desigualdade triangular, que nos diz que um lado
de um triangulo qualquer ndo pode ser maior que a soma dos outros dois.
Chamaremos de espag¢o métrico o par (M, d) formado por um conjunto M
e uma métricad em M.
Como exemplos de espagos métricos, temos:
e aretareal, munida da métrica d(x,y) = |x — y|, chamada de médulo
ou valor absoluto;
e 0s espacos euclidianos, designados por R™, com n € N, munidos

com a distancia

d((xpxz' ---'xn)' (ylfyZ' ""yn)) = \/(xl - yl)z + et (xn - yn)z-

Para evitar ambiguidades de leitura, vale esclarecer que iremos nos referir
a um espago métrico simplesmente pelo conjunto M, deixando implicito sua

métrica d.
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Definicdo 4.2 (Bola aberta): Seja M um espag¢o métrico. Dado um ponto
a € M e um numero real r > 0, definimos como bola aberta de centro a e raio r, 0
conjunto de pontos x € M, para os quais a distancia de x ao ponto a € menor que
r. Indicaremos este conjunto pela notacéo B(a,r). Ou seja:
B(a,r) ={x € M;d(x,a) <71}

Analogamente, podemos definir uma bola fechada e uma esfera de centro
a e raio r , respectivamente, como:
Bla,r] = {x € M;d(x,a) < r}
Sla,r] ={x € M;d(x,a) =1}

A representacdo geométrica desses conjuntos é mostrada a seguir:

Figura 4 — Bola aberta

B(a,r)

Fonte: RAMTHUN, C. S. (2019, p.34)

Figura 5 — Bola fechada

Bla, ]

Fonte: RAMTHUN, C. S. (2019, p.35)
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Figura 6 — Esfera

—_—

Sla,r]

Fonte: RAMTHUN, C. S. (2019, p.35)

4.2Funcdo continua

Definicdo 4.3 (Limite de uma funcgéo): Seja f: M — N uma aplicacdo de um
espagco métrico M num espaco métrico N. Dado um ponto a € M, diz-se que o ponto

b € N é o limite de f(x) quando x tende para a, e denotamos por b = lim f(x) quando
xX—-a

para todo € > 0 existe um & > 0, de tal modo que 0 < d(x,a) <& implique que

d(f(x),b) < .

Defini¢céo 4.4 (Funcdo continua num ponto): Seja f: M — N uma aplicacdo de
um espaco meétrico M num espaco métrico N e a € M. Dizemos que f é continua no
ponto a quando, dado arbitrariamente um ndmero € >0 , sempre pudermos

determinar um § > 0, de tal modo que d(x,a) < & implique que d(f(x),f(a)) <e.

Defini¢céo 4.5 (Fungéo continua): Seja f: M — N uma aplicacdo de um espaco
métrico M num espaco métrico N. Dizemos que f € continua se
lim f(x) = f(a),Va M
x—-a

A seguir apresentamos algumas propriedades conhecidas dos limites para
funcdes de R em R. As demonstracdes dessas propriedades podem ser encontradas
em alguns livros de Célculo, entre eles a obra Fundamentos do Calculo, Antdnio
Caminha Muniz Neto, da colecdo PROFMAT. Em seguida apresentaremos alguns

exemplos de fung¢des continuas:
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1) Selimf(x) =Aelimf(x) = B entdo A = B;
xX—a xX—a
2) Se f(x) =k, paratodo x € R, entdo lim f(x) =limk = k;
x—a xX—a
3) Selim f(x) = A e lim g(x) = B, entdo
xX—a xX—a
lim[f(x) £ g(x)] = limf(x) + limg(x) = A + B;
xX—a xX—a xX—a
4) Seja k uma constante e lim f(x) = A, temos
xX—a
limk-f(x) =k-limf(x) =k-A;
xX—a xX—a
5) Se lim f(x) = A e lim g(x) = B, entdo
xX—-a xX—-a
lim[f(x) - g(x)] = limf(x) - limg(x) = A-B;
xX—-a xX—a xX—a
6) Selim f(x) =Aelimg(x) =B, comB # 0, entdo
xX—a xX—a

. feo _ Hmf) 4

x—ag(x)  limg(x) B

Como exemplos de funcbes continuas de R em R temos as funcdes

constantes, as funcdes seno e cosseno, a funcdo modular, entre outras.

Proposicdo 4.1: As fungbes f:R—- R, do tipo f(x) =x" , neN, sdo

continuas.

Demonstracéao:
Vamos usar indugdo finita sobre n.
i) Suponhan = 1. Temos entdo a fungéo f(x) = x. Calculando o limite de f, temos:
lim f(x) = lim x
xX—-a X—a
Como o limite de f existe, temos:
limx =a = f(a).
xX—a

Logo, f € continua.

i) Vamos supor agora que a propriedade é valida para n. Devemos mostrar que ela
também é valida paran + 1. Ou seja:
Se f(x) = x™ é continua = f(x) = x"*! também é continua.
Dado f(x) = x™*1, temos que:

lim f(x) = lim x™*! = lim x™ - x.
x—a x—a x—a
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Pela propriedade 5) de limites, temos:

limx™ - x = limx™ - lim x
xX—>a xX—a x—>a

Do resultado de i) e da hipo6tese indutiva de ii), temos:

lim x"*1 = a"-a = a""! = f(a).
x—-a

Logo, f(x) = x™*! é continua.

Concluimos que toda funcéo da forma f(x) = x™ é continua.

Proposicdo 4.2: Toda funcdo f: R - R dotipo f(x) = cx™ , com ¢ constante, €

continua.

Demonstracao:
Pela propriedade 4) de limites, podemos observar que
lim f(x) = limcx™ = ¢ - lim x™"
xX—>a xX—a xX—a
Pelo resultado da proposi¢ao 3.1, temos que
lim f(x) = limcx™ = ¢ lim x™ = ca™ = f(a).
X—a xX—a x—a

Concluimos que toda funcéo da forma f(x) = cx™ é continua.

Teorema 4.1: Toda funcédo polinomial é continua.

Demonstracao:
Dada a funcdo polinomial, f:R >R, f(x) =cy+ ¢ x+cy x%+ -+ ¢y x™,
temos
lim f(x) =lim[cy + ¢ x4+ ¢y  x% + -+ ¢ - x"]
x—a x—-a
Usando as propriedades 3) e 4) de limites, temos:
lim f(x) = lim ¢y + ¢ lim x + ¢, lim x2 + - + ¢, lim x™
x—-a x—-a x—-a x—-a x—-a

Pelos resultados das proposicdes 4.1 e 4.2, temos:

hmf(x) = CO + Cla + C2a2 + - Cnan — f(a).
x—a

Portanto, toda funcéo polinomial € continua.
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4. 3Homeomorfismo

Definicdo 4.6 (Homeomorfismo): Seja f:M — N uma aplicagdo continua e
biunivoca de um espaco métrico M sobre um espaco métrico N e a € M. Dizemos que
f & um homeomorfismo se sua inversa f1:N - M também for continua.

Simbolizamos por M =~ N (M e N sdo homeomorfos).

Como exemplos de homeomorfismos de R em R , temos:
e A funcéo identidade f(x) = x, cuja inversa seria f~1(y) =y . Como vimos, toda

funcéo polinomial é continua. Assim, f e f~! sdo homeomorfismos;

e As fungbes f(x) =3x+1 e sua inversa f~I(y) = %(y — 1) sdo homeomorfismos;

e As translacdes f(x) = x + a também s&o homeomorfismos, ja que elas e suas

inversas f~1(y) = y — a séo funcdes polinomiais, logo continuas.
4.4Conjunto compacto
Nesta se¢do apresentaremos 0 conceito de conjunto compacto, trabalhando
particularmente com o espaco métrico R™. Antes disso, veremos algumas definicbes

importantes.

Definigc&o 4.7 (Ponto interior): Seja X ¢ R™ e a um ponto de X. Dizemos que a

€ ponto interior ao conjunto X se existir um nimero € > 0 tal que B(a,¢) c X.

O conjunto formado por todos os pontos interiores de X € chamado de interior

de X e denotamos por intX.

Definicdo 4.8 (Conjunto aberto): Seja A ¢ R"™. Dizemos que A € aberto se A =

intA, ou seja, todos 0s seus pontos sao interiores.

A definicdo apresentada equivale a dizer que, para todo a € A, sempre vai

existir um certo € > 0 tal que B(a,¢) c A.
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Exemplo 4.1: Todo intervalo aberto € um conjunto aberto. De fato, dado um
intervalo A = (a,b), temos que para todo ponto ¢ € A € ponto interior de A. Para
comprovar esse fato, podemos inicialmente afirmar, sem perda de generalidade, que

d(a,c) < d(c,b). Desse modo, tomando € = %’6) temos que B(c,€) c A. Portanto,

A = intA, logo A € um conjunto aberto.

Definicdo 4.9 (Ponto de acumulacédo): Seja X c R™ e P € R™. Dizemos que P
€ ponto de acumulacdo de X se Ve >0,
(B(P,e) —{PHNX+0Q

O conjunto de todos os pontos de acumulagdo de X é indicado por X'.

Definicdo 4.10 (Fecho): Seja X c R"™ e X' o conjunto dos pontos de
acumulacio de X. Chamamos o conjunto X de fecho de X e definimos como:
X=XuX

Definicéo 4.11 (Conjunto fechado): Dizemos que X c R" é fechado se
X=X

Exemplo 4.2: Todo intervalo fechado € um conjunto fechado. De fato, dado um
intervalo X = [a, b], temos que todo ponto de X é ponto de acumulacéo, logo X' = X =
XuX' =X-.X=X.

Definicdo 4.12 (Conjunto limitado): Seja X c R™. Dizemos que X € um conjunto

limitado se existirum r > 0, tal que X < B(p,r), com p € R™.

Exemplo 4.3: O intervalo (0,1) é um conjunto limitado. Basta tomarmos p = 0
e r =2 e teremos (0,1) c B(0,2) = (—2,2).

Definicdo 4.13 (Cobertura): Seja X um subconjunto de R™. Dada uma familia
C = (CeL, para L ={1,2,...,}, de conjuntos C; c R", tal que X c U,¢, C;. Dizemos

qgue C € uma cobertura de X.
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Exemplo 4.4: Dados os conjuntos C; = (0,%) eC, = (i, HeX= [g,g]. Como

X © Ujye Gy, com L = {1,2}, dizemos que C = (C;) ¢, € uma cobertura para X.

Podemos ainda definir uma subcobertura como uma familia €' = (C;) ;.7 , com

L' c L, tal que ainda seja possivel verificar que X c Uj¢pr Cy.

Exemplo 4.5: Dados os conjuntos C; = (1,2), C, = (%,4), C;=(35eX=
[2,3]. Como X c Uje, C;, com L = {1,2,3}, logo C = (C3) . € uma cobertura para X.
No entanto, se tomarmos L' = {1,2}, teremos uma familia C' = (C;) .,/ € percebemos

que X c U,¢ Cy, portanto ¢’ € uma subcobertura de C.

Dizemos que uma cobertura é aberta se todos os C;, com A € L, S&o conjuntos

abertos em R; quando L € um conjunto finito, dizemos que a cobertura é finita.

Definicdo 4.14 (Conjunto compacto): Seja X um subconjunto de R. Dizemos
gque X é um conjunto compacto se toda cobertura aberta de X possuir uma

subcobertura finita.

Teorema 4.2 (Conjunto compacto): Seja X c R™. Dizemos que X € um conjunto

compacto se X for limitado e fechado.

A demonstracao desse teorema ndo sera apresentado nesse trabalho. Ela pode
ser encontrada no livro Curso de Andlise vol. 1, Elon Lages Lima. Também é possivel
verificar a equivaléncia entre a definicdo 4.14 e o Teorema 4.2 através do Teorema

de Borel-Lebesgue.

Exemplo 4.6: Um intervalo fechado X = [a, b] € um conjunto compacto. De
fato, pelo exemplo 4.2, vimos que todo intervalo fechado € um conjunto fechado. Para
mostrar que X é limitado, basta tomarmos p = a e r = d(a,b) + 1. Assim teremos X c

B(a,r), 0 que mostra que X € limitado.
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4.5Conjuntos convexos

Definicdo 4.15 (Combinacédo convexa): Um vetor v € chamado combinacao
convexa de vy, v,, ..., v, ER*se v =Y", a;v;, onde Y1, a; =1 e a; = 0, para todo

ie{l,2,..,m}

Exemplo 4.7: O vetor v = (—%,%,—E) € combinacdo convexa dos vetores
v; = (—2,4,0) e v, = (0,3,—1), pois podemos escrever

1 4
v = §U1 +§v2.

Definicdo 4.16 (Segmento de reta): Sejam v;, v, € R™. O segmento de reta que

une v, e v, € 0 conjunto de todas as combinac¢des convexas desses vetores.

Exemplo 4.8: Dados os vetores v, v, € R?, tais que v, = (3,0) e v, = (6,0).
Para um vetor genérico v =av, +(1—a)v, , podemos encontrar todas as
combinac¢des convexas de v, e v, variando a entre 0 e 1. Desse modo teremos o

segmento de reta com extremos em 3 e 6 sobre 0 eixo-X.

Definicdo 4.17 (Conjunto convexo): Seja C c R". Dizemos que C € um
conjunto convexo se, dados v;,v, € C, tivermos um vetor genérico v = av; + (1 —

a)v, tal que v € C paratodo a € [0,1].

Falando numa linguagem mais geométrica, podemos dizer que um conjunto é
convexo quando tomamos dois pontos x,y € C de tal modo que o segmento de reta

gue une x e y esta inteiramente contido em C.
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Figura 7 — Conjuntos convexos e ndo-convexos

Yz 7y

|

X1 2z,

(@) (b) ()

X2

Fonte: AMORIM,R.G. (2013, p. 31)

Podemos observar na figura 7 que os conjuntos (a) e (b) sdo convexos,
pois para quaisquer dois pontos arbitrarios pertencentes a esses conjuntos,
sempre é possivel tracar um segmento de reta contido totalmente neles; o mesmo
fato ndo pode ser verificado em (c), ja que existe uma regido do conjunto em que
pode-se tracar um segmento de reta que ndo esté totalmente contido no conjunto.

Logo, nesse caso, 0 conjunto ndo é convexo.

Definigcdo 4.18 (Conjunto afim independente): Seja A c R", de tal modo
que A:={vy,v,, ..,1,} seja um conjunto finito. Dizemos que A é afim
independente se |A| = 1 (cardinalidade de A) ou se {v, — v;,v3 — vy, ...,V — U1} €

linearmente independente. Caso contrario, A é afim dependente.

Exemplo 4.9: Os vetores v; = (0,1,0), v, = (1,1,0) e v3 = (0,1,1) sdo afim
independentes. De fato, fazendo v, —v; obtemos um vetor u = (1,0,0). Da
mesma forma, fazendo v; — v; obtemos um vetor w = (0,0,1). Como u e w séo L.i.

temos que v,, v, v; Sdo afim independentes.

4.6 O Lemade Sperner

Nesta secdo apresentaremos alguns conceitos que culminam na
demonstracdo do Lema de Sperner, resultado importante para as nossas

pretensdes com este trabalho.

Definicdo 4.19 (k-simplexo): Seja A :={v,,v,, ..., Vx41} UM conjunto de

vetores afim independentes. Chamamos de k-simplexo determinado por A o
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conjunto (v,, vy, ..., Vi4+1) de todas as combinacdes convexas de vetores de A, ou
seja,
k+1 k+1
aivi;Zai =lea=0,Vie{l2 .. k+ 1}
(=1

(171, U2y ey vk+1) = {
i= i=1

Nesse k-simplexo, cada vetor é chamado de vértice. No caso de termos
apenas um vetor em A, teriamos apenas um ponto como representa¢gédo do O-
simplexo; no caso de dois vetores, um segmento de reta, onde cada vértice seria

um vetor do 1-simplexo; e assim por diante.

Exemplo 4.10: Dados os vetores v; = (1,0,0), v, = (0,1,0) e v; = (0,0,1).
O 2-simplexo (v4, v,, v3) € descrito geometricamente como o triangulo de vértices

V1,V € v, contidonoplanom:x +y +z = 1.

No exemplo 4.10 usamos trés vetores que formam uma base do R3. Todo
k-simplexo formado por vetores que formam uma base canénica de R* é chamado
de k-simplexo candnico e simbolizado por A,. Um fato importante sobre o k-

simplexo canénico é que ele € um subconjunto compacto de R¥*1,

Definigcdo 4.20 (Divisao simplicial): Dado um k-simplexo S, uma divisdo
simplicial de S € um conjunto finito de k-simplexos C;, com i € {1,2, ..., m}, tal que

Ci:S.

i€{1,2,..,m}

Da definicdo 4.20, vale destacar que, para quaisquer j,l € {1,2,...,m},
temos que C; N C, = @ ou C; e C; tém uma face® em comum, no caso desses k-
simplexos serem adjacentes. Nesse caso, dizemos que S esta simplicialmente

dividido e cada C; € uma célula de S.

3 O conceito de face apresentado aqui se difere da definicdo conhecida da Geometria Espacial
euclidiana. Um k-simplexo pode ter k + 1 tipos de faces. Por exemplo: se os vetores (v;, v,, v3)
formam um 2-simplexo, entédo existe uma 2-face (o proprio 2-simplexo), trés 1-faces (os segmentos
de reta) e trés O-faces (os vetores dos vértices).
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Exemplo 4.11: Dados os vetores t = (1,0,0),w = (0,1,0),s = (0,0,1),u =
2 1 1 4
(5,5,0) ev = (E’E’O)' Fazendo C; = (s,t,u),C, = (s,u,v) e C3 = (s,v,w), vemos

que {C;, C,, C5} é uma divisdo simplicial de A,. Geometricamente, teriamos:

Figura 8 — Divisao simplicial de A,

Fonte: Melo (2017, p. 23)

Notac&o 4.1: Dado um k-simplexo (vy, vy, ..., Vg4q1) € y := Y-t a;v; um de
seus elementos. Denotamos o conjunto
it(y) = {i;a; > 0}.

Definicdo 4.21 (Rotulagem prépria): Seja S = (vy, vy, ..., Ux41) UM simplexo
simplicialmente dividido e V o conjunto de todos os vértices das células que
compdem a divisdo. Uma funcéo L:V — {1,2, ...,k + 1} € uma rotulagem prépria
dessa divisdo se L(v) € i*(v) para todo v € V. Dizemos entdo, que L(v) é um

rotulo de v por L.

Exemplo 4.12: Na divisdo simplicial do Exemplo 4.11, podemos rotular os
vetores s, t e w de acordo com os indices de suas coordenadas nao-nulas, ou
seja, teriamos L(s) = 3, L(t) = 1 e L(w) = 2. Teriamos ainda duas possibilidades
de rotulagéo para os vetores u e v, que pertencem ao segmento de reta com
vértices em t e w. Portanto, essa divisao simplicial admite 4 possibilidades de

rotulagem propria.
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Tabela 4 — Rotulagens do exemplo 4.11

L(s) L(®) LW L) L(w)
L, 3 1 1 1 2
L, 3 1 1 2 2
Ls 3 1 2 1 2
L, 3 1 2 2 2

Fonte: Elaborado pelo autor.

No caso de um 2-simplexo, como no Exemplo 4.11, chamamos a rotulagem

propria de triangulacéo.

Definicdo 4.22 (Célula completamente rotulada): Seja L uma rotulagem
propria para a divisdo simplicial {C;;i € {1,2,...,m}} de § = (vy, V3, ..., Vk41) € 1,
um conjunto de vértices da célula C,. Dizemos que C,, € completamento rotulada

se{L(w)vel,}={12 .. k+1}

Exemplo 4.13: Na divisdo do Exemplo 4.11, a rotulagem L, apresenta
apenas uma célula completamente rotulada, como podemos ver destacada na

figura abaixo:

Figura 9 — Célula completamente rotulada em L,

3

Fonte: Elaborada pelo autor

Podemos perceber ainda que todas as rotulagens do Exemplo 4.11
apresentam células completamente rotuladas. De modo geral, veremos adiante

gue toda rotulagem prépria apresenta pelo menos uma célula completamente
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rotulada. Rotulagens préprias sdo também chamadas por alguns autores de

rotulagem de Sperner ou nomeacao Sperner.

Definicdo 4.23 (Borda) Dado um k-simplexo S, a unido de todas as (k-1)-

faces de S é chamada de borda de S, e representamos por 9S.

Lema 4.1: Sejam S = (vy, Vs, ..., Vk41) Simplicialmente dividido e L uma
rotulagem prépria da divisdo. Além disso, seja C uma célula e F uma (k-1)-face de
C contida em dS. Se o conjunto de rotulos para os vértices de F é igual a

{1,2,...,k}, entdo F S (v, vy, ..., V).

Demonstracédo: Sabemos, por hipotese, que F € um (k-1)-simplexo, dai

possui k rétulos. Tomando o vértice de rotulo 1, podemos escrevé-lo da forma

k
a4 + Z a;v;.
i=2

Como C c 8§, logo a; > 0. Logo o vértice de rotulo 1 deve estar contido em
alguma (k-1)-face de S que contém v;. Argumentando de forma andloga para os

vértices de v,, ..., vy , concluimos que F € (vq, Uy, ..., Vg).

Lema 4.2: Sejam S um k-simplexo simplicialmente dividido e F uma (k-1)-

face de uma célula C. Entdo, F € dS ou F = C n D, para alguma célula D # C.

Demonstracdo: Vamos supor que F = (vq, vy, ..., V) € consideremos a
funcdo g:S — Rk tal que g é definida por g(xy, Xa, ..., X, Xis1) = (X1, X2, coe) Xi) -

Podemos perceber que

esta em F. Se tomarmos, respectivamente, S’, C’, dF' e w’ como imagens de S, C,
d0F e w por g, entdo, podemos escolher § > 0 de tal modo que B(w',§) n 0F' =
@. Desse modo, ha duas situacdes a analisar: primeiramente, se [B(w',§)\C'] N

S' =@, devemos ter F € dS; caso contrario, tomando ¢ < § de tal modo que
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B(w',€)\C' pertenca a g(D), para alguma célula D. Desse modo, temos que C N
D =F.

Lema 4.3: Sejam S := (vy, v, ..., Vx41) € C; uma divisdo simplicial de S,
ondei € {1,2, ..., m}. Entdo, os elementos de C; N F diferentes de ¢ , formam uma

divisdo simplicial de F := (v, vy, ..., Vg).

Demonstracao: Com efeito, temos

LJ(QnF)= LJ ¢, |nF.
)

ie{1,.m ie{1,...m}
Mas temos

Ci:S.

ie{1,...,m}

Ou seja,

(C;NF)=SNF=F.

i€{1,..,m}

Escolhendo duas células quaisquer de S, digamos C;: = {(a;, ay, ..., ax41) € Cy ==
(by, by, ..., b41), de modo que intersectem F. Entdo, (C,NF)N(C,NF) =(C; N
C,)NF. Se C; e C, forem disjuntas, também teremos (C;NF) e (C,NF)
disjuntas. Caso contrario, podemos escrever (C; N F) N (C, N F) = (cy,C3, ..., C1),
onde cy, ¢y, ..., ¢; SA0, a0 mesmo tempo, vértices de C; contidos em F e vértices de
C, contidos em F. Portanto, o simplexo formado por eles é uma face tanto de
(C; N F) quanto de (C, N F).

Teorema 4.3: (Lema de Sperner) Dado Sy := (vq, Uy, ..., Vx+1) UM Simplexo
simplicialmente dividido e L uma rotulagem propria da divisdo. Entdo S, apresenta

um numero impar de células completamente rotuladas.
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Demonstracao: Antes da prova por inducéo, verifiquemos alguns casos

particulares, para k = {0,1,2}.

(i)

(ii)

(i)

Para k = 0: Temos o simplexo S, := (v,), representado por um Unico ponto
v; . Logo, temos uma Unica possibilidade de divisdo simplicial, cuja
rotulagem é L(v;) = 1. Portanto, temos uma Unica célula completamente
rotulada.

Para k =1: Temos o simplexo S; = (v;,v,), representado por um
segmento de reta com vértices em v, e v,. Podemos fazer um diviséo
simplicial com uma familia C; de m células (segmentos) comi € {1, ..., m},
onde C, e C,,, sdo adjacentes, para todo p € {1,...,m — 1}. Temos entao
L(v;) =1 e L(v,) =2 como possiveis rotulos para qualquer rotulagem
prépria. Iniciando no sentido de v, para v,, observamos que ha um nimero
impar de maneiras de alternar os rétulos de cada segmento até o rotulo de
v, . Cada uma dessas alterndncias gera uma ceélula completamente
rotulada. Logo esse valor € impar.

Para k = 2: Tomando agora o simplexo S, := (v, v,, v3) € uma rotulagem
prépria L. Chamaremos de D o nimero de células cujos rotulos séo {1,1,2}
ou {1,2,2}; chamaremos de C as células completamente rotuladas. Nestas
células, chamaremos de B o numero de 1-faces com vértices de rétulos
{1,2} contidas na borda de S, e chamaremos de I as demais 1-faces com
vértices de rétulos {1,2}. Pelo lema 4.1, as 1-faces de B estéo contidas nao
apenas em 4dS,, mas também em (v, v,). Além disso, podemos perceber
gue a cada um dos D elementos definidos, temos duas 1-faces de rétulo
{1,2}, assim como a cada um dos C elementos, temos apenas uma 1-face
de rétulo {1,2}. Desse modo, quando contamos as 1-faces de rétulo {1,2}
gue estdo contidas em 4S,, o fazemos apenas uma vez; ja para as demais,
fazemos a contagem duas vezes, pois sdo 1-faces de duas células
distintas. Assim, concluimos que 2D + C = B + 21.

Pelo Lema 4.3, temos que as 1-faces dos subsimplexos contidos em
(vq,v,) formam uma divisdo simplicial F desse 1-simplexo. Restringindo L
aos vértices dessa 1-face, temos claramente uma rotulagem prépria para
F. Como analisado anteriormente para o caso k=1, o numero de

elementos de B € impar. Assim, na equacado 2D + C = B + 21 temos 2D e
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21 niUmeros naturais pares e B impar, o que nos leva a concluséo de que C
€ impar.

(iv)  Vamos agora supor que a hipétese seja vélida para todo g < k e tomemos
Sy = (1, vy, ..., U 41) Simplicialmente dividido, com uma rotulagem prépria
L. Usando a mesma estratégia de (iii), chamaremos de D o numero de
células de S, cujos vértices tém rotulos {1,2,...,i —1,i,i,i +1,...,k}, com
i €{1,..,k}. Chamaremos de C o numero de células completamente
rotuladas de S;. No conjunto das (k-1)-faces das células, tomemos aquelas
cujos veértices possuem rotulos {1,2,...,k}. Nesse subconjunto, chamamos
de B o numero de (k-1)-faces contidas em dS,. E chamemos de I a
guantidade das demais (k-1)-faces desse subconjunto. Pelo Lema 4.1, as
(k-1)-faces de B estdo contidas em (v, v,, ..., ). Além disso, podemos
perceber que a cada um dos D elementos definidos, temos duas (k-1)-
faces de rétulo {1,2,...,k}, assim como a cada um dos C elementos, temos
apenas uma (k-1)-face de rétulo {1,2,...,k}. Desse modo, quando contamos
as (k-1)-faces de roétulo {1,2,...,k} que estdo contidas em aS,, o fazemos
apenas uma vez; ja para as demais, fazemos a contagem duas vezes, pois
séo (k-1)-faces de duas células distintas. Assim, concluimos que 2D + C =
B + 21.

Pelo Lema 4.3, temos que as (k-1)-faces dos subsimplexos contidos em
(v, vy, ...,v;) formam uma divisdo simplicial F desse (k-1)-simplexo.
Restringindo L aos vértices dessa (k-1)-face, temos claramente uma
rotulagem propria para F. Pela hip6tese de inducéo, temos que B é impar.
Assim, na equagdo 2D + C = B + 2I temos 2D e 21 numeros naturais

pares e B impar, 0 que nos leva a conclusédo de que C € impar.

4.70 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Para finalizar este capitulo, apresentamos uma simples demonstracdo do

Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, a qual se utiliza do Lema de Sperner.

Definigdo 4.25 (Ponto fixo): Seja f: A —» A uma fungdo. Dizemos que a € A

€ um ponto fixo de f se f(a) = a.
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Exemplo 4.14: O exemplo mais claro de funcdo que admite ponto fixo é a

funcdo identidade f(x) = x. Nela, todos os valores reais de x sao pontos fixos de

f.

Definicdo 4.26 (Campo vetorial): Seja D € R"™ e V uma funcdo. Dizemos
que V:D - R™ é um campo vetorial que associa cada ponto P € D a um vetor
V(P).

Teorema 4.4: (Teorema do Valor Intermediario) Dada uma funcgéo
f:la, b] - R, continua, tal que f(a) < f(b). Entdo, para qualquer ¢ € [f(a), f(b)],

existe um x, tal que f(x,) = c.

A demonstracdo do TVI ndo serd feita nesse trabalho, podendo o leitor
encontrar facilmente tal demonstracdo em livros de Andlise, como a obra Curso
de Analise vol. 1, Elon Lages Lima.

Para a demonstracdo do préximo teorema, consideremos 0 seguinte
conjunto:

D, ={x eR"Y; |x| < 1}

Teorema 4.5: (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer) Seja f:D,, = D,, uma

funcéo continua. Entdo f admite um ponto fixo.

Demonstragé&o: Iremos mostrar dois casos:

(1) Paran = 1: Neste caso temos a func¢éo f:[—1,1] » [—1,1]. Vamos definir
uma funcéo auxiliar g(x) = x — f(x). Observemos que, calculando g(1) =
1—f(1) concluimos que g(1) > 0. E calculando g(—1) = -1 — f(-1)
concluimos que g(—1) < 0. Pelo Teorema 4.4, deve existir algum x, tal que
g(xp) =c, com g(—1) <c < g(1). Por conveniéncia, tomamos ¢ =0 e
teremos 0 = x, — f(x,) € concluimos que f(x,) = x,. Portanto f tem um
ponto fixo.

(i) Para n = 2: Consideremos W um tridangulo qualquer, de modo que W <

[—1,1] x [—1,1]. Devemos mostrar que W tem a propriedade do ponto fixo.
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Definimos a funcdo continua f: W — W e V 0 seu correspondente campo
vetorial. Devemos encontrar em W um ponto P tal que V(P) =0, pois
sendo f(P) =P +V(P), tem-se que P é ponto fixo de f. Podemos
inicialmente perceber que, como f é uma aplicacdo de W em si mesmo, &
de se esperar que todos os vetores de V estejam em /.

A figura abaixo ilustra o triangulo W':

Figura 10 — Tridangulo W

Fonte: SILVA, M.V. (2011, p. 24).

Faremos uma triangulacdo em W rotulando cada vértice de acordo com a
direcédo do vetor naquele vértice:
e rOtulo A para vetores apontando para nordeste;
e rotulo B para vetores apontando para noroeste;
e rotulo C para vetores apontando para sul;
e para vetores com direces ambiguas, como norte, leste ou oeste,
colocaremos rétulo A nos dois primeiros casos e rétulo B no ultimo.
Diante dessas regras, fazendo subdivisbes nos lados de W podemos
observar que:
e no lado AB teremos sempre vetores apontando para as direcGes
definidas com rétulos A e B;
e no lado BC teremos sempre vetores apontando para as direcdes
definidas com rétulos B e C;
e no lado CA teremos sempre vetores apontando para as direcGes

definidas com rétulos C e A.
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Figura 11 — Exemplo de rotulagem prépriaem W

c B
A C
/\/B\/\
A A B B

Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto temos em W uma rotulagem prépria, na qual observamos, pelo
Teorema 4.3, que existe ao menos uma célula completamente rotulada (ou seja, com
rétulos ABC). Nesta célula temos a garantia de que os vetores de seus Vértices
apontam nas trés direcdes anteriormente descritas. Portanto podemos repetir todo o
processo.

Devemos observar também que, a cada repeticAo do processo de
triangulacéo, os lados das células completamente rotuladas ficam cada vez menores,
fazendo com que os triangulos tenham tamanho cada vez menores e tendendo a zero.
Assim, podemos dizer que cada um dos vértices A, B e C das células completamente
rotuladas formam sequéncias convergentes de vértices, que chamaremos,
respectivamente, de A = {4,,}, B={B,} e C ={C,}. Os vértices da sequéncia A4,
sempre apontam para a direcdo nordeste; os vértices da sequéncia B, sempre
apontam para a dire¢cao noroeste; e o0s vértices da sequéncia C,, sempre apontam para
a direcao sul. Pela compacidade de W, podemos afirmar que existe um ponto P € W
muito proximo de A. Mas como as células completamente rotuladas tém seus lados
tendendo a zero, concluimos que P também estd muito proximo de B e C.
Consequentemente, o vetor V(P) esta muito proximo a sequéncia de vetores V(A),
assim como esta muito proximo das sequéncias V(B) e V(C). Todos os vetores V(A)
apontam para o nordeste, logo V(P) também aponta para o nordeste; todos os vetores
V(B) apontam para o noroeste, logo V(P) também aponta para o noroeste; todos os
vetores V(C) apontam para o sul, logo VV(P) também aponta para o sul. Mas o Unico
vetor que aponta simultaneamente para essas trés direcdes € o vetor nulo. Logo,
V(P) = 0 e concluimos que f(P) = P, ou seja, f possui a propriedade do ponto fixo.
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5 O TEOREMA DO EQUILIBRIO DE NASH
Diante dos conceitos e fundamentos tedricos apresentados nos ultimos
dois capitulos, chegamos a demonstracao do Teorema do Equilibrio de Nash. Mas
antes disso, se faz necessario abordar o conceito de Equilibrio de Nash, bem como
algumas propriedades da fung¢éo ganho esperado.

5.10 Equilibrio de Nash

Apresentaremos nessa secao a definicdo de Equilibrio de Nash para

estratégias mistas.

Definicdo 5.1 (Resposta 6tima): Uma resposta 6tima do jogador i a

combinacéo de estratégias s_; € uma estratégia mista t; € S; tal que
Ui(ti,s—i) = Ui(syys-y)
qualquer que seja s; € S;.
Exemplo 5.1: Retomando o jogo do Par ou impar, descrito no Exemplo
3.10, vamos imaginar agora uma distribuicdo de probabilidade qualquer, como

descrita na tabela abaixo:

Tabela 5 — Par ou Iimpar — Resposta 6tima

J2 (impar)
Par () impar (1 - q)
Par (p) (10; 0) (0; 10)
11 (pan) impar (1 —p) (0; 10) (10; 0)

Fonte: Elaborada pelo autor

Calculando o ganho esperado para o jogador 1, teremos:

U, = 10pq + 0p(1 —q) + 0(1 —p)q + 10(1 —p)(1 — q)
U; =10pq +10(1 —q —p + pq)



51

U; =10—-10g — 10p + 20pq
U, =10 —-10qg — p(10 — 20q)

Dai podemos fazer a seguinte analise:

e Se10—-20g > 0,entdo g < % ou seja, J2 ird escolher mais impar do
que Par. Sabendo disso, 0 jogador ird zerar a probabilidade de
escolher Par (p = 0) para obter o maior ganho possivel;

e Se10-20g <0, entédo q > % ou seja, J2 ira escolher mais Par do

que Impar. Sabendo disso, o jogador ird maximizar a probabilidade

de escolher Par (p = 1) para obter o maior ganho possivel;
e Se10-20gq =0, entdoq = % ou seja, J2 ira escolher Par e impar

uma mesma quantidade de vezes, o que se torna a escolha mais

vantajosa para J2.

Logo, o perfil de estratégia (%,%) € uma resposta Gtima para J2.

Definicdo 5.2 (Equilibrio de Nash): Um perfil de estratégias mistas s =
(51, ---,Sp) € um equilibrio de Nash se, para cada jogador i, s; € uma resposta

Otimaas_;.

Exemplo 5.2: Do Exemplo 5.1 vemos que o perfil de estratégia (%,%) € uma
resposta 6tima para J2. Se calcularmos o ganho esperado de J2, iremos

analogamente encontrar um perfil de estratégia (%,%) para J1. Portanto, podemos

dizer que [(%,%), (%,%)] € um equilibrio de Nash.

5.2Propriedades da funcao U;

Vimos no capitulo 3 que a funcao U;, citada na definicdo 5.1, representa o
ganho esperado em uma estratégia mista. Citaremos a seguir algumas
propriedades desta aplicacdo, que serao uteis para a demonstracado do Teorema
do Equilibrio de Nash.
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Lema 5.1: Dado um jogo na forma normal (N, 4, R), a funcéo U; é continua,

qualquer que sejai € N.

Demonstracdo: De fato, se definirmos k := )i ,|4;|, temos que U; seria
uma funcdo de k variaveis definida em um subconjunto de intervalo [0,1]%.
Escolhendo um certo s € S, U;(s) seria uma soma finita na qual cada parcela seria
o produtério composto por um coeficiente seguido de n dentre as k varidveis. Ou

seja, U;(s) seria um polinbmio de k variaveis. Desse modo, U; é continua.

Lema 5.2: Dado um jogo na forma normal (N, 4, R), se fixarmosi e N er; €

S;,afuncéo f:S — R dada por f(s) = U;(r;,s_;) € continua.

Demonstracédo: Para a demonstracdo desse lema, argumentamos de
modo analogo ao lema 5.1, chegando a uma funcao polinomial, que é continua.

Lema 5.3: Se ¢ é combinacdo convexa dos reais ry,1,, ..., 1, €ntdo ¢ > r;

para algumi € {1,2,...n}.

Demonstracdo: Vamos supor, por absurdo, que c <r; para todo i €

{1,2,...,n}. Como c € combinacado convexa de ry, 1y, ..., 1, , €ntdo temos

n

Cc = Z a;r;.

i=1
Vamos definir m :== min {ry, r, ..., 1, }. Entéo,

n n

c=2am22aim>c,

i=1 i=1

que é uma contradicao.

Definicdo 5.3 (Suporte): O suporte de uma estratégia mista s; € S; € o
conjunto
{a; € A;;5i(a;) > 0}
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Notacdo 5.1: Seja a; € A; uma acao disponivel ao jogador i de um jogo em

forma normal. Notamos por a, o0 elemento de D(4;) que associa a; a 1.

Lema 5.4: Seja s:=1(51,52 .,S) €ES; XS, X..x§, um perfil de
estratégias mistas num jogo em forma normal (N, 4, R). Entéo, para cada jogador

i, existe uma acgéo a; € A; no suporte de s; tal que U;(a, s—;) < U;(s).

Demonstracao: Faremos a demonstracdo para i = 1 e seguimos de forma

analoga para os demais casos. Seja o0 conjunto {x;, x5, ..., X,;,} O suporte de s,.

Entéo,
) = ) w@si@)| [s(a) =) > m@seo] [5()
a€cA j=2 k=1 afllgék j=2
= Z s1(x) Z uy(a) 1_[ Sj(aj)-
k=1 acA j=2

a1=Xg

Pelo resultado do lema 5.3, temos que

n

0z Y w@] [s(e) =G

a€cA j=
a1=Xg

para algum k € {1,2, ..., m}.

Lema 5.5: Seja t:=(ty,ty ...,t,) €ES; XS, X ..x5, um perfil de
estratégias mistas num jogo em forma normal (N, 4, R). Se paratodoi € N e para

todo a; € A; temos U;(a,, t_;) < U;(t), entdo t € um equilibrio de Nash.

Demonstracao: Usaremos a mesma estratégia de demonstracao do lema
anterior, fixando i = 1 e seguindo de forma analoga para os demais casos. Vamos

definir A; = {xy, x5, ..., X, } € vamos escolher qualquer s; € S;. Entéo,

Ui(sq,t-q) = 2 uy (@)s1(aq) ﬁ tj (aj) = i Z uy (@)s () ﬁ tj(aj)
j=2 j=2

a€cA k=1 a€A
a;=Xg
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=) s ) w@] [u(e)
k=1 atllgék j=2
=) s Uit
k=1
<) S U(©) = Uy(©).
k=1

Pela definicdo 5.1, temos que t; € uma resposta 6tima a t_,. Seguindo o
processo para os demais jogadores, temos que t representa um equilibrio de
Nash.

5.30 legado de John Nash

Apresentaremos a seguir o objeto central deste trabalho. Como comentado
anteriormente, o teorema a seguir rendeu a John Nash o prémio Nobel de Ciéncias
Econbmicas, colocando-o na histéria da Matematica, e mais especificamente, da
Teoria dos Jogos. O reconhecimento de sua contribuicdo fez com que sua historia
fosse contada através do filme Uma Mente Brilhante, de 2001, e vencedor de 4

Oscars.

Teorema 5.1: (Teorema do Equilibrio de Nash) Todo jogo na forma normal

(N, A, R) possui um equilibrio de Nash.

Demonstracdo: Vamos definir, para quaisqueri € N e a; € 4;, a funcao
®iq;:S = Rcomo
®iq,(s) = max{0, U;(@, s_;) — U;(s)}.
De acordo com os lemas 5.1 e 5.2, a fungéo ¢; ,, € definida como o maximo
de duas fung¢des continuas, logo ela também é continua.
Vamos também definir a fungao : S — S como Y(s) :=s’, onde

5i(a) + @iq,(s)
1+ Xpea, Pip(s)

s'i(a;) =

comi€{1,2,..,n}
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Por ser continua, ¥ possui um ponto fixo, de acordo com o teorema 4.4. A
ideia dessa demonstracao € comprovar que t € um ponto fixo de i se, e somente

se, t € um equilibrio de Nash.

(=) Vamos considerar que t == (ty, ty, ..., t,) Seja um equilibrio de Nash.
Entdo, dado i € N, t; € uma resposta 6tima a t_;. Dessa forma, temos U;(t;, t_;) =
U;(s;, t-;) para qualquer s; € S;. Logo, temos ¢; 4. (t) = 0, para quaisquer i € N e
a; € A;. Portanto, Y(t) =t' é tal que t';(a;) = t;(a;), ou seja, Y(t) =t, logo t é
ponto fixo de .

(<) Agora vamos supor que t seja ponto fixo de . Ou seja, ¥(t) = t, com
t = (ty,ty, ..., t,). De acordo com o lema 5.4, para cada jogador i, existe uma agao
c; de tal modo que t(c;) > 0 e U;(¢, t_;) < Ui(t). Portanto, ¢; . (t) =0. Como
Y(t) =t e pela definicdo da funcao ¥, temos:

ti(c) + @i, (t)

ti(c) =t'i(c) = 1+ Sen 0is @O L
€EA; |

€{1,2,..,n}

L0gO, Ypea, 9ip(t) = 0. Devemos perceber que todos os elementos do
somatorio sdo reais néo negativos. Ou seja, ¢, ,(t) = 0 para quaisqueri e Ne b €
A;. Segue que, para todo i € N e para todo b € A; temos Ul-(E, t_i) < U;(t). Pelo

lema 5.5, t € um equilibrio de Nash.
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6 A TEORIA DOS JOGOS NO ENSINO MEDIO

Encerramos este trabalho apresentando propostas de aplicagdes de Teoria
dos Jogos em turmas do Ensino Médio.

A motivacéo para a realizacdo dessas atividades encontra justificativa nos
novos modelos de proposta pedagogica da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC). Fica claro nesse documento que a educacao financeira e o conhecimento
amplo sobre Macroeconomia vém ganhando cada vez mais espaco nas salas de
aula. Na Competéncia especifica 1 da area Matemética e suas tecnologias no
Ensino Médio, a BNCC pretende

“(...) Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos mateméticos para
interpretar situagbes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, ou ainda questfes
econdmicas ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a
consolidar uma formacao cientifica geral. (...)"

Dessa forma, tendo em vista a relevancia na area de Economia, faz-se
importante apresentar a alunos do Ensino Médio algumas nog¢des de Teoria dos
Jogos e levar a pratica de situacfes que ndo exigem tanto aprofundamento nessa

area.

6.1Proposta de atividade 1

A seguinte proposta pedagdgica introduz de maneira lidica os conceitos
de jogo, jogador e estratégia, deixando em segundo plano o aspecto tedrico (que
pode também ser trabalhado, a critério do professor). Um pré-requisito importante
para a eficacia da atividade seria 0 conhecimento em Probabilidade, por isso
aconselha-se que essa pratica seja realizada em turmas do 2° ano.

Atividade 1: Primeiramente o professor deve convidar dois alunos para
uma rapida disputa do jogo Par ou impar. Diante de toda a turma os alunos
decidem quem escolhe Par e quem escolhe impar.

Em seguida, o professor deve orientar o Aluno 1 a estender a mao
indicando a numeracdo escolhida por ele para tentar vencer o jogo. Sabendo
previamente da escolha do Aluno 1, é de se esperar que o Aluno 2 estenda a mao

com a numeracdo que lhe é favoravel para vencer o jogo. Nesse momento,
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provavelmente os alunos envolvidos no jogo e os demais que estavam assistindo
a disputa “injusta” faréo intervencgdes sobre o modo usual de se jogar Par ou impar.
Diante dessa situagéo, o professor pode apresentar o conceito de jogo e citar a
disputa de Par ou impar como um jogo simultaneo e que n&o faz sentido joga-lo
em formato sequencial, como foi realizado.

Apoés esse momento, o professor pode lancar a seguinte pergunta: “Numa
disputa de Par ou impar, qual a probabilidade que cada jogador tem para vencer o
jogo?” Certamente alguns alunos responderdo “50%”. Em seguida, o professor
pode propor que algum aluno apresente o célculo para determinar as chances de
vitéria de um jogador, usando Probabilidade. A tabela a seguir mostra uma
possivel maneira de exibir todas as possibilidades de resultados e os resultados
favoraveis a um suposto Jogador 1 que escolhe Par para vencer.

Tabela 6 — Condicdes de vitéria do Jogador 1

Escolhade J1 | EscolhadeJ2 | Resultado Vitoria
Par Par Par J1
Par impar impar J2
impar Par impar J2
impar impar Par Ji

Fonte: Elaborada pelo autor

Dai temos que a probabilidade de vitoria do Jogador 1 € igual a % =0,5=

50%.

O professor pode apresentar o jogo Par ou impar com os ganhos de cada
jogador numa matriz de payoffs, como descrito na Tabela 1, e fazer a seguinte
pergunta: “Existe alguma estratégia que faca com que um jogador sempre venca?”
Analisando os dados da matriz, a turma deve chegar a conclusdo de que nenhum
dos perfis de estratégia se sobrepde aos demais, ou seja, ndo existe um equilibrio
puro. Nesse momento, o professor pode fazer uma breve explanag¢ao sobre o tal
conceito.

Depois disso, deve-se propor que 0 jogo seja repetido uma quantidade finita
de vezes, com uma distribuicdo de probabilidade para cada estratégia adotada
pelo jogador, como descrito na Tabela 5. Entdo o professor repete a pergunta:

“Existe alguma estratégia que faca com que um jogador sempre venga?”. Deve-se
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refletir junto com os alunos sobre a percep¢éao de um jogador quanto as escolhas
do outro. E que essas decisdes seriam percebidas pelo jogador em desvantagem,
que logo mudaria sua estratégia para vencer. Assim, o professor pode apresentar
brevemente alguns conceitos sobre Teoria dos Jogos, como o de ganho esperado
e equilibrio de Nash, e que estes sédo utilizados quando se tem uma distribuicéo
de probabilidade para cada estratégia adotada. Os calculos realizados nos
exemplos 5.1 e 5.2, que determinam o melhor perfil de estratégias mistas a ser
adotado, devem ser desenvolvidos juntamente com os alunos.

Apoés determinar a melhor estratégia dos jogadores, o professor pode falar
sobre a importancia da Teoria dos Jogos em varias areas do conhecimento,
destacando a Economia e sua utilizagdo nas dinamicas de mercado, na relagéo

entre empresas que competem entre si por um determinado produto, etc.

6.2Proposta de atividade 2

Essa atividade pode ser feita na mesma aula da Atividade 1, ou numa aula
posterior, de acordo com o grau de interacdo das turmas. Nessa proposta, 0
professor deve trabalhar um jogo que analisa a politica de abertura de mercado de

dois paises (Japdo e EUA, por exemplo).

Atividade 2: Imagine que as politicas de comércio dos EUA e do Japéao
estdo num dilema: os dois paises consideram a possibilidade de empregar
medidas econémicas que devem abrir ou fechar seus respectivos mercados a
importacdo. Dadas as particularidades e graus de competitividade desses paises
no mercado, sugere-se a seguinte matriz de payoffs:
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Tabela 7 — Politica de comércio — EUA e Japéo

Japéo
Abre Fecha
Abre 10; 10 5:5
EUA ( ) (5:5)
Fecha (-100; 5) (1; 1)

Fonte: Elaborada pelo autor

Apds apresentar o problema aos alunos, o professor pode fazer o seguinte
questionamento: “Existe uma estratégia que sempre seja favoravel a um dos
jogadores?”. Diante das respostas dos alunos, o professor deve intervir
enfatizando que esse problema ndo apresenta um resultado que seja
absolutamente bom para um ou outro jogador, mas que existe uma situacéo de
equilibrio, vantajosa para os dois jogadores.

Para facilitar a compreenséo da resolucdo do problema, o professor pode
fazer uma comparagéo desta atividade com o Dilema do Prisioneiro, apresentado
no exemplo 3.11. Depois disso, a resolucdo pode ser apresentada:

e Supondo que o Japao sabe que os EUA vao optar por abrir o
mercado, para ele é mais vantajoso também abrir o mercado;

e Agora, se 0s EUA sabem que o Japdao vai abrir 0 mercado, para 0s
norte-americanos € mais vantajoso também abrir o mercado.

Portanto, o perfil de estratégia (Abre, Abre) representa um equilibrio puro.

O professor pode encerrar a atividade ressaltando a relevancia que a
Teoria dos Numeros tem em questbes econdmicas e até mesmo propor mais

exercicios que possibilitem um conhecimento mais amplo nessa area.
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7 CONCLUSAO

A Teoria dos Jogos tem um vasto leque de aplicacdes em diversas areas.
E sua utilidade se d& principalmente pelas contribuicdes dos matematicos que
apresentamos neste trabalho, especialmente John Nash.

Os resultados de John Nash refutaram ideias de grandes estudiosos, como
0 economista Adam Smith. Em suas pesquisas, Nash evidenciou que a
cooperacao dos jogadores era a melhor forma de obter o ganho maximo para
todos, trazendo um novo conceito econdmico, chamado equilibrio. Suas ideias
ultrapassaram o campo da Economia e ganharam versfes nas Ciéncias Sociais,

no Direito, etc.
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