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RESUMO

A presente dissertac@o tem o objetivo de apresentar uma proposta de aula que possa auxiliar a
aprendizagem dos alunos da 3* série do Ensino Médio, envolvendo a Projecao Estereografica
como conteido complementar, explorando algumas habilidades de matematica inseridas na
BNCC, de modo que os alunos relacionem conceitos estudados com situagdes reais e sejam
motivados a alcancar as competéncias desejadas nessa etapa de ensino. Este trabalho consiste
numa pesquisa bibliogréfica, que permitiu a elaboracdo e organizacdo de um conjunto de 4
(quatro) atividades a serem trabalhadas com alunos da etapa final da educacgdo bdsica, utilizando-
se da Modelagem Matemdtica como metodologia de ensino, além do suporte de materiais
manipulédveis. Espera-se que atividades aplicadas por etapas e descritas conforme indicadas neste
trabalho apresentem novas possibilidades de motivagdo, exploragcdo dos conteidos abordados e

situagdes reais que visam uma melhor aprendizagem por parte dos alunos.

Palavras-chave: Projecdo Estereogréfica. Proposta de aula. Modelagem Matemaética. Materiais

manipuldveis.



ABSTRACT

This dissertation aims to present a class proposal that can assist the learning of students in the
3rd year of high school, involving Stereographic Projection, as complementary content exploring
some mathematics skills included in the BNCC, so that students relate concepts studied with
real situations and are motivated to achieve the desired skills at this stage of teaching. This
work consists of bibliographical research, which allowed the elaboration and organization of
a set of 4 (four) activities to be worked on with students in the final stage of basic education,
using Mathematical Modeling as a teaching methodology, in addition to supporting materials
manipulable. It is expected that activities applied in stages and described as indicated in this
work, will present new possibilities for motivation, exploration of the content covered and real

situations that aim for better learning on the part of students.

Keywords: Stereographic Projection. Class proposal. Mathematical Modeling. Manipulable

materials.
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1 INTRODUCAO

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), documento nacional orientador dos
rumos da Educacao Bésica, propde mudancas no curriculo de todas as etapas escolares de modo a
desenvolver competéncias e habilidades nos educandos. Essas mudangas visam o fortalecimento
de uma educacao integral, por meio das denominadas aprendizagens essenciais.

Prevista em documentos normativos como a Constituicao Federal (1988), a Lei de
Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (1996), as Diretrizes Curriculares Nacionais (2010) e
o Plano Nacional de Educacao (2014), a BNCC do Ensino Médio, enumera dez competéncias
gerais, além de competéncias especificas de cada drea do conhecimento. Dentre as competéncias
gerais observa-se que as de nimero dois, quatro e sete se guardam relacdo com o conhecimento

matematico na medida em que t€m por finalidade:

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das
ciéncias, incluindo a investigacdo, a reflexao, a andlise critica, a imaginacao
e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipéteses, formular
e resolver problemas e criar solugdes (inclusive tecnolégicas) com base nos
conhecimentos das diferentes dreas.

4. Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como Libras,
e escrita), corporal, visual, sonora e digital —, bem como conhecimentos das
linguagens artistica, matemdtica e cientifica, para se expressar e partilhar infor-
macdes, experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos e produzir
sentidos que levem ao entendimento mutuo.

7. Argumentar com base em fatos, dados e informacdes confidveis, para formu-
lar, negociar e defender ideias, pontos de vista e decisdes comuns que respeitem
e promovam os direitos humanos, a consciéncia socioambiental e o consumo
responsdvel em ambito local, regional e global, com posicionamento ético em
relacdo ao cuidado de si mesmo, dos outros e do planeta. (BRASIL, 2018, p. 9).

Ainda no Ensino Médio, a BNCC propde que a area de Matematica e suas Tec-
nologias consolide, amplie e aprofunde as aprendizagens essenciais desenvolvidas no Ensino

Fundamental. Nesse intuito,
[...] os estudantes devem desenvolver habilidades relativas aos processos de
investigacdo, de constru¢do de modelos e de resolu¢@o de problemas. Para tanto,
eles devem mobilizar seu modo préprio de raciocinar, representar, comunicar,
argumentar e, com base em discussdes e validagdes conjuntas, aprender concei-

tos e desenvolver representacdes e procedimentos cada vez mais sofisticados.
(BRASIL, 2018, p. 259).

A Matematica enquanto ferramenta que possibilita a compreensado e a interpretacao
do mundo, se manifesta através da exploracdo de relagdes entre quantidades, formas, espacos e
estruturas. Ela também serve como meio para a solu¢do de problemas, fornecendo modelos para

representar situagoes reais.
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O que se percebe € que, para se utilizar da Matematica como ferramenta capaz de
interpretar e compreender o mundo, os alunos precisam mobilizar um conjunto de habilidades
que a BNCC propde desenvolver. Mas para isso, ha a necessidade de uma postura proativa por
parte dos alunos e qualificada por parte do professor na utilizacdo de metodologias e propostas
de atividades que busquem o desenvolvimento de tais habilidades.

Numa perspectiva de trabalho em que se considera o discente como protagonista da
construcdo de sua aprendizagem, o papel do professor ganha novas dimensdes, pois enquanto
organizador da aprendizagem, é o principal ator envolvido na selecio de conteudos, atividades,
estratégias e processos avaliativos que permitam a construc¢ao dessa aprendizagem. Nesse sentido,
os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio, reforcam que:

Ao se escolher a forma com a qual se vai trabalhar, deve-se reconhecer que os
alunos precisam de tempo para desenvolver os conceitos relativos aos temas
selecionados e, ainda, para desenvolver a capacidade de acompanhar encade-
amentos 16gicos de raciocinio e comunicar-se matematicamente; por isso é
essencial o contato repetido com as diferentes idéias, em diferentes contextos,
ao longo do ano e de ano para ano. Dessa forma a escolha dos contetdos e

atividades deve ser coerente com o tempo disponivel de trabalho, evitando
atropelos ou ociosidade na sala de aula. (BRASIL, 2018, p. 130).

Ao tratar da escolha de conteudos, as Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio
mostram as expectativas que os alunos devem consolidar ao final dessa etapa, ao afirmar que:
Para a escolha de contetddos, € importante que se levem em consideracio os
diferentes propdsitos da formagao matematica na educagdo bésica. Ao final
do ensino médio, espera-se que os alunos saibam usar a Matemética para re-
solver problemas praticos do quotidiano; para modelar fendmenos em outras
dreas do conhecimento; compreendam que a Matematica é uma ciéncia com
caracteristicas proprias, que se organiza via teoremas e demonstracdes; perce-
bam a Matemdtica como um conhecimento social e historicamente construido;

saibam apreciar a importancia da Matematica no desenvolvimento cientifico e
tecnolégico. (BRASIL, 2006, p. 69).

Dentre o rol de habilidades que os alunos devem dominar, elencadas na competéncia
especifica 5! para a drea de Matematica, esse trabalho busca propor, por meio da metodologia
de modelagem matematica o desenvolvimento da habilidade: “EM13MAT5009 - Investigar a
deformacgdo de angulos e dreas provocada pelas diferentes projecdes usadas em Cartografia
(como a cilindrica e a cOnica), com ou sem suporte de tecnologia digital” (BRASIL, 2018,
p. 541), além de outras (como EM13MAT105, EM13MAT302, EM13MAT401, EM13MATS512),

utilizando-se como objeto do conhecimento a Projecao Estereografica.

' Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando

estratégias e recursos, como observacdo de padrdes, experimentacdes e diferentes tecnologias, identificando a
necessidade, ou ndo, de uma demonstragao cada vez mais formal na validacao das referidas conjecturas.
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Para isso, a elaboracdo de uma proposta de aula que possa auxiliar a aprendizagem
dos alunos da 3* série do Ensino Médio, mostra-se como um desafio, na medida em que
as sugestOes das atividades propostas possam atribuir significado aos conceitos € mostrem a
importancia da projecao estereografica. Desse modo, o presente estudo busca responder a
seguinte questdo motivadora: Como desenvolver uma proposta de aula envolvendo a Projecao
Estereografica, de modo a contribuir com a aprendizagem dos estudantes do 3° ano do Ensino
Médio?

Isso posto, tem-se como objetivo geral apresentar uma proposta de aula usando a
Projecao Estereografica, através de algumas atividades, como contetido complementar no Ensino
Médio para explorar algumas habilidades de matematica inseridas na BNCC de forma que os
alunos relacionem conceitos estudados com situacdes reais e sejam motivados a alcangar as
competéncias desejadas nessa etapa de ensino.

Quanto aos objetivos especificos, ficaram assim definidos no contexto da proposta
tematica: a) Utilizar-se da modelagem matemadtica como metodologia de ensino da projecao
estereografica; b) Identificar conceitos matematicos na educagdo bésica envolvidos no ensino da
projecdo estereografica; ¢) Contextualizar o conhecimento de projecdo estereografica com outras
disciplinas, a exemplo da Geografia para facilitar o processo de ensino-aprendizagem; d) Utilizar
materiais manipuldveis para auxiliar a compreensdo do estudo da Projecdo Estereogréfica no
Ensino Médio.

Compreendendo ndo se estar iniciando a discussdo sobre o ensino de projecao este-
reografica no ensino médio, realizou-se uma pesquisa exploratéria por meio de um levantamento
acerca dos trabalhos ja realizados sobre a temdtica. Nesse levantamento realizado nas disser-
tacdes de mestrado no sitio do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional (PROFMAT), coordenado pela Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), utilizou-se
os filtros: “projecdo estereografica” e “material manipuldvel”. Foram localizados apenas 2 (dois)

trabalhos com o primeiro filtro conforme o quadro a seguir:
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Quadro 1 - Dissertacoes que tratam de Projecio Estereografica

Ano Autor Titulo da Dissertacao Instituicao

Numeros complexos, Projecdo

estereogréfica e projecdo de Mercator:
Shalon Gongalves
2022 Uma proposta de motivacao ao aluno do UFC
de Souza
Colégio Naval a respeito do Curso de

Hidrografia

A esfera de Riemann: Projecdo
Euderley de
2015 estereogréfica e aplicacdes, uma UFAM
Castro Nunes

abordagem para o Ensino Médio

Fonte: PROFMAT (2023, adaptado).

A partir desses resultados foi feita uma leitura detalhada nas duas dissertacdes que
tratavam especificamente sobre a projecao estereogrifica.

A primeira apresenta o estudo da Projecdo Estereogréfica, da projecao de Mercator e
dos nimeros complexos como proposta de motivagcdo aos alunos do Colégio Naval, associando
esses temas a Matematica destacando sua relevancia para o Curso de Hidrografia para Oficiais
Marinheiros.

Ja a segunda, faz uma conexdo entre os nimeros complexos e o desenvolvimento
da cartografia, bem como de outras dreas, destacando como projetar estereograficamente uma
esfera num plano, baseado nos estudos de Riemann, além de utilizar o software Geogebra para
demonstrar propriedades da Projecao Esferogréifica e motivar o estudo desse tema no Ensino
Meédio.

Nas 6 (seis) dissertagdes encontradas com o segundo filtro (descritas no quadro 2),
realizou-se uma leitura dos resumos para se fazer uma nova triagem, onde foram selecionados 2
(dois) trabalhos sobre os quais foi detida uma leitura mais atenta, quais sejam: i) O uso de material
manipuldvel no ensino de Geometria Espacial: um olhar investigativo sobre a BNCC para o
ensino médio e ii) Calculando distancia em Geometria Espacial usando material manipuldvel.

Nesse bloco, a primeira dissertacao investiga, a luz da BNCC para o Ensino Médio,
a efetividade do uso de material manipuldvel no ensino de Geometria Espacial. Na segunda, o
autor defende o uso de material manipuldvel como recurso diddtico para apresentar os conceitos
primitivos de Geometria Plana e alguns teoremas da Geometria Espacial, como alternativa para
aprimorar a percep¢do espacial dos alunos assimilando melhor tais assuntos, sugerindo uma

sequéncia de atividades préticas que exploram a manipulacdo de alguns materiais.
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Quadro 2 - Dissertacoes que tratam de Material Manipulavel

Ano Autor Titulo da Dissertaciao Instituicao

O uso de material manipuldvel no ensino de
Antonio Carlos
2020 Geometria Espacial: um olhar investigativo UFPA
Ferreira
sobre a BNCC para o ensino médio

O uso de material manipulavel no ensino de
Gerciane das
Principio Multiplicativo e na construgdo de
2019 Neves Lima UNIVASF
gréaficos de barras e de setores no Ensino

Osoério
Fundamental
Abordagem metodoldgica para o ensino de
Marciano Mauro Trigonometria por meio de material
2016 UTFPR
Pagliarini manipuldvel e registros de representacio
semidtica
Alexandre Geoplexo: um material manipuldvel para o
2015 UTFPR
Adriano Bernardi ensino dos Numeros Complexos
José Carlos Calculando distancia em Geo. Espacial usando
2013 UFRN
Vieira de Souza material manipuldvel

Andrea Maria O Principio de Cavalieri e aplicagcdes com o uso
2013 UFBA
Mano Amazonas de material manipuldvel

Fonte: PROFMAT (2023, adaptado).

Além do capitulo introdutdrio, enumerado como primeiro, este trabalho apresenta a
seguinte estrutura: o Capitulo 2, denominado Conceitos Preliminares, traz definicdes considera-
das pré-requisitos para uma melhor compreensao do assunto de projecdes. No terceiro capitulo,
o tema de fungdes € tratado como forma de embasamento no estudo da projecao estereogréfica.
No quarto capitulo desta pesquisa, sdo apresentados os conceitos de modelagem matemaética
e etapas para sua aplicacdo no ensino. No quinto é feita uma breve conceituacao, desenvolvi-
mento e caracteristicas dessa fun¢@o, bem como sua conexao com outras areas, notadamente a
Cartografia.

A proposta de aula com sugestdes de aplicacdo de atividades sao enfocadas no quinto
capitulo, e em seguida, na conclusdo deste estudo, sdo abordadas algumas consideragdes sobre a

relevancia do ensino de projecdo estereografica no Ensino Médio, bem como algumas reflexdes,
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que poderdo contribuir para pesquisas futuras e com a prética pedagdgica de docentes que atuam

na respectiva etapa de ensino.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

“A BNCC da area de Matematica e suas Tecnologias propde a ampliacio e o apro-
fundamento das aprendizagens essenciais desenvolvidas até o 9° ano do Ensino Fundamental”
(BRASIL, 2018, p. 517). Dessa forma, no ambito escolar, a organizagao curricular deve, além de
outros aspectos, levar em conta os conhecimentos prévios para promover uma aprendizagem
gradual, como forma de facilitar o acesso a esse conhecimento. Nesse sentido, para uma melhor
compreensdo da projecdo estereografica, o objetivo deste capitulo é fundamentar a parte matema-
tica das atividades que serdo desenvolvidas no capitulo 5 apresentando conceitos bdsicos tais
como, ponto, reta, plano, sistema cartesiano no R? e R3, bem como funcao injetora, sobrejetora,
bijetora e inversa, dentre outros.

O texto a seguir baseia-se nas referéncias: Muniz Neto (2013), Euclides (2009), Iezzi

e Murakami (2004) e Delgado, Frensel e Crissaft (2017).

2.1 Ponto, reta e plano

Por serem considerados conceitos primitivos, para Neto (2013, p. 2-3) “o leitor
certamente tem uma boa ideia, a partir da experiéncia didria, do que vem a ser um ponto, uma
reta ou um plano”, e entende que tais conceitos dispensam defini¢des formais. Ainda assim,
remete a algumas ideias que julgamos importantes serem recordadas ao afirmar “que toda reta é
um conjunto de (pelo menos dois) pontos”, e ainda que o plano contém todos os pontos e que ha
pelo menos trés pontos ndo situados em uma mesma reta. Aqui convém lembrar a ideia de ponto

como “é aquilo de que nada € parte” (Euclides, 2009, p. 97), ou seja, ndo admite subdivisdes.

Figura 1 — Pontos e retas no plano

r 5

A

Fonte: Adaptado de Muniz Neto (2013).

Na Figura 1, estdo representados os pontos A e B e as retas r e s (em geral, os pontos

sdo indicados por letras latinas maidsculas e retas por letras latinas mindsculas).
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Em Geometria Plana, trés pontos que pertencem a uma mesma reta serdo ditos
colineares. Trés pontos ndo colineares A, B, e C determinam um unico plano, denotado (ABC).
Planos também podem ser denotados por letras gregas mindsculas; nesse sentido podemos

escrever & = (ABC) para denotar o plano (ABC) da Figura 2.

Figura 2 — Determinacao do plano

A a

B 7 C

Fonte: Adaptado de Muniz Neto (2013).

Se uma reta r tiver dois pontos em comum com um plano ¢, entdo r estard contida
em o e denotaremos r C &, uma vezque B,C €r N o.

Segue da discussdo acima que uma reta r € um ponto A ¢ r determinam um tnico
plano «, o qual contém a reta r. De fato, sendo B e C pontos distintos de r, o plano (ABC)
contém ambos A e r; por outro lado, qualquer plano que contenha A e r conterd A, B e C, de

sorte que coincidird (ABC). Sendo @ o plano determinado por A e r, denotamos a = (A, r).

Definicao 2.1 Seja r a reta que passa pelos pontos A e B e seja P um ponto do plano. Entdo, o
ponto P pertence a reta r se, e somente se, ﬁ é muiltiplo do vetor zﬁ Isto é, P € r se, e somente

se, existe um niimerot € R tal que

AP =1-AB @.1)

Note que o nimero ¢ € determinado de forma tunica pelo ponto P e é chamado
parametro de P em r.

Assim, para atingir o ponto P na reta r, deve-se ir até o ponto A e deslocar-se ao
longo da reta por ¢ zﬁ . Entdo, a equacdo que determina o ponto P pela variacdo do pardmetro ¢
€ escrita da seguinte forma:

r: P=A-+1-AB, tCR 2.2)
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2.2 Sistema de Coordenadas Cartesianas

Pensar no ato de projetar um globo no plano, propdsito primeiro da projecdo estereo-
gréfica, implica compreender as ideias de localiza¢do de coordenadas de pontos, tanto no espacgo
tridimensional quanto no bidimensional. Assim, nesta se¢io faz-se uma breve conceituac¢ao
do Sistema de Coordenadas Cartesianas tanto no R? quanto no R3, uma vez que a representa-
¢do de pontos por suas coordenadas torna possivel a resolucdo algébrica diversos problemas

geométricos.

Definicao 2.2 Seja w um plano e sejam dois eixos contidos em &, com unidades de medida
de comprimento iguais, que se intersectam perpendicularmente no ponto O do plano T que é
origem comum deles. Para facilitar a visualizacdo, convenciona-se que:
* um dos eixos, denominado eixo-OX, é horizontal, orientado para a direita e sua coorde-
nada é a primeira coordenada ou abscissa;
* 0 outro eixo, denominado eixo-0Y, é vertical, orientado para cima e a coordenada nesse

eixo é a segunda coordenada ou ordenada.

Figura 3 — Sistema de eixos ortogonais OXY no plano

i

Igual unidade

S de medida em
amhbos 05 eixos
ol 4

Tt

Fonte: Adaptado de Delgado, Frensel, Crissaff (2017).

A partir de entdo, faremos referéncia a essa configuracdo como sistema de eixos

ortogonais OXY ou, simplesmente, sistema OXY.
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A escolha de um sistema de eixos ortogonais permite estabelecer uma correspon-
déncia biunivoca entre os pontos do plano 7 e os pares ordenados de niimeros reais do conjunto
R? = {(a, b); a, b € R} da seguinte maneira:

Ao ponto P € 7 faz-se corresponder o par ordenado (a, b), se P ndo esta sobre
0s eixos, a € a abscissa do pé da perpendicular ao eixo-OX por P e b é a ordenada do pé da
perpendicular ao eixo-OY por P.

Se P esta sobre o encontro das perpendiculares OXY, tem-se o par ordenado (0,0).
Se P esta somente sobre o eixo-OX, tem-se o par (a,0). Por fim, se P estd somente sobre o
eixo-0Y, tem-se o par (O, D).

Os nimeros a, b € R do par ordenado (a, b) associado ao ponto P sdo as coordenadas
cartesianas do ponto P, a € a abscissa ou primeira coordenada de P e b é a ordenada ou segunda
coordenada de P.

Na Figura 4, sao ilustrados alguns pontos do plano 7 com suas coordenadas em

relacdo ao sistema OXY .

Figura 4 — Pontos do plano 7

Y
(-3, 3)

(4 2)

(0, 0)
+

O 2 0) X

V3, -2 | (=, -2)

Tt

Fonte: Adaptado de Delgado, Frensel, Crissaff (2017).

Reciprocamente, ao par ordenado (a, b) € R? associa-se o ponto P do plano 7
dado pela intersecdo da perpendicular ao eixo-OX que passa pelo ponto de abscissa a, com a
perpendicular ao eixo-OY que passa pelo ponto de ordenada b.

Sabendo que (a, b) = (a’, b') em R? se, e somente se, a = a’' e b = b', é simples
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verificar que a correspondéncia
ponto do plano T < par ordenado de R?

¢ uma bijecao, isto é, uma correspondéncia biunivoca.

Notagdo: Se P € & corresponde a (a, b) € R?, escrevemos P = (a, b).

Observe que os pontos do eixo-OX tém coordenadas (x, 0) e os pontos do eixo-OY
tem coordenadas (0, y).

No desenvolvimento da projecdo estereografica, faz-se necessario o estudo da esfera
mergulhada no espaco R>. Para tanto, daqui por diante, denotar-se-4 por €, o espaco euclidiano

tridimensional.

Definicao 2.3 Um sistema de eixos ortogonais OXYZ no espago € da Geometria Euclidiana
consiste de trés eixos mutuamente perpendiculares, OX, OY e OZ, com a mesma origem O

(Figura 5).

Figura 5 — Eixos do sistema OXYZ no espaco €

A \

X

Fonte: Adaptado de Delgado, Frensel, Crissaff (2017).

Escolhido um sistema de eixos ortogonais OXYZ no espago &, ha trés planos especi-
ais, chamados planos cartesianos (Figura 6):
* XY , o plano que contém os eixos OX e OY ;
* tXZ, o plano que contém os eixos OX e OZ;

* TYZ, o plano que contém os eixos OY e OZ.



23

Figura 6 — Plano cartesiano no espaco €

“th-
:§z 2> a

Fonte: Adaptado de Delgado, Frensel, Crissaff (2017).

Assim como no sistema OXY, um sistema de eixos ortogonais OXYZ no espaco €
também estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os pontos P do espago € e os ternos
ordenados de nimeros reais (x, y, z). Isto €, cada ponto do espago corresponde exatamente
a um terno ordenado de nimeros reais, e cada terno ordenado de nimeros reais corresponde
exatamente a um ponto de €.

Se o ponto P estd em correspondéncia com o terno (x, y, z), dizemos que x, y € z
sdo as coordenadas de P em relacdo ao sistema de eixos ortogonais OXYZ. Estas coordenadas
sao obtidas da seguinte forma:

* coordenada x: coordenada no eixo OX do ponto de interse¢do deste eixo com o plano 7’
que passa pelo ponto P e € paralelo ao plano TYZ.

e coordenada y: coordenada no eixo OY do ponto de intersecio deste eixo com o plano 7"
que passa pelo ponto P e é paralelo ao plano TXZ.

e coordenada z: coordenada no eixo OZ do ponto de interse¢io deste eixo com o plano 7"
que passa pelo ponto P e € paralelo ao plano 7XY.

Designa-se por R? o conjunto de todos os ternos ordenados (x, y, z) de niimeros reais.
A escolha de um sistema de eixos ortogonais OXYZ no espaco € determina uma correspondéncia
biunivoca entre € e R3. A bijecio € — R3 é obtida associando-se a cada ponto P € € o terno
(x, v, z) € R? formado pelas coordenadas de P relativas ao sistema OXYZ.

Uma vez escolhido um sistema de eixos ortogonais OXYZ no espaco €, identifica-se

cada ponto P € € pelas suas coordenadas (x, y, z) e escreve-se:

P=(x,y 2). (2.3)
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2.3 Esfera

Antes da definicao de Esfera, convém definir distancia euclidiana entre dois pontos
no plano. Sejam P = (a, b) e Q = (¢, d) pontos no plano 7 dados pelas suas coordenadas em

relacdo a um sistema de eixos ortogonais OXY dado.

Definicio 2.4 A distdncia euclidiana do ponto P = (a,b) ao ponto Q = (c,d), que designamos
d(P,Q), € dada por

d(P,Q) = \/(a—c)+ (b—d)? 2.4)

Figura 7 — Distancia euclidiana entre dois pontos no plano ©

Y
d P
(0,0)
c X
Q b
7.[.

Fonte: Adaptado de Delgado, Frensel, Crissaff (2017).

Assim, a distancia euclidiana de P = (a, b) a Q = (c, d) é a raiz quadrada da soma
dos quadrados das diferencas das coordenadas correspondentes. Definida distancia euclidiana

entre pontos, passa-se a definicdo de circunferéncia.

Definicao 2.5 A circunferéncia C de centro no ponto A € T e raio r > 0 é o conjunto que consiste

dos pontos do plano T situados a distancia r do ponto A, ou seja:
C={Pemn|dP, A)=r}. (2.5)
Seja A = (a, b) num sistema de eixos ortogonais OXY no plano 7,

P=(x,y)eC e (A =r<dPA?’=r & (x—a)’+(y—b?>=r (2.6)
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Assim, associa-se a circunferéncia C a equago (x —a)? + (y —b)? = r?, que relaciona

a abscissa com a ordenada de cada um de seus pontos.

Figura 8 — Circunferéncia C de centro A e raio r

Y !
} T
/j\ P
h @
A
b
/J
C
\_/
® ® - X
a g

Fonte: Adaptado de Delgado, Frensel, Crissaff (2017).

Definicio 2.6 A esfera S de centro C e raio r > 0 é o conjunto formado por todos os pontos

P € € cuja distancia ao centro C é igual a r:
S={Pece|d(P,C)=r}. 2.7
Como se vé na Figura 9.

Figura 9 — Esfera S de centro C = (a, b, ¢) eraio r

Fonte: Delgado, Frensel e Crissaff (2017).
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Sejam C = (a, b, ¢) e P = (x, y, z) as coordenadas do centro C e de um ponto

genérico de S em relagdo a um sistema de eixos ortogonais OXYZ. Entdo,

PES & dP.C)=r & \J(r—a)?+ (b +(—c)=r 2.8)

Vale destacar que a circunferéncia nada mais é do que a esfera no espaco RZ.
Considerando que o calculo de distncia no espaco pode ser feito de modo andlogo ao da
distancia no plano, elevando ao quadrado ambos os lados desta tltima identidade, obtém-se a

equagao da esfera S no sistema de eixos OXYZ:

S: (x—a)l’+(-b?+(z—c)?=r (2.9)
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3 FUNCOES

Um outro conceito relevante no estudo de projecdo estereografica, é o conceito de
fungdo, na medida em que ao projetar uma esfera no plano, faz-se por meio de uma fungao
na qual se associa a cada ponto desta esfera (exceto o ponto de origem da projecado - que sera
discutido no Capitulo 5) a um unico ponto no plano. Dessa foram, convém definir fun¢ao a partir

do conceito a seguir:

Definicao 3.1 Dados dois conjuntos A e B, ndo vazios, uma relacdo f de A em B recebe o nome
de ‘aplicacdo de A em B’ ou ‘funcdo definida em A com imagens em B’ se, somente se, para

todo x € A existe um 56y € B tal que (x, y) € f. Em simbolos:
f éaplicaciode AemB < VxcA,3'yeB| (x,y) € f
Definido o conceito de fun¢do, passa-se ao conceito de funcdo sobrejetora.

Definicao 3.2 Uma fungdo f: A — B é sobrejetora se, e somente se, para todo y pertencente a

B existe um elemento x pertencente a A tal que f(x) =y. Em simbolos:
f:A—B

f é sobrejetora = Yy € B, 3x €A | f(x)=y

Exemplo 1 . A funcdo f de A = {2, 0, 2} em B = {0, 4} definida pela lei f(x) = x> é

sobrejetora.

Figura 10 — Funcio sobrejetora

»-‘

I

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como em todo elemento de B chega uma flecha, segue que f € sobrejetora. (Ver

Figura 10).



28

A seguir, serd definida a funcao injetora.

Definicao 3.3 Uma funcdo f: A — B é injetora se, quaisquer que sejam x| e x) de A, se x| # x»

, entdo f(x1) # f(x2). Em simbolos:

f éinjetora & Y x1, x2 €A, x1 #x2 = f(x1) # f(x2)

Exemplo 2 . A fungdo f de A=1{0, 1, 2} em B=1{0, 2, 4, 6} definida pela lei f(x) =2x+2

é injetora.

Figura 11 - Funcio injetora

i

Fonte: Elaborado pelo autor.

Logo, uma fung¢do serd injetora quando elementos distintos do dominio tiverem
imagens distintas. Uma vez que ndo existem flechas saindo de elementos diferentes de A

chegando no mesmo elemento de B, entdo f € injetora.

Definicao 3.4 Uma funcdo f: A — B é bijetora se, e somente se, f é sobrejetora e injetora. Em
simbolos:

f é bijetora < f é sobrejetora e injetora

A defini¢do acima € equivalente a: uma funcdo f de A em B € bijetora se, somente

se, para qualquer elemento y pertencente a B, existe um Unico elemento x pertencente a A tal que

fx)=y.
fébijetora & VyeB, 'xeA| f(x)=y

Exemplo 3 . A funcdo fdeA={-1,0, 1,2} em B=0, 1, 2, 3 definida por f(x) =x+1¢

bijetora.
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Figura 12 — Funcao bijetora

l o
ED/

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como f € injetora, visto que nao ha duas flechas chegando no mesmo lugar em B, e é
sobrejetora, visto que em cada elemento de B chega uma flecha partindo de A, entdo f € bijetora.
Note que, com este diagrama, para se ter uma bijecao € necessario que em cada elemento de B
chegue uma, e somente uma flecha.

Ao se estudar a bijetividade de uma funcdo, permite-se verificar se esta funcdo possui

inversa.

Definicao 3.5 Seja f: A — B uma fungdo bijetora e g : B — A uma fungdo dada por g(y) = x,

sempre que f(x) =y. Diz-se que g é a fun¢do inversa de f e denota-se por f —1. Em simbolos:
M) =xefx)=y
Exemplo 4 . Seja afuncdo fde A={1, 2, 3,4} em B=1{3,5, 7, 9} definida por f(x) =2x+1,

dizemos que a funcdo f~' de B em A definida por f~'(x) = (x—1)/2.

Figura 13- Funcido f: A — B

] ©

2 0
JJD]
49/

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 14 - Funcio f~': B— A

Fonte: Elaborado pelo autor.

O Teorema 3.0.1, de acordo com lezzi e Murakami (2004, p. 240), afirma que:

Teorema 3.0.1 Seja f uma funcdo bijetora de A em B. Se f~' é uma funcdo inversa de f, entdo:

flof=1 (3.1)
c
fof =1 (3.2)
Demonstracdo:
VxeA, (flof) ) =r"'fx)=f"'0)=x (3.3)
Vy€B, (fof N =rf"0) =fx) =y (3.4)

Ainda sobre funcao inversa, segue o Teorema 3.0.2.

Teorema 3.0.2 Seja f: A— B. A relacdo f~' é uma funcdo de B em A se, e somente se, f é

bijetora.

Demonstragao:
Suponha que f~! é uma funcdo de B em A, provar-se-4 que f ¢ bijetora.
a) Dados x; €A ex; €A, com x| # xa , se tivermos f(x;) = f(xz) = y resultardem f~!(y) =
X e f_l(y) = x2, 0 que é um absurdo pois y s6 tem uma imagem em f~' . Assim

f(x1) # f(x2) e f € injetora.
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b) Paratodo y € B existe um x € A tal que f~!(y) = x, isto &, (y, x)f~', ou ainda, (x, y) € f.
Assim f € sobrejetora.
Reciprocamente, se f é bijetora, entdo f~! é uma funcio de B em A. Como se faz prova adiante.

a) Se y € B, para duas imagens x; € x; em f’l, vem:
(y7 )Cl) ef_l € (y7 X2>7€ f_l

portanto: (x1, y) € fe (x2, y) € f.
Como f € injetora, resulta x; = x3.

b) Como é f é sobrejetora, para todo y € B existe um x € A tal que (x, y) € f; portanto ,

(v, x)ef .
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4 MODELAGEM MATEMATICA NO ENSINO

O desenvolvimento da proposta de aula sobre a Projecdo Estereografica, utilizard
como metodologia de ensino a Modelagem Matemdtica, pois dentre outros beneficios, para

Bassanezzi, essa abordagem:

[...], em seus vérios aspectos, é um processo que alia teoria e pratica, motiva
seu usudrio na procura do entendimento da realidade que o cerca e na busca de
meios para agir com ela e transformé-la. Nesse sentido, é também um método
cientifico que ajuda a preparar o individuo para assumir seu papel de cidadao.
(Bassanezzi, 2004, p. 17).

No mesmo sentido, a BNCC corrobora essa ideia, ao afirmar que:

No Ensino Médio, na 4drea de Matematica e suas Tecnologias, os estudantes
devem utilizar conceitos, procedimentos e estratégias nao apenas para resolver
problemas, mas também para formulé-los, descrever dados, selecionar modelos
matemadticos e desenvolver o pensamento computacional, por meio da utilizagdo
de diferentes recursos da drea. (BRASIL, 2018, p. 470).
A escolha dessa metodologia se sustenta exatamente pelos aspectos da motivagao
do aluno em enfrentar problemas reais, buscando na matemadtica, o suporte necessario para a

resolugdo desses problemas.

4.1 Breve Historico

A modelagem matemadtica tem uma longa histéria que remonta a antiguidade. De
acordo com Biembengut e Hein (2011), na sua esséncia a modelagem matematica sempre
esteve presente na criacdo de teorias cientificas, incluindo-se ai as teorias matematicas. SO para
exemplificar, na musica, Pitdgoras descobriu que os sons musicais tém duracdes diferentes ao
esticar um fio e o fazendo vibrar. Em seguida, fixou-o no meio e o fez vibrar novamente, e
repetindo o processo, percebeu que a cada vez que fixava obtinha uma nota uma oitava mais
alta. Verificando que a oitava tinha proporcao de dois para um usou fragcdes simples para medir a
distancia das cordas adicionais, nascendo assim a escala musical.

No entanto, a abordagem moderna da modelagem matematica como um campo de
estudo sistemdtico comegou a surgir no final do século XIX e inicio do século XX, com o advento
da teoria matematica da equacao diferencial.

A aplicacdo da matematica a fisica, particularmente a mecanica, foi uma das princi-
pais forcas impulsionadoras dos primeiros estudos de modelagem matematica. Galileu Galilei e

Isaac Newton, por exemplo, desenvolveram equagdes matemdticas para descrever 0 movimento
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dos corpos celestes e dos objetos na Terra. A partir desses estudos, as equagdes diferenci-
ais ordindrias e parciais foram desenvolvidas para descrever o comportamento de sistemas
dindmicos.

Durante o século XX, a modelagem matematica tornou-se cada vez mais importante
em muitas dreas, incluindo a fisica, a biologia, a economia e a engenharia. Avan¢os na computa-
¢do tornaram possivel a criacdo de modelos cada vez mais complexos e detalhados, permitindo
uma melhor compreensdo de sistemas complexos e a previsdo de seu comportamento futuro. Na
engenharia, diversas plantas industriais utilizam a modelagem matematica utilizando equagdes
diferenciais e teorias de controle moderno para transformar um processo industrial qualquer em
um equacionamento em que, através dele, é possivel entender a sua dindmica na planta industrial
considerando entradas e saidas.

Hoje, a modelagem matematica é uma drea interdisciplinar que abrange uma ampla
gama de topicos e aplicagcdes, desde a andlise de sistemas fisicos e bioldgicos até a previsao de

tendéncias econdmicas € sociais.

4.2 Conceito de Modelagem Matematica

Para Bassanezi (2004, p. 16), a modelagem matematica € a “arte de transformar
problemas reais em problemas matemdticos e resolvé-los, interpretando as solucoes em termos
da linguagem do mundo real.”

Dessa forma a modelagem matemadtica se apresenta como um processo de formular
e resolver problemas da vida real utilizando técnicas e conceitos matematicos. Ela envolve
identificar um problema do mundo real e transformé-lo em um problema matemaético, para que
possa ser analisado e resolvido utilizando ferramentas matematicas.

Biembengut e Hein (2011, p. 7) conceitua modelagem matematica como “a arte de
expressar, por intermédio da linguagem matemadtica, situacdes problemas do nosso meio.” Nessa
defini¢do reside a ideia de que a modelagem surge de uma necessidade humana de resolver
problemas do cotidiano utilizando-se da matemética como instrumento.

Um modelo matemaético pode ser representado por equagdes, graficos, simulacoes,
entre outras formas, e deve ser validado por meio de comparagdes com dados reais. Dessa forma,
Biembengut e Hein (2011, p. 12) entende por modelo matematico, “‘um conjunto de simbolos
e relagdes matemadticas que procuram traduzir de alguma forma, um fendmeno em questao ou

problema de situagdo real”. Além disso, a modelagem matematica envolve também a analise
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critica dos resultados obtidos, para verificar se eles fazem sentido do ponto de vista pratico e se

estdo de acordo com as premissas e limitagdes do modelo.

4.3 Etapas da Modelagem Matematica

Segundo Biembengut e Hein (2011, p. 13) o processo de modelagem matematica
pode ser sistematizado em trés etapas:

1* Etapa: Interacdo - Neste momento o educando reconhece a problemética em
questdo (reconhecimento da situa¢ao problema) e busca identificar um conjunto de varidveis
relativas a situacdo a ser modelada. Consistem no reconhecimento da situagdo-problema, no
levantamento dos dados e do referencial tedrico (familiarizacao) necessario a fundamentacao
e realizacdo do trabalho de modelagem. Aqui, hd uma sintese do tema ou das informagdes
essenciais de modo a tornar a situagdo mais clara e que permita gerar a questao norteadora,
cujas etapas seguintes irdo se debrugar em tentar responder. Importa salientar que o problema
pode surgir do debate de ideias entre os alunos e professor, ou este tltimo pode apresentar uma
situacdo que demande um problema a ser solucionado. Desse modo, a modelagem ndo estd presa
a um curriculo, nem a uma ordem de contetdos.

2% Etapa: Matematizacgado - Nesta etapa ocorrerd a formula¢ao do problema para a
linguagem matematica, € 0 momento em que o educando ird trabalhar a produgdo/reconstrucao
do conhecimento matemadtico, utilizando algum sistema tedrico-matemaético. Busca-se descrever
relacdes em termos matemdticos para se chegar a um conjunto de expressoes, formulas, repre-
sentacOes que levem a solug@o ou permitam sua dedugdo. A selec@o das varidveis e constantes
envolvidas no problema, bem como o levantamento das hipéteses ocorre nesta fase, que se fecha
com a obten¢do de um modelo baseado na utilizacdo das ferramentas matematicas disponiveis.
Uma vez formulada a situacdo, passa-se a resolu¢ao ou anélise com o ferramental matematico
de que se dispde.

3* Etapa: Modelo Matematico - Analisar as implicagdes da solucdo, bem como a
aplicacdo do modelo (interpretacao) como forma de avaliar o processo € essencial para verificar
sua aproximacdo com a situagdo-problema, bem como para reestrutura-lo caso necessario.
Nesta etapa, o educando ird testar a validade (valida¢ao) do modelo objetivando consolida-lo
e reestruturd-lo. Se o modelo ndo atender as necessidades que o geraram, o processo deve ser

retomado na segunda etapa, ajustando-se hipéteses, varidveis, etc.
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Figura 15 — Dinamica da modelagem matematica

Fonte: Biembengut e Hein (2011, p. 15).

Os autores ainda fazem uma diferenciacio entre modelagem e modela¢do matemaética
na medida em que apontam que “na modelacao, o professor pode optar por escolher determinados
modelos, fazendo sua recriagdo em sala, juntamente com os alunos, de acordo com o nivel em
questdo, além de obedecer ao curriculo inicialmente proposto.” (Biembengut; Hein, 2011, p.29).

Nesse sentido, a modelacdo pode ser entendida como uma adequacio da modelagem
matemadtica a alguns inconvenientes de sua aplicacdo na escola, como: curriculo pré-estabelecido
pelo qual o modelo deverd passar, o ferramental matematico requerido ser de dominio do

professor e alunos, acompanhamento simultaneo de temas escolhidos pelos alunos.
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5 PROJECAO ESTEREOGRAFICA

Os primeiros escritos sobre a obra Elementos de Euclides datam de 300 anos antes
da era Crista, onde estdo sintetizados os principais axiomas, termos primitivos, postulados e
teoremas, os quais sdo utilizados nas aulas de Matematica até hoje. Sinteticamente, conforme
Cruz e Santos (2009, p. 9) a geometria Euclidiana estd alicercada nos seguintes postulados:

1 Dois pontos distintos determinam uma reta;

2 Por qualquer ponto de uma reta, é possivel destacar um segmento de comprimento arbitra-
rio;

3 Uma circunferéncia pode ser obtida dados quaisquer raio e centro;

4 Angulos retos sio iguais;

5 Dados um ponto P e uma reta r, existe uma tnica reta que passa por P e é paralela a r.

Por mais de 2000 anos os postulados foram aceitos, porém o seu quinto postulado
gerou muitas discussoes, duvidas, resistindo a todo tipo de demonstragdes.

Foram muitos os matematicos que tentaram elucidar o postulado: Bolyai, Loba-
chevski e Riemann, chegaram ao que denominaram de geometria dos espagos curvos: Janos
Bolyai (1802 - 1860) admite a negacdo do postulado do paralelismo de Euclides como hipétese
ndo absurda. Nicolai Lobachewski (1792 - 1856) publica em 1829 a sua versdo da geometria
nao euclidiana, hoje chamada de Geometria Hiperbdlica, na qual por um ponto exterior a uma
reta, podemos tracar uma infinidade de paralelas a esta reta. Georg Riemann, em 1851, expde
um modelo de visualizagdo que trata da superficie esférica. Nele as retas sdo circulos maximos
da superficie, tornando a geometria mais infinita, embora se saiba que um circulo mdximo tenha
comprimento fixo, na geometria eliptica.

O modelo da Geometria de Riemann concebe a superficie de uma esfera como sendo
um plano e pontos como posi¢des pertencentes a esse plano. Nele, faz-se uma correspondéncia
entre o plano e a superficie esférica, entre as retas e as geodésicas. Para ele, “reta” € uma
circunferéncia maxima sobre a esfera. Em seus estudos, Riemann mostra como projetar uma
esfera sobre um plano, o que denominou-se de projecdo estereografica, sendo tal projecao
definida em toda a superficie esférica, com excec¢do de um tnico ponto (o ponto de projecdo).

Para melhor entender as relagdes acima, nessa geometria destaca-se que: O plano é
uma superficie bidimensional de uma esfera; Nessa superficie as linhas retas sdo circunferéncias;
As distancias entre dois pontos na superficie esférica sdo denominadas de geodésica; Duas

quaisquer dessas circunferéncias maximas cortam-se em dois pontos e ndo existem paralelas,
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formando dois grandes circulos que se cruzam; Todas as retas, que sio os circulos maximos, se
intersectam sendo a soma dos angulos superior a 180°.

A deformacdo de dngulos e dreas provocadas pelas diferentes projecdes cartografi-
cas, como objeto do conhecimento proposto na habilidade especifica EM13MATS509, deve-se
inicialmente ao formato aproximado do nosso planeta se assemelhar a uma esfera. Nesse sentido,
inicialmente, faz-se necessario uma andlise sobre a geometria que permeia o planeta, a qual se

passa a discorrer a seguir.

5.1 Nocoes de Geometria Esférica

Doravante, considerando a possibilidade de serem explorados no Ensino Médio,
amplia-se a definicdo de esfera vista no capitulo 1, trazendo-se alguns de seus elementos,
baseados nos estudos de Alves (2009), além de sua relagdo com o globo terrestre.

Seja O um ponto e r um nimero real positivo. A superficie esférica de centro O e
raio r € o conjunto de todos os pontos P do espago cuja distancia a O € igual a r. Os pontos
do espaco cuja distancia a O € menor que r sdo interiores a superficie esférica e aqueles cuja
distancia a O € maior que r sdo exteriores a ela. A reunido da superficie esférica de centro O e
raio r com seus pontos interiores é chamada esfera de centro O e raio r.

O segmento que une o centro a um ponto qualquer da superficie esférica é deno-
minado raio da superficie esférica enquanto que o segmento que une dois pontos distintos da
superficie esférica ¢ chamado corda da superficie esférica. Uma corda que contém o centro é
chamada diametro da superficie esférica. Desse modo, o comprimento de qualquer didmetro € o
nimero 2r. Na Figura 16, r € o raio da superficie esférica, OP, OQ ¢ OT sio raios, PQ e PT sio

cordas, QT € um diametro e 2r = QT ¢ o didmetro da superficie esférica.

Figura 16 — Superficie esférica

Fonte: Alves (2009, adaptado).
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Embora se saiba ndo ser a Terra perfeitamente redonda (O’Shea, 2009), ja que é
ligeiramente achatada nos polos, para facilitar o entendimento, considera-se, no ensino médio,
como uma esfera perfeita. Nessa esteira, conceitos geograficos como paralelos, meridianos,
latitudes, longitudes, entre outros sdo baseados em importantes ideias geométricas que podem
conduzir a uma melhor compreensdo sobre o assunto por parte dos alunos.

Considerando a superficie da Terra como uma esfera, o qual didaticamente € deno-
minado de Globo Terrestre, chama-se de eixo polar a reta que contém o centro da Terra e ao
redor da qual a mesma desenvolve o movimento de rotacdo, e respectivamente, de polo Norte e
Sul os pontos N e S, intersecdes da superficie da Terra com o eixo polar.

A circunferéncia méxima delimitada pela superficie da Terra e o plano do Equador
¢ denominada de Linha do Equador. Os paralelos sdo circunferéncias determinadas pela
interseccao de planos paralelos ao plano do Equador e a superficie da Terra sendo, portanto, a
excec¢ao da Linha do Equador, todos os demais paralelos possuem circunferéncia com o raio
inferior ao raio terrestre. Ja os meridianos sao semicircunferéncias cujos centros coincidem
com o centro da Terra e que tem seus extremos nos polos. O meridiano de Greenwich € uma
dessas semicircunferéncias que passa pelos polos e que recebe esse nome porque passa pelo

Observatodrio Real de Greenwich, em Londres. (Figura 17).

Figura 17 - Eixo polar, Equador e Greenwich

Equador _

Greenwich

Fonte: Freitas (2017).

O plano perpendicular ao eixo polar e que contém a circunferéncia maxima na Linha
do Equador, denomina-se de plano do Equador, e divide a Terra em duas partes chamadas
Hemisfério Norte e Hemisfério Sul, cada uma contém os respectivos polos (Figura 18).

Toda se¢do obtida por um plano secante a uma superficie esférica € uma circunfe-
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Figura 18 — Hemisférios Norte e Sul

Plano do Equador

Fonte: Elaborado pelo autor.

réncia (Figura 19). Se o plano secante passa pelo centro da esfera, tem-se uma circunferéncia
maxima. Toda circunferéncia méxima possui dois pontos diametralmente opostos, esses pontos

sao denominados antipodas.

Figura 19 — Planos secantes a uma esfera e suas intersecoes

Fonte: Elaborado pelo autor.

Algumas defini¢des referentes ao Globo Terrestre:

a) Latitude: Dado um ponto P na superficie terrestre a Latitude de P é a medida do arco (0)
que vai de P até a Linha do Equador e que estd contido em um mesmo meridiano. Esse
arco é medido em graus, minutos e segundos e pode variar entre 0° e 90° para norte N ou
sul S de acordo com o hemisfério em que P se localiza (Figura 20).

b) Longitude: Dado um ponto P na superficie terrestre a Longitude de P é a medida do arco
(@) que vai de P até o Meridiano de Greenwich e que estd contido em um paralelo. Esse
arco € medido em graus, minutos e segundos e pode variar entre 0° e 180° de longitude E
(leste) ou W (oeste). Por defini¢do, o meridiano de Greenwich tem sua longitude igual a 0°

(Figura 21).
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Figura 20 — Latitude

Palo Sul 8075

Fonte: IBGE (2023a).

Figura 21 - Longitude

LONGITUDE

Polo Sul

Fonte: IBGE (2023a).

5.2 Nocoes de Cartografia

Desde os primdrdios, o homem sente a necessidade de se localizar, saber qual a
sua posicao sobre a Terra, seja para ter nocao de sua localizacdo em uma pequena cidade, seja
navegando por vastos oceanos. Para isso, se utilizavam, antigamente, de instrumentos como a
bussola magnética, o astroldbio e o sextante, e hodiernamente o GPS (Global Position Sistem).

Uma ferramenta de muita importincia at€é mesmo nos dias atuais sdo 0s mapas.
Entretanto, quando se pretende representar partes significativas do Globo Terrestre em um mapa,
este precisa ser o mais preciso possivel. Dai, recorre-se entdo a proje¢do cartografica.

A cartografia € o ramo do conhecimento que procura maneiras eficientes de repre-
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sentar uma por¢do da superficie da Terra por um mapa plano.

O grande problema da cartografia consiste em ter que representar uma superficie

esférica num plano, pois, € sabido, a esfera (globo terrestre) ¢ um sélido nao planificdvel,

pelo menos, ndo sem distorgdes. Nesse sentido, Avila (2010) afirma que durante as grandes

navegacoes:

[...] os cartégrafos procuravam descobrir a maneira de fazer um mapa de forma
a reproduzir as diferentes localidades do globo preservando, com exatiddo, na
mesma escala, as vdrias distancias entre elas. Isso perdurou até que, em meados
do século XVIII, o grande matematico Leonard Euler (1707-1783) demonstrou
a impossibilidade desse intento. (Avila, 2010, p.185).

Assim, sempre que uma esfera é planificada, necessariamente ela sofrera alteragoes

ou deformacdes.

A cartografia lida com diversos tipos de projecdes. Dentre as mais famosas estdo a

projecdo Cilindrica e a Conica, além da Azimutal, conforme Figura 22.

Figura 22 — Projecoes Cilindrica, Conica e Azimutal
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Fonte: IBGE (2023a).

a) Cilindrica: € obtida a partir da projecdo de paralelos e meridianos sobre um cilindro que

envolve o globo, e posteriormente desenvolvido (planificado).

b) Conica: o globo terrestre € projetado na superficie lateral de um cone e, em seguida,

planificado.
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¢) Azimutal: também chamada de polar ou plana, a superficie terrestre € projetada sobre

um plano tangente ao globo. Podem ser classificadas em: ortografica, estereogréfica ou
gnomonica.

Apenas para exemplificar, a bandeira da ONU (Organizacdo das Nagdes Unidas) é

uma projecdo azimutal do globo terrestre, centrada no polo norte, tendo inclusive sido objeto de

questao no ENEM 2016 (questdo 17 prova azul do primeiro dia), conforme se vé na Figura 23.

Figura 23 - Bandeira da ONU em questao do ENEM

QUESTAO 17

Disponivel em: www.unric.org. Acesso em: 9 ago. 2013

A ONU faz referéncia a uma projegdo cartografica em seu
logotipo. A figura que ilustra o modelo dessa projecéo é:

Fonte: ENEM (2016).
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Segundo Boyer (2012, p. 130), Ptolomeu teria descrito dois tipos de projecdo carto-
gréifica: a ortogréfica explicada no Analemma - a mais antiga exposi¢ao desse método que pode
ter sido usada por Hiparco, uma vez que praticamente todo seu trabalho foi perdido e Ptolomeu
era seu discipulo - essa projecdo transportava a esfera para o plano ortogonalmente sobre trés
planos perpendiculares entre si; e a estereogréifica descrita no Planisphaerium, onde Ptolomeu
relata que pontos da esfera sdo projetados por retas por um polo sobre um plano - no caso de
Ptolomeu, do polo sul para o plano do equador. Ptolomeu sabia que, neste tipo de projecdo, “um
circulo que ndo passasse pelo polo de projecdo ia em um circulo do plano, e que um circulo pelo
polo era projetado em uma reta”, além de perceber que tratava-se de transformagao conforme -
isto é, preservava angulos.

Por sua importancia, Ptolomeu € considerado o pai da geografia, tanto que mapas da
Idade Média que chegaram até nés t€m bases nos mapas feitos por Ptolomeu mais de mil anos
antes.

Considerando que o objeto deste estudo esta voltado para a projecdo estereografica,

deter-se-a sobre ela.

5.3 Desenvolvimento da Projecao Estereografica

A 1ideia de estudar a projecdo esferografica no ensino médio, parte do pressuposto de
que vincular o ensino de conceitos matemaéticos a cartografia pode despertar um interesse nos
alunos, pois se sentirdo inseridos no espaco geografico e conseguirdo, nao somente visualizar,
como também manipular situa¢des que geram conceitos matematicos, uma vez que 0s mapas
e outras representagdes cartogrificas sdo importantes para a localizagdo e a compreensao do
individuo e de seu posicionamento.

A Projecao Estereogréfica é uma espécie de projecdo azimutal (cujo plano de proje-
cdo é tangente a esfera) na qual a projecdo parte de um ponto antipodal a um ponto tangente ao
plano de projecao.

Tal como em outras proje¢des azimutais, os circulos maximos que passam pelo ponto
de tangéncia aparecem como linhas retas. Por essa razdo, essa projecao € frequentemente usada
para realizar aproximagdes de paralelos, meridianos e outras linhas de longitude e latitude. E
também usada para representar regides polares, pois as dreas préximas aos polos sdo as mais
distorcidas em outras projecdes como a cilindrica, tornando-as mais visiveis.

A projecdo estereografica € muito utilizada em cartografia geografica, pois distorce
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os elementos menos significativos e preserva os elementos mais importantes como as dimensdes
e as formas. E ainda utilizada na cartografia de navegacio, pois permite ao navegador ter uma
melhor visualizagcdo dos elementos de rota. A seguir, passaremos ao estudo matematico dessa
projecao.

Essa aplicacdo, projeta os pontos de uma esfera em um plano tangente (ou secante) a
essa esfera. Isso pode ser visualizado, por exemplo, como se um refletor no polo norte projetasse
uma sombra do mapa acima da esfera no plano. Desse modo, terifamos o polo norte N como um
ponto de origem da projec¢do situado na posi¢ao diametralmente oposta ao ponto de tangéncia
(ou seja, o polo Sul - S), no caso do plano tangente (Figura 24). Graficamente a projecao
estereogréfica pode ser obtida da seguinte maneira: para um ponto qualquer na superficie da
esfera (P), trace uma reta que une esse ponto ao polo norte. Essa reta ird intersectar o plano
tangente ao polo Sul em algum ponto. Esse ponto (P') é a projecdo estereografica do ponto P na
superficie da esfera — pode-se repetir esse procedimento para todos os pontos da esfera, obtendo

para cada um deles sua projecdo estereografica, exceto o proprio polo Norte.

Figura 24 — Esfera tangente ao plano 7

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vamos explorar este conceito matematicamente. Inicialmente, define-se uma expres-
s30 matemadtica que caracterize essa projecao.
Sem perda de generalidade, consideremos a esfera unitdria, com centro no ponto
Cc(0, 0, 1),
S?={(x,y, 2) eR} | P +y*+ (z—1)* =1} (5.1)

e o plano

m={(x,y 2) eR’|z=0}, (5.2)
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tangente a S?> em S = (0, 0, 0). Desse modo,

T = {(x,y2€eR =0}
= (x,y)€R’

= R? (5.3)

Figura 25 — A Projecao Estereografica

Fonte: Silva (2011, adaptado).

Dado um ponto P = (a, b, c) € S?\{N}, define-se areta r(t) = {N+t-NP |t € R},
partindo do polo norte N = (0, 0, 2) da esfera S? e passando pelo ponto P da esfera. Dessa
forma, deseja-se encontrar o instante ¢, tal que a r N 7 % &. Com efeito,

r(t) = {N+t-(P—N)|teR}
= {(0,0,2)+¢t-(a, b, c=2) |t €R}
= {(ta,tb,t-(c—2)+2) |t € R}. (5.4)

O ponto da intersecio r N = {(x, y, z) € r | z= 0} representa a projecio de P € S?

sobre o plano 7, definindo o ponto P’ € & N r. Assim:
P ={(x vz €R|(x,yz)=(ta, th,t-(c—2)+2)}, teR. (5.5)

Como a terceira coordenada tem valor z = 0, entao

Hc—2)+2=0 (5.6)
-2
r=—. (5.7)

o que é equivalente ar = 2/(2 — ¢). Portanto,

P = (ta,th,t-(c—2)+2)

2 2
_ (_2_C.a, o o). (5.8)
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Dessa forma, podemos definir a projecdo estereografica como sendo a fungao:
¢: S?\{N}— R?
2 2b
(a, b, c) — <2_a —) :

—c 2—c

Corolério: A projecdo estereogrifica serd injetiva e sobrejetiva, e portanto bijetiva, admitindo

uma inversa, que sera dada por:

wim ) =

4m 4n 2(m2—|—n2)) (59

m?>+n2+4" m>4+n?>+4" m*>+n>+4
Prova: Para provar a bijetividade de ¢, iniciemos pela prova de sua injetividade. Assim,

consideremos os pontos P e P; distintos pertencentes a esfera S\ {N} de modo que:
P = (a1, b1, c1) e Pr=(az, b, c2).

Dessa forma,

2 2b
o(P1) = ¢(ay, by, c1) = (2__61161, 2_—;) (5.10)
e
2 2b
¢(P2) = @(az, by, c2) = (2_@@7 2_—262) (5.11)
Como
2611 2b1 2612 2b2
<2—cl’ 2—c1)7é(2—cz’ 2—c2)’ (5.12)
logo:
PL# P = @o(P)# o(P). (5.13)

Desse modo, esta provada a injetividade de ¢.

Para que ¢ seja sobrejetiva, € necessario que para cada ponto P’ pertencente a T
exista um tnico ponto P pertencente a S*\ {N}, tal que @(P) é igual a P’

Com efeito, para se determinar o ponto P(a, b, c¢) da esfera sabendo que a sua
proje¢do é o ponto P'(m, n, 0) no plano, defina a reta NP’ dada pela a seguinte equagio vetorial

s(NP')={N+1t-NP' |t € R}, assim:
s(NP') = N+t-(P'—N)
= (0,0,2)+1-(m, n, =2)

= (tm, tn, =2t +2). (5.14)
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Desse modo:

a = tm = = %

_ _ b

b = n = = n

c = 242 = t=%5¢
Das equagdes acima, tem-se:

b 2-
%:Z: 20. (5.15)

Importa salientar os seguintes casos para m e n nulos, a saber:
I) Se m =n =0, implica:

i)

Assim, como @ : S?\{N} — R?, entio:
(0,0,0) — (0,0)

I) Se m=0en#0, implica:
0,b,¢c) = (0,—).
( Y 7c) ( 72 C)

1) Se m # 0 e n =0, implica:
2a
2—¢’

(a,0,¢) = (

0).

Como o ponto P = (a, b, c) € S?, satisfaz a condi¢io

A+ (c—1)72=1 (5.16)
e pertence a reta N P', entdo:
b

27 5 p=2 (5.17)

m n m

2— -2
270 o =T (5.18)

m 2 m
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Substituindo (5.17) e (5.18) em (5.16), encontra-se:

5 ran\?2 —2a 2
@+ (2) +(—+2—1) =1 (5.19)
m m
Ou seja:
2,2 2
-2
1= @+20 +<—a+1)
2,2 2
42 4
1= A+ (5.20)
m m>  m
Assim:
a?m? +a*n® +4a> —dam =0 = a(am® +an® +4a—4m) =0, (5.21)

expressdo que & satisfeita para a = 0 ou a(m? +n” +4) = 4m. Logo:

4m

R B ErE 5.22
“ m?+n?+4 (5-22)

Note que a = 0 ndo convém, pois, por hipétese, P # N. Por outro lado, se a = 0,

entao:

2 0n —2-0
P=(a, b, c)= (a, a —a+2) - (0, = —+2> = (0,0,2) = N, absurdo.
m m m m

Usando (5.22) em (5.17), tem-se:

4mn
m(m?+n?+4)
4n

= T id (5.23)

E, de modo andlogo, fazendo (5.22) em (5.18), obtém-se:

—8m 49
c =
m(m?+n?+4)

2(m? 4 n?)
= S (5.24)

Logo, P existe, e € da forma:

(5.25)

P—(a b )= ( 4m 4n 2(m?+n?) ) .

m?>+n2+4" m>+n?+4" m>+n’>+4



Perceba que ¢(P) = P/, pois:

(P(P) = (p(a7 b, C)

4n

" m>nl+4
2(m2+n?)
m2-+n2—+4 m2+n2+4

4
(2 o
g2

8n
m2+n?+4

8m
_ m2+n2+4
2m24n?+8—2m2—n2’ 2m2+n24+8—2m%2—n?

m2+n2+4

Como P’ = (m, n), logo:

0 que prova a sobrejetividade.

m2+n2+44

)
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(5.26)

Sendo injetiva e sobrejetiva, pela definicao 3.4, ¢ € bijetiva e, portanto, admite

inversa.

Teorema 5.3.1 ¢ e y definidas anteriormente sdo aplicacoes inversas uma da outra.

Prova: Com efeito,

¢ o y(m, n) = @(y(m, n))

+n?)

B 4m 4n 2(m?
T PR 214 4
Lembre que:
b —
¢(a, b, c) ( 7 2_6)
4n
_ 2+n +4 m?>+n’4+4
o 2(m*+n?)’ 2(m>+n?)
m2+n2+4 - mi4n2+4
Note que
2m*+n?)  2m?+2n* 48 —2(m*+n?)
m24n24+4 m?+n?+4
8
 om?n?44
Assim,
8m 8n
b = | =, =
oava = (%5

)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)
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Analogamente,

Y o (p(a> b, C) = W(‘P(av b, C))

2a 2b
= —_— — 5.31
14 (2 Ept c) (5.31)
Lembre que:
(m, n) 4m 4n 2(m?* +n?)
m, n =
v, m?>+n?>+4" m>+n>+4" m>+n*>+4
2 2 2
) 4o 42 2[ (&) + ()]
N 2a \2 26 \2 47 (24?2 b\2 4 (242 2b \2
(Z2) +(Z) +4 () + (%) +4 (%) + (%) +4
8 8b _8a® | _8b%
B 3¢ 3¢ - T o
o 4 42 42—c)?’  4g2 42 42—c)?’  4q2 42 4(2—c)?
G R TP T G R TP Gar P T oo
Note que, de (5.16), tem-se a® + b+ (¢ — 1) = 1, assim:
P+ —2c+1=1 = A+ =2c—c* = @+’ =c(2—0) (5.32)
Multiplicando (5.32) por 4 em ambos os membros, tem-se:
4a* +4b* =4c(2—¢) (5.33)
Assim:
8a 8h 8a2+822
2—c¢ 2—c¢ (2—c)
wim, n) =\ sz 42+ 412 42+ 412 (5.34)
e e A = A
Substituindo (5.33), tem-se:
8a 8b 8a’+8p7
= pr (—c)?
y(m, n) = 400 4c(2—0) 4c(2—c)
—c) +4 o7 —i—4 07 +4
8a 8b 8a’+8b°
_ 7 7¢ (=)
- 4c 7 _4e ’_4c
o4 2att mott
8a 8h 86(2—6)
_ 2—c 2—c (2—c)?
o 4c+8—4c’ 4c+8—4c’ 4c+8—4c
(2—c) (2—c) (2—c)
= (a, b, ¢). (5.35)

Verifica-se que y/(m, n) € S>. Logo, concluimos que y = ¢!
Uma vez que o objetivo do trabalho busca introduzir o tema de Projecdo Estereo-

grifica no Ensino Médio, considera-se prescindivel as demonstracdes matematicamente de suas
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propriedades, entretanto € importante explicitid-las ao menos graficamente. Mesmo assim, caso o
leitor sinta a necessidade de um maior aprofundamento, sugere-se a leitura de Silva (2011).
Conforme Silva (2011), a projecado estereogréfica, possui trés propriedades que a
tornam peculiar e util na medida em que tem aplicacdes em diversas dreas como a astronomia,
por exemplo. A primeira propriedade serd dividida em duas partes (A e B) para facilitar a

exposicao.

Propriedade 5.1 Circulos na superficie esférica que passam pela origem do ponto de projecdo

(ponto N) projetam-se como retas no plano ()

Figura 26 — Projecao estereografica de circulos que passam por N

Fonte: Elaborado pelo autor.

Propriedade 5.2 Circulos na superficie esférica que ndao passem pela origem sdo projetados

como circulos no plano;

Figura 27 — Projecio estereografica de circunferéncias que niao passam por N

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Propriedade 5.3 Angulos entre curvas da superficie esférica sdo preservados quando essas

mesmas curvas sdo projetadas no plano.

Figura 28 — Conservacao de angulos

Fonte: Nunes (2015).

Propriedade 5.4 Quando a esfera gira em torno do eixo NS, os objetos projetados no plano

vdo também sofrer uma rotagdo de centro em S' com a mesma amplitude.

Figura 29 — Rotacao da Projecao Estereografica

.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma caracteristica relevante da projecdo estereografica é que ela permite observar
toda esfera, exceto em um de seus pontos, no plano. Na verdade podemos considerar que esse
unico ponto (que é o ponto de origem da projecdo) poderia ser projetado no infinito.

A projecdo estereografica possui maior aplicacdo na cartografia ndutica, princi-
palmente na construcdo de cartas maritimas de regides polares. Entretanto, ela € amplamente
utilizada em diversas dreas, incluindo cartografia, geologia, astronomia e topografia. Os exemplos
de aplica¢des na vida cotidiana incluem:

a) Mapas: é amplamente utilizada na produ¢do de mapas globais e regionais, permitindo

representar a Terra como uma “esfera plana”.
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b) Geologia: € utilizada para representar as caracteristicas geoldgicas de uma rocha, como a
direcdo de foliacdo e a intensidade de fechamento;

¢) Astronomia: € utilizada para representar o céu noturno como uma esfera plana, facilitando
a localizacdo de estrelas e outros objetos celestes.

Ja a projecdo estereogrifica inversa € aplicada na visdo computacional e na robdtica
para determinar a posicao tridimensional de objetos a partir de imagens bidimensionais. Alguns
exemplos incluem:

a) Sistemas de vigilancia: baseados em visdo computacional utilizam proje¢do estereografica
inversa para determinar a distancia de objetos capturados por cameras;

b) Robdética: Robds industriais utilizam a projecdo estereogréifica inversa para determinar a
posicdo tridimensional de objetos e planificar seus movimentos;

¢) Realidade aumentada: A projecdo estereogréfica inversa € utilizada em aplicativos de

realidade aumentada para superpor objetos virtuais em imagens reais do mundo ao redor.
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6 PROPOSTA DE AULA USANDO A PROJE(;AO ESTEREOGRAFICA

Este capitulo propde uma sequéncia de atividades a serem trabalhadas com alunos da
3% série do Ensino Médio, com o objetivo de facilitar a compreensao dos conceitos matematicos
envolvidos no estudo da projecdo estereografica, como: coordenadas cartesianas no plano e no
espaco, figuras planas e espaciais, ponto, reta, plano, circulo e circunferéncia, esfera, equacdo da
esfera, além de funcao bijetora e inversa.

Essa proposta de aula foi elaborada de forma que a projecdo estereografica fosse
apresentada como curiosidade matematica a partir de um problema num contexto interdisciplinar
com a disciplina de Geografia, ao tratar das projecdes cartograficas, numa aula de geometria. Para
o professor que desejar aplicd-la ndo € regra seguir estritamente o que é proposto. Adaptagdes
podem ser necessdrias de acordo com o nivel cognitivo de cada turma.

Para a aplicac@o da sequéncia didatica sugere-se a realizacao de 4 encontros com
durac¢d@o de 50 minutos cada um.

No primeiro, apresentamos uma situacao problema, na inten¢ao de provocar uma in-
quietacdo nos alunos na busca de hip6teses sobre como soluciond-lo, obviamente nesse momento
ainda ndo fora apresentado o conteudo de projecdo estereografica, que serd o conhecimento novo
que se deseja aprender, sendo apresentado seu conceito no final dessa etapa.

No segundo momento, propde-se uma atividade de desenho que visa aferir como os
alunos compreendem a formacao de elementos geométricos na esfera.

No terceiro encontro, apresenta-se a demonstracdo da projecdo estereografica en-
quanto fun¢do, bem como sua inversa, para que seja compreendida como essa funcdo pode
solucionar o problema inicial.

No quarto e ultimo, € proposto um questiondrio avaliativo para coletar evidéncias da
aprendizagem dos alunos sobre a projecao estereografica.

Antes de adentrarmos na proposta de aula propriamente dita, consideramos impor-

tante conceituar o uso de materiais manipuldveis que serao utilizados como suporte as aulas.

6.1 Uso de materiais manipuldveis no Ensino de Matematica

Segundo Lorenzato (2006 apud SANTOS; GUALANDI, 2016, p. 3), muitos es-
tudiosos dedicaram seus estudos para defender a importancia da utilizacdo de materiais no
desenvolvimento da aprendizagem. Nesse sentido, por volta de 1650, Comenius, filésofo tcheco,

entende que o ensino deveria partir do concreto para o abstrato, sugerindo que o conhecimento
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inicia pelos 6rgdos sensoriais e que sO se aprende fazendo. Locke, fildsofo inglés, em 1680
alertava sobre a necessidade da experiéncia sensivel para alcancar o conhecimento. Piaget deixou
claro que o conhecimento se déd pela acdo refletida sobre o objeto, considerando que a inteligéncia
se constroi a partir de relacdes mentais manipuldveis e das trocas do individuo com o meio no
qual estd inserido.

Materiais manipuldveis podem ser definidos como “objetos ou coisas que o aluno
¢é capaz de sentir, tocar, manipular e movimentar”. Podem ser objetos reais que tém aplicacao
no dia-a-dia ou podem ser objetos que sao usados para representar uma ideia (REYS, apud
PASSOS, 2006, p. 78).

Dessa forma, a utilizagdo de materiais manipuldveis no ensino de matematica é uma
estratégia pedagdgica que visa auxiliar os alunos na compreensdo de conceitos matematicos,
tornando-os mais concretos e palpaveis. Esses materiais podem ser objetos concretos, como
blocos, pecas, jogos e quebra-cabecas, que podem ser manipulados pelos alunos de forma livre e

ativa.

Lucena (2017, p. 27) ainda conceitua materiais manipuldveis como

[...] materiais diddticos que permitem a manipulagéo tdctil do aluno, permitindo
realizar construgdes e deformagdes de objetos geométricos, cilculos de forma
concreta através de jogos (por exemplo), ajudando a perceber conceitos e propri-
edades de elementos matematicos, bem como o desenvolvimento do raciocinio
16gico-matematico, que é determinante na resolugdo de problemas matemati-
cos do seu cotidiano. S@o exemplos de materiais didadticos manipuldveis: o
material dourado; escalas de Cuisenaire, jogos geométricos, dominds, sélidos
geométricos, tangram, blocos 16gicos, sementes, palitos de picolés, tampinhas,
etc.

Pelas defini¢des acima, o que se percebe é que ao utilizar materiais manipulédveis, os
estudantes podem experimentar, explorar e construir seu proprio conhecimento matematico. Eles
podem contar, agrupar, dividir, medir, transmitir e manipular formas, nimeros e simbolos, o que
facilita a visualizacdo e a compreensao de conceitos abstratos. Esses materiais também permitem
que os alunos desenvolvam habilidades como o raciocinio légico, a resolugdo de problemas, a
criatividade, a reflexdo e a comunica¢do matemdtica. Isso ocorre porque eles sdo desafiados a
pensar de forma critica, a estabelecer relagdes entre os objetos, a formular hipéteses, a testi-las e
a comunicar suas descobertas aos colegas.

Além disso, a utilizacdo de materiais manipuldveis promove a participacao ativa dos
alunos nas aulas de matematica, tornando-as mais motivadoras e envolventes. Isso acontece

porque eles s@o incentivados a interagir com os objetos, a discutir ideias com os colegas, a

resolver problemas de forma colaborativa e a construir conhecimento de maneira significativa.
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Por outro lado, é importante ressaltar que o uso de materiais manipuldveis nao
deve ser um fim em si mesmo, mas sim um meio para atingir os objetivos educacionais. Os
professores devem planejar cuidadosamente suas aulas, selecionando os materiais adequados
para cada conteudo e estabelecendo atividades que explorem as potencialidades desses materiais.

Nesse sentido:

O material manipuldvel por si s6 ndo € instrumento capaz de garantir a aprendi-
zagem dos alunos, é preciso que o professor tenha clareza das potencialidades
do material didatico escolhido e que esteja apto a mediar a interacdo entre o
aluno e o saber através do material didatico.(LUCENA, 2017, p. 27).

Deste modo, para evitar que a utilizagdo do material manipuldvel seja um incon-
veniente em vez de um facilitador da aprendizagem, sua escolha deve ser precedida de alguns
critérios, conforme Passos (2006 apud MURARI, 2011, p. 193-195):

a) Os materiais devem proporcionar uma verdadeira personifica¢do do conceito
matemadtico ou das ideias a serem exploradas; b) Os materiais devem representar
claramente o conceito matematico; ¢) Os materiais devem ser motivadores; d)
Os materiais, se possivel, devem ser apropriados para serem usados quer em
diferentes anos de escolaridade, quer em diferentes niveis de conceitos; e) Os
materiais devem formar uma base para a abstracdo; f) Os materiais devem
proporcionar manipulagio individual.

A utilizagdo de materiais manipuldveis no ensino de matematica pode ser uma
ferramenta pedagdgica valiosa, pois permite que os alunos desenvolvam uma compreensdao mais
profunda e significativa dos conceitos matematicos, além de promover a participagdo ativa € o
engajamento dos alunos nas aulas.

Feitas essas consideracdes sobre o uso de materiais manipuldveis, apresenta-se a

seguir, detalhadamente, cada um dos encontros da sequéncia de atividades.

6.2 Atividade 1: Conhecendo a projecio estereografica

Como dito, nesse encontro parte-se de uma situacdo problema contextualizando
interdisciplinarmente a matematica e a geografia de modo a despertar o interesse dos alunos.
Desse modo, tem-se a seguinte proposta de atividade:

Essa atividade tem como objetivos: identificar o local onde residem no mapa bidimen-
sional da cidade; identificar no globo terrestre o ponto mais préximo onde residem; estabelecer
conexdes entre o ponto no plano (mapa) e ponto no globo (superficie esférica); Compreender a
importancia dos mapas, como representacdes bidimensionais a partir do globo terrestre (objeto
tridimensional); recordar conceitos do Sistema Cartesiano; elaborar hipdteses de como os mapas

sdo “desenhados”; discutir o conceito de projegdes e apresentar a projecdo estereografica. Como
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pré-requisitos, espera-se que os alunos desta etapa de ensino tenham conhecimentos prévios
sobre o Sistema Cartesiano.

Sugere-se como procedimentos no transcurso da aula, que o professor: Divida a
turma em pequenos grupos (sugere-se um maximo de 6 alunos por grupo, para que o trabalho
seja 0 mais participativo possivel); Exponha o mapa do municipio no quadro (consultar no
site <ibge.gov.br> - vide Anexo B) e solicite que um representante de cada grupo indique
a localizacdo de onde mora, com um ponto no mapa; Apresente o globo terrestre € peca a
outro aluno de cada grupo que indique no globo o ponto mais préximo onde residem; Discuta
a relacdo que existe entre o ponto indicado no mapa e o do globo, e proponha os seguintes

questionamentos:

Quadro 3 - Atividade 1

a) Qual o n° de coordenadas usamos para representar o mapa? E o globo?
b) Utilizando-se o sistema de coordenadas cartesianas, como pode ser representado um
ponto no mapa? E no globo?

¢) Qual a importancia dos mapas?

d) Como € possivel “desenhar” um mapa a partir do globo?

Fonte: Elaborado pelo autor.

Note que para responder os questionamentos dos itens “a” e “b”, € importante que
os alunos compreendam que a representa¢do de um ponto P’ no plano-mapa, se da a partir de
um par ordenado (m, n), e que um ponto P na superficie esférica-globo, pode ser representado
por um terno ordenado (a, b, ¢);

Peca aos alunos que anotem ideias sobre o questionamento do item “d”, pois ele € o
problema motivador que ird desencadear a ideia de projecdo e que fard a conexdo com a projecao
estereografica, proposta deste trabalho. Nessa etapa, no ambito da Modelagem Matematica,
pode-se dizer se estaria diante da fase de INTERACAO proposta por Biembengut e Hein (2011).

Peca aos grupos que socializem suas respostas. Nesse momento, deve-se valorizar
todo tipo de feedback dos alunos, seja por meio de anotagdes escritas, orais, gréficas, etc., uma
vez que o objetivo nessa fase € incentivar a participacdo e possibilitar ao aluno um raciocinio
investigativo, cerne da modelagem matematica;

Ressalta-se a importancia de, durante todas as etapas das atividades, o docente
proporcionar condi¢des favordveis para a aprendizagem e permitir que os alunos participem com

autonomia, contribuindo com seus conhecimentos prévios, sugerindo exemplos, caminhos e
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formas de resolucdes, e com o auxilio dos colegas e do professor, construirem juntos um novo
saber, completando assim um verdadeiro processo de aprendizagem.

Ap6s a socializagdo das equipes, sugerir leitura e posterior discussio do texto de
apoio sobre projecdes (Apéndice A); Aqui se busca munir de embasamento tedrico necessario
a validacao, ou ndo das ideias apontadas no questionamento do item “d”, levando os alunos a

refletirem sobre como sdo feitas as projecdes, em particular: a projecao estereografica.

6.3 Atividade 2: O comportamento de retas e circulos na superficie esférica

O segundo momento visa instrumentalizar o aluno de modo a construir uma base
matematica capaz de suscitar um modelo matemético vélido para a solu¢do do problema inicial.
Para isso, serdo propostos vdrios questionamentos nessa atividade que irdo auxiliar a constru¢ao
dessa base matematica.

Para otimizar a execucdo dessa atividade, sugerimos a aquisicao de alguns materiais
a seguir, a serem distribuidos a cada equipe: folha de papel sulfite, bola de isopor de 100 mm de
diametro, pedaco de arame (sugestdo: raio de bicicleta cortado ao meio), papel transparente A4
(imprimir uma folha de papel milimétrico), lanterna (pode ser a do celular), eldsticos (daqueles

de amarrar dinheiro).

Figura 30 — Bola de isopor (100 mm)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 31 - Pedaco de arame (raio de bicicleta)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 32 — Papel transparente (malha milimetrada impressa)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 33 — Elasticos

Fonte: Elaborado pelo autor.

Convide as equipes a imaginarem como os elementos da geometria euclidiana como:
reta e circulo “se comportam” na esfera. O professor propde entdo as seguintes questdes do

quadro a seguir:
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Quadro 4 — Atividade 2.1

a) Como uma reta no plano pode ser representada numa esfera? Faca um desenho no papel.

b) Como um circulo no plano pode ser representado numa esfera? Faca um desenho no

papel.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nesse momento os alunos devem discutir em grupo e desenhar numa folha de papel
sulfite como eles imaginaram a reta e o circulo. Inicialmente, o que se deseja aqui, é que
os alunos pensem sobre como esses elementos seriam representados na superficie esférica e
identificar se eles compreendem que ha “deformacgdes” que ndo sdo percebidas no plano.

Solicite que os grupos socializem suas respostas para os demais. Em seguida,
entregue uma esfera de isopor, uma folha de papel transparente e o pedaco de arame (que servird
como guia para direcionar o feixe de luz) para a cada equipe e peca que com a ajuda da lanterna

do celular os alunos realizem os seguintes procedimentos:

Quadro 5 - Atividade 2.2

1. Desenhe uma reta no papel transparente;

2. Posicione a esfera sobre o papel transparente, fixe o pedaco de arame na posi¢cao oposta
ao ponto de tangéncia de modo que o arame toque no papel transparente na direcdo da reta
desenhada;

3. Com a ajuda da lanterna do celular projetem a sombra da reta desenhada no papel
transparente na esfera de isopor tendo como guia o arame de bicicleta para direcionar o
feixe de luz (o professor deve orientar que a dire¢ao dos raios enviados pela lanterna do
celular devem acompanhar a dire¢do do pedaco de arame para que seja feita a interpretacio
correta no que se refere ao estudo da inversa da projecdo estereografica, além disso, para
um melhor resultado, sugere-se apoiar o papel transparente sobre uma superficie de vidro -
vide Figura 33);

4. Desenhe um circulo no papel transparente, e repita os passos 2 e 3;

Fonte: Elaborado pelo autor.
Aqui é o momento do professor aproveitar e fazer um paralelo com o que foi proposto
no inicio da atividade nos itens “a” e “b”, com o que foi observado nos passos 1 a 4. Efetuar
as intervencoes que julgar necessdrias enfatizando as propriedades da projecao estereografica

envolvidas na atividade. Enfatizar que a aplicagcdo do plano para a esfera € chamada de funcao
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Figura 34 — Reta esférica

Fonte: Elaborado pelo autor.

inversa da projegao estereografica. Como sugestdo de enriquecimento da atividade, outras figuras
podem ser exploradas, como o tridngulo, por exemplo.

A manipulacdo desses materiais, pode promover uma maior participagao na atividade
€ mais autonomia por parte dos alunos que passam a ser protagonistas do processo de apren-
dizagem, portanto, nessa fase deve-se valorizar os conhecimentos prévios em detrimento aos
possiveis erros que os alunos possam cometer, uma vez que eles podem nao estar familiarizados
com o comportamento das figuras na geometria esférica. Dessa forma, o professor fard com
que os alunos, mesmo cometendo equivocos, se sintam confiantes e estard criando um ambiente
propicio a aprendizagem.

Nessa atividade, busca-se munir de conceitos e elementos, ainda que incipientes,
visando a formulacdo do problema para a linguagem matemadtica, para iniciar o que na modelagem

chama-se de MATEMATIZACAO, e que serd continuado na atividade 3.

6.4 Atividade 3: O modelo matematico da Projecao Estereografica

Nesse terceiro momento busca-se trabalhar coletivamente com os alunos o modelo
matemadtico que fundamenta a projecao estereografica, pensada aqui enquanto funcao. Para isso,
o professor pode ainda trabalhar com as equipes das atividades anteriores e realizar os seguintes
passos:

Dividir a turma em pequenos grupos. Distribuir uma bola de isopor e papel trans-

parente utilizado na aula anterior, e retomar a questdo sobre como os mapas sao “desenhados”
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agora com o viés da projecao estereografica. Pedir aos grupos que identifiquem os pontos Norte

e Sul da esfera (diametralmente opostos), para isso pode-se utilizar eldsticos como na Figura 34.

Figura 35 — Pontos N e S (antipodas)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em seguida, espetem o arame de bicicleta a partir do N (Norte) passando pela esfera
de isopor (preferencialmente de forma inclinada) até tocar o papel transparéncia. Arbitrar o
ponto N(0, 0, 2) como ponto de projecdo e S(0, 0, 0) como ponto de tangéncia entre papel
transparente e esfera, localizar os pontos de intersecdo do arame na superficie esférica P(a, b, c)
e de interse¢do com o plano P'(m, n) e desenvolver com os alunos a fun¢do da projegdo
esferografica vista no item 4.3 deste trabalho, bem como sua inversa. Reforgar os conceitos de
funcdo sobrejetora, injetora, bijetora e inversa.

Explicar que as expressdes das funcdes da projecdo estereografica ¢ e W permitem a
conversdo de um ponto da esfera (objeto tridimensional) em um ponto do plano (bidimensional)
e vice-versa, e podem ser consideradas modelos. Isto porque, por meio delas, podemos obter a
projecdo de uma esfera (exceto por um tnico ponto - o Norte), variando apenas a medida de seu

raio.

6.5 Atividade 4: Avaliando os alunos e readequando a proposta

Essa atividade busca consolidar os conhecimentos adquiridos pelos alunos aos longo
dos encontros anteriores e reajustar eventuais desvios que possam ocorrer durante esse percurso.
Neste momento, sugere-se que a atividade seja inicialmente feita de forma individual, para que
se busque o que cada aluno conseguiu sistematizar do conhecimento estudado por meio de um

questiondrio.
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Depois de apresentadas a fun¢do matematica da projecdo estereografica e sua inversa

na atividade anterior, aplicar os seguintes questionamentos aos alunos:

Quadro 6 — Atividade 4

a) Um ponto se localiza no globo terrestre nas coordenadas (0, 1, 1), quais as suas
coordenadas correspondentes no plano?
b) Um ponto se localiza num plano nas coordenadas (2, 0), quais as suas coordenadas
correspondentes a este ponto no globo?

¢) Um ponto se localiza no globo terrestre nas coordenadas (0, 0, 2), existem as coordena-

das correspondentes no plano? Justifique.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pedir que alguns alunos apresentem suas respostas, podendo-se permitir que outros
alunos comentem as conclusdes dos colegas. O professor pode também comentar as respostas e
fazer algumas intervencdes que julgar necessdrias. Basicamente, na resoluciao do questiondrio se
faz uma aplicacao de dados com operagdes matematicas fundamentais. Aqui o mais importante
¢ a compreensao desses resultados.

Sugere-se que o professor re-organize as equipes e se utilizem da esfera de isopor,
do papel transparente (com impressdo da folha milimetrada) e do arame de bicicleta para validar
os resultados de cada questionamento de forma concreta, fazendo-se algumas adequacdes. Por
exemplo, como se considerou a esfera de raio unitdrio, e como ela na realidade apresenta raio 50
milimetros, deve-se agrupar 5 centimetros da folha milimetrada para se considerar uma unidade,

nos eixos x e y (desenhar os eixos conforme Figura 36).

Figura 36 - Eixosxey

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Para a localizagdo adequada do ponto (0,0, 1) indicado no item a), sugere-se usar
uma espécie de régua esférica construida com uma faixa de papel de 50 milimetros de largura
e comprimento da circunferéncia maxima da esfera, de modo a indicar a coordenada z = 1,
conforme a Figura 37.

Dessa forma, o manuseio de material concreto possibilita a confirmacao do resultado

dos questionamentos propostos.

Figura 37 — Resultado Atividade 4a

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 38 — Resultado Atividade 4b

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Importante salientar a discussio do resultado do item c, no qual havera a indetermi-
nac¢do da divisao de 8 , que deve ser interpretada como um resultado que nao terd ponto no plano,
assim a reta que define a funcio estereogrifica encontra-se paralela ao plano e dizemos que ela o

encontra no infinito (vide Figura 39), sendo o tinico ponto nao projetado no plano.

Figura 39 — Resultado Atividade 4c

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com as andlises dos resultados matemaéticos dessa atividade, validando-se e interpre-
tando-se concretamente os questionamentos propostos, chega-se a fase do MODELO MATE-
MATICO descritos por Biembengut e Hein.

Finalizando a atividade sugere-se a exibi¢ado do mapa estereografico constante no
Anexo B, como forma de visualizar a construcio desse tipo de mapa a partir de projecao estudada

nesse trabalho.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

As competéncias e habilidades de aprendizagens essenciais constituintes da base
comum da BNCC, sugerem um trabalho docente estruturado onde a dosagem entre teoria e pratica
adequadas pode ser um caminho, permitindo aos alunos o acesso ao desenvolvimento de suas
aprendizagens, notadamente o conhecimento proposto na habilidade especifica EM13MATS509.

O uso de materiais manipuldveis como bolas de isopor, globo terrestre, mapas
politicos, exige dos alunos uma interacdo com tais objetos de modo a possibilitar a reflexdo
e exposicao de ideias do que estd sendo trabalhado e aprendido, levando assim a melhoria no
ensino e aprendizagem, principalmente quando os conceitos matematicos encontram sentido
na contextualizacdo de outros conceitos da realidade, como os geogréficos. Acredita-se ser
possivel inserir a geometria ndo euclidiana, ainda que de forma incipiente no contexto do
ensino médio, onde os professores de matematica e geografia, por exemplo, possam trabalhar
interdisciplinarmente com questdes do cotidiano, sendo levados a questionar, refletir, argumentar
e descrever a representacdo geométrica e geografica.

Enquanto professor da rede publica a mais de 20 anos, sabe-se das dificuldades de
recursos e também da defasagem de conhecimentos bésicos com que os alunos chegam no ensino
médio, entretanto consideramos ser possivel que todo o processo apresentado no decorrer desta
pesquisa, possa ser implementado e auxiliar o professor a repensar sua prética ao introduzir esses
e outros conceitos abordados, além de mostrar que a geometria euclidiana ndo € a tinica que deve
ser trabalhada na escola, havendo outras que também merecem atencdo, como a geometria de
Riemann que pode apresentada no ensino médio a partir da Projecao Estereografica.

A tarefa de mudar a pratica docente nao € facil, mas quando se propde uma me-
todologia diferenciada, tornando o ensino da Matematica contextualizado, articulado com os
conhecimentos vistos em outras disciplinas, desperta um maior interesse pelos alunos na apren-
dizagem.

Como sugestao de trabalho futuro, pretende-se aplicar essa proposta de aula em
turmas da 3% série do ensino médio e realizar um tratamento estatistico de modo a aferir o

potencial que tal atividade pode ter no sentido de melhorar a aprendizagem dos alunos.
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APENDICE A - TEXTO DE APOIO SOBRE PROJECOES

O que ¢ Cartografin? As Projecoes Cartograficas
Fonte

https://atl lar ibge gov br/concer
es-cartogra-ficas html

-gerass/o-que-e-cartografia/as-projec-o-

Diferentes projecdes cartograficas foram desenvolvidas para
permitir a representagio da esfericidade terrestre num plano
(mapas e cartas), cada uma priorizando determinado aspecto da
representagio (dimensdo, forma, etc). E importante ressaltar
que nao existe uma projecdo cartografica livie de deformagoes,
devido & impossibilidade de se representar uma superficie
esférica em uma superficie plana sem que ocorram extensdes
e/ou contraches. As projecdes cartograficas sdo classificadas,
principalmente, quanto & superficie de projecio e as
propriedades:

Quanto a superficie de projecio

Podem ser projecoes planas, conicas ou cilindricas, quando
forem utilizadas as superficies de um plano, cone ou cilindro
como base para planificar a esfera terrestre. Os exemplos abaixo
demonstram a transformacdo da superficie terrestre em uma
superficie plana com auxilio das superficies de projegao.

Projecdo Plana ou Azinital e Projecdo Plana Polay

Quanto as propriedades

Podemos minimizar as deformagdes ocorridas pela planificacdo
da superficie terrestre no que diz respeito as areas, aos dngulos
ou as distincias, mas nunca aos trés simultaneamente. Os
exemplos abaixo mostram a possibilidade de alterar as
projecdes para o Brasil de acordo com as propriedades.

Projecio conforme

Nio ha deformacio dos
angulos em torno de
quaisquer pontos.

Projecio equivalente

Nao altera as areas,
conservando, assim, uma
relagdo constante com a sua
correspondéncia na superficie
terrestre.

Projecdo equidistante

Os comprimentos sao
representados em escala
uniforme.

Projecio estereogrifica
Fonte: Wikipédia, a enciclopédia livre.

<i

p Corte transversal de uma
esfera. A partir do ponto Z
(origem)  projeta-se o
ponto P (ponto da
superficie da esfera) sobre
o plano v (plano tangente a
esfera), o que resulta no

ponto P (imagem do ponto
z P sobre o plano v).

Em geometria, com aplicagoes em cartografia, a projecao
estereografica é um tipo de projeciao em que a superficie de uma
esfera (Terra) é representada sobre um plano tangente a ela,
utilizando-se como origem um ponto diametralmente oposto ao
ponto de tangéncia daquele plano com a esfera. A escala em
uma projegio estereografica aumenta com a distiancia do ponto
de tangéncia. Um hemisfério completo pode ser representado
em uma projecdo estereografica, sem distorgdes excessivas. Tal
como em outras projecdes azimutais, os circulos méximos que
passam pelo ponto de tangéncia aparecem como linhas reias.
Todos os demais circulos, incluindo meridianos e paralelos, sao
representados como circulos ou arcos de circulos. Em
Cartografia Nautica, o principal uso da projecio estereografica é
para a construgio de cartas das regides polares.

Fonte: IBGE (2023b, adaptado).

70



71
APENDICE B - QUESTIONARIO AVALIATIVO

Considerando a esfera unitdria, com centro no ponto C(0, 0, 1), Norte (0, 0, 2) e Sul (0, 0, 0),
tangente ao plano no polo Sul, e ainda a projecdo esferografica e sua inversa como as funcdes
abaixo descritas, responda as questdes a seguir:

¢(a, b, c) = (22_a ﬂ)

—c 2—c

4m 4n 2(m? 4 n?)
m2+n2+4" m>+n2+4" m*+n?+4

¢ '(m, n) = (

la). Um ponto se localiza no globo terrestre nas coordenadas (0, 1, 1), quais as suas coordenadas

correspondentes no plano? Justifique sua resposta.

1b) Sobre a 1* questdo - Vocé achou essa questio:

() facil () dificil () nem facil nem dificil

2a). Um ponto se localiza num plano nas coordenadas (2, 0), quais as suas coordenadas

correspondentes a este ponto no globo? Justifique sua resposta.

2b) Sobre a 2* questdo - Vocé achou essa questio:

() facil () dificil () nem facil nem dificil

3a). Um ponto se localiza no globo terrestre nas coordenadas (0, 0, 2), hd coordenadas

correspondentes no plano? Justifique sua resposta.

3b) Sobre a 3* questdo - Vocé achou essa questao:

() fécil () dificil () nem f4cil nem dificil
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ANEXO A - MAPA DO MUNICIPIO DE MASSAPE

o

Fonte: IBGE (2020).
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ANEXO B - EXEMPLO DE MAPA ESTEREOGRAFICO

WORLD STEREOGRAPHIC

EPSG:54026

FEDIR GONTSA, 2013
#30DAYMAPCHALLENGE

DATA: NATURAL EARTH DATA V.4
6IS

Fonte: Gontsa (2019).
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