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Resumo

Durante séculos, a geometria de Euclides contribuiu para a pesquisa matematica, mas
alguns matematicos discordaram de seu conceito ou reconhecem as falhas de Euclides e
reformularam sua geometria. O estudioso Hilbert reafirmou isso trocando os axiomas de
Euclides pela similaridade do triangulo. O objetivo deste trabalho é comparar a geome-
tria entre Hilbert e Euclides. A pesquisa é bibliografica. Propomos, assim, apresentar
reflexOes e analisar as diferencas entre a geometria de Euclides e a geometria de Hilbert,
expondo os conceitos, os axiomas em relagao a geometria euclidiana com intuito de expor a
importancia desses estudiosos para a matematica. Enfim, Hilbert simplificou a geometria
em uma série de axiomas e deu uma contribuicao vital para os fundamentos formalistas

da matematica.

Palavras-chave: Geometria. Euclides. Hilbert. Reformulagao.



Abstract

For centuries Euclid’s geometry contributed to mathematical research, but some mathe-
maticians disagreed with his concept or recognized Euclid’s flaws and reformulated his
geometry. The scholar Hilbert reaffirmed this by exchanging Euclid’s axioms for the si-
milarity of the triangle. The objective of this work is to compare the geometry between
Hilbert and Euclid. The research is bibliographical. We propose, therefore, to present
reflections and analyze the differences between Euclid’s geometry and Hilbert’s geometry,
exposing the concepts, the axioms in relation to Euclidean geometry in order to expose
the importance of these scholars for mathematics. Ultimately, Hilbert simplified geome-
try into a series of axioms and made a vital contribution to the formalist foundations of

mathematics.

Keywords: Geometry. Euclid. Hilbert. Reformulation
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INTRODUCAO

Euclides de Alexandria é considerado o ‘pai da Geometria’, que exerceu a funcao de
um professor, matemético e escritor grego em meados do século III a.C., e sua principal
obra ‘os Elementos’. Ele se notabilizou por sua habilidade de escrever e ensinar. Seus
conceitos foram difundidos e se tornou o pai da geometria, tendo sua obra sido considerada
uma das mais importantes de todos os tempos, porém, no século XIX, criticos a Euclides
culminaram numa proposta de geometria alternativa.

Hilbert é considerado um dos mais notaveis matemaéticos, e sua pesquisa é essencial em
diversos ramos da matemaética atual. Hilbert criou um sistema de axiomas completo e tao
simples quanto possivel para a geometria. Sendo que sua obra teve importancia capital
na mudanca da concepgao da geometria, em certo sentido, na da concepcao idealistica da
verdade (HILBERT, 2003).

Hilbert apresentou um modelo puramente aritmético que elaborasse as operacoes de
adicao, subtragao, multiplicacao e divisao introduzindo alguns niimeros reais em um con-
junto. Seu trabalho mudou de uma teoria em geometria para uma teoria de aritmética
(BERLINSKY, 2018).

Em particular, argumenta-se que para Hilbert sua aritmética de segmentos revelou
uma das caracteristicas mais atraentes de seu novo método axiomatico formal, do ponto
de vista matematico, consistindo na capacidade do método axiomatico descobrir e exibir
conexoes internas ou estruturais entre teorias matematicas de natureza diversa e, assim,
contribuir para a unidade do conhecimento mateméatico. Nesse contexto, Hilbert destacou
que o método axiomético nao deve ser concebido apenas como um instrumento eficaz para
apresentar uma teoria matematica de forma mais perspicua e logicamente precisa, sendo
necessario também um instrumento capaz para descobrir novos resultados matematicos.

“Os Elementos” de Euclides foram considerados por Hilbert confuso nas defini¢oes e
nas teorias das proporgoes, das retas e dos angulos. Assim, Hilbert o analisou corrigindo
falhas ou duvidas. Nesse contexto, se tem as seguintes indagacoes: como se processa
a geometria de Euclides e de Hilbert? Quais as mudancas feitas por Hilbert em sua
reformulagao? Essas sao apenas algumas das questoes cujo intuito é a busca de solugao por
meio dos estudos matematicos. Assim, o trabalho faz uma comparacao entre a construcao
geométrica de Euclides para a reformulada por Hilbert, tendo como desafio identificar as

diferencas e semelhancas entre as teorias pesquisadas, com énfase na anélise detalhada



das obras dos dois matematicos, culminando na identificacao das problematicas.

O estudo tem como objetivo geral analisar as diferencas entre a Geometria de Euclides
e a Geometria de Hilbert a partir da analise do conhecimento dos teéricos em estudo. Em
suas etapas intermediarias veem-se os estudos de Euclides e de Hilbert direcionados para
a identificagdo dos seus axiomas e teoremas, como também mostrar as falhas deixadas
por Euclides de acordo com Hilbert.

A metodologia caracteriza-se como bibliogréafica desenvolvida a partir de leitura de
documentos impressos como: livros, artigos, teses, sites, dentre outros. Berlinski (2018),
Hilbert (2000), Gray (2005) e Da Silva (2003) definem a geometria de Euclides e de
Hilbert e refletem sobre suas formulagoes. Outros tedricos complementam nesse estudo
para esclarecer os aspectos da geometria de Euclides e de Hilbert. Os teoricos citados sao
a base fundamental para o desenvolvimento do estudo dissertativo.

A motivacao para a elaboragao desse estudo tem como fator fundamental beneficiar
os estudantes e professores para refletir sobre os motivos que levaram Hilbert reformular
“Os Elementos” de Euclides e para orientar como se utiliza o contetido cientifico em sala
de aula. E relevante destacar a importancia das obras de Euclides e Hilbert para a
Geometria e a matematica no sentido de entender como ocorreu a transformagao da
geometria euclidiana em axiomas, como um formalismo mais que em Euclides.

A geometria denominada de ‘geometria Euclidiana’ é concepcional numa ideal material
ou concreta com um estudo do espaco real, ou natural, se estabelecendo no sistema axio-
maético através dos teoremas por demonstracoes logicas. Enquanto a geometria de Hilbert
induziu a uma transformacao da geometria de Euclides em axiomas com a publicagao de
‘Bases de geometria’.

Ressalta-se que nao sao tantos trabalhos académicos publicados comparando a geome-
tria euclidiana da geometria de Hilbert, porém, a pesquisa procura seu diferencial quando
busca analisar os postulados e nocoes de Euclides e os axiomas de Hilbert encontrando
suas falhas e pontos de distingoes.

O trabalho é constituido de cinco capitulos: O primeiro capitulo tem a intencao de
apresentar a historia da geometria, do tempo antigo até os dias atuais. O segundo capitulo
descreve-se a biografia de Euclides e os elementos basicos da sua geometria; o terceiro
capitulo discorre-se sobre Hilbert e seus axiomas; o quarto capitulo foca-se na reformulacao

da geometria Euclidiana; o quinto capitulo tem se a questao do livro didatico para a pratica



em sala de aula por meio da transposicao didatica.



1 BREVE HISTORICO DA GEOMETRIA

O ser humano nos afazeres do dia a dia utiliza-se de conhecimentos geométricos. Além
da propria natureza que é rodeada de formas geométricas. O cultivo de terras pelos povos
antigos utilizava a geometria e usavam nas construcoes de diversos objetos e utensilios,
nos desenhos que enfeitavam suas vestes e tecidos, nos monumentos gigantes, como as
piramides do Egito e do México. Diante de infinidades de formas geométricas presentes
na vida cotidiana, precisamos apresentar a origem da geometria e seu desenvolvimento

até os dias de hoje, o que passara a ser feito na proxima segao.

1.1 Geometria

A geometria é relevante em diversas areas do conhecimento. Estuda-se geometria na
escola, porém, precisa-se conhecer sua etimologia e definicao para entender melhor o que
realmente é geometria.

Conforme Fainguelent (1995), geometria oferece um amplo campo de pensamento e
método de grande valor para o desenvolvimento intelectual dos alunos, o raciocinio légico e
a passagem da intuicao, dos dados concretos e experimentais aos processos de assimilagao
e generalizacao. A geometria também ativa a transicao da fase operacional concreta para
a abstrata. Como tal, ¢ um tema de integracao entre as diferentes partes da matematica
e um terreno fértil para aprender a fazer e aprender a pensar. Desempenha um papel
original no ensino porque a intuicao, o formalismo, a abstracao e a dedugao constituem
a sua esséncia. Sua significagdo é abordada por Giovanni e Castrucci (2009, p. 194) que
"geo significa terra e metron significa para medir (medida)."

A palavra geometria foi utilizada pelo historiador grego Her6doto no século V a.C.
em sua grande épica sobre as guerras persas donde escreveu sobre o antigo Egito, que foi

utilizada “geometria” para as necessidades dos agricultores egipcios para redistribuir as

terras do vale do Nilo (LUCAS, 2008).

1.2 A geometria e suas origens

A partir da curiosidade do homem em observar as formas geométricas das coisas e da
natureza surgiu o estudo geométrico, denominada Geometria. Conforme Gerbasi (2019),

o homem primitivo foi adquirindo conhecimento em geometria, supostamente em épocas



remotas da antiguidade, de formas simples, aperfeicoando gradualmente até atingir o

estagio de desenvolvimento atual. Mesmo o ser humano de a antiguidade ter uma vida

primitiva, o seu instinto o impulsionou a ter ideias associadas a geometria. Eves (1992

apud GERBASI, 2019) presume como pode ter se originado a geometria:

A vida cotidiana pode ter levado o homem pré-histérico a percepcao
de curvas, superficies e sélidos como uma pedra que, arremessada no
ar, descreve uma parabola, e se jogada sobre a superficie de um lago,
descreve circulos concéntricos iguais aos que se observam no corte de
um tronco de arvore; um cip6 pendurado pelas extremidades entre duas
arvores originam uma catenaria; uma corda enrolada se parece com uma
espiral; alguns frutos tém forma esférica; ovos de aves tém formato oval;
folhas e flores ilustram a ideia de simetria; e a ideia de volume pode ter
nascido da necessidade de se armazenar agua, liquidos, cereais e outros
produtos (EVES, 1992, p. 1-2 apud GERBASI, 2019, p. 22).

Observa-se que a geometria foi criada através da intuigao e pela necessidade da obser-

vacao do ser humano. O seu comeco se deu ao homem olhar uma folha cair, a arremessar

uma pedra num rio, observando o contato com a agua, e assim, notando circunferéncias

concéntricas. Assim, a partir desses conhecimentos surgiu a geometria. No entanto, o

autor expoe que é dificil deduzir que a matematica teve sua génese na aritmética ou na

geometria, ou saber qual delas surgiu primeiro. O conhecido atualmente é que a geometria

transcende a arte da escrita. Veja essa abordagem abaixo no qual Gerbasi cita Boyer e

Strunik.

Transcorreram aproximadamente 6 mil anos para que o homem fosse
capaz de colocar seus registros e ideias em forma escrita. Informagoes
sobre a pré-histéria dependem das interpretagoes fundamentadas nos ar-
tefatos e documentos encontrados. Os desenhos do homem do Neolitico
mostram a preocupagao com relagoes espaciais, o que proporcionou a
abertura para a geometria. Pecas artesanais como a cerdmica, os tecidos
e os cestos mostram exemplos de congruéncia e de simetria, elementos
bésicos da geometria; as sequéncias simples indicam proposi¢oes geomé-
tricas e aritméticas. Provavelmente, a inten¢cdo do homem do Neolitico
foi apenas o sentido estético e a beleza das formas, sem ter em mente
qualquer significado aritmético ou geométrico (BOYER, 2010, p. 4-5;
STRUIK, 1989, p. 35, apud GERBASI, 2019, p. 23).

No periodo pré-historico, neolitico, a simplificacao dos desenhos pela geometrizagao

deu origem a um tipo de escrita que as ideias e os objetos eram retratados como desenhos

rudimentares.

Gerbasi (2019) aponta que o homem pré-historico era impossibilitado a decompor fra-

ses que permitisse representar ideias. A escrita com o tempo conseguiu construir simbolo



ou combinacoes de varios deles, atingindo o progresso e nascendo a escrita.

A geometria teve os primeiros contatos pelo homem antes dos sistemas dos escritos.
Existem evidéncias de diversos povos pelo interesse da repeticao e pela simetria com
objetivo de decorar seus objetos e moradias. A data padrao do uso geométrico é de 25
000 a.C. e esse ser humano pré-historico ja construia estruturas alinhadas com precisao,
demonstrando dominio de forma simples de geometria (GERBASI, 2019).

Os conhecimentos de Geometria no Egito Antigo eram utilizados de forma pratica,
basicamente para medir terrenos, realizando construgoes. A geometria encontra-se nas
construgoes egipcias mais famosas como as piramides, conhecidas pela beleza e engenho-
sidade de suas edificagoes. Enquanto os gregos adquiriram dos egipcios os conhecimentos
geométricos, porém, por volta de 600 a.C. iniciaram a organizagao e a sistematizagao
desse conhecimento. Seus conhecimentos geométricos sao vistos em suas belas constru-
¢oes (GIOVANNI e CASTRUCCI, 2019).

O trabalho de organizacao dos conhecimentos matematicos foi devido ao matematico
grego Euclides, por volta de 300 a.C., e reunido em uma obra de 13 volumes chamada
de Os elementos. Essa obra atribuida a Euclides é considerada o primeiro livro didatico
de matematica. Seu estudo é tao fundamental para histéria da matematica que hoje essa
geometria ¢ chamada de Geometria Euclidianas (GIOVANNI e CASTRUCCI, 2019).

Gerbasi (2019) nos conta que, na Antiga Grécia existiram trés problemas cléssicos
da geometria, considerados fundamentais para o desenvolvimento da Matematica. Tais
problemas sao a duplicagao do cubo, a trisseccao do angulo e a quadratura do circulo.

Os antigos gedmetras propuseram o problema da quadratura do circulo. Nesse con-

texto, Gerbasi (2019) esclarece:

O problema da quadratura do circulo, que consiste em construir um
quadrado cuja &area seja igual & area de um circulo dado, utilizando
apenas a régua sem escala e o compasso. A origem do interesse grego nos
problemas de quadratura é pouco conhecida. Provavelmente, o problema
primitivo do qual se originaram todos os outros foi o da quadratura
do retangulo. Aristoteles afirmava que a origem deste problema foi a
procura da média geométrica. Dentre os trés problemas classicos da
antiguidade, possivelmente o problema da quadratura do circulo foi o
mais famoso (GERBASI, 2019, p. 115).

A quadratura do circulo é um dos trés problemas classicos da Geometria grega, con-
sistindo em construir, utilizando somente régua e compasso, um quadrado com a mesma

area a de um circulo dado.



A geometria no Egito originou-se da necessidade de aprimorar a tributagao de impostos
de areas rurais, porque os administradores do faraé perdiam a referéncia do limite das
possessoes e dos impostos a cobrar aos agricultores de acordo com a verdadeira medida
de extensao da terra. O rio Nilo tinha enchentes anuais que inundavam as areas férteis,
destruindo os marcos fixados, forcando os donos de terras a refazer os limites de suas
propriedades agricolas, com objetivo de conservar as areas relativas ao ano anterior. Dessa
forma, para solucionar o problema, os faraés nomeavam funcionarios para delimitacao de
terras, os esticadores de corda, atuais agrimensores, cujo trabalho fundamentava-se em
avaliar os prejuizos das cheias e restabelecer as fronteiras das areas dos proprietarios
(GERBASI, 2019).

A geometria era utilizada para medir terrenos por meio de retangulos e triangulos

como expoe Gerbasi (2019):

Os “agrimensores” egipcios e babilonios conheciam, por exemplo, o tri-
angulo retangulo de lados 3, 4 e 5, e utilizavam-no como instrumento
de medida para tragar angulos retos, dividindo os lotes em retangulos e
tridangulos. Desse modo, conseguiam determinar a area de terrenos, pois,
eles sabiam que a soma dos dngulos internos de um tridngulo é igual a

s .

de dois angulos retos, e que a area de um paralelogramo é igual & do
retangulo que tenha a mesma base e a mesma altura (GERBASI, 2019,
p. 28).

Os vestigios de aplicagao de agrimensura no antigo Egito, remonta por meio de papiros
e monumentos que mostram a aplicacao dessa profissao. O Papiro de Rhind ou Papiro
de Ahmes é um documento egipcio que descreve a solu¢ao de 85 problemas de aritmética,
fragoes, calculo de areas, volumes, progressoes, reparticoes proporcionais, regra de trés
simples, equacoes lineares, trigonometria basica e geometria. Esse é considerado um dos
mais famosos documentos matemaéticos que ainda existe atualmente juntamente com o
papiro de Moscou. O escriba egipcio Ahmes (1960 a.C. e 1620. a.C.) reuniu conhecimentos
a respeito a area do circulo, designado problema. Ele esclarece, nao justificando a solugao
do problema, com simplicidade escolheu um quadrado que tivesse como lado o proprio
raio de figura. Dessa forma, apresentou o quadrado contendo no circulo mais de trés
vezes e menos de quatro, ou aproximadamente 3,14 vezes. Para conhecer a &area de
um circulo, de um campo circular com didmetro de nove unidades é a mesma de um
quadrado com lado igual a oito unidades, comparando com a férmula usada atualmente

A =nr?, confirmando que a regra egipcia ¢ equivalente a atribuir a 7 o valor de 3%, uma



aproximacao muito razoavel, mas nao ha indicacao que Ahmes conhecesse que as areas
do circulo e do quadrado nao eram exatamente iguais (GERBASI, 2019).

Para Gerbasi (2019), a geometria na Babilonia era obtida pelo volume de cilindro
circular reto, assim como o produto da base pela altura, entretanto, no volume de uma
piramide quadrada ou no volume de um tronco de um cone, utilizou-se erradamente como
produto da altura pela metade das somas das bases. Outra informacao interessante é
a respeito de medir a distancia, utilizavam a milhar babilonica, correspondendo a sete
milhas atuais. Os babildnios utilizavam diferentes formas para demarcar os terrenos para
o cultivo como também a projecao de edificios. Embora com pouco conhecimento geomé-
trico, os babilonios conseguiram solucionar o problema, por intermédio de duas estacas
apoiadas na terra, marcavam um segmento de reta. Posteriormente, ligava e estendia as
cordas que funcionavam como compassos através de dois arcos de circunferéncia que se
cruzavam determinando dois pontos que, unidos, cortavam perpendicularmente a outra
reta, formando os angulos retos. Este procedimento nao era o bastante para levantar
uma perpendicular por um ponto dado; todavia, os estudiosos gedmetras da antiguidade
conseguiram através de uma corda, determinando a melhor solucao para esse problema.
A resolugao colocava de forma estratégica essa corda de modo a formar os lados de um
triangulo retangulo com comprimentos equivalentes a 3, 4 e 5 unidades, respectivamente.

Em relac@o aos circulos, Eves (2004 apud GERBASI, 2019) informa sobre as suas de-

marcagoes:

Ja para demarcar circulos, grandes ou pequenos, os antigos gedmetras
usavam uma corda, fazendo-a girar em torno de uma estaca cravada no
solo como centro da figura. O comprimento dessa corda, hoje conhe-
cido como raio, possivelmente, tinha alguma relacao desconhecida com o
comprimento da circunferéncia. Ao retirarem a corda da estaca e colocé-
la sobre a circunferéncia desenhada no solo, eles podiam verificar que o
comprimento dessa corda era necessario para contornar a circunferéncia

(EVES, 2004, p. 60-61 apud GERBASI, 2019, p. 32).

Ao demarcar os circulos comprovaram que era apenas necessario conhecer o compri-
mento do raio e multiplica-lo por 6,28 (equivalente a um pouco mais de seis vezes e quarto
da corda). Assim, ndo importava o tamanho da corda, o resultado sempre exprimia se-
melhanga.

Os gregos como cita Gerbasi (2019) conheciam a quadratura do circulo antes de 400
anos a.C. Anaxagoras de Alexandria (500 a.C.) foi o primeiro matemético considerado a

tentar a determinar a resolucao para esse problema, mas seu aporte é desconhecido. O



geometra grego Dinostrato (a.C. 499 a.C. - 427 a.C.) em 350 a.C., desenvolveu um método
para quadrar o circulo através do uso da trissetriz de Hipias, tornando o problema de
quadrar circulo uma questao simples. No entanto, Dindstrato nao utilizou exclusivamente
a régua e o compasso para estabelecer a solugdo. A demonstragao apresentada para o

problema se vé na figura abaixo:

Figura 1: Método de Dindstrato para o quadrante do circulo.
B :

G
Fonte: Gerbasi (2019, p. 116).

Seja o quadrado ADCB da figura 1. e BED um quadrante de um circulo de centro
em A e raio AB; conjecturando que o raio se movimenta da posicao AB para posicao AD,
enquanto, ao mesmo tempo, o segmento BC' se move uniformemente para posicao AD,
paralelamente a si mesmo; os movimentos relativos do raio e do segmento sao sincronizados
de modo que estes comecem a se mover a partir da posicao original no mesmo instante
e alcancem a posicao AD também no mesmo instante. Os pontos correspondentes de
interseccao do raio e do segmento em cada momento formam o lugar pretendido. Desse
modo, BFLG é a quadratriz, curva que determina a solu¢ao da quadratura do circulo
(GERBASI, 2019).

Boyer (1974) ressalta que entre os séculos V a.C. e IIT a.C. foi o periodo glorioso da
matematica grega, com seu declinio no periodo entre 250 a.C. a 350 d.C., chamando o
século da idade de prata. Primeiramente, no inicio do periodo teve-se o destaque do maior
algebrista grego, Diofanto de Alexandria. Na histéria da Aritmética, ele desempenha um
papel semelhante ao que Euclides teve na Geometria. Sua obra de destaque é “Arithmé-
tica”, que aborda sobre equagoes que possuem como solugoes ntimeros inteiros ou racionais

designadas equacoes diofantinas.
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Gerbasi (2019) fala que os gregos adquiriram conhecimentos de outras culturas, siste-
matizando e superando seus predecessores. Suas proezas marcaram a histéria da huma-
nidade em todas as areas do pensamento humano. Eles nao acharam suficiente o carater
empirico, entao, buscaram descobrir demonstragoes dedutivas rigorosas de normas relati-
vas no ambito da teoria e nas aplicacoes praticas da Geometria.

As primeiras observagoes feitas pelo ser humano associado do que é chamada hoje de
Geometria ocorreram através do conhecimento de semelhancas e distingoes dos objetos
do seu cotidiano. Esses conhecimentos sao considerados empiricos, assim, Gerbasi (2019)

menciona que:

Tanto a civilizagao egipcia como a babiloénica conhecia a geometria, mas
apenas como instrumento empirico e ndo como uma teoria organizada.
Essas civilizagoes, por meio da indugao, atingiram resultados geomé-
tricos, acumulando conhecimentos que as capacitavam na resolucao de
problemas de tragado de limites de terras, de comparacao de areas, de
projetos arquitetdnicos e de engenharia, como as piramides e os tem-
plos. Estes sao os registros mais antigos do conhecimento sistematizado
da Geometria, em civilizagoes que floresceram hé cerca de 3.500 anos

(GERBASI, 2019, p. 33).

Esse conhecimento deve-se a diversos fatores relacionados a cardter mais empirico assu-
mido pela matematica, especificamente a geometria. A partir desse carater experimental
ou empirico os gregos iniciaram cogitar a transformacao da Geometria empirica utilizada
pelos babilonios e egipcios em Geometria Teoérica.

Boyer (1974) salienta que as civilizagoes que se desenvolveram na China e na India
sao dos mesmos periodos comparaveis as do Nilo ou dos rios Tigre e Eufrates, porém, as
informagoes cronologicas relativas a China nao sao tao confiaveis quanto as referentes ao
Egito e a Babilonia. As culturas gregas e romanas sao posteriores as civilizagoes chinesas
e Hindus. Dessa forma, o primeiro império chinés se formou acerca do ano 2750 a.C., mas
datar documentos de origem grega que comprove suas formagoes nao sao considerados
uma tarefa facil. As obras podem ser de épocas diferentes, um exemplo, o texto mais
antigo das obras classicas da matemaética, Chou Pei Suang Ching (Arte de Matematica).
A tal obra é uma exposicao das realizagoes matemética chinesa ao redor de 1200 a.C.
Existem outras estimativas que foi elaborado no século I a.C., porém, com data mais
provavel seria 300 a.C. Assim, a obra ficaria a par com a obra Chiu Chang Suanshu,
elaborada por volta de 250 a.C. O nome Chou Pei sugere o uso do gnémon no estudo

de trajetorias circulares no céu, tratando de calculos astrondémicos, nao obstante, a obra
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contendo uma introducao as propriedades do triangulo retangulo e um estudo incipiente
sobre o uso de fragoes. Além disso, ha indicios do Teorema de Pitagoras no Chou Pei,
aparentemente.

O K’ui-ch’ang Suan Shu ou Nove Capitulos sobre a Arte da Matemaética (206 a.C.) é
outro trabalho importante da matematica chinesa, contendo informagoes bem antigas. A
obra consta de 246 problemas sobre agricultura, procedimentos de negocios, engenharia,
agrimensura, resolucao de equagoes e propriedades de triangulos retangulos. Nele, inclui
somente regras de resolucao e nao existe demonstragao no estilo grego, que era comple-
tamente axiomatico. Os nove capitulos do livro tinha a seguinte ordem como destaca
Gerbasi (2019):

1. Agrimensura, areas do triangulo retangulo, do trapézio e do circulo;

. Porcentagem e proporgao;
. Regra de sociedade e regra de trés;
. Determinacgao de lados de figuras, incluindo calculo de raizes quadradas e ciibicas;

. Volumes;

2
3
4
5
6. Problemas de movimento e ligas;
7. Regra da falsa posicao;

8. Sistemas de equagoes lineares e procedimentos matriciais;

9. Triangulos retangulos pitagoricos.

Um tratado intitulado Manual de Matematica da Ilha Maritima foi escrita pelo mate-
maético Liu Hui (220 d.C.-280 d.C.). A obra apresenta: 3,1410 < 7 < 3,1427. Dois séculos
depois, Tsu Ch'ung-Chih (430 d.C.-501 d.C.) e seu filho encontraram: 3,1415926 < 7 <
3,1415927 (GERBASI, 2019).

Os &arabes reproduziram os ensinos recebidos dos gregos e o fundo para o desenvolvi-
mento matemético comecou ao redor de Bagdé pelos Califas. Eles eram individuos cultos
e patrocinaram a ciéncia e a cultura, convidando eximios estudiosos as suas cortes. As
obras gregas de diversas areas como astronomia, medicina e matematica grega foram tra-

duzidas para o arabe. Essas tradugoes contribuiram para maioria da ciéncia grega e hindu

nao terem sido perdidas durante a baixa idade média conforme Gerbasi (2019).
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1.3 A geometria na idade média

Ao decorrer de sua historia a geometria sempre foi fundamental em varios sentidos,
pois, tem a funcao de facilitar a vida do ser humano. Na Idade Média nao é diferente, a
geometria estava presente nas grandes construcoes religiosas da época. Os povos medie-
vais tinham como idolo Euclides, mas tinham também grande admiracao por Villard de
Hounnecount?.

Borges Filho (2005) observa que ¢ na Idade Média, com a obra de Villard de Hon-
necourt, apresentando desenhos arquitetonicos, evidenciando desenhos das catedrais em
planta e alcados. Além de geometria e técnicas de construcao, evidencia desenhos das
catedrais de Laon e Reims. A partir de suas viagens pela Europa, desenhou seus desenhos
geométricos, que sua obra ficou bastante famosa entre os arquitetos da época. Enquanto
Euclides deixava o legado dos “13 elementos”, Villard deixou uma geometria pratica, se
tornando a obra mais ilustre do periodo medieval, de um notavel conhecimento geomé-
trico.

Na China, a geometria desenvolveu a partir da medigao, e foi usado como na Babilonia,
para exercicios de aritmética ou algebra. Um importante matemético chinés foi Yan Hui
(1238-1298), que escreveu uma extensao dos Nove Capitulos sobre a Arte da Matematica,
na qual representou habilmente fragoes decimais e também incluiu a primeira versao do
triangulo de Pascal. Durante a dinastia Tang (618 d.C.-907 d.C.), a influéncia hindu é
notada, e ha vestigios do arabe na Dinastia Yuan (1278-1368). No entanto, muito pouca
matemaética chinesa antiga estd diretamente relacionada com o grego ou o latim. Isso
ocorreu apos a Dinastia Ming (1368-1644) (GERBASI, 2019).

Na época em que a Europa atravessou a indiferenca cultural da Baixa Média, como
resultado do dominio exercido pela igreja Catoélica através da Inquisicao, houve um de-
clinio da matemaética grega e a matematica chinesa tornou-se uma das mais criativas do
mundo. Cresceu e alcancou resultados que a Europa s6 conheceria apos o Renascimento
(EVES, 2011).

Com a queda do Império Romano Ocidental, situada no ano 476. Nesse ano nasceu
Aryabhata, autor de um dos mais antigos textos matematicos indianos. Ele produziu seu

trabalho no inicio do século VI d.C., entre os quais estao o volume da piramide como

2Villard de Honnecourt da Picardia (regiao do nordeste da Franga) foi um renomado arquiteto mestre
do século XIII, famoso devido & coletanea de desenhos que deixou, repletos de projetos arquitetonicos.
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metade do produto de sua base pela altura (b.h/2) e 73/%r® como o volume da esfera
(GERBASI, 2019). No entanto, Boyer (1974) observou que a atividade matemaética na
india ja existia muito antes. A India também tem seus “estiradores de corda”, assim como
o Egito, e os primeiros conceitos geométricos adquiridos em conexao com o tragado de
templos, medigao e construgao de altares tomaram a forma de um corpo de conhecimento
conhecido como os Sulvasutras. Sulva refere-se as cordas utilizadas nas mensuragoes,
enquanto sutra se refere a um livro de regras ou aforismos relacionados a rituais, ou
ciéncia. O estirar de corda é notavelmente reminiscente de origem da geometria egipcia.
Mas as dificuldades em datar as regras estao ligadas a duvidas quanto & influéncia que
tiveram sobre mateméticos hindus posteriores. Mais ainda do que na China, existe uma
acentuada falta de continuidade na tradicao matematica hindu: contribuigoes importantes
sao acontecimentos isolados separados por intervalos sem resultados.

Bhaskara (1114-1185) foi um dos maiores matematicos da india medieval. Escreveu
muitas obras importantes, incluindo Lilavati e Bijaganita. Bhaskara Akaria é mais
conhecida por seu livro Lilavati, um importante trabalho sobre problemas simples de
aritmética, geometria plana (medigdo e trigonometria) e combinatoria. Ao tratar do
circulo e esfera Lilavati nao faz distingao entre afirmacoes exatas das aproximadas. A
area do circulo é corretamente dada como um quarto da circunferéncia, vezes o didmetro e
o volume da esfera como um sexto do produto da area, vezes o didmetro, mas para a razao
entre a circunferéncia e o diametro de um circulo Bhaskara sugere 3.927 por 1.250 ou o
valor bruto 22/7. O primeiro valor equivale a razao citada. Nao ha indica¢do em Bhaskara
ou em outros escritores hindus de que eles soubessem que todas as razoes propostas eram
aproximagoes (BOYER, 1974).

Portanto, as contribui¢oes que os matematicos chineses e hindus permitiram que a

matematica dessas nagoes da Idade Medieval fosse estudada até os dias de hoje.

1.4 A geometria na idade moderna

A Idade Moderna é um periodo considerado de intensas mudancas, revolucoes e mu-
dancas na mentalidade ocidental. Na matemaética tem-se o destaque do matemético Regio-
montanus, Descartes, Pierre de Fermat, Johann Carl Friedrich Gauss, Bernhard Riemann,
Nicolai Ivanovich Lobatchevski e Janos Bolyai .

Launay (2019) apresenta que a Europa do século XVI estava em uma grandiosa efer-
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vescéncia intelectual. A Italia era transbordada pelo Renascimento e influenciou todo o
continente. Essas mudancgas foram de ordem cientifica, social, religiosa e econdmica multi-
plicaram as descobertas. Os espanhois descobriram um novo mundo. Entao, enquanto se
buscavam terras distantes, os intelectuais humanistas redescobriam nas bibliotecas gran-
des textos da antiguidade. No aspecto religioso teve a Reforma Protestante promovida
por Martinho Lutero e Joao Calvino. Outra mudanca importantissima foi a criacao da
imprensa pelo alemao Johannes Gutenberg em 1450. Os elementos de Euclides foi im-
presso numa grafica, em Veneza. Assim, milhares de obras foram impressas a partir da
imprensa.

Segundo Eves (2011) o mais influente matematico do século XV foi Johann Miiller
(1436-1476), geralmente conhecido por Regiomontanus. Ainda bem jovem estudou com
Peurbach em Viena. Traduziu, do grego, trabalhos de Apolonio, Herao e Arquimedes. Seu
tratado De triangulis omnimodis, escrito por volta de 1464, mas publicado postumamente
em 1533, é a mais importante de suas obras; trata-se da primeira exposigao europeia sis-
tematica de trigonometria plana e esférica, num tratamento independente da astronomia.
Essa obra se divide em cinco livros, os dois primeiros dedicados a trigonometria plana e
os outros trés a trigonometria esférica. Nessa obra o autor revela particular interesse na
determinacao de um triangulo, satisfeitas trés condigoes dadas. Nos trabalhos de Regi-
omontanus, usa-se a algebra na resolugao de problemas geométricos. Além disso, Para
Boyer (1974, p. 201) "a algebra de Regiomontanus era retérica. Sua influéncia sobre a
algebra foi reduzida nao s6 pela sua adesao a forma retérica de expressao e por sua morte
prematura."

Launay (2019) relata que a algebra se torna independente da geometria, ndo necessi-
tando interpretar as multiplicagoes como retangulos, passando a serem encarregados pelos
x, 0os y e os z. Essa mudanca foi por intermédio do Francés René Descartes. Ele passa
a introduzir um meio simples de algebrizar os problemas da geometria através de um
sistema de eixos e coordenadas. Sua ideia de coordenadas cartesianas: por no plano, duas
retas numeéricas, uma horizontal e outra vertical, com finalidade de localizar cada ponto
geométrico por suas coordenadas em funcao desses dois eixos.

Mol (2013) cita que Pierre de Fermat (1601-1665) foi um advogado e politico francés
que viveu na cidade de Toulouse. Ele nunca atuou como matemaético profissional tinha a

matematica apenas como um hobby. No entanto, foi um dos maiores talento da matema-
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tica do seu tempo. Produziu contribui¢oes importantes em diversas areas, que o fazem ser
conhecido como um dos pioneiros da moderna teoria dos nimeros e ainda como um dos
criadores da geometria analitica e do célculo diferencial. Fermat nao produziu obras com-
pletas, sendo que muitos dos seus trabalhos permaneceram manuscritos em vida e ficaram
famosos através de cartas a seus amigos e colaboradores. Os seus interesses principais
em aritmética estavam nos nimeros primos e nas propriedades de divisibilidade. Alguns
dos resultados estabelecidos por ele seriam demostrados apenas por seus sucessores. Tal
como, o conhecido Pequeno Teorema de Ferma, que diz que: Se p é primo e a é um
nimero nao divisivel por p o niimero a?~'—1 ¢é divisivel por p.

Andrade (2013) ressalta que o alemao Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855),
apos duas décadas de tentativas, acabou por se convencer que o axioma das paralelas era
independente dos outros quatro. Segundo seu proprio depoimento, ele descobriu varias
consequéncias de uma geometria na qual por um ponto fora de uma reta passam mais de
uma reta que nao a intercepta.

Gauss fez tentativas de provar o postulado das paralelas, chegando a conclusao de que
era impossivel uma demonstracao. As conclusdes nao publicadas de Gauss o tornariam
criador das geometrias nao euclidianas. Desde seus tempos de aluno, Gauss se encantou
pelo problema de postulado das paralelas®. Em torno de 1813 teria criado uma geome-
tria, segundo ele, “estranha e totalmente diferente da nossa”. No entanto, como lhe era
caracteristico, nao publicou sobre o assunto. Porém, sua visao sobre a possibilidade de
existéncia de geometrias diferentes da euclidiana apareceu em seus resultados sobre ge-
ometria diferencial de superficies, onde ficou clara a possibilidade de dotar uma mesma
superficie de diversas geometrias. Em seu Disquisitiones Circa Superficies Curvas, Gauss
j& havia desenvolvido a no¢ao de geometria intrinseca a uma superficie, pesquisando suas
propriedades geométricas de forma independente de seu espago ambiente (MOL, 2013).

O trabalho de Gauss sobre geometria teve seguimento com um de seus mais ilustres
discipulos: Bernhard Riemann (1826-1866). Riemann investigou as peculiaridades das
geometrias nao-euclidianas, seguindo a perspectiva da geometria diferencial, expondo-as
em um quadro mais geral. A obra de Riemann restabeleceu e difundiu a ideia de Gauss so-

bre a geometria intrinseca das superficies, elaborando uma teoria de geometria diferencial

30 5° O postulado de Euclides é conhecido como postulado das paralelas. A explicacdo histérica é bem
conhecida. Utilizando apenas os quatro primeiros postulados é possivel provar até a 31¢ proposi¢ao do
Livro I dos Elementos: por um ponto fora de uma reta passa pelo menos uma reta que nao a intercepta.
O ultimo postulado garante a unicidade da paralela (ANDRADE, 2013).
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para dimensao qualquer, atualmente denominada como geometria Riemanniana. Rie-
mann investigou a ideia de curvatura, revelando que a geometria euclidiana representava
a curvatura nula, ao passo que a geometria de Bolyai e Lobatchevski estava relacionada
a curvatura negativa. Ele também descobriu que, em "dimensao dois, as superficies de
curvatura positiva podiam ser aplicadas sobre uma esfera, onde poderia ser desenvolvida
uma geometria desprovida de retas paralelas."(MOL, 2013, p. 127).

Mol (2013) descreve que a sociedade matematica tomaria nogao dos estudos das geo-
metrias nao-euclidianas apenas com os trabalhos do russo Nicolai Ivanovich Lobatchevski
(1792-1856), professor na Universidade de Kazan, e do hungaro Janos Bolyai (1802-1860),
oficial do exército do império austriaco. Eles sao conhecidos como criadores da geome-
tria nao-euclidiana, teoria que desenvolveram, de forma independente, por volta do ano
de 1825. O conceito de geometria que criaram e divulgaram é idéntica & elaborada por
Gauss, receberia mais tarde de Felix Klein o nome de geometria hiperbolica.

Conforme Andrade (2007), na matematica moderna, com os trabalhos de Bolyai e
Lobashevsky, a crenga no modelo absoluto foi abalada. Lembramos que a fisica descobriu
fenomenos que nao poderiam ser explicados dentro da estrutura euclidiana apenas algu-
mas décadas depois. Essa disputa puramente intelectual teve forte repercussao entre os
gedmetras, pois, um objeto estudado por tantos corria o risco de nao existir, e verdades
descobertas ao longo dos séculos poderiam ser uma descricao do nada.

O objeto de pesquisa da geometria é a pragmatica. Em esséncia, Euclides e Bolyai - Lo-
baschevsky estudaram duas estruturas axiomaticas diferentes das quais verdades relativas
foram obtidas por derivagao logica. Portanto, um objeto de estudo deve ter uma estrutura
axiomatica, por mais artificial que seja, pois, alguns parecem estar no momento histérico
de sua formacao, mas depois sao utilizados por outros campos de aplicacao. Assim, os
fatos nao provocam rachaduras, o dilema ¢ resolvido e nao ha necessidade de perguntar

sobre o passado. Os principios axiométicos permeiam a matematica (ANDRADE, 2007).

1.5 A geometria no Brasil

E preciso informar que, no Brasil, a historia da ciéncia é recente e nao tem contribuido
significativamente para o desenvolvimento da matemética e da ciéncia. Portanto, os livros
da Geometria Cientifica e da histéria da matematica foca mais no ensino do que no

conhecimento em si. Entao, o ensino iniciou-se com a chegada dos jesuitas no Brasil e foi
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se desenvolvimento com o decorrer dos tempos.

Antes de 1882, o Estado nao era responsavel pela oferta da educagao, e Rui Bar-
bosa defendeu a garantia ao acesso universal a educacao, defendendo a obrigatoriedade,
gratuidade e laicidade. Abordaremos a seguir o parecer de Rui Barbosa.

O parecer de Rui Barbosa mencionado por Silva e Valente (2014) foi desenvolvido pelos
republicanos na Reptblica Velha que influenciou a proposta educacional. Nessa proposta,
o método intuitivo é exaltado como elemento mais fundamental para as novas propostas
educacionais. A metodologia proposta por Rui Barbosa para o ensino das ciéncias sao
as chamadas licoes de coisas com objetivo de extirpar a pedagogia retorica com base em
nomes, datas, defini¢des, preceitos. Ao contrario, pressupos o contato com os objetos e a
observagao.

Em relagdo a geometria, a proposta de Rui Barbosa mencionado por Barbosa (1947

apud SILVA e VALENTE, 2014) destacava:

E por meio de modelos materiais, de construcdes graficas, que ha de
ter entrada na escola o curso sempre concreto, intuitivo, figurado dos
elementos desta ciéncia. Comecgando por discernir ao aspecto as formas
geométricas mais elementares, o sistema froebeliano adestrar utilmente
o menino em reproduzi-las por meio de papelao, do papel, da terra plas-
tica, ou do arame. Por uma graduada sucessao de passos, esta parte do
programa, dominado e encaminhado sempre pelo mesmo espirito é sus-
ceptivel do mais amplo desenvolvimento. (BARBOSA 1947, p. 289-290
apud SILVA e VALENTE, 2014, p. 48-49).

No parecer Rui Barbosa propos ao Estado uma responsabilidade com a instrucao pu-
blica, pois, para ele, o ensino a todos era importante para a reconstrucao do carater
nacional. Além disso, Rui Barbosa definiu a taquimetria como "concretizagao da geo-
metria, ¢ o ensino da geometria pela evidéncia material, a acomodacao da geometria as
inteligéncias mais rudimentares: é a licao de coisas aplicada & medida das extensoes e
volumes"(BARBOSA 1947, p. 290 apud SILVA e VALENTE, 2014).

Silva e Valente (2014) diz que a geometria no programa passa a constituir como uma
disciplina escolar auténoma. Nao mais se apresenta focada ao adjetivo “prética”’, e esta
colocada ao lado do desenho, da modelagem, ao lado da aritmética, e dos trabalhos
manuais. Assim, uma proximidade com a geometria. Entao, na matéria de desenho, figura
geométrica plana desde tridngulos até octégonos. A matéria de modelagem propusera
exercicios em barro tmido em forma de esfera, cubo e cilindro. Enquanto nos trabalhos

manuais é proposta atividade como cortar com a tesoura o quadrado em dois triangulos
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e em quatro triangulos.

Segundo Souza (2016), a Reforma Francisco Campos (nas décadas de 1930 e 1940)
ministrava-se em todas as séries a disciplina Matematica. Aritmética, Algebra e Geometria
estabeleciam uma correlagao fazendo com que o ensino adquirisse uma nocao de fungao,
j& que os ensinamentos mateméaticos eram de forma intuitiva e em seguida, desenvolvidos
gradualmente, de maneira geométrica e analitica.

Pavanello (1989) explana mudancas na reforma educacional de 1942:

Os programas de mateméatica de 1942 apresentam algumas diferencas
em relagao aos de 1931. Em primeiro lugar, ndo mais se insiste em que
os trés assuntos-aritmética, algebra e geometria — sejam abordados em
cada uma das séries do curso ginasial. A geometria é ainda abordada nas
quatro séries iniciais, intuitivamente nas duas primeiras e dedutivamente
nas duas ultimas. A aritmética (pratica) é, no entanto, ministrada so6
nas séries iniciais, enquanto a algebra é programada para as duas tul-
timas. Progressoes, logaritmos, exponenciais e fungoes circulares, que
constavam do programa da 4% série (programa de 1931) passam a figu-
rar nos cursos classico e cientifico. No 32 ano sao estudados limites e
derivadas. A geometria é bastante priorizada no segundo ciclo, sendo
programada para todos os anos, incluindo-se ainda trigonometria no 2°
ano e geometria analitica no 3°. (PAVANELLO, 1989, p. 136-137).

A Reforma de Francisco Campo em 1932 e a de Gustavo Capanema de 1942 respon-
diam as exigéncias politico - ideologicas daquelas décadas, com ideologia nas concepgoes
educacionais que se redefiniam no Brasil. Para tanto, Souza (2016) mostra que naquela
ocasiao uma restauragao no sistema educacional legitimava e controlava as inteng¢oes ino-
vadoras do novo governo de Getulio Vargas, representando um passo decisivo nas criagoes
das infraestruturas administrativas, necessarias a politica centralizadora e intervencionista
daquele governo.

Pavanello (1989) enfatiza a omissao do ensino da geometria no Ensino Fundamental:

A orientacgao de trabalhar a geometria sob o enfoque das transformagoes,
assunto nao dominado pela grande maioria dos professores secundérios,
acaba por fazer com que muitos deles deixem de ensinar geometria sob
qualquer abordagem, passando a trabalhar predominantemente a élgebra
- mesmo porque, como a Matematica Moderna fora introduzida através
desse contetido, enfatizara sua importancia. A maioria dos alunos do 1°
grau deixa, assim, de aprender geometria, pois, em geral, os professores
das quatro séries iniciais limita-se a trabalhar somente a aritmética - e as
nogoes de conjunto. O estudo de geometria passa a ser feito, quando o é,
apenas no 2° grau. A substitui¢ao do Desenho Geométrico pela Educagao
Artistica nos dois graus de ensino vem, no entanto, tornar ainda maior
a dificuldade dos alunos em trabalhar com as figuras geométricas e sua
representagao (PAVANELLO, 1989, p. 144).
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A geometria aos poucos foi ensinada somente no Ensino Médio. Além disso, a geome-
tria dedutiva frequentemente ensinada na forma de exposicao de teoremas e demonstra-
¢oes, na qual ensinar e aprender geometria acontecia por meio de axiomas ou de transfor-
macoes vem sendo abandonada do curriculo escolar.

A Lei LDB n° 9.394/96 foi publicada em 1996 e os Parametros Curriculares Nacionais
(PCNs) de matematica em 1998, indicando a abordagem da geometria euclidiana por

meio da exploragao visual e tatil:

[. . . ] Ashabilidades de visualizagao, desenho, argumentacao logica e de
aplicacao na busca de solugoes para problemas podem ser desenvolvidas
com um trabalho adequado de Geometria, para que o aluno possa usar
as formas e propriedades geométricas na representagao e visualizagao de
partes do mundo que o cerca (Brasil, 1999, p. 44).

E importante destacar que a geometria na escola possibilita uma interpretacdo mais
clara para desenvolver o pensamento espacial e estimular o raciocinio por meio da visuali-
zagao. Entao, é necessario que o docente incentive o aluno em desenvolver uma educagao
visual adequada. Portanto, reflete-se que ao olharmos o corpo de um homem ou mulher,
algumas folhas de arvores ou plantas, ou vé uma borboleta voando edificios antigos, ou
atuais encontra-se uma excelente alternativa para trabalhar conteidos de geometria de
forma pratica. Logo, os estudiosos como Euclides, Platao, Arquimedes, Descartes e outros
perceberam esses padroes geométricos em diversos fenomenos da natureza e ampliaram

seus estudos com o decorrer dos tempos.
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2 A GEOMETRIA DE EUCLIDES

Desde o surgimento da humanidade, o homem tinha a curiosidade geométrica e por
meio de Euclides, um grande matemético da Grécia antiga que modificou o pensamento
matemaético de acordo com as novas necessidades que surgiram a explorar a geometria pela
publicacao de sua obra “Os elementos”, que influenciou diversos estudos e sendo estudado
até os dias atuais.

Diante disso, viu-se a possibilidade de abordarmos nas se¢oes abaixo sobre sua biografia

e seus estudos matemaéticos.

2.1 EUCLIDES

Conhecer Euclides é conhecer os estudos matematicos de “Os elementos”, a obra que
0 consagrou.

Euclides de Alexandria foi um matematico platonico, professor e escritor grego, con-
siderado como o “Pai da Geometria”. Sua principal obra é “Os elementos”. Ainda quando
jovem deve ter tido influéncia de estudantes de Platao, com possibilidade de ter frequen-
tado a academia fundada pelo filésofo. Sua vida pessoal e a razao em que Euclides compos
seu livro, Os elementos, permanecem com muitas informacoes desconhecidas. Existem re-
gistros de que Euclides possa ter lecionado na grande biblioteca de Alexandria, fundada
por Ptolomeu I, que se diz que como docente, Euclides foi urbano, prestativo e delicado. O
autor de Os elementos é rigoroso, severo, logico, implacavel e como matematico, Euclides
apreendeu com seus predecessores, estudiosos como Eudoxo e Teeteto, e passou aos seus
sucessores, Apolénio e Arquimedes. Euclides ajustou e refinou a geometria que ja existia
e influenciou o mundo antigo, medieval, moderno até os dias atuais (BERLINSKI, 2018).

Berlinski (2018) demonstra que geometria durante mais de dois mil anos significou
geometria euclidiana, e a tal era Os elementos. Esse é considerado a obra mais antiga
da matematica ocidental. Os elementos no primeiro livro contém 48 proposicoes, e o
segundo, quatorze. Sao treze volumes constando 467 proposicoes. Além de dois livros
incertos, atribuido a sua autoria de edigdes mais antigas de Os elementos.

O Livro I tem um conjunto de 5 axiomas ou 5 postulados, enquanto o Livro IV, aplica
a teoria das proporcoes de Eudoxo & geometria. Ambos fazem meng¢ao aos pontos, as

retas, aos circulos, aos quadrados, aos triangulos, aos angulos retos e aos retangulos, as
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formas estaveis de arte e da arquitetura. Os embasamentos dos Livros V a IX sao voltadas
a uma teoria de magnitudes, proporc¢oes e nimeros. Os outros livros sao abordados os
estudos a geometria solida. Todos os livros de Os elementos sao importantissimos, mas
somente os quatro primeiros livros de seus tratados estao o mito e a memoria de Euclides
como cita Berlinski(2018).

De acordo com Azevedo Filho (2015), os elementos de Euclides organizados em treze
livros, com apenas os seis primeiros tratam de geometria plana elementar. O gedmetra
estruturou o tema em 5 postulados, 5 “nogdes comuns” e mais de 150 proposi¢oes. As
nogoes comuns sao consideradas também principios, que estas diferem dos postulados por
serem mais evidentes, porém, um estudo moderno nao faz essa diferenca. As criticas a
Euclides deram origem a geometria nao euclidiana, mas por mais de dois mil anos, a obra
¢ a mais rigorosa do tratado logico dedutivo da matemaética elementar.

O estudo de “Os elementos” segundo Berlinski (2018) sempre encanta geragoes:

Em cada geracao, alguns estudantes encantaram-se com Os elementos.
“Aos onze anos de idade”, lembra Bertrand Russell em sua autobiografia,
“eu comecei a ler Euclides, tendo meu irmao como tutor. Foi um dos
grandes acontecimentos da minha vida, tao deslumbrante como o pri-
meiro amor. Eu nunca tinha imaginado que havia algo tao delicioso no
mundo.”(BERLINSKI, 2018, p. 12).

A obra de Euclides até os dias atuais encanta quem lé por sua complexidade, organi-
zagao, e aprendendo algebra ao periodo que estuda geometria. O interesse pela geometria
euclidiana ha muito tempo faz parte do curriculo da humanidade. Todavia, tudo que se
ler de Euclides sao copias de copias, mutilado pelas tradugoes do grego para o latim e de-
pois para o arabe, traduzindo novamente para o grego e finalmente para o latim medieval
como apresenta Berlinski (2018).

As versoes modernas de Euclides sao baseadas em um manuscrito grego do século
X, identificado pelo francés Frangois Peyrard no século XVIII. H4 uma distingao entre
a solidez pungente do pensamento de Euclides e os papiros pereciveis que ele usou para
expressa-los. Muito antes de Euclides, os babilonios escreviam laboriosamente em tabu-
letas (BERLINSKI, 2018).

Segundo Berlinski (2018, p. 12) "se Euclides impos ordem sobre seu objeto de estudo
e o transformou em um sistema, foi uma ordem tao severa que moldou a geometria numa
forma fixa até pelo menos a Renascenga Italiana, no século XVI." A seguir do século XIX,

os matematicos descobriram geometrias nao euclidianas, como a de Euclides tornando
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uma entre muitas.

Euclides implantou um sistema mateméatico duradouro relata Berlinski (2018):

Os elementos representa a grande conquista da tradicdo matemética
grega. Arquimedes foi um matemético mais brilhante do que Euclides.
Ele deu ao mundo aquilo que grandes mateméticos sempre dao que é um
registro de seu génio, mas em termos de um sistema axiomatico, Eucli-
des deu a matemaética algo ainda mais duradouro, e que era um estilo de
vida. Era um estilo de vida invisivel para as pessoas que antecederam os
gregos, e invisivel também para os chineses, os mestres de uma cultura

tecnologica sutil (BERLINSKY, 2018, p. 12).

Sua geometria dura mais de dois mil anos encantando pessoas, fazendo elas se inda-
garem ou ficarem totalmente deslumbradas por sua genialidade. Euclides é um dos mais
significativos matematicos da historia, também é considerado o autor mais importante da

matematica antiga e com um estudo mais duradouro de todos os tempos.

2.2 Um sistema axiomatico

Berlinski (2018) define que um sistema axiomético ¢ um conjunto de axiomas podendo
ser organizados em conjuncao para derivar teoremas logicamente. Euclides concebeu uma
teoria matematica consistindo em um sistema axiomatico (é um tipo de sistema formal)
e todos os seus teoremas. Certamente, os egipcios conheciam muito bem conhecimentos
sobre piramides, bastantes sofisticados, mas seus conhecimentos eram incompletos. Eles
construiram o que necessitavam, porém, nao possuia uma compreensao do todo. Enquanto
Euclides acreditava na existéncia de uma forma de unidade subjacente a diversidade de
experiéncias, marcando a distin¢ao entre Euclides e os matematicos egipcios.

Para Hilbert e Cohn-Vossen (1990) a grande contribui¢ao de Euclides, pela qual ele é
justamente conhecido, é que ele organizou o conhecimento geométrico de seu tempo em
um quadro logico coerente, pelo qual cada resultado poderia ser deduzido daqueles que
o precederam, comegando com apenas um pequeno nimero de "postulados"considerados
autoevidentes.

A imortalidade do estudo geométrico de Euclides se deve a sua dedicacao e uma
dupla compreensao. Os pressupostos de Euclides sao chamados de axiomas, podendo ser
chamados de postulados também e, além disso, suas conclusoes sao os teoremas. Euclides
apresentou cinco axiomas, derivando 467 teoremas (BERLINSKI, 2018).

Berlinski (2018) indica que o legado de Euclides ¢ centrado no seu poder intelectual e



23

de sua grandeza. O seu livro Os elementos nao encontra nada de insano diferente de seus
antecessores, pois, os pitagoricos eram homens consumidos pelas loucuras matemaéticas.
Entao, em Euclides, & obra tem uma estrutura totalmente intelectual acessivel a qualquer
um capaz de seguir um argumento.

Os teoremas de um sistema axiomatico decorrem de seus axiomas. Certamente, os po-
vos do Oriente antigo conheciam o que eram argumentos, mas sabiam de forma imperfeita.
Assim, os gregos foram quem realmente elaboraram e implantaram a ideia verdadeira dos

argumentos (BERLINSKI, 2018).

2.3 Nocoes comuns

Euclides em sua obra “Os elementos” anuncia cinco nogoes comuns. Berlinski (2018)

apresenta as nogoes comuns de Euclides da seguinte forma:

(1) Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sao iguais entre si.
(2) Se a iguais somamos iguais, as somas serao iguais.

(3) Se de iguais retiramos iguais, as diferencas serdo iguais.

(4) Coisas que coincidem uma com a outra, sao iguais entre si.
(5) O todo é maior que a parte. BERLINSKI, (2018, p. 19).

E necessario deixar claro que as nog¢oes de Berlinski nao estao como nos elementos,
pois, se entende que sao apenas 5 nogoes comuns e na obra Os Elementos sao 9 nogoes.
Além disso, as nogoes comuns representam uma definicao que nao podia ser explicada,
nao envolvendo repreensao. O proprio Euclides nao podia explicar ou nem justificar as
nogoes comuns, tampouco os leitores sao capazes disso como cita Berlinski (2018).

A primeira no¢do comum de Euclides é ilustrada por retas A, B, e C (trés linhas retas
rotuladas). Assim, se A é igual a B e B é igual a C, entdo A é igual a C. Por outro lado,
o mesmo pode ser relacionado ao tamanho, pois, se A é maior que B e B maior que C,
entdo, A é maior que C (BERLINSKI, 2018).

Berlinski (2018) expressa que a igualdade tragada na quarta no¢do comum, supoe que
duas coisas iguais se coincidem entre si. Essa questao ¢é criticada por muitos matemaéticos.
Assim, apenas 23 séculos depois, George Boole e C.S. Pierce avaliaram a igualdade em seu
contexto proprio, logico. Atualmente, os mateméaticos conduzem a igualdade com mais
clareza enquanto Aristételes e Euclides em sua época tiveram mais dificuldades.

Igualdade é uma relagao, que primeiramente, a igualdade é reflexiva. Nenhuma relagao

poderia ser mais proxima de A = A. E simétrica, se A = B, entao B = A e transitiva, se
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A= Be B=C,entao A = C. Como reflete Berlinsky (2018).
Euclides viu a transitividade da igualdade. E a primeira de suas no¢des comuns. Mas

ele ndo atentou a simetria e a reflexividade, ou ndo as mencionou. Veja Berlinski (2018):

Em suas segunda e terceira nogoes comuns, Euclides justapoe a relagao
de igualdade e as operacoes de adicao e subtragao. Coisas sdo acrescen-
tadas umas as outras ou subtraidas umas das outras. Como subtracao é
uma forma de desfazer a adigdo, a segunda e a terceira nogoes comuns
de Euclides podem afunilar em uma declaracao abrangente: se A = B e
C = D, entao A+ C = B+ D (BERLINSKI, 2018, p. 22).

Euclides utiliza a palavra igualdade verificando em axiomas e nog¢oes comuns definindo
suas relacoes de equivaléncias. No entanto, alguns matematicos se cogitam em restringir
a igualdade, porém, nao & razao em restringi-lo em principios a operacoes aritméticas.
Claramente, entende-se que as coisas verdadeiras de A é igual a si mesmo, sugerindo que
a igualdade nao pode ser facilmente eliminada em favor da verdade, pois, ela nao pode
ser eliminada de forma alguma como cita Berlinski (2018).

A quarta nocao de Euclides é expressa por um critério de identidade, um principio
que refere a mesma coisa sendo considerado por triangulos, circulos ou linhas retas. Esse
conceito de a mesma coisa ¢ implicito em todos os teoremas de Euclides (BERLINSKI,

2018).

2.4 Axiomas

Os axiomas sao também chamados de postulados, e axiomas sao verdades incontesta-
veis aplicadas sem necessidade de haver demonstracoes.

Berlinski (2018) mostra os primeiros axiomas de Euclides:

1. Tragar uma linha reta de algum ponto para algum ponto.

2. Produzir uma linha reta finita continuamente numa linha reta.

3. Descrever um circulo com qualquer centro e distancia. (BERLINSKI,
2018, p. 38).

Os trés primeiros axiomas de Euclides referem-se a uma régua e compasso. O autor
ainda diz que na obra Os elementos nao sao mencionados nem a régua e, nem o compasso.
No entanto, essas afirmagoes sao dificeis serem consideradas controversas, e parecem ter
sentido. Robin Hartshorne, matematico contemporaneo nota que as provas de Euclides
sao “realizadas com instrumentos especificos, a régua (ou tragador) e o compasso”, porém,

nenhum instrumento é especificado em Os elementos.
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O quarto axioma conforme Berlinski (2018) afirma que:

Todos os dngulos retos sao iguais. Esse axioma é notavelmente diferente
dos trés primeiros axiomas de Euclides. Ele nao diz que algo existe, a
nao serem os angulos retos. Os trés primeiros axiomas de Euclides tém
como objetivo por as coisas a caminho. O quarto pretende estabelecer
uma identidade amistosa entre dngulos retos, uma irmandade. Contudo,
seja qual for a identidade dos angulos retos, sua natureza deve ser abran-
gida pelos trés primeiros axiomas de Euclides, junto com a assisténcia
decorativa de suas defini¢goes (BERLINSKI, 2018, p. 40-41).

O quinto e ultimo axioma do sistema de Euclides é mais famoso que os outros qua-
tro. Consta que Euclides ficou perturbado antes de aceité-lo. Berlinski (2018) define da

seguinte forma:

Se uma linha reta cruzar duas linhas retas e formar dngulos interiores
do mesmo lado menores do que dois dngulos retos, as duas linhas retas,
se produzidas indefinidamente, encontram-se no lado em que estao os
angulos menores do que dois angulos retos (BERLINSKY, 2018, p. 42).

O quinto postulado de Euclides é aquele que tem dado mais dores de cabeca aos
estudiosos matematicos desde a antiguidade. O préprio Euclides teve dividas sobre
a convicgao desse axioma. "Ele sabia que algo estava errado ou, se nao errado, nao
certo" (BERLINSKY, 2018, p. 43).

Segundo Andrade (2007) os quatros primeiros postulados sdo de origem empirica, eles
sao informacoes simples e claras dos métodos utilizados na agrimensura antiga. Tais
métodos foram empregados como as regras minimas para o avanc¢o de uma teoria apropri-
adamente chamada Geometria. Com a adi¢ao do quinto postulado, o homem programou
o primeiro e mais duradouro modelo para o espaco fisico. Um modelo fisico deve ser com-
preendido como um conjunto de leis que comandam a estrutura de um sistema fisico do
qual se procura, a partir deles, explicitar dedutivamente as propriedades do sistema. O
sistema considerado na Geometria Euclidiana é o espaco fisico e as leis sao os postulados.
Desse modo, o espago é o objeto de estudo da Geometria Euclidiana, planos e retas sao
subconjuntos empregados para estuda-lo e requerem um tratamento destacado.

Em relac¢éo ao 5 postulado, Andrade (2007) destaca:

O 5° postulado chegou até nés conhecido como postulado das paralelas.
A explicacado histérica € bem conhecida. Utilizando apenas os quatro
primeiros postulados é possivel provar até a 31 proposi¢ao do Livro I
dos Elementos: por um ponto fora de uma reta passa pelo menos uma
reta que nao a intercepta. O tultimo postulado garante a unicidade da
paralelal (ANDRADE, 2007, p. 5).
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O geometra escocés John Playfair (1748-1819), que criou uma tradugao dos Elementos
para o Inglés, notou, provavelmente inspirado nessa preposicao 31, que o 5 postulado
poderia ser trocado por uma afirmagao nao condicional sem que a teoria fosse modificada.
Ele ¢ o criador do substituto: por um ponto fora de uma reta passa uma tunica reta que
nao a intercepta. Por esse motivo, o 5 postulado também é conhecido como postulado de

Playfair (ANDRADE, 2007).

2.5 Proposicoes

As proposigoes ou Teoremas (48 proposi¢oes) sao regras que se buscam com apoio dos
postulados.

As proposigoes de Euclides 19 e 20, sao definidos por figuras retilineas, figuras contidas
por linhas retas e triangulos equilateros que apresentam triangulos com trés lados iguais.
No entanto, as suas defini¢oes, suas nogoes e axiomas nao diz nada da existéncia deles, "e
nada que veio antes conferia a Euclides a mais leve indicacao de que esta em seu poder
produzir ou criar essas figuras"(BERLINSKI, 2018, p. 47).

Berlinski (2018) cita que sobre uma dada linha reta é sempre possivel construir um
triangulo equildtero, essa é a proposigao 1. Sendo AB uma linha reta e usado A como um
ponto fixo, Euclides deduz a existéncia do circulo BC'D. Um circulo merece outro: este,
ACE, cujo centro é B. O terceiro axioma utilizado novamente. Nesses circulos devem
se encontrar em um ponto C', porém, para o primeiro axioma, podendo quaisquer dois
pontos definir uma linha reta. Assim fica o seguinte: as linhas C'A de C para A, e CB
de C' para B e estabelecendo linhas retas por deducao, surge o triangulo ABC. Sua base
é a linha reta AB com a qual o grande Euclides iniciou sua demonstragao, sendo seus
lados as linhas retas CA e CB. O autor ainda acrescenta que, o ponto A é o centro do
circulo BC'D. Em suas proposigoes 15, 16 e 17, Euclides afirma que dado um circulo,
todo conjunto de linhas retas de seu centro a sua circunferéncia sao iguais. A partir disso,
Euclides conclui que AC é igual a BA. Mas Euclides ja tinha estabelecido que AC' fosse
igual a AB. Segue-se que C'A e C'B sao ambas iguais a AB. Coisas iguais a uma mesma
coisa sdo iguais entre si. E a terceira nocdo comum de Euclides. Vem a calhar, nao?
Assim, o tridngulo ACB é equilatero.

A proposigao 2 de acordo com Euclides (2009), dado um ponto A ligado ao ponto B,

a reta AB, construindo o triangulo equilatero DAB, prolongando sobre uma reta com
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Figura 2: Proposicao 1
C

Fonte: Berlinski (2018, p. 48).

as DA, DB as retas AE, BF, e, por um lado, com o centro B, descrevendo a distancia
BC', por outro lado, ficando descrito o circulo CGH, com o centro D numa distancia DG,

ficando discrito o circulo GLK. Veja a figura 3.

Figura 3: Proposicao 2

Fonte: Euclides (2009, p. 99).

Observa-se que o ponto B é o centro do circulo CGH, e que BC' é igual 4 BG. No
centro do circulo K LG fica o D, que a DL é igual & DG, enquanto a DA é igual a DB.
Portanto, a restante AL é igual a restante BG. Mas também a BC foi provada igual a
BG. Dessa forma, cada uma das AL, BC' é igual & BG e sabe-se que as coisas iguais &
mesma coisa serao iguais entre si. Em suma, no ponto dado A, foi postada a reta AL que
é igual a reta dada BC.

A proposigao 3 é estabelecida de acordo com Euclides (2009) que dois segmentos de
retas desiguais dados AB, C, dos quais seja maior o AB, necessitando entao, subtrair do
maior AB um segmento de reta igual ao menor C'. Assim, a resolugao dessa proposicao
de dois segmentos de retas desiguais AB, C', precisa ser subtraido do maior AB o AF
igual ao menor C.

Euclides (2009) estabelece a Proposi¢ao 4, que quando dois triangulos ABC, DEF,
com dois lados AB, AC' iguais aos dois lados de DE, DF, e o angulo sob BAC' seré igual
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Figura 4: Proposicao 3
C

F
Fonte: Berlinski (2009, p. 100).

EDF, e o triangulo ABC sera igual ao tridngulo DEF', e os angulos restantes serao iguais
aos angulos restantes. Assim, conclui-se que caso dois tridngulos tenham os dois lados
iguais aos dois lados, cada um a cada um, e tenham o angulo contido pelas retas iguais,
igual ao angulo, também terao a base igual a base, e o triangulo seré igual ao triangulo, e
os angulos restantes serao iguais aos angulos restantes, cada um a cada um, sob os quais

é estendido os lados iguais. Veja a figura 5.

Figura 5: Proposicao 4
A

o

E F
Fonte: Euclides (2009, p. 100).

Berlinski (2018) explica a Proposi¢ao 5:

Tridngulos equilateros sao prisioneiros de sua simetria. Eles sao os mes-
mos, nao importa o dngulo pelo qual sao vistos. Nao fazem nada e nao
vao a lugar algum. Nao é de admirar que existam tantos desses bru-
tos atarracados por ai. O tridngulo isésceles é bem mais refinado. Os
lados de um tridngulo equilatero sao todos iguais. Os lados opostos de
um tridngulo isosceles sao iguais, mas cada base é independente. A di-
ferenga é artisticamente importante. Tridngulos isésceles tém o poder
de ascender. Arquitetos eclesiasticos formavam um tridngulo isésceles
com as pontas dos dedos e juntando os polegares para imaginar espaco
afilando-se para cima a partir de sua base para a abébada de uma grande
catedral. (BERLINSKI, 2018, p. 50).
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Euclides estabelece uma conexao em Os elementos, entre os lados e os angulos da base
de um triangulo isésceles, existindo uma relagao ou outra entre os lados e os angulos da
base de um triangulo isésceles.

Segundo Berlinski (2018) Euclides afirma que em qualquer triangulo isésceles ABC, e
que, os angulos da base sao iguais um ao outro e acrescentando se as linhas retas iguais sao
produzidas mais adiante, os angulos sob a base também serao iguais um ao outro. Assim,
Euclides na sua estratégia de demonstracao prova mais do que necessario e concluindo
menos do que é demonstrado. Entao, dado ABC seu triangulo isoésceles original, acaba
construindo uma ponte de B a C'. O geémetra FEuclides primeiramente estende as linhas
retas AB e AC para D e E, seguindo a ordem e depois as linhas retas sao estendidas com

base no segundo axioma de Euclides.

Figura 6: Proposicao 5

Fonte: Euclides (2009, p. 103).

Berlinski (2018) destaca que a Proposi¢ao 5 de Euclides também chamada como pons
asinorum ou ponte de asnos. O recurso assemelha uma ponte como mostra na figura
acima. Ela parece descrever um viaduto de cavaletes, mas esses asnos sugeriram também
algo mais, uma ponte intelectual que asnos de sala de aula sao incapazes de cruzar. Nada,
contudo, na prova de Euclides justifica sua reputacao de dificuldade. A demonstracao
nao é nem o mais simples possivel, nem a mais elegante, mas oferece uma apreciagao de
Euclides na plenitude de sua maneira.

A proposigao 6 com base em Euclides (2009), dado o triangulo ABC, que tendo o
angulo sob ABC' igual ao angulo sob AC'B. Assim, diz que o lado AB ¢ igual ao lado
AC. Entao, a solu¢ao da definicao 6 ¢ que caso os dois angulos de um triangulo sejam
iguais entre si, logo, os seus lados estendidos aos angulos iguais serao iguais entre si.

A proposicao 8 segundo Euclides (2009) caso dois triangulos tenham dois lados iguais
aos dois lados, cada um a cada um, tendo a base igual a base, terao o angulo igual ao

angulo contido pelas retas iguais. A seguir, a proposigao 9 diz que o angulo retilineo dado
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Figura 7: Proposicao 6
A

B C

Fonte: Euclides (2009, p. 104).
sob BAC, é necessario corta-lo em dois.

Figura 8: Proposicao 8
A DG
f pYs f? § F
B E
Fonte: Euclides (2009, p. 105).

Figura 9: Proposicao 9
A

B F ¢

Fonte: Euclides (2009, p. 105).

Conforme Berlinski (2018) a proposi¢ao 9 é definida quando o angulo retilineo é for-
necido para estar sob BAC; entao é necessario que corte-o ao meio. Seja o ponto D
encontrado aleatoriamente em AB,e deixe AFE subtrair de AC igual a AD, e deixe conec-
tar a DFE| e fique construido no tridngulo equilatero DE, DEF, e ligado a AF'; digamos
que o angulo sob BAC é dividido em dois pela linha AF. Pois, como AD é igual a AF,
e AF é comum, entao DA, AF sao iguais as duas FA, AF, cada um para cada. A base
DF também é igual a base E'F'; portanto, o angulo sob DAF é igual ao angulo sob EAF'.
Portanto, o angulo retilineo dado, o sob BAC, foi cortado em dois pela reta AF.

Berlinski (2018) pormenoriza que a proposi¢ao 47 é o famoso Teorema de Pitagoras,
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esse teorema recebeu das maos de Euclides uma demonstracao puramente geométrica.
Essa formula permite a pessoa a associar as medidas de lados de um triangulo retangulo
(o comprimento dos lados do triangulo a e b e sua hipotenusa). Entao, a somar os
quadrados dos catetos sempre sera igual ao quadrado da hipotenusa. Aparentemente ja
difundido entre os babilénios e revelado novamente por Pitagoras no século V a.C., o
Teorema de Pitédgoras era bem conhecido na antiguidade. Seu estudo é muito importante
para a matematica, auxiliando no desenvolvimento geométrico. A relacao de medidas
dos catetos e da hipotenusa do triangulo é através do calculo: a? + b*> = h2. O conceito
de distancia através do teorema de Pitagoras é a extensao de algum aspecto geométrico,
descrevendo também & distancia h entre quaisquer dois pontos em um plano.

Euclides (2009) demonstra que nos tridngulos retangulos, o quadrado sobre o lado é
estendido sob o angulo reto é igual os quadrados sobre os lados contendo angulo reto.
Um exemplo, seja o triangulo retangulo ABC, tendo o angulo sob BAC' reto, entao o
quadrado sobre a BC' é igual aos quadrados sobre as BA, AC.

Berlinski (2018) indica que:

A Proposigao 47 é o primeiro teorema no qual um magistral Euclides
impoe a seus leitores a distingao entre estratégia e tatica. Sua tatica
envolve dois conjuntos de tridngulos congruentes. FKEles desempenham
o papel de substitutos. Esses substitutos sdo congruentes e, por isso,
iguais. Mas, como Euclides vai demonstrar, eles sao também iguais a
quadrados ou partes de quadrados. A estratégia dessa demonstracgao
envolve assim um estratagema com objetos incidentais, seguido por um
movimento das identidades essenciais do teorema, com o eixo do ataque
curvando como uma foice. (BERLINSKY, p. 57-58).

Observa que o 47 problema de Euclides (47 proposi¢ao de Euclides) é representado
pelo Teorema de Pitagoras, que a tatica envolve os conjuntos de tridngulos congruentes de-
sempenhando funcao de substitutos. Enquanto a estratégia é envolvida pela estratagema.
Entao, Euclides de acordo com Berlinsky (2018) obteve o primeiro de seus substitutos
baixando uma reta de A a L, uma paralela a BD ou C'E, unindo depois as retas AD e
FC'. Os angulos retos sao formados por BAC' e BAG. A linha reta é constituida por C A
e AG. Além disso, BA é uma linha reta a AH e os angulos DBC' e F'BA sao iguais, pois,
sao angulos retos. Entao, foi acrescentado o angulo ABC' a DBC e FBA, que o angulo
DBA éigual ao angulo FFBC. Mas BD é igual a BC, que sao lados do mesmo quadrado.
Pela mesma razao F'B é igual BA. Logo, os tridangulos ABC' e FBC' sao congruentes.

Euclides (2009, p. 119) esclarece que caso uma reta esteja caindo sobre duas retas,
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Figura 10: Proposicao 47

H

D L E
Fonte: Euclides (2009, p. 134).

faca os angulos alternos iguais entre si, as retas serao paralelas entre si. Essa é a solugao

da proposicao 27.

Figura 11: Proposigao 27

/F D

Fonte: Euclides (2009, p. 120).

A Proposigao 27 conforme Berlinski (2018) declara que se utilizar uma linha reta EF'
tragando sobre duas linhas retas AB e C'D formando os angulos iguais AEF e EFD,
entdo AB é paralela a C'D (Figura 11). Entao, angulos sdo iguais e linhas sdo paralelas.
Dessa forma, Euclides observa o espaco logicamente em que seus argumentos e ilustracoes
se unem totalmente.

Berlinsky (2018) esclarece que a demonstracao de FEuclides ndao pode ser considerada
completa, pois, se fosse completa, nao necessitaria pér provas antes dela. A proposicao 27
emprega a Proposi¢ao 16 e as nogoes 19 e 23. A proposi¢ao 16 comenta que em qualquer
triangulo se um dos lados for estendido, seus angulos exteriores precisam ser maiores
que os angulos interior e oposto. Entao, os angulos ACD é obviamente maior que os
angulos CBA ou BAC. A defini¢ao 23 diz respeito as linhas paralelas, que entre outras

coisas, se duas retas nao sao paralelas, com certeza, elas devem se encontrar em um ponto.
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Obviamente, a definicao 19 oferece a explicacao exata de quais figuras sao triangulos, que
"o maior lado de todo triangulo é subtendido pelo maior angulo"(EUCLIDES, 2009, p.
112).

Em sintese, podemos concluir que a maior parte do conhecimento do gedémetra foi cri-
ada através de um pequeno conjunto de axiomas simples. Logo, Euclides definiu o espago
como, simétrico, imutavel e geométrico, contribuindo para a formacao de diversos conhe-
cimentos como geometria plana e espacial, aritmética, algebra e Teoria das proporcoes.
Para isso, ele utilizou outros matematicos como Pitagoras, Tales, Platao e outros para

sistematizar o conhecimento aperfeicoando seu trabalho e preenchendo diversas lacunas.
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3 GEOMETRIA DE HILBERT

A geometria, como a aritmética, requer para seu desenvolvimento logico, principios
fundamentais chamados de axiomas da geometria. A escolha dos axiomas desde Eucli-
des tem sido discutido e Hilbert com suas investigacoes mateméticas ampliou o estudo
axiomatico. O interesse por Hilbert é por sua onipresenca em toda algebra comutativa e
geometria algébrica e as informacoes exprimiveis de maneira geométrica. E interessante

ver sua biografia, seus problemas e axiomas como veremos na se¢ao abaixo.

3.1 Hilbert

David Hilbert foi um matemaético alemao que segundo Gray (2005) nasceu em 23 de
janeiro de 1862, na cidade de Konigsberg, uma pequena cidade da Prussia Oriental(hoje
Kaliningrado), conhecida por ser a cidade natal do filos6fo Immanuel Kant. Esse foi
ocasionalmente trabalhado por Hilbert em seu trabalho e algumas vezes foi profundamente
kantiano.

Gray (2005) informa que Hilbert comegou a cursar sua graduac¢ao na Universidade de
Konigsberg (a universidade tinha uma grande tradi¢ao em matemaética e fisica) e serviu em
sua faculdade de 1886 a 1895. Embora a universidade fosse pequena, ela tinha uma grande
tradigdo em matematica e fisica, comegando com Carl Jacobi e o fisico Fraz Neumann.
Jacobi, um dos mais importantes matematicos da primeira metade do século XIX, que
trabalhou em varios tépicos da teoria dos niimeros a mecanica tedrica, havia apresentado
o primeiro seminério de matemaética em uma universidade alema, a primeira tentativa de
treinar matematicos.

Riemann (1990 apud GRAY, 2005) relata que o matematico Heinrich Weber exerceu
importante influéncia. Ele tinha interesses muito amplos. Em 1876, ele e Dedekind
publicaram a edicao péstuma dos artigos de Riemann, incluindo uma generosa sele¢ao de
material nao publicado. Esta foi a maior fonte de informagoes para os muitos que vém
responder os desafios que Riemann deixou para as geragoes futuras. Em 1882, Weber
publicou um artigo importante com Richard Dedekind sobre algebra e a geometria das
curvas algébricas a partir de uma posi¢ao nova e abstrata.

Gray (2005) deixa claro que através de Weber, Hilbert teve pela primeira vez contato

com a forte corrente da vida matemaética alema que remontava a Gauss. Ele seguiu os
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cursos de Weber sobre funcoes elipticas, teoria dos niimeros e um seminario sobre teoria
dos invariantes. O substituto de Weber, Lindemann, também encorajou Hilbert a estudar
a teoria dos invariantes. Em seu momento de invariantes, que descobriremos mais tarde,
seria o tema de seu primeiro grande sucesso como matematico. Hilbert também aproveitou
o sistema universitario alemao, que permitia aos alunos estudar onde quisessem, bastando
ir para Heilderberg para estudar por um tempo com Lazarus Fuchs. Exceto por isso,
Hilbert permaneceu em suas terras. E notavel, por exemplo, que ele ndo passou nenhum
tempo na muito mais dinamica Universidade de Berlim, sugerindo que Konigsberg estava
se afirmando.

Em 1895, Hilbert apresenta sua tese de doutorado, com o tema sobre a Teoria dos
invariantes sugerida por Lindermann. Além disso, Hilbert conheceu D’Ocagne e foi ime-
diatamente atraido, e eles também conheceram Henri Poincaré, que era algum ano mais
velho que ele e ja havia se estabelecido como um dos principais homens de sua geragao
na Franca. Mas embora pareca haver respeito mutuo entre as duas figuras que na época
iam liderar suas respectivas nocoes matematicas, e certa rivalidade do lado alemao, nao
havia muito afeto ou coincidéncia de interesses (GRAY, 2005).

Depois de fazer um estudo sistematico dos axiomas da geometria Euclidiana, Hilbert
propds um conjunto de 21 axiomas e analisou o significado deles.

Hilbert contribuiu a vérios ramos da matemética, incluindo a teoria algébrica dos
numeros, anélise funcional, fisicas matematicas e os calculos de variacoes. Ele também
enumerou 23 problemas nao solucionados de matematica que ele considerou merecedor
de investigagao adicional. Desde o tempo de Hilbert, foram resolvidos quase todos estes
problemas.

Hilbert (2003) explica que a prova da compatibilidade dos axiomas da geometria pode
ser efetuada por meio da construgao de um corpo numérico adequado. Por isso, qualquer
contradicao nas deducoes dos axiomas geométricos deveria, posteriormente, ser reconhe-
civel na aritmética deste campo de nimeros. A prova da compatibilidade da geometria
dependeria da prova da compatibilidade dos axiomas da aritmética. Tal intento solicitava
um método direto de prova, pois seus axiomas sao, basicamente, as regras conhecidas
do célculo, juntamente com o axioma da continuidade. Hilbert (2003, p. 414) afirma
estar convencido de "ser possivel encontrar uma prova direta para a compatibilidade dos

axiomas aritméticos, por meio de um estudo cuidadoso e de modificagao adequada dos
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métodos conhecidos de raciocinios na teoria dos ntimeros irracionais."

Conforme Da Silva (2003), o programa de Hilbert foi um programa que objetivava
construir uma teoria rigorosa capaz de descrever toda a Matematica. Em outras palavras,
propunha “formalizar as teorias mateméticas (ou melhor, ainda, toda a Matematica), e
demonstrar por meios finitarios que essas teorias (ou melhor, ainda, toda a Matematica

formalizada) eram consistentes”.

3.2 Os elementos da geometria

O estudo de Hilbert é um sistema dedutivo com férmulas finitas e que cada féormula é
um axioma.

Designa-se de acordo com Hilbert (2003) que:

Imaginemos trés sistemas diferentes de objetos: aos objetos do primeiro
sistema chamamos pontos e representemo-los por A, B, C, ...; os objetos
do segundo sistema chamem rectas e representemo-los por a,b,c, .... aos
objetos do terceiro sistema chamamos planos e representemo-los por «,
B, 7, ... . Os pontos chamando-se também os elementos da geometria
linear, os pontos e rectas os elementos da geometria plana e os pon-
tos, rectas e planos os elementos da geometria do espago ou do espaco

(HILBERT, 2003, p. 2).

Os elementos primordiais da geometria sao: ponto, reta e plano. Sao nogoes primitivas
para compreender melhor a geometria, e os pontos sao representados por A, B,C), ...; e as
retas representadas por a, b, ¢, ...; e os planos representados por «, 3, 7.

Os axiomas sao divididos em cinco grandes grupos: Axiomas de Incidéncia, Axiomas

de Ordem, Axiomas de Congruéncia, Axioma das Paralelas e Axiomas de Continuidade.

3.3 Axiomas de Incidéncia

Para Hilbert e Cohn-Vossen (1990) os axiomas de incidéncia lidam com pontos e linhas
e suas intersecoes. Os pontos e linhas sao objetos indefinidos. Simplesmente postulamos
um conjunto, cujos elementos sao chamados de pontos, com certos subconjuntos, que
chamamos de linhas. Nao dizemos quais sao os pontos, nem quais subconjuntos formam
linhas, mas exigimos que essas no¢oes indefinidas obedecam a certos axiomas.

O primeiro grupo ¢é formado pelos axiomas de incidéncia de acordo com Hilbert (2003).

O axioma 1 do grupo: Para cada dois pontos A e B existe uma reta a que contém

os dois pontos A e B. Escrevemos AB = a ou BA = a. Em vez de "contém", também
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podemos empregar outras formas de expressao; por exemplo, podemos dizer "A repousa
sobre a", "A é um ponto de a", "a passa por A e por B", "a une A a B", etc. Se A
repousa sobre a e ao mesmo tempo em outra linha b, fazemos uso também da expressao:

"As linhas a e b tém o ponto A em comum", etc,.

Figura 12: Axioma 1 de incidéncia.

A B
—e ® a

Fonte: Autoria propria

O axioma 2 do grupo de incidéncia: Para cada dois pontos, nao existe mais do que
uma reta que os contenha; consequentemente, dados os pontos A e B e as retas a e b, se

A e B pertencem a a e a b, entao a = b.

Figura 13: Axioma 2 de incidéncia.

B
.A o a=>

Fonte: Autoria propria

O axioma 3 do grupo de incidéncia: Existem pelo menos dois pontos em uma reta.

Existem pelo menos trés pontos que nao estao na mesma reta.

Figura 14: Axioma 3 de incidéncia.

Fonte: Autoria propria

O axioma 4 do grupo de incidéncia: Para cada trés pontos A, B, C' nao situados na
mesma reta existe um plano « que contém todos eles. Para cada plano existe um ponto
que fica sobre ele. Escrevemos ABC = a. Empregamos também as expressoes: "A, B, C'
estao em a"; "A, B, C' sao pontos de a", etc.

O axioma 5 do grupo de incidéncia: Para cada trés pontos A, B, C' que nao estao na

mesma reta, nao existe mais de um plano que os contém todos.
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Figura 15: Axioma 4 de incidéncia.

A B
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o
Fonte: Autoria propria
Figura 16: Axioma 5 de incidéncia.
A B
@ @
C
@
a=0

Fonte: Autoria propria

O axioma 6 do grupo de incidéncia: Se dois pontos A, B de uma reta a estdo em
um plano «, entao todos os pontos de a estao em «a. Neste caso dizemos: "A reta a

encontra-se no plano ", etc.

Figura 17: Axioma 6 de incidéncia.

Fonte: Autoria propria

O axioma 7 do grupo de incidéncia: Se dois planos «, § tém um ponto A em comum,
entao eles tém pelo menos um segundo ponto B em comum.
O axioma 8 do grupo de incidéncia: Existem pelo menos quatro pontos que nao estao

no mesmo plano.
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3.4 Axiomas de Ordem

Os axiomas deste grupo segundo Hilbert (2003) sao os pontos duma reta que dispoem
com certas associagoes entre si, para cuja descricao servindo em particular, a palavra
‘entre’.

Axioma 1 do grupo: Se um ponto B esta entre os pontos A e C, entao B também estéa

entre C' e A, e existe uma reta contendo os trés pontos distintos A, B, C.

Figura 18: Axioma 1 de ordem.

A B C
— @ o -O—

Fonte: Autoria propria

Axioma 2 do grupo: Se A e C sao dois pontos, entao existe pelo menos um ponto B

na linha AC' tal que C fica entre A e B.

Figura 19: axioma 3 de ordem.

A C B
-O— @ @

Fonte: Autoria propria

Axioma 3 do grupo: De quaisquer trés pontos situados em uma reta, nao ha mais do
que um entre os outros dois.

Axioma de Pascoal (axioma 4 do grupo de ordem): sejam A, B, C' trés pontos que nao
estao em linha reta e seja @ uma reta situada no plano ABC' e nao passando por nenhum
dos pontos A, B, C'. Entao, se a reta a passar através de um ponto do segmento AB, ele

também passara por um ponto do segmento BC' ou por um ponto do segmento AC'.

3.5 Axiomas de Congruéncia

Os axiomas deste grupo conforme Hilbert (2003) define o significado de congruéncia.
Os segmentos tém associagoes entre si, com uso das palavras congruentes ou iguais.
O axioma 1 do grupo: Se A, B sao dois pontos em uma reta a, e se A’ ¢ um ponto na

mesma ou em outra reta a’, entdo, em um determinado lado da reta a’ , podemos sempre
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encontrar um ponto B’ de forma que o segmento AB seja congruente com o segmento
A'B’. Indicamos essa relacao escrevendo AB = A'B’.

O axioma 2 do grupo: Se um segmento AB e um segmento A’ B’ sdo congruentes com
o segmento A”B”, entdo o segmento AB é congruente com o segmento A’'B’, isto é, se
dois segmentos sao congruentes com um terceiro, entao sao congruentes entre si.

O axioma 3 do grupo: Sejam AB e BC dois segmentos de uma reta a que nao tém
pontos em comum além do ponto B, e, além disso, sejam A’B’ e B'C’ dois segmentos da
mesma ou de outra reta a’ tendo, da mesma forma, nenhum ponto diferente de B’ em
comum. Entao, se AB= A'B' e BC = B'C’, temos AC = A'C" (HILBERT, 2003).

O axioma 4 do grupo: Seja um éngulo Z(h, k) dado no plano « e seja dada uma reta a’
no plano . Suponha também que, no plano o/, um lado definido da reta a’ seja atribuido.
Denote por A’ um raio da reta a’ que emana de um ponto O’ dessa reta. Entao, no plano
o/ existe um e apenas um raio k' tal que o angulo Z(h, k), ou Z(k,h), é congruente com
o angulo Z(h', k') e ao mesmo tempo, todos os pontos internos do angulo Z(h/, k') estao
sobre o lado dado de a’. Expressamos essa rela¢ao por meio da notacao Z(h, k) = Z(h', k')
(HILBERT, 2003).

O axioma 5 do grupo: Dados dois triangulos AABC e AA'B'C', se AB = A'B,
AC =A'C' e LZBAC = /B'A'C', entdo LZABC = Z/A'B'C’. Por troca de simbolos,
resulta, sob as hipoteses do axioma, que sao sempre verificadas as duas congruéncias
LABC = LA'BC e ZACB = ZA'B'C’ (HILBERT, 2003).

Hilbert (2003) cita que os axiomas 1-3 s6 possuem informagdes sobre congruéncia de
segmentos e sao chamados de axiomas lineares do 3 grupo. O axioma 4 contém afirmacoes
sob a congruéncia de angulos. J& o axioma 5 define o elo entre os conceitos de congruéncia
dos segmentos e de angulos. Os axiomas 4 e 5 sao chamados de axiomas planos do 3 grupo,

por eles possuirem informacgoes sobre os elementos da geometria plana.

3.6 Axiomas de paralelas

A defini¢ao de axioma de paralelas em conformidade ao grande matematico Hilbert
(2003, p. 26) que "duas retas dizem-se paralelas quando estdo num mesmo plano e nao
se intersectam."O axioma 4 do grupo é chamado de Axioma de Euclides. Sua explicagao:
seja a qualquer reta e A um ponto fora dela. Entao, h4 no maximo uma reta no plano,

determinada por a e A, que passa por A e nao intercepta a.
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3.7 Axiomas de Continuidade

O axioma 1 do grupo, conhecido como Axioma de Arquimedes. Sua definicao: se AB
e C'D forem quaisquer segmentos, entao existe na reta AB um numero finito de pontos
Aq, Ag, ..., A, tais que os segmentos AA;,A1A,,...,A,_1A, sdo congruentes com o segmento
CD e B esta entre A e A,, de acordo com Hilbert (2003).

Axioma linear da completabilidade. Um sistema é constituindo pelos pontos de uma
reta, com suas relacoes de ordem e congruéncia, que ja nao pode ser ampliado, que
preservariam as relacoes existentes entre os elementos originais, bem como as propriedades
fundamentais de ordem linear e congruéncia que segue dos Axiomas [ —I1] e de V1. Esse
¢ o segundo axioma de continuidade conforme Hilbert (2003).

Portanto, Hilbert apresentou uma nova proposta para a fundacao da matemaética clas-

sica por uma formalizacao de toda a matematica na forma axiomatica.
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4 REFORMULACAO DA GEOMETRIA EUCLIDIANA

A geometria de Hilbert esta fundamentada por um contraste entre a matematica mo-
derna e a geometria antiga de Euclides. Assim, estudaremos as transformagoes elaboradas
por Hilbert.

Partiremos da Axiomética de Hilbert para “Os elementos” de Euclides, comparando
as suas diferengas. Além disso, o estudo traz diversas demonstracoes euclidianas e dos

axiomas de Hilbert, observando seus pontos semelhantes.

4.1 Criticas a geometria de Euclides

De acordo com Berlinski (2018) houve diversas criticas a geometria euclidiana, entre
as quais destacamos duas a seguir.

Durante 2.000 anos, tentativas de provar a hipoétese das paralelas ainda ocorreram de
tempos em tempos de acordo com Berlinski (2018). O autor enfatiza que alguns matema-
ticos deram uma olhada no problema e, apds algumas tentativas aleatorias, desistiram.
Os longos e brilhantes matematicos da Renascenca Arabe estavam tao interessados na
hipotese da similaridade quanto os gregos antes deles. Ibn AL Haytham no século décimo
escreveu que hipotese pode exigir prova indireta. Fuclides provou varios teoremas em Os
elementos assumindo que eles estavam errados e procurando as contradigoes resultantes.
Ibn AL Haytham fez a mesma coisa. Mas ele nao encontrou nada: sua hipotese, para
provar que o postulado das paralelas estava errada, manteve tudo igual, cristalino e sem
perturbagoes.

Berlinski aponta (2018) que nos séculos 19 e 20, mateméaticos com mentes espertas e
apressadas forneceram-lhe assisténcia retrospectiva ao expressar as intengoes de Euclides.
Eles reformularam os axiomas de Euclides como declaragoes de existéncia e unicidade.
la. Existem dois pontos diferentes em uma tnica linha reta. 2a. Para qualquer segmento
de linha reta, existe uma tunica linha de extensao. 3a. Para qualquer ponto, existe um
tnico circulo com raio fixo. Esses axiomas controlam como o universo euclidiano esta
estruturado. Eles sao muito poderosos: eles fornecem uma definigao implicita da propria
forma. A forma euclidiana é qualquer forma que exista dos trés primeiros axiomas de
Euclides ou da aplicacao repetida de seus trés primeiros axiomas. A estrutura euclidiana

tenta capturar o poder logico da mente no movimento fisico. O movimento é a seta de
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interferéncia.

4.2 A reformulacgao feita por Hilbert

A geometria de Euclides no “Os elementos” foi reformulada por David Hilbert a partir
de suas reflexdes criticas.

Conforme Berlinski (2018, p. 23), "Bertrand Russell e David Hilbert pensavam que
Fuclides teria se saido melhor se tivesse aceitado a Proposicao 4 como um axioma em
vez de reivindicé-la como um teorema". Além disso, Berlinski (2018) apresenta que as
defini¢oes de Euclides foram criticadas por diversos Matematicos dos séculos XIX e XX.
Matemaéaticos como Moritz Pasch e David Hilbert criticaram Euclides, porque foram en-
contradas lacunas em seu trabalho, indagacoes como se axiomas devem, serem aceitos sem
prova, assim, alguns termos permitem serem aceitos sem defini¢ao. Das Defini¢oes 9 a 22,
Euclides é quase impecavel, citando termos antigos para definir novos termos. Ele disse
na Definicao 19 que um tridngulo é uma figura composta de trés linhas retas. Um ponto,
afirma Euclides na definicao 1, nao tem partes. Assim, é a primeira coisa que Euclides
afirma e é a primeira definicao que os criticos contestam.

Segundo Berlinski (2018, p. 41), Euclides apontou em sua definigdo 8 que "um angulo
plano ¢ a inclinagao de uma linha em relagao a outra num plano onde encontram uma a
outra e nao estao numa linha reta". Em sua definicao seguinte, Euclides parecia sugerir
que um angulo é, de acordo com sua definicao prévia, o que um angulo contém. Quando
David Hilbert revisou a geometria de Euclides no inicio do século 20, ele considerou a
defini¢ao de Euclides 8 e melhorou a definicao com algumas modificagdes. Portanto, «
torna-se um plano arbitrario detalhado por Hilbert, e h e k sao dois semirraios diferentes
em «, que sao emitidos do ponto O de tal forma que fazem parte de duas retas diferentes.
O sistema formado pelos dois semirraios h e k ¢ denominado angulo. Portanto, o angulo
é uma questao de duas linhas retas saindo suavemente de um ponto comum. No entanto,
a definicao de Hilbert deixa duvidas sobre quando esses sistemas sao iguais e diferentes.
Tanto Euclides quanto Hilbert apelam para alguns principios gerais segundo os quais
angulos de qualquer tamanho sao considerados iguais ou desiguais.

Berlinski (2018) enfatiza que embora concordando com este ponto, Euclides e Hilbert
parecem estar satisfeitos, mas para determinar se dois angulos bem separados no espaco

coincidem, Euclides e Hilbert devem assumir que um sistema é movido de forma a ser
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imposto sobre o outro. No entanto, se ele se mover, mantera seu proprio angulo dessa
maneira. Isso requer um compromisso com a homogeneidade do espago, ou seja, as figuras
euclidianas nao mudam de forma quando se movem no espago.

Berlinski (2018) escreve que:

Hilbert se dedicou a uma reforma da geometria euclidiana por meio da
expansao da lista original dos cinco axiomas de Euclides, transformando-
os em vinte. Num comentario meio atrevido, Thom define o sistema
de Hilbert como uma obra de “tediosa complexidade”. Os detalhes sao
onerosos. Hilbert havia descoberto e corrigido vérios lapsos logicos em
Euclides; ele era fastidioso. Hilbert aceita, como fez Euclides, pontos,
linhas e planos como fundamentais, e os traz & existéncia explicitamente
e por suposi¢ao (BERLINKI, 2018, p. 79).

Sem duavida que uma das maiores contribui¢oes para a matemética foi do oriundo
matematico Euclides. Sua obra influenciou e influéncia até os de hoje, o ensino e apren-
dizagem da matemética. No entanto, sua obra ao decorrer do tempo foi analisada por
muitos matematicos, destaca-se Hilbert, que ampliou os axiomas e corrigiu diversas falhas
em Euclides.

Depois de estabelecer 20 axiomas, Hilbert deu um passo para tras e avaliou calmamente
o que havia feito. O foco mudou e a sensagao de clareza aumentou. A analise de Euclides
visava 0 mundo da forma, mas Hilbert comegou a pensar na propria analise. As nuances
necessarias para chamar a atengao para essas questoes urgentes nao existiam no inicio do
século XX. Os logicos precisam de tempo para desenvolvé-los. Hilbert é muito cuidadoso,
nao cometeu erros em seu tratado, mas nao acompanhou os tempos como cita Berlinski
(2018).

Visa Berlinski (2018) sobre a teoria Euclidiana:

Uma teoria, dizem agora os légicos, consiste em um conjunto de axiomas
e suas consequéncias logicas. A geometria euclidiana é uma teoria, a
primeira na histéria humana. Um modelo de uma teoria consiste em
estruturas nas quais teorias sdo satisfeitas — seu mundo. A geometria
euclidiana se satisfaz no plano euclidiano. O plano euclidiano é, por isso,
um modelo para a geometria euclidiana. Essas ideias simples de teorias
e seus modelos tornam possivel perguntar quais modelos fazem teorias
verdadeiras e se uma teoria pode ser expressa dentro do alambique de
uma outra. Foi essa ideia de reafirmagao ou reinterpretacao que Hilbert
avangou em seu tratado, o instrumento que desenvolveu (BERLINSKI,
2018, p. 79-80).

A contribuicao da teoria de Euclides comecga com duas defini¢oes fundamentais da

geometria, a reta e de ponto. Além dos cinco axiomas ou postulados. Berlinski (2018, p.
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82) esclarece que Euclides, "nos livros V, VII e X de ‘Os elementos’ utilizou um mundo

totalmente geométrico, as figuras estaveis da aritmética". Entao, empenhando, porém, ele

nao distingue claramente o que distingue. Assim, Hilbert justificou Euclides mais objetivo

em seu livro Crundlagen.

Berlinski (2018) argumenta que:

(...) Hilbert pacientemente mostra como cada um dos axiomas da geo-
metria euclidiana pode ser interpretado dentro de um modelo puramente
aritmético. Mas Hilbert, é claro, faz mais. O fato de que cada dois pontos
determinam uma linha reta nao é verdadeiro apenas no campo ordenado
real, é demonstravel. Axiomas geométricos se tornaram teoremas arit-
méticos. Com essa manobra, a geometria euclidiana foi engolida pela
aritmética, a ingestao dando origem ao que hoje é chamado de espaco
vetorial euclidiano, novas estruturas, ubiquas em toda a matematica,
suas linhas compactas e lisas apagando todas as evidéncias pelas quais
foram criadas (HILBERT, 2018, p. 85).

Entende-se que na anélise de Hilbert, nao existe coordenagao, contraparte, mapea-

mento e nem esquema de coordenacao entre pontos e pares de niimeros. Isso ocorre, pois

a geometria de Hilbert foi eliminada os pontos euclidianos de antigamente.

Tabela 1: Comparacao entre a geometria de Euclides e Hilbert

POSTULADOS DE EUCLIDES

GEOMETRIA DE HILBERT

1. Uma linha reta pode ser tracada de um
ponto a outro, escolhidos a vontade

1. Axiomas de incidéncia

2. Uma linha reta pode ser prolongada
indefinidamente.

2. Axiomas de ordem

3. Um circulo pode ser tracado com centro
e raios arbitrarios

3. Axiomas de continuidade

4. Todos os angulos retos sao iguais

4. Axiomas de congruéncia

5. Por um ponto exterior a uma reta passa
mais de uma paralela

5. Por um ponto exterior a uma reta passa
mais de uma paralela

Fonte: Hilbert (2003) e Berlinski (2018)

O livro de Hilbert de acordo com Berlinski (2018) apresenta a teoria geométrica base-

ada na teoria de Euclides, porém os axiomas de Hilbert sao expressos com mais precisao.

Ha muito mais axiomas dos que os encontrados no Livro “Os elementos” de Euclides.

Além disso, Euclides criou os axiomas geométricos contemplando num modelo geométrico
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enquanto Hilbert contemplou num modelo aritmético. Ele escolheu um objeto aritmético
para seu estudo, incluindo um conjunto de niimeros §2. Esses sao os nimeros que comegam
com 1 e incluem todos os niimeros que podem ser elaborados a partir de 1 por meio das
operagoes de adigao, subtracao, multiplicagao, e divisao e os numeros \/( 1+ ©?%). Entao,
esses formam os numeros reais, porém nao gerando todos. Assim, Hilbert escolheu (2,
introduzindo alguns nimeros reais, por uma questao de conveniéncia.

Da Silva (2003) esclarece que uma possibilidade de provar a consisténcia aritmética
¢é explicar a teoria, ou seja, mostrar uma sequéncia mas, para isso, ¢ necessario apelar
novamente a intuicao. Uma maneira direta de provar a consisténcia de um sistema de
axioma formal é simplesmente mostrar que, no contexto do sistema, nenhuma demons-
tragao formal terminara com uma contradi¢ao 6bvia, ou seja, nenhuma contradigao sera
o teorema do sistema.

Focalizando o problema 2 de Hilbert, Da Silva (2003) explica que a solugao para o
problema proposto por Hilbert s6 pode ser dada a propria aritmética no contexto de uma
meta-teoria estritamente mais fraca do que a aritmética formal. Hilbert em particular,
a chama de matematica finitaria, e isso significa que esta prova limitada de consisténcia
aritmética terd um papel fundamental na natureza da matematica e da epistemologia,
porque fornecerd uma base limitada para essas teorias. Esse fundamento tem obviamente
uma funcao epistemologica, pois, limita a verificagao da realidade do conceito de infinito
ao limitado leque de possibilidades humanas.

O ponto euclidiano conforme Berlinski (2018) se esvanece em favor dos pares de ni-
meros, linha reta em favor de trincas de nimeros. Hilbert é livre para fornecer uma
interpretacao dos axiomas de Euclides em aritmética. O primeiro axioma geométrico de
Hilbert é quase o mesmo que Euclides: dois pontos diferentes, A e B, sempre determina
totalmente uma linha reta a. Este método é assumido por forma geométrica, mas nao é
aritmética. Isso é ilustrativo. Hilbert ganhou forcas, o que pode ilustrar o que significa
um ponto numa linha reta sem nunca mencionar pontos ou linhas retas. Ele escreve, a
equacao "ax + by + ¢ = 0"indica as condig¢bes de que o ponto (z,y) estd na linha reta
(a:b:c).

Ha uma diferenga entre a geometria euclidiana e nao euclidiana na natureza das linhas
paralelas. Na geometria euclidiana, para o ponto e a linha dada, ha exatamente uma

tnica linha que passa pelos pontos dados no mesmo plano e nunca se cruza. A geometria
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esférica nao tem linhas retas, que é o que chamamos de geometria nao euclidiana. No
entanto, segundo Eves (1992), muitos mateméaticos do século 20 acreditam que a melhor
maneira de descrever a geometria hoje é talvez como um ponto de vista, uma maneira
especial de olhar para o assunto. Portanto, ao observar a forma, o tamanho e a relacao
espacial dos corpos geométricos, a inteligéncia humana pode extrair atributos gerais por
meio de relagoes especificas. Este fato é bésico, pois, desde entao, o trabalho de regras
geométricas tem contribuido para a sistematizagao do conhecimento geométrico. Trata-se
de uma geometria de cunho cientifico, pois, existem varias etapas do método cientifico,
como observagao, formulagao de conjecturas, investigacao, confirmagao de conjecturas e

verificacao final ou refutacao de conjecturas.

4.3 Congruéncia de triangulos

Hilbert trocou os axiomas de Euclides, por congruéncia de tridngulos como se ver na
sua obra “Fundamentos de Geometria’.

Ao compararmos duas figuras geométricas indica Hilbert (2003) que devemos procurar
as semelhancgas existentes entre elas. Essas podem ser iguais, podendo ser precedidas ou
distintas completamente. Assim, as figuras geométricas sao comparadas podendo ser
figuras congruentes, figuras semelhantes e figuras distintas.

A congruéncia ou igualdade é introduzida na geometria por meio de axiomas de con-
gruéncia, e nao é 6bvio que cada segmento é congruente consigo mesmo; mas esta propo-
sicao é derivada dos dois primeiros axiomas de congruéncia, se movermos o segmento de
linha AB a qualquer semirreta para obter a congruéncia entre o segmento de linha e A’'B’,
e entao se aplica o Axioma 3 a congruéncia AB= A'B’, AB = A’B’ (HILBERT, 2003).

Para Hilbert (2003, p. 13) em um "tridngulo com dois lados congruentes, os angulos
opostos a esses lados sao congruentes, ou abreviadamente: num triangulo isésceles os
angulos da base sao iguais."

Hilbert (2003, p. 13) escreve que "um tridngulo ABC' diz-se congruente com um

triangulo A’B’'C’, se sao verificadas todas as seguintes congruéncias:"
AB=A'B', AC=A'C', BC = B'C”,

/A= /N, /B=/B,/C=/C.
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Uma das consequéncias dos axiomas de congruéncias sao os 3 teoremas da congruéncia
de tridngulos (HILBERT, 2003).
1.9 teorema de congruéncia para triangulos: O triangulo ABC e o triangulo A’B'C

sao congruentes, desde que a seguinte congruéncia seja verificada como aborda Hilbert

(2003):

AB =A'B, AC =A'CY, /A =/A.

Figura 20: 1.° teorema de congruéncia para triangulos

{. g

A B A' B'

Fonte: Hilbert (2003, p. 14).

Demonstracao: Pelo axioma 5 do grupo de congruéncia sao verificadas as congruéncias:
/B= /B, /C= /C".

Precisamos apenas verificar a validade da congruéncia BC = B’C’. Supondo o con-
trario, que BC' nao seja congruente com B’D’, e determinando sobre B'C’ o ponto D’ tal
que BC = B'C’ entao afirma o axioma 3 do grupo de congruéncia, que se aplica ao tri-
angulo ABC e A'B'D’, ou seja, ZBAC = ZB'A’D’. Poderia ZBAC ser congruente com
/B'A'D" e Z/ZB'A'C". Isso é impossivel, porque cada angulo s6 pode ser, duma tnica ma-
neira, deslocado num plano, a partir duma semirreta dada, para um dado lado. Portanto,
provou que o triangulo ABC' é congruente com o tridngulo A’B'C".

2.9 teorema de congruéncia para triangulos. Para que um triangulo ABC seja con-
gruente com o tridngulo A’B’C’, é necessario que se verifiquem as seguintes congruéncias

segundo Hilbert (2003).
AB=AB A=A, <B=RB.

3.0 teorema de congruéncia de triangulos. Se em dois triangulos ABC e A’B'C’, os
lados correspondentes sao respectivamente, congruentes, entao os tridangulos sao congru-

entes como cita Hilbert (2003).
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Figura 21: 3.° teorema de congruéncia para triangulos

Fonte: Hilbert (2003, p. 18).

Demonstracao: Se movemos o angulo ZBAC para A’ e para um e outro lado da semi-
reta A'C’. Fixando o ponto By, no lado do angulo que estd com B’ sendo do mesmo
lado de A’C" tal que A’By = AB e no outro lado livre designamos B” de maneira que
A'B" = AB. Pelo 1.° teorema de congruéncia para triangulos temos que BC = ByC’ e
também BC = B"C'. Essas congruéncias, justamente com as da hipotese, dao conforme

o axioma 2 do grupo de congruéncia, as congruéncias
A'B" = A'By, B"C" = By’
e equivalentemente,
A'B"=AN'B', B"C' =B’C'.

Sabe-se que pelo axioma 4 do grupo de congruéncia que cada angulo pode ser deslocado
num plano, de uma tinica maneira, a partir duma semirreta dada, e para um dado lado
desta, assim a semi-reta A’B’, ou seja, o angulo congruente com ZBAC que parte de
A'C" para o citado lado, é o angulo Z/B’A’C’". Da congruéncia /BAC = B'A'C’ e da
congruéncia de segmentos pressuposta e sabendo do seguinte teorema: se um angulo
/ABC é congruente com um outro angulo ZA’B’C’, logo o angulo adjacente suplementar
ZCBD é congruente com o angulo adjacente suplementar ZC’B’D’ do outro. Dai resulta
a tese (HILBERT, 2003).

A respeito dos axiomas, Barbosa (1995) ressalta que as propriedades de nogoes de
distancias com destaque a desigualdade triangular. Esta desigualdade ocorre como con-

sequéncia dos 4 primeiros grupos de axiomas. Para quaisquer trés pontos nos planos A, B

e C, temos do plano AC < AB + BC'. A igualdade acontece se e somente se C' pertence

ao intervalo AB.
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Euclides contribuiu para o conhecimento matemético a partir das duas defini¢oes es-
senciais, a de reta e a de ponto. Dessa forma, realizou-se uma sistematizacao geométrica
por meio de seus cinco axiomas ou postulados. Logo, com os cinco axiomas seria im-
possivel construir a geometria e acabou empregando outros axiomas e postulados nas
suas demonstracoes geométricas. Por isso, a axiomatizagao de David Hilbert foi uma

elaboragao completa do conjunto axiomatico da geometria euclidiana.
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CONCLUSAO

A geometria Euclidiana foi criada por Euclides e posteriormente reelaborada pelo ale-
mao David Hilbert, que passou a ser essencial para o conhecimento geométrico moderno.
Euclides até os dias atuais é considerado o maior gedmetra da historia, que sua obra “Os
elementos” segue ao tempo, niao perdendo seu valor para o conhecimento. E importante
lembrar que a geometria de Euclides serviu de base de estruturacao para outros novos
conhecimentos.

A representagao geométrica de “Os elementos” de Euclides foi objeto de diversos ma-
tematicos e gedmetras ao longo do tempo como Descartes, Hilbert e muitos outros. Foi
a partir do trabalho de Euclides que a geometria comegou a se tornar popular e mais
acessivel para todos. Apesar dos erros da obra, é considerada a obra mais bem-sucedida
dos livros didéticos de matematica. Apresentamos os cinco grupos de axiomas que foram
reformulados da geometria Euclidiana através de Hilbert. Dessa forma, a reformulacao
deu um aprofundamento completo na geometria, por meio da construgao axiomatica do
conjunto dos nimeros naturais. Os axiomas reformulados por Hilbert sao mais explicitos
e mais extensos do que de Euclides.

Comparamos a geometria de Euclides e Hilbert e discutimos mudangas na abordagem
e historia. Portanto, a ideia principal deste trabalho foi & mudanca do método geomé-
trico de Euclides, a troca dos axiomas de Euclides pela congruéncia dos triangulos, essa
mudanga foi criada por David Hilbert em seu livro "Fundamentos da Geometria". O
estudo geométrico é importante para formacao do estudante, que através dos conceitos
que o aluno desenvolve o pensamento geométrico possibilitando representar, descrever e
compreender, de maneira precisa e ordenada, o espaco que vivem. A limitacao de obras
relacionadas ao tema desse estudo causou um obstaculo para concluir o embasamento
bibliografico, porém, com muita dedicacao e esfor¢os buscamos todas as referéncias ne-
cessarias como livros e teses de doutorado. Esses pesquisadores foram fundamentais para
pesquisa, que contribuiu para enriquecer os nossos conhecimentos sobre a geometria de
Euclides e de Hilbert. Entretanto, estamos conscientes que muito poderia acrescentar, e
que sua estrutura cientifica pode se modificar a fazer um reestudo ou reestruturar o tra-
balho dissertativo. Este estudo destina-se ao estudo matematico de geometria de Euclides
e de Hilbert, que legitimamente sirva-se para alunos manusea-los para estudos cientificos.

A escolha do tema foi por se tratar de um assunto que é estudado desde as séries iniciais
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do Ensino Bésico. Além do mais, acredita-se ter apresentado conhecimentos relevantes

para a classe académica.



53

REFERENCIAS

ANDRADE, Placido F. A. De Euclides a Poincaré. Ceara: Universidade Federal do
Ceara (UFC), 2007.

AZEVEDO FILHO, Manoel Ferreira de. Geometria euclidiana espacial. 3. ed. For-
taleza: EDUECE, 2015.

BARBOSA, Joao Lucas Marques. Geometria Euclidiana Plana. Sociedade Brasileira

de Matematicaca Colecao do professor, Fortaleza, 1995.

BERLINSKI, David. Os elementos de Euclides: uma histéria da geometria e do po-
der. 1. ed. Editora Zahar, 2018.

BORGES FILHO, Francisco. O desenho e o canteiro no Renascimento Medie-
val (séculos XII e XIII): indicativos da formagao dos arquitetos mestres construtores.
Tese de Doutorado. Sao Paulo, 2005. Disponivel em: <https://www.teses.usp.br/teses
/disponiveis/16/16131/tde-13102005-115856 /pt-br.php>. Acessado em 22/09/2021.

BOYER, Carl Benjamin. Histéria da matematica. Traducao de Elza F. Gomide. Sao
Paulo: Ed. da Universidade de Sao Paulo, 1974.

BRASIL. Ministério da educacao e cultura. Parametros Curriculares Nacionais: En-

sino médio. Brasilia: MEC, 1999.

DA SILVA, J. J. O segundo problema de Hilbert. Rev Bras Hist Matem, 3(5), p.
29-37, 2003.

EUCLIDES. Os elementos. Tradugao e introdugao de Irineu Bicudo. Sao Paulo: Edi-
tora UNESP, 2009.

EVES, Howard. Introducgao a histéria da matematica. Tradugao de Hygino H. Do-

mingues. 5 ed. - Sao Paulo: Unicamp, 2011.

EVES, Howard. Tépicos de histéria da matematica para uso em sala de aula.

Tradugao de Hygino H. Domingues. Sao Paulo: Atual, 1992.

FAINGUELERNT, E.K. O Ensino de Geometria no 1° e 2° graus. A educacao Ma-
tematica em Revista. SBEM, n.4, p. 45. Blumenau, 1995.



54

GERBASI, Ramon Valderrama. As maravilhosas utilidades da Geometria da pré-

histéria 4 era espacial. Curitiba: PUCPRESS, 2019.

GIOVANNI JUNIOR, José Ruy; CASTRUCCI, Benedictio. A conquista da matema-
tica, 8° ano. Sao Paulo: FTD, 2009.

GRAY, Jeremy J. El reto de Hilbert: los 23 problemas que desafiaron a la matematica.

Tradudicion Castelliana de Javer Garcia Sanz. Barcelona: Critica, 2005.
Hilbert, David. Fundamentos da Geometria. 1. ed. Lisboa: Gradiva, 2003.

HILBERT, David; COHN-VOSSEN, Stephan. Geometry and the Imagination. 2 ed.
New York: Chelsea, 1990.

LAUNAY, Mickae. A fascinante histéria da matematica: da pré-histéria aos dias

de hoje. Rio de Janeiro: Betrand Brasil, 2019.

LUCAS, Helen Rocio Ramires. El plateamento critico de la geometria euclidi-
ana. Dissertacao de mestrado. Guatemala, 2008. Disponivel em <http://biblioteca.usac.

edu.gt/tesis/07/071912. pdf >. Acessado em 22/09/2021.

MOL, Rogério Santos. Introducao & histéria da matemaéatica. Belo Horizonte:

CAED-UFMG, 2013.

PAVANELLO, Regina Maria. O abandono da geometria no Brasil: causas e con-
sequéncias. Zetetiké, 1993.

SILVA, Maria Célia L. da; VALENTE, Wagner R. A Geometria nos primeiros anos

escolares: Historia e perspectivas atuais. Rio de Janeiro: Papirus, 2014.

SOUZA, Suely Cristina Silva. Histéria da Matematica no Brasil. Curitiba: Appris,
2016.



