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Resumo

Neste trabalho, contemplamos o conceito e a anélise de algumas propriedades das fun-
¢oes exponencial de base natural, gama e beta como recursos matemaéticos aplicados
a Estatistica. Sem adentrar no universo Inferencial da referida area, buscamos, atra-
vés de pesquisa bibliogréfica, evidenciar a importancia que tais func¢oes desempenham
na estrutura de modelos probabilisticos amplamente utilizados. Neste sentido, men-
cionamos fenémenos aleatorios relacionados as Teorias de Confiabilidade, das Filas, a
estudos meteorologicos e & analise de sobrevivéncia. Para tanto, revisamos fundamen-
tos sobre Estatistica descritiva, conceito e célculo de probabilidade, variaveis aleatorias
e modelos probabilisticos. Como desdobramento natural deste percurso e parte da re-
flexao proporcionada, buscamos também apresentar possiveis conexoes que podem ser
estabelecidas ou fortalecidas entre o curriculo do ensino médio e temas abordados neste

estudo, tais como variaveis aleatorias e alguns modelos probabilisticos discretos.

Palavras-chave: Estatistica, Func¢oes Aplicadas e Modelos Probabilisticos.



Abstract

In this work, we contemplate the concept and analysis of some properties of expo-
nential functions of natural base, gama and beta as mathematical resources applied
to statistics. Without going into the Inferential universe of that area, we seek th-
rough bibliographic research to highlight the importance that such functions play in
the structure of widely used probabilistic models. In this sense, we mentioned ran-
dom phenomena related to Queuing Reliability Theories, meteorological studies and
survival analysis. To do so, we review the fundamentals of descriptive statistics, the
concept and calculation of probability, random variables and probabilistic models. As
a natural unfolding of this journey and part and part of the proportionate reflection,
we also seek to present possible connections that can be established or strengthened
between the high school curriculum and topics addressed in this study, such as random

variables and some discrete probabilistic models.

Keywords: Statistics, Applied Functions and Probabilistic Models.
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1 Introducao

E do conhecimento geral que as tecnologias da informacéao e da comunicacio ocupam
cada vez mais espago na vida cotidiana. Em tarefas de lazer, estudo, trabalho ou de
rotinas, o contato com informagoes diversas é continuo. Em meio a essa realidade, o
homem, enquanto ser social, torna-se cada vez mais carente de habilidades relacionadas
ao saber decodificar e analisar informacoes que lhes chegam com rapidez por diversos
meios.

Certamente, o pleno exercicio da cidadania hoje exige muito mais pré-requisitos
que outrora. Vivendo em um cenario onde a dindmica das relacoes sao influenciadas
e modificadas constantemente, ser capaz de filtrar informagoes confidveis e ponderar
decisoes, em meio a incertezas, tornaram-se necessidades nos diversos aspectos da vida.

Como ciéncia que faz uso da Matematica e, dentre outras atribuicoes, trata do
estudo de comportamentos coletivos, talvez nunca antes a presenca da Estatistica se
fez tao forte e necessaria na vida das pessoas. Paradoxalmente, a educagao bésica
brasileira ainda enfrenta problemas classicos no tratamento destes e outros temas afins
do curriculo. Em parte, muitos ainda relacionados a formagao de professores [34].

Embora maior espago e regulamentagao tenha ocorrido desde os PCNs(1997) até
a BNCC(2018)E|, o aprendizado da Estatistica e da Probabilidade sao alguns dos mais
superficiais dentro do curriculo béasico em Matematica. Nota-se énfase a operagoes
técnicas, em detrimento da compreensao e conexao de conceitos [34]. Afastando-se
de habilidades preconizados na Educagao Estatistica e relacionadas ao letramento, ao
pensamento e ao raciocinio estatisticos.

Nesse sentido, mesmo sendo impulsionada a se reinventar com agoes como novo en-

sino médio(2023), a educagao escolar brasileira ainda carrega problemas antigos como

I'PCNs-Parametros Curriculares Nacionais, cujas idéias centrais estdo pressntes na BNCC-Base
Nacional Comum Curricular [30].
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o baixo indice na aprendizagem de matematica. Em geral, agravada pela pouca em-
patia expressa por muitos discentes em relacao a area. Os quais ainda caracterizam
a Matemaética como juncao de conteudos fragmentados, desprovidos de significados ou
sem conexao com a realidade.

Motivado por tal constatacao, esse trabalho parte da percepcao de que a Estatistica
tem um carater integrador tanto de temas matematicos, quanto de outras areas [34].
E assim, inspirado no capitulo 04 do livro um curso de calculo de Hamilton Luiz
Guidorizzi [09], tem por objetivo evidenciar a importancia de algumas fungdes aplicadas
a Estatistica. Construindo a possibilidade de ressignificar conceitos e despertar em
professores do ensino basico o desejo de agoes semelhantes voltadas aos seus contextos
de ensino.

Com tal proposito, ainda se apoia na visao que externava Elon Lages Lima ao
conceber a aprendizagem matemaética como algo que se concretiza nas dimensoes da
assimilagao, da manipulagao e da aplicagao de conceitos. Buscando também instigar
professores, do citado nivel de ensino, a ampliarem suas visdes sobre o alcance de temas
que, por ventura, nao tenham sido tao bem contemplados nas suas formacoes iniciais.

Para tanto, este trabalho parte da revisao sobre conceitos béasicos em estatistico no
capitulo preliminar; Prossegue com apresentacao dos conceitos de probabilidade e va-
riavel aleatoria no capitulo 03; Discorre sobre modelos probabilisticos como temas que
fazem conexao da estatistica com a probabilidade no capitulo 04. E por fim, tem no
ultimo capitulo, a apresentacao de algumas fungoes, uma anéalise de suas propriedades
e a exposi¢ao de evidéncias da importancia que desempenham para alguns modelos
probabilisticos de ampla utilizacao pela Estatistica. Como fecho, ainda apresenta al-
gumas percepgoes sobre temas abordados e suas conexoes com o curriculo do ensino

médio.
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2 Preliminares

2.1 Estatistica: Sobre a origem e conceitos elementares

A etimologia da palavra Estatistica faz referéncia a "Status"(Estado em Latim) e
sua origem se relaciona a técnicas que serviam aos propositos dos governantes, sobre-
tudo para contagem de pessoas, conhecimentos de seus dominios e melhor organizagao
na arrecadagao de impostos. Tais praticas sao evidenciadas por registros histoéricos so-
bre civilizagoes antigas como as da Babilonia e a do Egito. Como tais vidéncias datam
de cerca de 3000 anos a.C [0I], precisar a origem da Estatistica é algo dificil. Ja que
evidéncias mais antigas podem existir.

Aos poucos, apontamentos simples, caracterizados por nimeros absolutos, dispos-
tos em tabuas e|ou tabelas, foram dando espago a presenga de numeros relativos e
a organizacoes mais elaboradas. Neste sentido, consta que no século XVII, através
das Tabuas de mortalidade de Jonh Graunt(1620 - 1674) e William Petty ( 1623 -
1687) [0I]foi possivel perceber que, em termos percentuais, nasciam mais meninas que
meninos. Algo que pode ser considerado uma das primeiras manifestagoes do carater
analitico e interpretativo na Estatistica. E, assim, o despertar do teor cientifico.

Todavia, foi somente em 1708 que ocorreu a criagao do primeiro curso de Estatis-
tica na Universidade de Yena na Alemanha. E apenas em 1740 a palavra estatistica foi
empregada pela primeira vez por Godofredo Achenwall [0T]. O qual também é consi-
derado o primeiro a fazer conexoes desta com outras areas. Nesse sentido, com base na
mesma fonte, algo que permitiu a Estatistica ampliar seu campo de acao foi o emprego,
em suas técnicas, do calculo de probabilidades em meados do século XIX.

Neste posto de ciéncia, construida em paralelo a histéria da humanidade e atrelada

a suas necessidades, como tantas outras areas do saber, a Estatistica figura, em dias
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atuais, como ciéncia que trata da coleta, da organizagao, da representacao, da
andalise e da interpretacao de dados tendo como propésito a obtencao de informa-
¢oes de maneira indutiva. As quais auxiliam em diversas tomadas de decisoes sob a
presenca de incerteza.

Em esséncia, a Estatistica é responsavel pelo estudo de comportamentos coletivos
influenciados por diversos fatores, cujo o controle ou isolamentos individuais nao sao
possiveis para estudo através do método experimental, proprio de outras ciéncias como
a Quimica, Fisica e a Biologia, por exemplo [02].

Em esséncia, a pesquisa estatistica compreende duas dimensoes: A descricao dos
dados, que fica a cargo da Estatistica Descritiva; E a construcao de inferéncias, de
incumbéncia da Estatistica Inferencial. Respectivamente, temos nelas um trabalho
de compactacao de dados com vistas a extrair informagoes mais importantes; Seguida
de procedimentos que visam estender conclusées a um todo(populagao), a partir do
que se obteve de uma parte representativa (amostra).

A pesquisa estatistica busca estudar comportamentos ou caracteristicas comuns a
um determinado conjunto denominado Populagao ou Universo Estatistico. Este
pode ser finito ou nao e ser formado por pessoas, regioes, objetos etc. Em funcao
do tamanho da populacao, do tempo necessario a conclusao do estudo, e sobretudo
das despesas que pode demandar uma pesquisa, essa pode ser dois tipos censitaria
ou amostral. Respectivamente, sao pesquisas que envolvem toda populacao ou uma
parte que seja representativa da populagao (amostra).

A maioria das pesquisas sao amostrais e para tanto demandam uso de técnicas ade-
quadas para garantir que a amostra escolhida seja representativa da populagao. Cada
elemento da amostra ¢ uma unidade de observagao. E as caracteristicas comuns investi-

gadas sao denominadas Variaveis . Essas sao passiveis de mensuragao ou classificagao
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segundo alguma "escala"que nao, necessariamente, tem o significado usual da palavra.

A variavel pode ser quantitativa, se é de natureza numeérica; ou qualitativa, caso
contrario. O primeiro tipo subclassifica-se em quantitativa discreta e quantitativa
continua, caso represente contagem ou medida respectivamente. J& o segundo, pode
ser qualitativa ordinal, se os conceitos ou atributos podem ser ordenados; ou ser

qualitativa nominal, em caso contréario.

2.2 Representacao de dados

Na sequéncia de etapas do método estatistico, como competéncia da Estatistica
Descritiva, ocorre a representacao dos dados. Nesse estagio, busca-se condensar as ob-
servacoes de forma objetiva através de recursos que facilitem a leitura e a interpretagao
do que se deseja apresentar [0I]. Para tal fim, faz-se o uso de tabelas e graficos. A
escolha do tipo e as configuragoes desses recursos seguem normatizacoes estabelecidas
por orgaos competentes (como ABNT- Associagdo Brasileira de Normas Técnicas, e
IBGE-Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica).

Tabelas

Por tabela compreende-se toda estrutura na qual as informagoes estao dispostas em
linhas e colunas. De modo geral, a normatizacao sobre esse recurso exige que o mesmo
contenha titulo, cabegalho, coluna indicadora e fonte como itens fundamentais
[01]. De forma respectiva, esses itens informam: O que se representa, onde e quando
foi realizado o estudo; O que estéa presente em cada coluna; Como se ler as informacgoes
das linhas; E de quem é a responsabilidade pelo estudo ou onde as informagoes foram
coletadas.

De um modo geral, a importancia das tabelas reside na possibilidade de agregar

informacgoes de maneira sucinta com detalhamento necessario a uma leitura objetiva.
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Com este proposito, um conjunto de dados pode ser apresentado em funcao de fatores
como tempo, local, espécie ou frequéncia com que os dados aparecem [(02]. Sendo
denominadas, respectivamente, séries estatisticas Temporais, Geograficas, Especi-
ficas ou Distribuicoes de Frequéncias.

As séries podem ser simples, se usam apenas um fator, ou mista em caco contrario.
Ja uma distribuicao de frequéncia pode ser simples, se contempla uma tnica variavel
ou de classifica¢do cruzada, caso contrario. Na tabela 2.1 temos um exemplo de série
especifica cronolodgica. Séries que fazem uso de dois fatores também sao conhecidas por
tabelas de dupla entrada [02].

Tabela 2.1: Premiagoes obtidas por alunos do Ceara na OBMEP, nas edigoes( 2017-
2019)

Premiacoes 2017 | 2018 | 2019
Medalha de ouro 28 32 31

Medalha de prata 119 | 82 110
Medalha de Bronze | 260 | 258 | 318
Mengao honrosa 2653 | 2579 | 3191

Fonte: OBMEP|[03]

Nestas tabelas, os nimeros indicativos das ocorréncias dos dados chamam-se frequén-
cias e podem ser nimeros absolutos ou relativos. Ja as classes podem ser ntimeros reais
(inteiros ou nao), intervalos reais ou categorias de uma variavel qualitativa. De modo
geral, o processo de construgao de uma distribuicao de frequéncia passa por uma analise
centrada na variavel ou nas variaveis cujas observacoes deseja-se representar.

A literatura recomenda que o niimero de classes nao seja menor que cinco nem maior
que quinze [0I]. E para defini¢do dessa quantidade pode-se usar k = 1 + 3,32logn,
chamada Formula de Sturges, ou k = y/n. Nessas relagoes, K representa a quantidade
de classes, e n o total de dados da amostra. Na tabela[2.2] que exemplificamos a seguir,

optamos por k=6 que ¢ raiz quadrada de n=36.
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Tabela 2.2: Estatura em metro de alunos de Porteiras-Ce na EEMTI Aristarco Cardoso
de em 2022.

j | Classes Fy | F] [ /i
111,59F1,62| 6 | 6 | 0,1667 | 0,1667
211,62F1,65 | 8 | 14| 0,2222 | 0,3889
311,6bF1,68 | 5 |19 ] 0,1389 | 0,5278
411,681,711 6 |25 0,1667 | 0,6945
511,711,714 ] 6 | 31| 0,1667 | 0,8612
61,741,777 | 5 | 36 | 0,1389 1

X 36 | - 1 -

Fonte: Ilustracao do autor

A distribuigao de frequéncia com intervalos de classe agrega bastante poder de
sintese na representacao de dados. E, em geral, é utilizada para representar variéveis
continuas, porque essas, na maioria dos casos, assumem muitos valores distintos o que
torna inviavel tomar cada valor como classe. Na ilustragao, Fj, Fj, f; e fi, indicam,
respectivamente, as frequéncias absoluta, acumulada, relativa e relativa acumulada da
classe j a qual se refere. Em sintese, tais frequéncias denotam o niimero de observagoes
registrado em cada classe ou até cada classe de forma absoluta ou relativa.

Gréaficos

Os graficos constituem recursos de representagao de dados cuja finalidade é também
compactar informacoes, possibilitando leitura e interpretagao rapida. Todavia, sua
aplicabilidade nao substitui o uso das tabelas. Em esséncia, tais recursos cumpre com
o proposito descrito, mas o fazem de formas distintas: Enquanto as tabelas seguem
mais normatizagoes e oferecem maiores condigoes de analise [0I]; Os graficos, por sua
vez, sao mais diretos sem pormenorizar detalhes que fundamentem a leitura. Tais como
as tabelas existem em variedade, cuja escolha deve se adequar ao tipo de variavel e aos
objetivos da representagcao.

Tipos de graficos
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De modo geral, os gréaficos sao construidos a partir de sistemas ortogonais carte-
sianos. E, na maioria das vezes, usa-se o sistema bidimensional como referencial em
tais construgoes [0I]. Em fungao de particularidades elou objetivos atribuidos para as
diversas representacoes, os graficos podem ser classificados nas seguintes categorias:
Diagramas, Estereogramas, Pictogramas e Cartogramas. Dentre as quais, pelo
maior uso e simplicidade de construcao, destaca-se a de diagramas. Compoe tal cate-
goria os graficos de barras, graficos de colunas, graficos de linhas, graficos de setores e
Histogramas.

Grafico de colunas
Figura 2.1: Grafico de colunas

Os seis carros mais vendidos no 12 semestre de 2022 no no Ceard
1.400

1.000
800
60
40
20

0

Onix Kwid Onix Plus Mobi Creta Compass

.
N
o
S

o

o

numero de carros vendidos

o

Fonte: Victor Ximenes|04]

Conforme mostra a figura [2.1], nesse tipo de grafico usa-se retangulos de mesma
base dispostos na vertical. No que diz respeito a altura, essa é proporcional ao nimero

que mensura a informagao disposta na horizontal.
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Dentro desse contexto, consideramos ainda a representacao grafica das distribui-
¢oes de frequéncias. Dentre as quais, mencionamos o Histograma e o poligono de
frequéncia. O primeiro consiste de retangulos justapostos, dispostos na vertical e cen-
trados sobre os pontos médios das classes (caso sejam intervalos) [02]. A largura de um
retangulo representa a amplitude desta classe, enquanto a altura indica a frequéncia
absoluta (ou relativa). Ja o segundo, consiste de segmentos que ligam os pontos de
coordenadas iguais ao valor médio e a frequéncia de cada classe.

Na ilustracao que segue, estamos tomando como exemplo uma amostra de estatura
de 30 pessoas, e ainda considerando uma distribuicao de frequéncia com cinco intervalos
de classe de amplitude 4.

Histograma e Poligono de frequéncia

Figura 2.2: Histograma e Poligono de frequéncia
Estatura de 30 pessoas em centimetro

Frequéncia absoluta

154 158 162 166 170

Alturas em centimetro

Fonte:Ilustracao do autor

Do conceito de poligono de frequéncia decorre outros como curva de frequén-
cia, distribui¢coes em forma de cino, em forma de jota ou de u como uma ideia ten-

dencial do fenémeno estudado, aplicando um procedimento chamadado de polimento
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do poligono [02].

Além dos recursos citados, figuram neste contexto o grafico de dispersao, também
chamado de diagrama de pontos; o diagrama de ramos e folhas e o diagrama em
caixa ou boxplot que se destacam por fundamentar técnicas simples de exploracao de

dados [01].

2.3 Medidas descritivas

Essencialmente, as medidas descritivas sao valores obtidos em funcao dos dados
coletados numa pesquisa e que contém as informagoes principais [0I]. Disponiveis em
grande variedade, possuem propriedades comuns e outras especificas que sao buscadas
ou preteridas a depender dos objetivos de algum estudo. Mediante particularidades e
diferengas, tais medidas podem ser dispostas nos seguintes grupos: Medidas de Ten-

déncia Central; Medidas Separatrizes; Medidas de Dispersao e Medidas de Formato.

2.3.1 Medidas de tendéncia central

Compreendem tal grupo, medidas utilizadas para servir de referéncia na localizagao
e descricao da posi¢ao de valores de uma variavel numa dada distribuicao. Por meio
destas, avalia-se em torno de qual ponto se concentra os valores da variavel. Compoe
tal grupo as seguintes medidas : Média aritmética; Mediana e Moda.

Dada uma variavel estatistica X, cujos os n valores assumidos sejam : x1; To; x3;--- ; Ty

definiremos essas medidas como segue :
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Meédia Aritmética

Definicao 1. Chama-se média aritmética simples dos n valores dados o valor indicado

por T, e obtido conforme expressao

i=n
_ 1 tretaxzt--+x oy Ty
n n

Observamos que em algumas situagoes no célculo de média aritmética, podemos
ter valores repetidos ou valores com pesos distintos mediante condigoes dadas. Nesses
casos, costuma-se designar tal medida por média aritmética ponderada e indica-la por

T

b
Definicao 2. Chama-se média aritmética ponderada dos n valores x1; xa; T3+ 5 Tp,
com seus respectivos pesos pi;p2;Ps; - 3 Pn, 0 valor indicado por T, e obtido conforme
expressao

= = T1.p1 + To.p2 +T3.p3+ -+ Tp.Pp o7 — ZZZL Zi-pi
P P1+pe+ps+ -+ pn b Py

De um modo geral, a média aritmética ¢ uma medida descritiva que se destaca pela
simplicidade do calculo e por propriedades importantes tais como as que seguem com
base em [0I]: Ao somar uma constante ¢ a todos os valores x;; de um conjunto com
média T, a média do conjunto passa a ser T + ¢; Ao multiplicar por uma constante
¢ todos os valores z;, de um conjunto com média T, a média passa a ser ¢T; A soma
dos desvios de um conjunto de valores ;s em rela¢ao & média é nula (> (x; — ) = 0);
A soma dos quadrados dos desvios de um conjunto de valores z;, em relacao a uma
constante ¢ (3 (x; — ¢)°) é minima, quando ¢ é a média do conjunto.

Tais propriedades, dentre outras razoes, justificam o maior emprego dessa medida

comparada a outras. Contudo, sua desvantagem ¢é ser bastante influenciada por valores
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discrepantes [0I]. Ou seja, a presenca de um valor grande ou pequeno, em relac¢ao aos

demais, altera, significativamente, a média do conjunto.

Mediana

Definicao 3. Dado um conjunto com n valores ordenados de uma varidvel X, entende-
se por mediana, e indica-se por My, a medida descritiva que divide tal conjunto em duas

partes com a mesma quantidade de valores.

A partir da definicdo, subentende-se que a determinacao de tal medida nao en-
volve calculo, bem como, sua existéncia nao é influenciada por valores discrepantes.

Entretanto, precisamos considerar duas situacoes na sua determinagao:

Primeira : Se n é um ntmero impar, entao basta procurarmos o dado de posicao

1
central dada por p = %

Segunda : Se n é um ntmero par, entao teremos dois dados centrais de posigoes dadas

por — e — + 1. Neste caso, a mediana é dada pela média aritmética entre tais

2 2
dados. Observamos ainda, que, nessa situacao, a mediana pode ou nao coincidir

com algum dos dados.
Moda

Definicao 4. Dado um conjunto com n valores de uma varidvel X, compreende-se por

moda, e indica-se por M,, o valor que aparece com mais frequéncia.

Desta defini¢ao, decorre que a moda nao é uma medida descritiva que exige calculo.
Além disso, que dado um conjunto de valores esse pode ou nao conter uma moda. E
caso contenha, essa pode nao ser unica [0I]. Quando nao existe, dizemos que essa
amostra é amodal.

Convém considerar que estando os dados agrupados em tabelas de distribuicao de

frequéncias com intervalo de classe, a determinagao de tais medidas passa por alteracao.
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E de modo geral, o processo baseia-se, sobretudo, na determinacao dos centros das
classes como ponto médio entre seus extremos. Maiores detalhes podem ser encontrados

nas referéncias [01] e [02].

2.3.2 Medidas Separatrizes

Compoe tal grupo medidas que determinam posi¢oes dentro de variaveis ordena-
das. E, assim, que possuem finalidade analoga a desempenhada pela Mediana(My).
Enquanto essa divide um conjunto de dados ordenados em duas partes com a mesma
quantidade de elementos, chama-se separatrizes medidas que dividem um conjunto or-
denado em quatro ou mais partes com a mesma quantidade de elementos. Os principais
representantes desse grupo sao: Quartis, Decis e Percentis.

Quartis

Defini¢ao 5. Chama-se quartis trés medidas intituladas primeiro quartil(Qy), seqgundo
quartil(Q)y) e terceiro quartil(Qs) que dividem um conjunto ordenado de valores em

quatro partes com a mesma quantidade de elementos.

Decorre dessa definicao que os quartis dividem um conjunto ordenado de valores
de modo que 25% sejam menores que o primeiro quartil, 50% sejam menores que o
segundo quartil e 75% sejam menores que o terceiro quartil. Raciocinio analogo se
aplica a qualquer quantil [OT].

Decis

Definigao 6. Chama-se decis nove medidas intituladas primeiro decil(D1), sequndo
decil(D3), .... e nono decil(Dy) que dividem um conjunto ordenado de valores em dez

partes com a mesma quantidade de elementos.
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Percentis

Definicao 7. Chama-se percentis noventa e nove medidas intituladas primeiro percentil
(Py), segundo percentil (Py), .... e nonagésimo nono percentil (Pyy) que dividem um

conjunto ordenado de valores em 100 partes com a mesma quantidade de elementos.

2.3.3 Medidas de Dispersao

Neste grupo, estao medidas descritivas cuja finalidade ¢ aferir o quanto os dados
diferem entre si e, sobretudo, da média aritmética do conjunto que, em geral, é a
medida de posicao central mais utilizada como referéncia para situar qualquer dado
numa distribuicao.

Como exemplo da importancia, podemos pensar numa situacao classica em que dois
participantes de um concurso obtiveram a mesma média em relagao a testes aplicados
e se faz necessario encontrar um critério justo para o desempate. Nesta situagao, o uso
de medidas de dispersao podem apontar qual candidato teve desempenho mais regular,
e portanto que é merecedor da vaga.

As principais representantes desse grupo sao: Amplitude total, Varidncia e Desvio
Padrao.

Considerando os n valores (z;) ndo agrupados de uma variavel X, definiremos tais

medidas como segue :

Amplitude Total

Definigao 8. Amplitude total indicada por a; € a diferenca entre o maior(ES) e o

menor (EI) valor assumidos pela varidvel dentre as observagoes.

Nesta defini¢ao, (ES) indica extremo superior, ¢ (EI) extremo inferior do conjunto de
valores [0I]. Convém observar que tal medida nao tem eficicia para uma analise mais

rigorosa, em virtude do seu célculo levar em conta apenas os valores extremos.
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Variancia
Por envolver todos os valores de um conjunto assumidos por uma variavel, essa

medida revela-se mais eficiente e, por essa razao, é mais usada.

Definigao 9. Considerando os n valores (z;) de uma varidvel cuja média aritmética
no conjunto considerado é T, chama-se de varidncia, e denota-se por S?, a média dos

quadrados dos desvios em relagao a média. E calcula-se conforme expressao:

o X-77

n—1

Sobre tal expressao, ao menos dois esclarecimentos faz-se necessario:

Primeiro: Que as diferengas (z; — Z) constitui o que esta sendo designado por desvio
em relacao a média. E que se utiliza os quadrados destes desvios, pois conforme
propriedades da média apresentadas, tal soma ¢ minima e dessa forma pode-se

se encontrar a variabilidade.

Segundo: Que na expressao dividi-se por n — 1, embora seja n desvios, pelo fato de
que sob esse formato a medida constitui um melhor estimador para varidncia
populacional. Além disso, como a soma dos n desvios é nula, a escolha de n —
1 desvios determina o ultimo. Para efeito apenas descritivo (sem intuito de

inferéncia), podemos substituir (n — 1) por n.

Desvio Padrao

Definido a partir da variancia, tal medida se destaca por apresentar maior facilidade
na interpretacao dos resultados de variabilidade ou dispersao. Enquanto a variancia
apresenta um resultado com a unidade de medida da variavel ao quadrado, o desvio

padrao fornece informacao na mesma unidade como sendo um valor da variavel.
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Definicao 10. Chama-se desvio padrao e indica-se por S a medida descritiva obtida

como raiz quadrada da varidncia, conforme expressao

o[-

n—1

(1)

Observamos que para efeito de calculo, com intuito de simplificar o processo, pode-

mos usar a seguinte igualdade na obtengao da variancia e do desvio padrao [02]:

BREIED SR

Demonstragio. Y (z; — T)* = > (2? — 22,7 + T?). Aplicando propriedades do somato-

rio, obtemos que

Z Zx —23:2%%—2:5 —Zx 2:Bn —1—n$2.

Como

Zx?—?fnz + 7z —Z$ QnEQ—i—nfz:fo—an.
Visto que
Z — T = Zx —n Zx
Conclui-se que
—\2 (> xi)Q
Z(fﬁi ~1)° = fo T
O]

Observa-se ainda que, em algumas situacoes, a expressao do desvio padrao com
percentual de variacao em relacao a média torna mais significativa a ideia do quanto os

valores se dispersaram. Essa opg¢ao consiste em calcular o que se chama de coeficiente
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de variacao C'V = = - 100%.

8[| ®

2.3.4 Medidas de Formato

Sobre esse ultimo grupo, nos limitaremos a uma breve descri¢ao da sua composi¢ao
e importancia. Tendo como principais representantes o coeficiente de assimetria
(a3), e o coeficiente de curtose(as), sua utilidade diz respeito a uma analise de
como os valores se distribuem numa amostra ou populacao e como essas informacgoes
se relacionam a sua interpretagao grafica.

Nesse contexto, enquanto o coeficiente de assimetria busca informar se os valores
se concentram mais no centro ou nas extremidades da curva; O coeficiente de curtose
retrata o grau de achatamento dessa curva.

Como principais medidas de assimetria e de curtose, os coeficientes citados sao

obtidos a partir de momentos da distribuigao.

Definicao 11. Chama-se de momentos de ordem r centrados numa constante a, as
medidas descritivas de cunho geral que se prestam a diversos fins no estudo de uma
distribuicao e que sao dadas por
> (wi—a)
- .
Os momentos mais relevantes sao do tipo ordinarios quando a = 0 ou centrados na
média quando @ = Z. No primeiro caso, podem ser denotados por m’; no segundo,
. . A . /
por m,[01]. Em ambos os casos, tem singular importancia os momentos m/}, mg, ms e
my, pois através desses podemos obter os coeficientes de assimetria (ag) e de curtose

(a4), bem como, as principais medidas de tendéncia central e dispersao. Os coeficientes

citados podem ser obtidos como segue:
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ms my
3 = ———— € Q4 =

Mo+/Mo

m3

3 Probabilidade e variavel aleatoéria

Neste capitulo, contemplaremos conceitos que, de maneira sucinta, deram amplitude
de atuacao a Estatistica, bem como, contribuiram para que a ciéncia, em geral, pudesse
evoluir no estudo de fendémenos nao deterministicos. E que, hoje, sabemos serem tao

diversos e importantes para compreensao e preservacao da vida em seus varios aspectos.

3.1 Sobre probabilidade

Nesta secao, discorreremos sobre o conceito e algumas propriedades relacionadas ao
calculo de probabilidade. Assim o faremos, porque o desenvolvimento da Estatistica
Inferencial somente se fez possivel com o advento da teoria sobre probabilidade. Como
tantos outros ramos da matemética, a origem e o desenvolvimento deste envolve parti-
cipacao de diversos matematicos e relatos passiveis de criticas ou que requerem maior
aprofundamento histérico. Entretanto, como tal linha de pesquisa nao é um dos focos
deste trabalho, nos deteremos a breves informagoes a esse respeito.

Apesar de sua origem ser considerada do século XVII [01], com agoes vinculadas a
jogos de azar, e atribuidas aos matemaéticos francés Pierre de Fermat e Blaise Pascal;
Na obra Divina Comédia de Dante Alighieri, que viveu entre os seculos XIII e XIV,
existe mengao ao uso de probabilidade em jogos de dados [05]. Tal fato refor¢a a crenga
de uma origem bem mais atinga atrelada aos jogos, porém com participagao de outros
estudiosos atraidos pela natural importancia que se atribuia aos jogos na cultura da
época.

Contudo, sabe-se que foi somente no periodo que se estende do século XIX ao século
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XX que a citada teoria se consolidou sob uma organizagao mais formal e axiomaética.
Desse processo varios outros Matematicos de renome participaram, dentre eles, Laplace

e Gauss.

3.1.1 Conceito de Probabilidade

A compreensao do que seja probabilidade, em qualquer nivel de formalidade, passa
pelo entendimento de conceitos iniciais como experimento aleatério, espago amos-
tral e eventos. Neste sentido, entende-se por experimento aleatorio todo aquele que
mesmo realizado sob as mesmas condigoes nao nos permite prever seu resultado, em-
bora conhegamos suas possibilidades. Por espago amostral, o conjunto formado por
todas as possibilidades de resultados para um experimento aleatério. E por evento,
qualquer subconjunto de um espaco amostral. O qual pode ser simples, se é um con-
junto unitario ou impossivel, se é o conjunto vazio. E se dois eventos nao podem ocorrer
simultaneamente, esses sao ditos mutuamente excludentes.

Mediante todas as consideracoes, que certamente podem ser enriquecidas com maio-
res detalhes historicos, aqui nao contemplados, a compreensao do que seja probabilidade
passou por niveis diferentes de formalidade até chegarmos a concepcao atual.

De um modo geral, a pergunta que norteou a busca pelo conceito de probabilidade,
foi também a que levou ao surgimento de toda uma teoria, e que ainda hoje pode ser
vista como a razao da sua existéncia que é : Como mensurar a possibilidade de
ocorréncia de um evento para um experimento aleatério?

Na busca por tal resposta, e considerando que a Matematica seguiu e segue evo-
luindo em seus diversos momentos, quatro definicoes podem ser destacadas nesse pro-
cesso evolutivo: Definicao Classica; Definicao Frequencial; Definicao Subjetiva

e Definicao Axiomaética.
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Em geral, a evolugao de um conceito na Matematica nao implica, necessariamente,
na revogacao de todas as premissas que formava sua concepc¢ao ja existente. E assim

ocorreu com a definicao de probabilidade, como buscaremos evidenciar.

Definicao 12. (Defini¢io Cldssica) Seja E um experimento aleatorio cujo o espago
amostral S é formado por n(S) eventos simples equiprovdveis. Dado A um evento
desse espago com n(A) eventos simples, chama-se probabilidade de A o nimero P(A)
dado por

P() = g

~—

Tal definicao também costuma ser designada por probabilidade de Laplace, proba-
bilidade a priori ou razao entre casos favoraveis e casos possiveis. Conforme consta
em [05], foi a primeira formaliza¢ao do conceito. Nota-se que em tal concepgao a ideia
de probabilidade esta restrita a espacos enumeraveis finitos, onde cada evento simples
tenha a mesma chance de ocorrer o que traduz a expressao equiprovaveis.

Decorre também da sua interpretagao, a expressao da probabilidade de um evento
como soma das probabilidades dos eventos simples que o forma. Bem como, as propri-
edades: 1) 0 < P(A) < 1;ii) P(S) = 1iii) P(@) = 0. Consequéncias imediatas por
se tratar de uma razao onde o termo antecedente pode ter no minimo o valor 0, e no

maximo o valor do termo consequente.

Definigao 13. (Definicio Frequencial) Seja E um experimento aleatorio, e A um
evento deste experimento cuja probabilidade de ocorréncia P(A) deseja-se aferir. Se
na € o numero de vezes em que o evento A ocorreu em n repeticoes do experimento E,
tem-se

na

P(A) = lim —.

n—oo M

Como o préprio nome sugere, nesta definicao, a probabilidade é estimada pela
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frequéncia com a qual o evento desejado ocorre em relagao a um nimero de repetigoes
do experimento. Razao pela qual costuma também ser designada de probabilidade
a posteriori. Ao contrario da classica, esta definicdo nao carrega os pressupostos de
espaco finito e equiprovavel, porém trés a imprecisao do quao grande necessita ser o
ntmero de repeticoes do experimento para se fazer a estimativa.

Semelhante a definicao classica, possibilita também, de modo geral, fazer a seguinte
caracterizagao como propriedades da probabilidade : 1) 0 < P(A) < 1;ii) P(S) = 1 iii)
P(2) = 0. Pois, dado um evento qualquer A, este pode nao ocorrer ou pode ocorrer
em todas as vezes que o experimento seja realizado, de onde se chega a caracterizagao

posta.

Definigao 14. (Defini¢ao subjetiva ) Consiste na expressio do grau de crenga pes-
soal, proprio de um especialista, sobre a ocorréncia de um evento em um experimento

aleatorio.

Pode-se perceber que tal concepgao de probabilidade encontra seu espaco nas la-
cunas que as outras definicoes nao preenchem. A exemplo, como podemos mensurar
a chance de duas pessoas casarem e a uniao durar mais que 10 anos? Nesta situacao,
nao visualizamos as ideias de equiprobabilidade, nem da repeticao de experimento.

Vemos, assim, que essa defini¢ao evidencia o aspecto de incerteza que é inerente ao
processo de mensurar uma probabilidade. A qual se apresenta como a manifestacao
da incerteza que cada pessoa, mediante suas possibilidades ou condigoes, é capaz de
atribuir a um experimento.

A busca por uma defini¢ao mais formal para probabilidade, sobretudo no que tange
a espagos amostrais infinitos nao enumeraveis, teve como uma das mais significativas
contribuigoes a formulagdao proposta, no século XX, pelo matemético Russo Andrei

Nikolaevich Kolmogorov [0I]. Em cuja esséncia, reside no tratamento deste conceito
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como medida expressa por uma funcao que satisfaz algumas condigbes postas como
axiomas.

Conhecida como definicao axiomética, a conceituagao proposta por Kolmogorov
influenciou toda a teoria moderna sobre probabilidade. Sendo estruturada em torno
de conceitos nao tao difundidos em cursos de graduacao, como o de o-algebra e outras
ideias oriundas da Teoria da Medida, a presenca de tal definicao na maioria dos livros
didaticos nao contempla toda a sua formalidade.

Nesse sentido, embora algumas obras até empreguem o titulo de definicao axio-
mética, nota-se, na verdade, uma busca por uma expressao mais intuitiva do que foi
proposto por Kolmogorov. Podendo, em alguns casos, até mesmo serem interpretadas
como um caso particular daquilo que de fato compreende a definicao. De todo modo,
é possivel perceber que, em tese, essas "simplificagoes"tem como finalidade se ajustar
ao nivel de aprofundamento buscado em cada contexto de estudo.

No que segue, apresentaremos, brevemente, o conceito de o-algebra e a definigao

axiomatica proposta por Kolmogorov como base em [06].

Definicao 15. Uma classe de subconjuntos de S, representada por F, recebe o nome

de o-dlgebra se satisfaz as sequintes propriedades:
I) Se3;
II) Se A €T ,entao A° € F;
IIT) Se A; € F,i > 1, entao, GAi eF;
i=1

Essencialmente, essa defini¢ao diz que uma o-algebra de subconjuntos de S é uma
classe de subconjuntos fechada em relacao as operagoes de uniao, intersecao e comple-

mentar.

34



Definigao 16. (Defini¢ao Aziomdtica) Uma fun¢ao P, definida na o-dlgebra F de
subconjuntos de um espago amostral S e com valores em [0,1], € uma probabilidade se

satisfaz os Axiomas de Kolmogorov:
I) P(S)=1;
IT) Para todo subconjunto A € F, P(A) > 0;

IIT) Para toda sequéncia Ay, Ay --- € F mutuamente excludentes
P (U A) => P(4).
i=1 i=1

Observamos confome [06] que a triade (S, F,P) recebe o nome de espago de pro-
babilidade. Além disso, que tal definicao nao estabelece como deve ser o calculo de
uma probabilidade. Que tal medida (fungao) deve ser estabelecida de acordo com as
caracteristicas do experimento aleatério. Observando ainda, que a mesma nao refuta o
teor das defini¢oes frequencial e classica que podem ser vistas como casos particulares.

Apesar de apresentarmos a defini¢ao mais rigorosa de Kolmogorov, nao a seguiremos
nas demostragoes e demais resultados que estao por vir nesse trabalho. Optamos por
uma abordagem menos formal e mais intuitiva a exemplo do que propoe Morgado e

outros autores [05] e que externamos a seguir.

Definigao 17. Seja S um espago amostral (conjunto). Uma fung¢ao P definida para
todos os subconjuntos de S (chamados eventos) é uma probabilidade se satisfaz os se-

guintes ariomas:
1. 0< P(A) <1,
2. P(S)=1;
3. 8¢ ACSeBCS, com ANB =g, entao P(AUB) = P(A) + P(B).
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3.1.2 Teoremas sobre o calculo de probabilidade

Em geral, todos os teoremas que tratam sobre o calculo de probabilidade sao con-
sequéncias dos trés axiomas contidos na definigao [I7. No que segue, procuramos evi-
denciar isso admitindo como conhecidos alguns conceitos e propriedades da linguagem
de conjuntos para que possamos realizar algumas demonstragoes a luz de concepgoes
de autores como MORGADO e outros presentes em [05].

Observagao: Denotaremos o evento impossivel( aquele que nao pode ocorrer) por
@. Ja para dizermos que os eventos A e B sao mutuamente excludentes( ndo ocorrem
ao mesmo tempo) indicaremos que AN B = @. E para denotar o complementar de um

evento A, usaremos A°.
Teorema 1. Se @ é um evento impossivel, entao P(2) = 0.

Demonstracao. S = SUZ = P(S) = P(SUZ).Pelos axiomas 2 e 3, temos que P(S) =

le P(SU@) = P(S)+P(2). Assim, P(S) = P(SU@) = P(@) = P(S)—P(S)=0 O
Teorema 2. Se A° € o evento complementar de A, entao P(A°) =1 — P(A).

Demonstragao. Pelo axioma 3, AU A° =S = P(A) + P(A°) = P(S). Pelo axioma 2,
P(S) =1.Logo, P(A) + P(A°) = P(S) = P(A°) =1— P(A). O

Teorema 3. (Probabilidade da Soma) Sendo A e B dois eventos quaisquer, entdo

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Demonstracao. Dados A e B eventos quaisquer, podemos afirmar que :
A=(A-B)U(ANB) e (AUB)=(A—-B)UB.

E pelo axioma 3, decorre que

A=(A-B)U(ANB)= P(A)=P(A—-B)+ P(ANnB)(1). E
(AUB)=(A—-B)UB= P(AUB)=P(A—-B)+ P(B)(2).

Fazendo (2)— (1) membro a membro, obtemos P(AUB)—P(A) = P(B)—P(ANB). O
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Observagao: A probabilidade da uniao de n eventos ocorre de modo analogo a
extensao do principio da inclusao exclusao para n conjuntosﬂ

P(AJUAYUA3U--- A,) = P(A))+P(A) +P(A3)+---+P(A,) —P(A1NAy) - - —
P(AINA)+--+PANANA,)---

Definigao 18. Sejam A e B eventos tal que P(A) > 0. Denota-se por P(B|A) o

P(ANB
numero %chumado probabilidade condicional de B na certeza de A. Em que
P(ANB
P(B|A) = % implica que P(AN B) = P(A)P(B|A).

O entendimento do que seja probabilidade condicional relaciona-se, sobretudo, a
situagoes nas quais precisamos realizar o produto de probabilidades. Em geral, quando
o experimento em estudo envolve estagios ditos condicionados, em que a ocorréncia de

um evento pode alterar a probabilidade de outro ocorrer.

Teorema 4. (Produto de Probabilidades)Se Ay, A, As, - -+ A, s@o eventos tal que P(AN
A2 ﬂA3 M- ﬂAn) > 0, entao P(Al ﬂAg ﬂAg M- ﬂAn) = P(A1>P(A2|A1)P(A3|A1 N
Ay) - P(AJATNANAsN-- N A1)

Conforme orientagao presente em [05], faremos a demostracao deste teorema por

indugao finita sobre n.

Demonstracao. Para n =2 temos, pela definicao de probabilidade condicional, que
P(A; N Ay) = P(A1)P(A2|Ay). Logo, é verdade. Suponha, por hipétese de indugdo,
que seja verdade para algum n > 2. Isto é que P(A ;N A NAsN---NA,) =
P(A1)P(As|A1)P(A3]A1NAy) - P(AL|AiNAsNAsN---NA,_1). Desejamos mostrar

que vale para n + 1.

2Segundo o qual, a cardinalidade da unido de n conjuntos é igual a soma das cardinalidades uma a
uma, menos as cardinalidades das intersegoes duas a duas, mais as cardinalidades das intersegoes trés
a trés, etc. Subtraindo intersegoes pares e somando intersegoes impares.
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Pela propriedade associativa da intersecao de conjuntos, temos que
AiNANAsn---NANA=ANANAN---NA,) N A, .E assim,
P(AiNA;NA3N---NA,NA1) =Pl(AINANA;N---NA,) N A, Usando o
caso base, n = 2, temos que P[(AiNAy;NAsN---NA,)NA1]=PA NANAN
o NA)P(A|(Ai N AN Asn---NA,). Usando a hipotese de indugao , obtemos
que P[(AiNAsNAsN---NA,)NA,1] = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1NAg) -+ - P(A,|A1N
AyNAsN - NA, 1) P(Apa|(ANAsNnAsn---NA,). Logo, vale para n + 1. E por

inducao finita, concluimos que vale Vn € N. O]

Relaciona-se a este ultimo teorema o conceito de eventos independentes. De um
modo geral, dois ou mais eventos recebem essa designagao quando a ocorréncia de um

nao altera as chances de ocorréncia dos demais.

Definigao 19. Dois eventos A e B tais que P(ANB) = P(A)P(B) sao ditos indepen-

dentes.

Observamos que para mais de dois eventos, a exemplo trés A, B, C', a verificacao de
que sejam mutuamente independentes nao se traduz apenas em saber se P(ANBNC) =
P(A)P(B)P(C). Faz-se necessario verificar que dois a dois valem igualdades analogas.
Logo, terfamos 22 — 3 — 1 = 4 condicoes a serem verificados nesse exemplo. De modo
geral, para n eventos, o numero de condi¢oes é dado por 2" —n — 1 [07]. O qué inclui
verificacoes 2 a 2, 3 a 3 etc.

Para ilustrar alguns dos conceitos abordados até o momento, exploraremos a se-

guinte situagao:

Exemplo 1. Sabe-se que 95% das pessoas sio portadoras do virus varicela-zoster cau-
sador da catapora e também da doenca infeciosa herpes-zoster, popularmente conhecida

por cobreiro[08]. Suponha que um teste para detectar a presen¢a deste virus tenha sido
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desenvolvido com eficiéncia de 85%, quando a pessoa € portadora ; e de 80% quando a
pessoa nao € portadora do virus. Qual o percentual de pessoas que testam positivo, e

de fato tem o virus?

Nesta situacao, observamos que o problema consiste em determinar uma probabi-
lidade condicional: A probabilidade de uma pessoa ter o virus na certeza do teste ter
dado positivo. Definamos os seguintes eventos V: {a pessoa tem o virus }; W:{a pes-
soa nao tem o virus }; Tp:{teste positivo}; Tn:{teste negativo}. Do enunciado, temos
as seguintes probabilidades condicionais: P(Tp|V)= 85%; P(Tn|V)=15% ; P(Tn|W)=
80% e P(Tp/W)=20% .

Assim, em termos das notagoes definidas, desejamos calcular P(V|Tp). Usando a
P(VNTp)

P(Tp)
Pelo teorema do produto de probabilidades, P(V N Tp) = P(V)P(Tp|V). Como

probabilidade condicional, temos que: P(V|Tp) =

P(V)=0,95e P(Tp|V) =0, 85; segue que P(V NTp) =10,95 x 0,85 ~ 0, 81.

Para obtermos a P(Tp), temos dois eventos disjuntos a considerar: P(TpNV) e
P(TpnW). Logo, pela adi¢ao de probabilidade com eventos disjuntos, segue P(Tp) =
P(TpnV)+P(TpnW).

Usando mais uma vez o teorema do produto, vemos que P(TpNW) = P(W).P(Tp|W).
Dados que P(W) = 5% e P(Tp|W) = 20%) obtemos que P(TpNW) = 10,05 x 0,2 =
0,01.

Assim , P(Tp) = 0,81 +0,01 = 0,82. E P(V|Tp) = % ~ 0,98 ou 98%.

Observagao: Situagoes com a explorada podem ser resolvidas com mais agilidade

fazendo uso de um esquema grafico chamado de diagrama em drvore [05].

Definicao 20. Sejam Ay, As, Az, -+, A, uma colecio de eventos de um espago amos-
tral S, tais que A;NA; = @, Vi # j, e que AyUA;UA3U---UA, = S. Nestas condigoes,

a colecao de eventos forma uma particao de S.
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O teorema seguinte nos mostra como calcular a probabilidade de um evento correr
em funcao das probabilidades condicionais de outros, desde que algumas condigoes

sejam atendidas.

Teorema 5. (Teorema da probabilidade Total)Se Ay, As, Az, -+, A, € uma parti¢ao
de um espago amostral S, tal que P(A;) > 0,Yi = 1,2---n, entdo sendo B um outro

evento de S, tem-se que
n

P(B) =Y _P(A;)P(B|A,)).
i=1
Demonstracao. Dado que B C S, entao B possui intersecao com vérios eventos Aj;.

Como esses eventos formam uma particao de S, tais interse¢oes sao disjuntas. Logo,

podemos escrever B da forma
B=(ANB)U(A;NB)U(AsNB)U---U(A,NB).

Pelo teorema da soma de probabilidades, temos que P(B) = P(A; N B) + P(Ay N
B)+ P(A3sN B) +---+ P(A, N B). Usando o teorema do produto de probabilidades
ou definicdo de probabilidade condicional, obtemos que P(B) = P(A;)P(B|A;) +
P(A)P(B|A;) + - -+ P(A,)P(B|A,). O

O proximo teorema se relaciona ao anterior, de forma "inversa'as ideias apresen-
tadas pelo primeiro. Nele, usamos um dado evento do espago para calcularmos a

probabilidade de uma unidade da partigao.

Teorema 6. (Teorema de Bayes)Se Ay, Az, As, -+, A, é uma parti¢ao de um espago
amostral S, P(A;) > 0Vi=1,2---n, e B é um outro evento de S, tal que P(B) > 0,

entao tem-se VA; que

_ P(4;)P(B|Ay)
P(A;|B) = S P(A;)P(B|A;)
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Demonstra¢ao. Dado que P(B) > 0, temos pela definigao de probabilidade condicional

P(ﬁz(;)B) Como P(A;) > 0, temos que P(A; N B) = P(A;)P(B|A;).

P(A;,))P(B|A;
Assim, P(A;|B) = (4:) P(B|4;) Pelo teorema da probabilidade total, temos que

P(B)
P(B) = 3", P(A)P(B|A,). Logo, P(A,|B) = fof;()igﬂ(f;')fli), O

que P(A;|B) =

Finalizaremos essa secao com apresentacgao e exploracao de mais uma situacao ilus-

trativa.

Exemplo 2. A avaliagao final do estdgio probatorio de professores numa rede estadual
de ensino € realizada por uma comissao da qual participa um aluno como representante
dos discentes na unidade de ensino. Numa dada escola onde 27,8%, 36,6% e 35,6%
sao, respectivamente, alunos do 32, 2° e 12 ano, a escolha do aluno para compor tal
comissao ocorrerd de forma aleatdria. Sabendo que, respectivamente, 31,1%, 28,7% e
28,9% sao percentuais de alunos indisciplinados dessas turmas, qual a probabilidade de
um aluno indisciplinado fazer parte da comissao avaliadora? Uma vez que se confirme

a escolha de um aluno indisciplinado, qual a probabilidade de que seja do 1°Ano?

Inicialmente, observamos que as séries formam uma participacao do conjunto dos
alunos que é o espaco amostral desse experimento. Além disso, que o conjunto dos
alunos indisciplinados é um evento com intersecao com as séries. Logo, temos uma
situagao na qual podemos usar o Teorema da probabilidade total.

Para tanto, definamos os seguintes eventos: Aj:{o aluno escolhido é do primeiro
ano}, As:{o aluno escolhido é do segundo ano}; As:{o aluno escolhido é do terceiro
ano}; B:{o aluno escolhido ¢é indisciplinado}.

A primeira pergunta nos pede P(B). Pelo teorema citado,

P(B)=P(BNA))+ P(BNAy)+ P(BNA;3).
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Expressando cada parcela por meio da probabilidade condicional, temos
P(B) = P(A1)P(B|A1) + P(A2) P(B|Az) + P(A3) P(B|A;)

Como P(A;) = 0,356; P(B|A;) = 0,289; P(As) = 0,366; P(B|As) = 0,287 e P(As) =
0,278; P(B|A3) = 0,331, segue que

P(B) =0,356 x 0,289 4+ 0,366 x 0,287 + 0,278 x 0,331 ~ 0,294.

Na segunda pergunta, desejamos a probabilidade condicional P(A;|B). Como o
evento A; é uma unidade da particao do espaco amostral, e o evento B tem probabi-
lidade positiva, o célculo dessa probabilidade condicional é uma aplicacao do Teorema

de Bayes. Logo,

P(ANB) _ P(A)P(B|A) _ 0,356 x 0,280 ..
P(B) P(B) 0,204 T

P(A1|B) =

3.2 Variaveis aleatorias

Nesta parte discorremos sobre conceitos que, em linguagem simples, podemos dizer
que fazem a ponte entre probabilidade e estatistica. O primeiro deles é o de varidvel
aleatdria. No que segue, denotaremos variaveis aleatorias por letras maitsculas( X, Y,

Z, etc.) e os valores por elas assumidos por letras mintsculas correspondentes.

Definicao 21. Dado um espag¢o amostral S qualquer de um experimento aleatorio,
chama-se de varidvel aleatoria uma fungao X : S — S, C R. A qual associa cada
elemento s € S a um X(s) =x € S,, formando assim um espago amostral numérico e

real Sy.
Em esséncia, busca-se dizer que X deve ser uma funcao definida de .S para R tal que
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para seus valores seja possivel calcular probabilidade. Nesse sentido, ainda, ressaltamos
que, embora intuitiva, a definicao posta nao contém toda formalidade e precisam que
o conceito comporta. E que uma formulacao mais completa pode ser encontrada em
[06] fazendo uso da ideia de espago de probabilidade.

Dada uma variavel aleatoria X, se S, for um conjunto finito ou infinito enumeravel, a
variavel é dita Discreta. Se nao enumeravel, quando S, é um intervalo real, a variavel
¢ dita Continua [0I]. Decorrem de tais conceitos, na sequéncia de explanagao que
segue, os de Fungao de probabilidade e Fungao densidade de probabilidade.

Em sintese, tais termos designam funcoes que associam os valores de uma variavel
aleatoria X a suas probabilidades de ocorréncia. Em se tratando de variavel discreta,
teremos a fungao de probabilidade. Caso seja continua, a fun¢ao densidade de proba-
bilidade.

Na sequéncia, definiremos tais fungoes conforme referéncia [0I], bem como, apre-

sentaremos ilustracoes.

Definicao 22. Seja X uma varidvel aleatoria discreta e S, o conjunto dos seus valores.
A fungao de probabilidade denotada por P(X = x), P(x) ou simplesmente fp, serd a
fung¢ao que associa a cada valor de X a sua probabilidade de ocorréncia, desde que

satisfaca as duas condi¢oes sequintes:

i) P(z) > 0,Vx € S,;

i) >, Plx) =1;

Sobre tal defini¢ao e suas subsequentes derivacoes neste trabalho, observamos que
S; pode ser um conjunto infinito enumeréavel. E, assim, que para sermos mais formais
deveriamos, em tese, expressar o item ¢i) como soma infinita. Algo que poderéa ser feito
no decorrer desta dissertacao sempre que julgarmos ser o mais adequado. A escolha

por tal notacao reflete uma visao de maior clareza que este autor atribui a mesma.
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Exemplo 3. Considere o experimento E que consiste em retirar de uma vez duas bolas
de urna, na qual consta trés bolas pretas e duas brancas de mesma massa e tamanho.
Tomando por varidvel aleatoria X o niumero de bolas pretas retiradas, determine a

fungao de probabilidade [01).

Denotando os eventos simples bolas pretas por P, P», P;; e os eventos simples

bolas brancas por Bie Bs, representaremos o espaco amostral de E por

S ={P\B1, P\Bs, By, P,Bsy, PsBy, PsBy, PPy, P Py, P, P3, B1 By}

Aplicando a variavel X sobre S, obtemos o espago amostral numérico e enumeréavel
S: ={0,1,2}. Por isso X recebe a classificacao de variavel discreta.

Buscando uma representagao para a funcao de probabilidade, podemos escolher
uma dentre as formas tabular, grafica ou analitica. Nesta ilustracao, nos deteremos a
forma analitica. Para tanto, calcularemos de inicio, a probabilidade de ocorréncia de
X = 1. Dessa forma, teremos uma melhor compreensao do célculo e podemos fazer a
sua generalizagao para um valor z qualquer de X, obtendo assim a forma analitica|01].

Seguindo conforme exposto, calcularemos

P(X =1) = P(PBy) + P(P\By) + P(P,By) + P(PyBs) + P(P3By) + P(PsB,).

Tal expressao se justifica pelo fato de S ser composto por eventos que sao dois a dois
mutuamente excludentes. Além disso, dada a sua construcao, temos que S é um espagco

equiprovavel. Logo,

1 1 1 1 1 1 6
( ) 10+10+10+10+10+10 10

44



Considerando a observacao de S como espaco enumeravel, finito e equiprovavel,
podemos calcular essa mesma probabilidade pela forma classica. Usando combinagao
simples para fazer a contagem dos casos possiveis e dos favoraveis, obtemos que:

11
G50y, 6

P(X=1)= = —.
X=D=-"5 =1

Generalizando esse ultimo raciocinio, obtemos a representacao analitica da funcao
de probabilidade. Isto é, uma vez escolhidas = bolas pretas dentre as 3 possiveis, entao
serao escolhidas 2 — x bolas brancas, dentre as duas possiveis. Portanto, P(X = z) ou
simplesmente P(z) é dada por :

et

P(z) = — o com T€ S, ={0,1,2}.
5

Em geral, quando dispomos de informacgoes que nos permitem conhecer a associagao
dos possiveis valores de uma variavel aleatoria a suas respectivas probabilidades de
ocorréncia, seja por recurso analitico, grafico ou tabular, dizemos que conhecemos a
sua Distribuigao de Probabilidade.

Contudo, para sabermos caracterizar, reconhecer e diferenciar distribui¢oes de pro-
babilidades, precisamos nos apropriar de outros conceitos que estao relacionados. Neste

sentido, seguiremos com outras defini¢oes ainda com base em [01].

Definicao 23. Se X é uma varidvel aleatoria discreta, cujo o espago amostral € S,
denota-se por F(x), P(X < z) ou fda a funcao de probabilidade Acumulada ou fun¢do

de distribuicao, definida por

F(z)=P(X <z)=)» Plx=t).

t<x
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De modo conciso, essa expressao diz que F'(x) representa a probabilidade de ocor-
réncia de um valor menor do que ou igual a x. A qual se expressa como sendo uma
soma de probabilidades.

No que diz respeito a variaveis continuas, falaremos de fungdes com papéis analo-
gos. Porém, dada a natureza distinta das variaveis, as operagoes com as mesmas nao
ocorrem de forma tao direta. Fazendo-se necessario a conexao com outros conceitos

matematicos.

Definicao 24. Seja X uma varidvel aleatdria continua e S, o seu espagco amostral.
Uma funcao f associada a varidvel X € denominada func¢ao densidade de probabilidade

(fdp) se satisfizer as duas condigdes a sequir:
i) f(z) 20,Vz € S,y

i) [q f(z)de=1.

Observamos que S;, no contexto continuo, denota um intervalo real, que, em tese,
pode se ser de —oo a +o0o. E, assim, que a definicao posta, bem com outras que dela
descendem, sob uma abordagem mais formal, comportam integrais impréprias. Tal
como se observa no Guidorizzi [09] ao falar de aplicagoes do célculo. Onde se expressa
que f(x) precisa ser definida Vax € R, ser integravel em todo intervalo fechado [a, b],
com a < b, e atender as condigoes 7) e i7) da definigao

Por fim, que embora este autor tenha feito opcao por tal notacao por conferir
a mesma mais simplicidade, em momentos que sejam necessarios maior formalidade,
ocorrera as devidas alteragoes e consideragoes sem 6nus a compreensao do leitor.

Essencialmente, essa definicao diz que para uma funcao ter a classificacao dada
ela nao pode ser negativa para x € S,. E que a area abaixo do grafico da fungao no

intervalo que representa S, deve ser igual a 1.
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Observamos também, que no intuito de verificarmos se uma dada funcao cumpre
com as condigoes apresentadas na defini¢ao[24] precisamos nos valermos de procedimen-
tos algébricos/analiticos e graficos. Pois, ao contrario das variaveis discretas, ndo fara
sentido a construcao de uma tabela para representar a distribuicao de probabilidade.

A fim de tornar mais claras as tultimas afirmacoes, analisaremos como ilustracao a

seguinte fungao.

Exemplo 4. Seja a fungao f(z) = —6x?+6x definida no intervalo S, = [0, 1]. Verifique

se a mesma € uma funcgao densidade de probabilidade. Exemplo presente em [(1])].

Ressaltamos que nosso intuito é verificar se as duas condi¢oes da definicao [24] sao
atendidas pela fungao f(z) = —622 + 6z. Neste sentido, observando que a mesma é
uma funcao quadratica. Logo, que seu grafico é uma pardbola. Para esboga-lo, basta

observarmos o valor que a fung¢éo assume nos extremos do intervalo em questao (f(0) =

. 13 .
f(1) = 0), as coordenadas do vértice, V = (5, 5) , € vermos que a concavidade é para
baixo, pois o coeficiente a é negativo(a = —6).

Convém observar que, de modo geral, fazemos uso das ferramentas do calculo para
obtencao de informacgoes necessarias ao esboco de graficos. E que nao foi essa a opgao

aqui adotada devido a simplicidade da fungao ilustrada.
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Figura 3.1: Esboco gréfico da funcao f(z) = —6x2 + 6x
YA
1.5 4

0.5+

0 0.5 1 X

Fonte:Ilustracao do autor

A partir desse esbogo, constatamos que a primeira condigao da defini¢ao [24] é aten-
dida, pois para 0 < z < 1, temos f(x) > 0. Para concluir a analise, resta verificar se
area destacada sob o grafico no mesmo intervalo é igual a 1. Para tanto, calculamos a

integral da fun¢ao no citado intervalo.

1

1 1 1 23 2218
/ (—62% + 62)dr = —6/ v?dx + 6/ xdr = —6 {—} +6 [—]
0 0 0 3 0 2 0

/01(—6902 +62)dr = —6 [%] +6 B] =1

Segue do resultado, a verificagao da segunda condi¢ao posta na definigao
A expressao da funcao de distribuicao ou de probabilidade acumulada para varidveis
continuas, traz a integragao como expressao natural da soma para valores continuos,

conforme mostra a definicao.

Definicao 25. Se X ¢ uma varidvel aleatoria continua, cujo o espag¢o amostral € S,

denota-se por F(x), P(X < x) ou fda a funcao de probabilidade acumulada ou fun¢do
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distribui¢ao, definida por
Fz) = P(X < 1) _/ fOdt com S, —lab].

Como a fungao distribuigdo F'(x) é dada por uma integral da funcao densidade
f(z), a qual é integravel em qualquer intervalo fechado por definigao, resulta que F(x)

¢ continua, e que F'(xz) = f(z),V¥x em que f for continual09]. Decorre que :

b
Pla <z <b) :/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Uma outra forma de chegarmos a tal conclusao é trabalhando diretamente com a

funcao distribuigao.

Demonstracio. Como F(b) = P(X < b) = [°_f(x)dz, ¢ F(a) = P(X < a) =
[ f(z)dz. Sendo a < b, temos que [*_ f(z)de = [*_ f(z)dz + [° f(z)dw. Assim,
F(b) = F(a) = [ f(a)de = [ f(x)de = [* f(x)de+ [ f(@)dz — [ f(x)dz =
12 f(x)da. O

Observarmos, ainda, que dé interpretacao de integral definida como area, resulta
que Pla <z <b) = Pla <z <b =Pla<zxz<b =Pla<z<hb). Pois,
fdd f(z)dz = 0, qualquer que seja f e d.

Partindo da compreensao de que os espagos amostrais de variaveis aleatorias sao
sempre conjuntos numéricos, ressaltamos que as distribui¢oes de probabilidades tam-
bém sdo caracterizadas por medidas descritivas[01]. No que segue, buscamos contem-
plar as principais informagoes a esse respeito.

Medidas Descritivas para Variaveis aleatoérias
Essencialmente, essas medidas sao ntmeros que caracterizam distribuicoes de pro-

babilidades tedricas. Assumindo, em alguns modelos probabilisticos, a fungao de pa-
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rametros.

Definigao 26. Dada uma varidvel aleatoria discreta X, denota-se por E(X) ou p o
valor esperado ou média dos valores assumidos por X ponderada pelas respectivas pro-

babilidades de ocorréncia. E se expressa por E(X) =) ¢ x;P(z;).

Definigao 27. Sendo X uma varidvel discreta, denota-se por V(X) ou o* a média dos
quadrados dos desvios em relacao ao valor esperado, ponderada pelas probabilidades de

ocorréncia. E se expressa por V(X) =3¢ (v; — E(X))*P(z;).

Reiteramos o sentido da variancia ja comentado nesse trabalho: Sua importancia
é aferir o grau meédio de dispersdo dos valores da variavel em relagdo a média ( valor
esperado).

Observamos também que, de modo geral, a expressao que defini a variancia pode

ser reescrita da seguinte forma: V(X) = F(X?) — (E(X))?.

Demonstracao. Seja X uma varidvel aleatoria discreta. Temos por definicao que
E(X)=) = P(x;) eque V(X)=EX-E(X))’
, decorrendo que V(X) = > (x; — E(X))*P(x;). Segue que
V(X)=> (2 = 20;E(X) + (E(X))*) P(x;).
Pelas propriedades dos somatorios, e observando que E(X) é um ntumero, temos que

V(X) =Y 2P(a;) —2B(X) Y x:P(x;) + (B(X))* > P(x;).
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Como Y~ P(z;) = 1, temos que V(X) = F(X?) —2(E(X))? + (E(X))?. Logo,
V(X) = E(X?) - (E(X))".

]

Defini¢ao 28. Dada X uma varidvel aleatoria continua, denota-se por E(X) ou p o

valor esperado de X que se expressa por meio da sequinte integral

B(X) = /5 o f ()da.

Nota-se que essa definicao, bem como a seguinte e outras do contexto, tras em sua
esséncia a extensao do raciocinio presente nas defini¢oes feitas no contexto das variéveis
discretas. Sendo que para as variaveis continuas f(z)dz figura como aproximacao da

probabilidade de X assumir valor no intervalo infinitesimal de extremos x e z+dx [09].

Definigao 29. Denota-se por V(X) ou o? a varidncia de uma varidvel aleatdria con-

tinua que se obtém por meio da sequinte integral.

V(X) = / x — B(X) [P/ (x)d.

x

A expressao posta na definicao pode ser apresentada sob a forma

V(X):/ 2 f(x)dr — [E(X))?.

T

Demonstragao. Como [z — E(X))?> = 2* — 2z E(X) + [E(X)]?, temos pela definigao que
V(X) = [, [¢* = 22B(X) + [E(X)]?| f(z)dz. Como a integral da soma ¢ igual a soma

das integrais das parcelas, segue que V(X) = [o 2*f(z)dz — 2B(X) [q xf(r)dz +
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E(X)]? [, f(x)dr. Das definicoes de funcao densidade e valor esperado, temos que
Sz
x)dr = 1 e que rf(r)de = FE(X). Fazendo as substituicoes, obtemos o
fgac f( ) q S G

resultado desejado. O

Propriedades do Valor Esperado e da Variancia

Enfatizamos que o valor esperado e a varidncia possuem propriedades analogas as
que possui a média aritmética e variancia de dados numéricos de uma distribuicao de
frequéncia. Dentre as quais, destacamos as seguintes, onde X e Y sao variaveis e ¢ é

uma constante.

I) E(X+Y) = E(X)+E(Y);

IT) E(XY)=E(X)E(Y), desde que Xe Y sejam variaveis independentes;
IIT) E(cX)=cE(X)e E(X +¢)=FEX)+¢

IV) V(X 1Y) =V(X)+ V(Y), se X eY forem variaveis independentes;
V) V(X +¢) =V(X) e V(X) =2V(X).

Obs.: Essas propriedades sao extensiveis a mais de duas variaveis. As demonstra-
¢Oes omitidas aqui podem ser vistas em [07].
Funcgoes de Variaveis Aleatoérias

Em diversas situagoes, faz-se necessario envolver mais de uma variavel no estudo
de um experimento aleatorio. Neste contexto, tem-se como premissa geral, conforme
Meyer [07], que se X é uma variavel aleatoria, entdo Y = h(X) também é variavel ale-
atoria. De onde se justifica precisarmos também conhecer e caracterizar a distribuicao
dessa variavel Y através da obtencao do valor esperado, variancia etc.

Dentro deste contexto, destacamos que: Em principio, podemos caracterizar a dis-

tribuicao de probabilidade de Y a partir do conhecimento da distribuicao de X; Os
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processos podem se diferenciar a depender se ambas sao discretas, se X é continua e Y
¢ discreta ou se ambas sao continuas. Contemplaremos mais detalhes a esse respeito a
medida que se tornarem necessarios a realizacao deste trabalho.
Momentos de Variaveis Aleatoérias

Como j4a conceituado para distribuicoes de frequéncias, momentos no contexto das
variaveis aleatorias também podem ser compreendidos como valores ou medidas descri-
tivas de carater geral. A partir destas, torna-se possivel estudar e caracterizar diversos
aspectos de uma distribuicao de probabilidade como dispersao, assimetria e outras
informacgoes que se relacionam ao seu formato.

Na literatura é consensual o entendimento de que tao melhor seremos capazes de
conhecer a distribuicao de uma variavel, quanto mais soubermos sobre seus momentos
[0I]. Neste sentido, ¢ de bastante utilidade conhecer o momento genérico de uma

variavel ou o r-ésimo momento como denotaremos nas defini¢oes a seguir.

Definicao 30. Seja X uma varidvel aleatoria. Chama-se de momento centrado na

origem de ordem r ou r-ésimo momento de X o valor denotado e obtido por . = E(X").

De inicio, observamos que o termo centrado na origem faz distingao a uma classe
de momentos ditos centrados na média, cuja indicagao e calculo se da por u, = E(X —
E(X))". Dessa classe faz parte a variancia, cuja expressao pode ser vista como uma
funcao de momentos centrados na origem, bem como, os demais momentos centrados
na média. Esse fato ja foi evidenciado, quando partindo da defini¢ao, mostramos que
V(X) = E(X?) — [E(X)]*. E assim, que V(X) = p, — >, Algo que pode ser feito
para qualquer outro momento centrado na média.

Depreende-se da definigao, que sendo X uma variével discreta, temos . = >, 27 P(z;).
Caso seja continua, u, = |, s, 2 f (z)dz. Além disso, em ambos os casos 0s momentos

sao, essencialmente, valores esperados de poténcias de uma variavel aleatoria. E no
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caso dos momentos centrados na média, valores esperados das poténcias dos desvios.

Ainda sobre a expressao momentos centrados na origem, antecipamos que a mesma
faz referéncia ao emprego da Fun¢io Geratriz de Momentos (fgm) de uma variavel
aleatoria. Conceito que discutiremos a seguir.

Funcgao Geratriz de Momentos

No estudo de uma variavel aleatoria, objetiva-se, de modo geral, obter o maximo de
informacoes a respeito de sua distribuigao de probabilidade. E, na maioria das vezes,
o ponto de partida para o processo investigativo sao as fung¢oes definidas até aqui(fp,
fdp e fda). Pois, além de serem as principais representacoes, assumem um papel de
identidade para as distribuigoes.

Contudo, outras funcgoes, potencialmente importantes, podem ser definidas para
uma variavel aleatoria. E que, a depender da variavel e da situacao a ser contemplada,
podem se revelar até mais significativas para o estudo de uma distribuicio. E com
essa concepcao que definiremos a fungao geratriz de momentos, bem como, citaremos

algumas de suas propriedades.

Definicao 31. Seja X uma varidvel aleatoria. Designa-se por Funcao Geratriz de

Momentos(fgm) dessa varidvel a que se expressa por Mx(t) = E(e'X), com t € R.

Essa definicao contém, em sua esséncia, uma condicao de existéncia para a fgm.
Pois, sendo tal funcao dada pelo valor esperado de e, o mesmo pode nao existir
no caso discreto em que a série nao convirja, e no caso continuo, em que a integral
impropria também seja divergente para algum valor de t [07].

Afim de tornar mas claro essas ideias, esse é um dos momentos nos quais é mais
adequado expressar E(X) = >~ x;P(z;), no caso discreto ; e E(X) = fj;o xf(z)dz,
no caso continuo. Pois, como ja mencionamos, em tese, X pode assumir infinitos valores

enumeraveis, caso seja discreta; ou qualquer valor real, se for continua.
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Segue do exposto, as expressoes que definem a fgm quando X é discreta ou continua,

respectivamente: My (t) = S2°°, et P(x;) e Mx(t) = [7°° X f(x)du.

—0o0

Dentre as propriedades da fgm, citaremos as seguintes:

i) Se X & uma variavel aleatoria, entao a derivada r-ésima da Mx(t) aplicada em t = 0

gera E(X");

ii) Se X e Y sao variaveis aleatorias tal que Mx(t) = My (t), entao essas variaveis tem

a mesma distribuicao de probabilidade;
iii) Se X e Y sdo variaveis independentes, entdao Z = X+Y tem My (t) = Mx (t) My (t);

No decorrer desta dissertacao, buscaremos ao menos justificar a propriedade i), a
exemplo do que faz Meyer [07].

Tendo em vista a possibilidade de mencionarmos o conceito de vetor aleatério no
decorrer deste trabalho, julgamos coerente ao menos darmos uma defini¢ao intuitiva a
esse respeito.

Em algumas situagoes, a ocorréncia de um resultado pode depender de duas ou mais
varidveis aleatorias relacionadas ao mesmo espaco amostral. Nestes casos, em geral,
deve-se levar em consideragao todas as variaveis envolvidas para estimar a probabilidade

de ocorréncia deste resultado. Também dita probabilidade conjunta das varidveis.

Definicao 32. Sejam X, Xo, X3, , X,, varidveis aleatorias definidas num mesmo

espaco amostral. Chama-se vetor aleatorio n dimensional ou n variado o vetor X =

(X17X27X37 T Xn)

Por hora, finalizamos essa secao ressaltando que é vasta a teoria sobre variavel
aleatoria e que a exposicao feita até aqui nao teve como intuito contemplar todo esse

universo. Mas, mencionar partes que sejam mais pertinentes a este trabalho.
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4 Modelos Probabilisticos

Neste capitulo, falaremos, de modo geral, sobre modelos de distribuicao de pro-
babilidade. Sem nos aprofundamos nesta temética, almejamos, por meio da revisao
de alguns modelos, nos apropriarmos de ideias que serao estendidas no decorrer desta
dissertacao ou serviram como base para o melhor entendimento de outras.

Modelos de Probabilidade

Essencialmente, a Estatistica trata do estudo de comportamentos coletivos e ale-
atorios buscando compreender como determinadas caracteristicas ( as variaveis), se
apresentam numa dada populacao. Com este proposito, estudar tal populacao tornar-
se equivalente a definir adequadamente uma variavel aleatoéria e saber como os seus
valores se comportam [01].

Para tanto, busca-se, em geral, dispor de relacao ou lei matematica, que sob da-
das suposigoes, permita mensurar as chances da varidvel assumir valores, bem como,
caracteriza-la em termos de medidas descritivas. Por modelos probabilisticos, designam-
se tais expressoes matematicas. Conhecer e saber caracterizar a associagao dos valores
a suas probabilidades de ocorréncias, consiste em conhecer a distribuicao de proba-
bilidade da variavel.

Dada a diversidade de varidveis aleatérias que possam permear diversos estudos,
a tarefa de estudé-las partindo sempre do inicio para obter as suas distribuicoes de
probabilidades ¢ algo bastante complexo e moroso. Por isso, a partir do estudo de
algumas variaveis aleatorias chegou-se ao que se chama de Modelos de probabilida-
des. Que sao modelos genéricos que sob dadas suposigoes descrevem o comportamento
de variaveis reais.

Para o que segue, observamos que é usual a notagdo X ~ Nome(p,s,t---) para

dizer que a avariavel X segue distribuigao de probabilidade definida pelo modelo Nome,
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nos parametros (p, s,t---) que pode ser um dois ou mais.

4.1 Modelos Discretos

Dentre os varios modelos que existem para esse tipo de variavel, destacam-se entre
os mais conhecidos, os seguintes: Distribuicao Uniforme Discreta; Distribuigao
de Bernoulli; Distribuicao Binomial; Distribuicao Hipergeométrica e Dis-
tribuicao de Poisson.

No que segue, descreveremos brevemente alguns desses modelos. Reservando-se o
modelo de Poisson para o altimo capitulo.

Distribuicao Uniforme Discreta

Definicao 33. Dada uma varidvel aleatoria discreta X, com valores xq,xa, X3, ..., Ty,
afirma-se que essa varidvel possui distribuicao amostral uniforme discreta, que pode

1
ser indicada por X ~ U(n), se, somente se, P(X = x;) = —, parai=1,2,3,---n.
n

Essencialmente, esse modelo traduz a concepcao da definicao classica de probabi-
lidade com os pressupostos de espaco finito e equiprovavel. De outro modo, esta dito
que P(z1) = P(xg) = -+- = P(x,) = p. Como P(x1) + P(xs) + ---+ P(x,) = 1, pelos
axiomas 3) e 2) da defini¢ao ,1 =np=p= %

Tomando X como sendo a pontuacao obtida no lancamento de um dado honesto,
temos uma ilustracao classica [10] de uma varéavel com tal distribui¢do, onde P(X =
) = %,V:{:i €S, = {1,2,3,4,5 6}.

Segundo Meyer [07], na maioria das vezes em que se define uma variavel aleatoria,
nao se deve dar énfase a natureza funcional desta, mas sim aos seus valores. Contra-
riando essa premissa, observamos que na ilustracao X é uma funcao identidade. Algo

que ocorre em varias situagoes quando o espago amostral do experimento aleatoério em

questao ja tem a caracteristica numérica desejada.
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Neste modelo, obtemos E(X), V(X) e F(x) como segue :

1

ﬁ 2(21651) Lij

i) E(X)= Z(xlesz) P(x;)r, =

i) V(X) = B(X?) — (B(X))? = - S ercs,) 2 - (% > s x) .

n

Nota-se que E(X) coincide com a média aritmética simples dos valores assumidos por
X. Bem como, V(X) é a variancia estatistica normal destes valores. Como de fato,

mostra os dados na ilustragao:

1 2 3 4 5 6 21
B(X)= 4242424240 2035
cEX) =5+t s s s~ — &Y

12422432 4+424+524+62 91
S g ot :3—3,52:15,2—12,3:2,9.

Para obtermos a fungao de distribui¢ao acumulada ( fda)deste modelo, procedemos

conforme a defini¢ao, segundo a qual

Essencialmente, podemos entender essa funcao como aplicacao do terceiro axioma
da definigadI7} Segundo o qual a probabilidade da unido de eventos disjuntos é dada
pela soma das probabilidades destes eventos.

Na situagao ilustrada, observe que F(3) = P(X < 3) = P{X = 1} U{X =
2} U{X =3}) = P{X =1} + P{X =2} + P{X =3} = g Assim procedendo,
obteriamos todos os valores de F(x) que poderiam ser dispostos numa tabela ou num

grafico que mostraria uma fungao descontinua Va & S,.

iii) De modo analitico, para esse modelo, temos F(z) = P(X <1x) =}, P(X =

t) = —, onde k é o nimero de valores t menores que ou iguais a x.
n
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Distribuicao de Bernoulli

Esse modelo carrega o nome de seu idealizador, o mateméatico sui¢o Jacob Bernoulli,
que segundo a fonte [01], o desenvolveu durante o século XVII. De modo geral, tal
modelo se ajusta bem a experimentos que possam ser vistos sob a perspectiva de dois
possiveis resultados que costumam ser designados por sucesso, e fracasso. Esses termos
identificam os resultados desejado e preterido, respectivamente, no experimento.

Dado um experimento com tal caracteristica, para fazer a estruturagao do modelo
definimos uma variavel X que assume o valor 1, em caso de sucesso, e 0, se ocorrer

fracasso em uma realizagao do experimento, também dito ensaio de Bernoulli.

Definicao 34. Dada uma varidvel aleatoria discreta X que assume apenas os valo-
res 1 ou 0, com probabilidade p e 1-p, respectivamente, dizemos que a mesma pPossui

distribuicao de Bernoulli, e denotamos por X ~ Ber(p).

Aplicando-se as defini¢oes para valor esperado E(X), e para variancia V(X), obtemos :
i) B(X)=>cs,) P@)zi=p-1+(1—-p) 0=p;

i) V(X)=E(X?) —(B(X))?=(p 1>+ (1-p)-0*)—P*=p—p*=p(l—p).

Muitos experimentos podem ser estudados a partir deste modelo. Até mesmo o lan-
¢amento de um dado honesto em que, de modo classico, se visualiza sob a perspectiva
do modelo uniforme discreto. Pois, ao se atribuir o valor sucesso a um resultado de inte-
resse, o evento complementar recebe o valor fracasso e tem probabilidade determinada
mediante a conferida ao valor sucesso.

Contudo, a maior importancia deste modelo reside em sua compreensao ser pré-
requisito para o entendimento de outros. Neste sentido, fazemos menc¢ao a funcao

geratriz de momentos da varidvel de Bernoulli.
Proposigao 1. Se X ~ Ber(p), entio Mx(t) = (p — 1) + €'p.
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Demonstracio. Mx(t) = E(eX) = Mx(t) = 31 _ e P(x) = Mx(t) = ¢"°(1 — p) +

etlp = Mx(t) = (1 — p) + e'p.

Distribuicao Binomial

Alguns experimentos aleatorios podem ser vistos como repeticoes de n ensaios de
Bernoulli. Nesses casos, os possiveis resultados sao sequéncias de eventos independentes
do tipo sucesso ou fracasso. Para experimentos que se enquadram em tal descrigao,
defini-se a varidvel X como sendo o ntimero de sucessos em n repeti¢oes independentes.

E toma-se para sua distribuicao o modelo binomial.

Definicao 35. Dado um experimento aleatorio formado por uma sequéncia de n en-
satos de Bernoulli independentes, onde p € a probabilidade de sucesso em um ensaio;
dizemos que possui distribui¢cao binominal, e denotaremos por X ~ Bin(n,p), a varid-

vel X definida como niumero de sucessos nas n repeticoes independentes.

Como situacao ilustrativa, suponha que numa escola 80% dos alunos tenham sido
vacinados contra a covid 19. Escolhendo-se um aluno ao caso, temos duas possibilida-
des quanto a vacina: Esté vacinado ou nao estia. Definindo o resultado vacinado como
sucesso, e o contrario como fracasso, temos um experimento de Bernoulli. Caso esco-
lhamos dois, trés ou mais alunos ao acaso, temos uma repeticao de ensaios de Bernoulli,
e assim, um experimento que pode ser modelado segundo a Distribui¢ao Binomial.

Neste modelo, o célculo da probabilidade P(X = z) ¢ dado em fungao do niimero n
de repeticoes, e da probabilidade de sucesso em um ensaio p. Por isso, costuma-se dizer
que essas informagoes (n,p) sdo os parametros do modelo. De modo geral, considerando
p a probabilidade de sucesso em um ensaio, a probabilidade de X = x sucessos, em n

repetigoes é dada por:



Tal expressao é a representagao analitica da fungao de probabilidade(fp) para a
varidvel binomial X. Mas, como se chega a essa relacao? Que conceitos matematicos
se relacionam na sua definicao? E quais pressupostos estao envolvidos ?

Essencialmente, podemos compreendé-la como aplicacao do Teorema do Produto
de Probabilidade e do Principio Fundamental da Contagem. Considerando um experi-
mento formado por n ensaios de Bernoulli, podemos visualizar cada possibilidade que
compoe o espac¢o amostral como sequéncias cujos os termos sao 0 ou 1. Supondo que
desejamos calcular a probabilidade de ocorrer x sucessos, precisamos saber quantas
sequéncias formam esse evento e como calcular a sua probabilidade.

Para melhor compreender como se dara o processo como um todo, podemos olhar
para uma sequéncia em particular que atenda as condigoes descritas. Por exemplo, a
sequéncia na qual os x primeiros termos sao iguais a 1, e os n-x termos restantes sao
iguais a O:

(1,1,1,1,1,1,---,1,0,0,0,0.--- ,0).

Como cada ensaio ocorre de forma independente, e essa ¢ uma condi¢ao necessaria a
caracterizagao do modelo Binomial, temos pelo Teorema do produto de probabilidades
que a sequéncia exibida, bem como outras que formam o evento, tem probabilidade
igual p*(1 — p)"~*. Na qual, p é a probabilidade do resultado ser 1; E 1 — p, a proba-
bilidade de ser 0. Mas, quantas sequéncias formam o evento desejado?

Para chegarmos ao nimero de sequéncias, podemos supor, inicialmente, que os
n experimentos dao origem a numeros distintos. Dessa forma para dispd-los em n
posigoes, temos n! modos (permutagoes) pelo Principio Fundamental da Contagem.
Logo, teriamos n! sequéncias.

Como na realidade temos um elemento que se repete = vezes, e outro que se repete

n —x vezes, na contagem inicial cometemos o erro de contar como diferentes as sequen-
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cias em que esses elementos iguais trocam de posi¢ao entre si. Mais precisamente, as
sequéncias diferentes estao repetidas em quantidade igual a x!(n — z)!.

E para corrigir o erro citado, dividimos os n! por z!(n — z)!. Assim obtemos o total
de sequéncias distintas que ¢ o nimero de combinagao simples de n tomados x a x,
denotado por C'¥ ou niimero binomial (Z) Logo, a probabilidade do evento é dada por
(Z) p*(1 —p)"~*, uma vez que as sequéncias comportam-se como eventos disjuntos.

Na ilustracao, se tomassemos o niimero de repeti¢oes n=3, terfamos oito possiveis
sequéncias de resultados ( Ensaios de Bernoulli) formando o espago amostral do ex-
perimento. Caso desejassemos mensurar as chances de dois alunos estarem vacinados,
terfamos trés sequéncias formando o evento desejado. Logo, a probabilidade desejada
seria 3-0,8%-0,2 = 0, 384.

O valor esperado e a varidncia de uma variavel binomial X se obtém, conforme

relagoes:
i) E(X)=np;
ii) V(X)=np(1l-p).

A demonstracao dessas relagoes pode ser feita de forma direta, aplicando as defini-

¢oes ou via propriedades.

Demonstragao. Inicialmente, observamos que sendo X ~ Bin(n,p), a mesma pode ser
expressa como soma de n variaveis do tipo Y; ~ Ber(p), com i = 1,2,3---n. Isto &,
X=Y1+Ys+ Y3+ --4+Y,. Segue, pela propriedade do valor esperado da soma, que
EX)=EW+Y,+ Y3+ +Y,) = E(Y1) + E(Y2) + E(Y3) +--- + E(Y,). Como,
E(Yi) = p, Vi. Resulta que E(X) =p+p+p+---+n =np. De modo analogo, temos
que V(X)=VVi+ Yo+ Y5+ +Y,) =V¥)+V(Y2)+V(Y;) + -+ V(Y,), por

aplicacao da propriedade da variancia da soma para variaveis independentes. Sabendo
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que V(Y;) = p(1 — p), Vi, decorre que V(X) = np(1 — p). ]

Como ja exposto, a variancia e outras medidas descritivas podem ser obtidas através
dos momentos centrados na origem, que por sua vez descendem da funcao geradora de

momentos (fgm) quando essa existe.
Proposigao 2. Se X ~ Bin(n,p), entao Mx(t) = (e'p+1—p)™.

Para chegarmos a essa funcao, podemos aplicar a defini¢io Mx(t) = E(e!*X) e o
teorema Binomial ou usarmos o fato de ser a varidvel binomial uma soma de variaveis

independentes do tipo Bernoulli. Opc¢ao que adotamos.

Demonstrag¢iao. Se X ~ Bin(n,p), entao X = Y, + Yo + Y5+ .-+ Y, com Y; ~
Ber(p),Vi = 1,2,3---n. Segue, pela propriedade da soma da fgm para variaveis in-
dependentes, que Mx (t) = My, (t) My, (t) My, (t) - - - My, (t). Como My.(t) = e'p+ (1 —

p), Vi. Resulta que Mx(t) = (e'p+1—p)™. O

Aplicacao

Conforme Meyer [(07], ao se buscar construir um modelo probabilistico para uma
situacao real, em algum momento, pode ser necessario tomar uma probabilidade prove-
niente de uma experimentacao ou até mesmo oriunda de uma experiéncia prévia, uma
probabilidade subjetiva. E partindo desse ponto, conduz -se um processo dedutivo.

Apoiando-se nessa ideia, trazemos a seguinte situacao:

Exemplo 5. Como parte de sua politica de assisténcia aos funciondrios, uma empresa
paga a cada pessoa que se torne incapacitada por acidente de trabalho o valor de R$
150000,00. Estima-se que a probabilidade de ocorrer um acidente seja de 0,02% no ano,
e que os acontecimentos sao independentes. Sabendo que a empresa possui 10000 funci-

ondrios, deseja-se saber, com probabilidade de pelo menos 98%, quanto a mesma precisa
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ter em caiza, por ano, para quitar as possiveis despesas com acidentes.(Adaptada de
[11))

Dadas as suposigoes, percebemos de imediato que podemos fazer uso do modelo
binomial. Haja visto que os acidentes ocorrem de modo independentes e com probabi-
lidade de ocorréncia constante p = 0,0002.

Definindo a varidvel aleatoria A : numero de pessoas que sofrem acidentes em um
ano. Pelas suposigoes, temos que A ~ Bin(10000,0.0002).

De onde, temos que :

P(A=a) =

a

1
< 0000)0.0()02“0.999810000“.

A principio, pode parecer suficiente termos o nimero médio de pessoas que sofrem
acidentes por ano. E para analisarmos esse caminho calculamos F(A). Do exposto
sobre o modelo, sabemos que F(A) = np = E(A) = 10000 - 0.0002 = 2. Logo,
esperasse que em média duas pessoas sofram acidentes em um ano. E correto dizer que
R$300000,00 é o valor procurado?

Na verdade, nao. Pois, nem ao menos sabemos qual é a probabilidade de que dois
acidentes ocorra em um ano. E ainda que ja tivéssemos essa informacao, ela deveria
atender a condicao de ser pelo menos igual a 98%, o qué nao é verdade, como sera
mostrado.

Para potencializarmos a exploracao da situagao, bem como, estabelecer conexoes
com a teoria exposta até aqui, definiremos outra variavel.

Seja D = 150000A a variavel que representara a despesa da empresa no ano com
acidentes. Da forma como definida, observamos que os valores por ela assumidos sao

enumeraveis {0, 15000, 300000, - - - }, logo D, é também discreta. Dito isso, observamos
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que podemos calculara P(D=d) a partir do que sabemos sobre a variavel A. Veja que

d
P(D=d P(1 A=d PlA= .
( ) < P(150000 ) & < 150000)

Com isso, observamos que nosso objetivo é encontrar o valor "maximo"d que a
variavel D pode assumir com probabilidade maior ou igual a 98%. Isto ¢, desejamos d,
tal que P(D < d) > 0.98.

Da observacao feita anteriormente, temos que

P(D<d)>098=P (A<
(D =d)=0.98= ( = 150000

Assim, precisamos encontrar o valor da variavel A cuja probabilidade acumulada

) > 0.98 = P(A <a)>0.98.
seja maior ou igual 98%. Fazendo os calculos :

P(A=0)= (108(]0) 0.0002°0.999810900 — (.1353:
0.0002'0.9998%%% = 0.2707;
0.0002%0.9998%% = 0.2707;
0.000220.9998%7 = (0.1805;
0.0002%0.9998%9% = (0.0902;

0.0002°0.9998%% = (.0361.
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Somando essas probabilidades obtemos 0.9835. Logo , P(A < 5) > 0.98. E, assim,
o valor que a empresa precisa ter em caixa no ano é 5 x 150000 =R$750000,00.
Modelo Hipergeométrico

Essencialmente, esse modelo se adéqua a um experimento aleatério formados por

sequéncia de ensaios de Bernoulli dependentes.

Definicao 36. Considerando um conjunto com N elementos, dentre os quais, apenas
r possut um atributo de interesse. Se um experimento aleatorio consiste em retirar n
elementos deste conjunto sem reposicao (isso caracteriza a dependéncia), entao dizemos
que possui distribuicao hipergeométrica, e denotamos por X ~ Hip(N,r,n), a varidvel
X que contabiliza o numero de elementos com atributo de interesse obtidos dentre os

n escolhidos.

Este modelo, assim como os ja contemplados até momento, tem ampla adequagao
a problemas classicos envolvendo diversos experimentos aleatorios.
A fungao de probabilidade do modelo é dada por

06
)

P(X =2x)=

Nesta expressao, fica subentendido que os valores de X satisfazem as condigoes de
existéncia dos nimeros binomiais. O que pode ser resumido ao expressarmos que

max{0,n — N +r} <z < min{n,r}, conforme consta em [10].

Demonstracao. De fato, pela definicao de niimero binomial, temos que x < r, n < N
en—x < N-—r. Assimn—z<N—-r=z>n—N+r. Comoz>0= x>

maxz{0,n — N + r}. Por outro lado, z < r e z < n= z < min{r,n}. O

A expressao da fp como dada é, essencialmente, a aplicacao da definicao cléssica

de probabilidade onde, para se calcular os casos favoraveis, bem como o ntmero de
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casos possiveis, faz-se o uso do principio fundamental da contagem e do conceito de
combinagoes simples. Ilustracao classica dessa distribuicao foi dada na segao sobre

varidveis aleatorias, exemplo [3]

Proposicao 3. Se X ~ Hip(N,r,n), entio E(X) = %

Demonstragdo. Por definicdo, E(X) =Y "_ xP(z), Assim,

:ZxP(x) = E(X Zx m( )

Observando que

(7") _ r(r—1) _ (r—1)! .
x z(z—Dl(r—a) z@-Dr—-1)—(z-1)]!

Logo que, (;) = %(“1), e de modo analogo, que (N) = %(n 1) Segue que,

r—1 n

:E(X):%Z%.

n—1

-3 [<_(> 2

r=1 n—1

Fazendoh=r—1,g=x—1, k=N —1e z =n — 1, buscaremos mostrar que a soma
obtida vale 1, o que nos leva ao resultado desejado para E(X). Veja que para x = 1,

temos g = 0, e para x = n, temos g = z. Logo,

O s BN (e e BN AT
2 Z G SR TR S

onde G ~ Hip(K, h, z). Portanto, >0 | P(g) = 1, pois P(g) =

de probabilidade.
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nr(N —r)(N —n)
N2(N —1)

Demonstragdo. Sabemos que V(X) = F(X?) — [E(X)]?, assim vamos obter E(X?),

Proposigao 4. Se X ~ Hip(N,r,n), entao V(X) =

uma vez que ja temos E(X).

ngp L B(X?) — img(z)(%_;“).

Observando que (;) = g(;:i) e, de modo analogo, que (]X) = %(

N-1

1 ), segue que

00
=S

GG
(21)

z:N—l,ek:n—l,obtemosE(XQ):NZ

Disto resulta que F(X?) = —ZI T .Fazendo t = r—1, w = z — 1,

(w+1)-=

w=0

() ()
()

Observando que é a fp de uma variavel W ~ Hip(z,t, k), decorre que

2y _ nr 2y R0 gy 2= D= 1) e
E(X)_NE(W)+N:>E(X)_NZ+N E(X)_N N1 N
_nr(n—1)(r—-1) nr n’? (N —7)(N —n)

Logo, VIX) = F—x 7 R AR R o vy
O

Exemplo 6. Em determinado posto de policia rodovidria estadual, veiculos de cargas
sao sempre inspecionados por amostragem. Numa dada abordagem, um veiculo com 50

caizas, cada uma com 20 celulares, foi inspecionada pelos policiais Antonio e Fdbio.
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Nesse tipo de abordagem, um dos policiais conversa com o motorista e vé a sua docu-
mentacao e a do veiculo, enquanto outro faz a inspecio da carga. A escolha por uma
ou outra funcao ocorre de forma aleatoria entre eles. Sabe-se que nessas situacoes, Fd-
bio sempre escolhe aleatoriamente uma caiza, colhe trés aparelhos e verifica a situagao
fiscal destes. Jd Anténio, sempre escolhe aleatoriamente trés caizas, de cada uma pega
um item, e vé a questao fiscal destes. Caso ao menos um item esteja irreqular, toda
a carga serd detida, passard por uma vistoria completa, e as devidas penalidades sao
aplicadas aos responsdveis. Sabendo que nessa carga 10 caixas contém cada uma 8 apa-
relhos irrequlares, e considerando que todas as caizas sao indistinguiveis por aspectos

fisicos, qual a probabilidade dessa carga ser detida ?

Essencialmente, precisamos determinar a probabilidade de ao menos um celular
irregular ser encontrado. Para tanto, vamos definir os seguintes eventos: A: Antoénio é
a pessoa que inspeciona; F:Fabio é a pessoa que inspeciona ; C: Uma caixa que contém
celulares irregulares é escolhida; D: Ao menos um celular é irregular é encontrado; E:
Ao menos uma caixa que contém celulares irregulares é selecionada.

Assim, P(D) = P(FNCN D)+ P(AN EN D). Portanto, temos dois casos gerais
a se analisar:

1°Caso: Probabilidade de Fabio fazer a inspecao, escolher uma caixa que contenha
celulares irregulares e encontrar ao menos um celular irregular P(F'NC N D).

Pela teorema do produto de probabilidades, temos que
P(FNCND)= P(F)P(C|F)P(D|FNC). Como a decisao de quem faz a inspegao
¢ aleatoria, temos que P(F) = P(A) = % Dadas as consideragoes da situagao, temos
também que P(C|F) = 1 Jaa P(DIFNC)=P(X =1)+P(X =2)+ P(X = 3),

5
sendo X ~ Hip(20,8,3). Segue que,

e~ OO O _ o

& GG
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Logo , P(FNCND)=0,5x%x0,2x 0,807 =0,081.
2°Caso: Probabilidade de Antonio fazer a inspegao e encontrar ao menos uma caixa
com celulares irregulares e escolher ao menos um celular irregular P(A N E N D).
Também pelo teorema do produto de probabilidades,
P(ANEND) = P(A)P(E|A)P(D|ANE). Temos que P(E|A) = P(Y =1)+ P(Y =

2) + P(Y =3), sendo Y ~ Hip(50, 10, 3). Decorre que
AT I T

Para obtermos P(D|A N E), precisamos considerar trés situagoes :

+ +

Primeira: Apenas uma caixa com celulares irregulares foi escolhida .
8

Logo , P(DIANE) = 20"

Segunda: Duas caixas com celulares irregulares foram escolhidas. P(D|ANE) =

P(Z=1)+ P(Z =2), com Z ~ Bin (280 2>

Result P(DIANE) =222 (3 2—064
esulta que 2020 20 = U, .

Terceira: trés caixas com celulares irregulares foram escolhidas. P(D|A N E) =

8
P(W =1)+P(W =2)+ P(W = 3), sendo W ~ Bin (20 3)

Assim,P(D|AN E) = 3. 12+ i 3—0 784
ssim = 20 20 — Y .

Segue que ,

8
P(ANEND)=0,5x0,496 x %+0,5X0,496><0,64+0,5><0,496><0,784:>
P(ANEND)=0,452. Portanto, P(D) = 0, 533.

4.2 Modelos Continuos

No estudo de situagoes reais que envolvem variadveis aleatoérias continuas, geral-

mente, o processo tem inicio com pesquisa buscando verificar se ja existe estudo sobre
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a variavel em questao. De todo modo, essa tarefa requer uma compreensao de como a
variavel se comporta em um intervalo.

Anélogo ao caso das variaveis aleatorias discretas, existe uma variedade de modelos
que se ajusta bem a diversos experimentos reais que envolvem variaveis aleatorias
continuas. Nessa se¢ao, falaremos do modelo uniforme continuo que é o mais simples
deste seguimento. E reservamos momento do capitulo final a apresentacao de outros
com foco em fungoes presentes em suas estruturas.

Por hora, objetivamos com o modelo a seguir, ilustrar procedimentos que podem
ser usados nos demais modelos continuos como forma de verificar as condigoes postas
nas defini¢oes apresentadas. Bem como, ilustrar a presenca e a conexao de conceitos
matematicos na estruturagao do modelo, a exemplo do que se faz em [09], ao mostrar
aplicagoes do céalculo.

Modelo Uniforme continuo

Definicao 37. Dizemos que possui distribuicdao uniforme continua, e denotamos por
X ~ Ula, 5], ( com a < ) a varidvel aleatoria X que assume valores no intervalo
[, B], e que para subintervalos deste com mesmo comprimento, possui probabilidades
1GUaLS.

Neste modelo, a funcao densidade e definida como

o
fla)=4 B-a

0 se xr<aoux>}p.

se a<z<p

De fato, f(x) ¢ uma fungao definida Vx € R e temos f(x)> 0, pois 5 > «. Logo,
satisfaz a condi¢ao inicial da definicao
Com relagao a integrabilidade, temos que f(x) também atende a esse quesito. Pois,

é uma fungao limitada (0 < flz) < —) e descontinua em ntimero finito de pontos:

71



r =« e x = (. Tal conclusao pode ser obtida tomando os limites laterais de f(x) nos
pontos citados e observando que tais limites sdo distintos. Logo, que Blim,_, f(x) e
ﬂlimxig f(z) e, assim, que a funcdo é descontinua nesses pontos. Algo reforgado pela
analise do esboco gréfico, percebendo que o mesmo apresenta "saltos"nesses pontos.

Para verificarmos a segunda condic¢ao, calculamos a integral:

+oo (¢4 B 1 400 T B 5—05
taie - [ ot [ i [T [ ] 0

- (0%

A verificagdo da segunda condicao se faz necessario por conta do axioma 2 da
defini¢adI7 Segundo a qual a probabilidade de ocorréncia do evento certo é 1.
Conforme defini¢ao, obtemos a fungao distribui¢ao F'(x) também definida por mais

de uma sentenca:

(

S5 odt se T <o

o0

F@):/w f)dt =4 [* Odt—l—fjﬁ_;adt se a<z<p

« 1 x
I Odt+ffmdt+f50dt se x> p.

o
\

Observamos que sendo a funcao densidade definida por mais de uma sentenca e
integravel em qualquer intervalo fechado, no processo para obtencao da funcao distri-
buigao, precisamos analisar cada um dos intervalos que definem as sentencas e, quando

necessario, desmembrar a integral impropria em parcelas. Como mostrado:

0 se r <«
F(x) = Z):Z se a<z<p
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Para ilustrarmos os aspectos mencionados, bem como, para servir de suporte a

outras consideragoes, vamos explorar a seguinte situacao:

Exemplo 7. Marcos € aluno do curso de Matemdtica da Urca e todos os dias precisa
se deslocar de 6nibus de Brejo Santo-Ce, onde reside, para Juazeiro do Norte onde
faz a faculdade. Sabe-se que o onibus que transporta Marcos passa mo seu ponto de
embarque entre 17 horas e 6 minutos e 17 horas e 12 minutos. Qual a probabilidade de
Marcos conseguir pegar esse onibus se ele chegar no ponto de embarque as 17 horas e

10 minutos ¢

Pelo enunciado, é razoavel supormos que o 6nibus pode passar em qualquer instante
pertencente ao intervalo dado, pois nao sao fornecidos argumentos contrarios. Desse
modo, tomando a variavel X como o instante em que 6nibus passa, dadas as suposigoes,
podemos considerar que sua distribuicao é uniforme.

Para sermos mais objetivos, vamos considerar apenas o intervalo entre 6 e 12 minu-
tos, pois de fato, temos a mesma amplitude. Dessa forma, temos uma funcao densidade

na qual a =6 e § = 12, como segue:

1

- se 6<z<12
fla)=1 0

0 se z<6,ouz>12.

Como ja exposto, a probabilidade de X assumir valor em qualquer intervalo ¢ dada
pela integral dessa fungao nesse intervalo. Cujo significado geométrico é a area sob
o grafico da fun¢ao no mesmo intervalo. Por essa razao, nesta distribuicao, podemos
usar apenas o calculo de area de retangulos para obtencao das probabilidades. Observe
que, de modo geral, tal area delimita-se verticalmente pelo eixo das abscissas e por
uma reta horizontal, ja que uma das sentencas que define a funcao densidade é uma

constante.
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Para respondermos a pergunta proposta, precisamos calcular a probabilidade do

onibus passar entre 10 e 12 minutos. Isto é, a probabilidade de X assumir valor nesse

intervalo (10 < X < 12).

Portanto, precisamos calcular a érea de um retangulo de comprimento 2 e altura

6’ a qual nos déa 3 ou aproximadamente 33%, como se mostra no esboco a seguir.

Figura 4.1: Distribui¢do Uniforme Continua f(x)

AY
0.6
0 :x<6
1
045 | f(x) = G e &)
0 x>12
0.3 ;
Area = 0.33
0.15
0 2 4 6 8 10 12 14

ol |

Fonte:Ilustracao do autor

Observamos que esse mesmo resultado pode ser obtido a partir da fun¢ao distribui-
¢ao como diferenca entre duas probabilidades acumuladas: P(X < 12) e P(X < 10),

conforme é mostrado. Da F(z), como segue:

0 se T <6

1 se x> 12.



Esse resultado é P(10 < X < 12)que é a mesma para qualquer subintervalo de
amplitude 2 nessa distribuicao. Nesse sentido, podemos até usar de um raciocinio
proporcional para determinarmos a probabilidade procurada. Perceba que o evento
desejado é um intervalo cuja amplitude representa % da amplitude do intervalo no qual
a variavel estd definida 6 < X < 12. Logo, como a area de um retangulo é proporcional
a base e a altura, temos que a probabilidade desejada é % da P(6 <X <12)=1.

Sobre a fun¢ao distribui¢ao F'(x), podemos ver, do ponto de vista analitico e gréfico,

que a mesma é continua, conforme ja mencionado de modo geral, a luz da teoria presente

em [09].

Figura 4.2: Distribui¢do Uniforme Continua F(x)

by

0 i< B
13 F%) = X;6 b= x= 1P
1 w12
1
05
0 5 10 15
X

Fonte:Ilustracao do autor

Além disso, evidencia-se no aspecto grafico presente na figura o fato de F'(x)
nao ser derivavel em x = 6 e x = 12. Caracteristica que costuma ser apontada dizendo

que o grafico apresenta "bicos”lﬂ

3Pontos, onde graficamente, temos mais que uma reta tangente.
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5 Algumas Funcoes Aplicadas a Estatistica

Em estudos que envolvem modelos deterministicos, existem fungoes que aparecem
em varias aplicacoes e por isso sao notaveis. Dentre essas, citamos as fungoes dos
tipos afim e quadratica. De modo anélogo, as fun¢oes Exponencial de base natural,
a Gama e a Beta estao presentes na estruturacao de modelos probabilisticos que se
prestam a diversos estudos estatisticos. E por esta, dentre outras razoes, ocupam
posicao importante na literatura. Neste capitulo, faremos uma apresentacao dessas
funcoes e buscaremos evidenciar a importancia que as mesmas possuem aplicadas a

Estatistica.

5.1 Sobre a Funcao Exponencial de Base Natural

Embora estejamos interessados em um caso particular, apresentaremos a definigao
geral de fungao exponencial e, de forma concisa, sua caracterizagao, com base em
[12]. Com este propoésito, admitiremos conhecidas as propriedades sobre o célculo de
poténcias. Bem como, a andlise necessaria para se estender o conceito de exponenciacao
em N para Z, Q e, por fim R. Quando, em termos préticos, ja se chega a fungao em

questao. De todo modo, na fonte citada consta tal analise.

Definicao 38. Dado a € R, positivo e diferente de 1, chama-se de fun¢ao exponencial

de base a, f: R — Ry, a fun¢do dada por f(x) = a®.

Pode-se mostrar que essa defini¢ao satisfaz uma série de propriedades. Dentre as
quais, destacam-se como essenciais as seguintes :f(z +y) = f(x) - f(y) ; Sea > 1, f ¢
crescente; Se 0 < a < 1, f é decrescente.

Tais propriedades estao presentes na composicao do resultado a seguir conhecido

como Teorema de Caracterizag¢io da Fun¢ao Exponencial. O qual é importante para o
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reconhecimento da funcao exponencial e de situagoes que justifiquem o seu emprego

como modelo matemaéatico.

Teorema 7. Seja f : R — R, uma funcgao estritamente crescente ou estritamente
decrescente. Sao equivalentes as afirmagoes : 1)f(nx) = f(x)", para todo n € Z e
todo x € R; 2)f(x) = a®, para todo x € R, onde a = f(1); 3)f(x +y) = f(z) - f(y) ,

quaisquer que sejam x,y € R;

A demonstragao deste teorema consiste em mostrar que 1 = 2 = 3 = 1. Embora
aqui omitida, pode ser encontrada em [12].

O esbogo grafico da funcao nos remete a percepcao de outras caracteristicas como
continuidade, sobrejetividade, e limites quando x — +00. Como se evidencia na figura
, lim, ,oo f(z) =00,s¢ea>1;E0,se 0 <a<1. Jalim,, o f(z)=0,sea>1;E

+oo,se 0 <a<1.

Figura 5.1: Func¢ao Exponencial

fig) =00 a<1

Fonte: Ilustracao do autor

Em geral, as aplicagoes mais conhecidas e atribuidas a fun¢ao exponencial, envolvem
fungoes da forma g(x) = ba”, com g : R — R, , onde a e b sdo constantes reais positivas

e a # 1. Tais fungoes sao denominadas fungoes do tipo exponencial. E tem na sua
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base o conhecimento da fungao exponencial.
Funcao Exponencial de Base Natural
Ainda com base em [12], podemos definir esse caso particular da fun¢do exponencial

Ccomo segue:

Definicao 39. Chama-se de funcao exponencial de base natural, a funcao f : R — R,

n
dada por f(x) =e*. Em que e = lim,,_,, (1 + —) € um numero real irracional.
n

Uma propriedade que justifica a presenga dessa funcao em varias situagoes que

envolvem calculo infinitesimal, diz respeito a sua derivada ser igual a propria funcao.

x+h_ea: €h—1

= M) = e limy g —

Demonstracao. f(zx) =e* = f'(x) = limp,_0

h
—1
= f'(z) = €. Pois, limj,_, ¢ = 1. De fato, fazendo e — 1 = y, temos que
e —1 Y 1 171
I — i - - [1' 1 1 *] -
imy,_.o im0 1 T iy 1) im, ,oln(y+1)¥

lim,_,o

[ln (lim,, o (y + 1) )] o [In (limy oo (2 +1)9)] 71 =1,

@ =

O

Essencialmente, isso significa que a taxa de variacao instantanea dessa fungao, em
qualquer ponto, é igual ao valor que a funcao assume nesse ponto. Particularmente,
essa propriedade é explorada quando ao invés de utilizar g(x) = ba®, utiliza-se g(x) =

be® tomando-se a = e?

no emprego de uma funcao do tipo exponencial. Pois, dessa
forma, além de se conhecer o valor inicial(b), também tem-se destacado o fator de
proporcionalidade da fungao que é d. Tornando-se possivel saber quao rapido a fungao
cresce ou decresce.

Outro fato importante, acerca da fun¢ao em questao, diz respeito a séries de Taylor.

Em sintese, se f(x) ¢ uma fungao infinitamente derivavel(f ¢ de classe C*°), ela possui

f(n) (z0)

A qual chama-
n!

uma série de poténcias da forma Y~ Cy(x — z0)" onde C,, =

se série de Taylor da fungao f(x) em torno de x.
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De um modo geral, essa série & uma extensao do que se conhece por polindmio de
Taylor. Um polinémio de ordem k que tao melhor se aproxima de uma dada funcao na
vizinhanga de um ponto xy, quanto maior for o valor de k. E que para sua construcao,
a funcao que se deseja aproximar precisa ser derivavel até a ordem K desejavel.

Considerando que f™(z,) denota a n-ésima derivada de f(z) aplicada em z, po-
demos expressar o polinémio de Taylor de ordem k desta funcao em torno do ponto xq

COomo segue :

k n n
Pk,mo (CC) - Z f( )(xO)qiT — x0> ’
n=0 ’

Vemos que a estrutura de tal polindémio é, essencialmente, a mesma da série. Di-
verge por ser uma soma finita e ter o proposito de aproximar o valor da fun¢ao numa
vizinhanga de zy. Razao pela qual existe um erro envolvido chamado de resto de Tay-
lor. Para avaliarmos essa diferenca num ponto x fixado, a denotamos por Ry ,,(z) e
consideramos que a mesma é da forma de um termo do polinémio, expressa por:

) (= @)
R ao() = (k+ 1) ’

onde ¢ é um valor entre x e zy. Algo expresso em algumas obras sob o titulo de resto
de Taylor na formula de Lagrange, conforme consta em [13].

A série por sua vez, como soma infinita, pode, em alguns casos, ser idéntica a
propria fungao f(z) no seu intervalo de convergéncia. Quando existe a equivaléncia,
fala-se que a funcao é analitica. E o caso da funcio exponencial e, cuja série de Taylor

em torno de xy = 0, fornece a seguinte equivaléncia Vx € R:
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A demonstragao desse fato, com base em [I3], consiste em mostrar que |Ry ., (x)| —

0, quando k — oc.

Demonstrag¢ao. Como xg = 0, e ff*1(c) = e¢,Vk € N. Fixado r € R, segue que

B A ) i N
|Rk,xo(x>|_ (k?—l—l)' o (k_|_1)|

Como c estéa entre o = 0 e x fixado , temos que e® < 1, caso x < 0 ; Ou e < e”,
caso x > 0. O que nos permite afirmar que e® < e*!, observando que f(x) é crescente.

Segue que

k+1 k+1

€| | e|z|

GRSV

n

) x
Fazendo k41 = n, podemos mostrar que a sequéncia de termo geral a,, = — 1 converge

n
: oo 2" . L -l
para zero. De fato, considerando a série )~ —e aplicando o critério da razag®|

= nl
temos que

s
im 2" i P _ <1
oo (nt D a|” noeon 11

que a série converge, logo que a,, — 0. Portanto, quando K — oo = |Ry, x,(z)| — 0.

E como o teste da razao nos levou a zero como limite, a série de Taylor da funcao

f(z) = e” tem raio de convergéncia infinito. Logo, converge Vz € R. O]

A funcao exponencial de base natural na Estatistica

Na teoria de Probabilidade e Estatistica, a presenca da funcao exponencial de base
natural pode ser vista em contextos gerais, como na definicao de funcao geratriz de
momentos(fgm), bem como, na estruturagao de modelos probabilisticos como o de

Poisson e Exponencial, dentre outros.

An+1

4Se (ay,)n>1 € um sequéncia de termos nao nulos e — L < 1,entdo Y~ a, ¢ absolutamente

an

convergente[13].
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No que tange a funcao geratriz de momentos (fgm), evidenciaremos a importéancia
da exponencial de base natural justificando, com base em [07], uma das principais
propriedades da (fgm).

Conforme ja apresentada na se¢ao sobre variaveis aleatorias, uma das propriedades
da (fgm) diz que: Se X é uma variavel aleatoria, entao a derivada r-ésima da sua fgm,
dada por Mx(t) = E(e!*), aplicada em t = 0, gera E(X").

Essencialmente, essa propriedade disque que podemos obter momentos de ordem r
centrados na origem de uma variavel aleatoria X, denotados por F(X"), derivando a
fungao geradora de momentos, indicada por Mx(t), e calculando-a em ¢ = 0.

Observando que t € R, podemos usar série de Taylor para expressar e'*, como
segue:

te  (tx)®  (tx)®  (tx)* o

e =14+—+

12+6+24

Considerando agora uma variével aleatoria X e um ¢ real qualquer, obtemos

PO N N 2 S 9

¢ Y

Supondo que o valor esperado dessa soma infinita seja igual a soma dos valores

esperados de cada parcela, a exemplo do que se faz em [07], segue que

tX  (tX)*  @Xx)®  (tX)*
1 > "6 o )é

Mx(t) = E(e*)=E (1 +— +

tE(X t?E(X? BE(X? HE(X*
Mx(t) =1+ §)+ ;)+ é)+ 2(4)-~-

Observando que E(X)--- E(X™)..., sdo constantes e que M, (t) é uma fungao em

t, vamos derivar tal funcao supondo ser extensivel a propriedade da derivada da soma
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finita para essa soma infinita. Tal suposicao se apoia na ideia de que tal soma vem
de uma série de poténcias, que tem como propriedade ser derivavel termo a termo no
intervalo de convergéncia.

Disto decorre que

M) = BOX) + 17 DEX) | PEX)T

My (1) = E(X?) +tE(X?) + % .

E, assim, constatamos que M%(0) = E(X), M%(0) = E(X?). E que essa ideia se
estende, conforme descreve a propriedade M )(g ) (0) = E(X7).

No que segue, contemplamos a presenca da funcao exponencial em modelos proba-
bilisticos.
Modelo de Poisson

Esse modelo carrega o nome de seu idealizador, o matematico francés Siméon Denis
Poisson. Em linhas gerais, foi imaginado para descrever, em termos probabilisticos,
experimento aleatério formado por uma sequéncia de infinitos ensaios de Bernoulli
independentes. Nesse contexto, em geral, o resultado de interesse tem probabilidade
pequena, como o nimero de lampadas defeituosas observadas numa linha de producao
[01].

Em termos préaticos, definiremos com base em [10)].

Definigao 40. Denota-se por X ~ Poisson()\), a varidvel aleatoria discreta X que
representa o numero de ocorréncias de certo evento em um dado intervalo de tempo,
comprimento, superficie, volume ou de outras grandezas; E cujas probabilidades sao

determinadas pela sequinte relacao, denominada Modelo de Poisson:
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e\
P(X =x)= U

De forma sucinta, podemos dizer com base em [07], que A representa a taxa de
ocorréncia do fenémeno estudado por unidade de grandeza do intervalo considerado.
Além disso, que fazendo uso das respectivas defini¢oes e propriedade da exponencial

de base natural, podemos mostrar que F(X)=Ae V(X) = A

7AAx
Demonstragdo. De fato, E(X) = > 2 jzP(z) = E(X) = Zzozox—e — = E(X) =
!
. AI B . )\SE 3 o Ay
e szy”fg = B(X) =e Y0, 1) = E(X)=c¢e *)\Zyzoa, fazendo y =

x — 1. Observando que temos a série de Taylor da exponencial, segue que F(X) =
e *Xe* = \. De modo analogo, mostra-se que E(X?) = A2+ \. E, assim, que V(X) =
E(X?) — [E(X))] =\ 0

Tendo em vista fazermos mencao a relagao existente entre este modelo e o que
trataremos a seguir, faz sentido mencionar, com base em [07], que o modelo de Poisson
resulta de um conjunto de suposicoes plausiveis e coerentes em diversos contextos.
Razao pela qual este modelo é bastante til no estudo de diversos fenémenos.

Em sintese, tais suposicoes compreendem admitir, dentre outras consideracoes, que
o numero de ocorréncias do fendmeno aleatério de interesse, em um dado intervalo,
depende do seu comprimento, mas nao das suas extremidades; que ocorréncias em
intervalos nao sobrepostos seja independentes; que a probabilidade de ocorréncia em
intervalos pequenos seja proporcional a A\. E que a probabilidade de duas ocorréncias
em um intervalo pequeno seja desprezivel.

Além disso, que diante de um contexto onde seja coerente fazer tais suposicoes,
dizemos ser adequado empregar o modelo em estudo porque nele ocorre um Processo

de Poisson.
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De um modo geral, temos que a presenca da exponencial no modelo tem a finalidade
de reparametrizar os valores tendo em vista a soma total das probabilidades ser 1. E
fazendo do uso de softwares como o Maple, podemos inferir que a probabilidade neste
modelo é maxima quando o nimero de ocorréncias desejado ¢é igual ao parametro da
distribuicao. E que entre distribui¢coes com diferentes parametros, o comportamento
tende a ser simétrico a médica que o parametro aumenta, saindo de uma assimetria

positiva, conforme mostra a figura [5.2]

Figura 5.2: Distribui¢oes de Poisson f(x)
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Fonte: Ilustracao do Autor

Exemplo de aplicagao no futebol podemos ver em [14], onde se descreve a utilizagao
deste modelo em um campeonato para estimar os resultados das partidas, apontado
chances de vitorias para cada equipe e a possibilidade de empate.

Neste estudo publicado em 2019, procurou-se construir um modelo que possibilitasse

as estimativas citadas para o campeonato brasileiro de 1995. Os resultados permitiram
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concluir acerto de vitorias em 50% das partidas e ocorréncia dos placares mais provaveis
em 16% destas.

Matematicamente, as probabilidades das partidas foram estimadas pelo modelo
seguinte, onde o placar ¢ determinado por um vetor aleatério bivariado. Em que x
representa os gols marcados pelo time de casa, e y os gols marcados pelo time visitante.
Observando-se ainda que foram desprezadas relacoes lineares entre as variaveis X,Y;

restringindo-se o modelo ao seguinte produto de probabilidades:

—Az p,—A T
e e WALTNY

xly!

Sendo a expressao um modelo de probabilidade conjunta de duas varidveis com
distribuicao de Poisson, o parametro A, foi definido como sendo a média entre a média
dos gols marcados em casa pelo time de casa, e a média dos gols sofridos fora pelo time
visitante; ja \,, representou a média entre a média de gols marcados fora pelo time
visitante e a média de gols sofridos em casa pelo time de casa.

A figura[5.3ilustra estimativas para uma partida ocorrida entre Santos e Bota Fogo

na final do campeonato.

Figura 5.3: Tabela de Probabilidades

Botafogo
1x1 0 1 2 3 4 5
2.491%

X
0
1
2
3
4
q

Santos

Fonte: [14]

A pesar de tal partida nao ter sido encerrada com o resultado mais provavel, que
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segundo o estudo era de vitoria do santos com placar de 2x1 e probabilidade de 8, 561%;
A estimativa mais provavel em caso de empate ocorreu, que foi empate de 1x1, com

probabilidade de 8,399%.

Modelo Exponencial

Definicao 41. Dizemos que uma varidvel aleatoria continua X possui distribuicdo
exponencial com parametro X > 0, e denotamos por X ~ Exp()\), quando a sua fun¢ao

densidade de probabilidade for dada por

e~ se >0
flz) =
0 se x < 0.
. . - 1 1
Aplicando as respectivas defini¢oes, podemos mostrar que E(X) = 1e V(X) = ’eh

Demonstracao. De fato, temos que

E(X) = /_Z zf(z)de = E(X) = /000 zhe Mdr = E(X) = %/Ooo ae”“da,

fazendo a substituicao a = Ax. Segue que

b

1 1
lim [ ae"da = E(X)= < lim[~be "]+ < lim[—e " +1] = B(X) = T

1 1
E(X) - X b—o0 0 X b—o0 \ b—oo

Pois,o primeiro limite é zero e o segundo é 1.(Nessas passagens, usamos integragao por

partes) De modo analogo, mostra-se que

E(X?%) De onde se concluir que V(X) = E(X?) — [E(X)]* = V(X) = —.
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Observamos que o parametro A é o mesmo da distribuicao de Poisson, algo que
evidencia a relagao entre os dois modelos.

Em termos praticos, podemos entender que em um processo de poisson duas varié-
veis estao presentes: uma que mapeia o numero de ocorréncias do fenémeno aleatorio
de interesse, e outra que que mapeia a "distancia'"entre as ocorréncias. Essa segunda
¢ a variavel exponencial. E essa distancia, na maioria das aplicacoes, diz respeito a
intervalos de tempo entre as ocorréncias. Razao pela qual o inverso do parametro \ é
o valor esperado da variavel, pois retrata a "distancia"meédia entre as ocorréncias.

Sob essa concepcao, na realidade, podemos chegar a essa forma de apresentacao
para funcao densidade partindo de uma abordagem menos formal e usando o que ja
conhecemos sobre a Distribuigao de Poisson.

Para tanto, considere um fenémeno aleatério que ocorre no intervalo [0,%], com ¢
um tempo qualquer em minutos. Supondo que tal fenémeno acontega com média de A
ocorréncias por minuto, faz sentido nos perguntarmos qual a probabilidade da primeira
ocorréncia se da ap6s x minutos decorridos ?

Definindo X como sendo o tempo entre as ocorréncias, temos assim uma, variavel
continua. Logo, a pergunta se traduz em saber qual a P(X > x). Que por sua vez
¢ igual a 1 — P(X < ). Mas, como obter tais probabilidades se ndo conhecemos a
funcao densidade dessa varidvel, tao pouco a distribuicao acumulada?

Definiremos entao a variavel Y como sendo o ntimero de ocorréncias do fendmeno
no intervalo citado. Essa variavel por sua vez segue uma distribuicao de Poisson. Como
se deseja a P(X > ), essa equivale a P(Y = 0) no intervalo [0,x]. Dado que a média
¢ de \ ocorréncias por minuto, o parametro dessa distribuicao de Poisson sera de A\x

e_Mc(Ax>0 7)\3:‘

ocorréncias em x minutos. Segue que P(X > x) = P(Y =0) = o ¢

A partir desse ponto, podemos chegar as fungoes distribuigao F'(x) e de densidade
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f(z). Observe que e ™ = P(X >2)=1-P(X <1)= P(X <z)=F(z)=1-e"
Temos entdo F(x) = 1 — e *® para z > 0, e F(x) = 0 para z < 0. Da definigao de
fungao distribuicao F(z) = f; f(t)dt, uma fungao definida por uma integral, decorre
o fato da mesma ser continua em todo seu dominio. Como também ser derivavel em
todos os pontos em que f(z) for continua, sendo F’(z) = f(z) nesses pontos conforme
[09]. Destes fatos fatos, resulta que f(z) =0, parax <0 ; e f(x) = e para x > 0.

Embora a parametrizacao apresentada seja mais usual na literatura, a seguinte pode

também ser encontrada, a exemplo do que se ver em [(09]

e_x//B

fx)={ # -

0 se x < 0.

Em que S > 0 ja representa o valor esperado da variavel X.

Fazendo uso dessa parametrizagao, analisamos o comportamento grafico da distri-
buigao. Conforme mostra a figura 5.4 quanto menor o parametro 3, mais rapidamente
a funcao densidade decresce. E no intervalo que se estende de 0 até as proximidades
de z = 1, cada fungao supera as que possui maior parametro, ocorrendo o contrario

para z > 4.
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Figura 5.4: Distribui¢gdo Exponencial f(x)

081
061
0.4

024

Fonte:Ilustracao do autor

A essa altura, a interpretacao da probabilidade como area sob uma curva definida
por uma func¢ao densidade ja se apresenta como ideia consolidada. Todavia, uma pro-
priedade presente no modelo exponencial, chamada de Falta de Memoéria, contraria
a compreensao intuitiva. Algo que nos leva a uma breve anélise a esse respeito.

Para tanto, considere a situagao ilustrativa a seguir.

Exemplo 8. Numa dada reparticao publica, a duragao das ligacoes recebidas ocorre
sequndo uma distribuicao exponencial com média de 8§ minutos. Supondo que apenas
uma atendente estd disponivel, e que essa iniciou o atendimento de uma chamada,
imediatamente, antes de uma pessoa chegar, qual a probabilidade dessa pessoa ter que

esperar por atendimento mais que 12 minutos, se a mesma jd esperou 77
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Do enunciado temos que 3 = 8 minutos, logo a F'(x) dessa distribui¢ao é dada por

1—e /8, se x>0

0, se xz < 0.

Observamos também que a situagao exige o célculo de uma probabilidade condicionada:

P[(X > 12)|(X > 7)]. Decorre do Teorema [4] que

Pl(X >12)N (X > 7)]

P[(X > 12)|(X > 7)) = X7

Como (X > 12)N (X > 7) = (X > 12), segue que

P(X > 12)

P(X > 12)|(X >7)] = PXST)

Usando o conceito de eventos complementares, temos que

P(X >12) 1-P(X <12)

PX>7 1-PX<T7)

Pela fungao distribuigao F'(z), temos que

1-P(X<12) e ®F g

1—-P(X<7) e

Mas, como esse resultado pode ser escrito como 1 — (1 — e~/%), vemos se tratar de
1 — P(X <5). Portanto, ¢ a P(X > 5). Resultados como esse ilustra a propriedade

Falta de Memoéria da distribuigao exponencial que pode ser expressa como segue:

Pl(X >z +4)|(X > )] = P(X >1), com x,t>0.
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Notamos que sob a percepcao da probabilidade como area, o resultado da ilustra-
¢ao surpreende e até parece contrariar a nossa intuicao, como buscamos representar,

simbolicamente, essa visao na figura [5.5

Figura 5.5: Falta de Memoria na Exponencial

Y

Fonte:Ilustracao do autor

Nessa ilustracao, supomos x > t. E para uma melhor compreensao do seu proposito,
podemos pensar z = 7 e t = 5, como ocorrido na ilustragao. Assim, temos o significado
das probabilidades presentes na discussao pelas areas ilustradas.

Geometricamente, a intuicdo que a situagao nos tras é que nao faria sentido consi-
derar a drea em cinza, uma vez que a condicao dada ja coloca a ocorréncia da variavel,
pelos menos, no intervalo de area em azul claro. Ficando a ideia de que o tempo que
j& passou nao tem influéncia para o calculo da probabilidade. Como se o tempo fosse
reiniciado. E dessa forma, o calculo das probabilidades de X nao sofrem alteracoes
devido as ocorréncias anteriores, conforme [01].

Observamos, com base em [07], que este modelo é o tnico dentre os continuos que
dispoe dessa propriedade. E além disso, que essa tem o teor de identidade para o

modelo. Cuja demonstracao, passa por um estagio onde a fdp da variavel precisa
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transformar soma em produto, algo que se encaminha para o modelo em questao dada
a caracterizacao da fungao exponencial.
Aplicabilidade da Distribuicao Exponencial

De acordo com Meyer [07], um dos campos de aplicagao deste modelo diz respeito a
Teoria de Confiabilidade, a qual podemos compreender como conjunto de conhecimen-
tos a partir dos quais se avalia as circunstancias em que um sistema ou um dos seus
componente pode falhar, por exemplo.

Neste contexto, segundo a mesma referéncia, o tempo de vida ou de duragao de um
componente (ou sistema ) até ocorrer uma falha é estudado sob a perspectiva de uma
variavel aleatoria continua. Pois, diversas experiéncias empiricas comprovam que esse
tempo nao pode ser previsto por modelos deterministicos.

Dentro dessa concepcao, ao tomarmos T a variavel em questao, podemos definir
a confiabilidade de um componente numa época ¢ (R(t)) como sendo a probabilidade
deste funcionar adequadamente, dentro das condi¢oes para as quais foi projetado, e

nao falhar no intervalo [0,%]. Algo que se expressa matematicamente por

R(t)= P(T > 1) = /t " Fw)de,

onde f é uma fdp.

Ainda de acordo com [07], ao buscarmos discutir que fdp pode ser usada na ex-
pressao exposta, nos deparamos com uma situacao cléssica que é saber que modelo
usar para representar um fendémeno observado. E que tal escolha deve se adequar ao
que sabemos sobre as falhas. Mas, que a priori, pode ser qualquer uma fdp numa
perspectiva, estritamente, matematica.

Por fim, o mesmo autor considera que uma das situagoes mais importantes do

contexto ocorre quando a variavel T tem distribuicao Exponencial. Algo que resulta
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da suposicao que a taxa de falhas instantanea seja constante. Tal taxa é definida como

sendo Z(t) = % De fato, se f(t) = Ae (¢ > 0) for a fdp, entdo \ sera a constante

em questdao. Pois, obtemos R(t) = e~

. Maiores informacoes a esse respeito podem
ser obtidas em [07].

A titulo de ilustracao, considere a seguinte situagao construida com base em [07]:

Exemplo 9. Um circuito elétrico possui dois componentes dos tipos A e B ligados em
paralelo. Considerando que tais componentes funcionam de forma independente, e que
sob condigoes adequadas de temperatura, tensao e corrente, operam com tazxas de falhas
constantes e iguais a 0,00001e 0,0002, respectivamente, determine a confiabilidade do

circuito para um periodo de 8640 horas.

Dado que os componentes operam com taxas de falhas constantes, temos que a
duragao dos mesmos até a falha, que denotaremos por Ty e Tg, seguem distribuicao
exponencial com parametros iguais as respectivas taxas que representaremos por A4 =
0,00001 e A = 0,0002.

Considerando também que os componentes estao ligados em paralelo, o circuito
falha quando ambos os componentes falham. Logo, podemos expressar a confiabilidade
do sistema R(t) = P(T > t) em funcao das confiabilidades dos componentes.

De fato,

RO)=P(T>t)=R(t)=1-P(T<t)=R({t)=1—P[(Tx <t)N(Tp <t)] =

pela independéncia, dos eventos em questao que

Rt)=1—-[PTa<t)P(ITp <t)|=R({t)=1—{[1—-P(T4 >t)|[1 - P(Tg > t)|]} =

R(t)=1—{[1 = Ra(t)][1 — Rp(t)]} = R(t) = Ra(t) + Rp(t) — Ra(t)Rp(t).
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Logo ,

R(t) = et | o= ABt _ o= (AatAp)t
Avaliando para t = 8640,0btemos

1 1 1
0,0864 + 1,728 ,1,8144
eV eb eb

R(8640) = ~ 0, 9319.

Outro campo no qual encontramos aplicacao da distribuicao exponencial, bem
como, da distribuicao de Poisson, diz respeito a Teoria das Filas. Por esse titulo
designa-se um conjunto de técnicas de Estatistica e Probabilidade que possibilita o
estudo e a caracterizagao das filas.

Sob a concepcao dessa teoria, as filas sao vistas como processos de natureza aleatoria
originados ao se buscar um atendimento que exija uma espera. E por meio de técnicas
oriundas da estatistica e da probabilidade, descreve-se as filas através de modelos que
sao aplicados em sistemas de comunicagao, na engenharia de trafego e na estruturagao
de atendimentos bancérios, dentre outros setores da economia, conforme é mencionado
em [15].

Em linhas gerais, podemos dizer que tal ramo de estudo busca otimizar os tempos
envolvidos na prestagao de servicos que demandam filas. Para tanto, concebe a ideia
de que uma fila de espera caracteriza-se pelo regime de chegadas de pessoas, pelo
regime de servigo e pela organizagao da fila [I5]. Tais aspectos compreendem saber,
dentre outras informacoes, se existe uma procura maxima ou nao pelo servico, que
tipo de distribuicao descreve as taxas de chegadas e de atendimentos, bem como, se
a prestacao do servigo é realizada em um tnico ponto de atendimento e de que forma
(com prioridades ou nao, etc.)

Dentro dessa concepcao, tal teoria estabelece modelos que descrevem um sistema de

94



fila por meio de indicadores. Dentre eles, média de cliente no sistema (compreende fila e
atendimento), média de clientes na fila, tempo médio de permanéncia de um cliente no
sistema, tempo médio de espera na fila e probabilidade de haver determinado nimero
de clientes no sistema.

Entre os modelos existentes, considera-se como o mais simples o que se denota de
forma simplificada pela simbologia M/M/1. A qual se traduz na concepgao de que os
tempos entre chegadas, bem como os tempos entre atendimentos, seguem distribuicoes
exponenciais independentes. E além disso, que a populacao de clientes nao é limitada,
e que os atendimentos ocorrem em um Unico ponto por ordem de chegada.

Essencialmente, supoe-se em tal modelo a existéncia de um processo de Poisson
caracterizando as chegadas e as saidas dos clientes. E, a partir desta concepgao, pode-
se deduzir, conforme se mostra em [15], que a probabilidade de haver n clientes no
sistema P(n) é dada por P(n) = p™(1 — p), em que p = 3, sendo \ e pu, as taxas de
chegadas e de atendimentos, respectivamente.

Observa-se ainda que tais relagoes fazem sentido se p < 1. Situacao descrita como
sistema em estado estacionario. Do contrério, teria-se uma situacao em que as taxas
a0 menos seriam iguais gerando uma tendéncia de fila crescente, conforme consta na
mesma referéncia.

Decorre das relagoes postas que a probabilidade do sistema esta desocupado (n = 0)
¢ P(0) =1 — p. Logo, que a de estd ocupado é P(N > 1) = p. Em que N denota a
varidavel nimero de pessoas no sistema.

Ainda de acordo com [I5], o tempo de espera no modelo em questdao segue dis-
tribuicao exponencial com parametro (u — A). Onde denotando esse tempo por W,

tem-se como fdp: f(w) = (u — N)e~#= M  Consequentemente, o tempo médio de

1
espera 1o sistema é dado por E(W) = R nao incluindo a possibilidade do sistema
l/L JE—
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ter sido encontrado desocupado. Situacao em que a média passa a ser descrita por

A
PO ==

Demonstracao. Note que podemos chegar a esse resultado, subtraindo de 0

= A
tempo médio de atendimento —, que é Gnico tempo necesséario ao se encontrar o sistema
1

desocupado. O
A esse respeito considere a seguinte ilustragao :

Exemplo 10. Numa loja de auto atendimento apenas um caixa encontra-se disponivel
em certo dia. Sabe-se que, em média, chegam 6 pessoas a cada 4 minutos, enquanto
o atendimento médio € de 7 pessoas a cada 4minutos. Supondo que os tempos entre
chegadas e os tempos de atendimentos sequem distribuigoes exponenciais com as res-
pectivas taxas informadas, determine: A) O tempo médio de espera nesse sistema; B)

O nidmero médio de pessoas no sistema; C) A probabilidade de haver fila no sistema.

Dadas as suposigoes, podemos tomar o modelo M /M /1 para caracterizar o sistema

em questao. Logo, conforme exposto, o tempo de permanéncia no sistema (W ) segue
1

distribui¢ao exponencial com parametro p — A. Assim, E(W) = — = 4min repre-

senta o tempo médio de espera no sistema. Como a taxa média de chegada é A = 1,5

pessoas /min. Segue que = 6 representa o numero médio de pessoas no sistema.

Por fim, a probabilidade de haver fila ¢ P(N > 2), onde N representa o ntumero de

pessoas no sistema. Visto que P(n) = p™(1 — p), decorre que P(N >2) =1—[P(0) +
1 6 36

P(1)]. L PIN>2)=1—|z+—| =—
(U] Logo, P(V22) =1 |1+ | =5

Ainda podemos mencionar que diversas publicagoes relatam o emprego da distribui-

~ 73, 47%.

¢ao exponencial em estudos meteorologicos, como precipitagao pluviométrica. Exemplo
pode ser encontrado em|[16], onde se conclui que este modelo foi o mais adequado para

descrever as chuvas na regiao centro sul do Ceara nos periodos considerados secos.
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5.2 Sobre a Funcao Gama

Compreendida como extensao do conceito de fatorial para além dos inteiros nao
negativos, sua definicio mais usual remonta a 1730. E atribuida a Euler e faz uso
de integral impropria. Entretanto, a depender da finalidade ou da complexidade do
estudo, o emprego de limite ou de produtério pode ser feito como opgoes de definigao
creditadas a Gaus e a Weierstrass, respectivamente[17].

Neste trabalho, faremos uso da definicao via integral imprépria por entendermos

ser a mais adequada aos objetivos construidos.

Definicao 42. Chama-se fun¢ao gama, I' : R, — R, a que se expressa por

[(x) :/ e ‘L.
0

Nesta defini¢ao, especificamos como dominio o conjunto de valores de x para os quais
a integral sempre converge. Contudo, conforme se argumenta em [I§|, tal dominio pode
ser estendido a R\ Z_.

A esse respeito, observamos que uma analise mais completa desse dominio passa

pela percepcao de que

%) 1 e’}
/ et = / et + / e 'Lt
0 0 1

Onde a primeira integral da soma é também impropria porque o integrando é nao
limitado em ¢ = 0. E assim, verificar a convergéncia da integral que defini I'(x),
consiste em verificar a convergéncia de ambas as integrais desta soma.

Nesse sentido, nos limitaremos a seguinte argumentacao:

Demonstracao. Note que para = > 0, fol e~ 't*~1dt converge. Pois, pelo critério da
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comparagio, f(t) = t*"le~t < h(t) = t*~1. E lim, o+ [, t*~'dx converge para L. Além

disso, como ¢ sabido o crescimento exponencial supera o polinomial, de onde afirmamos

que floo e~ '*~1dt também converge. De outro modo, note que ef > tn—n!, Vn. Resultando
nl

que e7' < 2. Escolhendo n, tal que n > z, temos que t*~'e~* < " 12 = 1L Como

floo tn,”—int converge, pelo critério da comparagao chegamos a mesma conclusao. Por
outro lado, observe que parax <0 =2 — 1 < —1 = ! > ¢t71 = 721 > 7t 1
com 0 <t < 1. Decorre, também pelo critério da comparacao, que fol e~ 1dt diverge.
Pois, usando integracao por partes verifica-se que fol e~ 't~ 1dt diverge. J4 para x = 0,

recaimos nesta tltima analise, chegando-se ao mesmo resultado.

]

Além disso, podemos encontrar na literatura definigdbes que estende o dominio da
funcao gama aos nimeros complexos com parte real positiva, a exemplo do que fez
um estudo sobre célculo fracionario [I7]. Area do célculo para a qual esta fungao é
apontada como importante.

A figura a seguir traz o esboco do gréafico da fungao e nos permite ter a percepgao
de onde a mesma apresenta divergéncia. Informacao representada pelas assintotas

verticais. Algo que corrobora com o ja comentado sobre seu dominio.
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Figura 5.6: Gréafico de I'(x)

]

U )

falds g i o BESERE
X

Fonte:Ilustracao do autor

A partir de algumas proposicoes, buscaremos apresentar alguns dos resultados im-
portantes advindos desta funcao, bem como, evidenciar a propriedade que lhe confere

o titulo de extensao do conceito de fatorial, conforme tratado em [09].
Proposigao 5. Se x € R, entdo I'(x + 1) = 2I'(z).

Essencialmente, essa proposicao traz a propriedade da recorréncia da fung¢ao gama.
A qual se restringida aos naturais, permite obter a definicao convencional de fatorial.

Razao pela qual os demais valores obtidos pela fun¢ao sao referenciados como fatoriais.

Demonstracao. Tomando x € R;x > 0, pela definicao, temos que

L(z+1)= / e "tdt = lim [ e "t"dt.
0

a—0o0 0

Integrando por partes, temos que

/ e itrdt = —a%te % + x/ e 't Ldt.
0 0
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Logo ,
lim e Hrdt = lim {—axe_“—l—x/ e_ttx_ldt} =
0

a— 00 0 a—r0o0

a—00 a—00

lim [—a®e™] —i—x/ e 't"ldt = lim [—a"e "] + aD(z).
0

Resta mostrarmos que lim,_,, [—a®e™%] = 0.
Se r € N, por uma sequéncia finita de aplicagoes da regra de L’Hdopital, obtemos

o resultado desejado. Do contrario, pela propriedade Arquimediana dos reais, sempre

m T m

N . a
existird m € N, tal que m > z. Logo, m >z = — > — > 0. Como limg 0o — =0,
e e e

T ,—a

por argumento ja usado; pelo Teorema do Confronto, conclui-se que lim,_,, [—a®e™*] =

0.
]
Proposigao 6. I'(1) = 1.
Demonstragao. Pela definigao,
© R T L
') = e'dt=T(1)= lim |—| =lm [—+1| =1
0 a—oo | e 0 a—oco | e%
]

Proposigao 7. I'(3) = /.

Demonstracao.

oo 1 o0
['(x) :/ e " 'dt = T (—) :/ et 2 dt.
0 2 0

Fazendo u? = t, obtemos que dt = 2udu, de onde segue que

T (1) = 2/ e du.
2 0
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Neste ponto, usaremos de um artificio que nos permita fazer uso de integrais duplas.

—u2

Observando que f(u) = e~ ¢ uma funcdo par, temos que [°°_ o~y — 9 IS o= gy,

Assim, tomando por R o resultado desejado,

R:/ e“Qdu:>R2:/ e“2du/ e“2du:/ eIde/ eV dy.

Como cada funcao depende apenas de uma das variaveis, temos que

R? = /OO /OO e~ @) dady.

Usando coordenadas polares: x = rcosf e y = rsiné.
Como —oco < r < o0e—o00 <y < oo, temos que 0 <r <ooel << 2.

Decorre que

2

2 00 ) 27 _e—r a 2T 1
R? = / / e " rdrdd = R? = / lim df = R?> = / —df.
0 0 0 47> 2 0o 2
0

De onde concluimos que

R— 7
O

De posse das proposicoes [f] e [0, e fazendo uso da convengao de 0! = 1, podemos

mostrar que I'(n) = (n — 1)!, ¥n € N.

Demonstracao. Por indugao infinita.
i) Para n = 1, temos que I'(1) = 0!,que ¢ verdade pela proposicao [6]
ii)Suponha que para algum n > 1, I'(n) = (n — 1)!. Desejamos mostrar que vale para

n + 1.
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I'(n+1) = nl'(n) pela proposi¢ao[5] E pela hipotese de indugao, temos que I'(n) = (n—
1)!. Logo, I'(n+1) = n(n—1)! = n!l. Por inducao finita, conclui-se que I'(n) = (n—1)!,
Vn € N. O

Fazendo uso das proposicoes [ e [7] podemos evidenciar a extensdao do dominio da
funcao Gama para valores negativos e nao inteiros, partindo da anéalise do caso em
que —1 < x < 0 e prosseguindo para os demais intervalos abertos de comprimento 1,

conforme é exposto em [19]. A titulo de ilustragao, veja que

()t (D) =r() -

Proposicao 8. Ser > 0, entio [;° e "'t"1dt =

U 1
Demonstragao. Fazendo t = —, temos que dt = —du. Segue que
r r

o & =11 1 o0 T
/ e Tt = / e_“u —du = — ey tdu = (:13)
0 0

-1y ™ Jo re

]

Até aqui fizemos uma breve apresentacao da funcao Gama buscando priorizar as-
pectos que sejam de maior relevancia aos objetivos deste trabalho. Neste sentido,
buscaremos, a partir desse momento, situar sua presenca na estruturacao e aplicacao
de modelos probabilisticos, amplamente utilizado pela Estatistica.

Modelo Gama

Antes da conceituagao que vem a seguir, consideramos pertinente um esclarecimento

sobre duas terminologias. Por distribuigdo Gama Generalizada(GG), entende-se o mo-

delo probabilistico de trés parametros proposto em 1962 por Stacy. O qual possui como
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fdp a seguinte relagao, conforme consta em [20)].

Tk—1 T
t t
f(t)—L(—> exp [—(a) },comt>0,a>0,7>0€k>0.

Deste derivam modelos como Exponencial, Weibul, Quiquadrado, Rayleigh, Log-
Normal e o Gama como apresentaremos a seguir com dois parametros. Razao pela qual
o mesmo costuma ser designado por distribuicao Gama incompleta. E a expressao

Distribuigao Gama ¢é usada para fazer referéncia a uma familia de distribui¢oes que

derivam da GG.

Definigao 43. Denotamos por X ~ Gama(a, ) a varidvel aleatoria continua X que
assume valores positivos e dizemos que seque distribui¢cao gama, com pardmetros o > 0

e B >0, se sua funcao densidade de probabilidade é dada por
f(z) = —B 2@ e P,

Os parametros « e  sao responsaveis pelo formato e escala da curva, respectiva-
mente. A figura seguinte tras uma ilustracao da variagao dos parametros e evidencia

o carater assimétrico positiva da distribuigao.
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Figura 5.7: fdp da distribuicao Gama

059

044

0634

0.1

0 T T T T
0 10 20 30 40

[—— o=4.p=4 — o=3.p2 o=1.p=2 = o=2.p=1]

Fonte:Ilustracao do autor

Convém mencionar que, a exemplo da distribui¢ao exponencial, a fdp da distribui-
¢ao Gama pode ser apresentada de outra forma a depender de como é feita a parame-

trizacao. A forma seguinte é encontrada com muita frequéncia na literatura:

f(l’) = Wxa—le—x/ﬂ‘

A presenca da funcao gama nesse modelo acarreta em varios ganhos operacionais e
permite, de forma quase imediata, a percepcao de relagoes deste com outros modelos

de distribui¢ao como seré ilustrado.

Proposicao 9. Se X ~ Gama(a, ), entao E(X) =

Demonstragio. E(X) = [[Faf(x)de = E(X) = Fﬁa J:

proposicoes [§ e b segue que:
B T(a+1)
EX)=—F-——+
( ) F(Oé) Bo&—i—l




o
Demonstragio. Como V(X) = E(X?) — [E(X)]?, precismos obter E(X?).

Proposicao 10. Se X ~ Gama(a, 8), entao V(X)

E(X?) = / b 2?2 e PP dy = B(X?) = B—/ gletD=1e=Br gy —
o Ila) I'(@) Jo

(pela proposigao [§] )

E(x?) = %—F(gaff) = B(X?) = rﬁ) o gfff £
B = ?(1&) )Cyﬁz(a) = B = S
Logo,V(X):%—%:%.

O

Nestas ultimas demostragoes, ilustramos um pouco do poder de sintese que as
propriedades da funcao Gama confere aos calculos. Sejam eles de natureza algébrica
geral ou numérica especifica, essa é uma caracteristica da funcao que vai além do
contexto probabilistico e estatistico. Conforme mostrado em [I8].

Observamos ainda, que ao tomarmos a = 1, obtemos, de forma imediata, a fdp do
modelo exponencial, bem como, o valor esperado e a variancia. Caracterizando-o como
caso particular da distribuicao Gama.

Aplicabilidade da distribuicao Gama

Além do ja exposto sobre a distribuicao exponencial, que é caso particular da dis-

tribuicao Gama, a literatura registra uso da distribuicao Gama incompleta ou gene-

ralizada em estudos meteorologicos, anélise de confiabilidade e tempos de resposta de
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equipamentos eletronicos, duragao de estoque, e até analise de sobrevivéncia de paci-
entes com cancer.

Nesses contextos, os trabalhos mais recentes que encontramos foram: Analise das
sequéncias de dias chuvosos nas capitais brasileiras(2021)[21]; Discriminagao de cena-
rios pluviométricos do estado da Paraiba(2016)[22]; Calculo de estoque minimo para
itens industriais utilizando as distribuicoes de probabilidade normal, poisson e gama
(2021)[23]; Analise de confiabilidade aplicada na otimizac¢ao de sistemas de produgao
animal(2017)[24]; Modelos paramétricos de sobrevivéncia aplicados a dados de cancer
(2020)[25] e Modelos de fragilidade aplicados a analise de fatores contribuintes na morte
de pacientes portadores de leucemia(2020)[26].

Nota-se que a distribuicao Gama esté relacionada a estudos cujos os resultados tem
reflexos em diversos aspectos da vida social, econémica e até politica. Uma vez que
informacgoes fundamentadas a respeito de condigoes climaticas de regioes, sobre agoes
que possam otimizar a producao industrial, ou mesmo sobre fatores que se relacionam
com satide publica, tudo isso constitui conhecimentos que podem embasar politicas de
aprimoramento, de prevencao ou de combate a problemas vigentes.

No que segue, exploraremos algumas situagoes para ilustrar operagoes com o modelo

Gama.

Exemplo 11. Em determinada cidade, o consumo didrio de energia elétrica em mi-
lhoes de quilowatts-hora pode ser tratado como uma varidvel aleatoria com distribuicao
Gama com o« = 3 e f = % Se a usina desta cidade tem capacidade didria de 12
milhoes quilowatts-hora, qual a probabilidade de que essa fonte seja insuficiente em um

determinado dia ?

Definiremos X a variavel consumo diario de energia em milhoes de quilowartts-hora

1
pela cidade, temos que X ~ Gama (3, 5) Desejamos obter P(X > 12). Logo, pela
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probabilidade complementar,

P(X>12)=1— P(X < 12).

1 2 1o
2) = —/ e dr = — e du.
0

P(X <1
( 8I'(3) 16 J,

Fazendo u = g = dr = 2du. Assim,

1 12 Y 1 6
6 e dr = 5/ ule"du.
0 0

Integrando por partes, obtemos que

1 (° " 6
—/ wle ™ "du = —18¢7° +/ ue “du.
2 Jo 0

Usando mais uma vez integracao por partes, chegamos a
6 6
—18e7% + / ue “du = —24e7% + / e duy = —25e % 4+ 1.
0 0

Portanto , P(X > 12) = 25¢75 ~ 0, 062.

Exemplo 12. Se a vida util de um componente eletronico de uma impressora, em
anos, tem distribuicao Gama com média 8 e varidncia 16, determine a probabilidade
de que esse componente tenha uma vida 1til de pelo menos 11 anos.

Seja X a vida 1til desse componente. Temos que X ~ Gama(a, ), em que E(X) =
8 e V(X) = 16. Destas informacoes, decorre que « =4 e = % Temos por objetivo
calcular P(X > 11) = 1 — P(X < 11). Dada a natureza continua da variavel, podemos
afirmar que P(X < 11) = P(X < 11).

De posse dos dados, obtemos a fdp da distribui¢ao f(z) = ﬁwx?’e%daj. Logo,
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P(X <11) = 4 fo rie™ dx

Usando integracao por partes temos :

| Y . 1 o, —2662 —u 1 [ ..
% e dr = % { 2662¢ 2 > —|—6/0 x%?dw} = %6 ez +1—6/0 22e2 dx.

Usando mais uma vez integracao por partes, segue que :

I 2662 - 121 - 1 (M
— x’e2 dr = — €2 ——e2 +-— rez2 dx.
96 Jo 96 8 4 Jo

Novamente, usando integragao por partes, obtemos:

IR —2662 -1 121 —u 11 —u 1 [T
— r’e2 dr = €2 ——e2 ——e 2 + — ez dx.
96 J, 96 8 2 2
Resultando, que
I R 2662 —u 121 —u 11 —u  -u
— r’e2 dr = — €2 ——e2 ——e 2 —e 2 + 1.
96 J, 96 8 2
Logo,
2662 -n 121 -n 11 - _
HX>H%A—{ o 53_§5¥—?a¥—5¥+1:

2 _
P(X >11) = = =es =0,202

5.3 Sobre a Funcao Beta

Ao lado da fungao Gama, a Beta compoe o que a literatura denomina integrais de
Euler de segundo e primeiro tipo, respectivamente, ou ainda fung¢oes Eulerianas [17].

Semelhante a fungao Gama, seu estudo esta bem relacionado ao calculo fracionario e
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sua definicao pode ser apresentada de varias formas. Neste trabalho, a definiremos
para numeros reais positivos. Mas, observamos que é usual a extensao desse dominio

para nimeros complexos de parte real positiva.

Definicao 44. Chama-se func¢ao beta, B : R, x Ry — R, a que se expressa por

1
B(x,y):/ 271 — )Y dt.
0

O dominio especificado é o que usualmente encontramos na literatura ao se definir
tal funcdo, a exemplo de [I8] e [19]. Entretanto, ndo encontramos nestas, nem em
outras fontes consultadas, mengao ao fato de que para r < 1 a integral é impropria,
pois nao ¢ limitada em ¢t = 0. Ocorrendo o mesmo para y < 1 em ¢t = 1. A imagem da

figura |5.§| ilustra essa observagcao.

Figura 5.8: A fungao Beta como Integral Impropria

U

Fonte:Ilustracao do autor

Fazendo uso do Geogebra, tomamos para os papeis de x,y controles deslizantes
a e b, e observamos o comportamento do integrando no intervalo em questao para

esses valores menores que 1. Temos entao, evidéncia grafica da sua nao limitagao pelo
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comportamento assintético vertical.
Contudo, a integral é convergente para o dominio definido. Fixados valores menores
que 1 para os controles deslizantes citados e integrando a fungao com uso do Geogebra,

temos a confirmacao de area sob a curva no intervalo [0, 1], conforme mostra a figura

5.9

Figura 5.9: Convergéncia da funcao Beta

f{x} L x{l.ﬂf- 1 {1 R K}U'T +1
2
a=04
@l  —  —  —  —
1
I @I I o  —  — I
0 1 b 3

Fonte:Ilustracao do autor

Para uma analise algébrica, tomamos 0 < r < 1 e expressamos a integral em questao

como sendo

T 1
A= / Y1 —t) Mdt+ B = / "N — )Y dt.
0 r

Analisando A para 0 < x < 1, concluimos sua convergéncia.

Demonstragao. De fato, tomando f(t) = ¢t*7!(1 —t)Y e g(t) = prot temos que
. ) _
1 — =1 1—t)1t=1>0.
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Como

"1
[
o ¢

é converge, pois 1 —x < 1. Pelo critério do limite do quociente, temos que A = for f(t)dt

também converge. O

Analisando B para 0 < y < 1, também concluimos sua convergéncia.

Demonstragdo. Usando o mesmo critério, tomamos agora f(t) = t"7(1 —t)y_l e
t
g(t) = m, obtemos lim;_,; % = lim;_,; t*~ ! = 1 > 0. Decorre que frl f(t)dt
— [
converge, pois
o
/T Tt
também converge, visto que 1 —y < 1. 0

A funcao Beta pode ser apresentada sob varias formas. E a escolha por uma ou
outra, tem por premissa, em geral, atender alguma conveniéncia da situagao. Contem-

plaremos algumas a seguir.

Proposigao 11. Se x,y € Ry, entao vale que

jus

B(x,y) =2 /2 sin®** ! fcos® "t Od.
0

Demonstragio. Tomando t = sin? 0 em B(x,y) = fol 7711 — t)yfldt, segue que
dt = 2sinf cos0df. Assim, B(z,y) = 2 fog (sin? 9)”6_1(1 — sin? G)y_l sin 6 cos 6d6.

De onde concluimos que B(x,y) = 2 fog sin®*~ ! fcos® 1 0d6. O

Proposigao 12. Se x,y € R, entao

Bla,y) = /Ooo (az—lda
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Demonstragao. Fazendo t = 5 em B(z,y) = fol t*=1(1 — t)V"dt, temos

dt = ﬁda, quando t — 0 implica em a — 0, e para t — 1 entao a — oo.

Decorre que

B( ) /oo ax—l 1 PN B( ) /oo aa:—l p
z,y) = —— a x,y) = —da.
o (a+1)"™ (1 +a) o (1+a)™
O
Proposicao 13. Se x,y € R, entao
1 ¢ z—1 y—1
B(x,y) = prs (a —2)"" dz.
0
Demonstragdo. Em B(z,y) = fol t2~1(1 — ¢)*"'dt, tomando ¢ = Z, temos que
dt = %dz. Segue que
a Z;pﬂ(a _ Z)yfl
B(z,y) :/0 — T, dz.
E assim, concluimos que
1 “ r—1 y—1
B(z,y) = g ) (a —2)"" dz.
0
O

Proposicao 14. Se x,y € R, , entao

Demonstragio. Tomando I'(z) = [t e 'dt e T'(y) = [;° s 'e"*ds, temos que
L(@)(y) = [ t" e tdt [}~ sV 'e"*ds. Fazendo t = u?,s = v? = dt = 2udu,ds =

2vdv. Assim, T'(2)T(y) = 2 [ u? e " du2 [;"v¥ e *"dv. Como as integrais sio
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em variaveis distintas, segue que:

[(x)[(y) = 4/ / w2 e () gy dy,
o Jo

Fazendo uso de coordenadas polares, tomando u = rcos#, v = rsin 6, obtemos que:

I'(x)(y) = 4/ /2 cos®* 1 0 sin? " Or2 2 =2re = dhdr <
o Jo

2 S 5
cos?* 1 fsin?Y~1 0dh2 / P22 =20 g,
0

r@r) =2 [

0

Usando a proposigao [I1] temos que

['(x)'(y) = B(z,y) /Ooo(rz)ﬁlereTzdr.

Fazendo b = r? = db = 2rdr. E,assim, obtemos que

(2)T(y) = Blx,y) /0 g,

Logo,

[(2)(y) = B, y)I'(z +y).
[l

Como mostrado, essa tltima proposicao estabelece a conexao entre as fungoes Gama
e Beta. Por meio desta torna-se mais facil, por exemplo, inserir a funcao em softwares

como Geogebra para esbogarmos o seu grafico, como ilustra a figura5.10]
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Figura 5.10: Esboco da funcao Beta

Fonte:Ilustracao do autor

A articulacao de propriedades de ambas fungoes permiti contornar dificuldades
presentes em processos de integracao, que de outro modo, apresentam-se morosos e
com mais possibilidade de erros. Em [18], a autora ilustra algumas das possibilidades
de uso destas funcoes.

A exemplo do que ocorre para as fungoes ja contempladas, para esta também existe
distribuicao de probabilidade que carrega seu nome e presenca na estruturagao do
modelo. Veremos que a ultima proposicao possibilita simplificacao das operagoes na
obtenc¢ao de resultados importantes, como valor esperado e variancia.

Modelo Beta

Definigao 45. Denotamos por X ~ Beta(a, 5) a varidvel aleatoria continua X que as-
sume valores em (0,1) e dizemos que a mesma possui distribui¢ao beta com pardmetros

a>0epf >0, seasua funcao densidade de probabilidade for dada por
2) = —— 2 (1—2)" L.
@) = g =)

Os parametros da distribuicao sao adimensionais e, assim, sao responséveis pela

forma da curva da distribuicao. A curva pode ter assimetria positiva, negativa ou
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mesmo ser simétrica a depender dos parametros. A figura [5.11] ilustra isso.

Figura 5.11:  fdp da distribuigao Beta

0 02 04 06 0.3

—

o=1,f=2 o=3.p=2|

— o=2f=4 = o=fi=2

Fonte:Ilustracao do autor

Devido as diversas formas que a distribuicao beta pode assumir ao modelar variaveis
no intervalo citado, é comum também referi-se a mesma como familia de distribuigoes
em tal intervalo. Além disso, conforme consta em [27], a partir de transformagoes con-
venientes, varidveis que assumem valores em intervalos finitos (a, b) podem ser descritas

pelo modelo beta, uma vez considerando sua fdp sob a forma geral

T(a+8) (y—a)* '(b—y)’"
C(@r(B)  (b—a)*?2 7

fly) =

a
e tomando x = z—,com a<y<bea,f>0. O quenos leva a forma padrao da
a

fdp com X ~ Beta(a, ), e z € (0,1).

Demonstragao. De fato, x = % =sy=zb—a)+al)=b—y=(b—a)(l—2)(2).

Substituindo (1) e (2) na forma geral, obtemos
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Tt b-a o) a1 ]
f(y> - F(O[)F(/B) (b — CL)OH—ﬁ_Q = B(% ﬂ)x 1(1 — I‘)/B 1 D
Proposicao 15. Se X ~ Beta(a, ), entdo E(X) = = i 5
Demonstracao.
E(X) = /01 rf(z)dr = E(X) = B(olz, B /01 AR O R L
1
= E(X) = B(a,ﬁ)B<a+ 1,8) =

( pela proposigao

_ I'(a+68) T(a+ 1DI(B)
T()T(B) T(a+ B +1)

_T(a+p) al'(«) _ o«
I(a) (a+B)(a+p) '

af

Proposigao 16. Se X ~ Beta(a, ), entio V(X) = (@t 8 atptl)

Demonstracao.
S SR e - 2, Dla+ ) I(a+2)T(B)
BO) = gy ) #0105 B0 = RS S
o Tla+p8) T(a+2) o la+p) (a+1)al(a)
EX ) =T Texs+2 F¥) = T aritDesAl@sd)

(a4 1)

= B(X*) = @+ 8+ Datp)

V) = BO) = [BEOP = V) = Eaa:&z +5) (a fﬁf ”
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of
(a+pB)(a+F+1)

V(X) =

Aplicabilidade da Distribuicao Beta

De um modo geral, esse modelo é utilizado para descrever o comportamento de
variaveis aleatorias continuas que assumem valores no intervalo (0,1). Porém, atra-
vés de parametrizacao adequada, varidveis que assumem valores em outros intervalos
finitos tem comportamentos descritos por esse modelo em diferentes ramos da cién-
cia. Neste sentido, encontramos aplicagoes relacionadas a biodegradagao da matéria
organica natural e a modelagem de trajetorias baseadas em grupos.

Com relagao a biodegradagao da matéria organica, pudemos ver em [28] a divulgagao
de um estudo sobre a biodegradacao do carbono orgénico dissolvido em &gua. Neste
estudo, os autores partem da premissa de que a matéria organica natural é a principal
fonte de carbono. E assim, que o estudo da biodegradacao do carbono organico é
utilizado para medir a biodegradacao da matéria organica. Além disso, que a maior
concentracao do carbono estd na superficie terrestre, seguida das fragoes restantes
presentes em cedimentos e no oceano.

Em tal estudo, fez-se o uso da distribuicao beta para expressar a medida da biode-
gradagao do carbono organico dissolvido em agua através da probabilidade da biode-
gradacao, de modo a ser possivel transformar essa probabilidade em um coeficiente de
decaimento do carbono. E ao comparar os resultados obtidos com outros cinco modelos
de estudo adotados até entao, dentre eles um envolvendo o modelo Gama, os autores
concluiram que o modelo beta, a exemplo do modelo Gama, descreve bem a cinética da
biodegradagao. E além disso, que o mesmo se destaca em poder preditivo. Entendido

como a capacidade de fazer extrapolagoes para o futuro.
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Por tudo isso, os autores defendem o uso do método aplicado para também estudar
a a biodegradacao da matéria organica natural presente na superficie terrestre, e em
sedimentos. Pois, julgam estarem de posse de resultados consistentes obtidos por meio
da distribuigao beta. O estudo ainda ¢é justificado como agao que contribui para o
conhecimento da produtividade de ecossistemas, algo que esta relacionado com a mi-
neralizacao da matéria organica natural em C'Oy por acao de microrganismos: O que
se entende por biodegradacao.

Ja a modelagem de trajetorias baseadas em grupos, pode ser compreendida como
técnica especial empregada para estudar a evolucao de comportamentos de individuos
em situacoes semelhantes. Por exemplo, em pesquisas biomédicas faz-se uso dessa
técnica para estudar a evolucao de doencgas ou da adesao a determinados tratamentos,
conforme consta em [29]. Nesta mesma referéncia, tivemos conhecimento de estudo que
usou a distribuicao beta para descrever o nivel de atividade neurolégica de pacientes
em coma, ap0s sofrerem parara cardiaca e serem reanimados.

Pode ser constatado, ainda de acordo com [29], que a distribui¢do beta, através de
parametrizacao adequada, pode descrever, com melhor adequagao que o modelo nor-
mal, a taxa de supressao da atividade neurolégica de 396 pacientes. Pessoas que apos
sofrerem paradas cardiacas e terem sido reanimadas, tiveram seus niveis de atividades
neurologicas monitorados enquanto estiveram em coma em um determinado hospital.

A figura [5.12] mostra as distribui¢oes da taxa de supressao real de trés grupos de
pacientes em comparacao com suas respectivas distribui¢oes previstas pelo modelo beta

na hora 24, ap6s serem reanimados.
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Figura 5.12: Aplicagao da distribuigao beta
b

y O«
equency Density”

Ainda, segundo mesmo estudo, estimou-se que pacientes com o comportamento do
grupo a), em que a taxa de supressao decresce rapido e mantém-se baixa na maior
parte do tempo, a probabilidade de sobrevivéncia ¢ de 69,8%; Para o perfil do grupo
b) é de 29,6%; Ja para o grupo ¢), no qual a taxa mantém-se alta, a probabilidade &
de 2,3%.

Prosseguimos com algumas ilustragoes de operagoes com o modelo contemplado.

Exemplo 13. Um posto de combustivel de uma fazenda de soja tem seu tanque de
gasolina completado sempre a cada seqgunda feira. Se foi observado que o consumo
de gasolina na semana seque uma distribuicao Beta com « = 4 e f = 2. Qual a
probabilidade de que em alguma semana o consumo seja de pelo menos 90%7?
Definindo a variavel consumo de gasolina semanal por X ~ Beta(4,2), temos que

1
B(4,2)

1
23(1 — z). Como desejamos P(X > 0,9) e B(4,2) = 57 Sesue que

0,9
P(X20,9):1—P(X<0,9):>P(X20,9):1—20/ (1 — z)ds =
0
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R R 0.9 0,9
P(X>09)=1-20|——"| =1-20(=22—-2"1)~0,08.
X200 =107 g) mron (M0 ) =0

Exemplo 14. Em uma linha de producao em larga escala, a taxa de defeitos de tele-

visores € modelada por uma distribuicao Beta com pardametros o = 3 e = 6. Qual €

a probabilidade de que até 25% dos televisores sejam defeituosos?

Considerando X a variavel taxa de defeitos de televisores, temos que X ~ Beta(3,6)

I'3)I'(6 1
e desejamos obter P(X < 0,25). Observando que B(3,6) = <F)(9)( ) = {gg’ Se8Ue da

forma geral que a fdp desta distribui¢ao é dada por f(z) = 168z2(1 — z)°.

Decorre que

0.25 0,25
P(X <0,25) = 168/ 2} (1—z)°dr = 168/ 2?53 +102* —102° +52° — 2" dv =
0 0

0.25

= P(X <0,25) ~0,3214.

x> bt 525 bax’  aB
3 4 3 7 8

P(X§0,25):168[———+2x5__+___
0

5.4 Um olhar para o curriculo do Ensino Médio

Nesta segao, fazemos algumas consideragoes sobre a presenca e/ou possibilidade de
contemplacao de conceitos como varidveis aleatorias e modelos probabilisticos discretos
no curriculo do ensino médio. Também fazemos mencao a presenca dos temas proba-
bilidade e estatistica nesta etapa de ensino. Buscamos fundamentar as colocacoes na
leitura de documentos que regem a educacao escolar no pais e outras obras afins. Bem
como, na analise de algumas questoes extraidas de livros didaticos e do ENEM.

Sob o olhar de muitos alunos, até mesmo de professores, contagem, probabilidade e
estatistica sao, historicamente, tidos como temas dificeis no curriculo bésico do Brasil.
Essa é uma constatacao clara, por exemplo, para o PAPMEM-Programa de Aperfei-

¢oamento de Professores de Matematica do Ensino Médio que vem contemplando tais
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conteudos em todas as suas edi¢oes, dada a grande solicitacao pelos docentes.

Felizmente, essa visao vem sendo transformada gracas a programas como o citado
e o profmat que tem contribuido para preencher lacunas nas formacgoes de professores.
Entretanto, tal probleméatica ainda é uma realidade no Brasil. Nao entramos na dis-
cussao sobre as possiveis causas, pois certamente nao a esgotarfamos aqui, ainda que
fosse esse um dos objetivos deste trabalho. Razao pela qual apenas fazemos mencao
como forma de melhor contextualizar exposi¢oes que vem a seguir.

No que diz respeito a legislacao que orienta ou normatiza o curriculo no Brasil,
partindo da LDB(1996), tivemos PCN, PCN+, DCNEM e mais recentemente a BNCC-
Base nacional comum curricular implantada em 2018. E o NEM-novo ensino médio em
implantacao neste ano de 2023.

De modo geral, depreende-se dessas legislacoes uma organizacao curricular flexivel
que busque promover a formagao integral dos educando-os, a valorizacao de experi-
éncias prévias e a articulacao dos saberes. Que seja pautado no desenvolvimento de
competéncias e habilidades. E que compreenda agoes baseadas em investigacao, pro-
jetos e atividades interdisciplinares.

No tocante ao tema probabilidade, destacamos a seguinte habilidade presente na
BNCC que, em sintese, representa um dos objetivos a ser alcancado no aprendizado
dos discentes: "(EM13MAT511)Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos
amostrais, discretos ou nao, e de eventos, equiprovaveis ou nao, e investigar implicagoes
no célculo de probabilidades"[30].

De posse dessa contextualizagao, externamos algumas concepgoes a respeito do cur-
riculo bésico e dos temas em destaque, a partir de breve anélise de exercicios presentes

em livros did4ticos.
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Algumas percepcgoes

Em geral, percebemos nos livros didaticos do ensino bésico, os quais sao ofertados
pelo PNLD( Programa Nacional do Livro Didatico), uma énfase a exercicios que versao
sobre um mesmo aspecto da teoria, passando a ideia de que os temas se limitam a
determinado ponto de vista. Em muitos casos, nota-se que nem ao menos se faz mencgao
a possiveis relacoes que podem ser estabelecidas com outros temas.

Varios sao os exercicios de probabilidade que possibilitam uma introdug¢ao, ao menos
intuitiva, do conceito de variavel aleatéria e de modelos probabilisticos discretos como
os ja contemplados. A titulo de ilustracao, apresentamos alguns exercicios extraidos

de dois livros cujas cole¢oes foram aprovadas nos ultimos dois PNLD.

Exemplo 15. Um dado nao viciado € lancado duas vezes, sucessivamente. Seja E"a

soma dos pontos obtidos € menor ou igual a 9". Determine "E"(Fonte: [31])

Esse exercicio aparece apos as definicoes de espago amostral, eventos e outras de
carater preliminar.

E possivel que algum discente tenha visualizado o espaco amostral como sendo
{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. E, assim, entendido que o evento "E"seja
{2,3,4,5,6,7,8,9}. Na concepgao de um professor preso ao material, corre-se o risco de
dizer que esta solucao esteja errada. Pois, o direcionamento da explicagao que precede
o exercicio deve encaminhar o discente apenas para espagos equiprovaveis.

Além da oportunidade de ja ir construindo a compreensao de espagos nao equipro-
vaveis, vemos nesse exercicio também a possibilidade de introduzir, ao menos de forma
intuitiva, a nocao de variavel aleatoria discreta. Pois afinal, da forma como descritos,

espago e evento diz respeito a variavel soma dos pontos nos langcamentos do dado.

Exemplo 16. Pretende-se organizar dois eventos no ano; trés cidades do Sudeste,

duas do Sul e cinco do Nordeste candidataram-se a sede desses eventos. Sabendo que
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uma mesma cidade nao pode sediar os dois eventos e que as sedes devem ser sorteadas,
ao acaso, entre as cidades candidatas, determine a probabilidade de que: a) os eventos

sejam feitos apenas em cidades do Nordeste; (Fonte: [31])

Este exercicio, ja com o calculo de probabilidade, segue apds uma se¢ao de exercicios
resolvidos onde se espera que os alunos facam uso de combinagoes simples e da defini¢ao
classica de probabilidade. Contudo, por meio de questoes assim, podemos introduzir
a nocao de modelo hipergeométrico. De fato, a solugao pelo caminho esperado é,
essencialmente, tal aplicagdo ndo mencionada. Veja que se X ~ Hip(10,5,2) é o

()G _ 2

niamero de cidades escolhidas da regido nordeste, temos P(X = 2) = (10) =3
2

Situacao analoga, visualizamos no seguinte exemplo, extraido de uma segunda obra

aprovada ja em consonancia com a BNCC.

Exemplo 17. Segundo a Associagdo Brasileira de Transplante de Orgaos (ABTO),
em 2019, no Brasil, foram registrados 158 transplantes de figado de doadores vivos,
nos quais 128 eram de parentes do transplantado e 30 nao eram de parentes. FEm
um hospital do Brasil, foram feitos dois transplantes de figado de doadores vivos em
2019. Qual é a probabilidade de os figados utilizados no procedimento : b)Serem um

de parente do transplantado e outro nao ?(Fonte: [32])

No contexto em que tal exercicio se apresenta, na referida obra, espera-se que o dis-
cente faga uso dos conceitos de probabilidade condicional e produto de probabilidades
para resolvé-lo. Entretanto, visualizamos também a oportunidade de se inciar a ideia
do modelo hipergeométrico.

Além de fazer essa conexao, pode-se se mencionar que um problema de retira-
das sucessivas sem reposicao pode ser transformado em outro de retiradas simulta-
neas. Neste sentido, como o exercicio sugere uma ordem: O primeiro de parente e

o segundo, nao (algo ndo claro no enunciado, e percebivel no gabarito). Tomando
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Y ~ Hip(158,128,2), em que Y é o nimero de figados de parentes dos transplantados,
128 (30
temos que P(Y = 1) = % ~ 0,3096. Como este resultado representa uma
2
retirada simultanea. A reposta procurada é 0, 1548.

Todavia, essa segunda obra contempla o modelo binomial e o sugere na resolugao

de questoes como a que segue. Algo que vai ao encontro do que defendemos.

Exemplo 18. A probabilidade de um jogador de basquete converter um lance livre é
de 70%. Ao realizar 8 arremessos de lance livre, qual a probabilidade de esse jogador

converter apenas 5 ? (Fonte :[32])

Por fim, ressaltamos a pouca conexao que se faz entre probabilidade e Estatistica
no Ensino Médio. Quesito no qual a segunda obra aponta uma melhoria, pois ao
menos contempla as duas tematicas num mesmo volume e traz questoes nesse sentido.
Alias, as obras do ultimo PNLD sao temaéticas e nao organizadas por séries como as
anteriores. Isso da mais possibilidade de organizagoes curriculares ciclicas nas quais os
alunos podem revisitar os temas durante os trés anos da etapa em estudo.

E fato que a legislacdo nao prever inferéncia estatistica no ensino bésico: Algo que
limita a citada conexao. Contudo, negar a possibilidade de fazé-la, ainda que de modo
intuitivo, é algo que vai de encontro as orientagoes documentais e ao fazer pedagogico.
Neste sentido, encontramos em [33] ideias que dialogam com esse pensar. E que fazem
parte de uma area de pesquisa na educacao estatistica denominada inferéncia infor-
mal. Nesta obra, o autor relata estudo com tal viés feito através de uma sequéncia
didatica.

Convém observar que estes temas aparecem relacionados no Exame Nacional do
Ensino Médio-ENEM. O qual, em dias atuais, se apresenta como a principal forma de
acesso ao ensino superior no Brasil, sobretudo, para aqueles que ainda estao cursando

o ensino médio.
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Considerando esse fato e a significancia desse exame para os discentes, vemos a
possibilidade de usar tais questoes para abordar os temas sob uma perspectiva diferente
das que sao usuais. Na exploracao das questoes, os conceitos podem aparecer e serem
ressignificados a partir da conexao que o processo de resolucao vai evidenciar.

Tal pratica contribui para promover o pensamento investigativo, o exercicio inte-
lectual e uma visao integrada da matematica no ensino médio. Algo defendido na
BNCC, que além disso transparece que o curriculo em agao é flexivo. E que portanto,
comporta estratégias diversas desde que visem as aprendizagens esséncias através do
desenvolvimento das competéncias e habilidades previstas.

A fim de ilustrarmos tais consideragoes, vamos explorar a seguinte questao do

ENEM,/2018.

Exemplo 19. Um rapaz estuda em uma escola que fica longe de sua casa, e, por isso,
precisa utilizar o transporte piblico. Como é muito observador, todos os dias ele anota
a hora exata (sem considerar os sequndos) em que o onibus passa pelo ponto de espera.
Também notou que nunca conseque chegar ao ponto de onibus antes de 6h e 15min
da manha. Analisando os dados coletados durante o més de fevereiro, o qual teve 21
dias letivos, ele concluiu que 6h e 21min foi o que mais se repetiu, e que a mediana do
conjunto de dados € 6h e 22min.

A probabilidade de que, em algum dos dias letivos de fevereiro, esse rapaz tenha
apanhado 6mibus antes de 6h e 21min €, no mdxrimo:

m B O Dy By

Nesta questao, vemos uma potencial situagao didatica a ser explorada. Note que
além de evocar a compreensao do que seja moda, mediana e espaco equiprovavel, ela

ainda tras condicoes que exige uma analise da relagao entre esses conceitos, como a
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ideia de probabilidade maxima.

Para chegarmos a resposta, é necessario percebermos que o valor minimo do con-
junto, a mediana e a moda delimitam o evento de probabilidade desejada. Entre 6h e
15min e 6h e 22min, temos 9 horérios nas condigoes do problema.

Dentre o conjunto de horarios, 6h e 21min deve se repetir pelo menos duas vezes,
pois é a moda. Contudo, entre 6h e 15min a 6h e 21min, apenas cinco valores distintos
sao possiveis nas condi¢oes dadas: 6h e 16min, 6h e 17min, 6h e 18min , 6h ¢ 19min e
6h e 20min.

Logo, chegamos a duas possibilidades: A moda é um valor que se repetiu quatro
vezes ou um desses valores menores, incluindo o 6h e 15 min, se repetiu duas vezes, e a

L - 6 . . 7
moda trés. A primeira opc¢ao nos conduz a o7’ j& a segunda, a resposta desejada : TR

Por fim, observamos que excluindo a suposi¢cao que desconsidera os segundos, e
supondo um horério limite para a passagem do 6nibus, torna-se possivel fazer mengao
a ideia de espago amostral como um intervalo de tempo. E com isso, provocar uma
discussao de como se ver esse espago amostral, quais e como seriam seus eventos.
Motivando a formulagao de problemas que podem suscitar em nocoes sobre varidveis

aleatoérias continuas.
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