UNIVERSIDADE FEDERAL DO CARIRI
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL

NATALIO JOAO SILVA

OS ARBELOS DE ARQUIMEDES: UMA AMPLIACAO PARA AS ELIPSES E UMA
DEMONSTRACAO ALTERNATIVA DO TEOREMA DE PAPPUS SEM O USO DE
INVERSAO

JUAZEIRO DO NORTE
2023



NATALIO JOAO SILVA

OS ARBELOS DE ARQUIMEDES: UMA AMPLIACAO PARA AS ELIPSES E UMA
DEMONSTRACAO ALTERNATIVA DO TEOREMA DE PAPPUS SEM O USO DE
INVERSAO

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao Programa
de Pés-graduacio em Matemdtica em Rede
Nacional do Centro de Ciéncias e Tecnologia
da Universidade Federal do Cariri, como parte
dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de

Mestre em Matematica.

Area de Concentracio: Matemitica

Orientador: Prof. Dr. Francisco de Assis

Benjamim Filho

JUAZEIRO DO NORTE
2023



Dados Internacionais de Catalogacéo na Publicacdo
Universidade Federal do Cariri
Sistema de Bibliotecas

S586a Silva, Natalio Jodo.
Os arbelos de arquimedes: uma ampliacdo para as elipses e uma demonstragao
alternativa do teorema de pappus sem o uso de inversdo/ Natalio Jodo Silva —2023.
76 f. il. color.; 30 cm.
(Inclui bibliografia, p. 60-63).

Dissertagdo (Mestrado) — Universidade Federal do Cariri, Centro de Ciéncias e
Tecnologia, Programa de Pds-graduacdo em Matematica em Rede Nacional, Juazeiro do
Norte, 2023.

Orientador: Prof. Dr. Francisco de Assis Benjamim Filho.

1. Arbelos. 2. Parbelos. 3. Cadeia de Pappus. 4. Teorema de Pappus. I. Titulo.

CDD 516.5

Bibliotecario: Jodo Bosco Dumont do Nascimento — CRB 3/1355



NATALIO JOAO SILVA

OS ARBELOS DE ARQUIMEDES: UMA AMPLIACAO PARA AS ELIPSES E UMA
DEMONSTRACAO ALTERNATIVA DO TEOREMA DE PAPPUS SEM O USO DE
INVERSAO

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao Programa
de Pés-graduacio em Matemdtica em Rede
Nacional do Centro de Ciéncias e Tecnologia
da Universidade Federal do Cariri, como parte
dos requisitos necessdrios a obtencao do titulo de

Mestre em Matematica.

Area de Concentragdo: Matemética

Aprovada em: 31 de agosto de 2023.

BANCA EXAMINADORA

Documento assinado digitalmente

ub FRANCISCO DE ASSIS BENJAMIM FILHO
g Data: 26/10/2023 22:20:43-0300
Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof. Dr. Francisco de Assis Benjamim Filho
UFCA

Documento assinado digitalmente

ub FRANCISCO PEREIRA CHAVES
g Data: 27/10/2023 09:37:5%-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof. Dr. Francisco Pereira Chaves
UFCA

Documento assinado digitalmente

“b RENIVALDO SODRE DE SENA
g Data: 27/10/2023 09:56:54-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof. Dr. Renivaldo Sodré de Sena
IFCE



A minha familia, em especial a
minha mde, que sempre esteve
comigo nos melhores e piorem

momentos, a meu pai, que sempre
me ensinou o que e certo, e a minha

esposa, que nunca desistiu de mim.



AGRADECIMENTOS

A Deus, pelo dom da vida;

A minha familia: minha mae, Maria Socorro; Meu Pai, Jodo Otdvio, que esta no céu; e a
todos os meus irmao: Ricardo Jodo, Ricaria Maria e Jaiane Maria.

A minha esposa, Rosana do Nascimento Macedo, que sempre me deu forcas para conse-
guir tudo o que tenho.

A todos os meus colegas de curso, em especial ao Didgenes, que sempre esteve comigo
durante todos os momentos.

A todos os professores, pela dedicacdo e pelo bom desempenho nos seus trabalho, todos
foram muito importantes para mim durante esse periodo.

Agradego em especial ao professor Dr. Francisco Assis, por aceitar meu singelo convite
de ser meu orientador, sem ele nada disso seria possivel.

Ao Programa de Mestrado em Matemdtica em Rede Nacional (PROFMAT), que pro-
porcionou conhecer pessoas maravilhosas e aprender um pouco mais sobre essa disciplina - A
Matemdtica.

A Coordenagio de Aperfeicoamento Pessoal de Ensino Superior (CAPES), pelo incentivo
financeiro ao programa.

A Universidade Federal do Cariri (UFCA), por ser uma grande parceira do projeto.



RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo estudar e ampliar as propriedades dos Arbelos de
Arquimedes e da Cadeia de Pappus. Um Arbelo € uma estrutura composta por trés semicirculos
tangentes dois a dois, de modo que os didmetros dos trés semicirculos estejam sobre a mesma reta.
Tal estrutura foi estudada pelo mateméatico Arquimedes, que encontrou diversas propriedades
geométricas interessantes. Inicialmente teremos uma introducdo seguida de um breve relato
historico sobre a vida e obra de Arquimedes de Siracusa e Pappus de Alexandria. Nos conceitos
preliminares, apresentamos defini¢des e resultados sobre circunferéncias e elipses que serdo de
extrema importincia para o bom entendimento deste trabalho. Na secdo destinada aos resultados,
apresentamos uma ampliacio de duas propriedades dos arbelos para as elipses, exigindo, para
tanto, que as elipses envolvidas tenham a mesma excentricidade. Provamos o Teorema de Pappus
usando apenas geometria plana e geometria analitica, o que difere de modo substancial do que
tradicionalmente € feito: a construcdo usando a técnica de inversdo, normalmente ndo vista
no Ensino Médio. Por fim, como produto educacional, apresentamos uma sequéncia diddtica
voltada para o ensino dos circulos e das elipses, tais atividades podem ser aplicadas nas trés
séries do Ensino Médio.

Palavras-chave: Arbelos. Parbelos. Cadeia de Pappus. Teorema de Pappus.
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ABSTRACT

The present work aims to study and expand the properties of Archimedes’ Arbelos and the Pappus
Chain. An Arbelo is a structure composed of three semicircles that are pairwise tangent and have
the diameters on the same line. Such a structure was studied by the mathematician Archimedes,
who found several interesting geometric properties. Initially we will have an introduction
followed by a brief historical account of the life and work of Archimedes of Syracuse and Pappus
of Alexandria. In the preliminary concepts, we present configurations and results about circles
and ellipses that will be of extreme importance for the good understanding of this work. In
the section dedicated to the results, we present an extension of two properties of the arbelos to
the ellipses, provided that the ellipses involved have the same eccentricity. We prove Pappus’
Theorem using only plane geometry and analytic geometry, which differs substantially from
what is traditionally done: construction using the inversion technique, normally not seen in High
School. Finally, as an educational product, we present a didactic sequence devoted for teaching
of concept of circles and ellipses, Such activities can be applied in the three grades of high

school.

Keywords: Arbelos. Parbelos. Pappus Chain. Pappus Theorem.
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Capitulo 1

Introducao

Diante do cendrio educacional que vivemos no qual a Matematica, muitas vezes, € colo-
cada como uma das disciplinas mais criticas no que diz respeito ao aprendizado e a aceitacdo dos
estudantes, € importante proporcionar aos discentes situacdes do cotidiano que deem significado
aos conceitos trabalhados na escola, sendo a falta de conexdo com o dia a dia um dos grandes
motivos para que os alunos deixem de acreditar na utilidade de tal disciplina. Corroborando essa
ideia, |Gervazio (2017) relata que o ensino tradicional da Matematica é um dos principais fatores
que fazem da disciplina uma grande vila no curriculo dos alunos, causando assim uma grande
evasdo escolar.

Por outro lado, a geometria, um dos ramos mais importantes da Matemadtica, acaba sendo
pouco trabalhada nos anos finais do Ensino Fundamental, o que traz mais dificuldade para
professores e alunos do Ensino Médio nos processos de ensino e aprendizado. Os conceitos
geométricos sdo bem diversos, por vezes, bem dificeis de abordar por parte do professor e de
internalizar por parte do estudante. Dois exemplos sdo o Teorema de Pappus e o Teorema de
Pitagoras.

O presente trabalho foi idealizado durante o periodo de curso do Mestrado Profissional
em Matemadtica em Rede Nacional - Profmat. Durante essa trajetoria ao ministrar aulas em
escolas da Educacdo Bésica na cidade de Iguatu, em particular, na segunda série do Ensino
Médio, deparei-me com um problema Matematico, Figura[I.I] que pode ser encontrado em [ezzi
et al.| (2016, p. 12), o qual me fez pensar a respeito do tema. Tal problema encontrava-se na parte
de circulos e circunferéncias e consistia em trés semicircunferéncias tangentes duas a duas, o que
gerava uma figura plana, conhecida como arbelo. O objetivo do problema abordado era calcular

qual o caminho mais curto entre os dois caminhos existentes no desenho.



Figura 1.1: Questdo do livro .

Fonte: (2076).

Durante a apresentacdo da situagdo problema, os estudantes se mostraram bastante
curiosos, pois imaginavam que o comprimento da semicircunferéncia maior, superaria a soma
dos comprimentos das semicircunferéncias menores, o que os deixou todos intrigados foi o fato
desses resultados serem iguais. Pesquisando um pouco mais sobre o tema, descobri que aquela
estrutura, conhecida como arbelo, foi estudada por Arquimedes de Alexandria hd mais de dois
mil anos, o qual descobriu inimeras propriedades. Vale ressaltar que, durante a pesquisa que
realizamos foram encontrados poucos trabalhos relacionados a esse tema em Lingua Portuguesa.

Diante disso, o presente trabalho tem como objetivos dar suporte técnico e pedagdgico
aos professores de Matemdtica em relagdo ao assunto arbelos; apresentar o estudo dos arbelos e
sua generalizacdo para as elipses; exibir uma prova alternativa do Teorema de Pappus sem o uso
de inversdo; propor uma sequéncia didatica sobre arbelos.

Dessa forma, para alcangarmos os objetivos estabelecidos acima, dividimos esse trabalho
em cinco capitulos, sendo o primeiro deles a presente introducdo na qual deixamos clara a
motivacao, os objetivos e a relevancia do tema estudado.

No segundo capitulo, iniciamos com uma breve introducdo histérica falando sobre
Arquimedes de Siracusa e Pappus de Alexandria. Durante essa abordagem apresentamos algumas
de suas principais obras e feitos que marcaram esses dois personagens na histéria da Matemaética
como grandes estudiosos. Ainda nesse capitulo, apresentamos 0s recursos necessarios para a
compreensdo do restante dessa obra.

No capitulo trés, sdo apresentados os resultados: iniciamos definindo os arbelos elipticos
(ou ellarbelos), uma extensdo dos arbelos para as elipses e demonstramos alguns resultados
relevante. Ainda nesse capitulo, estudamos a Cadeias de Pappus e apresentamos diversas
propriedades desse topico. Nessa parte do trabalho, sdo destacadas algumas propriedades

inovadoras dos ellarbelos e da Cadeia de Pappus.



No quarto capitulo, apresentamos uma breve sequéncia didética sobre o tema, a qual é
composta por cinco atividades destinadas ao publico da segunda série do Ensino Médio, podendo
ser adaptada a outros niveis.

Por fim, no quinto capitulo temos nossas consideragdes finais.



Capitulo 2
Conceitos preliminares

Neste capitulo, apresentamos os conceitos fundamentais para 0 bom entendimento dessa
obra. Iniciamos apresentando um breve relato histérico sobre Arquimedes de Siracusa e Pappus
de Alexandria. Em seguida, definimos e abordamos propriedades sobre as circunferéncias e as
elipses tais como: eixo maior, distancia focal, elipse equildtera, entre outros. Apresentamos
também alguns conceitos basicos do Calculo Diferencial e Integral, a saber, célculo de 4reas
e comprimento de curvas, que serdo fundamentais para chegarmos as férmulas da drea e do
comprimento da elipse.

Esse capitulo € baseado nas obras |[Barbosal (1985)), Magno, Chaquiam e Sousal (2020),
Venturi| (1949)), [Dias e Dantas| (2006), Iezzi (2013)), Brito| (2020)), [Steinbruch e Winterle| (2000)),
Bezerra e Silva) (2010), Leithold| (1990), Silval (2014al) e Fonsecal (2021)).

2.1 Breve historia

2.1.1 Arquimedes de Siracusa

Nascido em Siracusa, na época parte do mundo Grego, hoje atual Itdlia, Arquimedes
(287-212) a.C é considerado um dos maiores cientistas de todos os tempos € 0 maior matematico
da antiguidade. Filho do autdonomo Fidias, o qual obteve uma aproximacao para a razao entre o0s
diametros do Sol e da Lua, Arquimedes passou alguns anos no Egito e, provavelmente, estudou
na cidade de Alexandria, centro da ciéncia grega na época.

Embora seus principais trabalhos fossem nas dreas Matemadtica e Fisica, a fama de
Arquimedes na época se deu por ele ser um grande construtor de mdquinas de guerra, como por
exemplo: catapultas, guindantes e espelhos ardentes. Entre as inversdes creditadas a ele consta
o Parafuso de Arquimedes, o qual se trata de um sistema de bombeamento de d4gua conhecido

como Coclea.



Figura 2.1: Arquimedes de Siracusa.

Fonte: |Wikipedia (2004)

Muitas das histérias de Arquimedes estdo relacionadas a defesa de sua cidade, Siracusa.
Uma das mais famosas € a dos espelhos queimando os navios romanos. Segundo Assis| (2008)),
Arquimedes teria concentrado os raios solares usando um grande espelho para atear fogo aos
navios de Roma.

Sem dividas, Arquimedes era um grande sabio. Ainda de acordo com o trabalho de|Assis
(2008)), quando o rei Hierdo tomou o poder de Siracusa, este solicitou a confeccdo de uma coroa
feita de ouro para homenagear os deuses. Prontamente, os ourives, profissionais que trabalham
com esse tipo de matérias, entregaram-lhe o pedido, o qual deixou o rei bastante feliz, até que
um dia ouviu rumores que parte do ouro que havia destinado para a constru¢do da coroa tinha
sido roubado. Sem saber como descobrir a fralde, o rei Hierdo solicitou a0 matemaético para
que esse resolvesse o problema. Debrugando-se sobre o assunto, um belo dia ao entrar em uma
banheira, Arquimedes percebeu que a medida que seu corpo afundava, saia dgua do recipiente
na mesma propor¢do, com isso, o sabio percebeu que se trabalhasse com a densidade do ouro e
da prata poderia resolver o problema, diante da solucao do desafio, segundo o trabalho do autor
acima citado, Arquimedes saiu correndo pelas ruas da cidade gritando, eureca, eureca, (encontrei
encontrei)!

De fato, Arquimedes foi um grande matematico para sua época e para os dias atuais. Das
principais obras que sobreviveram a todos esses anos e chegaram até nds, muitas delas eram
destinadas ao astronomo Canon de Samos, a seu discipulo Dositeu de Pelusia, ao rei Gelon,
filho do rei Hierdo, e a Erastdstenes, bibliotecdrio do museu de Alexandria e conhecido pela
estimativa do raio da terra. Dentre essas obra, destacamos as seguintes: Sobre as esferas e o
cilindro, Medidas do circulo, Sobre conoides e esferoides, Sobre as espirais, Sobre o equilibrio
dos planos, O contador de areia, Quadratura da pardbola, entre outras.

Na obra Sobre as esferas e o cilindro, Arquimedes mostra que a superficie de uma esfera
¢é igual a quatro vezes a drea do circulo maior que passa pelo seu centro e mostra ainda que o
volume da esfera vale dois tercos do volume do cilindro circunscrito a ela, conforme a Figura
2.2] o qual Arquimedes expressou em vida que em seu timulo fosse colocado um cilindro

cincunscrito a uma esfera dentro dele.



Figura 2.2: Cilindro com um esfera circunscrita.

Fonte: [Assis| (2008)).

Arquimedes foi morto em 212 a.C por um soldado romano durante a conquista da cidade
por Marcelo, o qual tinha bastante admiragdo pelo matematico, e que, mesmo dando ordens

expressas a seus soldados que poupassem a vida de Arquimedes, essas ndo foram compridas.

2.1.2 Pappus de Alexandria

Pappus nasceu em Alexandria e é considerado o matematico mais importante entre 0s
gregos da época do final do Império Romano. De acordo com Jones (2021)), seu trabalho mais

importante € Sinagoga, que significa cole¢ao.

Figura 2.3: P4gina de rosto do trabalho Mathematicae colletione.

PAPPI

ALEXANDRINI
MATHEMATICAE
Colletiones.

A FEDERTIC G
coMMANDINDO
VIABILINATLE
In Latinum Conuerlz, & Commentarijs
Mhoftraz.

VENETIIS
APudanciﬁ:umdc FrancifcisSenenfem.

M. D. LXXXIX.

R PN CEMI A T 7 1o

Fonte: Wikiwand| (2007)

Infelizmente, da tnica copia grega da Sinagoga, que sobreviveu durante toda a idade
média, foram encontrados apenas os livros, do 3 ao 7, e partes dos livros 2 e 8. Desse tltimo,
pode ser encontrada sua tradugdo para o Arabe. O livro 1 foi completamente perdido.

Ainda segundo Jones| (2021)), a colecao Sinagoga aborda diversos tépicos matematicos
interessantes tendo Geometria como o principal enfoque. O segundo livro trabalha o seguinte

problema. Associando v ao nimero 1, 8 ao nimero 2, e assim sucessivamente até w ao nimero

6



24, como calcular o produto de todas as letras em uma linha de uma poesia e nomear esse
resultado? O terceiro livro trata da duplicacdo do cubo, isto é, dado um certo cubo, como
construir outro que tenha o dobro do volume do primeiro? O quarto livro aborda o estudo de
espirais bem como a divis@o de uma angulo dado em uma quantidade de partes iguais.

De acordo com Magno, Chaquiam e Sousa (2020), o livro 5 é composto de cinco partes,
das quais a segunda fala sobre circulos inscritos no Arbelo de Arquimedes. Arbelos sdo figuras
geométricas que serdo estudadas na Secao 2.7. Tais circulos sdo conhecidos na literatura como
Cadeia de Pappus, ver Figura[3.3] O livro 6 fala sobre Astronomia, o livro 7, o mais longo, é
um comentario do autor sobre um grupo de livros de Euclides, Apolonio de Perga, Eratdstenes
de Cirene e Aristeu, referidos coletivamente como “O tesouro da andlise”, e, por fim, 0 oitavo
livro fala sobre algumas aplicacdes de Geometria na Mecanica, nos quais os topicos incluem
construgdes geométricas feitas sob condi¢des bem peculiares como, por exemplo, usando uma

bussola enferrujada presa e uma abertura fixa.

2.2 A circunferéncia

Nessa secdo sdo apresentados alguns conceitos basicos sobre circunferéncia, tais como
sua defini¢do como lugar geométrico e propriedades que serdo de extrema importancia para essa

obra.

Definicio 1 (Distancia entre dois pontos). Dados os pontos A = (x1,y1) e B = (22,y2) no

plano cartesiano, a distdncia entre eles é dada por

d(A, B) = \/(x2 — 21)% + (2 — 1) @.1)

Definicao 2. Dados um ponto C, pertencente a um plano o, e um niimero positivo r, chama-se

circunferéncia o conjunto dos pontos de o que estdo a uma distancia r do ponto C.

Considere a circunferéncia A de centro C'(a, b) e raio r, conforme a Figura[2.4]

Um ponto P pertence a \ se, e somente se, d( P, C') = r. Portanto, temos que

PeAadP,C)=r& \/(x—a)?+(y—b?2=r

e, dai, temos a equacdo da circunferéncia.

(x —a)*+ (y — b)* =r°. (2.2)

Exemplo: A equagdo da circunferéncia de centro C'(5,6) eraior = 2 é (x —5)? + (y — 6)* = 4.
Uma situagdo muito importante para esse trabalho € quando uma reta e um circulo tém
apenas um ponto em comum. Nesse caso, dizemos que a reta € tangente a circunferéncia e o

ponto em comum € chamado ponto de tangéncia.



Figura 2.4: Circulo de centro (a, b) e raio r.
Y

P

Fonte: O autor

Os resultados a seguir, entre os quais ha alguns que apresentaremos sem demonstracgao,

podem ser encontrados na obra de [Barbosal (1985)) e [Fernandes| (2019).

Proposicao 1. Uma reta é tangente a uma circunferéncia se, e somente se, essa reta é perpendi-

cular a seu raio.

Figura 2.5: Reta ¢ tangente a circunferéncia .

Fonte: O autor

Definicao 3. Trés pontos de um plano sdo ditos colineares quando pertencem a uma mesma reta.
Proposicao 2. Trés pontos A = (x1,y1), B = (x2,y2) e C = (x3,y3) sdo colineares se, e
somente se, suas coordenadas verificam a igualdade

(w2 = 21)(ys — y2) = (w3 — 22) (32 — 1)

Demonstragdo. (=) Sejam A(x1,y1), B(x2,y2) € C(x3,ys) trés pontos colineares. Temos trés

casos possiveis.
* 1° caso: Dois pontos coincidem (digamos A = B).

8



Nesse caso, temos (1 = x2) e (y1 = ¥y2), logo:

(o —21)(ys —42) =0 (y3 —y2) =0
(23 — 29)(y2 — y1) = (x3 — 23) - 0 = 0.

e 2°caso: Os trés pontos sao distintos e pertencem a uma reta paralela a um dos eixos.

Com efeito, sem perda de generalidade, suponha que a reta seja paralela ao eixo Oz. Nesse

caso, temos y; = Yo = y3. Logo,

(2 —21)(y3 —y2) = (v2 —21) - 0=0
(73 — 22) (Y2 — 1) = (23 — 22) - 0 = 0.

Observacao: No caso em que a reta é paralela ao eixo Oy temos que r; = x5 = x3. Logo,

(w2 —21)(y3 —y2) =0 (y3 —92) =0
(73 — 22)(y2 — 1) = 0 (Y2 — y1) = 0.

* 3° caso: Os pontos sdo distintos e pertencem a uma reta nao paralela a nenhum dos
eixos. Tal situacdo estd ilustrada na Figura[2.6] onde os pontos A, B e C' estdo alinhados

e, consequentemente, os tridngulos ABD e BCFE sdo retangulos e semelhantes (ver

Defini¢do [6|e Exemplo[2.3]).
d(A, B)
Nesse caso, considere r = "~ Entio;
d(B,C)
T2 — X1 Y2 —
r= er—= )
T3 — X2 Ys — Y2
Assim,
To — X1 _ Y2 — 1
T3 — Tg Ys — Y2
Portanto,

(22 — 21)(y3 — ¥2) = (23 — 22)(y2 — ¥1)

(<=) Suponha que vale

(w2 — @1)(ys — y2) = (x5 — 2)(y2 — y1)
Assim, temos trés situacdes possiveis.
i) (x3 — ) = 0 (ou seja, xo = x3). Assim, temos
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(w2 — 21)(ys — y2) = 0.

Logo,
(w2 — 21) = 0ou (y; — y2) = 0.

Para x93 — 7 = 0, temos x; = x9 = x3, dessa forma A, B, C' pertencem a uma reta

paralela ao eixo Oy. Se y3 — yo = 0, entdo y3 = y, € x3 = To.

Portanto, A = B e os pontos A, B, C' s@o colineares.

ii) De modo andlogo a primeira situagao, se (y2 — y1) = 0, temos (zo — x1)(ys — y2) = 0.
Assim,

(xg —21) =0o0u (y3 —y2) = 0.

Se (9 — x1) = 0, temos

T2 =T1€Y2 = Y1

Assim, A e B coincidem, dessa forma, A, B, C' sido colineares. E se y3 — yo = 0 resulta

que y; = yo = Y3, assim, A, B, C pertencem a uma reta paralela ao eixo Ox.

i) z3 —22 #0eya —y1 # 0

Nessa situagdo, segue por hipétese que:
(Y3 —y2) # 0
Assim, dividindo ambos os membros por (x5 — z2)(ys — y2), temos

T2 —T1 Y2 — Y1
T3 — T2 Ys — Y2

Entdo, na Figura[2.6] os tridngulos ABC' e BC'E sdo semelhantes e tém lados proporcio-
nais, logo sdo semelhantes, (Ver Defini¢do 5 e Exemplo 2.3). Por isso a = (3, onde av e 3
sdo as medidas dos angulos DAB e EBC respectivamente. Dessa forma temos que os

pontos A, B e C' estdo alinhados.

2.2.1 Circunferéncias tangentes

Da Geometria, temos que duas circunferéncias sao tangentes quando possuem somente
um ponto em comum. Podemos observar abaixo que existem dois casos nos quais duas circunfe-

réncias sdo tangentes.
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Figura 2.6: Triangulos semelhantes.

Fonte: O autor

Figura 2.7: Circunferéncias tangentes externas.

A
y

Fonte:

Caso 1: As circunferéncias sdo tangentes externas. (Veja Figura[2.7)).
Neste caso, temos que a distancia entre os centros C; e C' € igual a soma dos dois raios

r1 € ro das circunferéncias, pois

d(Ol,Cg) = d(Ol,P) + d(OQ,P) =T + 9.

Caso 2: As circunferéncias sdo tangentes internas. (Figura[2.8).
Neste caso, temos que a distincia entre os centros C e C'y das circunferéncias € igual a

diferenca dos seus raios, ou seja:

d(Cl,CQ) = d(Cl,P) — d(CQ,P) =71 —To.
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Figura 2.8: Circunferéncias tangentes internas.

A
y

Fonte: O autor

A proposic¢do a seguir € um resultado muito importante para esse trabalho, ela pode ser

encontrada com mais detalhe em [Fernandes| (2019).

Proposicao 3. Duas circunferéncias sdo tangentes se, e somente se, seus centros sdo colineares

com o ponto de intersecdo delas.

Demonstracdo. Sejam A; uma circunferéncia de centro Oy, A, uma circunferéncia de centro O,
e B um ponto de intersecdo entre \; e A\o. Suponhamos que \; e A2 sdo tangentes. Entdo 5 € o
unico ponto de intersecdo entre A\; e A\o. Temos dois casos a considerar.
Caso 1: As circunferéncias \; e A sdo tangentes externas, conforme a Figura[2.9]

Neste caso, sobre o ponto 53, podemos tragar uma reta r tangente as circunferéncias \;
e \y. Pela Proposicdo 1, a reta r é perpendicular as retas O; B e BO,. Como ambas as retas
O1B e BO, contém o ponto B, concluimos que elas coincidem. Logo, os pontos Oy, B e O

sdo colineares.

Figura 2.9: Circunferéncias tangentes externas no ponto B.

Fonte: O autor

Caso 2: As circunferéncias \; e A9 sdo tangentes internas, conforme a Figura[2.10
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Neste caso, sobre o ponto B, podemos tragar uma reta f tangente as circunferéncias \; e
A2. Novamente pela Proposi¢do 1, areta f € perpendicular as retas O, B e BO,, as quais contém

o ponto B. Logo, as retas O; B e BO, coincidem. Assim, os pontos O, B e O, sdo colineares.

Figura[2.10]

Figura 2.10: Circunferéncias tangentes internas no ponto B.
.r

Fonte: O autor

Reciprocamente, suponhamos que os centros O; e O, das circunferéncias A\; e A\, sejam
colineares com o ponto 5. Novamente temos dois casos a considerar.
Caso 1: O ponto de tangéncia esta entre os dois centros.

As circunferéncias \; e A\, sdo tangentes externas, conforme a Figura 2.9.

Com efeito, sejam A; e A, duas circunferéncia que possuem um ponto em comum e
colineares com seus centros. Como P esta localizado entre os centros e € inico, temos que as

duas circunferéncia sdo tangentes externas no ponto P. Veja Figura[2.11]

Figura 2.11: Circunferéncias tangentes externas no ponto P.

Fonte: O autor

Caso 2: O ponto de tangéncia esta entre os dois centros
De modo andlogo, considere A; e A dua circunferéncia que possuem um ponto P em

comum € colineares com seus centros. Como P ndo esta localizado entre os centos das circunfe-
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réncias e € o tnico que pertence as duas, logo as duas circunferéncias sdo tangentes internas no
ponto P. Veja Figura[2.12]

Figura 2.12: Circunferéncias tangentes internas no ponto P.

f

Fonte: O autor

2.2.2 Circunferéncia e ponto externo

Considere um ponto P e uma circunferéncia I', ambos pertencentes a um plano o, com

P exterior a I', temos o seguinte resultado.

Proposicao 4. Considere o ponto P e a circunferéncia I' conforme anunciado acima, sejam

as retas 1 e ro tangentes a 1" nos pontos H, e Hs, respectivamente, e passando por P. Entdo
temos que d(P, Hy) = d(P, Hs).

Demonstragdo. Consideremos os tridngulos PH,0 e P H>O. Figura[2.13] Pelo caso especial de

congruéncia de tridngulo, cateto e hipotenusa, temos que os mesmos sdo congruentes. Portanto,

temos que d(PH,) = d(PHs). O
Figura 2.13: Retas tangente a I', passando pelo ponto P.

Fonte: O autor
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2.3 Elipse

Definicdo 4. Dados dois pontos distintos I} e F5, pertencentes a um plano «, seja 2c a distancia
entre eles. Definimos elipse como sendo o conjunto de pontos de o cuja soma das distancias a

F\ e F5 é a constante 2a (sendo 2a > 2c¢).

Figura 2.14: Elipse de focos F} e F5.

Fonte: O autor

Na ﬁgura temos que F} e Iy sdo os focos da elipse e o segmento A; A, e chamado
de eixo maior.
Observacio: Sejam A; e A, extremidades do eixo maior da elipse conforme a Figura [2.14]
Temos que d(A;, Ay) = 2a. Com efeito, seja d(Ay, Fy) = x,d(As, F3) = vy, temos, pela
Defini¢ao @] que:
d(Aq, F1) + d(Aq, Fp) = d(Ag, Fy) + d(Ag, F). (2.3)

Entao

r+(r+20)=y+(y+2c) =z =y.

Logo,
d(Al,AQ) = d(Al, Fl) =+ d(Fl,FQ) + d(Fg,Ag) =x+ 26—|— xr = 2(17 + C) = 2(1,.

Considere a elipse cujos focos sdo F; = (—c¢,0) e F; = (c,0), o centro é (0,0) e os
vértices sdo A; = (—a,0), A> = (a,0), By = (0, —b) e B, = (0,b), conforme Figura[2.15|

15



Figura 2.15: Elipse com centro na origem do sistema cartesiano.

y

Fonte: O autor

Como vimos, temos que A; As e o eixo maior da elipse e By B, e chamado de eixo menor,
de modo que d(A;, Ay) = 2a é a medida do eixo maior, d(B;, By) = 2b é a medida do eixo
menor e d(F, Fy) = 2c é chamada de distancia focal. Temos também que a reta dada pelos
pontos A; A, é chamada de eixo focal.

Observacao: Em toda elipse, como consequéncia do teorema de Pitdgoras, vale que;
a’ =b* + A (2.4)
Proposicao 5. A equacdo da elipse de centro na origem do sistema cartesiano, cujo eixo maior

esta sobre o eixo Ox é dada por

.CL"2 y2

Onde a e b sdo respectivamente as medidas dos semieixos maior e menor da elipse

Demonstracdo. Seja E uma elipse de centro na origem do sistema cartesiano, cujo €ixo maior
esta sobre o eixo Oz, conforme a Figura[2.15] Pela Defini¢ao temos que

Pe E@d(P,Fl)—i—d(P,FQ)IQG

Assim,
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V@ +e?+ =07+ /(z =+ (-0 = 2a
& @+ +y? = 20— /(z -+
& (r+o)*+y* = 4a® —4dar/(x — )2+ y2 + (x — c)? + 3
s 242+ +y? = 4a® —da/(z — )2+ 92+ 2 — 2cx + 4y

& a(r—c)2+y? = a*—cx
& d(z—c)?+ad*y = (a* —cx)?
& d’r? —2dcx + d*F +d*y? = o' —2d%cx + 2P
s d’r? -t +ad%y = at —d*d
& (a* - A)r*+ad*y? = d*(a® — )
s bt +a®y? = a*b?
2 2
. % + z_z ~ 1

O]
Observacdo 1: Se o eixo maior estiver sobre o eixo Oy (Veja Figura[2.16)), entdo a equagdo

reduzida da elipse é:

.1'2 y2

Figura 2.16: Elipse com centro na origem do sistema cartesiano e eixo maior sobre o eixo Oy.

><"

Fonte: O autor
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Observacao 2: Se uma elipse tem centro no ponto O’(xg, yo) € Ay As//Ox (Veja Figura2.17)),

entdo, transladando seu centro para a origem do plano cartesiano, temos que sua equacao sera:

(z — xo)Q n (y — yo)2

E =L 2.7)

Figura 2.17: Elipse com centro no ponto (zg, ) € eixo maior paralelo ao eixo Oz.

Y&

=Y

Fonte: O autor

Observacao 3: Se uma elipse tem centro no ponto O'(zg, yo) € A1 As/ /Oy, (Veja Figura2.18)),

entdo sua equacao sera:
(v — @0)° n (¥ — ¥0)”

7 =1 (2.8)

Figura 2.18: Elipse com centro no ponto (zg, o) € eixo maior paralelo ao eixo Oy.

y

Yo [~

Fonte: O autor
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O exemplo abaixo, que pode ser encontrado em Venturi (1949), apresenta como podemos

identificar cada elemento de uma elipse através de sua equacao.

2 2

Exemplo: A equacdo % + 6= 1 representa uma elipse em que a? = 16, e b*> = 4, logo a = 4
e b = 2. Veja Figura|2.19

Assim, pela Observagdo 2, temos que o eixo maior coincide com o eixo Oy e tem

comprimento 2a = 2 - 4 = 16. Temos também que
F=a? - =16-4=12= c=2V3.

Assim, os focos da elipse sdo Fy = (0,2v/3) e I, = (0, —2+/3). Observe Figuram

Figura 2.19: Elipse de foco nos pontos Fy = (0,2v/3) e F, = (0, —2v/3)

=y

~4
Fonte: [Venturi| (1949).

c
Definicao 5. A excentricidade de uma elipse é dada por e = —.
a

Observacao: Quando ¢ = 0, ou seja, quando os focos coincidem temos e = 0, e nesse caso a
elipse se transforma em um circulo de raio a. A imagem, a seguir, foi retirado de |Venturi (1949)
c
no qual o autor define ¢ = —.
a

Figura 2.20: Elipses com diferentes excentricidades.

f-‘ﬂai The F,
\ |'I lll' :
» I| | |
C=F,=F, J u
. II"-,\ IIF'l F
=0 E=08 E=1

[CIRCU HFEHEHCIA]
Fonte: [Venturi| (1949).

Observando a Figura [2.20] e possivel inferir que a excentricidade pode ser usada para

comparar o quanto duas elipses sdo diferentes, fato esse que ndo € apresentado para os alunos
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no Ensino Bésico, de modo que os mesmos podem se perguntar porque somente as conicas,
elipse e hipérbole, tem excentricidade? A resposta para essa pergunta € bem simples e intuitiva
para o circulo, pois todos os circulos sao semelhantes entre si, ja o fato de todas as parabolas
serem semelhantes requer um pouco mais de estudo. Veremos logo mais tais fatos, para isso,

necessitamos da defini¢cdo de semelhanca.

Definicao 6. Duas curvas planas C' e C' sd@o semelhantes quando existe uma fungdo bijetiva

o : C — C' tal que p(x)p(y) = k - Ty, com k > 0 um niimero real.

A funcdo ¢ é chamada func¢do de semelhanca e k é chamada de constante de semelhanga.

Quando 0 < k < 1, a curva C’ é uma reducdo de C. Quando k£ > 1, a curva C’ é uma ampliagido

de C.

A/B/ A/ Cl BIC/

Exemplo: Dois tridngulos ABC e A’ B’C’ sdo semelhantes quando T elo k.
Assim, considerando os tridngulos da Figura 2.21] temos:
A/B/ A/Cl B/Cl
pu— pu— = 2.
AB AC BC
Figura 2.21: Triangulo semelhantes de razdo 2.
5
8
4
B
4 2
' '’ C
A 5 c A 3

Fonte: O autor

7

Dessa forma, temos que A’B’C’ € uma ampliagdo de ABC' com razdo de semelhanga
k=2.
A préxima proposi¢do apresenta uma condi¢ao necesséria e suficiente para que duas

elipses seja semelhantes. Tal resultado serd bastante util nos proximos capitulos.
Proposicao 6. Duas elipses sdo semelhantes se, e somente se, possuem a mesma excentricidade.

Demonstracdo. (=) Considere E e E’ duas elipses com fungdo de semelhanca p : £ — E' e
k > 0 a constante de semelhanca. Por rotagdes e translacdes, podemos considerar que £ e £’

sejam concéntricas, conforme a Figura [2.22]
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Figura 2.22: Elipses E e E’ com centros no plano cartesiano.
b

b

b

b

Fonte: O autor

Ou seja, os vértices da elipse F sdo v; = (—a,0), v = (a,0), v3 = (0,b) e vg = (0, —D).
E os vértices da Elipse £’ sdo ¢(vy) = (—d’,0), ¢(v2) = (d’,0), ¢(vs) = (0, =) e p(vy) =
(0,0).

Assim, temos que

o(v1) - p(va) =k - V103
= 2d =k 2a

= d =ka.

De modo andlogo, temos que b’ = kb. Denotando a semidistincia focal por c. Temos que
.. (&
a excentricidade de E vale e = —.
a

Resta agora deduzirmos a excentricidade de E’. Para isso, denotando por ¢ a semi-

distancia focal da elipse £’. Temos que

¢ = Jar-wp
= (ka)? — (kb)?
_ VPR
= k(a2 — b?)
- e
= ke

Logo, temos que

d ke ¢
eE/ = —= — = — = eE'
a’ ka «a

Portanto, temos que a excentricidade de F € igual a excentricidade de £’.

(<) Suponha agora que F e E’ tenham a mesma excentricidade. Isto é,
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Considere b o semieixo menor da elipse E. Entdo, temos que o semieixo menor da elipse

E' vale:

b = (ka)? — (kc)?
_ EETER
= JE(a? - )
N
= kb.

Dessa forma, as equagdes de F e E’ sdo dadas por,

IQ y2 I2 y2
E?_Fﬁ:l’E

Desse modo, verifica-se que,
(z,y) € E & (kx,ky) € E'.

Defina a func¢do ¢ : E — E'; p(z,y) = (kx, ky).
Afirmacao: Temos que a funcdo ¢ é de semelhanga com constante de proporcionalidade k.
Com efeito, tomando os pontos A = (x4, Ya), B = (xp, ) € E e p(kxy, kysy), o(kxy, kyp) €

E' temos,

p(A)p(B) = kAB.

Dai fica provada a reciproca da proposicao.

[
Proposicao 7. Se duas elipses sdo semelhantes entdo seus eixos sao proporcionais.
Demonstragcdo. Considere E' e E’ duas elipses com fungdo de semelhanga
¢ : E — E’ ek > 0 aconstante de semelhanca. Conforme resultado anterior, temos que,
c
ep=—=— —ep & dc="Ca 2.9)
a a
/2

Como a® = b* + ¢ e a’* = I/? + 2, elevando ambos 0os membros da Equagio (2.9) ao

quadrado, temos,
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a*c? =a’c* & d?*(a® - V) = d*(a” - b?)
o g2 — % — a?d® — 2B
o —d?P — a2
=

(0= (5"

Como todos os termos sao positivos, temos que

a/

v

b

2.4 Area e Comprimento da Elipse

Proposicao 8. Considere S a drea da elipse de eixo maior igual a 2a e eixo menor igual a 2D,

temos que S = abm

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, considere a elipse de equagao

2 2
?—’—ﬁ =1, com a® = b+ (2.10)

Isolando y na Equacéo (2.10)), temos:

b —b
y=—Vva?>—1a? ou y:?\/aQ—xz. (2.11)

a

Observe Figura[2.23]

Figura 2.23: Equacdo da elipse.
Y

Fonte: O autor
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De acordo com [Leithold (1990), temos que

S = 2/ 9\/a2 — x2dx = 29/ Va? — x?dx. (2.12)
@ a ) _,

Vamos calcular / va? — z2dx.

Temos que,

L/“V@?:3§¢p:(ﬁ/m\/1-(g)im; (2.13)

.
Fazendo a mudanca de varidvel — = sen(u), temos z = asen(u). Logo, dz = a -
a
cos(u)du. Como —a < z < a, temos que

—1 <sen(u) < 1.

u
2 — —

2|3

Assim,

/a 1- (g)Qdu = /_1//22 \/m~ a - cos(u)du

= o [ T e -costud

—7/2

Como /cos?(u) = | cos(u)| = cos(u), pois u € [TW, g} , temos que,

/2 W /2
a 1—(=) dz = a/ cos?(u)du
\/;7r/2 <2> —7/2 ( )

/”/2 ( 1 cos 2u>
—xj2 \2 2

B u o osen2u\ g2
- “(5* 1 >|ﬂﬂ

w/2
(u N sen(u) cos(u))
= a —_ _—
2 2
—7/2
_am am _ am
4427

Assim, temos que

a 2
/ Va2 — 22dr = aTW. (2.14)
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Dessa forma, concluimos que

2b  a’w

S=—.-— =abr. (2.15)
a 2

]

Observe que se a = b temos que a elipse se transforma no circulo de raio a cuja drea
sabemos ser dada por a?.
Em um primeiro curso de cdlculo, sabemos que o comprimento C' de uma curva de

equagdo y = f(x) onde f é uma fungdo de classe C'! no intervalo [a, b], é dada pela férmula:

C = / 1+ [f(x))*de.

Assim, temos a seguinte proposi¢ao:

.~ . . ~ .. c .
Proposicao 9. O comprimento da elipse de Equacdo (2.3)) e excentricidade e = — é aproxima-
a

damente

2

e 3€4>
~ 22— — 4+ —. 2.1
C Wa( 5 + 16 (2.16)

Demonstragdo. Considere a elipse de Equagdo [2.5] derivando implicitamente ambos os lados da

igualdade em relagdo a x, temos,

2 2y’ 2y’ -2
2 WY vy _ 2
a b2 b2 a?
, —2xb?
= 2a%y
Ou seja,
, b’
y - a2y'

Elevando ambos 0os membros ao quadrado e somando 1, temos

2.17)

Substituindo na Equacao (2.17), obtemos,
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b2
1+@)? = 1+ 5

xr
o (1-75)

biz?
a2
b2z?
a2(a? — 22)
a*(a® — 2%) + b*x?
a2(a? — 72)
a* — a’z? + b*x?
a2(a? — 22)
at — (a® — b?)a?
a2(a? — 72)

ca?

CL__
—GQ
a2 — 12

= 1+

- 1+

. . . . c .
Como a excentricidade da elipse é dada por e = —, concluimos que
a

a? — e?z?
L+ ) = ——= (2.18)

Dessa forma, o perimetro procurado serd dado por,

a (12 - 62ZL‘2
o Vo a2—z
Assim, fazendo a substituicdo trigonométrica x = asen(«)

emos dr = acos(a)da.

Observe ainda que para x = 0 temos o = 0 € para x = a temos o« =

A IR I

Logo, a Equagéo [2.19]serd dada por,

™21 [a? — e2a? sen(a /2
C= 4/0 [\/ R sen2((04))acos(&>] d(a) = 4a/0 v/ 1 —e?sen?(a)d(a). (2.20)

A integral acima € uma integral eliptica e ndo pode ser resolvida por fun¢des elementares.
Por isso, ndo teremos o valor exato do comprimento da elipse e sim uma boa aproximagdo para
tal. Para isso, usamos a expansao por bindmio de Newton que, por sua vez, permite calcular

poténcias do tipo (1 + z)", para z,n € R tal que |z| < 1.
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1
Como | — e?sen’(a)| = |e€?||sen*(a)| < 1, temos que se considerarmos n = 3¢
r = —e?sen?(a), obtemos, pela expansio binomial, que
(1- ezsenz(a))w o1 e?sen?() N e‘sen*()  e%sen’(a) 221)

2 8 16
Por fim, substituindo (2.21)) em (2.20) e integrando termo a termo, obtemos a férmula
aproximada para calcular o comprimento de uma elipse em funcio de sua excentricidade e do
Seu e1X0 maior, isto é:
e 3et  5eb )

C’:mz(Q———l————

2.22
2 32 128 (2.22)

]

Saindo um pouco da parte geométrica, veremos agora o principio de inducao finita. Tal
principio € usado em matematica para provar teoremas e proposicdes que envolvem os nimeros
naturais. Uma ideia intuitiva para o principio, segundo Maciel (2021), é imaginar uma fila com
um numero infinito de pedras de domind, postas uma a uma de forma que, se um dominé cair o
seu sucessor também caird. Dessa forma, derrubando a primeira pedra do dominé, garantimos
que todas as demais devem cair.

A proposicdo a seguir, cuja demonstragdo pode ser encontrada no trabalho acima citado,
serd usada nesse manuscrito para demonstrar uma propriedade bastante importante da Cadeia de

Pappus, que serd vista no préximo capitulo.

Proposicao 10. (Principio de Inducdo) Seja P(n) uma sentenca aberta em N. Se P(n) satisfaz
as condigdes: i) P(1) é verdadeira; ii) Para todo n € N, se P(n + 1) for verdadeira sempre que

P(n) for verdadeira; entdo a proposi¢do P(n) é verdadeira para todo n € N.

2.5 Os arbelos, os parbelos e suas propriedades

Nesta secdo, veremos a defini¢do de arbelo e parbelo e algumas das principais propri-
edades dos mesmos, as quais seram de extrema importancia para esse trabalho. Essa parte do
trabalho se passeia nas obras de Kiwamen| (2014), |Dassie e Lima) (2004) e [Silva (2014a)).

Arbelo, nome de origem Grega que significa faca de sapateiro (veja Figura 2.24)), é
uma regido plana limitada por trés semicirculos que sdo tangentes aos pares (ver Figura[2.25) .
Segundo [Oliveira (2023), foi Arquimedes de Siracusa o primeiro a estudar os arbelos, os quais
encontram-se no antigo livro Lemmas. Tal livro traz algumas das principais propriedades dos

arbelos, duas das quais destacamos abaixo.
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Figura 2.24: Faca de sapateiro

b -

Figura 2.25: Arbelo

Fonte: O autor

Proposicao 11. O comprimento do limite superior de um arbelo é igual ao comprimento de seu

limite inferior.

Observe que tal propriedade, apesar de ndo intuitiva, € muito facil de ser demonstrada
e apresentada para alunos do Ensino Médio, basta ter a no¢do do conceito de comprimento de
arcos, o que torna o estudo desse objeto acessivel aos alunos.

Ja a propriedade que veremos a seguir apresenta um pouco mais de dificuldade em
sua demonstragdo, mas o docente pode apresentar como uma simples curiosidade matematica,

instigando aqueles mais curiosos a buscarem mais informagdes sobre o tema.

Proposicao 12. Seja B o ponto comum do semicirculo externo e a reta perpendicular a A, As

passando por As. Temos que a drea dos arbelo é igual a drea do circulo cujo didmetro é A, B.

Para apresentar a definicdo e as propriedades dos parbelos, inicialmente, recordamos a
definicdo de paradbola e de dois conceitos ndo muito utilizados no Ensino Bésico, o de corda

focal e Latus rectum.

28



Figura 2.26: Area do arbelo igual a 4rea do circulo de didmetro A, B.

Fonte: O autor

Definicao 7. Considere I’ um ponto fixo no plano e L uma reta que ndo passa por F'. Chamamos

de pardbola P o lugar geométrico dos pontos equidistantes de F' e da reta L, veja a Figura2.27]

Figura 2.27: Parabola de foco F' e diretriz L.

R

)

Fonte: O autor

O ponto F' é chamado de foco e a reta L é chamada de diretriz. Por definicdo, temos que

a medida do segmento C'D € igual a medida do segmento F'D.

Definicao 8. Chamamos de corda focal qualquer segmento de reta com extremidade pertencente

a pardbola P que passa por seu foco F. A corda focal que tem o menor comprimento é chamada

de Latus Rectum.

Temos que tal corda € obtida quando tomamos o segmento determinado pelos pontos
extremos pertencentes a parabola paralelo a reta diretriz L (ver figura[2.28)).
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Figura 2.28: Segmento (', (5, Latus Rectum da pardbola P

Fonte: O autor

Definicao 9 (Parbelos). Considere trés pontos colineares C, Cy, C3, chamamos de Parbelos a
reunido de trés pardbolas tendo C,Cs, CyC5 e C1C'3 de um mesmo lado da reta que contém os
portos C1,Cy e Cs e sendo os segmentos C1Cy, CoC3 e C1C3 os latus rectum das respectivas

pardbolas.

Assim como os circulos, todas as pardbolas sdo semalhantes entre si. Sendo assim, é
razoavel esperar que os parbelos tenham propriedades similares as dos arbelos. Motivado por tal
expectativa, Sondow| (2013) investigou os parbelos e provou que diversos resultados dos arbelos

também valem para os parbelos.

Figura 2.29: Parbelo.

C;

Fonte: O autor

Em termos de fun¢des, Kiwamen| (2014) definiu os Parbelos da seguinte forma:
Considere a fungio quadrética h(z) : [0, 1] — R, definida por h(x) = aaz? — acx, com
a < 0eh(0)=~h(1) =0.Sejaum ponto z € (0, 1), considere hy : [0,z] - Rehy:[z,1] = R,

definida como:

ha(z) = zh (f> , (2.23)
z
e
ha(z) = (1 — 2)h <x_z) (2.24)
1—=z2
O caso particular h(z) = x — 22, ou seja, « = 1 € a = —1 é conhecido como parbelo de
Sondow.
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A préxima proposi¢do, é um resultado andlogo a Proposicdo [[1] Tal propriedade, diz
respeito ao comprimento dos arcos superior € inferior dos parbelos, o que torna essa estrutura

bastante similar a estrutura dos arbelos de Arquimedes.

Proposicao 13. O arco superior de um parbelo tem comprimento igual a soma dos comprimentos

dos arcos inferiores.

Observe que essa proposi¢do apresenta um resultado bem interessante sobre essas estru-
turas. Nosso objetivo nesse momento € tentar estender essas propriedades para além dos arbelos
e dos parbelos. Na proxima parte desse trabalho, veremos que as elipses com excentricidades
iguais também possuem algumas caracteristicas interessantes. Tais caracteristicas colocam os

arbelos elipticos como estruturas similares aos arbelos e parbelos.

31



Capitulo 3

Ellarbelos

Neste capitulo, veremos alguns dos principais resultados desse trabalho. Iniciamos
definindo o conceito de ellarbelo. Em seguida, demonstraremos que em um ellarbelo formado
por elipses com a mesma excentricidade (ver Figura[3.1)), vale que o comprimento da semielipse
maior € igual a soma dos comprimentos das semielipses menores. Demonstraremos também que
a drea desse ellarbelo € igual a drea da elipse de eixo focal dado pelo segmento de reta que passa
pelo ponto F5 e € perpendicular a reta E Fs.

Ainda nesse capitulo, veremos alguns resultados sobre a Cadeia de Pappus, provaremos
o Teorema de Pappus sem o uso de inversdo e mostraremos como calcular as coordenadas dos

centros e dos raios dos circulos que compdem a Cadeia de Pappus.

Definicao 10. Um arbelo eliptico ou simplesmente ellarbelo é uma regido do plano delimita por
trés semielipses em vez de trés semicirculos, no qual os portos de interseccdo sdo os vértices das

elipses.

Figura 3.1: Arbelo eliptico ou ellarbelo.

Fonte: O autor

Os pontos F, F5 e E3 sdo chamados cuspides do ellarbelo.
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A proposicdo a seguir é um resultado andlogo as Proposi¢des[I1]e[I3] Veremos que, se

as elipses tem a mesma excentricidade entdo vale o mesmo resultado dos arbelos e dos parbelos.

Proposicao 14. Seja um ellarbelo formado por elipse de mesma excentricidade entdo o compri-

mento da semielipse maior é igual a soma dos comprimentos das semielipses menores.

Demonstracdo. Com efeito, considere o ellarbelo formado por trés elipses de mesma excentrici-

dade. Pela Proposi¢do 0] o comprimento da semielipse maior é dado por

e  3et  5el

C = (2 -4+ — - —) . 3.1

i > 732 128 G-

Por outro lado, temos que os comprimentos das semielipses menores é dada por
e 3et  5eb )

= 2— —4+ —=—-— 3.2

G ml( > " 32 128 ©-2)
¢ 2 3 4 5 6
€ (& (&

=i 2— — 4+ — — —) . 3.3

Ca = may ( > " 32 128 -3

Observe que as parcelas entre parénteses nas Equagdes [3.1] [3.2]e [3.3] sdo iguais. Como
a = aj + ag, temos que,
e?  3et  5el
C=C+Cy= (2—— ———)-
1+ Ca 7T(CL1+CL2) 5 + 39 198

]

O resultado a seguir, andlogo ao que acontece nos arbelos, diz que a drea do ellarbelo
pode ser encontrada observando a elipse de eixo maior EyA. Veja a Figura[3.2] Para isso, vamos

supor que as trés elipses tenham a mesma excentricidade.

Figura 3.2: ellarbelo e elipse de eixo focal FyA
A

Fonte: O autor

Proposiciio 15. Considere o ellarbelo da Figura[3.1] temos que sua drea é igual a drea da elipse

de eixo maior dado pela segmento de reta E>A e excentricidade igual as trés semielipses.
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Demonstracdo. Com efeito, considere as elipses de equagdes:

22 2 2 2 2 2
?J (x — 1) Y (z — x9) Y

E: =1, F i —+==1lely: ———+ %= =1. 34

R = N 4)

Suponha que F, F; e E> tém a mesma excentricidade a; +as = a, by +by = b, 11 = —bs

e x9 = by. Observe que as semi elipses tém seus eixos focais menores sobre o eixo Ox do plano
cartesiano. Dessa forma, temos que o ponto de tangéncia das duas semi elipses menores é dado
por x = by — bs.

Portanto, isolando y na Equacao (2.6), temos que cada ponto y da semielipse maior pode

ser dado por:
y=a 1——: b? — x2. (3.5)

Dessa forma, tomando x = b; — bs, temos que a medida do segmento Fy A, eixo maior

da elipse, sera:

FoA = %\/lﬂ — (b1 — by)2. (3.6)

Logo, a medida do semieixo maior da elipse é:

STVB = (b= b 3.7)

Como tal elipse tem excentricidade igual a excentricidade da semielipse maior, temos

que ', medida do semieixo menor, sera dado por:

CL\/b2 bl — bg
ca 2 _ _ 2
yoba 20 _ VP (= b)? 38)

a a 2
Assim, pela Proposi¢do [§] temos que a drea da elipse ¢ dada por:

s - - (SEEBEER) (YEETIER o=,

2b 2 4D

Por fim, substituindo a = a1 + as € b = by + by, temos

(a1 + az)blbgﬂ'

S = 3.10

by + by (3.10)
Por outro lado, temos que a drea do ellarbelo € dada por
. S—(S1+ S

Area do ellarbelo = % (3.11)

No qual, S, S; e S, sdo respectivamente as dreas das trés elipses que formam o ellarbelo.

Ou seja, S = Cl,bﬂ', Sl = CL1b17T € SQ = (lgbgﬂ'.
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Dessa forma, temos que,

abm — (a1by7 + agbam)

5 (3.12)

Area do ellarbelo =

Como a = aq + ay € b = by + by, temos:

(CLl + a2)<bl + b2)7T - ((Zlblﬂ' + CLQbQﬂ')
2
(a1b1 + CL1b2 + CLle + a2b2 — a161 — a2b2)7r
2
((11b2 + CLle) (bl -+ bg)
7"' .

2 (by + b2)

(a1b1b2 + agb% + alb% + CL2b1b2)7T

2(b1 + bg)ﬂ'

Area do ellarbelo =

baay asby
Como by = — e by = ——, temos que:
a2 (3]

asbibaay 4 aybaasby

(alblbg + + azblbg) ™

as aq
2(by + bg)
(2a1b1bg + 2a5b1by) 7
2(by + b9)
(ay + ag)brbom
bi+by

Area do ellarbelo =

3.1 Cadeia de Pappus

Conforme foi citado na Segéo [2.1] no livro 5, Pappus de Alexandria fala sobre circulos
inscritos no arbelo, veja a Figura[3.3] Tais circulo sdo conhecidos como Cadeia de Pappus, em

homenagem ao autor. Veremos nesse trabalho algumas de suas principais propriedades.

Figura 3.3: Cadeia de Pappus.

Fonte: O autor
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Proposicao 16. Os centros dos circulos da Cadeia de Pappus estdo sobre uma elipse de foco

dado pelo centros do semicirculo maior e do semicirculo médio que forma o arbelo.

Demonstragdo. Considere I/ e F' os centros dos circulos maior e médio que formam o arbelo,
seja C; o centro do circulo I'; da Cadeia de Pappus, vamos mostrar que C; pertence a elipse

de focos E e F'. De fato, sejam R, r, 1 e ry respectivamente os raios dos circulos com centros
F,E, H e Cy, conforme Figura[3.4;

Figura 3.4: Circulo tangente.

Te

A1 E F Az

Fonte: O autor

Na Figura[3.4] temos que:

EAl = EA2 :E:rl;
HA2 = HAg = T9;
ClG:C_J:T;

EC, =EI+IC, =r+r;

FCleG—ClG:R—r

Como R = r; + ry, temos que

E01+F01 = T+’I"1+R—T

= R+T1
= r+ro+nr
= oty = A
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Para os demais circulos da Cadeia de Pappus o resultado é demonstrado de modo

andlogo. 0

O proximo resultado, que se encontrar em [Parisse| (s.d.), fala que os pontos de tangéncia

dos circulos que formam a Cadeia de Pappus estdao sobre um circulo que passa pelo ponto Ay,
Veja a Figura[3.3]

Figura 3.5: Em azul, circulo que contém os pontos de tangéncia dos circulos da Cadeia de
Pappus.

Fonte: O autor.

Proposicao 17. Os pontos de tangéncia dos circulos da Cadeia de Pappus estdo sobre um circulo
que passa pelo ponto A, e tem didmetro dado pela razdo entre o quadrado da média geométrica

e a média aritmética do didmetro do semicirculo maior e o semicirculo médio do arbelo.

Demonstragdo. Inicialmente, mostraremos que os pontos de tangéncia sdo equidistantes de
um ponto P a ser determinado. De fato, Considere os circulos I'; e I's da Cadeia de Pappus,
conforme Figura[3.5] Pela Proposi¢do 3] temos que os pontos F', T e C estdo alinhados, assim
como os pontos Cy, T e Cs. Ja pela Proposicdo [I] existe uma reta m, que passa por T} e é
tangente a circunferéncia I'; e o semicirculo A; A3. Considere o ponto P, intersecdo de m, com
a reta dado pelos pontos A; As. Por outro lado, de modo andlogo, existe uma reta ms que passa
por 15 e € tangente as circunferéncias ['; e ['y. Observe que a reta my deve passar por P. De
fato, suponha por absurdo que a reta m, corte a reta A; A3 em um ponto P’ com P’ # P. Pelo
caso de congruéncia (lado-angulo-lado) os triangulos PTC e PT;Cy sdo congruentes, assim o
angulo legP = ClﬁP = 90°. Por outro lados temos que o angulo CQT\QP’ = 90°. Absurdo,
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pois, se consideramos o tridngulo P75 P’, temos que os angulo Cﬂ/gP e Cﬂ/”;P sdo angulos
externos desse tridngulo que medem 90°. Esse absurdo foi gerado pois consideremos P # P’.
Portanto devemos considerar P = P’.

Seja @’ a medida do eixo focal da elipse que contém os centros dos circulos que formam
a Cadeia de Pappus. Temos, pelo resultado acima, que o raio da circunferéncia que contém os
pontos de tangéncia é dado por r = o’ — x. Por outro lado, usando o Teorema de Pitdgoras,

temos que:

(d+z)2=rp+r = d*+2dv+2°=r5+1°
= a?+2dv+2*=r+d?*—2dv+2?
= 2dv=r]—2dr=4dv=r]
2
"0
= Tr=——.
4o/

Logo, temos que:

g — g O

r=a-—z=a=_ -
Lo 4a* —r} _ (2d" +10)(20" — 1o)
4a/ 4a/ '

Para finalizar, sejam 0 o didmetro da circunferéncia maior e a o didmetro da circunferéncia

menor que forma o arbelo, temos que
b=2d +rpea=2d —ro.

Dessa forma, temos que

b—a
ro = 5
Logo,
, a+b
a = 1
Portanto, / /
. (2a —i—r(ii?a ) _ ab_ﬁb- (3.13)

No qual concluimos que seu didmetro é [

a+b
Na préxima secao, veremos como a Cadeia de Pappus pode ser construida usando as
coordenadas dos centros dos circulos que as formam. Veremos também que as inclina¢des das

retas que passam pela origem e por tais centros formam uma progressao aritmética.
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3.1.1 Teorema de Pappus e Coordenadas dos centros dos circulos da Ca-

deia de Pappus

Sem duvida, o uso da inversdo para a constru¢cdo da Cadeia de Pappus ndo € elementar, ja
que este nao é um contetido ministrado no Ensino Fundamental e Médio, e muitas das vezes nem
mesmo nos cursos de graduacdo. Nosso objetivo nessa se¢io € apresentar uma forma alternativa
para a constru¢do da Cadeia de Pappus e demonstrar usando apenas geometria bdsica o famoso
Teorema de Pappus, o qual diz que a altura h,, do centro do enésimo circulo da Cadeia de Pappus
é igual a n vezes o diametro desse circulo.

Nosso primeiro resultado demonstra a afirmagdo acima para o primeiro circulo da Cadeia
de Pappus. Para essa demonstracio, usaremos alguns conceitos de Geometria Analitica, tais
como: equacdo da circunferéncia e equagdo da reta, contetidos esses de facil absor¢ao pelos

discentes.

Figura 3.6: Arbelo ABC com A centrado na origem do plano cartesiano

Fonte: O autor.

Proposicao 18. O centro da primeira circunferéncia da Cadeia de Pappus estd sobre a reta de

equagdo:
_5 (R—r) -
R+r

no qual R e r sdo respectivamente os raios dos circulos maior e menor que forma o arbelo. E a

Y (3.14)

distdncia desse centro a reta AB (base do arbelo) é duas vezes o raio desse circulo.

Demonstracdo. De fato, considere o arbelo ABC com cuspide A centrado na origem do plano
cartesiano. Veja a Figura[3.6] Seja R o raio do semi-circulo maior e r o raio do semi-circulo
médio. Pela Proposicdo |17/} a equacdo da circunferéncia que contém os pontos de tangéncia dos

circulos da Cadeia de Pappus € dada por:
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2Rr >2 9 ( 2Rr >2
_ = ) 1
<”“" Rir) TV T \Ryr G-15)

Temos também que a equacdo da circunferéncia que determina o arco BC' é dada por:

(z—(R+7)*+y*=(R—r). (3.16)

Assim, igualando e obtemos que o ponto de tangéncia do arco BC' com a

primeira circunferéncia que forma a Cadeia de Pappus é:

T — <2Rr(R +7) 2Rr(R — 7")) (3.17)

RZ412 ' R24 2

Assim, pelo Proposi¢do [16] e pelo fato de duas circunferéncia tangentes terem seus

centros € o ponto de tangéncia alinhados, podemos encontrar as coordenadas do centro da
primeira circunferéncia que forma a cadeia.

Com efeito, temos que a equacdo da reta que passa pelo centro da primeira circunferéncia

e pelo ponto C'5 é dada por:

yz—( 28 )@-(Rw)) (3.18)

R2 — 2

e a equacdo da elipse que contém os centros das circunferéncia é:

() e
(R+r>2 +(\/§)2 a
2

(3.19)

Assim, igualando as Equagdes[3.18]e[3.19] temos que a coordenada do centro da primeira

circunferéncia €é:

Rr(R 2Rr(R —
- ( r(R+r) | r( T) ) (3.20)
r2—Rr+ R?> r?— Rr + R?
Portanto, temos que:
U1 2(R — T)
—_—=—— 3.21
T R “+r ( )
Logo, como a reta passa pela origem do plano cartesiano, temos que sua equagdo €é dada
por
2(R—r)x
= —— 3.22
Y R+ (3-22)
O que prova o resultado. [

Para o que segue, temos que o raio da primeira circunferéncia da cadeia € dado por:
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Rr(R —r)
r2 — Rr + R?
Com efeito, basta calcular a distincia entre os pontos dados pelas equagdes e[3.201

(3.23)

r =

Note que r; € metade da ordenada de (.

Observe que o coeficiente angular da reta que passa pelo centro da primeira circunferéncia
da Cadeia de Pappus é o dobro do coeficiente angular da reta que passa pelo ponto de tangéncia
desta circunferéncia com o arco BC'.

O proximo resultado, encontra-se em Klarner (1981), e serd crucial na demonstragao
do resultado principal dessa se¢do. O mesmo mostra que existe uma relagdo entre os raios das

circunferéncia e as ordenadas desses centros.
Proposicao 19. Para toda circunferéncia da Cadeia de Pappus vale a relacdo

T R—r
U 3.24
z, R+r ( )

Demonstracdo. Considere uma circunferéncia de raio r,, qualquer, conforme Figura Pelo

teorema de Pitdgoras, temos a seguinte relacdo:

IO, —TC, =C.C —C.Cy

Como:
AF = x,,

LC,=R—- AL =R —z,,

LCy=r—AL=r1r —,,

cnCy=R-—r,
e
Cn—C'g =7r+Tr,.
Obtemos que
r, R-—r
L 3.25
z, R+r ( )
[
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Figura 3.7: Arbelo ABC e circunferéncia da Cadeia de Pappus

Fonte: O autor.

O resultado a seguir, principal para esse trabalho, no qual o Teorema de Pappus segue
como uma consequéncia imediata, fala que as coordenadas dos centros das circunferéncias que
formam a Cadeia de Pappus estdo sobre retas que passam pela origem do plano cartesiano e t€m
inclinac¢ao dada pelos termos de uma progressao aritmética. Esse fato, como ja foi mencionado,
pode ser usado para a demonstracdo do Teorema de Pappus sem o uso de inversao.

Antes disso, analisando a Figura[3.8] podemos observar que os pontos I e T,, pertencem
a reta que passa pelo origem do plano cartesiano.

De fato, considere o circulo ), da Cadeia de Pappus, conforme Figura [3.8] Vamos
mostrar que os pontos A, T, e I estdo alinhados, onde 7}, é o um ponto de tangéncia de \,, com
Ani1, A éaorigeme I € aintersecdo de )\, com a reta vertical que passa pelo centro de \,,. Para
tanto, mostraremos que os angulos AT, B e BT, I sao suplementares.

Com efeito, seja H a intersecdo da reta 7, B com a \,. Como [ e H pertencem a \,,
temos que o segmento [ H € didmetro de \,,. Logo, o tridngulo HT},I € retaingulo em 7;,. Temos
também que o angulo BT, [ = HT,,I. Logo o angulo BT, I € igual a 90°.

Por outro lado, como 7;, pertence ao circulo da Proposicao temos que o tridngulo

AT, B é retangulo em T,,. Portanto,
AT, I = AT, B + BT, I = 90° + 90° = 180°,

como queriamos demonstrar.
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Figura 3.8: Pontos A, T, e I alinhados

Fonte: O autor.

Observando a Figura[3.9] podemos demonstrar que o ponto R, intersecdo da reta vertical
que passa pelo ponto C), ., centro do circulo A, ;, também pertence a reta que passa pelos
pontos de tangéncia é o ponto /. Com efeito, vamos mostrar que os Angulos C,,_ RT e C’n@T
sdo iguais. Com efeito, temos que o tridngulo RC,, 17T e isdsceles de base RT'. Logo, os angulos
CnHﬁT e CnHT\R sdo iguais. De modo andlogo, temos que os angulos Cn@T e Can sdo
iguais. Por outro lado, temos que os angulos RfC’nH e Qf (', sdo opostos pelo vértice, logo

iguais. Portanto, os Angulos C’nH}A%T e Cn@T sdo iguais.

Figura 3.9: Arbelo ABC e circunferéncia da Cadeia de Pappus de raio 7, € 7,41

Fonte: O autor.
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Proposicao 20. Os centros das circunferéncias que formam a Cadeia de Pappus estdo sobre

retas de inclinag¢do

_ 2n(R—)

— 3.26
" R+r ( )

Mme

Demonstragcdo. Usaremos inducao sobre n.
Com efeito, para n = 1, a Proposi¢ao [[§] garante o resultado.
Suponha agora que a igualdade seja valida para algum n € N. Vamos mostrar que o

resultado € valido também para n + 1. De fato, seja 3y’ e y” as ordenadas dos pontos R e @),

Figura[3.9] temos que
m _ Ynn1
Cn+41 In+1
Y e
Tn41
_ v L ot
Tn+1 Tn+1
Yy R-—r
2, R+
nt+rn R—r
T R+r
Yo Th R—1
=24 2y
Ty Tn, R+71
Yo R—7r R-—1
z, R+4+7r R+4r
_ 2n(R—r) N 2(R—r)
 R+r R+r
_2(n+1)(R—r)
(R+ )
Portanto, por inducao matematica, o resultado é valido para todo n € N. [

De posse dos resultados acima, podemos demonstrar o Teorema de Pappus sem o uso
de inversdo. O enunciado do teorema e sua demonstragdo podem ser encontrados na proxima

proposicao.

Proposicao 21. A altura h,, do centro da enésima circunferéncia da Cadeia de Pappus e base

ABC é igual a n vezes o didmetro d,, dessa circunferéncia.

Demonstracdo. De fato, como h,, = v,,, combinar os resultados das Proposi¢des [19|e[20] temos
que:

Dessa forma, temos que h,, = n - d,. ]
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Por fim, podemos encontrar as coordenadas dos centros das circunferéncias que formam a
Cadeia de Pappus, basta tomar a intersecao entre as retas que passam pela origem e tem inclina¢do
dada pela Proposi¢ao [20} e a elipse da Proposigao [[6] Assim, temos que as coordenadas dos

centros sao:

B Rr(R+7) 2nRr(R —r)
(xcn7ycn) - <n2(R_ 7")2 —f-RT’ TLQ(R— 7")2 +RT> )

Além disso, usando o resultado da Proposicao|19} temos que os raios dessas circunferéncia

(3.28)

sdo dados por:

. Rr(R—r)
" n2(R—r)2+ Rr’

(3.29)

Portanto, temos uma nova maneira de construir a Cadeia de Pappus, pois com o resultado
acima, podemos encontrar as circunferéncia que a formam.
Exemplo: A seguir, serd apresentada a constru¢do da Cadeia de Pappus quando o arbelo é
formado por um semicirculo maior de raio 4 cm e um semicirculo médio de raio 3 cm.
Utilizando a expressao (3.28)), temos que para R = 4 cm e r = 3 cm, as coordenadas dos

centros que formas a Cadeia de Pappus sdo obtidas por

(3.30)

84 24n )
n2+12'n2+12/°

(Tens Yeu) = (

Temos ainda que, utilizando a férmula (3.29), os raios dos circulos que formam a Cadeia

de Pappus para o exemplo acima sao dados por:
12
n2+12

A Tabela[3.1]apresenta as coordenadas dos centros e os raios dos seis primeiros circulo

Tn =

que formam a Cadeia de Pappus para o exemplo acima.

Tabela 3.1: Tabela contendo as coordenadas dos seis primeiros circulos da Cadeia de Pappus

n 1 2 3 4 5 6
84 24 84 48 84 72 84 96 84 120 84 144
(Ten: Yen) (Tgﬁ) (Erﬁ) <ﬁﬁ> (%%) (ﬁ?) <4—8@)
12 12 12 12 12 12
n B 16 o1 3 37 18

Fonte: O autor.

Por fim, utilizando a Equacao [3.15]e colocando esse dados no Geogebra temos os seis

primeiros circulos que formam a Cadeia de Pappus.
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Figura 3.10: Seis primeiros circulos da Cadeia de Pappus para R =4cmer = 3 cm

| PSSO S I AN Y be Q=

® e : Semicirculo(C, B) 5 &
= 314 i
@  cqli(x-84/13)7 4 (y-24/13)2=(12/13)?
) 84 2+ 18\? 12\?
el e —_— = —
e - 16 16 16
= (x-525)2 ¢ (y-3)2 =056
@ a3 (x-84/212 4 (y-72 /212 =(12/ 212
@  cqt(x-84/28) + (y-96/28)2= (12 28)2
@  eas (x-84 /3702 4 (y-120 /372 = (12 /37)
@  cab (x-84/48)2 + (y- 144 /48)2 = (12 / 48)F 5
4 9 ]
Intersegdo(c, eql)
@ Q
= D=(7.2 24) - =
Q
® Intersegio(eql. d)
= E = (565 141) 2 .

Fonte: O autor.
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Capitulo 4
Proposta de Sequéncia Didatica

Diante do cendrio educacional que vivemos, ser professor € um grande desafio, mais
ainda, quando a disciplina lecionada € considerada dificil pela grande maioria dos alunos, como
€ o caso da Matematica. Diante disso, o professor de Matematica deve, por sua vez, apresentar
um aprimoramento de suas praticas docentes, buscando assim uma melhoria nos processos de

ensino e aprendizado. Isso estd de acordo com o que vemos a seguir.

O processo de educacdo formal é desafiada em inimeros pontos, questdes do
cotidiano, dificuldade em aprendizagem por parte dos estudantes, diddtica ndo
atrativa por parte dos docentes, até a fragmentacdo na formacao dos professores,
e se tratando da Educagdo Matemdtica, por si s6, requer um tratamento criativo,
provocando o envolvimento espontaneo dos alunos, com isso, valorizando e
percebendo a importancia das atividades propostas compartilhadas, reflexivas e
colaborativas para desenvolvimento e constru¢io do conhecimento matemético
(OLIVEIRAL 2023 p. 36).

Segundo Lima (2019)), os estudantes buscam, nas aulas de Matemaética, uma aplicacdo
para aquele estudo, questionando assim o professor, que por sua vez deve dar significado aos
conteidos matematicos. Dessa forma, uma prética docente que vem dando muito certo sao
as sequéncias didaticas, nelas o professor organiza de forma clara e cronolégica os conceitos
estudados sobre um determinado contetdo. De acordo com Peretti e Costa (2013), a sequéncia
didatica trata-se de um conjunto com atividades interligadas entre si, planejadas etapa a etapa
e organizadas de acordo com os objetivos a serem alcangados pelo professor, essas atividades
podem levar dias, semanas ou até mesmo durar todo o ano letivo.

Ja Castellar| (2016), ressalta a diferenca entre a sequencia didatica e o plano de aula.

Segundo a autora,

Enquanto o plano de aula fica circunscrito aos registros dos seus objetivos,
atividades e avaliacdo, a sequéncia diddtica avanca para o material de apoio ou
instrucional. Ou seja, a sequéncia didatica atrela-se ndo apenas aos pormenores
das atividades — que neste caso € a descricdo das tarefas —, mas também as
tarefas em si, com os enunciados das questdes, imagens, figuras, tabelas etc
(CASTELLAR! 2016, p. 41)
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A seguir, apresentamos uma proposta de sequéncia didatica que o professor do Ensino

Médio pode executar na apresentacao dos conceitos de circulos e elipse.

4.1 Atividade I: Arquimedes, o génio da matematica

Tema da aula: Vida e obras de Arquimedes..
Publico-alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio.
Objetivo: Introduzir conceitos histéricos sobre a matematica.

Objetivo especificos:
e Apresentar a matemdtica do passado;

e Apresentar fatos marcantes na vida de Arquimedes;
e Compreender a evolu¢do da matematica;

e Apresentar problemas relevantes da época.

Duracao da aula: 1h/a.
Recursos didaticos: Data show e o video “Arquimedes”.
Disponivel em: Nunes| (201 1)).
Procedimentos metodolégicos: O professor iniciara a aula apresentando o seguinte problema

motivacional:

e Um engenheiro construiu uma praga na escola de Jodo com as dimensdes e formato da
Figura Um dia, Jodo e seu amigo Marcos resolveram apostar uma corrida para ver
quem chegava primeiro de uma extremidade a outra da praca. Para escolher o caminho,
os dois fizeram um simples sorteio do qual Marcos foi o vencedor. Sabendo que Marcos
escolheu o caminho dado pelo dois arcos de circulo, podemos dizer que 0 mesmo foi

beneficiado?

Figura 4.1: Planta da praca na forma de uma arbelo.

' 16 m I i

20m

Fonte: O autor
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De acordo com (1995], p. 4) “a resoluc@o de problemas é uma habilidade pra-
tica como, digamos, o € a natacdo. Adquirimos qualquer habilidade por imitacdo e prética”.
Ainda segundo (1995)), se o professor desafiar a curiosidade dos alunos, apresentado-lhes
problemas que os instiguem poderé despertar neles o gosto pelo raciocinio independente.

Em seguida, o professor promovera uma discussdo com a turma sobre o problema
proposto, de forma a fazer com que os alunos reflitam e discutam sobre o tema. Apds este
momento, o professor apresentara algumas imagens correspondentes ao problema, chamando
atencdo para o fato de que essa estrutura € conhecida como arbelo, o qual hd muitos anos foi
estudado pelo matematico e fildsofo Arquimedes de Siracusa.

Nesse momento, julgamos propicio uma breve introdugao histérica dos feitos que se

credita a Arquimedes.

A reproducdo de métodos histdricos com objetivos pré-estabelecidos em sala de
aula favorece a visdo e a percepgdo de que a Matematica ndo € pronta e acabada,
pois provoca a reflexdo sobre as indagagdes praticas ou abstratas na construgao
do conhecimento matematico das diferentes culturas em diferentes momentos

histéricos (OLIVEIRA| 2023}, p. 71).

Dessa forma, propomos que o professor apresente a animacao “Arquimedes”, que conta a

histéria de como Arquimedes desvendou o mistério do problema da coroa do rei.

Figura 4.2: Arquimedes e o problema da coroa.
—

P Pl o) 64s5/646
Fonte: Extraido de (201T).

Por fim, como atividade extraclasse, o professor dividira a sala em grupos com cinco
estudantes, propondo-lhes uma pesquisa sobre o problema do inicio da aula. A metodologia
utilizada nesse momento pelo professor € a de sala invertida. Segundo Machado| (2022)), na
metodologia de sala invertida os papeis do professor e do aluno mudam completamente, o

docente serd agora um facilitador, buscando trabalhar as dificuldades dos discentes e ndo apenas

49



expor no quadro os conteidos da disciplina. Ainda segundo o autor, essa prética estimula a
ativacao de competéncias por parte dos alunos e também por parte dos professores, dividindo
entre ambos a responsabilidade de aprender.

Avaliacao: A avaliacdo se dara pela participacdo dos discentes diante do problema proposto e

pela pesquisa extraclasse.

4.2 Atividade II: A matematica na arte de resolver problemas

Tema da aula: Circunferéncia e suas propriedades.
Publico-alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio.
Objetivo: Compreender conceitos sobre circunferéncia.

Objetivo especificos:

e Compreender a defini¢do de circunferéncia;
e Compreender a férmula para o comprimento da circunferéncia;

e Resolver problema utilizando esses conceitos.

Duracao da aula: 2h/a.

Recursos didaticos: Quadro e data show.

Procedimentos metodologicos: No inicio na aula, o professor retornarda ao problema proposto
da aula anterior, propord uma nova discussao relacionada ao assunto, questionando aos discentes
sobre qual o caminho da praca € mais vantajoso. Como os alunos ja fizeram uma breve pesquisa,
eles devem, de modo mais seguro, apresentar uma solucdo mais compativel com a realidade,
assim, sendo esperada a conclusdo que os caminhos sdo iguais em ambos 0s casos.

Depois da discussdo, o professor apresentard a definicdo de circunferéncia como lugar
geométrico dos pontos equidistantes de um ponto dado, assim como suas propriedades, tais
como: medida do raio e comprimento da circunferéncia. Em seguida, o professor retorna
ao problema do inicio da aula anterior, apresentando ao estudantes que tal solu¢do pode ser
encontrada tomando a soma dos comprimentos dos arcos das semicircunferéncias menores e
comparando com o comprimento da semicircunferéncia maior. Assim, mostrando para os alunos
que, independente dos raios das circunferéncias, os caminhos escolhidos por Jodo ou Marcos
terdo 0 mesmo comprimento.

De acordo com [Polya (1993)), “se o problema € dificil, € possivel que tenhamos de
decompd-lo ainda mais e de examinar detalhes ainda mais remotos”. Ainda segundo Polya
(19935) “Uma vez decomposto o problema, podemos tentar recombinar os seus elementos de
maneira nova’.

Por fim, ainda usando o problema da praga, o professor fard a seguinte pergunta: qual a

quantidade de grama usada na praga entre os caminhos?
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Em seguida, orientando que em casa os discentes estudem um pouco sobre o problema
proposto, relatando que tal contetido serd o estudado na préxima aula.
Avaliacao: A avaliacdo se dard pela participacao dos discentes diante do problema proposto,

para isso, o professor observard as estratégias apresentadas na resolugcdo do desafio.

4.3 Atividade III: A circunferéncia e seu lugar na matematica

Tema da aula: Area da circunferéncia.

Publico-alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio.

Objetivo: Compreender conceitos sobre a drea da circunferéncia.
Objetivo especificos:

e Compreender a defini¢do de circunferéncia;
e Compreender a férmula para a drea do circulo.
e Resolver problema utilizando esses conceitos.

Duracao da aula: 2h/a.
Recursos didaticos: Quadro, data show e video da dedugdo da férmula da area.

Link: Eutiquio (2022).

Procedimentos metodolégicos:

No inicio da aula, o professor retorna ao problema proposto da aula anterior e questiona
aos discentes sobre qual a quantidade de grama usada no projeto da praca. Nesse momento,
esperamos que os alunos possam dar suas solugdes diante do problema proposto, trocando
experiencias com os colegas de sala. Em seguida, o professor apresentard a férmula para o
cdlculo da drea da circunferéncia, orientamos que o docente apresente o video, ver Figura@d.3] o

qual, de modo bem dinamico, ilustra essa dedugao.

Figura 4.3: Deduc¢do da férmula da 4rea da circunferéncia.

[ TTTTTTRONONOOTNONTONOITTNIngnaTn |

tr

7 . 2
‘ Area do circulo: TTr

P Pl ) e2/146 « =B & @[ O ]
Fonte: [Eutiquio| (2022])
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Em seguida, com o auxilio do software Geogebra, construa algumas circunferéncias e
peca para que os estudantes possam calcular suas areas.

De acordo com Wolff e Silval (2013)) o software, desenvolvido para o ensino e apren-
dizagem de Matemadtica, pode ser aplicado em diferentes niveis de ensino, desde o Ensino
Fundamental até o Ensino Superior, o uso dessas ferramentas auxilia na compreensdo do con-
teudo, contribuindo assim para os processos de ensino e aprendizagem, pois esse programa
proporciona a interag@o entre o homem e a maquina.

Por fim, ainda com o auxilio do Geogebra e tendo como objetivo aprofundar os conhe-
cimentos dos educandos, relate que Arquimedes de Siracusa, o sdbio estudado no inicio do
Profmat, demonstrou que a drea entre os caminhos, conhecido como area do arbelo, € igual a
area da circunferéncia ilustrada na Figura [2.26]

Avaliacao: A avaliagdo se dard pela participag@o dos discentes diante do problema proposto,

para isso, o professor observard as estratégias apresentadas na resolugao do desafio.

4.4 Atividade I'V: De onde vém as conicas?

Tema da aula: Conceitos preliminares sobre a elipse.

Piblico-alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio.

Objetivo: Apresentar de modo lidico a defini¢do das conicas circunferéncia e elipse e suas
propriedades.

Duracao da aula: 2h/a.

Recursos didaticos: Data show, lanterna, alfinete, barbante, lapis, papel e computador com
internet.

Procedimentos metodologicos: O professor iniciard a aula retomando o conceito da aula
anterior, relembrando a definicdo e as propriedades sobre as circunferéncias. Em seguida, o

docente fard a seguinte pergunta aos alunos:
e Por que chamamos as circunferéncias, as elipses, as pardbolas e as hipérboles de conicas?

De acordo com [Castellar e Machado (2016, p. 82) “na elaboracdo de uma sequéncia
didatica, é fundamental também que o professor tenha habilidade de formular perguntas aos
alunos, de ilustrar com exemplos, de propiciar feedblack, de facilitar a comunicacao, entre
outros”.

Esperando um tempo para que os discentes respondam e com o auxilio de uma lanterna e
o quadro da sala, o professor, de modo bem lidico, responderd a pergunta.

A metodologia utilizada pelo professor serd a seguinte: o docente direcionara a lanterna
para o quadro de modo que os raios cheguem paralelamente entre si tocando essa superficie,
conforme Figura 4.4 Diante dessa estratégia, nosso objetivo e que os alunos observem a
circunferéncia formada pela intersecdo dos raios de luz e o plano do quadro.

Em seguida, o professor faz a seguinte pergunta;
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Figura 4.4: Lanterna com feixe de luz

Fonte:

e E se inclinarmos um pouco a posi¢do da lanterna[d.5] qual a conica que vai se formar?

Figura 4.5: Lanterna com feixe de luz inclinada.

Fonte:

Nesse momento, esperamos que o discentes possam observar que a imagem formada é
uma elipse e, a medida que aumentamos essa , obtemos uma parabola. Para ilustrar esse fato, o

professor deve apresentar a Figura[d.6| a seguir.
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Figura 4.6: Conicas

|
|
!
!
Circunferencia :
|

" Parabola '

Fonte: |Geometria. . .| (2020)

Observando a ideia por traz das conicas, orientamos que o professor exiba a defini¢cdo da
elipse, conforme Definicao[d Em seguida, como na atividade, serd pedido para que os estudantes
se dividam em grupos de cinco pessoas, no maximo, e construam elipses em seus cadernos. Os
materiais utilizados nessa atividade serdao: dois alfinetes, um pedago de barbante, 1apis e papel.
Comece orientado que os alfinetes devem ser fixados no papel. Com o pedaco de barbante,
amarre as extremidades em cada um dos alfinetes e, com o lapis, estique o barbante até ficar
tensionado, conforme Figura[4.7] a seguir. Para desenhar a elipse, faca o ldpis deslizar sobre o

papel, sempre com a linha tensionada.

Figura 4.7: Construcio da elipse.

Fonte: (2001).

Com a figura em maos, questione os estudantes sobre os seguintes fatos:

e O que os dois alfinetes representam na elipse? E o cordao?
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e Afastando ou aproximando os alfinetes, o que acontece com a forma da elipse?

Nosso objetivo com essa atividade € que os estudantes possam, de modo pratico, ter

um contato com a defini¢@o e os elementos de uma elipse. Segundo [Gervazio (2017)), para

que os alunos absorvam os conteidos de modo efetivo, € necessdrio que se tenha uma teoria,
mas também que esse contetido esteja alinhado com a pratica. Dessa forma, o uso de materiais
concretos nas aulas de Matemadtica e indispensdvel para uma boa compreensao.

Por fim, o professor pedird que os discentes pesquisem em fontes confidveis; como a
Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacdes do Brasil (BDBT) e no Google académico,
sobre as diversas aplicacdes das elipses no cotidiano e faca um breve resumo sobre essa pesquisa.
Para essa atividade, € necessdrio que haja computador com acesso a internet.

Avaliacao: A avaliacdo se dard pela participacdo dos alunos e pela resolucdo da pesquisa

proposta.

4.5 Atividade V: A elipse e suas aplicacoes

Tema da aula: Equacao da elipse e suas propriedades.

Publico-alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio.

Objetivo: Reconhecer a equacdo da elipse com o auxilio do Geogebra.

Duracao da aula: 2h/a.

Recursos didaticos: Data show, lapis, papel e Computador com internet.

Procedimentos metodoldgicos: Inicialmente, o professor retomara o contetido da aula anterior
revisitando a defini¢do de elipse. Em seguida, o docente apresentard uma imagem do antigo
Coliseu, que, de acordo com o trabalho de (1949), é considerado o maior monumento
arquitetonico construido na Roma Antiga. Sua constru¢do se deu entre os anos 72 a 82 d.c e sua

planta baixa possui a forma eliptica, cujo eixo maior tinha 188 m e o menor 156 m.
B Figura 4.8: Interior do Coliseu
NS e —— B3 i
PR

—

) . k-
Fonte: [Todamatérial (s.d.).
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Em seguida, fard as seguintes perguntas aos alunos:
e O que significa eixo maior e eixo menor?
e Qual a drea ocupada pela planta baixa do Coliseu?

De acordo com [Polyal (1995)), o aluno precisa compreender o problema e desejar resolve-
lo. O professor, por sua vez, deve escolher bem o desafio: problemas faceis desmotivam, e
problemas dificeis podem frustrar os alunos. Assim, € interessante que o professor dedique um
tempo de sua aula para uma apresentacio natural e interessante do problema. Ainda segundo o
autor, a falta de interesse e compreensao por parte dos alunos diante ao problema, nem sempre €
culpa do professor.

Em seguida, o professor apresentara para os alunos a equagdo reduzida da elipse, Equagao
(2.6). Com o auxilio do Geogebra, usando o comando de criagdo dos controles deslizantes, o
professor deve construir no software algumas elipses para a melhor compreensao dos discente.
Para um manuseio eficiente do aplicativo recomendamos a leitura do trabalho de |Diniz et al.
(2016).

Figura 4.9: Imagens da elipse no Geogebra.
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Fonte: O autor.

Em seguida, o professor apresentara a formula para o calculo da drea da elipse, Equacao
(2.10), destacando que tal drea se assemelha bastante a da circunferéncia, bastando tomar
a = b = r, no qual r é o raio da circunferéncia. Por fim, o professor pedird que os alunos
resolvam o problema inicial da aula. Nesse momento, como atividade extraclasse, o professor,
orientard que os discente facam uma simples pesquisa sobre algumas das aplicag¢des da elipse.
Avaliacao: A avaliacdo se dara pela participacio dos discentes diante do problema proposto e

pela compreensio dos alunos.
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4.6 Atividade VI: Ellarbelos, uma ampliacao dos arbelos de

Arquimedes

Tema da aula: As elipses e suas aplicacoes.
Publico-alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio.
Objetivo: Compreender a importancia das elipses na Mecanica e na Fisica.
Duracao da aula: 2h/a.
Recursos didaticos: Quadro, pincel, papel e datashow.
Procedimentos metodoldgicos: O professor retomara o contetido da aula anterior perguntando
quais foram as aplica¢des que foram encontradas sobre as elipses. Feito isso, o professor deve
deixar que os alunos possam expor suas pesquisas e deve acrescentar mais informagdes aos
discentes.

Em seguida, o professor deve lembrar os alunos do problema da praca da escola de Jodo,

problema da Aula 1, e lhes fazer as seguintes perguntas;
e Serd que as propriedades dos arbelos de Arquimedes valem para as elipses?
e Quais as aplicagdes para esse tema?

Em relagcdo a primeira pergunta, o professor deve prontamente responder que sim e
apresentar com o uso do Geogebra alguns exemplos. J4 para a segunda pergunta, o professor
deve falar que os Ellarbelos podem ser encontrados em campos magnéticos, Figura .10 e

também na mecénica, como é o caso das engrenagens elipticas, Figura§.11]

Figura 4.10: Distribui¢do do campo magnético para dois fios paralelos com corrente assimétrica
e grafico de ellarbelos.

— ——

Fonte: [Rozanski et al.| (2017)
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Figura 4.11: Medidor de vazao com engrenagens oval.

Fonte: [Solucoesindustriais| (s.d.).

Por fim, como uma simples atividade, peca para que os discentes, formem grupos com 5
alunos para que possam pesquisar sobre as vantagens e desvantagens das engrenagens elipticas.
Avaliacao: A avaliacdo se dard pela participacio dos discentes diante do problema proposto e

pela pesquisa extraclasse.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

Ao longo desta pesquisa, ficou claro que a Matematica, de modo mais particular a
geometria, pode ser trabalhada de forma dinamica e inovadora. Como podemos observar durante
a leitura dessa obra, ideias e pensamentos criativos podem fazer com que alunos e professores
tenham a curiosidade estimulada acerca de um determinado assunto matematico e, com 1SS0,
busquem investigar o assunto.

Como apresentado na introdu¢do, um simples problema matemético que, por sua vez,
poderia ser apenas apresentado e resolvido com os alunos sem nenhum questionamento, foi
a motivacao necessdria para a construcao dessa obra. Deduzimos assim que, resultados ja
consolidados, como o dos Arbelos e da Cadeia de Pappus, ainda podem nos render muitos
estudos e conclusdes surpreendentes, como € o caso das Proposi¢des [20[e

Concluimos também, durante essa pesquisa, que os trabalhos realizados até o presente
momento usam o conceito de inversdo para demonstrar tais fatos, contetido esse que nao €
trabalhado no Ensino Médio e muitas das vezes, nem mesmo na graduacgdo, tornando-o assim
um grande desafio durante esse estudo. A técnica que apresentamos na se¢ao permite a
construcdo da Cadeia de Pappus a partir da compreensao de conceitos de geometria analitica, o
que pode ser explorado tranquilamente no Ensino Médio.

Desse modo, julgamos que o ensino da geometria e o aprimoramento dos seus resultados
sdo indispensdveis para os discentes e para a carreira de todo bom professor. Por fim, esperamos
que essa obra venha a estimular a pesquisa sobre o assunto, e que novos resultados possam ser
encontrados, como por exemplos uma ampliacdo dos arbelos para as hipérboles. Esperamos
também que esse trabalho possa servir como ferramenta didatica para professores tornarem suas

aulas mais curiosas e atrativas.
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