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RESUMO

Neste trabalho serao apresentado resultados voltados para divisao nos inteiros, para
determinar se um niimero n, é divisivel por p, para n,p € Z. No decorrer dos capitu-
los, apresentamos nogoes elementares sobre conjuntos, indugao finita, divisibilidade
e nimeros primos para que seja possivel desenvolver ferramentas capazes de viabili-
zar a demonstracao do resultado que nos permite atingir o objetivo deste trabalho,
intitulado Teorema da Divisibilidade, o qual faremos aplicagoes ao ensino basico
por meio dos Critérios de divisibilidade para nimeros formados por uma grande
quantidade de algarismos, e como aplicagdoes ao ensino superior, apresentamos a

demonstracao de resultados de Aritmética.

Palavras-chave: Numeros Primos. Teorema de Divisibilidade. Critérios de
divisibilidade.
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ABSTRACT

This work will present results focused on division in integers, to determine whether
a number n, is divisible by p, for n,p € Z. Throughout the chapters, we present ele-
mentary notions about sets, finite induction, divisibility and prime numbers so that
it is possible to develop tools capable of enabling the demonstration of the result
that allows us to achieve the objective of this work, entitled Divisibility Theorem,
which we will apply to the basic education through the divisibility criteria for num-
bers formed by a large number of digits, and as applications to higher education, we

present the demonstration of Arithmetic results.

Keywords: Prime Numbers. Divisibility Theorem. Divisibility criteria.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, pretende-se apresentar um método de divisibilidade aplicavel no
sistema de numeracao decimal, apresentar aplicacoes em contetidos de matemética
bésica e utiliza-lo para apresentar novas abordagens em demonstracoes de resultados
elementares em Teoria dos Numeros. De forma especifica, pretende-se apresentar e
demonstrar o Teorema de Divisibilidade, o qual permite criar Critérios de Divisi-
bilidade e demonstrar teoremas sobre nimeros primos de formas diferenciadas das
abordagens dos materiais de referéncia utilizadas. Este trabalho esta organizado em
seis capitulos, sendo este o capitulo introdutério.

No Capitulo [2, apresentamos nocoes e propriedades de conjuntos, bem como
operagoes entre dois conjuntos e entre elemento e conjunto. Serao expostos alguns
conjuntos especiais de fundamental importancia para o desenvolvimento das ideias
que pretendemos expor. Mostraremos operagoes entre elementos do conjunto dos
nimeros inteiros, e serao apresentadas aplicagoes do método de demonstracao por
absurdo por meio do Principio de Indug¢ao Finita e do Principio da Boa Ordenagao.

No Capitulo [3] falamos sobre divisibilidade no conjunto dos niimeros inteiros,
trazendo algumas aplicagoes do Principio de Indugao no que diz respeito ao Binomio
de Newton e o Teorema do Cociente e do Resto, conhecido também como Divisao
Euclidiana. Posteriormente, apresentamos a no¢ao de Minimo Divisor Comum e
Méximo Divisor Comum abordamos o conceito de ntmeros primos, provamos o
Teorema da Infinitude dos Numeros Primos e o Teorema Fundamental da Aritmética,
bem como o Pequeno Teorema de Fermat que é de fundamental importancia para o
desenvolvimento dos Teoremas do Periodo e de Divisibilidade.

Nos Capitulos [4 e [fl abordamos a parte principal deste trabalho. No Capitulo
4, desenvolvemos as ideias relacionadas aos Teoremas do Periodo e Divisibilidade.
Além disso, apresentamos exemplos praticos da utilidade dos resultados apresen-
tados para ntimeros nao divisiveis por 2 e por 5. Ja no Capitulo 5, apresentamos
resultados de Aritmética como o Teorema da Infinitude dos Ntumeros Primos e cri-

térios de divisibilidade para ntimeros grandes.



No Capitulo [6] fazemos uma abordagem geral de todo o trabalho, apresentando
o que conseguimos demonstrar a partir do Teorema de Divisibilidade. Vale ressaltar
que foram consultados quatro livros, os quais estao descritos nas Referéncias Bibli-
ograficas, sendo um de Aritmética, um de Anélise Matematica e dois livros sobre

Teoria dos Numeros.



Capitulo 2

Conjuntos Numéricos

Neste capitulo, vamos apresentar nogoes elementares sobre conjunto e apresentar
operacoes neste tipo de estrutura. Pretende-se apresentar o Método de demonstra-
¢ao por Absurdo, demonstragoes do Principio de Inducao Finita e Principio da Boa
Ordenagao bem como definir o conjunto dos nimeros Naturais e Inteiros e suas
respectivas propriedades.

O livro texto que utilizamos como referéncia, ou mesmo como material comple-
mentar ¢ o do autor [LimalT], o qual faz uma abordagem sobre os assuntos tratados
neste capitulo e serve como material complementar referente ao contetudo de con-

juntos.

2.1 Conjuntos

Um conjunto é uma colecao de objetos concretos ou abstratos, os quais sao
denominados seus elementos. Para um elemento fazer parte desta colegao, ele deve
ter todas as propriedades que caracteriza o conjunto.

Pode-se estabelecer uma relagao entre conjunto e objeto, a qual é denominada
de relagao de pertencimento. Esta relagao indica se um determinado elemento esta,
ou nao, em um determinado conjunto.

Dado um conjunto representado por A, este possui uma ou mais regras que o
caracterizam e essas regras podem ser descritas como uma propriedade 7. A partir
desta propriedade podemos verificar se determinado objeto tem a propriedade ~, ou
nao, e assim estabelecer qual relacao existe entre objeto e conjunto.

Quando um elemento x cumpre a propriedade v que caracteriza o conjunto A,
dizemos que = pertence a A e denotamos por x € A, caso contrario, dizemos que
x nao pertence a A e denotamos por = ¢ A. Vale salientar que dizermos que A é
um conjunto formado por elementos x, tais que estes atendem uma propriedade ~,

é equivalente a representar o conjunto A da seguinte forma:



A = {x; x atende a propriedade 7}.

Geralmente uma propriedade que caracteriza determinado conjunto é uma pro-
posi¢ao, a qual ¢ uma afirmagao que podemos julgar como verdadeira ou falsa de
acordo com as propriedades e defini¢oes estabelecidas inicialmente. Vale ressaltar

que quando um conjunto nao possui elementos esse ¢ chamado de conjunto Vazio.

Definicao 1. Um conjunto é chamado de vazio, denotado por &, quando qualquer

que seja o elemento x, temos que x ¢ .

Uma estrutura importante na teoria de conjuntos é a notacao de conjunto Uni-
verso, representada geralmente por U. Quando trabalhamos alguma situagao en-
volvendo elementos e estabelecemos caracteristicas sobre estes, o conjunto universo
seré formado por todos os elementos da situacao.

Vejamos um exemplo pratico de como fazer operagoes entre elementos e conjun-

tos, bem como aplicar as defini¢coes de conjunto vazio e universo.
Exemplo 1. Ezxpresse os conjuntos a sequir:

(I) X = {a; a € sigla de estado do Nordeste Brasileiro formado por vogal e

consoante},

(II) Y = {b; b € sigla de estado do Nordeste Brasileiro formado somente por con-

soantes ou que tenha a vogal "E"em sua composi¢io},

(I1I) Z = {¢; c € sigla de estado do Nordeste Brasileiro formado exclusivamente por

v0gais}.

Note que neste exemplo, podemos considerar como conjunto Universo U, ao

conjunto formado por todas as siglas dos estados do Nordeste Brasileiro, logo:
(a) U ={MA, PI, CE, RN, PB, PE, AL, SE, BA},
(b) X ={MA, PI, CE, PE, AL, SE, BA},
(¢c) Y ={RN, PB, CE, PE, SE},
(d) Z =o.

Note que CE € X, AL ¢ Y e devido nenhum elemento de U ser formado somente
por vogais, segue que Z é vazio. Como ja estabelecemos a relagao entre elemento e
conjunto, vamos apresentar relagoes entre conjuntos: estar contido ou contém, uniao

, intersecao, igualdade, diferenca e complementar.



Definicao 2. Dados dois conjuntos A e B, diremos que A estd contido em B,
descrito por A C B, quando todo elemento pertencente a A também pertence a B,
do contrdrio, dizemos que A nao estd contido em B, representa-se por A ¢ B. Por
outro lado, diremos que A contém B, A D B, quando todo elemento que pertence

a B também pertence a A, do contrdrio, dizemos que A nao contém B e denota-se

por A D B.

Em particular, temos que todo conjunto é subconjunto de si. Utilizando o Exem-
plo |1} é facil ver que X C U e Y 2 X. Vale ressaltar que devido a definicao de
conjunto Universo e Vazio, temos que todo conjunto de uma discussao sempre esté
contido em U, que @ esta contido em qualquer outro, além disso, qualquer conjunto

esta contido em si.

Definicao 3. Chama-se de conjunto unido entre os conjuntos A e B, em notacao

AU B, ao conjunto formado por todos os elementos que estd em A ou em B.

Note que quando dois conjuntos tem elementos repetidos nao ha necessidade de
repeti-lo na uniao, uma vez que dizer n vezes que um elemento esta em um conjunto
é o mesmo que dizer uma tnica vez que ele pertence ao conjunto.

Do Exemplo [T} temos que:
(I) XUY = {MA, PI, CE, RN, PB, PE, AL, SE, BA},
(I) X UX = {MA, PI, CE, PE, AL, SE, BA},
(I) X U@ = {MA, PI, CE, PE, AL, SE, BA},
(IV) X UU = {MA, PI, CE, RN, PB, PE, AL, SE, BA}.

Definicao 4. Chama-se de conjunto intersecao entre os conjuntos A e B, em no-
tagio AN B, ao conjunto formado por todos os elementos que estd em A e em

B.
Do Exemplo [}, temos que:
(I) XnY ={CE, PE, SE}.
Agora apresentaremos a definicao de igualdade entre conjuntos e esta tem como

base as estruturas de contido e conter.

Definicao 5. Dizemos que dois conjuntos A e B sao iguais, em notacio A = B,

quando A C B e B C A. Caso contrdrio, dizemos que A # B.
Temos, pelo Exemplo[I}, que X UY =U e XNY # U pois U ¢ X NY. Quando

A C B dizemos que A é subconjunto de B. Temos que todo conjunto é subconjunto
de si, no caso em que A C B e A # B dizemos que A é subconjunto proprio de B.
Vamos falar sobre complementar, que funciona basicamente como uma subtragao

entre conjuntos.



Definicao 6. Dados A e B conjuntos contidos em um determinado universo U.
Definimos o complemento de B com relagio a A, denotado por A\B, como sendo
o conjunto formado por todo elemento do Universo, que estd em A e nao estd em
B. Em particular, quando A = U denotaremos U\B como B e este é chamado

simplesmente de complementar de B.

Temos que, usando o Exemplo [1} que X\Y = {MA, PI, AL, BA}, X¢ = {RN,
PB}, UY = @ e @° = U. A seguir descreveremos trés conjuntos de fundamental
importancia para nossa discussao, ja que se trata dos conjuntos numéricos. Eles sao
o conjunto dos ntimeros naturais, inteiros e racionais:

O conjunto dos numeros naturais, representados por N, é formado pelos ntmeros

positivos 1,2, 3, ..., portanto:
N={1,2,3,4,..}.

O conjunto dos ntimeros inteiros, representados por Z, é formado pelos ntimeros
1,2,3,...,0e —1,—2, -3, .... Portanto:

Z=1{.,-2-1,01,2,.}.

Denotamos Z~ = {—1,-2,..} e ZT = {0,1,2,...}, assim temos que Z = Z~UZ™
onde Z* = N U {0} é o conjunto dos inteiros positivos e Z~ = Z\Z* é conhecido
como o conjunto dos inteiros negativos.

O conjunto dos numeros racionais, descrito por Q, é formado por todo ntimero
que pode ser escrito em forma de fracdo p/q onde p € Z e q € Z\{0}. Este conjunto
¢ dado por:

Q={p/g;peZeqecZ\{0}}.

Houve a necessidade de definir outro conjunto numérico que contém todo ntimero
do sistema decimal, o qual ¢ denotado por R e é chamado de conjunto dos ntimeros
Reais, pois foi comprovado a existéncia de ntimeros do sistema decimal, por exemplo
T e /2, que nao estio em Q.

Na segao seguinte, estaremos apresentando problemas numéricos envolvendo
igualdades, ou desigualdades, e métodos eficientes para solucionar esse tipo de pro-

blema.



2.2 Inducao Finita

Iniciamos esta secao apresentando um axioma que tem fundamentacao na logica
matematica. Este axioma serd de grande utilidade para verificar a veracidade de
resultados envolvendo conjuntos e problemas de Aritmética.

Uma proposicao é toda afirmacao que pode ser julgada como verdadeira ou falsa.
Como os problemas que procuramos abordar sao proposicoes, utilizaremos este axi-
oma a seguir para prova-los, e este método de demonstracao chamamos de método

de demonstracao por absurdo.

Axioma 1. Uma proposi¢cao verdadeira sempre implicard algo verdadeiro.
Vamos aplicar este resultado na proposicao a seguir:

Exemplo 2. Sendo X um conjunto nao vazio, temos que @ C X.

Demonstragao: De fato, suponha por absurdo que @ ¢ X. Entao, pela Definigao
existe r € @ e x ¢ X. chegamos assim a um absurdo, pois nao pode existir
elemento z, tal que z € . Portanto, segue que @ C X. [ ]

Podemos fazer trés observacoes importantes a respeito do conjunto N. Elas estao

descritas no Axioma [2| descrito a seguir:

Axioma 2. O conjunto N possui as sequintes caracteristicas:

(I) Eziste uma relagao de sucessio em N, onde s(n) =n—+1 e representa o inteiro

sucessor de n.

(II) Eziste um menor elemento, denotado por 1, onde todo inteiro positivo nao

pode ser menor que 1.

(III) Se X ¢é um subconjunto de N onde 1 € X e se Para todo n inteiro pertencente

a X temos que n+ 1 também pertence a X entao X = N.

O Axiomé] é conhecido como Axioma de Peano. Com base no livro de [Hefez|2],
em 7 existem duas operagoes denominadas de soma, denotada por "+", e produto,

denotada por "-", e satisfazem as proposigoes a seguir:

Proposicao 2.1. (I) Para todo a, b, ¢ e d inteiros, se a = ¢ e b = d entao
a+b=c+dea-b=c-d.

(II) Para todo a e b inteiros temos que a+b=b+a ea-b=">b-a.
(III) Para todo a, b e c inteiros temos que a+(b+c) = (a+b)+c ea-(b-c) = (a-b)-c.

(1V) Ezistem elementos neutros, onde o da soma € 0 e o do produto € 1, de modo

quea+0=aea-1=a.



(V) Para todo a eziste um elemento simétrico b, b = —a, tal que a +b = 0.
(VI) Para todo a, b e c inteiros temos que a - (b+c¢) =a-b+a-c.
Além dessa Ultima proposigao, para a,b € Z, temos que:
(I) a & menor que b, denotado por a < b quando b — a € N.
(IT) @ é maior que b, denotado por a > b quando a — b € N.
(III) a é menor ou igual a b, denotado por a < b quando b —a € Z*.
(IV) a é maior ou igual a b, denotado por a > b quando a — b € Z*.

A seguir apresentamos a Proposigao [2.2] que apresenta alguns fatos que ocorrem

com elementos de Z.

Proposicao 2.2. Para a, b e c inteiros, os sequintes resultados sao verdadeiros:
(I) a-0=0,

(II) a=bsa+c=b+e,

(III) a<beb<c=a<c,

(IV) a<bsa+c<b+e,

(V) SeceN,a<bsa-c<b-c,

(VI) SeceN,a=b<sa-c=b-c.

Utilizando esta tltima proposi¢ao, vamos provar uma importante desigualdade

em Z que é de fundamental importancia para a prova do principio da boa ordenagao.

Proposicao 2.3. Para todo inteiro n, nao existe um valor inteiro x tal que n <

r<n+1.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que para certo valor de n existe x € Z de
modo que n < x < n—+ 1. Dal, existe um nimeroa € N, a =x —n, onde 0 < a < 1.
como a é inteiro positivo, chegamos aqui a um absurdo, ja que a < 1 e temos que
nao pode existir nenhum ntmero natural menor que 1. Portanto, segue que o inteiro
x nao pode existir e pelo principio de demonstragao por absurdo concluimos que o
resultado é verdadeiro. |

Temos que cardinalidade de um conjunto corresponde a quantidade de elementos
que ele possui, assim um subconjunto de N é finito, quando a cardinalidade deste é

um valor numeérico de Z*.



Note que o conjunto N nao é finito, pois para todo ntimero inteiro n que tomamos,
sempre existe um ntimero em N que é maior que n. Neste caso dizemos que o conjunto
é infinito. Logo, X é infinito se, e s6 se, nao é limitado por um n € Z.

Em posse das ferramentas apresentadas nesta secao até o momento, provaremos
agora o Principio da Boa Ordenagao. Esse resultado mostra que todo subconjunto

nao vazio de N tem um menor elemento.

Teorema 2.4. (Principio da Boa Ordenagao) Todo subconjunto nao vazio de N

possui um menor elemento.

Demonstragao: Seja X um subconjunto nao vazio de N. Se 1 € X este seréd o
menor elemento de X. Suponha, por absurdo, que X nao possui elemento minimo,
dai existe um inteiro a diferente de 1 de modo que a € X, ja que este é nao vazio.
Seja Y o subconjunto de N formado por todos os inteiros consecutivos, menores ou
iguais a a e que nao sao elementos minimos de X.

Temos que 1 € Y ese y € Y temos que y+ 1 € Y, pois X nao possui um menor
elemento e se existir y em Y onde y + 1 ¢ Y, terfamos que y + 1 estaria em X e
seria o seu menor elemento, o que nao pode ocorrer por hipotese.

Temos que Y é limitado por s(a) e pela caracteristica de Y devemos ter que
Y = N, logo N é limitado por s(a). Chegamos aqui a um absurdo gerado por
supormos que X nao tem elemento minimo. Portanto, concluimos que o resultado
¢ verdadeiro. [ ]

Esse resultado é util na verificacao de igualdades e desigualdades envolvendo

ntmeros inteiros e utilizaremos fortemente nos capitulos seguintes.

Teorema 2.5. (Principio de Indug¢io Finita) Seja X um subconjunto de Z, infinito,
X = Az, 29,2y, ...} comx; < 29 < ... < 2, < ..., e P(x) Uma proposicao
envolvendo nimeros inteiros. Se P(x1) € verdadeiro e se para certo x,, 1 < x,,
a validade de P(x,) implica a validade de P(x,.1) entdo P(x) € vdlida para todo

elemento de X.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que em X existe um elemento minimo x,,,,
1 < m, onde P(z,,) nao ¢ verdadeiro. Dai, como x,, ¢ minimo, segue que P(z,,—1) é
verdadeiro. Sendo assim, devido as caracteristicas da propriedade P(z), teremos que
P(x(m-1)+1) também é verdadeiro, ou seja, P(x,,) ¢ verdadeiro e chegamos assim
a um absurdo. Portanto, segue que este z,, nao pode existir e concluimos que o
resultado é verdadeiro. |

Utilizando o principio de indugao, provaremos O Binémio de Newton. Vale
lembrar que n! significa o produto de todos os inteiros de 1 a n e temos também

que 0! = 1! = 1. Parai,n € N, 0 < ¢ < n, a relacao de Stifel descrita a seguir é



verdadeira:

n! n n! o (n+1)!
n—i)l-@G@) -G+ -GE+D! (n—d)-(G+1)

(2.1)

Teorema 2.6. (Binémio de Newton) Para a e b numeros reais e n € N temos

(a+b)”=i<m+M-a"—i-bi>.

1=0

sempre que:

Demonstracgao: Vamos aplicar indugao finita sobre n: Para n = 1 obtemos de fato

que:

i=0
Suponha que o resultado é valido para certo valor n inteiro maior ou igual a 1,

ou seja:

(a+b)"=zn:((n+;)w'-a”—i-bi).

=0

Para n + 1 temos que:
(a+b)" = (a+0b) (a+b)",

utilizando a hipotese de indugao obtemos:

=0

Fazendo o caso i = 0 no somatério e multiplicando o mesmo por (a + b) obtemos:

(a+b)m = n+1+§<{n_l i!+(n—(z‘+1n;!)!.(i+1)!].(nHZ bz))

Devido a relagao de Stifel, Equagao e as propriedades do somatorio, segue

que:

n+1_n+1 n+1)! i i
(a+9) _§:<m+%—abgﬂ"+ b)

i=0
Portanto, segue que o resultado é verdadeiro

No capitulo a seguir, faremos a abordagem de alguns resultados envolvendo di-

visibilidade em Z. O Bindémio de Newton serd de fundamental importancia para
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a demonstracao do Pequeno Teorema de Fermat, o qual apresenta caracteristicas

importantes relacionadas a ntmeros primos.
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Capitulo 3
Divisibilidade e Ntimeros Primos

Neste capitulo, serao apresentados alguns resultados relacionados a divisibilidade
e niimeros primos. Como veremos a seguir, os niimeros primos sao capazes de gerar
quase todos os niimeros inteiros quando associados a relagao de multiplicacao. Este
capitulo esta distribuido em duas se¢oes, sendo a primeira a parte que apresenta o
conceito de divisibilidade, tendo como foco principal o teorema da divisao euclidiana
e a segunda é voltada para ntmeros primos, tendo como principais resultados o
Teorema da Infinitude dos Nuiimeros Primos, o Teorema Fundamental da Aritmética

e o Pequeno Teorema de Fermat.

3.1 Divisibilidade em 7Z

Dados dois ntimeros inteiros a e b, quando existe um inteiro ¢ onde a-c = b, dizemos
que a divide b. Sendo assim, nesta se¢ao apresentaremos algumas resultados sobre
divisibilidade.

Defini¢ao 7. Dados dois inteiros a e b, diremos que a divide b, a | b, se existe
um inteiro ¢ de modo que a -c¢ = b. Do contrdrio, dizemos que a nao divide b e

denotamos por a1 b.

Partindo da definigao de ntimeros inteiros pode ser verificada uma série de resul-
tados relacionados a propriedades da divisao. Nao faremos aqui a demonstragao dos
resultados a seguir, no entanto, a prova destes fatos pode ser encontrada no livro do
autor Hefez|2], Capitulo 3.

Proposicao 3.1. Sejam a, b, ¢ e d nimeros inteiros. As sequintes afirmacgoes sao

verdadeiras:
(I) 1|a,alaealO,
(II) 0t a para todo a # 0,
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(I1I) Sea|b eb|c entio alc,

(IV) Sea|bec|dentioa-c|b-d,

(V) Sempre que a | (b+ ¢) temos que a | b se, e so se, a | c,

(VI) Seal|bealc entao, para quaisquer inteiros x ey, a | (xb+ yc).

Um resultado que utilizaremos para desenvolver critérios de divisibilidade sera

descrito a seguir. Para prova-lo utilizamos alguns itens da proposi¢ao anterior.
Proposicao 3.2. Dados os nimeros inteiros r, s, t e u. Entao:
r|(s+u-t) se, e somente se, | (s— (r—u)-t).

Demonstracgao: Se r divide s 4+ u - t entao existe um inteiro v de modo que
r-v = s+u-t,
somando o —r -t em ambos os lados da ultima igualdade obtemos:
r-v—r-t=—-r-t+s4+u-t

tomando em evidencia r, no primeiro lado da igualdade, e t no segundo lado, obte-

r-(v—t)=s—(r—u)-t,

segue, da defini¢ao de divisao, que r | s — (r —u) - t.
Reciprocamente, se r divide s — (r — u) - t, pela definigao de divisao, existe um
inteiro v de modo que.

r-v = s—(r—u)-t,

somando 7 - t nos dois lados da ultima igualdade, obtemos:
r-v+r-t = s+u-t,

tomando r em evidencia no primeiro lado da igualdade, obtemos:
r-(v+t) = s+u-t,

segue, pela defini¢do de divisao, que 7 | (s + u - t). Terminando assim a prova desta

proposicao. |

Para a n@o negativo temos que | a |= a e para a negativo temos que | a |= —a.

Assim, podemos enunciar o teorema da divisao Euclidiana:
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Teorema 3.3. (Divisio Fuclidiana) Dados dois inteiros a e b, com b # 0, existem

sempre inteiros u e v de modo que:
a=b-u+vcom0<v<|bl|.

Demonstragao: Veja o livro do autor Hefez|2], p.46. [

Vale ressaltar que para a e b inteiros, O méximo divisor comum entre eles é
denotado por mdc(a,b) e é igual ao maior inteiro que divide a e b. J4 o minimo
multiplo comum é denotado por mmec(a,b) e é igual ao menor inteiro divisivel por

a e b. Falaremos na secao seguinte sobre ntimeros primos.

3.2 Numeros Primos

Vamos inicialmente definir quais caracteristicas um ntmero inteiro deve ter para que

seja considerado primo.

Definicao 8. Um inteiro p maior que 1 € um numero primo quando tem apenas

dois divisores inteiros positivos.

Agora enunciaremos e provaremos o teorema fundamental da aritmética que

mostra a relacao entre niimeros primos e elementos de N.

Teorema 3.4. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo nimero inteiro maior

que 1 € primo ou € escrito como produto de niumeros primos.

2

Demonstragao:Para n = 2 o resultado é satisfeito, ja que 2 é um nimero primo.
Suponha, por absurdo, que existe um inteiro n, que nao é um nimero primo e
que nao pode ser escrito como um produto de ntimeros primos. Dai, temos que n é
um niimero composto e n = u - v, para u e v inteiros maiores que 1.
Como u e v sao menores que n, temos que eles s@o primos ou escrito como

produto de ntimeros primos. Logo:

U=pP1-P2 e Dr€V=0q " G2 ... (s,

onde pi, P2, ...y Pr, q1, G2,--., (s SA0 NUMETOS Primos.

Devido n = u - v, segue que:

N=pP1-Pa-... Pr-q1-qa-..."Qs.

Assim n é escrito como produto de numeros primos. Dai, chegamos a uma contradi-
¢ao do fato de n nao poder ser escrito como produto de niimeros primos. Portanto,

segue que o resultado é verdadeiro. ]
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Para um inteiro a qualquer e n inteiro nao negativo, podemos definir a® = 1 e
a™ como o produto de a feito n vezes para todo n > 0. Considere a decomposi¢ao
em fatores primos de n dada por pi* - p3* - ... - p% onde os nimeros py, P, ..., Py SA0
primos e p; < Py < ... < Dy

Teremos que esta decomposi¢ao é tnica, pois se supormos que existem duas
decomposigoes distintas, obtemos que existe um nimero primo p que dividirda um
produto de primos nao divisiveis por p e isso seria um absurdo devido a defini¢ao
de ntmeros primos. Portanto, temos que a decomposi¢ao de um ntimero inteiro
composto em fatores primos, de acordo com o Teorema Fundamental da Aritmética,
é tnica a menos pela ordem dos fatores no produto.

Provaremos a seguir um resultado sobre a quantidade de numeros primos exis-
tentes. Ele pode ser intitulado como Teorema dos Infinitos Niimeros Primos e pode

ser enunciado da seguinte forma:
Teorema 3.5. Fxistem infinitos nimeros primos.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que a quantidade de ntimeros primos é
finita. Entao, se pi, pa, ..., pm sao todos esses primos existentes, teremos que que
P1-P2 ... Py + 1 € um nimero composto.

Sendo assim, existem naturais v e v de modo que:
PL P2 P+ 1=1u-v.

Isolando o niimero 1 em um dos lados da igualdade, obtemos:
U-V—P1- P2+ Pm = L.

Utilizando o Teorema Fundamental da Aritmética, obtemos que existem ntmeros
primos ¢i, ga,..., ¢s de modo que u-v = q1- ¢z - ... - gs. Além disso, temos que ¢; | u-v
eq | p1-pa- ... DPm, j& que p1,pa, ..., Pm s@0 todos 0s nimeros primos existentes.

Comou-v—p;-pre-Dm=1,q |u-veq |p-p2-... pm,segue que q |1,
que é um absurdo. Portanto, segue que a quantidade de niimeros primos nao pode

ser finita. ]

Para finalizacao desta se¢ao, e capitulo, provaremos o Pequeno Teorema de Fer-
mat. Este estabelece uma relagao de divisao entre um nimero primo e um certo
nimero inteiro. Para que seja possivel demonstrar o resultado, serd necessario a

utilizagao do lema a seguir.

Lema 3.6. Seja p um numero primo e v um inteiro onde 0 < i < p. Entao,
p!
rllp=ora
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Demonstragao: Veja o livro do autor Hefez[2], p. 135. [

Este lema sera utilizado para demostrar o que é conhecido como pequeno teorema
de Fermat, o qual enunciaremos e apresentaremos uma demonstragao satisfatoria a
seguir. Este estabelece uma relagao de divisao ente ntimeros primos e um inteiro
qualquer e para demonstra-lo utilizaremos o principio de inducao e Binoémio de
Newton. A versao do Teorema apresentado aqui é similar a do livros pertencente a
Ribenboim|3], p.15.

Teorema 3.7. (Pequeno Teorema de Fermat) Sendo p um nimero primo e a um

inteiro qualquer, temos que p | (a? — a). Se mdc(p,a) =1 temos que p | (a1 — 1).

Demonstragao: Provaremos primeiro que p | (a? — a). Tomando p = 2, temos que
(a* —a) é sempre um nimero par para todo a inteiro e portanto, p | (a? —a). Assim,
Como todos os nimeros primos, diferentes de 2, sao impares, podemos admitir que
p € impar.

Sendo p impar e considerando inicialmente que a é um inteiro positivo, vamos
aplicaremos indugao finita sobre a.

Para a = 0 temos que o resultado é verdadeiro, ja que p | 0. Supondo que para
certo a inteiro positivo maior ou igual a zero temos que p | (a? — a). Devemos
mostrar que p | [(a+ 1)? — (a+ 1)]. De fato, pelo Binomio de Newton, Teorema [2.6]

temos que:
(a+1)P—(a+1) = ap—i—l—a—l—l—Z—-ap_i

P! i
S I S,
a a+izl(p—i)!-i! a

Devido a Hipodtese de indugao, temos que:
pl(a”—a)

Pelo Lema apresentado no capitulo anterior temos que:

P Z ( vl a”‘i>,

logo, segue que p | [(a + 1)? — (a + 1)] e concluimos, pelo principio de indugao, que
p | (a? — a) para p impar e a inteiro positivo .

Sendo p impar e considerando agora a negativo, temos também que p | (a? — a),
pois a = —b para certo b positivo. Assim, (a? —a) = —(b? —b) para b inteiro positivo

e da demonstragao feita anteriormente, temos que p | (b* — b). consequentemente
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obtemos que p | (a? — a) para a negativo, ja que (a? —a) = — (0P — b) para certo b
inteiro positivo.
Provaremos a segunda parte do teorema, e admitiremos que mdc(p,a) = 1.

Devido o que ja foi provado na primeira parte do resultado, temos:

p ’ (ap_a)7

dai, segue que:
p | (ap—l - 1) - @,

como mdc(a,p) = 1 segue que
p | (" =1).

Portanto, concluimos a segunda parte do teorema. Finalizamos aqui a demonstra-

¢ao do Teorema. |

Existem diversos resultados envolvendo ntimeros primos, no entanto, para que
possamos atingir o objetivo deste trabalho, os conceitos e resultados sao suficientes.
Para mais informagoes a respeito destes nimeros, podem ser consultado os livros

dos autores |[Ribenboim|3] e de [Santos|4].
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Capitulo 4

O Teorema Divisibilidade e

Aplicacoes

Neste capitulo, exploraremos critérios de divisibilidade em Z. Especificamente,
investigaremos as condi¢cdes para que um ndmero inteiro z,, formado por n alga-
rismos, seja divisivel por p. Esses critérios serao aplicaveis apenas quando p for
um numero nao divisivel por 2 e por 5. Para alcancar esse objetivo, analisaremos

combinagoes lineares dos algarismos de z,,.

4.1 Numeros do tipo 9,

Nesta se¢ao, mostraremos que todo inteiro p, maior que 1 e mde(p,10) = 1, di-
vide um ntmero com todos os seus algarismos iguais a 9. Utilizamos como base,
os livros dos autores Santos|4] e Ribenboim|3] que apresentam resultados elemen-
tares, incluindo conceitos de Minimo Miltiplo Comum e Méaximo Divisor Comum.
Estes conhecimentos sao essenciais para o desenvolvimento do Teorema de Divisibi-
lidade. Comecgamos apresentando defini¢oes iniciais e resultados que nos permitirao

demonstrar tanto o Teorema do Periodo, quanto o Teorema de Divisibilidade.

Definicao 9. Para cada n € N, denotamos por m, o conjunto de todos os inteiros

positivos que sao formados por n algarismos.

Quando nos referirmos a um elemento genérico de 7, iremos representa-lo por
T,, para destacar que este tem exatamente n algarismos. Tomando como exemplo
o, 0s numeros 23, 34 e 56 sao elementos desse conjunto. De forma geral, todo
elemento de 7, pode ser representado da forma o= ab, onde a e b sdo inteiros tais

que 0 < a,b<9, com a # 0.
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Definicao 10. Dado um nimero natural x,, formado por n algarismos, e um inteiro
i, onde 0 < i < n, denotamos os n — i primeiros algarismos de X, por T; e 0S i

ultimos por ;. Além disso, definimos zop = 0.

Por exemplo, para o ntimero x7= 3577585 , os 4 primeiros algarismos e os 3

altimos, sao representados por:
IL‘7|3 = 3577 e $3|3 = 585.

Outro exemplo que vale destacar é do ntmero zg= 10000001. Para este ntmero,

temos:
xg5 = 100 e 55 = 00001 = 1.
Note que @77 = xgg = + -+ = x1)1 = 1.
E facil ver que a seguinte relacio de igualdade é verdadeira para todo z,,:

z,= 10" - Tnli + Tifs (4.1)

com 0 <7 <n.

A seguir, apresentamos algumas defini¢oes e resultados, voltados para compre-
ensdo e prova do Teorema [4.7 Inicialmente apresentaremos uma definigdo que visa
facilitar a escrita de nimeros com todos os seus algarismos iguais a 9, uma vez que
a capacidade de um nimero p € N dividir inteiros com todos os algarismos iguais

serd essencial para a prova do teorema do periodo.

Definicao 11. Para cadan € N, denotamos por 1, e 9,, respectivamente, o nimero
formado por n algarismos, todos iguais a 1, e o numero de n algarismos, todos iguais
a9 .

De acordo com esta definicao temos que:
93 =999, 13 = 111, 96 = 999999 e 1, = 1.

Pelo Pequeno Teorema de Fermat, veja Teorema [3.7podemos concluir que um
namero primo p, com mdc(p,10) = 1, sempre divide 9,_;. Motivados por este
resultado, iremos analisar os nimeros inteiros p, com mdc(p,10) = 1. Para isso,

utilizaremos o seguinte lema:

Lema 4.1. Para cada r e k inteiros positivos temos que:
k—1
9k =9y - Y 107
i=0
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Demonstracao: Fixado um inteiro positivo r, vamos provar a igualdade aplicando

inducao sobre k. Para k = 1 temos que:

91 = 9
— 9,1

1-1
= 9,-) 10",
1=0

provando a validade para k = 1.

Supondo que a igualdade seja véalida para um certo k, inteiro maior ou igual a 1,

9k =9, - (Zm”)

Para analisar a validade do caso k + 1, temos que:

ou seja,

97"(’64—1) = 97“ : 10Tk + 9r-k~

Usando a hipotese de indugao, segue que

Ithrny = 9-1077 49, (Zm”)

= 9, (; 10”‘) .

Assim, provamos que supondo a validade do resultado para k, ele é valido para k+1.
Concluimos, portanto, que o resultado é verdadeiro para todo k € N. [ |

A proposicao a seguir estabelece uma relagao entre os nimeros p e n, para que
p divida 9,,.

Proposigao 4.2. Seja p € N impar maior que 1 e nao divisivel por 5 tal que p | 9,
para algum q € N. Se r é o menor natural com p | 9, entao, para todo s € N, com

s>, temos:
p|9s se, e sdse r|s.

Demonstragao: Suponha inicialmente que p | 95. Entao, existe um inteiro k& tal
que p-k = 9,. Como s > r, utilizando o Teorema da divisao Euclidiana, veja

Teorema segue que existe u € N e v € Z de modo que:

s=r-u+w, (4.2)
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onde 0 <wv < r. Logo:

Pk =9 =9 utv,
usando Equagao temos que:

p-k = 9.,-10"4+9,,

pelo Lema 4.1 segue que

u—1
p- k= 9, - (Z 107’@) - 10" + 91;7
=0

isolando 9,,, em um dos lados da tltima igualdade, obtemos:

u—1
9,=p-k—09,- (Z 10“’) -10°.
1=0

Como p | 9, obtemos, a partir da igualdade anterior, que p | 9,. Portanto, combi-
nando os fatos de que p | 9,, 0 < v < r e r ser o menor inteiro positivo tal que p | 9,,
concluimos que v = 0, logo, pela Equacao obtemos que s = 7 - u, ou seja, r | s.

Suponhamos agora que r | s. Entao, existe um inteiro k onde r - k = s. Usando

o Lema [.]] teremos que:

9% = Yk

k—1
= 9,- (ZO 10“‘) :

Em virtude da defini¢cao de divisibilidade nos inteiros, obtemos a partir desta tltima
igualdade que 9, | 95 e, pela hipotese inicial de p | 9,., obtemos que p | 95. Portanto,

finalizamos aqui a demonstragao da proposigao. [ ]

Exemplo 3. Tomando p = 91, note que 91 | 915 pois 7 | 912, 13| 910 € 91 =7 - 13.
Assim, seque da Proposi¢ao[4.3 que o menor nimero divisivel por 91, com todos os
seus algarismos iguais a 9, pertence ao conjunto A = {91, 92,93,94,9,912}. Fazendo
a verificagio direta, obtemos que 9 € o menor elemento de A em que 91 divide.
Utilizando a Pmposig&o obtemos que: 91 | 95 se, e sd se, 6| s.

A partir da demonstracao da Proposicao obtemos o seguinte lema:

Lema 4.3. Seja p € N impar maior que 1 e nao divisivel por 5 tal que p | 9, para

algumr € N. Se s e N er|s, entao p | 9.
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Usando as hipoteses da Proposicao 4.2, um questionamento natural é: Dado
p € N onde p é impar maior que 1 e nao divisivel por 5, sempre existe r € N, r < p,
de modo que p | 9,7 Este questionamento tem sua solugdo obtida no Teorema @
Por enquanto, vamos estabelecer a existéncia de um r tal que p | 9,, sem a exigéncia

r < p.

Proposicao 4.4. Seja p € N, com p impar maior que 1 e nao divisivel por 5. Entao,
existe r € N tal que:

|9

Demonstragao: Se p é um nimero primo, pelo Pequeno Teorema de Fermat, (veja
Teorema [3.7), p | 9,—1 pois mde(p,10) = 1. Assim, tomando 7 = p — 1, obtemos
o resultado desejado. Vamos supor que p é composto e provar, por absurdo, que
o resultado também ¢ valido. De fato, suponha, por absurdo, que o resultado seja
falso, ou seja, existe um p € N composto, p impar maior que 1 e nao divisivel por 5,
com p 19, para todo r € N. Pelo Principio da Boa Ordenagao podemos supor que
p € o menor namero natural composto com tal propriedade e como p é composto
podemos escrevé-lo da forma p = u - v, onde u,v € N, com u < v e ambos maiores
que 1, menores que p e nao sao divisiveis por 2 e nem por 5.

Segue do fato de que p é o menor natural, nao divisivel por 2 e por 5 que nao
divide 9,, que existem z e y naturais de modo que v | 9, e v | 9,. Sejam a,b € N
tais que: n =a -z, n =b-y e mme(x,y) = n. Denotando mdc(u,v) = m, vamos
analisar os casos em que m =1 e m # 1:

Se m = 1, entao usando a igualdade:

9 = 9%
a—1
= 9,-» 10",
i=0
juntamente com a hipotese de u | 9, segue que u | 9,,. Por outro lado, temos que:
9% = 9o

b—1
= 9,- ) 10",
=0

e como v | 9,, segue que v | 9,,.
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Como por hipotese, mdc(u,v) = 1, segue que u - v | 9,, ou seja, p | 9,, chegando

a uma contradi¢ao. Provaremos agora o caso em que m # 1. Para isso, temos:
u—1
Ow = 9+ Y _10™
i=0
u—1
= 9,- (Z(m’”‘ —1)+ u)

=0

u—1
= 9, (;%ﬁu

u—1
Comou | 9,,v |9y, x| ney | n, segue pelo Lema|§, quev | 9, eu | <Z9m + u),

i=1
e assim segue que p | 9.

Portanto, concluimos que nao pode existir um p € N composto, p impar maior
que 1 e nao divisivel por 5, com p 1 9, para todo r € N. Assim, segue que o resultado
¢ verdadeiro. [ ]

Como observado na demonstracao da Proposicao [4.4] e pelo Pequeno Teorema

de Fermat, temos que o Corolario [4.5] descrito a seguir ¢ verdadeiro.

Corolario 4.5. Sejam u, v, p € N, tais que p = u-v, p € impar maior que 1 e nao
divisivel por 5 com u < v . Sendo mmc(z,y) = n onde x e y sao inteiros tais que

ul|9; ev|9, temos:

(I) Sep é primo entdo p | 9,-1.

(II) Se p € composto e mdc(u,v) =1 entao p | 9,.
(III) Se p é composto e mdc(u,v) # 1 entao p | 9p.y.

Como aplicacao deste coroldrio, mostraremos que p* | 9,.,0_1 para rimo e
) P

r €N, z <p, tal que p|9,.

Corolario 4.6. Sejam p,a,x € N, tais que x < p, mdc(p,10) = 1, p € um nimero

primo e p | 9. Entao, p® | 9y.pe-1.

Demonstragao: Fixado p primo, diferente de 2 e 5, vamos aplicar indugao finita
sobre «.

Para a = 1 temos:
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9x.pa71 = 993.1,171

= 9,

Assim, como por hipotese temos que p | 9,, segue que no caso @ = 1 temos que

pa | 9:13'])0‘71'
Suponha que o resultado é valido para certo valor de o maior ou igual a 1:

pa ‘ gx.pafl.

Para o + 1 temos que p®™! = p® - p. Seja p**! = u-v para u = p e v = p®. Como
mme(z, x-p* 1) = x-p* !, u | 9,, por hipotese de indugao v | 9,.p0-1 € mde(u,v) # 1
podemos aplicar o item (/1) do Corolario e obtemos:

(" - p) | Vyppa—tp = paH | 9z.por-

Assim, supondo a validade do resultado para «, obtemos que ele também sera ver-
dadeiro para o+ 1. Portanto, pelo principio de inducao finita, concluimos a demons-

tracao do resultado. |

Note que até o momento obtivemos que todo ntmero inteiro impar, maior que
1 e nao divisivel por 5 sempre divide um ntmero do tipo 9,, no entanto, nao temos
ainda uma estimativa precisa sobre o valor limite de r para cada valor de p. Fare-
mos isso no teorema a seguir. Seja p € N, p = p{* - p3? - ... - pfm para p1, P2, ..., Pm
ntmeros primos todos distintos entre si. Esta decomposigao é obtida quando leva-
mos em consideragao o Teorema Fundamental da Aritmética. a seguir, definiremos

pit,ps?, ..., pYm obtidos a partir da decomposicao de p.

Definigao 12. Seja p = p{" -p3?-...-p&m com py, pa, ..., Pm nUMET0OSs primos distintos

entre si. Definimos p{*,p5?, ..., p2™ como poténcias de primos de p.

Como exemplo considere o niimero 1323. Observando que 1323 = 33 - 72, onde
3,7 sao fatores primos distintos entre si. Assim segue que 1323 tem duas poténcias

de primos, que sdo 33 e 7%

Teorema 4.7. Sejam p € N, p impar maior que 1 e nao divisivel por 5 e o conjunto
Q,={reN;r<p e pl|9}. Entio,# o.

Demonstragao: Se p é primo, como por hipotese p é impar e diferente de 5 entao
mdc(p,10) = 1, assim pelo Pequeno Teorema de Fermat temos que p | 9,1 e
portanto p — 1 € §2,. Temos neste caso que {2, ¢ nao vazio, mostrando a validade

para p primo.
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Se p é composto, das hipoteses temos que mdc(p, 10) = 1, entao vamos provar a
validade do teorema via inducao sobre a quantidade de poténcias de primos de p.
Suponha que p possua exatamente uma poténcia de primo na sua decomposicao,

! onde p; é um numero primo e a; € N. Como p é impar maior que

ou seja, p = py
1 e mde(p,10) = 1, segue que p; também satisfaz essas mesmas hipoteses. Assim,
pelo Pequeno Teorema de Fermat p; | 9,,_1. Dai, podemos aplicar o Corolario :

Como p; é primo, temos que p; | 9,,-1. Dai, segue que

(o431 9 =
Py | (p—1)pyt

como 0 < p; —1 < py temos que (p1 —1)- (p1)** ! < p{* = p. Assim, , é nao vazio,
pois (p; — 1) - p* ™" € Q,, concluimos a base da inducio.
Suponha agora que o teorema é valido para p possuindo exatamente m poténcias

de primos na sua decomposi¢ao, com 1 < m, ou seja:
o (D) «
P=D1 P2 P

com o; € N | para todo 7 = 1,2, ..., m, de modo que ), # .
Para p possuindo exatamente m + 1 poténcias de primos na sua decomposi¢ao
temos que:
p=pT - ps? e pam e poht
comao; € Nea; >1,Vi=1,2,....m,m+ 1. Como p,,1 é primo, existe um inteiro
s, de modo que pp,11 | 95 para 1 < s < p,,o1 — 1. Assim, aplicando o Corolario
segue que: P41 € primo e pyy1 | 95 entao py, ' | 9

5'(pm+1)am+171 ’

Por hipéotese de indugao, 201 00, pom # . Assim existe n € Qo1 o0

-ps? - ... - pfm]. Temos também

m de
m
modo que [p]* - p§? - ... - p%m] | 9, com 1 < n < [p]*
QA1
ue 9 -1,
q pm+1 | S’szffl . ' ' '
Sendo p = u - v com u e v iguals respectivamente ao menor nimero e ao maior
, : -1
nimero dentre p' - p5? - ... - p2m e pyrt, temos que existem x,y € {n, s - pp i}
x # 1y, de modo que u | 9, e v | 9.
Como, por hipotese, p é impar maior que 1 e nao divisivel por 5 e u,v,z,y € N

satisfazem:
p=u-v,u<v,ul9, v|9,emde(u,v)=1,

segue pelo Corolario |4.6| item (I7), que:

P9,

com z = mmc(z,y) = mmc(n, s -pfiflﬁl*l)

Resta mostrar somente que z € €2, ou seja:
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2 < p.

De fato, como:

o1 Qag fo Am+1—1 Am+1
n < [pitpe?ophrle s pit T < phhh

segue que z < n - S -pf‘nﬁﬁl_l < p. Portanto, z € Q, e ), # @.
Segue pelo principio de indugao finita que €2, # & para p formado por qual-
quer quantidade de ntimeros primos em sua decomposi¢cao. Como, pelo Teorema

Fundamental da Aritmética todo nimero natural maior que 1 se escreve da forma
o a2 o
DP=Dp1 "Dy Py

com oy, p; € N, o; > 1, p; primo e p; # p; para todo ¢ # j . Portanto, concluimos a
demonstracao do resultado. ]

Note que nem sempre p — 1 é o menor valor para que p | 9,-1 para p primo
diferente de 2 e 5. Por exemplo, 13 | 94 e neste caso o menor valor numérico para b,
de modo que 13 | 9y, serd 6 e ndao 12. Sendo 9, um ntmero natural que é divisivel

por p, existe um tunico inteiro k,, de modo que:
9, =p- k.

Este fato serda de fundamental importancia para o desenvolvimento dos resultados

da secao seguinte.

4.2 Teorema do Periodo

Buscaremos apresentar e provar o Teorema do Periodo, para isso iniciaremos pro-

vando o seguinte resultado:

Proposicao 4.8. Sejam r,p € N, com r < p tais que mdc(p,10) = 1 ep | 9,.
Entao, para cada 0 < 1 < r existem tunicos k; € Z*, eT; € N, com 0 < T; < p, tal

que:
100-Ty=p-ki+1
Demonstragao: Se ¢ = 0, basta tomar kg = 0 e [y = 1 e obtemos:
10°-To=p-ko+1,

assim, no caso ¢ = ( obtemos a proposicao.
Suponha agora ¢ = r. Como p | 9,, entdo, por definigdo de divisdo, existe um

tnico k, € N tal que:
9, = b km
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como 9, = 10" — 1, obtemos:
100"=p-k.+1.

Portanto, para ¢ = r, obtemos I'. = 1 e a proposicao ¢é satisfeita.
Sendo assim, podemos supor que 1 < i < r. Como, por hipotese, p | 9, segue

que existe k, € N tal que:
9, =p- k.
Como 9, = 10" — 1, obtemos:
10"=p-k.+1,

utilizando a Equacao (4.1)), temos que:
9, -10°+9; =p-k,. (4.3)

Como 9,_; é positivo, em virtude do Teorema da Divisao Euclidiana, Teorema

temos que existem tnicos inteiros nao negativos, u e v, de modo que:
9, i=p-ut+v;0<v<p—1. (4.4)

Note que, se v = p — 1 substituindo 9, = 10" — 1 na Equacao (4.4) obtemos que
p | 10" e isso nao pode ocorrer devido p ser um numero nao divisivel por 2 e por
5. Assim, temos que 0 < v < p— 1.

Substituindo a Equacao na Equacao e somando e subtraindo o namero 1

obtemos:
(p-ut+v)-1004+9;+1—-1 = p-k,
usando que 9; + 1 = 10¢, temos
(p-u) 10"+ (v) - 10" + 10" = p-k.+1
e, portanto,
10°-(1+v) = p-(k —u-10") +1.

Assim, podemos tomar k; = k, —u-10° e I'; = 1 + v onde 0 < I'; < p, 0s quais sao
tnicos devido a unicidade do u e do v. Assim, garantimos que a proposi¢ao também
ocorre para 1 < 7 < r. Portanto, concluimos que a proposicao é verdadeira para
todo 7 inteiro, 0 <7 < r. |

A Proposicao .8 nos da suporte para introduzir a seguinte defini¢ao:
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Defini¢ao 13. Sejam r,p € N, com r < p e mdc(p,10) = 1 e p | 9,. Denotamos
Lo =1, kg = 0 e definimos T®") = (I'|,Ty,...,T,) e K®") = (ki ky, ..., k), cujas

coordenadas satisfazem:
O<I;<pe 10ZFz:p/€Z+1, Vi=1,2,...,r

Exemplo 4. Podemos supor p =7 e devido ao pequeno teorema de Fermat, 7 | 9.

Vamos determinar T'(70) ¢ K(7.6),

Solugao 1: Devemos ter que:
F(7’6) - (Fla FQ; F37 F47 F57 FG) € K(Zﬁ) = (klv k27 k37 k47 k57 kﬁ)
com

10T, =7k +1,Vi=1,2,...,6. (4.5)

999999

Para ¢ = 6, conforme Proposicao , ke = = 142857 e ' = 1. J& no caso
1<i<5,Sendo9_; =7-u+vcom0<v<p—1,teremos que k; = kg —u-10° e

I'; = 1+ wv. Dai, segue que:

(a) Para i =5 obtemos 965 =9 =71+ 2 e dai segue que u = 1 e v = 2. Logo,
ks = 142857 — 1 - 10° = 42857 e I's = 3.

(b) Para i = 4 obtemos 96_4 = 99 = 7- 14 + 1 e dai segue que u = 14 e v = 1.
Logo, ks = 142857 — 14 - 10* = 2857 e [y = 2.

(c) Para i = 3 obtemos 96_3 = 999 = 7 -1+ 5 e dai segue que u = 142 e v = 5.
Logo, ks = 142857 — 142 - 103 = 857 e '3 = 6.

(d) Para ¢ = 2 obtemos 9_o = 9999 = 7 - 1428 + 3 e dai segue que u = 1428 e
v = 3. Logo, ky = 142857 — 1428 - 10> = 57 e 'y = 4.

(e) Para i = 1 obtemos 9¢_1 = 99999 = 7 - 14285 + 4 e dai segue que u = 14285 e
v =4. Logo, k; = 142857 — 1-10° = 42857 e I'; = 5.

Assim, segue que ['™9) = (5,4,6,2,3,1) e K6 = (7,57 857, 2857, 42857, 742857).

|

A Definigao [13] sera de grande utilidade para formagao do Teorema do Periodo

e no Teorema de Divisibilidade. Vale ressaltar que no Exemplo [ podemos perceber
que existiu uma relagao entre k; e k;_; para todo i=1,2,....6.

Note que para p € N, maior que 1 e mdec(p, 10) = 1, temos que p | 9, parar € N

menor que p e neste caso, definimos I'; e k; para cada ¢« < r, 7 € N. Com base na

proxima defini¢ao, e Teorema do periodo, sera definido I'; e k; para i € Z+.

28



O

T

Defini¢ao 14. Sendo r,p € N, r < p, mde(p,10) =1, p | 9, e k., = —. Para todo
p

m € N definimos ky., = k, - 100"=D7 + k.

O Teorema foi chamado de Teorema do Periodo em virtude de apresentar a
capacidade de I'; ter comportamento periddica, quando tomamos k; com determi-

nadas caracteristicas na equacao 10°-I'; = p- k; + 1.

Teorema 4.9. (Teorema do Periodo) Sejam r,p € N, tais que r < p, mde(p,10) =1
ep| 9. Sejam, K®" = (ky, ko, ... k,) e [®") = (I'|,Ty,...,",). Entdo, para todo
m € Z* e cada inteiro s, 1 < s < r, tomando kypyis = ks - 10™" + Ky € Trops
satisfazendo a equagao 10" ve = p - kpmys + 1 teremos que Typnys = Ty €
Dk +1=10"".

Demonstragao: Provaremos o Teorema, aplicando inducao finita sobre m. Para

m = 0 e Para todo s = 1,2, ..., r temos que:
kr-m-‘rS = kr~0+s = ks - 1097 + ko = k.

Substituindo m = 0 e k,.qs = ks na equacao 10" *.T". .+ s = p-kp.mys+ 1 obtemos:

10° Trors = p- (kg 10° + ko) +1
= pk8+17

como K®") = (ky ky, ..., k), [®") = (T';,Ty,...,T) e 10°T, = p - k, + 1, segue que:

10° Trors = p-ks+1
= 10°-T,.

Assim, segue para m = 0 que:
Crmis =g ep- (ko) +1 =100

Suponha, por hipotese de inducgao, que o resultado é valido para certo m inteiro nao
negativo, m > 0, ou seja, para cada k.. = ks 10™" + k.., € 'y s satisfazendo a
equacao 10", s = p-kpamss +1 obtemos que I'yppys = T e prkyyn +1 = 107,
para todo s =1,2,...,7

Para m+1, mostraremos que dados K»") = (ky, ko, ..., k,), [®") = (', Ty, ..., T,),
para cada k,.(mi1)4s = ks 10Tk 0y e D)4 que satisfazendo 107 (mHD+s.
Lrim41)+s = P Kr-(ms1)+s+1 obtemos que I'y i 1)45 = ['s € p-kr iy +1 = 107 (m41)
para todo s =1,2,...,r

Provaremos primeiro que para m + 1 temos que p - k;.(m41) +1 = 10"(m+1) | Note

que por defini¢ao, Ky = Ergmg1) = k- 100 + k;.p,. Podemos multiplicar por
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p cada membro desta ultima igualdade, somar o niimero 1 em cada um dos lados

desta igualdade para obter:
P krmeny +1 = p-k,- 10" +p- ke + 1, (4.6)

Por hipotese de indugao temos que p - k.., + 1 = 10", assim a Equagao (4.6) é

equivalente a:

P Erfmiy +1 = pok - 107" 4107
= 107" (p-k, +1),

usando a Definigao [I3] temos que p- k. +1 = 10" - I, e combinando este fato com a
hipotese de p | 9,, teremos que I', = 1. Assim, segue que p- k. + 1 = 10" e obtemos

nesta tltima igualdade que:

P ke +1 = 10710
logo,
D kg +1 = 1070, (4.7)

Assim, falta mostrar somente que para cada k,.qny1)+s = ks 10m+Dr 4k (m+1) €
[y (ms1)+s que satisfaz a equagao
107"(M+1)+5 . Fr-(m+1)+s =p- (ks . 10r~(m+1) + kr-(m+1)) + 17

obtemos I';.(my1)4+s = .
De fato:

1070 DT, gy = 2 (ke - 107D k) + 1
= p-ks - 107" 4 p kg + L

Utilizando a Equacao 1} temos que p - ky.(pq1) +1 = 10+ " agsim obtemos:
1Or~(m+1)+sl—\r( s =D k’ 10T~(m+1) + 10r~(m+1).
Dividindo ambos os lados desta tltima igualdade por 10" (™+1) obtemos:

107 - Fr-(m+1)+s = P ks + 1.
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Como 0 < s < r, temos que p- ks +1 = 10° - 'y, obtemos:
10° - Trmgny+s = 107 T
Assim, para m + 1 e para todo s = 1,2, ..., r temos que:
Trmitys = Ls € P kp(myry + 1 = 1070,

Provando a validade para o caso m + 1, segue pelo principio da indugao finita

que o resultado vale para todo m nao negativo e cada 1 < s < r. |

A partir do Teorema do Periodo, podemos generalizar os valores numéricos de
I'; e k;, apresentados na Definicao , para i € Z*.

Defini¢ao 15. Sejam p,r,€ N, tais que r < p, mde(p,10) = 1 e p | 9,. Sejam
[en) = (T, Ty, ...,I) e K@ = (ki ky, ..., k,), cujas coordenadas satisfazem.:

O0<Ty<pelt-T;=p-ki+1,Vj=12 ..r.

Para m,s,i € ZT com1 < s < r et =r1r-m+ s definimos kg = 0, Iy = 1,
ki = kg - 10™7 + kypn e Ty que satisfazem 100 -T; = p - k; + 1.

9
Se p | 9., para algum r, tal que 1 < r < p —1, temos que k., = — e I', = 1.
p

Assim, o resultado a seguir é verdadeiro:

Proposicao 4.10. Sejam p,r € N, tais que r < p, mdc(p,10) =1, p |9, e k; e I;

conforme Defini¢ao I Ser épares= g com mde(p,95) = 1, entdo I's = p — 1.

Demonstracao:De fato,

10" -1=p-k +1 (4.8)

10°-Ty=p-ks+1, com0<TIy<p. (4.9)

multiplicando ambos os lados da Equacao (4.9) por 10° e combinando isto com a
Equagao (4.8]) obtemos:

10" - 14 (10°-10°-Ts) =p -k + 14 (10° - p - ks + 10%),
como 10°-10° = 10", ja que s = g, obtemos a partir desta tltima igualdade que:

107 (1+T,) =p- (ky +10° - k) + 10° + 1, (4.10)

31



multiplicando cada lado da Equacao (4.10) por 9, obtemos:

9,-10"- (14+T,) = 9,-p- (ko +10° - ky) + 9, - 10° + 9,
= p-(9 -k +9,-10° k) +9,,

Da Equacao (4.8) temos que 9, = p - k,, logo:

9,-10" - (1+Ty) = 9-p-(k +10° - kg) +p- ki,
= p-(9-k+9-10° - ks + k;.).

Dai, segue que p | (95-10"-(14TIy)). Como mdc(p, 9s-10") = 1 segue que p | (1+7T).
Devido 0 < T'y <pep| (1+T), teremos que:

I's+1=np.

Portanto, segue que I'y = p — 1. |

Na secao seguinte, utilizaremos o teorema do periodo provado anteriormente para

construir, e demonstrar, o Teorema de divisibilidade.

4.3 Teorema de Divisibilidade

Nesta se¢ao, provaremos o resultado principal deste capitulo, que é um Teorema de
Divisibilidade. Este resultado proporciona decidir se niimeros dividem, ou nao, um
x, a partir da combinagao linear dos seus algarismos. O resultado possui o seguinte

enunciado:

Teorema 4.11. (Teorema de Divisibilidade) Seja x,, um inteiro positivo de n alga-
rismos e p,r € N, tais que r < p, mdc(p,10) =1 ep|9,. Sejai € N com 0 <i < n,

Ty 08 M —1 primeiros algarismos de x, e x;; os ¢ ultimos algarismos de x,. Entdao:
p |z, se, e somente se, p | (xy; + i - 2i:).

Demonstragao: Suponha inicialmente que p |z,

Podemos escrever x,, como:
Tp= 10" - 2,,); + 24, onde 0 <@ < n.

Como p divide r,,, temos que, existe v € N de modo que x,,= p - u, logo:

pru = 10i~xn|i+xi|i.
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Isolando z,; em um dos lados da igualdades teremos que:

DU — Ty

, 4.11
0 (4.11)

Como 10°-T; = p - k; + 1, vamos somar I; - x;; em ambos os membros da Equagao
(4.11f) e obtemos:

Pru— Ty
Tl + 15z = EET + I - g5

Multiplicando os dois lados da altima igualdade por 10° e colocando em evidéncia o
73; no segundo lado da ultima igualdade, obtemos:

Como 10°-T; — 1 = p - k;, segue que:

(i + T y) - 100 = pru+a-(p-ki)

Dessa forma, temos que p divide o produto (z,; +I"- x;);) - 10" € como p t 10%, pois
mdc(p,10) = 1, segue que p | (Tp; + i - 24).

Reciprocamente, se p | (zn; + I' - @;;) para 0 < i < n, teremos pela definicao
de divisibilidade, que existe um inteiro u onde p - u = (xn‘i + 1 - xiﬁ) e sendo

10°-T; = p- k; + 1, segue que,

pru-10" = 10" @y 4+ 10°- T - ay,

Dali, segue que,

pru-10"—p-ki -z = 10"z + 24

= I, .
Assim, obtemos que p |z,,. |

Note que analisando o Teorema do Periodo para certo p € N que atende as
condigbes do Teorema [£.9] temos que o Teorema de Divisibilidade tera sua aplicagao
com maior eficiéncia quando r € N ¢ o menor nimero possivel de modo que p | 9,.

Esse fato é verdadeiro em virtude de quanto menor for r, menor seré a quantidade
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de r-uplas de T'®") e consequentemente sera menor o periodo de I'; para i € N.

Encerraremos o capitulo apresentando uma aplicacao do Teorema de divisibilidade.

Exemplo 5. : O mimero z,, que tem todos os seus algarismos iguais a 8, onde
n=6-235711131719232931374175359616771817, ¢ um numero divisivel por 917

Solugao: Note que 91 = 7-13, 7 | 96, 13 | 96 € assim 91 | 9¢. como 94 é 0 menor
nimero com todos os algarismos iguais a 9 que ¢é divisivel tanto por 7 quanto por
13, segue que ele também sera o menor em que 91 divide. Sendo assim, temos que
I'; tera periodo igual a 6 com I'O%0) = ('), 'y, T's, Ty, T'5, 1).

Temos que mdc(91,93) = 1, pois 9¢ é o menor numero de todos os algarismos
iguais a 9 onde 91 | 96, e assim usando a Proposi¢ao obtemos que I's =91 — 1.
Tomando ¢ = g segue que (Z,; = T, ¢ € um nimero do tipo 6 - m + 3 e aplicando
o Teorema da divisibilidade, Teorema teremos que:

91 |z, se, e somente se, 91 | (@) 490 - 255).

Da Proposigao 3.2, 91 | (zy); +90 - 2;) se, e somente se, 91 | (2 — (91 — 90) - ).
Logo:

91 |z, se, e somente se, 91| (Tn); — Z4)i)-
Como z,; = x;; segue que:
91 |z, se, e somente se, 91 | 0.

Como 91 divide 0, segue que 91 |z,,. [ |

No capitulo seguinte faremos mais aplicagoes do teorema de divisibilidade em

critérios de divisibilidade.
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Capitulo 5
Critérios de Divisibilidade

Nesse Capitulo faremos aplicagoes do Teorema de Divisibilidade afim de estabelecer
Critérios de Divisibilidade. Além disso, provaremos o Teorema da Infinitude dos
Nameros Primos como aplicagao dos resultados apresentados anteriormente.

Com base no livro do autor [, p. 22, temos que:

Proposicao 5.1. Um numero inteiro positivo n serd divisivel por 7 se, e somente
se, a diferenca entre o dobro do primeiro algarismo com o niumero formado pelos

demais algarismos de n € divisivel por 7

Para ntiimeros grandes, assim como 671.050.273.981.553.126.377.328.955, esse cri-
tério devera ser aplicado muitas vezes para sabermos se 7 o divide. Assim, a seguir
apresentaremos critérios de divisibilidade para 7 e para 13, utilizando como funda-

mento o teorema de divisibilidade, Teorema |4.11]

Proposicao 5.2 (Critério de divisibilidade por 7). Sejam n,i € N com i < n.
Um nimero inteiro positivo de n algarismos serd divisivel por 7 se, e somente se,

Tpji + Ui - 2y, € dwvisivel por 7 com:
(a) l; = =2, set =6-m+ 1 para certo m € Z*.
(b) l; =—3, sei=06-m+2 para certo m € Z™.
(¢) l; =—1, sei=06-m+ 3 para certo m € Z*.
(d) l; =2, sei=6-m+4 para certo m € Z+.
(e) l; =3, sei=06-m+5 para certo m € Z™.
(f) l; =1, sei=6-m+6 para certo m € Z+.
Demonstragao: Fazendo p = 7 no Teorema de Divisibilidade, Teorema .11} segue

que:
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7 |z, se, e somente se, 7 | (zn; + Ty - ipp).
Devido 7 | 96 e T'("6) = (5,4,6,2,3,1) temos que:
(I) T; =5,sei=6-m+ 1 para certo m € Z™.
(II) I'; =4, se t = 6 - m + 2 para certo m € Z™.
(IIT) T; =6, se i = 6 - m + 3 para certo m € Z+.
(IV) Ty =2, se i = 6 - m + 4 para certo m € Z™.
(V) Ty =3,sei=6-m+5 para certo m € Z™.
(VI) I'; =1,sei=6-m+ 6 para certo m € Z™.

Da Proposicao , 7| (xn + 1 - 2y) se, e somente se, 7 | (z,; — (7 —1T1) - 23p:).
Assim, temos que 7 |z, se, e somente se 7 | (z,; + (I';) - ;) e 7 |, se, e somente
se 7| (xn; — (7—T;)-2;,). Portanto, para 0 < I'; <4 tomel; =T, epara3 <I'; <7

tome [; = I'; — 7 e obtemos:
(a) l; =—=2,sei=06-m+ 1 para certo m € Z*.
(b) I; = —3,sei=6-m+ 2 para certo m € Z™.
(c) l;=—1,sei=6-m++ 3 para certo m € Z™.
(d) I; =2,sei=06-m+ 4 para certo m € Z7.
(e) l; =3,sei=06-m+5 para certo m € Z*.
(f) ; =1,sei=06-m+ 6 para certo m € Z*.

|
Vamos verificar como exemplo que o niimero 671.050.273.981.553.126.377.328.955 é
divisivel por 7. Como 7 | 94, temos que I'™6) = (5.4,6,2,3,1) e devido este nimero
ter 27 algarismos, ele é um Ty; entdo:
Para i = 12, temos que 671050273981553 + 126377328955 = 671176651310508 =15
Para i = 6, temos que 671176651 + 310508 = 671487159 =x,
Para i = 3, temos que 671487 — 159 = 671328 =x¢
Para i = 3, temos que 671 — 328 = 343 =z
Para i = 1, temos que 34 — 2 -3 = 28 =1,
Como 7 divide 28 segue que 7 divide 671050273981553126377328955.

Proposicao 5.3 (Critério de divisibilidade por 13). Sejam n,i € N com i < n.
Um nimero inteiro positivo de n algarismos serd divisivel por 13 se, e somente se,

Tppi + Ui - 235 € dwvisivel por 13 com:
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(a) l; =4, sei=6-m+ 1 para certo m € Z*.
(b) I, =3, sei="6-m+ 2 para certo m € Z™.
(¢) li=—1, sei=6-m+ 3 para certo m € Z™.
(d) l; =—4, sei =6-m+4 para certo m € Z*.
(e) I; =10, sei="6-m+5 para certo m € Z*.
(f) l; =1, sei=6-m+6 para certo m € Z*.

Demonstragao: Analoga a demonstracao do critério de divisibilidade por 7, le-

vando em consideragao que 13 | 9. [ |

Vamos verificar que o ntimero 671050273981553126377328955 nao ¢é divisivel por 13:

Para @ = 12, temos que 671050273981553 + 126377328955 = 671176651310508

Para 7 = 6, temos que 671176651 4+ 310508 = 671487159

Para 7 = 3, temos que 671487 — 159 = 671328

Para ¢ = 3, temos que 671 — 328 = 343

Para ¢ = 1, temos que 34 +4 -3 = 46

Como 13 nao divide 46 segue que 13 nao divide 671050273981553126377328955. M
Vamos verificar que o ntimero 671.050.273.981.553.126.377.328.955 nao é divi-

sivel por 19. Temos certamente que 19 | 935, pelo Pequeno Teorema de Fermat.

Vamos fazer os célculos para determinar alguns valores de I'; e aplicar o Teorema

da Divisibilidade, Teorema [£.11}

Para ¢ = 1, temos que k; = 1 e obtemos 'y = 2.

Para ¢+ = 2, temos que ko = 21 e obtemos I'y = 4.

Para i = 3, temos que k3 = 421 e obtemos I'3 = 8.

Para ¢ = 4, temos que k4 = 8421 e obtemos I'y = 16.

Para ¢+ = 5, temos que k5 = 68421 e obtemos I's = 13.

Para i = 10, temos que kjg = 8947368421 e obtemos I'yg = 17.

Olhando para estes valores teremos que 19 ira dividir este niimero 97 se, e somente

se, 19 divide xa719 + 17 - w1010 ou de maneira equivalente, utilizando a Proposicao

segue que 19 divide wa7j10 + 2 - T19)10. Dai, temos que:

Para i = 10, temos que 67105027398155312 — 2 - 6377328955) = 67105014643497402

Para ¢ = 10, temos que 6710501 — 2 - 4643497402 = —9280284303

Para 7 = 5, temos que 92802 — 6 - 84303 = —413016

Para i = 3, temos que 413 4+ 8 - (016) = 541

Para ¢ = 1, temos que 54 — 17 -1 = 37

Como 19 nao divide 37 segue que 19 nao divide 671.050.273.981.553.126.377.328.955.

Teorema 5.4. (Infinitude dos Numeros Primos) Existem infinitos nimeros Primos
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Demonstragao: Suponha, por absurdo, que a quantidade de ntimeros primos é
finita. Cada ntmero primo p, diferente de 2 e de 5, divide 9,,_;. Como a quantidade
de primos maiores que 5 € finita, suponha que esta quantidade é n e que p,, é o maior
de todos. Sendo s = (py — 1) - (po — 1) -+ (pn — 1) teremos que 95 + 2 = u - v para
um v primo impar e v inteiro diferente de 1. Como w | 9,_1, segue que u | 95 0 que
acarreta u | 2. Como chegamos a um absurdo, segue que existem infinitos ntimeros
primos. |

Finalizamos aqui as aplicagoes do Teorema de divisibilidade. Podemos perceber
que ele é uma ferramenta que permite demonstrar alguns resultados de aritmética,

principalmente na parte de critérios de divisibilidade.
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

Diante do que foi apresentado, comprovamos que é possivel obter um Teorema
de divisibilidade nos inteiros que permite determinar a partir da combinacao dos
algarismos de um nimero z,,, de m algarismos, a divisibilidade deste por um inteiro
n. Vale ressaltar que uma das principais dificuldades para encontrar uma combina-
¢ao eficiente e préatica, foi a obtencao do Teorema do Periodo, ja que este resultado
viabiliza e da sentido ao Teorema de Divisibilidade.

Podemos destacar como principal aplicagao deste resultado, a obtencao de crité-
rios de divisibilidade. Além disso, observamos na aplicacao do resultado que esco-
lhendo adequadamente a quantidade de algarismos, podemos diminuir rapidamente
a quantidade dos algarismos da combinagao, fazendo apenas calculos de soma ou
subtracao.

Vale ressaltar que os resultados no Capitulo 4| podem ser aplicados & Aritmética,
como mostrado, apresentamos uma demonstracao do Teorema da infinitude dos

Nuameros Primos.
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