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RESUMO

A Matematica é uma ciéncia que desempenha um papel de extrema importancia para
o desenvolvimento tecnologico, dada sua vasta aplicacao em areas diversas. Diante
das suas potenciais contribuigoes, vé-se a necessidade de exploracao continua, tendo
em vista os mistérios e particularidades que perduram sem soluc¢ao e que poderiam
acarretar em novas descobertas. Os ntimeros primos, por exemplo, considerados por
muitos matematicos como os “a4tomos da aritmética”, sao ainda uma incognita, no
que diz respeito as curiosidades e mistérios que o envolvem e subsistem até os dias
atuais. Assim, o presente trabalho, que trata de uma pesquisa de cunho bibliografico,
possui como objetivo principal, fornecer ao professor da educacao basica o material
necessario ao aprofundamento sobre ntimeros primos, com énfase em critérios de
primalidade. Além disso, o trabalho tem como objetivo apresentar uma proposta de
ensino, para essa mesma etapa, por meio de uma sequéncia didatica que atenda as

especificidades da Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

Palavras-chave: Aritmética. Nuameros primos. Testes de primalidade.

Sequéncia didética.
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ABSTRACT

Mathematics is a science that plays an extremely important role in technological
development, given its vast application in various areas. Given its potential contri-
butions, there is a need for continuous exploration, considering the mysteries and
peculiarities that persist without a solution and that could lead to new discoveries.
Prime numbers, for example, considered by many mathematicians as the "atoms
of arithmetic," are still an enigma, concerning the curiosities and mysteries that
surround them and still persist to this day. Thus, the present work, which is a
bibliographic research, aims to provide basic education teachers with the necessary
material for a deeper understanding of prime numbers, with an emphasis on pri-
mality criteria. It also presents a teaching proposal for this same stage, through a

didactic sequence that meets the specificities of the National Common Curricular
Base (BNCC).

Keywords: Arithmetic. Prime numbers. Primality tests. Following teaching.

viil



Sumario

[Lista de Figuras|

[Lista de Tabelas|

(1 Introducao|

2 Fundamentos|

[2.1 Principio da Inducao Matematical

(2.2 Divisibilidade e nimeros primos|

P91 Diisio Euchidiand

[2.2.2  Maximo divisor comum e minimo multiplo comum|. . . . . . .

[2.2.3  Propriedades sobre os nimeros primos|

[2.3 Congruéncias| . . . . . . . . .. L

[3 Niumeros primos|

[3.1 Infinidade dos nimeros primos|

[3.1.1 Demonstracao de Euchdes|

[3.1.2  Demonstracao de Goldbach|

[3.1.3  Demonstracao de Euler|

[3.1.4 Demonstracao de Métrod|

[3.3  Numeros primos especiais|

B3.2.1 Crivo de BEratostenesl . . . . . . . ..

3.3.1 Numeros de Fermatl. . . . . . . . . . .. ... ... .. ..

[4  Sequéncia didatical

[4.1.1 Parte 1: Multiplos, Divisores e Numeros Primos|

X

xi

xii

12
18

24
24
24
24
25
26
26
27
29
32
39
40
42

45
46
46
47



[4.1.3 Parte 3: Aplicacoes dos nimeros primos|

[4.1.4  Parte 4: Resolucao de problemas|

(5 Conclusaol

[Reteréncias Bibliograficas|

[A Sugestoes de Atividades|
[A.1 Questoes da OBMEP|

51

52

53



Lista de Figuras

..................................

xi



Lista de Tabelas

(1.1~ Primeiros 90 nimeros primos.| . . . . . . . . . . . . ... ... 2
2.1 Nameros de Carmichaell . . . . .. ... ... ... 0000 18
B.1 Nuameros naturaisde 2a 100 . . . . ... ... .. ... 27
[3.2  Maultiplos de 2, maiores que ele, riscados.| . . . . .. .. ... ... .. 28
[3.3  Numeros primos até 100.| . . . . . . . . . .. ... L. 28

xii



Capitulo 1

Introducao

A importancia da Matemaética é algo inquestionével, afinal de contas, toda tecno-
logia tem como base métodos matematicos, mesmo que por tantas vezes nao sejam
sequer notados. Por outro lado, ao analisarmos cada um desses métodos, é facil
notar que a geometria, calculo, probabilidade, entre outras areas matematicas em-
pregadas na sua composi¢ao, se estruturam em um conceito mais simples, ainda que
abstrato: os niimeros.

Entre todas as caracteristicas que podemos observar nos niumeros naturais, um
conjunto especial tem destaque, o conjunto dos nimeros primos. Chamamos de
primos os nimeros naturais maiores que 1 e que possuem apenas dois divisores
positivos: o 1 e ele mesmo. Os demais nimeros naturais, maiores que 1, que nao
apresentam tal propriedade, sao denominados compostos. Embora a definicao seja
simples, os nimeros primos, como veremos no decorrer deste trabalho, sao repletos
de mistérios.

Os ntmeros primos sao considerados por muitos matematicos como os atomos
da aritmética. Isso deve-se ao fato de que todos os ntimeros naturais maiores que
um, ou sao primos, ou podem ser escritos de modo tinico, a menos da ordem dos
fatores, como a multiplicacao entre primos, assim como os atomos compoem toda
e qualquer matéria. Essa interessante propriedade ficou conhecida como o Teorema
Fundamental da Aritmética (conferir Capitulo 2).

O registro mais antigo que apresenta relacao com os nimeros primos é o osso de
Ishango, que possui cerca de 25 mil anos de idade. O achado apresenta trés colunas
de entalhes, onde, em uma delas, estao os primos entre 10 e 20, ou seja, 0os nimeros:
11, 13, 17 e 19. Embora exista a possibilidade de ser apenas uma coincidéncia o
fato de todos eles serem primos, esse pode ser o primeiro indicio do interesse por
tais nimeros.

Apesar da relevante evidéncia, acredita-se que o conceito formal de ntimero primo
tenha surgido na Grécia Antiga, por volta de 300 a.C., onde Euclides de Alexandria

apresentou em sua obra Os FElementos, mais especificamente no livro VII, uma de-



finicao para nimeros primos e compostos. Existe ainda a possibilidade do conceito
de primalidade ter surgido através da Escola Pitagorica, por volta de 500 A.c., mas
nao existem evidéncias suficientes que confirmem tal hipotese.

Ainda em sua obra Os Elementos, mas agora no livro IX, Euclides de Alexandria
demonstrou que o conjunto dos ntmeros primos é infinito. Ao longo do tempo,
muitos outros matematicos realizaram diferentes demonstragoes para este teorema.
Apresentamos algumas delas no Capitulo 3. Embora sejam louvaveis e de grande
importancia, as demonstragoes sobre a existéncia de infinitos primos nao indicam

caminhos para a determinacao de ntimeros primos. Veja o que diz Ribenboim:

[...] as diferentes demonstragoes da existéncia de uma infinidade de na-
meros primos nao sao construtivas e nao dao qualquer indicagao sobre
a determinacao do enésimo ntimero primo. Essas demonstracoes nao in-
dicam tampouco quantos ntimeros primos existem inferiores a um dado
nimero N. (RIBENBOIM, 2012, p. 149).

Alguns anos depois da definicao apresentada por Euclides, o matemaético Eratos-
tenes desenvolveu o primeiro método que se tem registro de determinar os niimeros
primos até um ntmero n, método esse, que tornou-se popular como crivo de Eratos-
tenes (ver Capitulo 3). Na Tabela 1.1 estao apresentados os 90 primeiros nimeros

primos.

Tabela 1.1: Primeiros 90 ntimeros primos.

2 3 5 7 11 | 13 | 17 | 19 | 23 | 29 | 31 | 37 | 41 | 43 | 47
53 | 39 | 61 | 67 | 71 | 73 | 79 | 83 | 89 | 97 | 101 | 103 | 107 | 109 | 113
127 | 131 | 137 | 139 | 149 | 151 | 157 | 163 | 167 | 173 | 179 | 181 | 191 | 193 | 197
199 | 211 | 223 | 227 | 229 | 233 | 239 | 241 | 251 | 257 | 263 | 269 | 271 | 277 | 281
283 | 293 | 307 | 311 | 313 | 317 | 331 | 337 | 347 | 349 | 353 | 359 | 367 | 373 | 379
383 | 389 | 397 | 401 | 409 | 419 | 421 | 431 | 433 | 439 | 443 | 449 | 457 | 461 | 463

Fonte: Autor.

Ao observar a Tabela 1.1 percebemos que é extremamente dificil, senao impos-
sivel, estabelecer qualquer tipo de padrao ou regra de formacgao, o que nos leva
a questionar: existe uma férmula capaz de gerar o n-ésimo primo? A resposta é
dada por Martinez et al. (2010, p. 324) "Existem formulas que geram numeros
primos, mas que sao tao complicadas que nao ajudam muito nem a gerar nimeros
primos explicitamente nem a responder perguntas tedricas sobre a distribuigao dos
primos." Assim, mesmo com a sua existéncia, a aplicacao de tais formulas tornam-se

inviaveis em casos praticos na exploracao desse conjunto.




Diante das fracassadas tentativas de encontrar uma féormula pratica para deter-

minacao do n-ésimo primo, surge o estudo da distribuicao dos nimeros primos.

O grande avanco de Johann Carl Friedrich Gauss foi fazer uma pergunta
diferente. Em vez de tentar prever a localizacdo precisa do préximo
primo, ele buscou ao menos descobrir quantos primos haveria entre os
primeiros 100 ndmeros, os primeiros 1.000 e assim por diante. Se tomés-
semos o numero N, haveria alguma maneira de estimar quantos primos
encontrariamos entre os nimeros 1 e N? (DU SAUTOY, 2007, p. 64).

Gauss iniciou, assim, a busca por funcoes capazes de estimar o nimero de primos

inferiores a n. Para falarmos sobre elas, precisamos antes da definicao a seguir.

Definigao 1. Seja x > 0 um nimero real. Designa-se por w(x) o nimero de primos

p, tais que p < .

Ao analisar uma tabela de primos na contracapa de um livro sobre logaritmos
que havia ganhado, Gauss pode perceber uma relacao entre o ntmero de primos
até um ntmero n e os logaritmos na base e. Assim, aos 15 anos de idade, Gauss
conjecturou que 7(x) = ;% o que se mostrou verdadeiro, porém ndo tao preciso,
ainda.

A palavra ainda, no fim do paragrafo anterior, deve-se ao fato de Gauss ter
refinado sua estimativa com uma fungao integral logaritmica Li(x), a qual satisfaz
Li(x) = m(zx), produzindo resultados mais aproximados. Esta funcdo é definida

como

Li(x):/ A
5 Int

Mais uma vez, sua conjectura se provou verdadeira e deu origem ao chamado
Teorema dos Niimeros Primos.

Vale ressaltar que Adrien-Marie Legendre também desenvolveu, de forma inde-
pendente, uma funcao capaz de estimar a quantidade de primos até um namero n,
porém nao é tao precisa quanto a fungao Li(x) de Gauss.

No ano de 1859, Georg Friedrich Bernhard Riemann foi ainda mais além, ao pu-
blicar um trabalho de 10 paginas sobre ntimeros primos, onde apresentou ao mundo
uma férmula para o nimero exato de primos até um ntimero n. Tal formula nao foi
provada por ele e ficou conhecida como a hipdtese de Riemann. Nao apresentaremos
aqui tal hipdtese na sua linguagem matematica devido sua enorme complexidade.

Em 1900, a hipotese de Riemann passa a receber maior destaque, gracas ao
primeiro congresso internacional de matematicos, ocorrido em Paris. Na ocasiao,
o professor David Hilbert apresentou 23 problemas que, segundo ele, ditariam os

rumos dos matematicos para as décadas seguintes. Até o fim do século XX um total



de 22 problemas foram solucionados, porém o oitavo da lista permanece sem solu¢ao
até os dias atuais, trata-se da hipotese de Riemann.
Para que tenhamos nocao da importancia tamanha de tal hipétese, Du Sautoy

afirma que

Uma resposta para a hipétese de Riemann terd enormes implicacoes
para muitos outros problemas mateméticos. Os nimeros primos ocu-
pam lugar tao fundamental na matemética que qualquer progresso na
compreensdo de sua natureza tera um impacto grandioso. A hipotese de
Riemann parece ser um problema inevitavel. Quando navegamos pelo
terreno matematico, é como se todos os caminhos, em algum ponto, le-
vassem necessariamente & mesma paisagem deslumbrante da hipétese de
Riemann. (DU SAUTOY, 2007, p. 21).

As consequéncias decorrentes de tal demonstracdo nao se restringiria apenas a
matematica, mas afetaria diretamente o mundo do comércio. Isto da-se pelo fato
dos niimeros primos serem a base de um sistema de criptografia chamado de RSA.

O RSA possui esse nome como forma de homenagem aos seus desenvolvedores,
os cientistas Ron Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman, que em 1970, utilizando
uma descoberta de Pierre de Fermat, encontraram uma maneira de proteger as
transacoes com cartoes de crédito, usando nimeros primos. Atualmente, o sistema
utiliza nimeros com 100 algarismos.

A seguranca desse sistema esté intimamente ligada a falta de conhecimento sobre
nimeros primos, o que nos leva novamente aos impactos de uma possivel demonstra-
cao da hipotese de Riemann. O conhecimento empregado em tal demonstracao e o
desenvolvido a partir dela, podem ser uma chave para quebrar os codigos utilizados
pelo RSA, algo que poderia tornar o sistema inseguro.

Diante da espera por uma possivel demonstracao para a hipotese de Riemann,
surge a natural questao: Atualmente existem métodos praticos e comprovados para
verificar se um ntimero é primo ou composto?

Perguntas como essa sao naturais desde a educagao basica, onde ¢ introduzido
o conceito de numero primo, até os cursos de graduacao e mestrado. Pensando
nisso, o presente trabalho foi desenvolvido com o objetivo de fornecer ao professor
da educacao basica um material que proporcione o aprofundamento sobre nimeros
primos, com énfase em critérios de primalidade, bem como apresentar uma proposta
de ensino para a educacao bésica, que atenda as especificidades da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC). E importante observar que muitas vezes os critérios
de primalidade nao sao abordados na graduacao, o que reforca a importancia do
desenvolvimento deste trabalho.

Na educacao béasica, o estudo dos ntimeros primos deve iniciar no 6° ano do
ensino fundamental, assim como defende a BNCC, e ao finaliza-lo, o aluno deve

apresentar as seguintes habilidades:



(EF06MAO5) Classificar nimeros naturais em primos e compostos, esta-
belecer relacoes entre nimeros, expressas pelos termos “é multiplo de”,
“¢ divisor de”, “é fator de”, e estabelecer, por meio de investigacoes, cri-
térios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000.
(EFO6MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de
multiplo e de divisor. (BRASIL, 2018, p. 301)

Desta forma, ao final do 62 ano, é ideal que o aluno nao apenas compreenda o
conceito de ntimero primo mas também tenha familiaridade com algum critério de
primalidade, uma vez que o mesmo deve ser capaz de classificar niimeros naturais
em primos e compostos. O discente deve, ainda, ser capaz de estabelecer critérios
de divisibilidade por meio da observacao de padroes e relacoes entre niimeros.

No ano subsequente, a BNCC traz, como objeto de conhecimento, o estudo dos
multiplos e divisores de um ntimero natural, que tem estreita relacao com nimeros
primos e critérios de divisibilidade, e como habilidade a ser desenvolvida: "Resolver
e elaborar problemas com ntimeros naturais, envolvendo as nocoes de divisor e de
miltiplo, podendo incluir maximo divisor comum ou minimo multiplo comum, por
meio de estratégias diversas, sem a aplicacao de algoritmos."(BRASIL, 2018, p.
307). Ao fim dessa etapa de ensino, é ideal que o aluno seja capaz de decompor
nimeros naturais em fatores primos, pois, isso fornece um método mais pratico e
seguro na determinacao dos multiplos e divisores e consequentemente do minimo
miltiplo comum e maximo divisor comum, mesmo sem a aplicacao de algoritmos.

Por fim, mas nao menos importante, ao final de cada etapa o discente deve ser
capaz de resolver e elaborar problemas envolvendo os conceitos abordados.

Para atingir os objetivos citados, iniciamos este trabalho dedicando o Capitulo
a apresentacao de um resumo com conceitos e teorias fundamentais. Quanto ao
Capitulo [3| o dividimos em trés secoes, sendo a primeira restrita a abordar apenas
um teorema, apresentando diversas demonstracoes interessantes que grandes mate-
maéticos descobriram ao longo do tempo. Na segunda secao destacamos alguns testes
de primalidade para nimeros quaisquer, assim como também realizamos aplicacoes,
e posteriormente comparacoes, entre os testes destacados. Para finalizar o Capitulo
3, abordamos caracteristicas, curiosidades e testes de primalidade para alguns nu-
meros primos de formas particulares. Por fim, o Capitulo 4 é dedicado a apresentar
uma proposta de sequéncia didatica, que venha a contribuir de forma significativa

no processo de ensino e aprendizagem de nimeros primos na educagao basica.



Capitulo 2
Fundamentos

Para compreendermos algumas demonstragoes que posteriormente serao reali-
zadas, devemos, antes, enunciar e provar alguns resultados, o que faremos nesse

capitulo. Para isso, tomaremos como base teorica [I], [2], [3], [4] e [5]-

2.1 Principio da Inducao Matematica

Ao longo do trabalho utilizaremos muitas vezes o Principio da Indugao Mateméa-
tica, também conhecido como Principio da Indugao Finita (PIF), portanto faremos
um breve resumo sobre o tema, partindo da ideia de que o leitor ja esta familiarizado
com os axiomas de Peano e consequentemente com a equivaléncia entre os Axiomas
1,2e 3.

Axioma 1. (Principio da induc¢io matemdtica) Seja P(n) uma propriedade sobre
o numero natural n. Suponha que,

i) P(1) € vdlida;

ii) Para todo n € N a validade de P(n) implica a validade de P(n+ 1);

Entao P(n) € vdlida para todo n natural.
Uma variacao do PIF é o chamado Principio da Inducao Forte.

Axioma 2. (Principio da Indugio Forte) Seja P(n) uma propriedade sobre o ni-
mero natural n. Suponha que,

i) P(ng) € vdlida, para ny € N;

ii) Se P(k) é vdlida para todo ng < k < n entao P(n+ 1) € vdlida.

Entao P(n) € vdlida para todo n > nyg.

Uma outra variacao de aparente simplicidade, mas de grande utilidade é o Prin-

cipio da Boa Ordem que apresentaremos em seguida.

Axioma 3. (Principio da Boa Ordem) Todo subconjunto nao vazio X C N possui

um menor elemento.



Faremos um exemplo para melhor compreensao.

Exemplo 1. Mostre que para todo n natural existe um inteiro q tal que, 10" — 1 =
3-q.

Solucao: Aplicaremos o PIF sobre n.
Se n =1, entao 10! — 1 =9 = 3 -3, portanto o resultado ¢ valido para n = 1.
Suponha, por hipotese de indugao, que o resultado seja valido para um certo n.

Temos assim que, 10" — 1 = 3 - ¢, para algum ¢ inteiro. Veja agora que,

10" —1=3-¢q = 10-(10"=1)=3-¢-10
= 10" -10=130¢
= 10" ~1=30-q¢+9
= 10" —1=3-(10-q+3).

Como 10- g+ 3 é inteiro, concluimos que o resultado também é valido para n+1

e consequentemente para todo n natural.

2.2 Divisibilidade e ntimeros primos

Definicao 2. Sejam a,b € Z, diremos que a divide b, se existir um ¢ € Z tal que

b=a-c. Nesse caso, dizemos que a € divisor de b e b € mailtiplo de a.

Escreveremos a | b, como uma afirmacao de que a divide b. No caso em que a

nao divide b, escreveremos simplesmente a { b.
Proposigao 1. Sea|beb|c entioa | c.

Demonstragao: Considerando que a | b e b | ¢ entdo existem k,r € Z tais que,
b=a-kec=0b-r, daisegue que,c=(a-k)-r=a-(k-r). Como k- r ¢ inteiro,

concluimos que a | c. |
Proposicao 2. Sea|bec|dentéoa-c|b-d.

Demonstragao: Se a | b e c|d entdo existem k,r € Z tais que b=a-ked=c-r.
Multiplicando as equagbes encontramos b-d =a-c- (k- r). Observando que k - r é

inteiro, concluimos que a - ¢ | b - d. |
Proposicao 3. Sea | (b+£c¢) entdo a | b, se e somente se, a | c.

Demonstra¢ao: Suponha que a | (b+c¢) e a | b, logo existem k,r € 7Z tais que,
btc=a-keb=a-r. Assim, temos que a-r+c=a-k, portando c=a-k—a-r =

a-(k—r). Como (k—r) é inteiro, concluimos que a | c. [

7



Proposicao 4. Sea | b entaob=0 ou | a |<|b|.

Demonstra¢ao: Considere que a | b e suponha que b # 0. Como a | b existe k € Z
tal que b = a - k e sendo b # 0 temos que k # 0, logo | k |> 1, o que implica
[bl=la-kl|=lal-[k|=[al u

Proposicao 5. Sea | b ealc, entdo a | (zb+ yc), para todo z,y € Z.

Demonstra¢ao: Se a | be a | centdo existem m,n € Z taisqueb=m-a e c=n-a,
logo, para todo x,y € Z, temos xb + yc = x(ma) + y(na) = a(xm + yn). Como
xm + yn € Z segue que a | zb + yc. [

2.2.1 Divisao Euclidiana

Uma interessante propriedade, chamada propriedade Arquimediana de Z, sera

de grande ajuda na demonstracao do Teorema

Proposicao 6. (Propriedade Arquimediana) Se a,b € Z, com b # 0 entdo eziste
n € Z tal que, n-b > a.

Demonstragao: Sendo b # 0 e inteiro, entdo |b| > 1, dai,

(laf +1) - [b] = |a] + 1 > |a] > a.

Caso b > 0 entdo |b| = b e, tomando n = |a| + 1, obtemos

n-b=(la]+1)-b=(la|+1)- b > a.

Para o caso onde b < 0, temos que |b] = —b, logo, fazendo n = —(Ja| + 1),

obtemos
n-b=—(la|+1)-6=(a|+1):(=b) = (Ja| + 1) - [b] > a.

Provando, deste modo, a existéncia de n. [ |

Teorema 1. Dados a,b € Z, com a # 0. Ezxistem unicos inteiros q e r tais que:
b=a-q+r

com

0<r<|al

Demonstrac¢ao: Considere o conjunto S = {b —ya;y € Z} N[N U {0}].
Como a # 0 entao —a # 0 e pela propriedade Arquimediana, existe um n inteiro

tal que n(—a) > (—b), ou ainda, b — na > 0, o que mostra que o conjunto S é
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nao vazio. Temos assim, pelo Principio da Boa Ordem, que S possui um menor
elemento que chamaremos de r. Como r € S, entao r > 0 e existe um ¢ inteiro, tal
que 7 = b — aq. Precisamos mostrar agora que r < |a|, o que faremos por reducio
ao absurdo.

Suponha, por absurdo, que r > |al, logo, existe um j € NU{0}, tal que r = |a|+,
ou seja, j = r—|a| = b—aqg—|al. Sendo |a| = a ou |a| —a, teriamos j = b— (¢+1)a,
portanto, j € S, o que é um absurdo pois, j < r, uma vez que r = |a| + j e |a| > 1.

Concluimos assim que existem ¢ e 7 inteiros, com 0 < r < |a|, tais que
b=a-q+r.

Resta provar que ¢ e r sao unicos. Para isto, suponha que existem ¢,q¢’, 7,7’ € Z
taisqueb=a-g+r=a-¢+1,com 0 <r <|a| e 0 <7 < |a|]. Subtraindo membro

a membro, 0 <r < |a| e |a] > 7" > 0, obtemos

0—lal<r—r'"<l|a|— 0= —|a| <r—71"<|a| = |r—7r| <lal.

Por outro lado, a-q¢+r = a-¢ + 7', somando e subtraindo aq’ em ambos
os lados da igualdade e tomando a em evidéncia, temos a(q — ¢') = " — r, logo
lal - lqg = q'| = |r —1'| <]lal.

O que s6 ocorre, se ¢ =¢ er =1’ [ |

Os ntmeros ¢ e r chamam-se, respectivamente, de quociente e resto da divisao

de b por a.

2.2.2 Maximo divisor comum e minimo miltiplo comum

Definigao 3. Sejam a,b € Z, coma # 0 oub#0, sed € N é tal qued | a ed|b
diremos que d é um divisor comum de a e b. Além disso, caso d seja divisivel por
todo divisor comum de a e b diremos que d é o mdzimo divisor comum (MDC) de a

e b e representaremos por (a, b).
Exemplo 2. Se m =8 en = 12 entdo (m,n) = (8,12) = 4.

E importante observar que sendo d = (a,b), para todo c inteiro, temos que se
¢ | aec|bentdo, por defini¢ao, ¢ | d, logo, ¢ < |c¢| < d, ou seja, d é o maior dentre
todos os divisores comuns de a e b, o que explica o motivo pelo qual d é chamado
de maximo divisor comum.

Caso (a,b) = 1 diremos que a e b sdo primos entre si ou coprimos. E claro que

isso significa que o tnico divisor comum positivo de a e b é 1.

Definicao 4. Sejam a,b € Z e d = (a,b). Define-se:



i) I(a,b) = {ax + by;z,y € Z};
i) dZ = {d-m;m € Z}.

Note que, se a # 0 ou b # 0 entao I(a,b) NN ¢é ndo vazio, uma vez que tomando
r=aey=>btemosa-a+0b-b=a*>+b*€ I(a,b) NN. Assim, pelo Principio da
Boa Ordem, existe d = min {I(a,b) NN}

Tal fato é importante para demonstracao do teorema seguinte.

Teorema 2. Sejam a,b € Z, com a # 0 ou b # 0. Se d =min{I(a,b) NN}, entdo,
i)d éo MDC de aeb;
i) I(a,b) = dZ.

Demonstragao: i) Para mostrar que d = (a, b), precisamos mostrar que d divide a e
b e que para todo divisor comum ¢ de a e b temos que ¢ | d.
Suponha, por absurdo, que exista um = € [I(a,b) tal que d { =, entdo, pelo

Teorema [I], existem ¢ e r inteiros com 0 < r < d tais que
r=d-q+r. (2.1)

Por outro lado, como d = min {I(a,b) NN} e x € I(a,b) entdo existem n, m, j, k €
7 tais que
d =na+ mb (2.2)

r = ja+ kb. (2.3)
Substituindo (2.3)) e (2.2) em (2.1]) temos que,
ja+ kb= (na+mb)g+r=1r=(j —ng)a+ (k—mq)b. (2.4)

Logo r € I(a,b)NN o que é um absurdo, uma vez que r < d = min {I(a,b) N N}.
Portanto d divide z para todo = € I(a,b). E facil ver que a,b € I(a,b), concluimos
assim que d | a e d | b.

Considere agora um inteiro ¢ tal que ¢ é divisor comum de a e b. Temos assim,
pela Proposicao 5l que ¢ divide todos os elementos de I(a,b), logo ¢ | d.

Fica provado, portanto, que d = (a, b).

ii) Note que se x € I(a,b) entdo d | x, dai x € dZ, o que significa que I(a,b) C dZ.
Por outro lado, se x € dZ, entao existe um inteiro y tal que x = d - y. Como
d = (a,b) existem n,m € Z tais que d = na + mb, desta forma podemos escrever
r = (na+mb) -y = yna + myb, logo x € I(a,b), ou seja, dZ C I(a,b).

Concluimos assim que [(a,b) = dZ. |

Proposicao 7. Para a,b € Z, temos que (a,b) = 1 se, e somente se, eristem

x,y € 7Z tal que ax + by = 1.

10



Demonstragao: Seja (a,b) = 1, pelo Teorema [2] temos que 1 € I(a,b), logo existem
x,y € Z tal que ax + by = 1. Reciprocamente, suponha que exista z,y € Z tais que
ax + by = 1. Considere d = (a,b), como d | a e d | b, entdo d | (ax + by), logo, d | 1,
o que implica que d = 1. [ |

Teorema 3. Sejam a,b,c € Z com (a,b) = 1. Se a | bc entdo a | c.

Demonstragao: Se a | bc e (a,b) =1 entao existem m,n, q € Z tais que,

bc = aq (2.5)

ma + nb = 1. (2.6)

Multiplicando a equagdo (2.6) por ¢ e em seguida substituindo a equagao (2.5)

no resultado obtemos,
cma + neb = ¢ = ema + naq = ¢ = a(em +ng) = c.

Como ¢m + nq é inteiro, segue que a | c. [ |
Corolario 1. Sejam a,b,m € Z com (a,m) =1. Se m1{b entao m{a-b.
Proposigao 8. Sejam a,b,c € Z com (a,b) =1. Sea|ceb|centioa-b|ec.
Demonstragao: Como (a,b) = 1 entdo, pela Proposicao (7} existem x e y inteiros tais
que,

axr +by =1= acx + bcy = c. (2.7)

Segue, do fato de a | ¢ e b | ¢, que existem ¢ e ¢ inteiros tais que ¢ = at e ¢ = bq.

Substituindo esse resultado na equagao (2.7)), encontramos que:
acx + bey = ¢ = abqx + abty = ¢ = ab(qx + ty) = c.

Como (qz + ty) € Z, concluimos que ab | c. |

Definicao 5. Um niumero natural d serd dito MDC de dados niumeros inteiros
a1, ... ,0,, nao todos nulos, se possuir as sequintes propriedades:

. d € um divisor comum de aq,...,a,.

ii. Se ¢ € um divisor comum de aq, ..., a,, entao c | d.

O MDC, quando eziste, € certamente inico e serd representado por (ai, ..., ay,).
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Proposicao 9. Sejam aq,as, ..., a, inteiros nao todos nulos, entdo existe o MDC

de ay,...,a,_1,a, € vale a igualdade

(a1, .. an_1,an) = (a1, ..., (ap_1,a,)).

Demonstracao: Provaremos por indugao matematica sobre n, para n > 2.

Se n = 2, o resultado ¢ obviamente valido.

Suponha, por hipotese de inducgao, que para um certon, o MDCde aq,...,a,_1,a,
existe e que (ay,...,a,_1,a,) = (a1,...,(ay_1,a,)). Devemos provar entdo que o

resultado também é valido para n + 1.

Por hipdtese, existe um d inteiro tal que d = (aq,...,an_1,(Gp,apy1)), umMa
vez que trata-se do MDC de n ntumeros. Note agora que, d | ay,...,d | a,_1 e
d | (an,ani1), consequentemente d | ay,...,d | a,_1,d | ap e d| api1-

Seja ¢ um divisor comum de ay, a9, ..., Gy, Gny1. Se ¢ | a, € ¢ | a,41 entdo
¢ | (an,ani1), logo ¢ € um divisor comum de aq, ..., a,_1, (@, a,y1) € consequente-
mente ¢ | d, ou seja, todo divisor comum de ay, as, . .., a,, a,+1 divide d, o que prova
que d = (a1,a9,. .., Gp, Apy1)- [ |

Definicao 6. Dizemos que m é o minimo multiplo comum (MMC) de a e b se € o

menor inteiro positivo que € divisivel por a e b, nesse caso, escreveremos m = [a, b).
Exemplo 3. Se m =8 en =12 entdo [m,n] = [8,12] = 24.

Definicao 7. Diremos que um nimero natural m é o MMC' dos inteiros nao nulos
Q1. .., Gy, S€ POSSULT as sequintes propriedades:

i. m € um maultiplo comum de aq, ..., a,.

ii. Se para todo mailtiplo comum m’' desses nimeros, tem-se que m | m/'.

FE fdcil ver que o MMC, se eziste, é inico, sendo denotado por |ay, ..., ay).

Na secao seguinte apresentaremos uma forma de determinar o MDC e o MMC

de dois ou mais numeros.

2.2.3 Propriedades sobre os niimeros primos

Lembremos que niimero primo é todo ntimero inteiro maior que 1 que possui
apenas dois divisores positivos: o 1 e e ele mesmo. Se um niimero inteiro maior que

1 nao é primo, é chamado composto.
Proposicao 10. Sejam p e q nimeros primos. Se p | q entio p = q.

Demonstrac¢ao: Se p | g entdo p =1 ou p = ¢, pois ¢ é primo. Como p é primo entao

p # 1, logo, p=gq. |
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Proposicao 11. Se pta, com p primo e a € Z, entdo (p,a) = 1.

Demonstragao: Seja d = (p,a), como p é primo, segue que d = 1 ou d = p. Se p ndo

divide a, entao p é diferente de d, logo, d = 1. [
Proposicao 12. Sejam a,b,p € Z, com p primo. Se p | ab entdo p | a ou p | b.

Demonstra¢ao: Sabendo que p | ab temos duas possibilidades: p | a ou p  a. Se
p | a ndo ha o que demonstrar. Se p 1 a entao, pela Proposigao (p,a) =1 o que
implica, pelo Teorema que p | b. E claro que, pelo mesmo raciocinio, se p { b entdo

p | a. [

Corolario 2. Sejam p,p1,...,p, nimeros primos. Se p | p1-... P, entdo p = p;

para algum 1 =1,....n.

Demonstracao: Demonstraremos por indugao matematica sobre n.
Seja n = 1. Se p | p; entdo p = py, pois sdo ambos primos. Logo o resultado é
valido para n = 1.

Suponha, por hipotese de inducgao, que para um certo n o resultado seja valido.

Considere agora que p | p1 - ... Dy * Pny1, Pela Proposicdo p|pic... pnou
P | Py

Se p | pnr1 entao p = ppyq, caso p | pr - ... - pu, segue, por hipotese de indugao,
que existe algum ¢ = 1,... n, tal que p = p;.

Portanto o resultado é vélido para n 4+ 1. Concluimos assim pelo PIF que a

proposicao é valida para todo n € N. [ |

O teorema apresentado a seguir, conhecido como Teorema Fundamental da Arit-

mética, foi demonstrado por Gauss em 1796.

Teorema 4. (Teorema Fundamental da Aritmética) Sen > 2 € um nimero natural
entao ou n € primo ou pode ser escrito de forma tnica, a menos da ordem dos

fatores, como um produto de nimeros primos.

Demonstracao: Provaremos através do Principio da Indugao Forte, para n > 2.

Como 2 é primo, se n = 2 o resultado é valido.

Considere, por hipétese de inducao, que o resultado seja valido para todo nimero
natural menor que n. Observe que temos duas possibilidades para n, ou n é primo
ou n é composto.

Se n é primo, o resultado é obviamente valido.

Se n é composto, entao existem n; e ny naturaiscom 1 <ny <nel <ny <n

tais que n = ny - no. Como ny e ny sao ambos menores que n segue, por hipotese,

que existem pi,po,...,Pr € G1,q2,---,qs Primos, tais que ny = py - Py - ... - Pr €
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No=q1-qa-... qs. Portandon =py-pa-..."Dr-q1-q2-..."qs, OU S€ja, 0 resultado
é valido para n.

Mostraremos agora a unicidade da fatoracao. Suponha que n =p;-py-... - p, =
¢1-q2- ... qs, onde p; e g; sao primos, com 1 < i < rel < j < r. Veja
que p1 | ¢1 - ... ¢, logo, existe um j tal que p; = ¢;, considere, sem perda de
generalidade, que p; = ¢;. Teriamos entao que, ps ... P, =qo - ... ¢s.

Sejat=mpy-... p. como t < n entao, por hipotese, sua fatoracao em primos é
tnica. Portanto r = s e p; é igual a g; aos pares.

Concluimos assim, pelo Principio da Inducao Forte, que o resultado é valido para
todo n > 2 natural. [ ]

O Teorema Fundamental da Aritmética ainda pode ser apresentado da seguinte

maneira.

Teorema 5. Todo ndmero natural n > 1 pode ser representado de forma inica

como,

01 2 Qe
n=mp; Py ... pPg°

onde a, g, ...,as EN e p; < pg < -+ < pg $SGO NUMETOS Primos.

A representacao através do produto entre nimeros primos, pode ser utilizada
na determinacao da quantidade de divisores de um ntimero qualquer, bem como no
calculo da soma dos divisores, como também na determinacao do MDC e MMC de

dois ou mais nimeros. Como pode ser verificado nos teoremas que seguem.

Teorema 6. Seja n = pi* -...-p%, onde py,...,p. sao primos distintos e o; € N
parai=1,...,r. Se q divide n, entao,
g=p"-...pl

onde, 0 < B; <y, parat=1,...,7r.

Demonstracdao: Seja ¢ um divisor de n e p® a poténcia de um primo na decomposicio
de ¢, como g | n e p? | g entdao p? | n. Sendo p um primo entao p? divide p$, para

algum i =1,...,r, logo, p=p; e B < ;. [

Partindo do Teorema [6] podemos determinar a quantidade de divisores de n

apenas aplicando o Principio Fundamental da Contagem.

Proposicao 13. Seja n = pi* - ... - pS, onde py,...,p, sGo primos distintos e
a; € N para i = 1,...,r. Entao o numero de divisores de n é dado por d, =
(ar+1)-...-(ap +1).
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Demonstracao: Pelo Teorema |§|, os divisores de n sao da forma pfl .. pPr com
B; inteiro e 0 < B; < o, para i = 1,...,7. Veja que existem assim («o; + 1)
escolhas possiveis para ;. Como cada escolha distinta representa um divisor para
n, concluimos, pelo Principio Fundamental da Contagem, que o niimero de divisores
den édadopord,=(ag+1)-... (. +1). [

Dedicaremo-nos agora a apresentar uma forma para determinar (a,b) e [a, ]

utilizando a decomposicao em fatores primos de a e b. Veja o teorema seguinte.

Teorema 7. Sejam a =pi*-...-p¥ eb= pfl -...-pP onde py,...,p, sdo primos

distintos, 0 < a; e 0 < 3, com oy, B; € Z, para i,j =1,...,r. Temos que,

(a,b) =p]* -...-plr
e
la,b] = pit ... por

onde ~; = min {O‘iaﬁi} e 0; = max {0%'7 5i}~

Demonstracao: E facil ver que pi* - ... p) divide a e b. Provaremos que para todo
.. Y1 r
divisor comum ¢ de a e b temos que ¢ | p{* - ... p)r.
Seja ¢ um divisor comum de a e b, logo ¢ é da forma ¢ = p‘ls1 -...-p’, com
. . . ’YI r
0; < min{wy, B}, o que implica que ¢ | pi* - ... - pl.
- . a1 r
Concluimos assim que (a,b) =p]* -...-p).
Note que, sendo m = [a,b], entdo m é o menor inteiro positivo que é divisivel
por a e b.
Para que m seja divisivel por a e b devemos ter, pelo Teorema, @, m = p‘fl el

onde §; > «; e §; > [; e para que m seja minimo é 6bvio que devemos tomar
d; = max{ay, 5} [ |

O teorema que acabamos de demonstrar serd utilizado na demonstracao da se-

guinte proposi¢ao sobre MDC.

Proposicao 14. Sejam a,b € 7. Tem-se que:

(<acfb>’ <al,)b>) -t

Demonstracao: Pelo Teorema Fundamental da Aritmética podemos escrever

a=npit..opdrebd :pfl-. ..-p? onde p; é primo, 0 < o; e 0 < 3;, parai,j =1,...,r,
71

e pelo Teorema |7, sabemos que (a,b) = p* - ... - p¥, onde v; = min {«;, 5;}. Note,

com isso, que




b
(a,b)

onde o/ = 0 ou B/ = 0, ou seja, —2~ e —2~ ndo possuem fatores em comum. Portanto
g v ! 7 (ab) 7 (ab) ’

a b o
((a,b)’ (a,b)) =L n

Representaremos por S(n) a soma dos divisores positivos de n.

51 4
—pt - p

Proposicao 15. Sejan = p{*-...-p% onde py, ..., p, sio primos distintos e a; € N,

para 1 < i <r. A soma dos divisores de n é dada por,

O<1+1_1 ar+1_1
S(n):pl .
pl_]- pr_l

Demonstragao: Os divisores de n sao dados, segundo o Teorema [6] por
q= pfl -...-pP tomando todas as possiveis r-uplas (8i,...,3,), com 0 < §; < a.

Note que, com essa ideia, a soma dos divisores de n serd dada entao por
Sn)=0+p+...+07) .- (L+p+ ... +007).

Uma vez que todas as combinagoes sao geradas na sua expansao. Como 1+ p; +
...+ pj" trata-se da soma dos ¢ primeiros termos de uma progressao geométrica de

razao p;, podemos facilmente calcular essa soma, de onde obtemos

S(n)zpinﬂ_l-...-Mérﬂ_1
pl_]- pr_l

Sendo n um nimero natural ¢ 6bvio que o mesmo é primo se, e somente se,
S(n)=n+ 1.

Corolario 3. Sejam n,m € Z, com (n,m) =1, tem-se que S(n)-S(m) = S(n-m).

Apresentaremos a seguir um outro teorema de grande relevancia no estudo de
ntimeros primos, conhecido como o Pequeno Teorema de Fermat. Todavia, antes de
estuda-lo, precisamos de um resultado para auxiliar na sua demonstracao. Trata-se

do lema seguinte.

Lema 1. Seja p um nimero primo. Temos que p | (IZ), onde (’;) = #ﬁi)!, para

0<i<p, comieN.

p
1

valido para ¢ = 1. Podemos entao considerar 1 < ¢ < p. Note que,

G): b _pp=1-...-(p=(i=1))

Demonstracao: Tomando ¢ = 1 temos ( ) = p. Como p | p entdo o resultado é

i) dllp—i)l il
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Veja agora que p 1 i!, pois todos os fatores de i! sdo menores que p, uma vez que

i < p,logo, (il,p) = 1.
Comod! [p-(p—1)-...- (p—(i+1)) e (i!,p) = 1, concluimos, pelo Teorema [3]

(i+1))

queil | (p—1)-...-(p— (i+ 1)), ou seja, % € 7Z e consequentemente

pl () u
Teorema 8. (Pequeno Teorema de Fermat) Sendo p um nimero primo qualquer,

temos que p | a? — a, para todo a € 7.

2 2

Demonstracao: Se p = 2, veja que a” e a tém mesma paridade, logo, a — a é par e
consequentemente divisivel por 2, para todo a € Z. Provando assim a validade do
teorema para p = 2.

Considere agora p > 3, o que significa que p é impar e com isso
(—a)? — (—a) = —(a? — a). Portanto, se p | a? — a entdo p | (—a)? — (—a). Podemos
com isso considerar a > 0. Faremos a demonstracao por inducao matematica sobre
a.

Sea=0entao 0? —0 =0 e se a = 1 temos que 17 —1 = 0, como p | 0 o resultado
é valido para esses casos.

Suponha, por hipotese de inducao, que o resultado seja vilido para um certo a.

Provaremos que vale para a + 1. Para isso, note que

(a+1)P —(a+1) = ap+ap1<]19>+ap2(g)+. (pp1)+1—a—1

- man (e ) (),
(2
)-

Por hipotese p | a?—a e, pelo Lema | segue que p | aP~ 1( )—i—ap 2 )+. ) .—l—a(pfl),
pois p divide cada parcela da soma. Portanto, p | (a + 1)? — (a + 1

Concluimos assim, pelo PIF, que p | a? — a, para todo a € Z. [ |
Corolario 4. Se pfa, entiop | a?~! — 1.
Demonstragdao: Veja que a? —a = a(a?~! — 1), portanto, se p { a entao, pela Propo-

sigao [12} p | aP~! — 1. [ |

Embora seja semelhante a um critério de primalidade, a reciproca do Pequeno
Teorema de Fermat nao é valida, ou seja, existem nimeros inteiros n, compostos,
tais que n | ! — 1, com (a,n) = 1, para todo a € N. Apresentaremos um desses

casos abaixo.
Exemplo 4. Mostre que 561 | a®®® — 1, para todo a natural, tal que (a,561) = 1.

Solugao: Seja a € N, tal que (a,561) = 1. Como 561 = 3-11-17 e (a,561) = 1 entdo
(a,3) = (a,11) = (a,17) = 1, o que implica que (a®° 3) = (a°®,11) = (a**,17) = 1.

Desta forma, pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos que,

17



i) 3| (a20)° — 1= 3] a0 —1;
i) 111 (a®)"" —1 = 11| a0 — 1,
iii) 17| (a®)"° = 1= 17| a™° — 1.

Como (3, 11) = (3, 17) = (11, 17) = 1, concluimos, pela Proposicao |8, que
561 | a®® — 1, para todo a € N, com (a,561) = 1.
Com base nesse exemplo, podemos definir um novo grupo de ntimeros, os deno-

minados pseudoprimos.

Definigao 8. Seja n um nimero composto. Sen | a" ' —1, para a > 1 inteiro com

(a,n) =1, entdo n é chamado pseudoprimo na base a.

Nimeros como 561, que sao pseudoprimos em todas as bases primas com ele, sao
chamado de ntimeros de Carmichael, em homenagem a Robert Daniel Carmichael
que apresentou em 1912 alguns exemplos destes niimeros, provando assim que a
reciproca do Pequeno Teorema de Fermat nao era verdadeira.

Os ntmeros de Carmichael sao raros (apresentaremos os nimeros menores que
30.000 na Tabela , por este motivo, o Pequeno Teorema de Fermat ¢ muitas

vezes apresentado como um teste de primalidade probabilistico.

Tabela 2.1: Nameros de Carmichael

561 =3-11-17 | 1106 =5-13-17 | 1729=7-13-19 | 2465=5-17-29 2821 =7-13-31

6601 =7-23-41 | 8911 =7-19-67 | 10585 =5-29-73 | 15841 =7-31-73 | 29341 =13 -37-61

Fonte: Autor.

Embora o Pequeno Teorema de Fermat nao seja de fato um teste de primalidade
deterministico o mesmo ¢ de grande utilidade nos testes que abordaremos ao longo
deste trabalho, por esse motivo, apresentaremos um caso especifico desse teorema,

como um pré-teste de primalidade.

Corolario 5. (Pré-teste de primalidade) Sejam a,p nimeros inteiros, com p > 2 e
(p,a) =1. SeptaP~' — 1 entdo p é composto.
2.3 Congruéncias

Definicao 9. Sejam a,b,c € Z. Quando a e b deixam o mesmo resto na divisao por

¢, dizemos que a € congruente a b modulo c. Neste caso, escrevemos a =b mod c.

Exemplo 5. Veja que o resto de 8 e 5 na divisao por 3 € 2, logo, 8 =5 mod 3.
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Teorema 9. Sejam a, b e m numeros inteiros com m > 1. Temos que a = b

mod m se, e somente se, m | a — b.

Demonstracao: Se a = b mod m, entao pela Defini¢ao [0 a e b deixam o mesmo
resto na divisao por m, logo, existem k, j,r € Z tais que a = km +r e b= jm +r,
com 0 <r <m. Dai, a —b=km — jm =m(k — j), ou seja, m | a — b.

Reciprocamente, se m | a — b existe h € Z tal que a —b = mh, o que implica que
a=>b+ mh.

Seja r o resto da divisao de a por m, temos que a = km + r, com k inteiro. Dali,
km +r = b+ mh, logo, b =m(k — h) + .

Como 0 < r < m, segue, pela unicidade do resto, que r é o resto da divisao de b

por m o que significa que a = b mod m. [

Proposicao 16. Dados a,b,c,d,m € Z, temos que:
i) (Reflexiva) a = a mod m.
i) (Simétrica) Se a = b mod m, entdo b =a mod m.
iii) (Transitiva) Se a =b mod m e b =c mod m, entdo a = ¢ mod m.
i) (Compatibilidade com a soma e a diferenga) Se a = b modm e

c=d modm entdéoatc=bx+d mod m.

v) (Compatibilidade com o produto) Se a = b mod m e ¢ = d mod m entao
a-c=b-d mod m.

vi) (Cancelamento no produto) Seja ¢ #0 e m > 1. Temos que ac = bc mod m

_m

se, e somente se, a =b mod e

Demonstracao. (i) Veja que a —a = 0, como m | 0, entdo a = a mod m.

(i) Se a = b mod m, entao existem k, j,r € Z com 0 < r < m tal que a = km+r
eb=jm-+r. Logo, b—a=m(j— k), ouseja, m | b— a, o que significa que b = a
mod m.

(7ii) Se a = b mod m e b = ¢ mod m entdo m | a —b e m | b — c¢. Portanto,

existem k,j € Z tais que a — b= km e b — ¢ = jm, logo,
(a=b)+ (b—c)=m(k+7),
ou seja,
a—c=m(k+j).

Dai, segue que m | a — ¢ e consequentemente, a = ¢ mod m.
(iv) Como a =b mod m e c=d mod m, entdo m | a—bem | c—d, logo, pela
Proposi¢aop} m | (a—b) £ (c—d), ou seja, m | (a+c)— (b+d) em | (a—c)— (b—d).

Concluimos, assim, que a+c=b+d mod mea—c=b—d mod m.
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(v) Como a =b mod m e c=d modm, entdo m | a —b e m | ¢ —d. Logo,
m | (a —b)ce m | (c— d)b, e pela Proposi¢ao 5, m | (a — b)c + (¢ — d)b. Portanto,
m | ac — bd, que é equivalente a ac = bd mod m.

(vi) Suponha que ac = be mod m, logo, m | ac — be, ou ainda, m | (a — b)c.

Desta forma, existe um inteiro k tal que mk = (a — b)c. Multiplicando ambos os

lados da igualdade por (c—in), temos
m c
k= - (a —b).
o) " ey Y
Como 5 e & sdo nimeros inteiros, entao s | ok (a—0).

Pela Proposicao , temos que <%, (m—cc)) =1, e pelo Teorema % | (a—0),

o que é equivalente a a = b mod (mlc)

Reciprocamente, se a = b mod 2~ entdo —~ | a — b, logo existe um inteiro
’ (m.c) (m,c) ’

k, tal que % -k = (a — b). Multiplicando ambos os lados da igualdade por c,

encontramos i
c
= (a —b)c = (ac — be).
(m,¢)
Como << ¢ inteiro, concluimos que m | (ac — be), em outras palavras, ac = be
(m,C) ? ? ?
mod m. n

Iremos definir agora dois tipos de sistemas de residuos, completo e reduzido.

Definigao 10. Sejam > 1 inteiro. O conjunto de nimeros inteiros R = {r{,ro, ..., rm}

€ chamado de sistema completo de residuos modulo m se:

1. r; #r; mod m, para todo i # j.

2. Dado um inteiro n qualquer, existe um r;, tal que n = r; mod m.
Coml<i<mel<j<m.

Como j& vimos, pelo algoritmo da divisao Euclidiana, para qualquer inteiro a
o seu resto na divisdo por m, deve pertencer ao conjunto {0,1,...,m — 1}, isso
significa que todo sistema completo de residuos modulo m possui m elementos. Uti-
lizando ainda o algoritmo da divisao Euclidiana podemos demonstrar a proposi¢cao
seguinte, que garante por sua vez, que nenhum sistema reduzido de residuos sera

vazio.

Proposicao 17. Sejam n,m,r € Z, com m > 1, tais que n = r mod m. Se

(n,m) =1, entdo (r,m) = 1.

Demonstra¢ao: Sendo n =r mod m entdo m | n —r, o que significa que existe um

q inteiro tal que n — r = mgq, ou ainda, n = mq + r.
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Considere (r,m) = d. Temos assim que, d | r e d | m, logo, d | mq + r, ou seja,
d|n. Massed|ned|mentaod | (n,m). Como (n,m) =1, podemos concluir que
(r,m) = 1. |

Definigao 11. Sejam > 1 inteiro. O conjunto de niimeros inteiros R = {ry,rs,... 14}

é chamado de sistema reduzido de residuos modulo m se:
1. (r;;m) =1, para todo i =1,2...,t.
2. r; Zr; mod m para todo i # j, com1<i<tel <j<t.
3. Para cada n inteiro, com (n,m) =1 existem um r; tal que n = r; mod m.

Proposicao 18. Considere m € Z, com m > 1. Dois sistemas reduzidos de residuos

modulo m possuem o mesmo numero de elementos.

Demonstragao: Sejam os conjuntos {ry,72,...,7:} € {q1,q2, - . ., qs} sistemas reduzi-
dos de residuos modulo m. Como (r;,m) = 1 entdo r; = ¢; mod m, para algum
1 < i < 5. Pelo mesmo raciocinio 7, = ¢; mod m, com 1 < j < s e j # 4, uma vez
que r; Z ro mod m. Seguindo com este raciocinio, podemos concluir que cada ele-
mento de {ry,79,...,7:} é congruente a um e apenas um elemento de {q1, qa, - - ., Gs },

ou sejat < s.

De maneira anéloga temos que cada elemento de {qi,¢qo, ..., qs} € congruente a
um e apenas um elemento de {ry,79,...,7}, logo s < t.
Concluimos assim que t = s. [ |

Partindo dessa demonstracao podemos definir a funcao fi de Euler.

Definicao 12. Seja R um sistema reduzido de residuos mddulo m, com m € N.
Define-se a fung¢ao ¢ : N — N, por p(1) =1 e ¢(m) = n (R) para todo m > 1, onde

n (R) representa o nimero de elementos do conjunto R.
Lema 2. Sejam a,b, c nimeros inteiros. Se (a,b) = (¢,b) =1, entao (ac,b) = 1.

Demonstragao: Considere (ac,b) = d. Suponha, por absurdo, que d # 1. Logo,
pelo Teorema Fundamental da Aritmética, podemos escrever d = p{* .. .- p%, onde
a; € N e p; é primo, ambos os casos para¢=1,2,...,s.

Como d | b e py | dentdo p; | b. De forma analoga, temos que p; | ac, pois
d | ac, dai, pela Proposicao [12] p; | a ou p; | ¢. Veja agora que, se p; | a entéo
1| (a,b) e se p; | ¢ entdo py | (¢,b). Em ambos os casos, temos que p; | 1, uma vez

que (a,b) = (¢,b) =1, 0 que & um absurdo, pois p; é primo. Concluimos assim que

(ac,b) = 1. [
Teorema 10. Sejam a e m numeros naturais, com (a,m) = 1. Se {7"1, . ,rw(m)}
¢ um sistema reduzido de residuos maodulo m, entao {arh e ,ar@(m)} ¢ um Sistema

Reduzido de Residuos modulo m.
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Demonstrag¢ao: Sendo (a,m) = 1 e (r;;m) = 1 entao, pelo Lema [2) (ar;,m) = 1,
parai=1,2,...,(m). Provando, assim, que o item (1) da Defini¢ao[11]¢é satisfeito.
Para provar que o item (2) da Definigao [L1|é satisfeito, note que 7; # r; mod m
para i # j, ou seja, m { r; — ;. Como (a,m) = 1 segue, pelo Corolario 1| que
m {1 a(r; —r;). Portanto, ar; # ar; mod m, para todo i # j.
Resta mostrar que o item (3) da Defini¢ao é satisfeito. Para isso, veja que
(ary,m) = 1, logo, existe um r; tal que ar; = r; mod m. De maneira aniloga existe

um 7; tal que ary = r; mod m, com 7 # j, uma vez que ar; # ar, mod m. Se-

guindo com esse raciocinio podemos concluir que cada elemento de {arl, cee aw(m)}
é congruente a um e apenas um elemento de {rl, o ,np(m)}. Como os dois conjuntos
possuem o mesmo ntimero de elementos segue que cada elemento de {7"17 e ,rw(m)}
¢ congruente a um e apenas um elemento de {arl, e ,arw(m)}.

Logo, se para cada n inteiro, com (n,m) = 1 existe um r; tal que n = r; mod m,
entao existe ar; tal que n =r; = ar; mod m.

Portanto, {arl, e ,arw(m)} é um sistema reduzido de residuos modulo m. [ |

Teorema 11. (Teorema de Euler) Sejam a,m € Z com m > 1 e (a,m) = 1. Entao

a?™ =1 mod m.

Demonstragao: Seja 11,73,...,7y@m) um sistema reduzido de residuos modulo m.
Pelo Teorema segue que ary,ary,...,a7Tq(m) ¢ também um sistema reduzido de

residuos modulo m, uma vez que (a, m) = 1. Note agora que ar; = r; mod m para

algum i e j, com 1 <14, j < ¢(m). Isso significa que

aw(m)-rl-rg...-rw(m) =T ATy ATy =T To ... Ty mod m.
Como (r1,m) = ... = (Tym),m) = 1 entdo, pela Proposicao @], segue que
(11,72, ..., Tp@m), m) = 1. Desta forma, temos que
asa(m)'ryrg..mr@(m)Er1~r2-...~r¢(m) mod m .
TLTo e To(m) T1 T2 To(m) (11,72, -+, Tio(m), M)
Concluimos, assim, que a¥™ =1 mod m. [ |

Um caso especifico do Teorema de Euler merece destaque. Trata-se do caso
onde m é primo, veja que isso implica que ¢(m) = m — 1, uma vez que (1,m) =
(2,m)=...=(m—1,m) =1, o que nos leva a concluir que a™ ! =1 mod m, para
m primo. E impossivel ndo notar que o caso especifico ¢ equivalente ao Pequeno
Teorema de Fermat (demonstrado anteriormente), desta forma, o Teorema de Euler
trata-se de uma generalizacao do Pequeno Teorema de Fermat. Apresentaremos esse

caso especifico a seguir como um corolério.
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Corolario 6. Seja a um nimero inteiro e p um primo. Temos que a? = a mod p.

Além disso, caso (a,p) =1, entdo a?~' =1 mod p.

Note que, sendo a,m € Z com m > 1 e (a,m) = 1, o Teorema de Euler garante
a existéncia de um inteiro positivo h tal que a® =1 mod m. A definicao seguinte,

tem como base esse resultado.

Defini¢ao 13. Sejam a,m € Z com m > 1 e (a,m) = 1. Chama-se ordem de a
mddulo m, representado por ord,,(a), o menor inteiro positivo, tal que, a®%(®) =1

mod m.

Lema 3. Sejam a,m,n € Z comm > 1, n >0 e (a,m) = 1. Segue que, a” = 1

mod m se, e somente se, ord,(a) | n.

Demonstracao: Suponha que ¢ =1 mod m. Sabemos pela divisao Euclidiana que
existem ¢ e r inteiros, com 0 < r < ord,,(a) tal que n = ord,,(a) - q + r.

Suponha por absurdo que r # 0. Veja agora que,

n aordm (a)-q+r

a” = =1 modm.

Por outro lado, sabemos pela defini¢ao de ord,,(a), que

ordm(@) = 1 mod m.

a
Elevando ambos os lados a ¢, temos,
a4 =19 mod m.

Multiplicando agora por a”, segue que,

a" = @@t = 0" =1 mod m.

Portanto, m | a” — 1, o que é um absurdo, pois 0 < r < ord,,(a) e ord,,(a) é, por
defini¢ao, o menor niimero positivo com tal propriedade.
Reciprocamente, suponha que ord,(a) | n, logo existe um ¢ inteiro tal que

n = ord,,(a) - q. Por definicdo temos que,

a® (@) =1 mod m

elevando ambos os lados a ¢ obtemos,

n __ ordm(a)q

a’=a 19=1 mod m.
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Capitulo 3
Niumeros primos

O presente capitulo foi divido em trés se¢coes. Na primeira secdo, exploraremos
a infinidade dos ntimeros primos, na segunda, abordaremos alguns testes de prima-
lidade e, por fim, na terceira, estudaremos a relagao dos nimeros de Mersenne e de

Fermat com niimeros primos.

3.1 Infinidade dos niimeros primos

Nessa secao, apresentaremos algumas demonstragoes interessantes para um dos
teoremas mais importantes da aritmética: O Teorema da Infinitude dos Numeros
Primos. Tais demonstracoes podem ser encontradas em [2] e [6]. O Teorema citado

possui o seguinte enunciado:

Teorema 12. Ezistem infinitos nimeros primos.

3.1.1 Demonstracao de Euclides

A demonstracao seguinte é devida a Euclides e foi publicada originalmente na

sua obra Os Elementos.

Demonstracao: Suponha que exista uma quantidade finita de nimeros primos. Neste
caso, podemos supor que pq, . . ., p, sejam todos os niimeros primos que existem. Veja
que n =py-...-p.+ 1 é maior que todos os niimeros primos listados, logo, n é com-
posto e, consequentemente, divisivel por algum p;, com i € {1,2,...,r}. Como
pi | pL--.. - pr e p; | nosegue, pela Proposigao 3, que p; | 1, o que é um absurdo.

Concluimos assim que existem infinitos nimeros primos. [ |

3.1.2 Demonstracao de Goldbach

Em 1730 o mateméatico Christian Goldbach enviou a Euler uma carta contendo

uma demonstracao para o Teorema [12] onde eram utilizadas sequéncias de nime-
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ros coprimos, porém antes de apresentéd-la aqui, precisamos definir algumas ideias
iniciais.

Para esta demonstracdo considere a sequéncia de ntimeros F, = 22" + 1, para
n > 0 inteiro. Tal sequéncia é conhecida como os ntimeros de Fermat, dedicaremos
a Secao 3.3 para dissertar sobre esses niimeros.

E possivel demonstrar, faremos na Secao 3.3, que F,, —2 = Fy-Fy-... - F,_1,

utilizaremos esse fato como verdade na demonstracao que segue.

Demonstra¢ao: Considere m < n, logo, Fy, | Fo- Fy ...  Fy - ... F,_1, ou seja,
F,. | F,, — 2. Suponha, por absurdo, que exista um numero primo p que divida F, e
F,. Se p| F,, entao p | F,, — 2, o que implica que p | 2, uma vez que p | F},. Sendo p
primo, temos que p = 2, o que é um absurdo, pois p divide F},, e F,, que sao impares.

Concluimos, assim, que nao existe nimero primo p tal que p | F,, e p | F,, com

m diferente de n, ou seja, (F,, F,,) = 1.

Sendo Fy, Fi, Fy, ..., F,,... uma sequéncia infinita de nimeros primos entre si,
dois a dois, se p é fator primo de Fy, p; é fator de Fi, ..., p, é fator de F,,, ..., entdao
Dy P1,P2,s - - - Pn, - - - 20 todos distintos, o que prova que existem infinitos nimeros
primos. [ |

E importante observar que para tal demonstracao nao ¢ necessaria a utilizacao
dos nimeros de Fermat, mas apenas de uma sequéncia infinita de niimeros naturais,

tal que seus termos sejam primos entre si, dois a dois.

3.1.3 Demonstracao de Euler

Para a demonstracao que se segue, partiremos da ideia de que o leitor ja possui

familiaridade com séries.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que a quantidade de nimeros primos é finita
e que py, ..., p, sejam todos eles. Veja agora que 1/p; < 1, parai=1,2,...,r, logo,

a soma dos termos da progressao geométrica infinita de razao 1/p; é dada por,

=1 1
Z_k':l_L'
k=0

pi pi

Ao multiplicarmos, membro a membro, todas as igualdades para i =1,2,...,r,

obtém-se que,
T (o] '

(> ) =TI~

%k
i=1 \k—o i i=1 Pi

Efetuando-se as operacoes do primeiro membro da igualdade, teremos, de acordo

com o Teorema Fundamental da Aritmética, a soma dos inversos de todos os niimeros
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naturais, cada um contado um tnica vez. Desta forma,
T o o

(> =2,
: y n

E consequentemente,

E sabido que o primeiro membro da igualdade trata-se de um série divergente,
onda a soma ¢ infinita, porém o segundo membro trata-se de um produto com r
fatores e cujo resultado é obviamente finito. Tal igualdade ¢ um absurdo.

Concluimos, assim, que existem uma infinidade de nimeros primos. [ |

3.1.4 Demonstracao de Métrod

A demonstracao de Métrod, de 1917, tém muita semelhanca com a dada por

Euclides, como podemos ver a seguir.

Demonstracao: Suponha que existam apenas r ntimeros primos, e sejam eles, p; <

P2 < ... < p.. Considere,

Veja que se S é composto entao p; | S para algum 7 = 1,2,...7. Se S é primo
entao S = p; para algum i, o que também significa que p; | S.

Note que p; | S; sempre que i # j, mas p; 1 S;. Logo nao existe p; tal que p; | S,
pois p; | S1+ ...+ Si—1 + Sit1 + ...+ S, mas p; 1 5.

Concluimos assim que o niimero de primos nao podem ser finito. [ |

3.2 Testes de Primalidade

Diante da infinidade dos niimeros primos e da auséncia de férmulas para encontra-
los surge a necessidade de testes capazes de terminar se um determinado niimero é
primo ou composto. Para atender tal ponto dedicaremos esta sessao ao estudo de
alguns testes de primalidade para nimeros quaisquer, tendo como fonte de pesquisa
os livros [2], [7], [8] e [6].
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3.2.1 Crivo de Eratostenes

Por volta de 230 a.C, Eratéstenes desenvolveu o primeiro método sistematico de
verificacao sobre a primalidade de um ntmero natural qualquer, método esse que
ficou conhecido como crivo de Eratostenes, sendo considerado um dos principais
resultados obtidos na antiguidade sobre nimeros primos, assim como afirma Eves
(2011, p. 623) "Os principais resultados obtidos na Antiguidade foram a prova da
infinidade dos primos e o crivo de Eratostenes para determinar os primos inferiores
a um inteiro dado n".

Para entendermos como funciona o crivo de Eratostenes iremos, agora, por meio

do seu uso, determinar todos os nimeros primos até 100.

Comecamos escrevendo todos os niimeros em sua ordem natural de 2 até o 100.

Como mostra a tabela abaixo.

Tabela 3.1: Numeros naturais de 2 a 100.

2314|5167 [8|9|10
1111213 |14 1516 |17 |18 | 19| 20
21 122 |23 124 |25|26 |27 28|29 | 30
311323334 |35|36|37|38]39] 40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52 |53 | 54 | 55| 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 |62 |63 |64 |65|66|67|68]|69 | 70
7L 72|73 74|75 |76 |77 78|79 80
81 | 82|83 |84 |8 |8 | 87|88 |89 | 90
91 192193 194 |95|96 |97 98|99 | 100

Fonte: Autor.

Devemos agora riscar todos os multiplos de 2, maiores que 2.
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Tabela 3.2: Multiplos de 2, maiores que ele, riscados.

2 13| 4|56 | 7T |89 | W
11 | 2|13 | 4|15 | 6 | 17 | 18| 19 | 20
21 | 27|23 | 24|25 | 26|27 | 28|29 | 30
31 (3733|3435 (36|37 38|39 40
41 | 47 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52 | 53 | 54| 55 | 56 | 57 | 58| 59 | 60
61 | 67 |63 | 64| 65 | 66 | 67 | 68| 69 | 70
TL P2 | T3 | M| 75| %6 | 77 | 8| 79 | 80
81|87 |83 |84 |85 |86 |87 88|89 | 90
91 | 9293949596 |97 | 98|99 | 160

Fonte: Autor

Repetimos o processo com o proximo numero nao riscado, no caso o 3. Apos
isso, o numero seguinte nao riscado serd o 5 e mais uma vez repetimos o processo.
Seguindo com este raciocinio para todos os nimeros nao riscados apoés o 5. Ao

finalizar obtemos a Tabela 3.3, onde restam apenas niimeros primos.

Tabela 3.3: Numeros primos até 100.

2 (3|45 |6 |T7T|3|9]| W
111213 4|15 16| 17| 18| 19| 20
20127 23 | 2425|2627 28|29 | 30
31 (37 |38 34|35 |36 |37 38|39 | 4
A1 | A7 | 43 | 44 | A5 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
S| 52 |53 |54 | 55 | 56 | 57 | 58| 59 | 60
61 | 67 |63 | 64| 65|66 | 67|68 |69 | A
TL| 22 | T3 | A |75 | 76 | 77 | 28| 79 | 80
ST |87 |83 |84 85|86 |87 |88|89| 90
W92 193949596 |97 | 98|99 | 160

Fonte: Autor

Veja que esse teste nao apenas responde se o niimero 100 é primo, mas também
apresenta todos os primos de 1 a 100. Porém, é importante observar que se a intencao
¢ apenas determinar se 100 é primo ou composto, o Lema [4) que apresentaremos a

seguir, se mostra mais pratico.
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Ao utilizarmos o crivo para encontrar os primos até o 100, pode-se perceber
que apos riscarmos os miiltiplos de 7, os nimeros que sobram sao todos nimeros
primos. Logo é natural o questionamento: E necessario continuar o processo até
qual nimero?

A resposta pode ser obtida a partir do lema abaixo, o mesmo é devido a Eratos-

tenes.

Lema 4. Sejan € N, comn > 1. Se n nao é divisivel por nenhum niumero primo

p, que satisfaca a condicdo p* < n, entdo n é primo.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que n seja composto, isto é, nao seja primo
e nao seja divisivel por nenhum niéimero primo p, tal que p? < n.

Sendo n um ntmero composto, existe a0 menos um niamero primo que divide n,
chamemos de ¢ o menor destes primos. Como ¢ | n, entdo existe um r € N tal que
n = q.r, o que significa que r | n. Note que ¢ < r, pois ¢ é 0 menor nimero primo
que divide n, logo, ¢*> < ¢-r = n. O que ¢ um absurdo, pois, por hipotese, n nao é

divisivel por nenhum primo com tal propriedade. [ |

O Lema 4] nos fornece um método para verificar se um nimero qualquer é primo
ou composto. Por exemplo, para determinar se 97 é primo precisamos apenas veri-
ficar se 97 é divisivel por 2,3,5 ou 7, uma vez que o nimero primo seguinte a 7 é
11 e 112 = 121 > 97. Como 2, 3,5 e 7 nao dividem 97, podemos concluir que 97 é
primo. Uma observacao importante ¢ que o lema em questao pode se tornar mais
pratico quando aplicado em conjunto com critérios de divisibilidade.

Por sua simplicidade, esse teste ¢ muito interessante para alunos da educacao
bésica, porém o mesmo pode se tornar extremamente trabalhoso se tentarmos verifi-
car a primalidade de grandes nimeros. Quando tentamos verificar a primalidade de
135457, por exemplo, comecamos a entender suas limitagoes, pois precisamos conhe-
cer os ntimeros primos p tais que p* < 135457, ou seja, os primos até 368 < V135457

e verificar se 135457 ¢é divisivel por algum deles, o que esta longe de ser pratico.

3.2.2 Teorema de Wilson

Antes de enunciar o Teorema de Wilson, precisamos estudar algumas proposicoes

sobre congruéncias.

Proposicao 19. Sejam a,m € Z, com m > 1. A congruéncia aX = 1 mod m,
possui solugao se, e so se, (a,m) = 1. Além disso, suponha que xo € solugao de
aX =1 mod m, entao temos que x € solucao de aX =1 mod m se, e somente se,

To = x mod m.
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Demonstracao: Veja que xq é solucdo de aX =1 mod m se, e s6 se, m | axg—1, ou
seja se, e sO se, existe um y inteiro, tal que ax —1 = my, ou ainda, ax —my = 1. Pela
Proposigao (7} existe y tal que az — my = 1 se, e somente se, (a,m) = 1. Portanto,
aX =1 mod m, possui solucdo se, e so se, (a,m) = 1. Provando assim a primeira
parte da proposicao.

Para a segunda parte, note que se xg e x sao solucoes de aX =1 mod m, entao
axy = ax mod m, dai sendo (a,m) =1 entdo xg =z mod m.

Suponha agora que zy ¢ uma solucao de aX =1 mod m e xro = x mod m.
Teriamos, assim, que axg = axr =1 mod m. Logo x é também solucao. Terminando

assim a prova da proposicao. [ |

Como as solugoes de aX =1 mod m sao todas congruentes moédulo m, teremos
uma solugao tdnica no conjunto {1,...,m — 1}, uma vez que os elementos deste

conjunto sao dois a dois incongruentes modulo m.

Definigao 14. As solugoes de aX =1 mod m, com (a,m) = 1 sao chamadas de

nversos de a.

Proposicao 20. Sejam a,p € Z com p primo. Temos que a € 0 seu proprio 1Mverso

modulo p se, e s6 se, a =1 mod p ou a = —1 mod p.

2 =1 mod p, logo, p | a®> — 1.

Demonstracao: Se a é seu proprio inverso, entao a
Veja que a?—1 = (a—1)(a+1), dai, como p é primo, temos que p | a—1loup | a+1,

o que implica que a =1 mod p ou a = —1 mod p.
Considere agora que a =1 mod poua = —1 mod p, isso significa que, p | a—1
oupl|a+1. Logo, p| (a—1)(a+1), o que por sua vez, implica que a> =1 mod p.
[ |

Teorema 13. (Teorema de Wilson) Seja p um nidmero inteiro com p > 2. Tem-se

que p € primo se, e somente se, (p — 1) = —1 mod p.

Demonstracao: Se p = 2 o resultado é obviamente valido. Iremos considerar entao
p > 2. Sabemos, pela Proposigao 19} que para todo a € {1,2,3,...,p — 1} a
congruéncia aX = 1 mod p possui solu¢do, uma vez que (a,p) = 1. Temos ainda
que, para X € {1,2,3,...,p— 1} a solugdo é tnica.

Note agora que os tnicos elementos do conjunto {1,2,3,...,p—1} que satisfazem
a Proposicao [20[sao 1 e p— 1, logo, apenas eles sao seus proprios inversos. Podemos
entao agrupar os p — 3 elementos do conjunto {2,3,...,p — 2} em 1%3 pares, de
modo que sejam um inverso do outro, ou seja, que seu produto seja congruente a
1 moédulo p. Desta forma, ao multiplicarmos, membro a membro, as congruéncias
obtidas, teremos

2.3.....p—2=1"T mod p. (3.1)

30



Multiplicando ambos os lados por p — 1, concluimos que (p—1)! = (p—1) = —1
mod p.

Reciprocamente, suponha que (p — 1)! = —1 mod p, mas p nao é primo. Como,
por hipotese, p é composto, entao existem r,s € Z, com 1 <r <pe l < s < p, tais
que p = r - s. Note que, (p—1)! = —1 mod p equivale dizer que p | (p — 1)! + 1,
dai, como r | p, entdo r | (p — 1)! + 1.

Sendo r < p entao existe um ¢ natural tal que p —t = r. Logo, r | (p — 1)!, uma

vezque (p—)!'=(p-—-1)...(p—1t)...2.
Masser|(p—1)!4+1er|(p—1) entdo r |1, o que & um absurdo, pois r > 1.

Portanto, p é primo. [ |

Através do Teorema de Wilson é possivel determinar se um dado ntimero é primo

ou ndao. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 6. Verifique se sao primos os sequintes numeros:
a) 7
b) 13

Solucao:
a) Note que,
(7T—1)!=61=720=—-1 mod 7.

Logo, pelo Teorema de Wilson, 7 é primo.
b) Veja que,

12= -1 mod 13,
12=2-6=—-1 mod 13,
12=3-4=—-1 mod 13,

5-8=1 mod 13,

7-11=-1 mod 13,

9.10=-1 mod 13.
Multiplicando todas a congruéncias, temos que
12! = -1 mod 13.

Concluimos, assim, que 13 ¢ um nimero primo.
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Assim como no crivo de Eratostenes o Teorema de Wilson pode tornar-se muito

trabalhoso para niimeros com muitas casas decimais.

3.2.3 Testes de Lucas

O pré-teste de primalidade que definimos no Capitulo [2| (Corolario , serd de
grande utilidade nos proximos testes, por este motivo, o reescreveremos utilizando

agora nocoes de congruéncia.

Proposicao 21. (Pré-teste de primalidade) Sejam a,p nimeros inteiros, com p > 2

e (p,a) =1. Sea’”! £ 1 mod p entdo p é composto.

Nos testes 1, 2 e 3, apresentados a seguir, supoe-se a existéncia de um inteiro

n—1

a > 1 tal que a = 1 mod n, para n > 1 natural. Sabemos, pela Proposi¢ao

que a- X =1 mod n, com X inteiro, possui solugio, se, e so se, (a,n) = 1.

Desta forma a-a" 2 =1 mod n s6 é possivel se, (a,n) = 1, pois a" 2 é, nesse caso,

uma solu¢do de a - X =1 mod n. Logo, devemos sempre tomar (a,n) = 1, e caso
a” ' # 1 mod n, poderemos concluir, pela Proposicao que n é composto. Para

uma melhor compreensao veja o exemplo abaixo.
Exemplo 7. Verifique se 253 é primo:

Solucao: Observe que,

2° =3 mod 253 = 2% =(2%)>=3"=—-10 mod 253
= 2120 — (2903 = (—10)®* = 12 mod 253
= 2280 = (2%0)2 = 144 mod 253. (3.2)

Veja também que,
2" =12 mod 253 = 2" =48 mod 253. (3.3)
Multiplicando as congruéncias e obtemos
2?2 =81 mod 253.

Como (2,253) = 1 e 2%2 £ 1 mod 253 concluimos, pelo pré-teste de primali-
dade, que 253 é composto.

Pelo pré-teste de primalidade, sabemos que uma condi¢ao necessaria para p ser
primo é (p,a) = 1 e aP' = 1 mod p, contudo, essa condi¢do nao & suficiente, ou

seja, um niamero p pode satisfazer essas duas hipoteses e nao ser primo, pois pode
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se tratar de um pseudoprimo na base a. Por mais que o pré-teste nao garanta que
p seja primo, alguns dados nos mostram que esse pode ser um forte indicativo de
que p é primo. Até 10000, por exemplo, existem 1251 nameros p tais que, (p,2) =1

e 271 =1 mod p, destes apenas 22 nao sao primos, logo, a probabilidade de p ser

primo nesse caso é de a2 = 98,24%. Se além disso tivermos também (p,3) = 1
e 371 =1 mod p a probabilidade sobe para % =~ 99, 43%, tendo em vista que

apenas 7 nimeros que satisfazem as duas condicoes nao sao primos.

Por isso, o pré-teste em questao é apresentado em muitos trabalhos como um
teste de primalidade probabilistico, porém, como ele nao é um teste conclusivo, os
testes seguintes se fazem necessarios para garantir de forma precisa se um nimero
p é primo.

O Teste 1, apresentado a seguir, é considerado como uma reciproca do Pequeno
Teorema de Fermat (veja Teorema e foi descoberto pelo matemético Francois
Edouard Anatole Lucas em 1876.

Teste 1. Seja n > 1 um nudmero inteiro. Supoe-se que exista um inteiro a > 1 tal
que:

i)a" ' =1 mod n;

ii) a™ #1 mod n, param=1,2,...,n— 2.

Entao n € primo.

Demonstra¢ao: Suponha que exista um a > 1 inteiro que satisfaz i) e ii). Temos

assim que ord,(a) = n — 1. Note agora que, n | a" !

— 1, logo, existe um inteiro q
tal que a" ' — 1 =n-q, o que implica que, a - (a""?) —ng = 1 e, pela Proposi¢ao
(a,n) = 1.

Sendo (a,n) = 1 segue, pelo Teorema de Euler, que a?™ =1 mod n e pelo
Lema 3, n — 1| ¢(n) uma vez que ord,(a) =n — 1.

Por fim, como 0 < ¢(n) <n —1 entdo n — 1 = ¢(n). Concluimos assim que n é

primo. [

Observe que a aplicagao do Teste 1 nao é pratica nem mesmo para nimeros
inferiores a 100, como mostraremos no exemplo a seguir. Sua falta de praticidade,
em relacao aos testes seguintes, deve-se a necessidade de determinar r tal que o™ =1r

mod n, param =1,2,... ,n— 2.
Exemplo 8. Verifique se 17 é primo:

Solugao: Tomaremos a = 2, pois 2 > 1 e (2,17) = 1. Veja que,

2 =1 mod 17.
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Elevando ambos os lados a 4, obtemos,
210 =21 = (—1)*=1 mod 17.

Logo, 17 satisfaz o item i) do Teste 1.
Para o item ii), precisamos determinar r tal que 2™ = r mod 17. Para isso,

iremos analisar cada caso, tomando m = 1,2,...,15. Veja:

2! =2=2 mod 17,
22 =4=4 mod 17,
23 =8=8 mod 17,
21 =16=16 mod 17,
2°=32=15 mod 17,
20 =64=13 mod 17,
27 =128=9 mod 17,

28 =9256=1 mod 17.

Como 2% = 256 = 1 mod 17, o teste se mostra inconclusivo. Verificaremos agora

o teste para a = 3. Para isso, temos:

3=243=5 mod17=3%=5"=6 mod17=3%9=6-3=1 mod 17.
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Portanto o item i) é satisfeito. Para verificar o item i), precisamos determinar

r tal que 3™ =r mod 17, para m = 1,2,...,15. Observe:

3'=3 mod 17,

3>=9 mod 17,

3*=10 mod 17,

3'=13 mod 17,

3=5 mod 17,

3=5 mod17=3°=5-3=15 mod 17,
3=5 mod17=3"=5-32 =11 mod 17,
3%.3'=5.10 mod 17=3*=16 mod 17,
3=10 mod17=3"=10°=14 mod 17,
=5 mod17=3"=5"=8 mod 17,
3=8 mod17=3"=8-3=7 mod 17,
=7 mod17=32=7-3=4 mod 17,
32=4 mod17=3%=4.-3=12 mod 17,
3=12 mod17=3"=12-3=2 mod 17,

34=2 mod17=3%=2-3=6 mod 17.

Como em nenhum caso r = 1 entao o item i) do Teste 1 ¢ satisfeito. Concluimos

assim, pelo Teste 1, que 17 é primo.

Em 1891 Lucas reformulou o Teste 1. O resultado obtido é apresentado no Teste
2.

Teste 2. Seja n > 1 inteiro. Supoe-se que exista um inteiro a > 1, tal que:
i) a" ' =1 mod n;
ii) a™ £ 1 mod n, para m natural, ondem <n—1em|n—1.

Entao n € primo.

Demonstra¢ao: Suponha que exista um a > 1 inteiro que satisfaz i) e ).

Como a™ ' =1 mod n entao n | a®1 — 1, ou seja, existe um inteiro g tal que
a" ' —1=mn-q,logo, a-(a"?) —n-q=1e, consequentemente, (a,n) = 1.

Pelo fato de (a,n) = 1, segue, pelo Lema[3]| que ord,(a) | n—1. Veja que ord,(a)
nao pode ser menor que n — 1, pois, pelo item i), para todo m < n — 1 com m

divisor de n — 1 temos que a™ # 1 mod, n. Portanto, ord,(a) =n — 1.
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Ainda pelo de fato de (a,n) = 1 segue, pelo Teorema de Euler, que a¥(n) =
mod n. Temos assim que ord,(a) | p(n), onde 0 < p(n) < n — 1. Sendo ord,(a) =

n — 1, concluimos que ¢(n) =n — 1, o que significa que n é primo. [ |

O Teste 2 apresenta uma evolucao em comparagao ao Teste 1, pois agora preci-
samos determinar 7 tal que a™ =r mod n, para0 <m <n—1etal que m|n—1
ao invés de tomar m = 1,2,...,n — 2, o que significa uma reducao no ntmero de
congruéncias que precisaremos trabalhar. Porém nao podemos deixar de ressaltar
que, em contrapartida, surge a necessidade de determinar os divisores de n — 1.

Veja os dois exemplos seguintes.
Exemplo 9. Verifique se 17 € primo.

Solugao: Pelo Exemplo 8] sabemos que o item i) do Teste 2 é satisfeito para a = 3.
Precisamos agora determinar os divisores m com, 0 < m < 16, de 17 — 1 = 16.
Para isto, veja que 16 = 2%, logo, os divisores procurados sdo 2° =1, 2! =2, 22 =4

e 23 = 8. Pelo Exemplo [8] sabemos que

3t = mod 17,
3=9 mod 17,
3*=13 mod 17,

33 =16 mod 17.

Portanto, pelo Teste 2, 17 é primo.

Exemplo 10. Verifique se 109 é primo ou composto.

Solucao: Tomaremos a = 6. Veja que,

6> = —2 mod 109,
6 = 6% = (-2)°=64 mod 109,
636 = 6'%2 = 642 = 63 mod 109,

6108 = 6363 =633 =1 mod 1009.

Logo, o item i) do Teste 2 é satisfeito.
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Precisamos agora determinar m tal que m | 108 e 0 < m < 108. Sendo 108 =
22 . 33, seus divisores que satisfazem as condi¢oes de m, sao dados por 2 - 3%, com

t=0,1,2e s=0,1,2,3, donde obtemos os seguintes resultados:

20.39 = 1,
21.30 = 2
22.3Y = 4,
V.31 = 3,
231 = ¢,
2°.3" = 12,
203 = 9,
2'-3% = 18,
2°.3% = 36,
203 = 27,
e
2!.3% = 54,
Iremos agora determinar r tal que 6™ = r mod 109, param = 1,2,3,4,6,9, 12, 18,27, 36, 54.
Para isto, utilizaremos o fato de que 62 = —2 mod 109. Observe:
6! =6 mod 109,
6> =36 mod 109,
6> =216 = 107 mod 109,
67 = 1296 = 97 mod 109,
6° = 7776 = 37 mod 109,
6°=(-2) mod 109 = 6°=(-2)>=4 mod 109,
6° = (—2) mod 109 = 6° = (-2)®> = 101 mod 109,
6° = (—2) mod 109 = 6'* = (—2)* =16 mod 109,
6°=(-2) mod 109 = 6'° = (—2)° =64 mod 109,
6° = (—2) mod 109 = 6°" = (—2)? =33 mod 109,
6° = (—2) mod 109 = 6% = (—2)"* =63 mod 109,
e

6° = (—2) mod 109 = 6! = (—2)"® =108 mod 109.
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Percebemos assim que 109 satisfaz o item i) do Teste 2. Portanto, pelo Teste 2,

109 é primo.

O leitor pode perceber, que mesmo com uma redugao no nimero de congruéncias,
em comparacao ao Teste 1, o Teste 2 ¢ ainda muito trabalhoso.
Em 1967 os matematicos John Brillhart e John L. Selfridge, modificaram os

testes de Lucas tornando-os mais praticos. Veja o teste seguinte.

Teste 3. Seja n > 1 um numero inteiro. Supoe-se que, para todo fator primo p de
n — 1, exista um inteiro a > 1, tal que:

i)a" '=1 modn

i) o' #Z1 modn

Entao n € primo.

Demonstra¢ao: Suponha, por absurdo, que n satisfaz i) e i), mas nao é primo.
Como n é composto, entao ¢(n) #n — 1. Dai, p(n) < n — 1 o que implica que

n— 11 ¢(n), o que significa por sua vez que existe um primo p tal que p" [ n—1e

p" 1 p(n), para algum r € N. Veja agora que, "' =1 mod n, ou seja, n | a" ! —1,

n—1

logo existe um inteiro ¢ tal que "' — 1 = nt que é equivalente a a(a"?) —nt = 1,

temos assim, pela Proposic¢ao (7] que (a,n) = 1, o que nos leva a concluir, pelo Lema

, que ord,(a) | n—1e ord,(a) t n , uma vez que n satisfaz i) e ).
Note que, ord,(a) | n — 1 garante a existéncia de um inteiro ¢ tal que n — 1 =

ord,(a) - q, dessa forma,

‘s

d, .
P |n—1:>p7"|07‘dn(a)-q:>pr_1|w.

Por outro lado,

n—1 ord,(a) - q

ord,(a) 1 = ord,(a) 1 »

= ord,(a) 1 % ord,(a).

O que significa que 9 hao 6 inteiro, logo, p 1 ¢ com isso (p,q) =1 = (p",q). Pelo
fato de p" | ord,(a) - q ep(p’”, q) = 1 segue, pelo Teorema 3| que p" | ord,(a).

Sendo (a,n) = 1 temos, pelo Teorema de Euler, que a¥™ = 1 mod n e, pelo
Lema [3} ord,(a) | ¢(n), implicando assim que p” | ¢(n), o que é um absurdo.

Concluimos assim que n nao pode ser composto, portanto, n é primo. [ |

Podemos perceber que o Teste 3 apresenta uma grande vantagem em relagao ao
Teste 2, pois o namero de fatores primos na decomposicao de n — 1 sempre serd

menor ou igual ao nimero de divisores positivos de n — 1, desconsiderando o préprio
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n— 1, o que representa, na pratica, uma diminui¢ao no ntimero de congruéncias a se
trabalhar. Veja os exemplos seguintes, para uma melhor comparacao com os testes
1e?2.

Exemplo 11. Verifique se 17 é primo.

Solucao: Tomaremos a = 3. Pelo exemplo 8, sabemos que 3'® =1 mod 17. Logo,
o item ¢) do Teste 3 é satisfeito.

Note agora que, 17 — 1 = 16 = 2%, logo, 16 apresenta um tnico fator primo,
no caso o numero 2. Basta entao determinar r, tal que 3% = 3% =7 mod 17.
Pelo exemplo 8, temos que 3% = 16 mod 17. Portanto, o item 1) ¢ satisfeito, o que

implica que 17 é primo.

Exemplo 12. Determine se 109 € primo ou composto.

Solucao: Tomaremos a = 6. Pelo exemplo sabemos que 6! =1 mod 109, ou
seja, o item 7) é satisfeito.
Note que, 108 = 22 - 32, logo seus fatores primos sao 2 e 3, precisamos assim

determinar 1 e r9 tal que,

109—-1

62 =6*=r; mod 109

65 =6%=r, mod 109.

Pelo exemplo 10, sabemos que 636 = 63 mod 109 e 6°* = 108 mod 109. Por-

tanto o item 44) é satisfeito e com isso concluimos que 109 é primo.

E importante ressaltar que o resultado inconclusivo obtido no Exemplo |8 ndo é
algo restrito ao Teste 1, podendo acontecer também nos testes 2 e 3. Esse fato s6
evidencia a deficiéncia que existe atualmente em testes eficazes para determinacao

da primalidade de ntmeros quaisquer.

3.3 Numeros primos especiais

Apresentaremos nesta sessao alguns niimeros de formas especificas e suas curiosas

relacoes com os ntimeros primos. Tomaremos como embasamento tedrico as obras
2] e [6].
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3.3.1 Numeros de Fermat

Chamamos de nimeros de Fermat os nimeros que podem ser escritos sob a forma
F, = 22" +1, para n > 0 inteiro.

Fermat acreditava, como foi descrito em uma carta enviada a Mersenne em 1640,
que esses numeros eram todos primos. Sua hipotese pode ter considerado o fato de
Fy=3, F, =5, F, =17, F3 = 257 e F; = 65537 serem todos primos, porém nao se
sabe ao certo se haviam outros motivos para tal hipotese.

Apenas em 1732 provou-se que a hipotese de que todos os nimeros de Fermat
eram primos, ¢ falsa. Euler apresentou, nesse mesmo ano, uma decomposicao para
F5 = 4.294.967.297 = 641 - 6700417, provando assim que trata-se de um numero
composto.

A demora para comprovar que Fy é composto, nao se deve a dificuldade de
calcular 22° + 1, mas sim da falta de critérios de primalidade eficientes para testar
sua natureza.

Em 1877 o matematico Jean Francois Théophile Pépin, formulou, utilizando o
Teste 1 de Lucas, um critério de primalidade especifico para os niimeros de Fermat,
que ficou conhecido como teste de Pepin.

Fp—1

Teste de Pepin: Seja F,, = 22" 41, com n > 0 inteiro. Se 37z = —1 mod F,

entao F,, € primo.

Demonstracao: Note que F,, — 1 = 22", logo F,, — 1 possui apenas o nimero 2 como

fator primo. Veja agora que,

Fp—1 Fp—1 2 2
372 =—-1 mod F, = (3 2 ) = (—1)° mod F,
= 3™"1=1 mod F,.
Obviamente se 3%~ = —1 mod F, entio 3"% # 1 mod F,. Temos assim
que F, satisfaz os itens i) e ii) do teste 3, portanto F,, é primo. |

Exemplo 13. Utilize o teste de Pepin para mostrar que F3 é primo.

Solugcao: Sabemos que F3 = 257, logo, precisamos determinar r tal que 355 =

3128 = mod 257.

Observe que,

3= —-14 mod 257 = 3% =(-14)>= 174 mod 257

310 =3%.3=-174-3= -8 mod 257
3% = (3'9)° = (=8)>=2 mod 257

39 =3%.3%=_-8.2=-16 mod 257
31% = (3%)? = (~16)> = —1 mod 257.

S R
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O que prova que F3 é primo.

Outra interessante propriedade sobre os ntimeros de Fermat é a possibilidade
de escrever sua sequéncia através de recorréncia. Como pode ser observado na

proposicao seguinte.

Proposicao 22. Seja F,, um nimero de Fermat, para n > 1, temos que F,, — 2 =
Fo-Fy-...-F,_4.

Demonstracao: A demonstracao seré realizada por inducao sobre n.

SejaP(n):Fn—2:F0-F1-...~Fn_1.

Para n = 1 sabemos que I} = 22 + 1 e F, = 3. Note agora que,
P —-2=2"+1-2=3.

Portanto P(1) é valida.
Suponha, por hipotese de indugdo, que P(n) seja valido para um certo n. Pro-

varemos que P(n + 1) é também valido. Observe que
FoFan:(FoFanfl)Fn
Por hipotese, segue que

Fy-F-...-F, = (F,—2)F,
= (2" -1) (2" +1)
- (2) -1
= 22"
= 22" _14(1-1)
= 227 412
= Foq—2.

2n+1

Portanto P(n+1) ¢ valida. Concluimos assim pelo PIF que P(n) ¢é valido para todo

n natural. ]

Ha ainda questionamentos que permanecem sem resposta sobre os nimeros de
Fermat, como por exemplo: Existem infinitos ntimeros de Fermat primos?

A falta de resposta para tal questionamento torna ainda mais intrigante o estudo
acerca desses nimeros, a medida que ressalta também a falta de conhecimento sobre

o0 assunto.
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3.3.2 Numeros de Mersenne

Nimeros que podem ser escritos sob a forma 2P — 1, com p primo, sao chamados
de nimeros de Mersenne e representados por M,. Caso M, seja primo, dizemos que
o0 mesmo é um primo de Mersennne.

Os ntimeros de Mersenne, assim como os Fermat, nao sao todos primos, ou seja,
na sua sequéncia temos niimeros primos e compostos.

Por exemplo, My = 3, M3 = 7, M5 = 31 e M; = 127 sao todos primos, mas
My, = 2047 é composto, tendo como fatores primos 23 e 89.

Ao analisarmos a definicao de nimeros de Mersenne podemos questionar: se p
fosse composto, poderia 2P — 1 ser primo? A resposta pode ser obtida na proposicao

abaixo.
Proposicao 23. Se 2" — 1 é primo entao n é primo.

Demonstracao: Seja 2" — 1 um ntmero primo. Suponha, por absurdo, que n é

composto, logo, existem a, b > 2 inteiros, tais que n = a - b. Note que
“=1 mod2"—1=(29"=1" mod2"—1=2"=1 mod 2" — 1.

Portanto 2* — 1 | 2" — 1, o que é um absurdo pois 2" — 1 é primoe 1 <2 —1 <
2" — 1. |

Existem ainda testes de primalidade para os nimeros de Mersenne possuindo
como base as sucessoes de Lucas, entretanto, no presente trabalho, nao abordamos
tais sucessoes, o que torna inviavel a apresentacao de tais testes.

Os ntimeros de Mersenne tém uma forte relagdo com niimeros perfeitos, que serao

definidos a seguir.

Definicao 15. Dizemos que n € N é um nidmero perfeito se a soma dos seus divi-

sores positivos € iqual a 2n, ou seja, se S(n) = 2n.

Veja, por exemplo, que os divisores positivos de 6 sao 1, 2, 3 e 6. Como 1+ 2 +
34+6=12=2-6, dizemos que 6 é um nimero perfeito.

Acredita-se que os numeros perfeitos foram assim denominados por questoes
religiosas, uma vez que algumas religioes pregam que o mundo foi criado em 6 dias,
como 6 é o menor nimero que satisfaz a Definicao e provavelmente o primeiro a
ser descoberto, a relagao foi estabelecida.

E quanto a relacao dos ntimeros perfeitos e o niimeros de Mersenne? Essa per-
gunta pode ser respondida pela Proposicao e pelo Teorema [I4] sendo suas de-

monstracoes devidas a Euclides e Euler, respectivamente.

Proposicao 24. Seja p um nimero primo. Se M, = 2P — 1 € primo entdo n =

2P=1(2P — 1) € um nimero perfeito.

42



Demonstragdao: Sejan = 2P~1(2P — 1), com p e (2¥ — 1) primos. Sendo 2?7 — 1 primo,
entao os divisores de n sdo 2' e 2/(2P — 1), parai = 0,1,...,(p — 1). Logo, a soma

dos divisores é dada por

p—1 p—1
d o2y 2(r—1).
1=0 1=0

Veja que os dois somatorios nada mais sao, que a soma dos p primeiros termos

de uma progressao geométrica de razao 2. Desta forma, temos que:

p—1 p—1
. . ¥ 1 (2P—1)(2°—1)
2 2'(2-1) =

Z +Z ( ) 1 " 21

=0 =0
= 2P=-1D+2P-1)(2"-1)
= (2P-1)(1+2"-1)
= 2(2P—-1)=2n.
Portanto, n é um ntmero perfeito. [

Observe que a utilizagdo da fungao S(n), definida na Proposigao poderia
reduzir os célculos para tal demonstracao, porém optamos por nao utiliza-la, por se

tratar de um caso simples.

Teorema 14. Se n é um nimero perfeito par entdo podemos escrever n = 2P~ M,

onde, M, = 2P —1 € primo.

Demonstragdo: Seja n um nimero perfeito par, logo podemos escrever n = 2P~1 . ¢,
com p > 2 inteiro e ¢ impar. Temos assim que (2P, q) = 1, dai, pelo Corolario

segue que,
Sn)=2n= 95021 -S(q)=2"-q=(2»-1)-S(q) =2" - q.

Veja, agora, que (2° — 1) | 2P - ¢, porém como (2P — 1,27) = 1, temos, de forma
mais especifica, que (2 — 1) | ¢, o que significa que existe um c¢ inteiro, obviamente

diferente de ¢, tal que ¢ = (2 — 1) - ¢. Dai,
(2P=1)-S(q)=2"-q=(2"—=1)-S(q)=2"-(2?=1)-c= S(q) =2 - c.

Por outro lado, ¢ = (2 — 1) - ¢ implica que ¢ + ¢ = 2P - .

Temos assim que ¢ = 1 ¢ a tnica possibilidade. Suponha que ¢ # 1, como g e ¢
sao divisores de ¢, segue que 2P - ¢ = S(q) > 1+c+qg>c+q=2" ¢, 0 que é um
absurdo.

Concluimos, assim, que S(q) = ¢+ 1 = 2P, ou seja, ¢ = 2P — 1 é primo e,

consequentemente, p é primo e n = 2P~1(2P — 1). [
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O Teorema [14] nos fornece um método de encontrar ntimeros de Mersenne que
sao primos, partindo de nimeros perfeitos. Veja que se n ¢é perfeito e par, bastaria
fatorar n escrevendo n = 2™q, com q impar, para obtermos assim um nimero primo
q. Porém, atualmente s6 conhecemos 51 niimeros perfeitos, o que nos leva a pensar
que encontrar numeros perfeitos talvez seja uma tarefa tao dificil quanto encontrar

primos, tornando assim, pelo menos por hora, o método inutilizavel nesse sentido.

44



Capitulo 4
Sequéncia didatica

No exercicio do planejamento académico é comum que o docente opte pela ado-
¢ao de estratégias que facilitem o processo de ensino e aprendizagem, visando sempre
a sua efetividade e significancia. Dentre tais estratégias, pode-se citar as denomina-
das sequéncias didaticas, que podem ser aplicadas em diferentes niveis de ensino e
associadas a demais métodos educacionais, a depender das necessidades identifica-
das.

As sequéncias didaticas, de acordo com Zabala (1998), sdo um conjunto de ati-
vidades, que como o proprio nome expressa, possuem uma ordem ou sequéncia,
organizadas e articuladas entre si, com o intuito de atingir objetivos educacionais
por meio de etapas. Cada uma dessas etapas, assim como a propria sequéncia di-
datica, deve possuir inicio, meio e fim bem definidos e com objetivos claros. Dessa
forma, é indispensavel que o responsavel saiba como e de onde partir, para que todas
contribuam e promovam a construcao de um conhecimento significativo e eficaz ao
atingir o objetivo final, ponto de chegada.

Segundo Dolz e Schneuwly (2004 apud MONTEIRO; CASTILHO; SOUZA, 2019)
as sequéncias didaticas podem ser vistas como instrumentos capazes de auxiliar o
professor no processo de planejamento, onde o autor acredita que o conhecimento
que os alunos ja possuem, devem ser levados em consideracao ao definir um ponto de
partida e que em cada etapa, o nivel de dificuldade possa ser ampliado, implicando
em uma construcao do conhecimento de forma gradual. Para que isso ocorra, hé a
importancia de que durante o seu desenvolvimento, o professor esteja sempre atento
a evolucao e as dificuldades dos alunos, visto que nem sempre todos estarao no
mesmo nivel, o que pode exigir uma adaptagao ou flexibilizacao em algumas ativi-
dades e etapas propostas, de modo que contribua para a continuidade da sequéncia
planejada, atingindo o objetivo definido dentro no tempo estimado. Por esse mo-
tivo, torna-se fundamental a relacao de comunicagao e confianga entre os alunos e o

professor, para que, por esse meio, o aluno sinta-se sempre confortavel em expor suas
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duvidas, evitando que lacunas possam ser formadas ou etapas possam ser concluidas
sem que o objetivo seja alcancado.

Para que todos os alunos estejam sempre envolvidos nas atividades propostas,
além do que ja foi levantado anteriormente, é valiosa a reafirmacao por parte do
professor, durante todo o processo, sobre a importancia que possui o contetdo abor-
dado e sobre suas possiveis contribui¢oes no que diz respeito ao desenvolvimento
académico e pessoal do discente, podendo, este, ser o fator motivador capaz de pro-
mover também a consciéncia de que a construcao do conhecimento deve ser efetivada
de forma autdénoma, onde nessas circunstancias, o professor assume entao o papel
de mediador, responsavel por guiar o aluno para que ele consiga atingir esse feito
nao com o dnico intuito de conseguir um bom desempenho nas avaliagoes, mas pela
vontade e interesse proprio de se obter conhecimento.

Por fim, reconsiderando a ideia inicial, vale ressaltar que, apesar da evidente
vantagem de poder ser aplicada em diversas fases do ensino, o que independe da faixa
etaria predominante da turma, é importante frisar que nao existe uma sequéncia
unica capaz de atender todos os objetivos que possam ser estabelecidos, em qualquer
disciplina, com qualquer contetido abordado. Posto isto, vé-se entao a necessidade
do planejamento adequado diante dos pontos que se pretende partir e chegar, no
contexto e area em que se pretende aplicar e do conhecimento prévio que os alunos ja
detém, para que assim seja possivel se estabelecer uma sequéncia didéatica apropriada
que favoreca, de fato, uma aprendizagem significativa.

Diante de tantas vantagens, desenvolvemos a presente sequéncia didatica, como
um sugestao, para atingir as habilidades listadas pela BNCC quanto ao estudo
dos nimeros primos. A mesma é constituida por quatro partes e foi elaborada
considerando como puiblico alvo turmas do 6° ano do ensino fundamental. O leitor
mais atento deve perceber que a Parte 3 pode facilmente ser empregada em turmas
do 72 ano, todavia, defendemos ainda sua aplicacao no 6% ano, dado que aborda
uma importante aplicacdo para ntiimeros primos o que consequentemente traz mais

significado para tal contetido e ressalta sua importancia.

4.1 Numeros Primos

4.1.1 Parte 1: Miltiplos, Divisores e Niimeros Primos

Objetivos:

e Compreender as definicoes de miltiplo e divisor, estabelecendo relagao biuni-

voca entre divisor e fator de um nimero dado;

e Classificar nimeros em primos ou compostos.
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Tempo estimado: 90 min.

Desenvolvimento:

Sugerimos que o professor inicie a aula com as definicbes de miltiplo e divisor,
resolvendo, de modo conjunto com os discentes, alguns exemplos que estrategica-
mente envolvam esses conceitos. E interessante que ao determinar os divisores, o
docente destaque o fato de que o dividendo é igual ao produto do divisor pelo quo-
ciente, logo, se um numero é divisor também sera fator, estabelecendo assim uma
relacao biunivoca e uma forma de realizar fatoracao.

Uma vez compreendidas as nocoes de miltiplo e divisor, propomos que o profes-
sor apresente aos alunos uma lista com os oito ou dez primeiros nimeros naturais e
peca para que determinem os seus divisores. Em seguida, o docente pode questionar
quais semelhancas os niimeros 2, 3, 5 e 7 apresentam, guiando os alunos de modo que
percebam que estes apresentam apenas dois divisores: o 1 e ele mesmo. O docente
pode entao, utilizando tal caracteristica, apresentar as definicoes de niimero primo
e composto. Podem surgir nesse momento algumas perguntas do tipo: Existem ou-
tros ntimeros primos? Os ntimeros primos sao infinitos ou finitos? Como encontrar
nimeros primos? Para tais questionamentos pode-se explicar que de fato existem
infinitos niimeros primos e que atualmente ha métodos que facilitam a classificacao
desses niimeros, como o crivo de Eratostenes, que sera apresentado na aula seguinte,
mas ainda nao existem férmulas simples que gerem uma infinidade de primos. Nesse
ponto, é interessante explicar a grande importancia destes niimeros para os sistemas
de criptografia e, consequentemente, para o mercado financeiro, o que justifica o
interesse por métodos para encontra-los.

Por fim, para consolidar os conceitos vistos e avaliar a eficaAcia na aprendizagem,
sugerimos que os alunos resolvam, de forma individual, uma atividade que vise
determinar multiplos e divisores de alguns nimeros, bem como encontrar outros

nimeros primos.

4.1.2 Parte 2: Crivo de Eratostenes e critérios de divisibili-
dade

Objetivo:

e Desenvolver métodos mais praticos para a classificagao de ntimeros em primos

Ou compostos;

e [stabelecer, por meio de investigagoes, critérios de divisibilidade por 2, 3, 4,
5, 6, 8,9, 10, 100 e 1000.
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Tempo estimado: 90 min.

Desenvolvimento:

Com a sugestao de atividade apresentada ao fim da aula 1, os alunos devem
ter percebido que encontrar nimeros primos nao ¢ uma tarefa tao simples. Aprovei-
tando tal percepgao sugerimos que o professor apresente o crivo de Eratostenes como
um método para ajudar nesse processo, realizando, em conjunto com os alunos, a
construcao de alguns crivos, até que os mesmos percebam que a partir de um certo
valor sobrarao apenas ntimeros primos e, utilizando tal descoberta, aborde o Lema
[, dando assim mais significado ao mesmo.

Mesmo com a utilizagao do Lema {4 determinar se um ntimero ¢ primo ou com-
posto, segue sendo, em alguns casos, uma tarefa trabalhosa, pois pode ser necessario
realizar muitas divisoes. Para tornar tal método mais pratico é interessante o uso
de critérios de divisibilidade, critérios esses que devem ser "descobertos'"pelos pro-
prios alunos. Para estabelecer um critério de divisibilidade por 2, sugerimos que o
professor apresente uma lista com alguns multiplos de 2, por exemplo, 2, 4, 6, 8,
10, 12, 14, 16, 18, 20 e 22 e em seguida pergunte aos alunos se conseguem perceber
algum padrao. A ideia é que percebam que todos terminam em 0, 2, 4, 6, ou 8, o que
indicaria um possivel motivo para estabelecer assim um critério de divisibilidade.
Por se tratar de um caso simples, o professor pode apresentar uma demonstracao e
esclarecer que apenas a observagao nao ¢ garantia de algo verdadeiro, e para isto,
existem as demonstracoes. De maneira semelhante, podemos determinar os critérios
de divisibilidade por 3, 4, 5, 8, 9, 10, 100 e 1000.

Para guiar os alunos a descobrirem um critério de divisibilidade por 6, sugerimos
que o professor comece observando o fato de que, se 6 é divisor de um nimero n,
também sera fator do mesmo, ou seja, podemos escrever n = 6 - k para algum k
natural. Sendo 6 = 2 - 3, segue que n = 2 - 3 - k, portanto 2 e 3 também sao fatores
de n. Com isso, os alunos devem perceber que para que um nimero seja divisivel
por 6, o mesmo dever ser por 2 e 3, e para estes, temos critérios ja estabelecidos.

Como atividade de fixagao, sugerimos a realizacao de uma competi¢ao em sala
de aula, para assim trabalhar os contetdos de forma ladica. Para tal, o docente
deve inicialmente selecionar alguns nimeros entre primos e compostos, em seguida
dividir a turma em grupos e entao sortear algum nimero dos ji selecionados. Cada
equipe devera decidir se 0 mesmo é primo ou nao. Se o grupo acertar, ele ganha um
ponto. Se errar perde um ponto, caso tenha. Ao final da aula o grupo com mais

pontos seré o vencedor.
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4.1.3 Parte 3: Aplicagcoes dos nimeros primos
Objetivo:

e Determinar miltiplos e divisores, por meio da decomposicao em fatores primos;

e [ntender a importancia dos nimeros primos na Matematica e em outras areas.

Tempo estimado: 90 min.

Desenvolvimento:

Nesse ponto os alunos ja devem compreender o conceito de multiplos e divisores,
serem capazes de realizar fatoragoes e reconhecer ntimeros primos, utilizando para
tal o Lema 4| em conjunto com critérios de divisibilidade. Partindo de tal ponto, o
professor pode realizar algumas fatoracoes, sempre conduzindo até sobrarem apenas
fatores primos. Por exemplo, o nimero 30 pode ser dividido por 2, sendo 30 = 2-15.
O ntmero 15 por sua vez pode ser divido por 3, sendo 15 =3-5. Dai, 30 =2-3-5.
Em tal momento, pode-se questionar a turma se é possivel dividir novamente algum
desses fatores de modo a obter uma nova decomposicao. A ideia com isto é que os
alunos percebam que a decomposicao em fatores primos é tnica, a menos da ordem
dos fatores e que todos os niimeros naturais maiores que 1 ou sao primos ou podem
ser expressos como um produto Gnico entre nimeros primos. O docente pode entao
explicar que tais afirmacgoes compoem o Teorema Fundamental da Aritmética, que
é essencial no estudo da matematica e que tem aplicagoes em varias areas da ciéncia
e tecnologia, como a criptografia.

Mas por que decompor um nimero em fatores primos? Existe alguma vantagem?
Questionamentos desse tipo sao comuns e devem sempre ser utilizados como impul-
sionadores na apresentacao de novos conceitos, logo é interessante que o professor
explique que essa decomposicao pode ser utilizada para determinar os divisores do
nimero decomposto e que, para isso, basta considerar todas as combinacoes possiveis
dos seus fatores.

A decomposicao em fatores primos é ainda muito ttil na determinacao do maximo
divisor comum (MDC). Para que os discentes percebam tal importancia, sugerimos
que o professor desafie a turma a determinar o maior divisor comum de dois nime-
ros, de preferéncia compostos. E provavel que os alunos escrevam os divisores de
cada niimero e em seguida por meio de observagao concluam qual é o maior divisor
comum aos dois. Tal raciocinio deve ser elogiado para desenvolvimento de autoconfi-
anca e motivagao, porém deve-se questionar novamente: Haveria uma maneira mais
pratica? Os alunos devem ser guiados a concluirem, de forma auténoma, que basta
apenas decompor em fatores primos e tomar os fatores comuns. De maneira seme-
lhante pode-se determinar o minimo miltiplo comum, sugerimos que o faga, pois

reforca a importancia da decomposicao e consequentemente dos niimeros primos.
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4.1.4 Parte 4: Resolucao de problemas

Objetivo:

e Resolver problemas que envolvam os conceitos de multiplo, divisor e nimero

primo.

Tempo estimado: 90 min.

Desenvolvimento:

Sugerimos que esta aula seja dividida em duas etapas. Para a primeira etapa pro-
pomos que sejam formadas equipes de trés alunos, que devem entao serem desafiadas
a resolverem os problemas do anexo A.1.

Para a segunda etapa, nossa sugestao é que seja realizado um pequeno debate
entre as equipes, para compartilhar ideias e discutir as solugoes encontradas, onde,

nesse ponto, o professor pode apresentar também suas proprias consideracoes.
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Capitulo 5
Conclusao

No decorrer deste trabalho, pudemos compreender um pouco mais sobre a his-
toria dos nimeros primos, desde as primeiras evidéncias do seu estudo até os dias
atuais, onde se tornaram uma ferramenta indispensavel para o sistema financeiro.
Acompanhada por tal importancia, percebemos o quao limitado é o nosso conheci-
mento sobre esses nimeros tao fascinantes, o que a principio pode ser considerado
como algo negativo, entretanto, é também o que torna esse um dos campos mais
estimulantes da Matematica, afinal de contas ainda temos muito a explorar e des-
cobrir.

Diante de certas barreiras sobre os ntimeros primos, como por exemplo, a falta
de férmulas para encontra-los, abordamos diferentes testes de primalidade, que de-
monstraram ser um importante instrumento para determinar se um nimero é primo
ou composto. O estudo de tais testes se apresenta ainda como um complemento para
a formacao de professores, pois tais testes muitas vezes nao sao abordados dentro
da graduacao em licenciatura.

Por fim, apresentamos uma proposta de sequéncia didatica sobre ntimeros primos,
desenvolvida para uma turma do 6% ano do ensino fundamental, mas que pode
facilmente ser estendida para outras turmas que necessitem rever tais conceitos.
Esperamos que tal sequéncia contribua de forma significativa no ensino dos ntimeros
primos, despertando a curiosidade e estimulando o interesse dos alunos nao apenas
por este tema, mas pela Matemética em geral.

Perante os pontos levantados ao longo deste trabalho, percebemos a importan-
cia nao apenas de trabalhar tal conteido em sala, mas também de incentivar seu
estudo. Nao é possivel saber onde, nem quando surgird alguém capaz de desvendar
os mistérios que ainda pairam sobre tais ntimeros e que possibilite, com isso, mudar

a forma como os vemos.
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Apéndice A

Sugestoes de Atividades

A.1 Questoes da OBMEP

As questao a seguir sao retiradas de provas da Olimpiada Brasileira de Matema-
tica das Escolas Publicas (OBMEP) de nivel 1, 2 e 3 e podem ser resolvidas através

dos conceitos e ideias apresentados na sequéncia didatica.

1. (Questao 6 - nivel 1 - 2015) Qual é o algarismo das unidades do ntamero,
1-3-5-7-9-11-13-15-17-19 — 20157

a) 0
b) 1
c) b
d) 6
e) 8
Solugdo: Alternativa a)
Considere n=1-3-5-7-9-11-13-15-17-19. Temos que n é divisivel por 5,
uma vez que 5 é um de seus fatores primos. Logo, seu algarismo da unidade deve
ser 0 ou 5. Como n nao possui fatores 2 0 mesmo nao é divisivel por 2 e portanto

seu algarismo da unidade nao pode ser 0.

Concluimos assim que n termina em 5 e consequentemente n—2015 termina em 0.

2. (Questao 8 - nivel 1 - 2014) Ana Maria apertou as teclas 19 x 106 = de sua

calculadora e o resultado 2014 apareceu no visor. Em seguida, ela limpou o visor e
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fez aparecer novamente 2014 com uma multiplicacao de dois niimeros naturais, mas,
desta vez, apertando seis teclas em vez de sete. Nesta segunda multiplicacao, qual

foi o maior algarismo cuja tecla ela apertou?
a) b
b) 6
c) 7
d) 8
e) 9
Solugdo: Alternativa c)
Perceba que as teclas x e = serao apertadas em ambos os casos, devemos entao

reduzir, em uma, a quantidade de teclas numéricas a serem apertadas. Para isto,

precisamos decompor 106 em fatores primos. Veja:

106 | 2
23 | 93
1

Logo 106 = 2-53. Podemos escrever entao 2014 = 1-2014 = 19-106 = 2-19-53 =
38 - 53 = 2-1007. E facil ver agora que para aparecer 2014 no visor da calculadora
apertando seis teclas devemos apertar, nao necessariamente nessa ordem, 38 x 53 =,

o que significa que o maior algarismo apertado é 8.

3. (Questao 3 - nivel 2 - 2019) As casas da figura abaixo devem ser preenchidas
com numeros primos. Em cada linha ou coluna, o produto dos ntimeros deve ser
igual ao numero indicado pela seta. A coluna indicada por 294 ja esta preenchida.

Qual é o nimero que deve ser escrito na casa marcada com *?

N
©

4

<150

[~[e|[~]r]|e

84 = *‘
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a) 2
b) 3
c) 5
d) 7
e) 11

Solugdo: Alternativa a)

Inicialmente iremos decompor todos os niimeros apresentados em fatores primos.

Veja:
150 | 2 84 |2 462 | 2 495
7|3 42 | 2 231 | 3 165
25 | b 21 |3 T 39
5 |5 707 11 | 11 11 | 11
1 1 1

Ressaltamos que no processo de decomposicao é interessante a utilizacao dos
critérios de primalidade.

Temos assim que,

150 = 2-3-5-5
84 = 2-2-3-7
462 = 2-3-7-11
495 = 3-3-5-11

Devemos comecar a preencher a tabela com os fatores comuns. Observe que 84
e 465 tem apenas o 3 como fator comum, logo o mesmo deve ocupar a posicao de
intersecao destes nimeros. Ja 462 e 150 tem em comum 2 e 3, como o 3 ja foi
inserido, devemos ter o nimero 2 na intersecao dos mesmos. Por fim os ntimeros 84
e 462 tem 2, 3 e 7 como fatores primos comuns, sendo que 2 e 3 ja foram inseridos,

portando para sua intersecao devemos ter o 7. Observe a figura abaixo.
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Figura A.1: OBMEP
Como 84 =2-2-3-7, concluimos que * = 2.

4. (Questao 9 - nivel 2 - 2019) Um nuamero inteiro positivo é chamado de
tetrapar quando é divisivel quatro vezes consecutivas por 2 e o resultado da tltima
divisao é um nimero impar. Por exemplo, o nimero 80 é tetrapar, pois 80 + 2 = 40,
40 -2 =20, 20 -2 =10 e 10 = 2 = 5. Quantos sao os nimeros tetrapares de trés

algarismos?
a) 26
b) 28
c) 30
d) 56
e) 62

Solugao: Alternativa b)

Um ntimero n seré tetrapar se n = 2*-¢, onde ¢ ¢ um nimero natural impar. Note
que, 16-5=80e 16-7 =112, logo 112 é o primeiro nimero com trés algarismos que
¢ tetrapar. Veja agora que 2%-61 = 976 e 2*-63 = 1008, logo 976 é o ultimo tetrapar
com 3 algarismos. Determinar a quantidade de tetrapares com trés algarismos é

equivalente a determinar quantos niimeros impares a sequencia abaixo apresenta.

7,8,9,10,...,59,60,61

A sequencia contem 61 — 6 = 55 ntumeros, como ela comeca e termina com ni-
meros impares a quantidade de impares excede a quantidade de pares em um. Logo,
sendo x — 1 a quantidade de ntimero pares a quantidade de impares serd x. Dali,
x — 1+ x = 55, portanto z = 28.
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5. (Questao 11 - nivel 3 - 2018) Qual é o maior valor possivel para o maximo

divisor comum de dois niimeros naturais cujo produto ¢ 60007
a) 10
b) 20
c) 30
d) 40
e) 60

Solucdo: Alternativa b)

Inicialmente iremos decompor 6000 em fatores primos.
6000 | 2

3000
1500
750
375
125
25
d

Tt Ot Ot W NN NN

Temos assim que 6000 = 2% -3 - 53.

Considere agora a,b € N tais que a - b = 6000. Para que o MDC de a e b seja
maximo, a e b devem ter a maior quantidade possivel de fatores primos em comum.
Logo as possibilidades sdo: a =2%2-3-52eb =2%2.5,a=22-52eb=22.3.5,
a=2%2-3-5eb=22-520ua=2%-5eb=2%-3-52 Em qualquer uma das escolhas

teriamos que M DC(a,b) = 22 -3° - 5! = 20, sendo este 0 maior valor possivel.

6. (Questao 17 - nivel 3 - 2016) Quantos sdo os niimeros naturais n tais que
Sn—12
e

5 € também um ntmero natural?

a) 4
b) 5
c) 6

d) 7
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e) 8

Solucdo: Alternativa d)

Note que,
5n—12_5n—40—|—40—12_5(n—8)+28_5(n—8)+ 28 _54 28
n—8 n—8 N n—38 - n-—28 n—8 n—8
Perceba que, 52:? ¢ natural se f—fs > —b, foi inteiro.

Sendo 28 = 22 - 7 seus divisores inteiros sao:

+20.7% = 41
+20. 70 = 47
+2. 70 = 42
+2. 70 = 414
+22.7° = +4
+22.70 = 428

Como % > —5 iremos considerar apenas 1,2,4, +7, +14, +28.
Precisamos agora determinar n tal que n — 8 =1, para 1 = 1,2,4, £7, =14, +28.
Veja que n — 8 = —14 e n — 8 = —28 nao possuem solucdes naturais, portanto os

possiveis valores para n sao: 9, 10, 12, 15, 1, 22, 36.
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