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RESUMO

O objetivo deste trabalho é realizar um estudo aprofundado sobre equacodes qua-
draticas, abordando tanto os métodos tradicionais presentes nos livros didaticos,
quanto, os métodos babilénicos utilizados para determinar as raizes dessas equa-
¢oes. Inicialmente, serao apresentadas as defini¢oes e contexto histérico, seguidos
pela demonstracao dos métodos de resolucao. Além disso, examinaremos as repre-
sentacoes semidticas dessas equacoes e o papel da Base Nacional Comum Curricular
para o ensino do tema. Destacando-se por ser uma abordagem simples e intuitiva, o
método babilonico, que foi generalizado pelo professor Po-Shen Loh, proposto como

uma abordagem pedagobgica para a educacao basica.

Palavras-chave: Equacao quadratica. Representacao semidtica. Formula
resolutiva. Método Babilonico. Método de Po-Shen Loh.
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ABSTRACT

The aim of this work is to conduct an in-depth study on quadratic equations, ad-
dressing both the traditional methods found in textbooks and the Babylonian meth-
ods used to determine the roots of these equations. Initially, we will present the defi-
nitions and historical context, followed by the demonstration of resolution methods.
Additionally, we will examine the semiotic representations of these equations and
the role of the National Common Curriculum Base in teaching this subject. Stand-
ing out for its simple and intuitive approach, the Babylonian method, which has
been generalized by Professor Po-Shen Loh, is proposed as a pedagogical approach

for basic education.

Keywords: Equation quadratic. semiotic representation. Form resolut.
Method of the babylon. Method of Po-Shen Loh.
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Capitulo 1

Introducao

As equacgoes quadraticas sao frequentemente pautas de estudos académicos, dada
a sua inestimavel importancia. O estudo desses conceitos envolve o reconhecimento
de suas caracteristicas, como vértice, raizes, concavidade, sinal e grafico, bem como a
resolucao de problemas que fazem uso dessas propriedades. Além disso, a utilizacao
de representacoes semidticas, como tabelas, gréaficos, formulas e figuras, desempe-
nham um papel crucial na compreensao e na comunicacao dos resultados obtidos.

O objetivo principal deste trabalho é mostrar os métodos de resolugao e validar
a eficicia dos mesmos, na determinacao do valor de x para equacoes quadraticas
do tipo ax? 4+ bx + ¢ = 0. Além disso, pretende-se apresentar um método simples,
ainda desconhecido por muitos, que representa uma nova abordagem pedagobgica,
pois baseia-se em operagoes elementares. Enquanto nos livros didaticos o método
convencional ¢ a formula quadratica, popularmente conhecida no Brasil como for-
mula de Bhaskara.

A equacdo quadratica é atualmente um grande fator que contribui para a falta de
interesse pela disciplina de matematica na educagao basica, muitas vezes o conteido
nao tem relacao com a realidade do estudante, o que torna compreensivel a falta de
afinidade e carinho de alguns alunos pela matemética “[...] alguns alunos disseram
que nao gostam da Matematica, pois nas aulas aprendem contetidos que nunca vao
ocupar, contetdos que ndo tém aplicagao pratica [...]” (Tatto, 2004,p.11 [1]). Sua
complexidade e, principalmente, seu rigor na escrita faz com que alguns alunos nao
se “apaixonem pela matematica” ou simplesmente nao despertem o desejo de estudar
a disciplina.

Ao longo do tempo, a educacdo no Brasil tem se desenvolvido através de no-
vas praticas pedagogicas para proporcionar uma melhor aprendizagem e maior de-
senvolvimento cognitivo dos alunos. Devido a isso, surgem constantemente novas
metodologias. Considerando a importancia do ladico no processo de ensino, o uso
da ludicidade esta cada vez mais em evidéncia nos livros didaticos. Pode-se encon-

trar facilmente em livros didaticos e para-didaticos questoes contextualizadas, com



ilustracoes e aplicagoes, no intuito de aproximar o conteido a ser estudado com o
cotidiano do aluno. Assim, as representacoes semidticas sao instrumentos que pos-
sibilitam ao aluno elucidar os problemas matematicos e utilizar novas metodologias
para implementacao dos assuntos, visando melhor absor¢ao dos contetidos, como no
estudo das equagoes quadraticas.

Como forma de despertar o desejo dos alunos ao estudar matematica, sera eviden-
ciado uma maneira intuitiva e simples para resolver problemas que envolvam raizes
das equagoes quadraticas, utilizando o método babilonico que nao é apresentado
nos livros didaticos o qual nao faz parte do curriculo da educacao béasica. O método
babilénico que foi generalizado em 2019 pelo professor Po-Shen Loh, visto em (Loh,
P.-S 2019 |2]), no qual propds como uma abordagem pedagoégica, referindo-se ao
método como “|...] computacionamelte leve e conceitualmente natural |[...]".

O trabalho tem intuito de mostrar as diferentes abordagens que se pode fazer em
relacao as equagoes quadraticas, assim abrindo novas possibilidades metodologicas,
utilizadas como facilitadores no processo de ensino.

Ao fim deste trabalho o leitor percebera a simplicidade na resolucao utilizando
o método babilénico e a importancia das representacoes semioticas no processo de
ensino aprendizado. O método e os registros de representacoes semi6ticas serao
apresentados como propostas pedagogicas que possam ser vidveis para a educacao
béasica.

Este trabalho esta dividido em 7 capitulos. No capitulo 2 estudaremos as pre-
liminares e veremos o contexto histérico das equacgoes quadraticas. No capitulo 3
serao abordados os métodos apresentados nos livros didaticos, no qual chamaremos
de métodos classicos, para a obtencao das raizes da equacao quadratica. No capi-
tulo 4 serd mostrado a representacao grafica da funcao quadratica, que é a figura da
parabola, como ponto de maximo e minimo, eixo de simetria estudos das raizes e
das raizes, seguidos de exemplos. No capitulo 5 estudaremos a semidtica no ensino
das equacgoes quadraticas. No capitulo 6 estudaremos o método babilénico e o mé-
todo de Po-Shen Loh, além disso faremos algumas aplicacoes. Por fim no capitulo 7
teremos algumas consideracoes finais. A dltima parte deste trabalho é um apéndice

que versa sobre o algoritmo de Briot-Ruffini.



Capitulo 2
Preliminares

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos mateméticos que sao funda-
mentais para a compreensao dos capitulos subsequentes deste trabalho. Sera rela-
tado o contexto historico e os matemaéticos relacionados a equacao quadratica. Este
capitulo foi baseado nas seguintes referéncias bibliograficas: (Leonardo, 2016 [3]),
(Hefez, 2012 [4]), (Dante, 2009 [5]), (Sousa, 2020 [6]), (Silva, 2018 [7]), (Britannica,
2022 [8]), (Tezzi, 2013 [9]).

2.1 Funcao quadratica

Comecando nosso estudo abordando a defini¢ao de fungao quadratica, comumente
encontrada nos livros didéaticos da educacao basica, conforme descrito nos livros Ma-
temdtica Volume Unico (Dante, 2009 [5]) e Fundamentos de Matemdtica Elementar
(Tezzi, 2013 [9]).

Definicao 2.1.1. Uma funcio f : R — R chama-se quadrdtica quando ezxistem

nimeros a, b e ¢, com a # 0, tal que f(x) = ax?® + bx + ¢ para todo x € R.

As constantes a, b, e ¢ sao chamados de coeficientes da funcao quadratica, sao
0s numeros que acompanham as variaveis. Por exemplo, os coeficientes da funcao
flx)=—-222+3x—2,sa80a=—-2,b=3ec=—2.

Definicao 2.1.2. Serd chamado de funcao quadrdtica incompleta as funcoes qua-

drdticas cujo os coeficientes b ou ¢ sGo iguais a zero.

Por exemplo, as fungoes f(z) = 22 +12z, g(x) = 22°+1 e h(z) = 52?. Durante esse
trabalho também serd adotada & fun¢ao quadratica o nome de func¢ao polinomial do
segundo grau.

As definicdes a seguir terao fundamental importancia neste trabalho.

Definicao 2.1.3. Dada a funcao quadrdtica f. Sao chamados zeros da funcao f os

valores reais x, tais que f(x) = 0.



Definindo também o conceito de Raizes com intuito de distinguir raizes da equa-

cao quadratica dos zeros da funcao quadrética.

Definicao 2.1.4. Serd chamado Raizes 0s valores reais x que satisfazem a equagao
quadrdtica dada por:

ax’ +br+c=0.

Vale ressaltar que, segundo Cordeiro (2018, [10]), "Dada uma fungao, desaconse-
Thamos chamar de raizes os niimeros x tais que f(z) = 0". Ele destaca que tais nime-
ros devem ser chamados de zeros da funcao f. Adicionalmente, de acordo com Cor-
deiro, "O termo raizes deve ser reservado para nos referirmos a equacoes ou polino-
mios". Portanto, ao mencionarmos os valores reais para os quais f(x) = 0, estamos
nos referindo aos zeros da funcao f, enquanto o termo raiz da equacao quadratica
se aplica exclusivamente aos valores de x que satisfazem a equacao ax? + bx +c = 0.

Na historia dos povos antigos, a necessidade de encontrar as raizes das equacoes
quadraticas tornou-se mais frequente, como nao havia féormula ou regra de resolugao,
o mecanismo utilizado era a aplicacao de valores em x, a fim de obter as solugoes, en-
tretanto, essa metodologia pode ser bastante cansativa e pouco eficaz, pois baseasse
em verificar possiveis candidatos a solucao (Boyer, 2011 [IT]).

A tentativa de atribuir valores esporadicos gera consequentemente o erro, po-
rém a busca das solucoes a partir dessa ideia é bastante tutil quando se dispoe de

candidatos a solu¢oes como no exemplo a seguir.

Exemplo 2.1.1. (Unifil 2019 MG)Dada a funcio quadrdtica, f(r) = x* — 3x — 4,

quais os valores em que f(z) =07
(a) {1,4}
(b) {-2,3}
(c) {-2,1}
(d) {14}

Como o problema nos fornece os possiveis zeros da funcao quadrdtica, € natural
substituir os valores de x na func¢ao f(x) para verificar quais serao os zeros da

funcao. Com esse objetivo fizemos a sequinte tabela com tais valores:



Tabela 2.1: Teste de raizes.

x fla)=a*-3z—4 | f(z)
2| fla)=(-2)"-3(=2)—4]| 6
1] fla)=(-1)*-3(-1)—4] 0
1| fla)=12—-3-1—4 6
3| fla)=22-3-2-4 3
1] flo)=42-3-4-4 0

Fonte: Autor.

Ao analisar a Tabela conclui-se que os zeros da fun¢do quadrdtica f(x) =

2% — 3z — 4 sao os numeros —1 e 4, logo, a resposta é alternativa d.

O mecanismo tentativa e erro, visto no exemplo anterior, apesar de ser simples,
nao ¢ eficaz para encontrar as raizes de uma equacao quadratica, pois é impraticével
construir uma tabela com todos os valores de f(z). No entanto, esse método pode
ser 1til quando dispondo das possiveis candidatos a raizes de uma fun¢ao quadratica.
Ao longo do tempo houve a necessidade de explorar outros métodos mais eficientes,
até obter a formula resolutiva de uma equacao quadrdtica ou o método de Poh-Shen
Loh, para encontrar as raizes com precisao de uma equagao quadratica.

O objetivo deste trabalho é estudar métodos utilizados para obter as raizes de
uma equacao quadratica, iniciando o estudo com métodos classicos, como o método
da formula quadratica ou o método de completar quadrado, para que depois seja
abordado o método babilonico.

Comecando nosso estudo sobre os métodos para encontrar as raizes de uma
equacao quadratica, e daremos destaque a Formula Resolutiva. Optado por abordar
esse método, pois ele € amplamente utilizado nos livros adotados no ensino médio,
especialmente no livro Multiversos matemdtica (Sousa, 2020 [6]), utilizado no 12 ano

em véarias escolas de Pernambuco.



2.2 Contexto histérico das equacoes quadraticas

A formula geral das raizes das equagoes quadraticas foi desenvolvida por vérios
matematicos ao longo da histéria, mas s6 adquiriu a forma atual quando Francois
Viéte e René Descartes usaram letras para representar os coeficientes das equagoes.
Eles também criaram a notac¢ao algébrica e a geometria analitica que usamos hoje
(Boyer, 2011 [11]).

Assim, pode-se denotar a equagao quadraticas do tipo:

ar’ +br 4+ ¢ =0,

com a,b,c € Rea # 0 para x € R.

Para obter a solucao a seguinte formula é utilizada:

 —b=* Vb2 — 4dac

2a

x (2.1)

A formula que determina os valores das raizes, admite existéncia de raizes com-
plexas.

A seguinte Definicao é frequentemente utilizada nos livros didaticos para
simplificar a formula resolutiva. Conforme serd mostrado nos proximos capitulos, é
possivel extrair informacoes importantes sobre as raizes de uma funcao quadratica

ao analisar do discriminante.

Definicao 2.2.1. Denomina-se discriminante da equacdo quadrdtica ax®+br+c =
0 o valor b* — 4ac, que € representado pela letra grega A (Delta maitisculo). Dessa

forma denotaremos A = b* — 4ac.
usando essa notacao na Equacao obtemos:

b+ VA

2a

T

As equagdes quadraticas ja apareciam em papiros e placas de argila na mesopo-
tamia, onde eram descritos problemas geométricos relacionados a area de figuras. As
solucoes para tais problemas eram descritas em forma de “regras mateméticas” que
se seguidas corretamente era possivel encontrar a solugao para o problema. Naquele
tempo nao havia a escrita matematica de hoje, por isso era comum que os métodos
de resolugbes de problemas serem descritas como regras mateméticas (Boyer, 2011
[T1]). E nitido o quao importante foi o estudo a respeito das equagdes do segundo
grau, como relatado em Boyer [T1]]; hoje em dia, sabe-se que para resolver problemas
dessa natureza, basta utilizar a conhecida formula resolutiva, na qual pode-se deter-

minar valores reais x para que a equacao se iguale a zero. Em livros de escritores



estrangeiros e em Sousa [0] denotam de formula resolutiva, a expressao:

b= Vb? — 4dac

2a

X

a qual determina as raizes da equacao quadraticas.

No Brasil, o matematico indiano Bhaskara Acharya da nome & férmula reso-
lutiva das equagoes do segundo grau, a “formula de Bhaskara” ¢ muito conhecida
e ensinada nas escolas, mas em outros paises é conhecida por outros nomes. Por

exemplo, nos Estados Unidos, ela é chamada de quadratic form (formula quadratica).

2.2.1 Bhaskara Akaria ou Bhaskaraacharya

Nascido em familia de matematicos indianos de Vijayapura, Bhaskara viveu en-
tre 1114 a 1185 aproximadamente, seguiu os passos do seu pai que era astronomo,
assim seus estudos eram voltados para matemética e astronomia. Sua obra mais
importante foi o livro Lilavati, trabalho elementar que tratava de problemas arit-
méticos simples, geometria e combinatoria, no qual foi de grande importancia para
a sociedade cientifica, Os versos de Lilavati (Silva, 2018 [7]). A obra Lilavati tem
datacao do ano de 1650 e pertence & colecao da universidade de columbia nos Es-

tados Unidos, a palavra “ lilavate ”

significa graciosa, que é traducgao livre para o
portugués, era assim que Bhaskara descrevia os problemas matemaéticos, por isso

deu-se esse nome (Britannica, 2022 [§]).

Figura 2.1: Imagem de Bhaskara Akari

Fonte: Marcelo Uva.

Na época em que Bhaskara viveu ainda nao existia a escrita matematica que

temos hoje, com formulas e utilizacao de letras para representar as incognitas, grande



parte dos matematicos daquela época utilizavam “regras” estabelecidas para se obter
a resolucao desses problemas.
Para resolver problemas do tipo ax? 4+ bx — ¢ = 0 era utilizado a seguinte regra:
“Multiplique ambos os membros da equacao pelo numero que vale quatro vezes o
coeficiente do quadrado e some a eles um numero igual ao quadrado do coeficiente

original da incégnita. A solugao € a raiz quadrada disto”(Eves, H. 2004, p.48-49
[12)).
Na escrita matemaética atual, fornece a féormula para encontrar as raizes, assim
4a(ax® + br) + b* = 4da - ¢ + b,
efetuando a propriedade distributiva,
4a*x® + 4abx + b* = dac + b,
pode-se escrever o primeiro membro como,

(2ax + b)? = b* + 4ac,

extraindo a raiz, em seguida chegando na expressao isolada que determina as solugoes

 —bEVA

2a

Xz

Essa regra ja era de conhecimento dos matematicos indianos da época, hé registos
desse preceito ser atribuido ao matematico indiano Sridhara que viveu a mais de
100 anos antes de Bhaskara Akaria. Denominada de férmula Sridharacharya também
conhecida como féormula quadratica ou método Sridharacharya (Mishra, 2008 [13]).

Sridharacharya foi um matematico, filésofo e pandita (titulo de mestre) sanscrito
indiano que viveu entre os séculos IX e X. Ele nasceu em Bhurishresti, uma vila no sul
de Radha, na atual Bengala Ocidental. Ele é conhecido por dois tratados principais:
o Trisatika (ou Patiganitasara) e o Patiganita. Esses tratados tratam de aritmética,
algebra e aplicacoes praticas da matematica. Sridharacharya foi um dos primeiros
a dar uma férmula para resolver equagoes do segundo grau, que é conhecida como
formula de Sridharacharya ou férmula quadrética, (O Connor, [14]).

A nomenclatura a “féormula de Bhaskara” so6 é utilizada no Brasil, em outros paises
o denotam como férmula resolutiva de uma equacao do segundo grau ou férmula
resolutiva de uma equacao quadratica. Portanto, a formula a qual leva o nome de
seu criador nao foi desenvolvida por Bhaskara, pois muito antes dele nascer ja havia

relatos dessa regra, Bhaskara apenas formalizou e tornou publico este método.



Capitulo 3

Métodos classicos para encontrar as

raizes da equacao quadratica

Neste capitulo, vamos explorar alguns métodos classicos amplamente utilizados
na busca pelas raizes das equacoes quadraticas. Além disso, iremos aplicar esses
métodos para resolver uma série de exemplos praticos, visando aprofundar nossa

compreensao sobre o assunto.

3.1 Formula resolutiva da equagao do segundo grau

Para estudarmos a formula resolutiva inicialmente utilizaremos a forma candénica.
A forma canonica é um recurso valioso que facilita o aprendizado e a solucao de
equagoes quadraticas, além de revelar aspectos geométricos relevantes da funcao.
Ela é essencial para tornar o estudo das equagoes quadraticas mais pratico e simples.
Por isso, vamos iniciar esta secao explicando com clareza o que é a forma canonica

de uma funcao quadratica.

Proposic¢ao 3.1.1. Seja a funcio [ : R — R, dada por f(z) = azx® + bx + ¢, com

a # 0. Entao, [ pode ser escrita na forma canénica:

2 12
f(x)—a<x+£) +—4ac4a o

o (3.1)

Demonstracao. Inicialmente colocamos em evidéncia o coeficiente a
9 5 b c
f(x)=ar"+br+c=a|z”+ -2+ —
a a

as duas primeiras parcelas de dentro do colchete sao as mesmas do desenvolvimento

b\> ., 2z B
T+ -] =2+ +—

do quadrado

2a 2a | 4a?



completando o quadrado, temos:

que pelo desenvolvimento acima resulta em,

b\° dac—b?
J(x) =a (+2_> +4—]
ou seja,
b\> dac—b?
f(x)-a(x%—%) ‘l‘T.

Dizemos que a equagao esta na forma canonica quando ela esta escrita na sua forma

mais simples. [ |

A seguir, veremos como usar a forma candnica para obter alguns resultados im-
portantes, sendo o principal deles a formula que determina as raizes da equacao do
segundo grau. Além disso, usaremos a forma canonica para encontrar os vértices da
parabola que representa o grafico da fungao quadratica. Com esse conhecimento, po-
deremos resolver varios problemas matemaéticos e entender melhor o comportamento
das fun¢oes quadraticas.

Pode-se chegar a féormula que fornece as raizes da equagao do segundo grau
ax® + bx + ¢ = 0. De fato, usando a formula canonica temos:

N b\? N 4ac — b 0
€T _— _— e
2a 4a? ’
como, por hipotese a # 0, obtemos:

+b 2+ dac — b? 0
“\r 2a “ 4a? -

obtendo a seguinte igualdade:

+£ 2_ b? — dac
o 2a ) 4q?

usando a notacao A = b? — 4ac, assim,

P S
YT%%) T 4

ar’ +br+c=0<a
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e, portanto, conseguindo-se chegar na seguinte igualdade

n b n A
T+ — = —
2a 4a?’

isolando & incégnita z no primeiro membro e simplificando temos:

 —bEVA

v 2a

A essa equacao chama-se de férmula resolutiva da equacao do segundo grau.

3.2 Meétodo de completar quadrado

O método de completar quadrado é uma técnica utilizada para encontrar as rai-
zes de uma funcao quadratica através da reescrita da expressao na forma de um

quadrado perfeito, da soma

(z +b)* = 2% + 22b + b,
ou, o quadrado perfeito da diferenca

(x —b)? = 2% — 20b + b*.

Esse método foi mostrado pelo matematico uzbequistanés Al-khwarizmi em sua
obra Hisab al-jabr wa’lmuqabalah (ciéncia da restauracdo e da redugdo ou ciéncia
das equacgoes) (Arndt, 1983 [I5]) e (Musa, 1986 [16]).

Quando deseja-se obter uma representacao alternativa da equacao quadrética é
viavel a utilizagao desse método simples. Veremos agora alguns exemplos de como

se aplica esse método.

Exemplo 3.2.1. Determine as raizes da equacio: > —x—2 = 0. Note inicialmente

o sequinte quadrado:

1\’ 1
(:p—i) :x2—$+1. (3.2)

Somando e subtraindo 1/4, na equagio quadrdtica do exemplo, obtemos

x2—x+l—l—2—0
4 4 7

11



usando a Equacao e somando % dos dois lados da igualdade, temos,

1 n 3
r==+=
2 2
ou seja x = 2, jd para a sequnda raiz
1 3
r==-=,
2 2

ou seja x = —1.

Caso a equagao seja um quadrado perfeito do tipo (x + a)2 ou (x — a)2 , o método

se resume ao produto notavel.

Exemplo 3.2.2. Determine o valor de x para que x*> +2x +1 = 0. Como sabe-se
que (z +1)> =22 + 2z + 1, assim

(x+1)*=0,
logo, podemos concluir que as duas raizes da equacao Sao 1guais
r=—1.

Os métodos utilizados pelos babilonios era possivel encontrar solucoes negativas,
porém, eles nao as consideravam, pois nao havia aplicacoes praticas para essas so-
lucdes negativas. Ao longo dos tempos, surgiu a necessidade de considerar solucoes
negativas para as equagoes quadraticas, ao analisar essas solucoes negativas, no ano
de 1629, o Belga Albert Girard (1590-1633) escreveu o livro Invention Nowelle en
Alegébre, no qual demonstrava a relacdo das raizes e os coeficientes da equacao,

admitindo a existéncia de raizes negativas.

12



3.3 O Método da soma e produto das raizes

O método da soma e do produto é uma técnica tutil para encontrar as raizes de
uma funcao quadratica a partir dos coeficientes da equacao. A seguinte Proposicao
segundo Hefez [4], sera importante para o desenvolvimento do método mostrado

nessa Secao.

Proposigao 3.3.1. Seja f(x) um polinomio em R\ {0}. Entdo, 5 € R é uma raiz
de f(z) se, e somente se, v — [ divide f(x).

Assim pode-se escrever a fungio quadratica f(z) = q(z)(x — ). A funcdo qua-
dratica é uma funcao polinomial de grau 2, logo podemos, pela Proposicao [3.3.1
fatorar a funcao. Seja a funcao f(x) = azx? + bz + ¢ e supondo que a; e s, sejam

as raizes, assim:
f(x) =az® + bz +c=alzr — ar)(z — ay). (3.3)
Desenvolvendo o produto notavel, obtemos:
f(z) =az® — (ay + an)ax + a - ajay, (3.4)
assim, pode-se obter a igualdade:

2

az® + br 4 c = ax® — (o + aw)azr + a - ajoo,

usando a igualdade de polinomios, tem-se
_(Oéz + O[Q)CL - b7
logo, obtem-se em relacao a soma das raizes que,
Qo + Qg) = ——,
(s +z) = =

e, pelo produto das raizes que,

a1 - O =

IS

como visto em (Viéte, 1970 [I7]).

Essas relacoes de soma e produto ficaram conhecidas como Relagoes de Girard,
em que determina-se as raizes utilizando seus coeficientes. Pode-se encontrar tam-
bém essas relacoes, utilizando os valores das raizes x; e x5 extraidas a partir da for-
mula resolutiva. Para isso, suponha que a; e oy sdo raizes da equacio ax?+bx+c = 0,

denotando P como sendo o produto destas raizes e S como sendo a soma, isto é,

13



P=a;-ayeS=a + ay. Extraindo da féormula resolutiva as raizes da equacao,

assim, pode-se calcular o valor de P como,

—b+ Vb?% — 4ac> (—b — Vb2 — 4ac)
2a 2a ’

P = Qq - Qg = <
efetuando o produto da soma pela diferenca, tem-se

v? — (Vb2 — dac)?

4a?

P:Oél'O./QZ

efetuando as operacoes, admitindo solugoes reais de modo que,

B 4ac
" 4a?’

assim, pode-se concluir que,

ISHI e

Quando a = 1, tem-se que P = c.

Agora determinando a expressao para a soma, temos:

—b+ Vb? — 4ac) N <—b —b? — 4ac)
2a

2a

S:a1+a2:(

note que VA esta sendo somado ao seu simétrico, com isso,

2b

2

S:

portanto,

Quando a =1, tem-se S = —b.

(3.5)

(3.6)

Logo pode-se concluir que, para a = 1 , a equacgio 2% — bz + ¢, pode ser escrita

como x? + Sx + P. Para os exemplos a seguir, suponha que o, e oy seja as rafzes

desta equacao.

Exemplo 3.3.1. Determine as raizes da equacio quadrdtica x* + 3x — 10 = 0.

Comoa=1,b=3 ec= —10, obtemos que
a1+ = -3
e
109 = —10

14



as solugoes sao possiveis solugoes inteiras para o produto sio (1, —10), (—1,10), (2, —5), (-2, 5).

Como a diferenga entre as raizes € —3 a unica solugao possivel € oy = 2 e ag = —5.

Exemplo 3.3.2. ( CETREDE 2019 / Prefeitura de Juazeiro do Norte - CE) O
valor de uma bola que eu quero comprar é representado pelo produto das raizes da

equacgdo x> — 9x + 20. Logo a bola ¢
(a) 10.
(b) 20.
(¢) 30.
() 40.
(e) 50.

E sabido que o produto das raizes é o valor do coeficiente ¢, assim a resposta €
letra (b),

a1 - Qg = 20.

Exemplo 3.3.3. Determine x para que 2x> — 3z — 9 = 0.

Inicialmete extraindo os coeficientes a=2, b=-3 e c=-9, obtemos que

a; +a _3
1+ =g
-9
2
as solugoes para o produto sio (3 e -9),(5 € 9),(3 ¢ -3),(F ¢ 3).

A - g =

A relacdo de Girard estendem-se a equacOes de grau maiores do que 2,porém
como o intuito deste trabalho é mostrar métodos de resolugao e apresentar o método
de Po-Shen Loh, sera limitado a grau 2, com alguns exemplos especificos de equagoes

de grau 3.
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3.4 Equacoes incompletas do segundo grau

Sera dito equacao incompleta do segundo grau, quando b = 0 ou ¢ = 0 com a # 0.
Para esses casos, pode-se calcular facilmente as solugoes. Para o método a seguir,

serd necessario a seguinte propriedade mostrada em (Hefez, 2009 [18]).
Propriedade 3.4.1. Sea-b=0, entao a=0 ou b=0.

Inicialmente para os casos com ¢ = 0, tem-se a seguinte equagao:
2 —
axr®+bxr =0,

colocando em evidéncia o termo z obtem-se,

x - (ax +b) =0,

dado isso, e ao analisar que pela propriedade temos que, x = 0 ou az+b = 0,
assim podemos concluir que as raizes sao 1 = 0 e apos efetuarmos pequenos calculos

obtemos zy = —%. Aplicando o método aos seguintes exemplos a seguir.

Exemplo 3.4.1. Seja as fungoes f(x) = (x—1)? e g(z) = 2z(x —3) + 1. Determine
0s valores reais de x para que f(z) = g(x). Inicialmente temos a equagdo (x —1)? =
2x(x — 3) + 1, calculando o produto notdvel a esquerda e em sequida efetuando a

distributiva o direita da igualdade, obtém-se,
2 0.2
r°—2x+1=2z2"—6x+1,

equivalente a,
2 =2+ 1=202—do+2° — 22+ 1,

pela lei do corte obtem-se,

ou seja,

x? — 4z =0,

que pelo método para equagao para ¢ =0, temos:

.%'1:0

xo=—(—4) =14

Exemplo 3.4.2. Determine o comprimento | em centimetros, sabendo que o qua-

drado e o paralelogramo possuem dreas tguais.
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Figura 3.1: Quadrado e paralelogramo

20

2¢ 20

Fonte: Autor.

Como mencionado no exemplo as figuras possuem valores de dreas iguais, ou seja,

(20)* = 8- 21
assim, obtemos a sequinte equagao dada em rela¢ao aos lados
41 — 161 = 0,
colocando | em evidéncia, podemos escrever a equacao como:
4i(l—4) =0,

logo, pode-se concluir que as solucoes sao l =0 el =4, como | é um comprimento,

nao admilir valor iguais a zero, portanto | = 4 cm.

Para equagoes cujo coeficiente b = 0, tem-se a seguinte equacao:

ar’ +c=0,

isolando 2 a esquerda da equacdo, tem-se,

logo,

Note a seguinte condicao, se a e ¢ tiverem mesmos sinais nao ha solucao real.

Veja algumas aplicagoes, nas questoes do ENEM.
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Exemplo 3.4.3. (Enem 2013) A temperatura T de um forno (em graus centigrados)
¢ reduzida por um sistema a partir do instante de seu desligamento (t = 0) e varia
de acordo com a expressao:

2

t
T(t) = —— + 400

com t em minutos. Por motivos de sequranca, a trava do forno sé € liberada para
abertura quando o forno atinge a temperatura de 39°C.
Qual o tempo minimo de espera, em minutos, apds se desligar o forno, para que

a porta possa ser aberta?
(a) 19,0
(a) 19,8
(¢) 20,0
(d) 38,0
(e) 39,0

Para a solu¢ao queremos que T(t) = 39, logo

2

t
39 = —— 4400
4—|-

com 1880, CONSEGUIMOS encontra que
2 _
t° = 1444

logo, a solug¢ao é t =38 o que nos leva a alternativa (d).

Exemplo 3.4.4. (Enem 2010) Um laticinio possui dois reservatorios de leite. Cada
reservatdrio é abastecido por uma torneira acoplada a um tanque resfriado. O vo-
lume, em litros, desses reservatorios depende da quantidade inicial de leite no re-
servatorio e do tempo t, em horas, em que as duas torneiras ficam abertas. Os
volumes dos reservatorios sio dados pelas fungoes Vi(t) = 250t — 100t + 3000 e
Va(t) = 1503 + 69t + 3000.

Depois de aberta cada torneira, o volume de leite de um reservatorio € igual ao

do outro no instante t = 0 e, também, no tempo t igual a:
(a) 1,5h
(b) 1,69h
(¢) 10,0h
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(d) 13,0n
(e) 16,9h

Faremos: Vi(t) = Va(t).

250t — 100t + 3000 = 150t + 69¢ + 3000

logo,
100¢% — 169t = 0

Colocando t em evidéncia, temos que:

£(100t* — 169) = 0

tem-se que uma das raizes det € 0 e as outras sao:

1
p— )09
100
logo,

t =13/10 = 1, 3horas.
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Capitulo 4
A parabola

O grafico da funcao polinomial de grau 2 é representado por uma parabola
(uma segdo conica gerada pela intersecgdo de uma superficie conica) onde se pode
determinar valores de maximos ou de minimo para a funcao como mostra as figuras

abaixo.

Figura 4.1: Graficos da parabola

y

(a) Fungao quadratica com a concavidade voltada para (b) Funcao quadratica com a concavidade voltada para
cima. baixo.

Fonte: Autor.

4.1 Veértice da parabola

O vértice da parabola é o ponto méaximo da funcao, quando a < 0 e minimo da
funcdo, quando a > 0. E representado por V = (x,,y,) o Vértice da parabola.

Para isso, tem-se a seguinte definicao:
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Definicao 4.1.1. Dada a fungao f: R — R. Diz-se que ¢ € R € um ponto mdximo
de f, quando, f(c) > f(x) para todo x € R. Analogamente, serd dito ponto minimo
de f, quando, f(c) < f(x), para todo x € R.

4.1.1 Ponto de maximo ou minimo da funcao quadratica

A formula que determina a coordenada do ponto de maximo ou minimo da funcao,
pode ser determinadas a partir da forma canonica, utilizando a Definicao [£.1.1] de
ponto maximo e de ponto minimo.

b

Pode-se notar pela forma canénica na Subsecao m que se tomado r = —5-

uma das parcelas da soma na forma candnica desaparece, pois foi somado ao seu

simétrico, como zero é elemento neutro da soma. Realizando a substitui¢ao

ERAT SN 2+4ac—b2
2 )~ “\ 24" 2 4a

com isso, pela Observacao do discriminante, tem-se

(5) -5 (11)

A seguir serd analisado o ponto maximo ou minimo da funcao quadratica para

quando a >0 e a <0, com x € R.

Caso 1 Para a > 0, tome um = € R\ {—2} e um real s # 0, de modo que

r=——+s5
2a+’

de posse disso, observe as igualdades

a :E—i—i 2—a —i%—s%—i 2—a(s2)
2a) 2a 2a) ’

assim, temos a(s?) > 0, pois, a > 0 e s> > 0. Pode-se concluir que:

b\ 2
a(sc—l——) > 0.
2a

Por fim, tem-se a seguinte conclusao:

A
4a

f(x)za(:c—l—%) —%,

2 - 2 .
Se a (x + %) > (, entao, a (x + %) — % > —-= 0u seja, como
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logo, o menor valor que f(x) pode obter sera —%, pois,

> —_—
f) >~
para todo z € R\ {—2}.

Caso 2 Para a < 0, tome um x # —% e um real s # 0, de modo que

r=——++S5,
2a

de posse disso, observe as igualdades

_|_£ 2— _£+ _{_i 2—(2)
al\xr 2a =aQa 2a S 2a =a(s ),

note que agora,

pois, a < 0 e s2 > 0. Pode-se concluir que

b\ 2
a(:c+—) < 0.
2a

Por fim, tem-se a seguinte conclusao:

b\2 5 b2 _ A A :
Sea (x + %) < 0,entao, a (x + %) — 1. < —1, ouseja, como

2
f(x):a<x+%) _élA_a
logo, A
f(l') < _Ea

para todo z € R\ {—2Z}.

Por fim, como analisado, para a > 0 terd ponto de minimo e para a < 0 tera

ponto de maximo na coordenada (z,,y,), com :
Ty =——€Ey, = ——. (4.2)

Pode-se chegar também a coordenada do vértice utilizando o argumento de trans-
ladar o eixo das abscissas paralelamente a si, até que tangencie o grafico f em um
tnico ponto. Essa abordagem utiliza conceitos e defini¢oes de célculo, para apro-

fundar esse argumento, os livros fundamentos de cdlculo (Neto, 2015 [23]) e Andlise
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Real: Fungoes de um varidvel (Lima, 2013 [24]) e serviram para que o desenvolvi-

mento.

4.1.2 FEixo de simetria

O eixo de simetria é um segmento de reta paralelo ao eixo y que passa pelo vértice

da parabola .

Figura 4.2: Eixo de simetria (f)

y

\F

Fonte: Autor.

A seguir a Defini¢do de parabola mostrada em Delgado [25].

Definicao 4.1.2. Sejam L uma reta no plano e F' chamado de foco um ponto no
plano ndo pertencente a L. A pardbola ' de diretriz L € o conjunto que consiste de

todos os pontos P do plano que sao equidistantes do foco F e da reta L:
{T e P|d(P,F)=4d(P,L)}.

Sendo F' o foco da parabola e pela Definicao [4.1.2] temos que a pardbola I' e a
reta f que passa pelo vértice e ao ponto F' é perpendicular a reta que passa pelo

vértice e foco da pardbola 7.

Proposicao 4.1.1. Toda pardbola é simétrica em relacao a reta que passa pelo

vértice e o foco, ou seja a reta focal.

De fato, seja P o par ordenado pertencente a parabola I' e P’ simétrico a P em
relacdo a reta focal f, o segmento PP’ é perpendicular a f serd representado pelo
simbolo 1 para determinar que o segmento é perpendicular. Seja W um ponto de

interseccao da reta f, é o ponto médio do segmento PP’, pois, P’ é simétrico a P.
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Figura 4.3: Parébola gama e pontos P e P’

e b
~_ |

Fonte: Autor.

Pode-se observar os triangulos PW F e o triangulo P'W F' sao congruentes, pois,
WP = WP devido P e P’ serem simétricos em relacdo a f, o angulo ZFWP =
ZFW P = 90° como FW & comum aos dois triangulos, temos pelo caso LAL que

d(P',F)=d(P,F),

Figura 4.4: Parabola gama e congruéncia dos segmentos PF e F P’

F
Pr \\‘ | W 7 /‘ P
\/

Fonte: Autor.

O segmento PP’ é paralelo a L, pois, a diretriz é perpendicular a reta f, assim
como PP’. Tem-se que a d(P’, L) seja um segmento P'A’ e d(P, L) seja o segmento
PA, além disso, os segmentos PA = P’A’, pois, os segmentos sao perpendiculares a

PP e L, assim formando o retangulo A’P'PA e pela Definicao PA = PF =
FPentaod(P',F) =d(P',A") =d(P', L), portanto P' € T.
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Figura 4.5: Congruéncia dos segmentos PF, PA, P'F', P'A’.

I
0F
' A F~
- : U— .
4
4 L
A A

Fonte: Autor.

Determinada a coordenada do vértice, utilizando a relacao de simetria da paré-
bola e construindo o gréafico da funcao, na Figura a seguir que tracando uma
reta horizontal paralela ao eixo das abscissas, essa reta cortard o grafico da funcao
quadréatica em dois pontos distintos, de coordenadas (x1,yo) e (w2, yo) de acordo com

a Proposicao [4.1.1

Figura 4.6: Pontos em Simetria.

y |
|
flu)=fe) | A | B

! \

|

|

\

|

|

|

f(xs) = f(x4) ‘
f(x.) | "
X1 X3 Xv X 4 X2 X

Fonte: Autor.

Percebe-se que para os valores z; e x5 na figura [4.6] associasse um tinico valor ,

com f(x1) = f(z2) = yo, dessa forma podemos elaborar a seguinte proposicao.

Proposicao 4.1.2. Seja a pardbola P, o vértice é a unica coordenada em bije¢ao
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na funcao f.

Demonstracao. Supondo por absurdo que a fungao na coordenada do vértice é nao

injetiva, ou seja, existe um z’ # x,, tal que f(2') = —4%, para a fungao f(z) =
az® 4 bz + ¢, com a # 0.
Como suposto, ' # z, e f(z/) = —=

A
a(x')? + b’ +c=——,

4a
substituindo o discriminante A temos,
( l)2+b /+ (b2_4ac)
a(x r +c=——->
4a

logo, efetuando a divisao no segundo membro da igualdade,

2

a(r')? + bz’ +c= e
a

pode-se retirar o coeficiente ¢, ficando com

, bx b?
a<($)2+;> :_@

como a ¢ nao nulo, pode-se dividir ambos os lados da igualdade por a,assim:

bx b?
N2 - 2
()" + a 4q2?’
logo
br b
N2
L2 =0
(") + , +4a2

a expressao acima pode ser escrita como,

b 2
/ _— =
($ + 2@) 0,

assim,
b
r=——.
2a
— . . <. / n o —A
Contradigdo, pois como suposto, deveria existir um 2’ # x,, tal que f(2') = 32,

logo tem-se que z,, é tnico. Aplicando x, na f como em obtemos f(z,). [ |
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4.1.3 Questoes do ENEM

Segue algumas aplicagoes das coordenadas do vértice nas questoes do ENEM.

Exemplo 4.1.1. (Enem 2017) A Igreja de Sao Francisco de Assis, obra arquiteto-
nica modernista de Oscar Niemeyer, localizada na Lagoa da Pampulha, em Belo
Horizonte, possui abobadas parabolica. A seta na Figura 1 ilustra uma das abdbadas
na entrada principal da capela. A Figura 2 fornece uma vista frontal desta abobada,

com medidas hipotéticas para simplificar os cdlculos.

Figura 4.7: Representacao abobadas da igreja de Sao Francisco

H metros

l

Figura 1 Figura 2

4 malros I‘.- mealnos

L 5 meatros ¥

o

Fonte: ENEM 2017.

Qual a medida da altura H, em metro, indicada na Figura 2%

Como as raizes da equacao sao 5 e —5, entao a equacao da pardbola € dada por:
f(z) =a(z = 5)(x +5),
assim, efetuando a multiplicacao distributiva
f(z) = a(z* — 25)
Sabemos que o par ordenado (4,3) pertence a essa equagao, entdo temos que:
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3 = a(4® — 25),

logo, podemos concluir o coeficiente

Agora, para calcular o valor do y,, primeiro encontraremos o valor de delta e, pos-

sv-i(4)(3).

efetuando a multiplicagcdo, obtemos o discriminante

teriormente, o valor de y,:

100

A .
9

Assim, pode-se calcular y,, substituindo na férmula

_ 100
9
Yy = s
4(-3)
pela divisao de fracoes, temos
~ 300
Yy = _36 )

simplificando para obtermos a fracao reduzida equivalente, temos

Exemplo 4.1.2. (Enem 2013) A parte interior de uma taga foi gerada pela rotacdo

de uma pardbola em torno de um eizo z, conforme mostra a figura.
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Figura 4.8: Representacao da taca formada a partir da rotacao de uma paréabola.

Eixo de rotagao (2)
ylem) A

L |
N~ |

3> X (cm)

Fonte: ENEM 2013.

A fungao real que expressa a pardbola, no plano cartesiano da figura, é dada pela

les: 5
f(z) = 5:}52 —6x+C

onde C' € a medida da altura do liquido contido na taca, em centimetros. Sabe-se
que o ponto V', na figura, representa o vértice da pardbola, localizado sobre o eizo x.

Nessas condicoes, a altura do liquido contido na taca, em centimetros, €
(a) 1.
(a) 2.
(c) 4.
(d) 5.
(e) 6.

Como a funcao possui uma unica raiz, entao o discriminante delta é zero, subs-

tituindo os valores da equacao do discriminante

efetuando as devidas operacoes, obtemos
6C = 36

logo, temos como solucao C' = 6.
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Exemplo 4.1.3. (Enem 2020) Uma empresa de chocolates consultou o gerente de
producao e verificou que existem cinco tipos diferentes de barras de chocolate que

podem ser produzidas, com o0s sequintes precos no mercado:

e Barra I: R$ 2,00;

Barra II: R$ 3,50;

Barra III: R$ 4,00;

Barra IV: R§ 7,00;

Barra V: R$ 8,00.

Analisando as tendéncias do mercado, que incluem a quantidade vendida e a

procura pelos consumidores, o gerente de vendas da empresa verificou que o lucro L

V]

com a venda de barras de chocolate ¢ expresso pela funcio L(z) = "z + 142745, em
que x representa o preco da barra de chocolate.

A empresa decide investir na fabricacao da barra de chocolate cujo preco prati-
cado no mercado renderd o mator lucro. Nessas condicoes, a empresa deverd investir

na producao da barra:
(a) T
(a) II
(c) III
(d) 1V
(e) V

Para encontrar o valor de x que maximiza o lucro, € necessdrio encontrar o valor

de x,, entao basta substituir os coeficientes na formula

—14
Ty = ——
-2

portanto, obtemos como solucao para o problema x, = 7, assim a empresa deverd

investir na barra IV alternativa (d).
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4.2 FEstudo das raizes

Como visto nas preliminares é necessario encontrar v A quando for utilizada
a formula que determina as raizes da equacao quadratica. Observe que a existéncia
ou nao das raizes x; e xy da equacao quadratica, passa pelo fator v/A, com isso,

devemos analisar a relacao para A >0, A<0e A =0.

1 Para A > 0, tem-se que a equacao tera duas solucoes reais, pois, seja A = k,

tem-se
—b+k -b—k
T, = ery = .
! 2a 2 2a

Logo tem-se duas raizes reais e distintas(z; # ).

2 Para A < 0, note que tal x nao existe nos reais, assim, diz-se que nao possui

raiz real, pois, Az € R.

3 Para A = 0, como 0 é elemento neutro da adicao, tem-se x; = x5, logo a raiz

sao do tipo
_—bxk D

v 2  2a

Representando na tabela a seguir os itens citados a cima.

Tabela 4.1: Relagao entre o discriminante A e as raizes .

A>0 A<O
X
a>0 a>0 *
X
a<0 a<0
X
X
a>0 ® a<0

Fonte: Autor.

A seguir alguns problemas para exemplificar essas relacoes.
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Questoes do ENEM e Concursos

Exemplo 4.2.1. (Enem 2017 | Libras) O morro onde estao situadas as emissoras
de TV em Porto Alegre pode ser representado graficamente, com algum prejuizo,
em um sistema cartesiano, através de uma funcao polinomial de grau 2 da forma

y = ax?® + bx + ¢, com a base da montanha no eivo das abscissas.

Figura 4.9: imagem do morro em Porto Alegre

TR P il S

Fonte: ENEM 2017.

Para que fique mais adequado essa representacao, devemos ter:

(a) a >0 eb®—4dac > 0.
(a) a >0 eb®—4dac < 0.
(¢) a <0 eb®—4ac<O.
(d) a <0 eb®—4dac > 0.

(e) a <0 eb?—4ac=0.

Analisando o grdfico, sabemos que essa pardbola tem concavidade para baixo, com
iss0 temos que a < 0 e sabemos também que b* — 4ac = A.

Como a base da montanha € o eizo das abscissas, a pardbola toca em dois pontos
essa base, assim b* — dac > 0.

Logo, a alternativa que corresponde a < 0 eb® —4ac >0 € a (d).
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Exemplo 4.2.2. (IDCAP 2019-ES) Considere a sequinte funcdo f(x) = 3x?—5x+2.
I Trata-se de uma funcao do sequndo grau;
IT Tem-se que f(0) = 3;
IIT Se f(x) =0, a func@o ndo possui raizes reais.
Dos itens acima,

(a) Apenas o item I estd correto.

(b) Apenas o item II estd correto.

(c) Apenas os itens I e II estao corretos.
(d) Apenas os itens I e III estao corretos.
(e) Todos os itens estdo corretos

A funcao f € do sequndo grau, logo, o item I € verdadeiro.
Ao substitui x = 0 na funcao, teremos f(0) =3-0% =50+ 2, logo, o item II ¢

falso, pois, f(0) = 3. Para o terceiro item basta calcular o valor de A, assim
A= (-52-4-3-2,

logo, o item III é falso, pois A = 1. Portanto, a alternativa correta é letra (a).

Exemplo 4.2.3. (ITA- SP - 2011) Determine todos os valores de m € R tais que a
equagdo (2 —m)x? 4+ 2mx +m + 2 = 0 tenha duas raizes reais e distintas e maiores

que zZero.

Note que a equacdao é do tipo ax? +bx +c =0, a # 0. Terd duas raizes distintas

quando A > 0, assim

1 Para A >0,
(2m)* —4(2—m)(m+2) >0

dat, efetuando multiplicacao distributiva obtemos
4m® — 16 + 4m* > 0,

logo, as solucées sio m > /2 oum < —v/2.

2 Para que admita somente solugcao positiva o produto P das raizes deve ser

maior que zero.

Caos 2oy

a —m

para 1850, —2 < m < 2.
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3 Se as raizes sao positivas sua soma também deve ser positiva.

s>0= 2 ™ S0,

—m

logo, m > 2 ou m < 0.
Pelos ilens (1), (2) e (3) tem-se que —2 < m < —/2.

Exemplo 4.2.4. (ITAME 2020-G0)Sobre a funcio f(x) = —22%+6x —10 podemos

considerar como verdadeiras as sequintes afirmacoes:

(a) Nao possui raiz real e seu grifico € uma pardbola com concavidade voltada para

baizo;

(b) Possui uma unica raiz real e o seu grifico € uma pardbola com concavidade

voltada para cima;

(¢) Possui duas raizes reais distintas e o seu grdfico é uma pardbola com concavi-

dade voltada para baizo;

(d) Possui duas raizes reais diferentes de zero e o seu grifico é uma pardbola com

concavidade voltada para cima.

Sabe-se que a concavidade da pardbola € voltada para baizo, pois a < 0 serd

analisado o valor do discriminante A.
A = 6% — 4(—1)(-10),
ao ser efetuado as operagoes e 0s jogos de sinais, obtemos
A =36 —40

Assim pode-se concluir que, se A = —4, logo, a equacdo nao possui raiz real, por

tanto, a alternativa correta é (a).
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4.2.1 Estudo do sinal

O estudo do sinal de uma funcao consiste em analisar os intervalos em que a
imagem seja, positiva, negativa ou nula. Ou seja, para quais valores do dominio Dy
da fungdo f a imagem f(z) serda f(x) > 0, f(z) < 0 ou f(z) = 0. Seja admitido que
a f esteja definida, de acordo com as preliminares. Pela Tabela pode-se notar
que:

Sea>0eA <0, entao f(z) >0,Vz € R.

Figura 4.10: Representacao do grafico da fungao com imagens positiva.

Fonte: Autor.

Como na fungao p(x) = z*+2x+2, para o dominio temos os seguintes elementos

D ={-3,-2,—1,0,1}, assim, pode-se construir a seguinte tabela:

Tabela 4.2: Relacao entre o Dominio e Imagem dafuncao p.

X p(z) = 2% + 22 + 2 Y

3 [ p(3)=(3+2(-3)+2] 5

2 p(=2)=(=2)*+2(=2)+2| 2

1 p(=1) = (= ) 2(-1)+2 ] 1

0 p(0)=0*+2-0+2 2

1 p(1)=1"+2-1+2 5
Fonte: Autor.

Transpondo as coordenadas (—3,5),(—2,2),(—1,1),(0,2) e (1,5) no plano car-

tesiano, ao unirmos os pontos, obtemos o grafico a seguir.
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Figura 4.11: Representacao grafica da Tabela

(-3,5) 5

0,2)

(-1,1)

Fonte: Autor.

Sea<0eA <0, entao f(z) >0, Vx € R, ou seja, a imagem admitira apenas

valores positivos para todo o intervalo real do dominio.
Figura 4.12: Representacao do grafico da funcao com imagens negativa.

y X

Fonte: Autor.

Como na fungao p;(z) = —2% + 22 — 2, pode-se construir a seguinte tabela:

Tabela 4.3: Relagao entre o Dominio e Imagem da funcao p;.

X pi(x) = —2% + 20 —2 Y
1] pi(-1)=—(-1)*+2(-1)—2 |5
0 p1(0) =—02+2-0—2 -2
1 p(1)=—-1*+2-1-2 -1
2 pi(2)=-22+2-2-2 -2
3 pi(1,5)=—(1,52+2-(1,5) =2 | -5

Fonte: Autor.

Transpondo as coordenadas (—1,—5), (0, —2), (1, —1),(2,—2) e (3, —5) no plano
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cartesiano, ao unirmos os pontos, obtemos o grafico a seguir.

Figura 4.13: Representacao grafica da Tabela

y

Fonte: Autor.

Para A > 0 e a > 0 tem-se trés intervalos de acordo com as raizes x; e s, pela
Tabela[l.1]z1 # o, assim, para 71 < © < g, f(z) <0ez <z ou > 2, f(z) > 0,

e como ja é conhecido se x for xy ou z9, f(x) = 0.

Figura 4.14: Representagao do grafico da funcao.

Fonte: Autor.

Por tanto, se €] — 0o,z1[ ou = €]xy,00[, entao f(z) > 0, se x €]zy,x5, entao
f(z) <0 e para x; ou x5 a funcao f é nula.

Como na fungao po(x) = 2% — 4x + 3, utilizando os seguintes valores para
o dominio D = {0,1,2,3,4} pode-se construir o seguinte grafico de coordenadas
(0,3),(1,0),(2,—1),(3,0) e (4,3).
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Figura 4.15: Representacao grafica da funcao ps

y

(0,3) 4,3)

0 (1,0) (3.0) X

2-1)

Fonte: Autor.

Para A > 0 e a < 0 tem-se trés intervalos de acordo com as raizes x; e xs, pela
Tabela:cl # T, assim, para 1 < x < g, f(z) > 0ex <z oux > 29, f(x) <0,

e como ja é conhecido se x for x; ou zy, f(z) =0.

Figura 4.16: Representacao do grafico da funcao.

y

Fonte: Autor.

Por tanto, se © €] — co,x1[ ou & €]zy,00[, entdo f(z) < 0, se  €]zy,x5], entdo
f(z) > 0. Para z; ou z5 a f é nula.

Como na funcdo ps(x) = —a? + 4z — 3, utilizando os seguintes valores para
o dominio D = {0,1,2,3,4} pode-se construir o seguinte grafico de coordenadas
(0,-3),(1,0),(2,1),(3,0) e (4,-3).
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Figura 4.17: Representacao do grafico da funcao ps.

y 1)

" /\(3,0) )

/ \ (4,-3)

Fonte: Autor.

o

Para a > 0 ¢ A = 0 um intervalo e uma raiz, pela Tabela 1 = 9, assim,

para z diferente de z; ou x9 a f(x) > 0 para todo o intervalo real.

Figura 4.18: Representacao do grafico da funcao.

\J

X1 = X2

Fonte: Autor.

Ou seja, para todo z diferente do x; ou xs, a f(z) > 0.
Como na fungio py(x) = z* — 4x + 4, utilizando os seguintes valores para o

dominio D = {0,1,2,3,4} pode-se construir o seguinte grafico.

Figura 4.19: Representacao grafica da funcao py.

(2,0 X

Fonte: Autor.
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Para a < 0 e A =0 terd apenas uma raiz, pela Tabela r1 = X9, assim, para

x diferente de x1 ou x9, f(x) < 0 para todo o intervalo real.
Figura 4.20: Representacao do grafico da funcao.

y

X1= X2 X

0

Fonte: Autor.

Como na fungao ps(z) = —a? + 4x — 3, dado dominio {0,1,2,3,4} pode-se

construir a seguinte tabela:

ps(z) =—a’+4x -4 |Y
0 | p3(0)=—-0>+4-0—4|-4
1 (ps(l)=—-1"+4-1-4 -1
2 | ps(2)=—-2"44-2—-41]0
3 | ps(3)=-32+4-3-4]-1
4 | ps(4)=—42+4-4—-4]-4

Tabela 4.4: Tabela da relagdao entre o Dominio e Imagem da funcao ps.

Transpondo as coordenadas para o grafico:
Figura 4.21: Representacao grafica da Tabela

y

(2,0)

(4,-4)

Fonte: Autor.
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4.2.2 Aplicacoes

Exemplo 4.2.5. (FUNDATEC 2016 /PR) Analisando a fun¢ao de segundo grau

f(x) = =2 + 62 — 5, um individuo fez as sequintes afirmacoes:
I A imagem da funcao € [4, 4+ co.
Il A funcao € crescente para todo v < 3.
Il A funcao € decrescente para todo x < 4.
1V A funcao € nula quando x =1 e x = 5.
V A funcao € positiva quando 1 < x < 5.

Quais estao corretas?

(a) Apenas II.

(b) Apenas II e III.
(c) Apenas II, IV e V.
(d) Apenas I, 111, IV.

(e) I II III, IV e V.

Para solucionar a questdo serd mostrado a sequir o grdfico da funcio f(x) =
—12 4 62 — 5.

Figura 4.22: Grafico da funcao f(r) = —a? + 6z — 5.

y4 777777777 \'4

X4 X2 X

Fonte: Autor.

Pela imagem do grdfico da funcao pode-se determinar que :
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I € falsa, pois, a concavidade da pardbola € voltada para baizo, a imagem da
funcao terd y,, como maior valor no eixo das ordenas y.

II é verdadeira, pois, tomado cada x1 < x9 < --- < 2 < 3 do intervalo | — 00, 3],
[(1) < flas) < -+ < F(2) < [(3).

III ¢ falsa, pois, o intervalo | — 00, 3] € crescente e estd contido em | — 0o, 4].

1V é verdadeira, pois xt =1 e x =5, $ao as raizes.

V é verdadeira, pois no intervalo |1,5[, f(z) > 0.

Assim a alternativa correta € letra (c).

Exemplo 4.2.6. (SELECON-2019MT)O trinémio —x*+(m—1)z+(2m+1) assume
valores negativos para todo x pertencente aos reais. Logo, o produto dos possiveis

valores inteiros de m € igual a:

(a) 6.

(b) 12.
(c) -18.
(d) -24.

Para que a equacao acima possua apenas valores negativos para todo x real basta
que, a < 0 e A < 0. Pela Exemplo sabe-se que a < 0, assim, substituindo 0s
coeficientes b> — 4ac < 0, tem-se

(m—1)>—4-(=1)(2m+1) <0,

ou seja,
m? +6m+5 < 0.

Como m > 0 para que m? +6m +5 < 0, deve-se ter que m esteja entre as solucoes
dessa equacao
A=6"-4-1-5=>A=16

assim, as raizes serao do tipo:
m = frac—6 £ 42,

o que nos dd —5 e —1, assim podemos concluir os possiveis valores de m, que estao
no intervalo —5 < m < —1. Portanto, a solu¢do € o produto (—4)(—3)(—2), que sio

0s inteiros entre —5 e —1, ou seja, a alternativa letra (d), pois o produto é —24.
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Capitulo 5

A semioética no ensino das equacoes

quadraticas

No processo de ensino e aprendizagem da matematica, o docente encontra-se na
necessidade de diversificar suas praticas metodoldgicas. A construcao do conheci-
mento pelo aluno esta diretamente relacionada as experiéncias vivenciadas em sala
de aula. Defasagens ou habilidades nao desenvolvidas nas séries anteriores podem
prejudicar o aprendizado, havendo a necessidade da variagao metodologica, exigindo
que o professor ministre suas aulas com uma maior variedade de metodologias, com
o intuito que todos aprendam o que ¢ esperado sobre o contetido tratado. Por isso,
é primordial que o docente reinvente-se para que o conteiido a ser proporcionado
seja compreendido de forma simples de maneira clara e tangivel com a realidade do
aluno, viabilizando a ancoragem dos subsuncores, se fazendo cumprir a aprendiza-
gem significativa.

A relacao do contetddo a ser ensinado aos estudantes com os conhecimentos ja
existentes na estrutura cognitiva do aprendiz é um conceito da Teoria da Aprendi-
zagem Significativa de (Ausubel, 1963 [19]), a qual refor¢a a valorizacdo de conheci-
mentos prévios, ou seja, aprendizagens conquistadas pelos estudantes anteriormente.

Na maioria das vezes assuntos contidos nos livros didaticos nao tem relacao com
a realidade e expoem os contetdo apenas como formulas e calculos, no caso de Ma-
temdtica Volume unico 2009 [5] e Fundamentos da matemdtica elementar 2013 9],
mas, com as novas praticas e processos metodologicos, os livros didaticos passaram
a inserir cada vez mais, representacoes de problemas reais em varios contextos e
relacoes com outros assuntos, e assim, havendo a interdisciplinaridade, ou seja, a
integracao de duas ou mais areas do conhecimento, presente no atual livro didatico
Multiversos matemdtica [6], adotado por algumas escolas do estado de Pernambuco,
como usado na EREM Alfredo de Carvalho.

A equacao quadratica é um exemplo da matematica no qual possibilita a relacao

com a realidade, pois seu surgimento deu-se através da necessidade nos problemas
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praticos.

Neste contexto, para auxiliar na ancoragem dos subsuncores que ¢ inserido as
representacoes semioticas, que possibilita o aluno a identificar a presenca dos ele-
mentos mateméaticos contidos em problemas reais, como no caso dos problemas que
estao intrinsecamente relacionados aos elementos da geometria plana, tais como area
e segmentos das figuras.

Representagoes semidticas sao formas de expressar ou comunicar algo por meio
de signos, que sao elementos que tém algum significado ou sentido para quem os usa
ou interpreta. Os signos podem ser verbais (palavras, frases, textos) ou nao verbais
(imagens, gestos, sons, simbolos etc.). Cada sistema de signos tem suas proprias
regras e funcoes e pode ser chamado de registro de representagao semidtica. Por
exemplo, a escrita matematica, os gréaficos, as tabelas e as figuras sao diferentes
registros de representagao semiotica (Duval, 2012 [20]).

A teoria dos registros de representacao semiotica foi desenvolvida pelo filosofo
e psicologo Raymond Duval, que se interessou pelo papel das representagoes na

“ as representacoes

aprendizagem matematica. Segundo Durval (2011 p. 2 [21]),
semibticas sao fundamentais para o pensamento e o conhecimento matematico, pois
permitem mostrar um mesmo objeto ou conceito de diferentes formas e facilitam a
comunicacao, a objetivacao e o tratamento dos problemas matematicos ” .

O método de completar quadrado pode ser representado geometricamente, uti-
lizando as figuras para representar as parcelas da equagao, o que possibilita a fuga
da representatividade escrita do campo algébrico de natureza abstrata, a fim de
proporcionar uma representacao semidtica das equagoes quadraticas, usando a ideia
central de completar quadrado e representacao geométrica, relacionando os termos
da equacdo com a area de quadrilateros. A utilizacao das representacdes semi6-
ticas possibilitam uma diversificacao metodolégica no processo de aprendizagem
dos discentes, pois, assim como os métodos didaticos tradicionais abordam em seus
processos de resolucao as habilidades e competéncias exigidas pela Base Nacional
Comum Curricular(BNCC).

A BNCC é um documento que consiste em uma lista de habilidades e competén-
cias importantes e pretendidas para o desenvolvimento cognitivo do aluno. Norteia
o curriculo da rede de ensino fundamental e médio das escolas publicas e privadas
de todo o Brasil. De carater normativo, a BNCC estabelece aprendizagens essen-
ciais a cada serie da educacgao béasica, uma maneira de desfragmentar e unificar o
processo de ensino e aprendizagem do pais, sao através de contetidos propostos em
tal documento que havera a efetivacao da construcao de competéncias e habilidades
nos estudantes. Disponivel em http://basenacionalcomum.mec.gov.br/images/
BNCC_EI_EF_110518_versaofinal_site.pdf.

O papel das habilidades e competéncias na educagao é um tema muito relevante
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e atual, pois envolve a formacao integral dos estudantes para o século XXI. As habi-
lidades e competéncias sao definidas como a capacidade de mobilizar conhecimentos,
valores, atitudes e recursos para resolver problemas e enfrentar desafios em diferentes
contextos. Elas sao fundamentais para o desenvolvimento cognitivo, socioemocional
e profissional dos individuos, bem como para a construcao de uma sociedade mais
democratica, sustentavel e inovadora.

A educagao baseada em habilidades e competéncias visa promover uma apren-
dizagem significativa, que articule os saberes teoricos e praticos, as dimensoes indi-
viduais e coletivas, as demandas locais e globais. Nesse sentido, a educagao nao se
limita a transmissao de contetidos, mas busca desenvolver nos estudantes as capaci-
dades de pensar criticamente, comunicar-se efetivamente, colaborar com os outros,
criar solucoes criativas, adaptar-se as mudancas, entre outras. Essas capacidades sao
essenciais para que os estudantes possam lidar com a complexidade e a diversidade
do mundo atual, bem como participar ativamente da vida social, politica, cultural
e econdomica.

Ha algumas das habilidades presentes na BNCC relacionadas a representacoes
semidticas tanto no campo da matematica quanto nos demais campos de aprendi-

zagens.

e Analisar os efeitos de sentido do uso de diferentes notacoes, diagramacoes
e formas graficas em textos verbais e multissemioticos (EF89LP37)(Ensino

Fundamental do oitavo ao nono ano de Lingua Portuguesa, Habilidade 37);

e Interpretar e utilizar diferentes linguagens para expressar ou comunicar ideias
matematicas, tais como: equagoes, formulas, algoritmos, fluxogramas, diagra-
mas, tabelas e graficos (EM13MAT101)(Ensino Médio do primeiro ao terceiro
ano de Matematica, Habilidade 101).

Assim, pode-se notar a importancia das representacoes semidticas especifica-

mente nas equacoes e funcoes quadraticas em:

e Construir modelos empregando as func¢oes polinomiais de 12 ou 2° graus, para
resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias
digitais (EM13MAT302)(Ensino Médio do primeiro ao terceiro ano de Mate-
maética, Habilidade302);

e Converter representacoes algébricas de fun¢oes polinomiais de 2° grau em re-
presentacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais
uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo
ou nao a softwares ou aplicativos de algebra e geometria dindmica, entre ou-
tros materiais (EM13MAT402)(Ensino Médio do primeiro ao terceiro ano de
Matematica, Habilidade 402);
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e Investigar relagoes entre ntimeros expressos em tabelas para representa-los no
plano cartesiano, identificando padroes e criando conjecturas para generalizar e
expressar algebricamente essa generalizacao, reconhecendo quando essa repre-
sentagao é de fungao polinomial de 2° grau do tipo y = az? (EM13MAT502)(Ensino

Médio do primeiro ao terceiro ano de Matematica, Habilidade 502);

e Investigar pontos de maximo ou de minimo de fun¢bes quadraticas em con-
textos envolvendo superficies, Matemaéatica Financeira ou Cinemaética, entre
outros, com apoio de tecnologias digitais (EM13MAT503)(Ensino Médio do

primeiro ao terceiro ano de Matematica, Habilidade 503);

e Resolver e elaborar problemas que possam ser representados por equagoes
polinomiais do 2% Grau (EF09MA09)(Ensino Fundamental do nono ano de
Matematica Habilidade 09).

A implementacao das representagoes semioticas no processo de ensino das equa-
¢oes e fungoes quadraticas, é importante para o desenvolvimento cognitivo dos alunos
e para ser inseridos devem estar de acordo com os Parametros Curriculares, sendo
também pautadas nos Projetos Politicos Pedagogicos(PPP) das escolas, desde que
sejam consideradas as especificidades de cada contexto educacional e as necessidades
dos alunos e professores.

Vejamos a seguir alguns exemplos e sua representacao semidtica para o processo
de resolugao dos problemas e para uma aplicacao das equacoes quadraticas no dia

a dia.
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Exemplo 5.0.1. Determine a solucio x para a equacdo x> + 6x = 7.

Note que, pode-se representar as parcelas como quadrildteros, de modo que

Figura 5.1: Representacao da equacao do Exercicio m

Fonte: Autor.

Assim, dividindo o retdngulo de drea 6x em 6 retdngulos iguais de base x e altura
1, em sequida unindo-os ao quadrado de lado x. Nota-se também que para completar
0 novo quadrado, agora de lado x + 3 necessita-se de 9 quadrados de lado 1, para

que continue a igualdade basta somar 9 ao sequndo membro de modo que fique

Figura 5.2: Representagao da equagao (z + 3)? = 16

3

= 16
3
Fonte: Autor.
assim, (v + 3)® = 16, entdo x = —3 & 4 portanto, as solugoes sio r, = 1 e
ro = —T7, como se trata de segmentos desprezasse solucoes negativas, assim 1 serd a

solucao.
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Exemplo 5.0.2. Determine a solucio da equacao x>+ 2 — 6 = 0.

Representando a expressao como

Figura 5.3: Representacao da equacao do Exercicio

X 1

b X2 + x| X = 6

Fonte: Autor.

assim, dividindo o retdngulo de drea x em dois retdngulos de base % e altura x,

unindo-o0s
Figura 5.4: Representacao da unido 2% + £ + £,

X 1
2

Fonte: Autor.

adicionando o quadrado de lado 1/2

Figura 5.5: Representacio da equagdo(z + 3)? = 2.
X 1
2
X - 25
4
A T
2 4

Fonte: Autor.

assim, tem-se

logo, ©1 =3 e w9 = —2.
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Exemplo 5.0.3. Determine as raizes da funcao n(z) = 2z* + 5z — 8.

Para n(x) = 0, pode-se representar

Figura 5.6: Representacao da equacao do Exercicio m

Fonte: Autor.

assim, dividindo o retangulo de drea bx em 4 partes

Figura 5.7: Representacdo da igualdade(z 4+ 2)? + (z + 2)? =8 + 2(2)?

* = 823

s I &)

Fonte: Autor.

ou seja, podemos transpor para a forma algébrica

5\ 2 25
2 ) =g4+2.2
<x+4) 38+ 16

assim, ao efetuar a soma das fragoes e simplificarmos por 2, obtendo

+5 89
rT+-=-| =—
4 16’

dai, basta apenas extrair a raiz de modo que

logo, concluimos que as solucoes sao expressas como

x_—5i¢@
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Mediante os exemplos anteriores, pode-se relacionar as raizes das equagoes qua-
draticas do tipo az? + bx — ¢ = 0, com soma de areas de retangulos.

E possivel chegar a uma formula que determina a solucdo para equacdes do tipo
ax? + bx — ¢ = 0, sempre quando o Gnico coeficiente negativo seja o ¢ e os demais
positivos.

Representado as parcelas da equagao como area de quadrilateros.

Figura 5.8: Representaciao da equacgio ax? + bz = ¢

X X X b
bx
kY x2 +x x2 + see +t x2 + 000 X : c
. I v F
a quadrados 2a retingulos

Fonte: Autor.

Assim, dividindo em 2a partes o lado medindo b e unindo-os com os quadrados

de lado = como nos exemplos anteriores, obtendo

Figura 5.9: Representacao da equagao a(z? + % + %)

a figuras

Fonte: Autor.

Dividindo em a partes o quadrado de area c e somaremos a ele um quadrado de

lado % para equivaler a um tnico quadrado cujos lados medem x + % Assim

+2 2_c+ b\
v 2] a 2a )

Geometricamente teremos
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X 2a
2
x = | c+b
a da’
b 2
i@ =5

Fonte: Autor.

obtendo a seguinte igualdade
N b\> b+ 4ac
r+—) =———
2a 4a2

_ —bE£V/b? +4ac
a 2a ’

Note que para equacoes do tipo az? 4+ bx = ¢, usa-se a nociao geométrica de

logo, podemos concluir

T

completar quadrado, utilizando de quadrados de areas conhecidas que sejam do tipo

(%)2 Para chegar a formula geral que serve para obter as solucoes da equacao

quadratica, basta admitir inicialmente que a equacdo seja az? + bx + ¢ = 0, assim

tera:

 —b= Vb?% — 4ac
N 2a '

Entretanto, essa abordagem geometricamente podera causar um debate em sala

T

de aula, pois, os alunos poderao indagar a seguinte situacao:
2 _
ar® 4+ br = —c,

a representa semio6tica do problema induz que o quadrado terd area medindo —c,
levantando a seguinte questao: “Existe figuras com areas negativas 77

Nao, nao existe figuras com areas negativas, pois a area de uma figura é uma
medida da extensao da superficie da figura sempre serd um valor positivo ou nulo.

No ensino de matematica, é essencial que os estudantes sejam expostos a diferen-
tes registros de representacao semiotica e que sejam estimulados a realizar conversoes
entre eles. Isso favorece a compreensao dos conceitos e das propriedades matemaéti-
cas, bem como a resolucao de problemas e a argumentacao. De acordo com Soares

(2019, p. 2 [22]), “além disso, as representacdes semioticas podem ser apoiadas por
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recursos tecnologicos, como softwares e aplicativos, que facilitam a visualizacao e a
manipulacao dos objetos matematicos” .

Portanto, as representacoes semioticas sao elementos fundamentais para o en-
sino e a aprendizagem da matematica, pois permitem que os estudantes construam
significados e relacoes entre os objetos matematicos, desenvolvendo o seu raciocinio
logico e criativo.

O exemplo a seguir, ilustra as representacoes semioticas, foi extraido do livro

Conezxoes com a matemdtica 1 (Leonardo, 2016 [3]).

Exemplo 5.0.4. Uma piscina retangular foi planejada conforme a figura abaizo .

Figura 5.11: Representagao da piscina retangular.

J*

i 20m

12 m

Fonte: Adailson Secco
A drea A do piso em volta dessa piscina depende da medida x escolhida. Faca o
que se pede.

(a) Qual a lei de formacgao que expressa a drea desse piso em fun¢do de x?

(b) Calcule a drea A, em metros quadrados, para x igual a 3cm.

Para o item (a) Ao dividir os lados adjacentes a piscina, podemos obter a sequinte

magem
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Figura 5.12: Representagao dos seguimentos da piscina

s

K 20m

12m

Fonte: Autor.

Ao dividir os lados adjascentes a piscina tem-se quadrildteros, podendo ser re-

presentada como

A(z) = 22 + 22 4+ 22 + 2% + 20z + 20z 4 122 + 12z,

assim,
A(x) = 42* + 64x.

Para o item (D), basta apenas aplicar, para x = 3 na funcio A(x) = 4z* + 64z,

assim

A(3)=4-3"+64-3

logo
A = 228m?.
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Capitulo 6

O método de Po-Shen Loh

Neste capitulo, iremos explorar o Método de Po-Shen Loh para a obtencao das raizes
de uma equacgao quadratica. Para isso, iniciaremos com um estudo dos métodos
babiloénicos, os quais serviram como um modelo para o desenvolvimento do método

de Po-Shen Loh.

6.1 Equacoes quadraticas na babildnia

Os babilonios foram um dos primeiros povos a desenvolver métodos para resolver
equacoes quadraticas, por volta de 2000 a.C. Eles usavam um sistema de numera-
¢ao posicional baseado no nimero 60, chamado de sexagesimal, e representavam os
nimeros com simbolos cuneiformes em tabuas de argila. Os babilonios nao tinham
uma notacgao algébrica como a nossa, mas expressavam os problemas e as solucoes
em forma de texto. Eles conheciam uma férmula geral para resolver cada tipo de
equagao, usando o método de completar quadrados, como visto em (Eves, 2004
p,48-49 [12]). Eles também tinham conhecimento dos casos especiais, como raizes
negativas ou nulas (Boyer, 2011 [11]).

Um exemplo contido em textos cuneiformes, escritos pelos babilonios ha quase
quatro mil anos, é encontrar dois nimeros que tém uma soma s e seu produto p,
apresentado no livro A matemdtica do ensino médio (Lima, 1997 [26]).

Os niimeros procurados sao as solucoes de equacoes quadraticas do tipo:
2 —
z°—sx+p=0.

A regra que se dispunham para encontrar as solucoes era:

“Eleve ao quadrado a metade da soma, subtraia o produto e extraia a raiz qua-
drada da diferenca. Some ao resultado a metade da soma. Isso dard o maior dos
nimeros procurados. Subtraia-o da soma para obter o outro nimero.” (LIMA, 1997
p.120 [26]).
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Fornecendo na notagao atual:

5+ 5
=5 5) P e T2=g 5) ~P

Segundo Lima, E.I (1997), Nao ha registro do raciocinio que levou os escritores
dos textos cuneiformes a esse resultado, mas existem evidéncias de algo semelhante
ao seguinte: Sejam ;1 e x5 as raizes procuradas, tomado z; < x5. Ambos os niimeros
sao equidistantes da média aritmética (), assim ©3%2. Seja d a diferenca entre as
rafzes a média, ou seja, d = 5 — x1 = 13 — 3, tem-se

s

S
$1:§—d6I2:§+d.

a incognita d pode ser encontrada pelo produto das raizes,
P =1 T2,

substituindo a relacao das raizes e a média entre elas,

(Gr) (2D - () -

obtendo a seguinte relacao ao produto,

logo, isolando a diferenca d,

O

Portanto, obtemos as seguintes relacoes dos coeficientes e as raizes

s 5\ 2 ) s 5\ 2 )
n=5-y(3) o m=gry(3)
Lima (1997) apresenta apenas o caso especifico, ndo abordando a generalizac¢ao
do método para o caso geral das equacoes quadraticas azx? + bx + ¢ = 0.
No proximo topico, vamos conhecer o método proposto por Po-She Loh em um
pré-print (Loh, 2019 [2]), que se baseia na mesma ideia do método Babilonio para
encontrar as raizes de uma funcao quadratica, ou seja, utilizando a soma e o produto

das raizes para determina-las.

Observacao 6.1.1. Vale salientar que, mesmo antes das contribuicoes de Frangois
Viete, jd existia em textos atribuicoes quanto a soma e o produto das raizes, porém

nao existia formulas para os valores das raizes.

95



6.2 Meétodo apresentado por Po-Shen Loh

Po-Shen Loh nascido no estado do Wisconsin, professor associado da universidade
Carnegie Mellon (EUA), (Loh, P. [27]), em suas pesquisas para o Pré-print A Simple
Proof of the Quadratic Formula (Loh, 2019 [2]), conseguiu determinar um método
para encontrar as raizes de uma equacao quadratica, generalizando de uma forma
simples e intuitiva, o método que era utilizada pelos babilonios ha cerca de quatro
mil anos. Neste trabalho sera mostrado todo o desenvolvimento e aplicacao mostrado
no pre-print.

O professor em seu trabalho, admite a presenca de raizes complexas, o que mostra
a eficacia do método que serd mostrado a seguir.

Inicialmente iremos procurar as raizes da equacao do segundo grau
2+ br +c=0. (6.1)
Segundo (Loh, P.-S. 2019), se pudermos encontrar uma fatoracao da seguinte forma:
22 +br+c=(x—7)(z—5).
entao, podemos rescrever a equacao quadratica acima da seguinte forma:
(x —r)(x—s)=0.
Realizando a propriedade distributiva,
? — (r+s)x+rs=0. (6.2)

Assim, comprando as Equacoes e concluimos que devemos encontrar
dois nameros r e s cuja soma seja —b e o produto seja c; assim, {r, s} sera o conjunto
de todas as raizes.

Dois niimeros cuja soma seja —b, possuem média aritmética igual a —%, logo, a
diferenca das raizes entre a média serd igual a z, entao os dois niimeros procurados
sao da forma _Tb + 2 que tenham produto ¢, sendo z a tnica incognita. (Se z for 0,

b

entdo temos os dois nimeros r = s = —3).

Para encontrarmos o z, temos:

(~3 -5 +7) =

fazendo as multiplicacoes e simplificando, temos:
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Isolando z, obtemos,

Sem perda de generalidade podemos supor £z, pois as raizes sao da forma —giz.

Portanto as raizes sao dadas por:

b v
=——44/— -
X 9 1 C

Exemplo 6.2.1. Vamos usar o método de Po-Shen Loh para encontrar as raizes da
equacdo x° +5x+6 =0. Note quea=1,b=>5 e c =6, assim o produto das raizes

sao da forma:

logo,
1
— 44/
: 1
Assim as solugdes sao do tipo (—2 — 1) =—3 e (=24 3) = —2.

Generalizando a formula para equagoes do tipo:
ar? +bxr+c =0,
com z € C e a # 0, basta dividir toda a equagdo por a(que é nao nulo) assim:
z® + by +S=0.
a a

Se conseguir encontrar uma fatoracao de acordo com Proposicao de modo que:

b c

2, 0 ¢ _ _
2+ -zt - (x —aq)(x — ag)

Basta encontrar dois nimeros o, e oy com soma ’Tb e produto ¢; entao a média
da soma sera ;—f, assim basta encontrar um w no qual é a diferenca entre as medias

e as raizes, assim :

—b
Oélzg—w
e
QQZE—I—@U.
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Pelo produto das raizes, pode-se fazer a seguinte relagao utilizando os coeficientes

2a 2a v a’

efetuando a multiplicacao distributiva da soma pela diferenca obtemos,

v? 2

c
—_— W= —
4a? a

Y

isolando o valor desconhecido w

Vb2 — 4dac

2a

w ==+

Assim, utilizando a relacao das raizes e a diferenca w, em uma tnica fracao conclui-

se,
—b—+/(=b)? — dac
2a '

Para a segunda raiz, utilizamos agora soma,
_ —b++/(=b)? —dac
N 2a

Por fim, chegando na férmula que determina as raizes da equagao:

b+ VA

2a

ap =

6%)]

T

O método acima além de eficiente, é também intuitivo e requer de operagoes
simples. Portanto, ¢ uma 6tima proposta pedagogica que pode ser aplicado aos
alunos do 9 ano do ensino fundamental e no ensino médio, assim como a habilidade
EFOIMAQIPE em que diz: Compreender os processos de fatoracao de expressoes
algébricas, com base em suas relacoes com os produtos notaveis, para resolver e ela-
borar problemas que possam ser representados por equacoes polinomiais do 2° grau.
De acordo organizador curricular por bimestre utilizados nas escolas de Pernambuco
e do ensino médio.

Assim, os professores devem alinhar as competéncias e habilidades aos paréa-
metros curriculares nacionais(PCNs), adaptando & sua realidade educacional. Os
PCNs sao diretrizes do Ministério da Educagdo(MEC) para orientar os curriculos
e as praticas pedagogicas das escolas de educacao bésica do Brasil. Eles abordam
as areas de conhecimento e os temas transversais relevantes para a formacao cidada
dos alunos. Eles visam garantir a qualidade da educacgao e respeitar a diversidade

cultural e regional do pais.
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6.3 Representacao geométrica do método de Po-Shen
Loh

Neste secao, sera apresentado um caso particular que utiliza representagoes semi6-
ticas para ilustrar o método de Po-Shen Loh.

Seja a funcao quadratica
f(z) =az® + bz +c,
sabe-se que a # 0 podendo ser escrita como
fe) =t 2ot
a a

onde a, b, c € R. Suponhamos que f possua duas raizes reais a; e as, e que a1 < ao.

Pela igualdade da Secao 3.3 Soma e produto das raizes, sabe-se que

b c

2
"+ -+ —=(T—a1)(x — ),
Zr+ S = (@ - o) - )

logo, ao efetuar o produto notavel obtemos as seguintes relagoes:

b
(CYQ + ag) = —a

C
A - g = —.
a

Pela Proposicao da secao 5.1.2 Eixo de simetria, os pontos («a1,0) e (a,0)
sao simétricos em relacao a reta focal. Seja w a distancia do z, as raizes a; e ao,
representado na figura a seguir.

Logo, pode-se escrever as raizes como:

] =Ty, —WeQy =T, +W

assim, o produto entre as rafzes podera ser expresso,
ay - = (1 — w)(xy +w),

obtemos a seguinte relagao:
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Figura 6.1: Raizes o e ay da funcao g.

y

|

|

[

|

|
K
I

. |
|

|

|

|

|

|

|

|

|

| Vv
Fonte: Autor.

b
2a

) --
a

Com isso, isolando o valor desconhecido da diferenca w,

9 b? c
w'=|-—]--
4a? a’
logo, temos a expressao que determina a diferenca em relacao aos coeficientes

oo ()

sabemos pela Equacao E que o T, é —

IS

2a

Assim, obtemos o valor de w, e portanto, conseguimos encontrar o valor de oy e as.

—b 4 Vb2 — 4dac

a1:2_a 2a
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6.4 Aplicacoes do método de Po-Shen Loh

Nesta secao mostrados algumas questoes de concursos e vestibulares, com intuito
de exemplificar e mostrar a eficicia e a simplicidade na resolucao dos problemas

utilizando o método proposto neste trabalho.

Exemplo 6.4.1. (ENEM 2016) Para evitar uma epidemia, a Secretaria de Saide de
uma cidade dedetizou todos os bairros, de modo a evitar a proliferacao do mosquito
da dengue. Sabe-se que o mimero f de infectados ¢ dado pela fungao f(t) = —2t* +
120t (em que t € expresso em dia e t =0 € o dia anterior & primeira infeccdo) e que
tal expressao € vdlida para os 60 primeiros dias da pandemia.

A secretaria de Satude decidiu que uma sequnda dedetizacao deveria ser feita
no dia em que o numero de infectados chegasse a marca de 1 600 pessoas, e uma
sequnda detetizacao precisou acontecer.

A sequnda dedetizacao comecou no:
(a) 19 dia
(a) 20° dia
(c) 29 dia
(d) 30° dia
(e) 60° dia

Queremos o valor de t para que —2t* + 120t = 1600, assim, basta encontrar as

raizes da equacao. Note que, as equacoes a sequir sao equivalentes
—2t? + 120t — 1600 = 2 - (—t* 4 60t — 800) = 0,

note que, as raizes de —t>+60t—800 = 0 também sdao raizes para 2t>+120t — 1600 =
0. Assim, para a = 1, tem-se t> — 60t + 800, basta dividir o coeficiente b por 2, dai :

30% — w? = 800,

assim, ao isolarmos w,
—w? = =900 + 800,

obtendo w = 10, assim as raizes em graus serao:
ay; =30 —10 = 20°

e, a sequnda soluc¢ao,
a; =30+ 10 = 40°.
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Exemplo 6.4.2. Apligue o método para a equacdo com coeficientes irracionais 2+
2V2x+2 = 0. Sabemos que os coeficientes sio a = 1, b = 2v/2 e ¢ = 2, substituindo

na expressao que nos dd o valor da distdncia w,

(-

efetuando a divisao, a fim de simplificar os cdlculos, temos

1solando o valor desconhecido w, obtemos
w? = —2 42

assim, w = 0. Como w € uma distdncia, conclui-se que terd uma unica raiz a; = Qu,

e essa raiz serd justamente o x,.

Figura 6.2: Grafico da funcio [ definida por [(z) = 2% + 2/2x + 2.

y

Fonte: Autor.

Exemplo 6.4.3. (Unifil-2018 PR) Dada a fungio quadrdtica f(x) = 2>+ 2x — 15

quais valores em que f(x) =07

(a) Parax =2 e x = —3
(b) Para x = -2 ex =3
(¢c) Para x =—5 ex = —3
(d) Para x =—5ex =3

(e) Para x = -3 ex =5

Por fim, mostrando a resolucao pelo método intuitivo, indicado para aplicacao

em sala de aula. Utilizando o grdfico para ilustrar o exemplo .
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Figura 6.3: Grafico da funcao do exemplo m

Temos x> + 2x — 15 = 0,

2
w? =15+ 2
2 )

assim w = /164, como w € uma distdncia,

2
e subtraindo 5
To = —5 —4 = —5
assim, o produto xy - xo = —15, logo, a solug¢dao S = {—5,3}.

Exemplo 6.4.4. Determine as raizes da equacio 22 — 16x + 14 = 0. Por fim,
mostrando a resolucao pelo método intuitivo, indicado para aplicacao em sala de

aula. Utilizando o grdfico para ilustrar o exemplo .

]

A%

Figura 6.4: Grafico da funcao do exemplo
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Temos 22* — 16x + 14 = 2(2? — 8x + 7), logo:
—8\?2
(Z) ~v=n

—w? = —16+7

assim

logo

w:j:\/§

como w € uma distdncia utiliza-se | w |, logo w = 3.

-8
‘ 8
zp=—(5)-3=
logo

T1-x=7-1=T1.

Exemplo 6.4.5. (Fundacdo de Estudos e Pesquisas Socioecondmicos-FEPESE-2021)
Sabe-se que 2 é uma raiz dupla do polinomio p(x) = 42" — 1823 + 1822 + 162 — 24.
Portanto, a soma das outras raizes desse polinémio é:
(a)1 OF ()0 (@) (e)-1
Perceba, pode-se obter uma equacao equivalente a 4x*—18x3+18x%+16x—24 = 0.

Adicionando os dados a tabela, em sequida testando para raiz dupla 2

2[4 —18 18 16 —24
2[4 —10 —2 12 |0
i -2 =6 |0

Assim, p(z) = (v — 2)?(42* — 22 — 6). A solugao para 4z* — 2z — 6 =0,

N
v 16 4
145
Ty

logo a soma das raizes é %, alternativa correta letra (b).
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Exemplo 6.4.6. (Fundacdo de Estudos e Pesquisas Socioecondmicos-FEPESE-2022)

A soma das raizes do polinémio x° — 223 + x é:
(a) 0.
(b) 1.
(c) -1.
(d) 2.
(e) -2.
Note que 0 € solucdo, do polinomio x° — 223 + x, assim

z(zt —22° + 1),

adicionando os dados a tabela, em sequida testando para raiz dupla 1 Assim tem-se,

11 -2 0 1
11 —1 -1 [0
1

T 0

| —| O

z(x — 1)*(z% + 2x + 1), assim reduziu-se o polinémio de grau 5 em polinémios de

9\ 2
2

tem-se w = 0, assim as raizes da equacdo x* + 2z + 1 serdo iguais T, = 19 = —1.

grau 1 e 2, tem-se,

Assim as raizes sao 0, -1, -1, 1, 1 e a soma € 0 alternativa correta letra (a).
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Capitulo 7
Consideracoes Finais

Neste trabalho foi realizado um estudo sobre funcao quadratica, mais precisa-
mente o estudo sobre os zeros da funcao quadratica, a fim de calcular os valores
reais de = para as equacoes do tipo ax?® + bx + ¢ = 0, foi mostrado os diversos
métodos de resolucao ja encontrados na literatura desde os babilonios, alguns mais
intuitivos e de conceitos basicos da matemaética, evidenciado como proposta peda-
gogica a generalizacao mostrada por Po-Shen Loh para os alunos do 9° do ensino
fundamental e nas turmas do ensino médio, obtendo mais um método de resolucao
e como facilitador do processo de ensino na educacgao bésica.

Como ja citado o método de completar quadrados ja é utilizados na educacao
béasica e utilizado pelo autor em conjunto com os métodos babilénicos nas turmas
de 19 ano do ensino médio na EREMAC(Escola de Referéncia de Ensino Médio
Alfredo de Carvalho) na cidade de Triunfo-PE. Durante o periodo de busca por um
tema para conclusao do curso, através de leituras, pesquisas, revisoes bibliograficas o
método babildénio mostrado pelo professor Po-Shen Loh e verificado que este método
era pouco conhecido e consequentemente pouco utilizado no processo de ensino para
os discentes, visto que nao é polémico afirmar que a férmula resolutiva nao é das mais
agradaveis, buscou-se mostrar o quao simples e intuitivo é essa forma de resolucao
podendo ser facilmente aplicavel pelo professores da educacao bésica e simples de
ser absorvido pelos alunos.

A implementacao das propostas pedagbgicas apresentadas neste trabalho, devem
ir de encontro com a BNCC e PCNs para que seja trabalhadas tanto uma habilidade
pretendida na formagao basica dos alunos, quanto um método que se adapte e possa
ser aplicada de acordo com a realidade dos alunos, para isso é importante que os
educadores conhecam os dois documentos e saibam como adapta-los a sua realidade

educacional.
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Apéndice A

Apéndice

A.1 Algoritmo de Briot-Ruffini

Seja a funcao f sendo um funcao polinomial de grau n dos R, com § € R. Escrevemos
a f(B) como sendo,
f(ﬁ) :a0+alﬁ+'--+anﬁ" eR

Se f(B) =0, entao diz-se que [ é raiz de f(x).
A Proposicao a seguir, trata-se da funcao polinomial nos reais, para isso sera

definido divisao.

Definicao A.1.1. Dados p,q € Z, diremos que p divide q, quando existe um t €
Z\ {0}, tal que ¢ = pt.

Denotaremos que p divide ¢ por p | ¢, e quando p nao divide g por p 1 q.

Demonstra¢ao. Suponhamos 5 € R tal que, f(f) = 0. Pela conhecida divisdo euclidiana

de f(z) por z — 3, existem ¢(x) e r(z) em R tais que:

f(@) = q(z)(z = B) + r(x),

com 7(z) = 0 ou grau de r(x) < 1. Assim,r(x) é um polinémio constante, ou seja,

r(z) =r, onde r € R e portanto

fB)=qB)B—B)+r=r

combinado este fato com f(/5) = 0, obtemos

f(B) =r=0,

logo = — [ divide f(x). Para provar reciproca, suponhamos que x — § divida f(x).
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entdo, existe que ¢(z) € R, tal que f(z) = q(z)(x — ), com isso,

fB)=aB)(B—PB)=q(B)-0=0

logo x — [ divide f(x). [ |

O algoritmo de Briot-Ruffini consiste na elaboracao de uma tabela para calcular
os coeficientes de g(x) e o resto r, usando uma férmula recursiva. A tabela é cons-
tituida por duas linhas. Colocando na primeira linha o valor que se queira testar
como raiz, no caso [3, seguido dos coeficientes a,,, a,_1, - , a1 e ay do dividendof(x),

e, na segunda linha, o valor inicial ¢,_1 = a,.

Bl an Gno1 -+ a1 ag
‘ Ap = qn—1

Inicialmente multiplicando /3 por a,, e somando com a,,_1, resultando no préximo

cociente, obtendo fa, + a,_1 = ¢p_2

6 ‘ Qanp, Ap—1 U ai Qo
‘ p = 4n—1 Q4n—2

Dando continuidade nos processos, até chegar em,

5‘ an an—1 -+ a1 Qo
‘ p =A4n—1 Gn-2 - qo ‘T

Tabela A.1: Algoritmo de Briot-Ruffini

Note que os coeficientes ¢,_1,- - , qo estao separados do resto r, pois é conveni-
ente separar os quocientes do resto.

Veja algumas exemplos da utilizacao do algoritmo de Briot-Ruffini .

Exemplo A.1.1. Determine o quociente e o resto da divisio de n(x) = x* + T2 +
172% + 172 +6 por v +2 e x — 2, mostre que somente um deles é raiz.

Inicialmente faremos a divisao de f(x) por x +2. Note que nesse caso, f = —2,
pois, v — 3 =x — (—2). Usando o algoritmo[A.]]

Logo, —2 é raiz de n(x), r = 0 o quociente q(x) = x>+ 52>+ Tz + 3 e escrevendo
n(x) = (2% +52% + Tz +3)(x +2). Resolvendo para x—2, 3 = 2, no algoritmo ficard

logo, 2 nao € raiz de n(x), pois r = 180 o quociente q(z) = x> + 922 + 35z + 87
e escrevendo n(z) = (z* + 92 + 35z + 87)(z + 2) + 180.
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2|1
|1

7 17T 17T 6
9 35 87 |180

Observacao A.1.1. Utilizando de uma inica tabela para verificar se os [, $Go
raizes de f(x) de grau m, para isso, basta dar continuidade nas operagées na tabela
da verificacao de By, para o proximo valor PBs a linha a baizo dos coeficientes serd
para 0s novos coeficientes da proxima operacao por By, caso tenha raiz dupla, iniciar

a analise da raiz dupla By = Bs.

Tabela A.2: Dispositivo de Briot Ruffini

61 (07% Qp_1 N ay ag
By | Coeficientes ¢, 1(x) ap=qn1 -+ |
P3| Coeficientes ¢,_2(z) - s
Bn-1 | Coeficientes ¢a(x) .. (s
Bn Coeficientes ¢ (z) |7n_1
anp, |7

Fonte:Autor, baseado em [4].

Note como repeti-se o coeficiente lider de todos os ¢,_1, logo os coeficientes lideres
desses q,_1, serao a,,.
Caso os restos sejam iguais a zero, ou seja, 1, =1y = --- =1, = 0, temos que os

Br sdo todos raizes de f(x), podemos escrever a f(x) como um produtorio a seguir,

n

f@) = an ][ (- )
i=1
Diz-se que 3 é raiz de multiplicidadem quando (z — §)™ divide f(z) e (x — )™ !

nao divide f(x). Nesse caso podemos escrever a f(x) como,

f(z) = (z — B)"q(z), comq(B) # 0.

Exemplo A.1.2. Determine as raizes da equacao x°+2z*—4223 —8x2+257x—210 =
0.

Identificado os coeficientes, basta formular a tabela adicionando os coeficientes
e as possiveis raizes. Utilizando os valores 1,-1,2,-3,5 e -7 para verificar se sao as
raizes.

Note que -1 ndao € raiz, pois o resto foi 216.
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11 2 —42 -8 257 -—210
“1[1 3 —39 —47 210 |0
1 2 -4 -6 216

2 |1 3 —39 —47 210 |0
—3]1 5 —29 —105 |0
511 2 —35 |0
—711 7 Jo
1 0

Este dispositivo(algoritmo de Briot-Ruffini) possibilita, além de uma analise de
possiveis raizes, reduzir o grau do polinémio, com isso, pode-se reduzir um polindémio

de grau n para o grau a que se queira trabalhar.

Definicao A.1.2. Seja a fungio f(x) com grau n e raizes By, B2, -+, Bn, pode se

escrever a f como

f@) = (@ =Bu)(@ = Bn1) -+ (& = Bnir)a(2),

sendo, q(x) a fung¢ao com raizes B, Ba, <+ , Bm € grau m, com n > m.
Com isso, veja o exemplo a seguir.

Exemplo A.1.3. Determine, caso exista, raizes da f(x) = z* — 152? — 10z + 24
contidas no intervalo |0,10[. sabendo-se que -2 e -3 sdo raizes.
Como -2 e -3 sao raizes ja determinadas; usando o dispositivo de Ruffini para

determinar a funcao q(x), tem-se:

—211 0 —15 —10 24
=311 —2 —11 12 0
1 =5 4 |0

Assim, de acordo com a Defini¢ao[A.1.9, pode-se escrever a f, como

f(x) = (x4 2)(x + 3)q(2),

e como q(x) = x* — bz + 4, basta analisar q(x) = 0 se x €]0,10].
Para 2*> —5x+4 = 0, utilizando a equacdo da formula resolutiva e substituindo

0s coeficientes, tem-se

A=(-52-4-1-4=9,

assim
_5+49

2.1

Portanto, xt1 =4 e x5 = 1. Logo a solugao para os valores de x €]0,10] é 4 e 1, pois,

estao inseridos neste intervalo.
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Exemplo A.1.4. (ITA 2011) Com respeito & equagio polinomial 2z* — 3z° — 322 +

6z — 2 =0 € correto afirmar que
(a) Todas as raizes estao em Q.
(b) Uma inica raiz estd em 7 e as demais estao em Q \ Z.
(¢) Duas raizes estao em Q e as demais tém parte imagindria nao-nula.
(d) Nao é divisivel por 2z — 1.
(e) Uma tnica raiz estd em Q\ Z e pelos menos uma das demais estd em R\ Q.

Calculando as solugdes da equagao pelo dispositivo de Briot Ruffini[A.7

112 -3 =3 6 -2
312 -1 4 2 |0
5 7 17 |49
T2 -1 -4 2
5 0 -4 |0
Logo, (x — 1)(2z — 1)(22% — 4) = 0, assim, resta encontrar as solugoes para

202 —4 =0 que é

x:j:\/g.

Assim eliminando as alternativas (a), (b), o item (c), pois nao possui raiz imaginaria
. . 1 - ~ -

e o item (d), pois, como 5 € solugdo pode-se escrever a equagdo como (x —1)(2z —

1)(22% —4) = 0, assim a equagao ¢ divisivel por 2z — 1. Possui duas raizes racionais

e duas em R\ Q. Portanto, alternativa correta letra e.
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