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RESUMO

O estudo de funcdo quadratica é um dos conceitos presente na Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) para os estudantes do ensino médio. Esse trabalho tem
como objetivo mostrar ao leitor uma atividade realizada com alunos de uma escola
estadual no interior de Sdo Paulo com o intuito desenvolver as habilidades
EM13MAT402 e EM13MAT502, fazendo uso do lancamento de uma bola de

basquete na quadra da escola, além de demonstracdes e o uso dos softwares
Tracker e o GeoGebra.

Palavras-chave: Geogebra, Tracker, Funcéo quadrética, BNCC.



ABSTRACT

The study of quadratic functions is one of the concepts present in the National
Common Curricular Base (BNCC) for high school students. This work aims to show
the reader an activity carried out with students from a state school in the interior of
Sédo Paulo with the purpose of developing the skills EM13MAT402 and
EM13MAT502, using the launch of a basketball in the school court, as well as

demonstrations and the use of the Tracker and GeoGebra software.

Keywords: Geogebra, Tracker, Quadratic function, BNCC.
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INTRODUCAO

No processo de ensino e aprendizagem da matematica, € comum o
professor encontrar muitas dificuldades para conseguir atingir seus objetivos.
As turmas escolares sao formadas por heterogeneidade, portanto,
encontramos alunos com facilidade e outros com grande dificuldade na
aprendizagem e como aplicar a matemética no dia a dia.

O ensino em qualquer matéria deve ter uma base linear, estimulando
todos os discentes a serem capazes de aprender e respeitando a singularidade
dos processos de aprendizagem. “Dois verbos sdo fundamentais neste
processo de ensino e aprendizagem de matematica: Ensinar e Aprender. Sao
atos distintos, realizados por diferentes pessoas, e nem sempre, um é a
garantia do outro” (PONTES, 2017, p.169).

O ensino matematico é formado por um tridngulo com os vértices
formados por matematica, aluno e professor. A matematica € vista como uma
matéria milenar, com origens antigas e indispensavel para a humanidade. O
professor precisa apresentar ferramentas com uma metodologia de
aprendizagem que ajude o estudante a criar uma base para que a
aprendizagem aconteca (VASCONCELOQOS, 2013).

[...]Jaquele que esta em sala de aula, se ndo cria o conteddo com o
qual trabalha, cria um significado para esse conteldo e toda acao de
elaborar o significado de algo pode revelar um estilo. Ndo se trata da
maneira excelente ou correta de apresentar um toépico, trata-se de
uma maneira singular de fazé-lo (CRUZ, 2016, p.13).

Ha um grande desconforto para os alunos com pouca afinidade com a
disciplina no desenvolvimento do pensamento matematico de modo a
“selecionar e aplicar metodologias e estratégias didatico-pedagogicas
diversificadas, recorrendo a ritmos diferenciados e a conteddos
complementares” (Brasil, 2018, p. 17).

Os problemas matematicos sdo por vezes compreendidos de forma
tedrica e sem funcionalidade no dia a dia do estudante. No decorrer dos anos
escolares o ensino vai se aprofundando tornando o conhecimento dificil para os
estudantes com pouca compreensdo dos numeros. No Ensino Médio a

matematica € trabalhada ndo sé dentro das areas de trigonometria, geometria e
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algebra, mas, de forma interligada em outras disciplinas como a fisica (SILVA,
2023).

Os Numeros tém um papel decisivo nas aprendizagens matematicas
nos primeiros anos de escolaridade e a Algebra surge como um tema
matematico fundamental a partir dos anos intermediarios. Quem n&o
tiver uma capacidade razoavel de trabalhar com numeros e suas
operacdes e de entender e usar a linguagem abstrata da Algebra fica
seriamente limitado nas suas opc¢des escolares e profissionais e no
seu exercicio da cidadania democratica. (PONTE, 2006).

A base do conhecimento ndo se d& apenas através da formacdo do
professor, mas sim da interligagdo e proximidade entre toda a comunidade
escolar. Desta forma, o professor ndo € detentor total do conhecimento; ele
ensina e aprende a cada aula, seja ela produtiva ou ndo. A proximidade entre
professor e aluno facilitard o desenvolvimento de perguntas e respostas dos
alunos diante do modelo abstrato da matematica, desenvolvendo as

competéncias do ensino e aprendizagem através de atividades praticas.

[...] o professor de matematica, mediador do conhecimento, deve
encontrar novas estratégias didaticas que possam envolver seus
aprendizes na construcdo do saber matematico. A opcao das
estratégias a seguir pelo professor deve obrigatoriamente levar em
consideracgdo toda a dindmica pessoal do aluno, ou seja, o professor
deve ter conhecimento de seu aluno, desde sua forma de agir a seu
estado de espirito para adquirir novos conhecimentos matematicos
[...]. O Professor da contemporaneidade deve sair de sua zona de
conforto e dar nova forma a seu modo de agir enfrentando as
barreiras que possam surgir nesta caminhada de maneira proativa,
com organizacdo e planejamento das tarefas a executar. (PONTES,
2018, p. 167).

A sala de aula é o ambiente vital para o processo de aprendizagem. E o
local onde as técnicas sdo postas em praticas facilitando a relacdo aluno e

professor, motivando os alunos e com base em novos métodos de ensino.

A melhoria da aprendizagem dos alunos é eficaz, a partir, do melhor
aproveitamento do trabalho, destes, em sala de aula. A sala de aula é
0 espaco ideal para desenvolver técnicas que facilite o processo de
ensino-aprendizagem. Diversos s80 0s aspectos para contemplar
essa melhoria de aprendizagem, a relagdo professor/aluno; a
motivagdo dos alunos; a disponibilidade do professor; e,
principalmente, as novas formas de ensinar, através da troca de
experiéncias entre os alunos; a resolucéo de problemas. (PONTES,
2013, p. 5)

Este trabalho buscou desenvolver o tedrico atraves da pratica de modo a
tornar o conhecimento visivel e compreendido no uso cotidiano além do
ambiente escolar (RIBEIRO, 2013).
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Através de uma metodologia qualitativa, uma pesquisa bibliografica e
histérica e mediacao dialética foi proposto uma atividade para o ensino da
funcdo quadratica com base na trajetéria do lancamento de uma bola de
basquete.

Para o desenvolvimento do trabalho foi produzido um plano de aula
interligando teoria e pratica — Praxis, a qual, é essencial para o ensino de
matematica visto que sua acdo € formada pela unido entre acdo e
pensamentos, gerando uma unidade utilizada em sala de aula entre aula
expositiva e desenvolvimento de atividades(ARNONI, 2007).

Os alunos buscaram compreender a producdo da pardbola produzida
através da funcdo quadratica em uma dindmica realizada com bola de
basquete e desenvolvida com a ajuda de softwares, de modo que a atividade
lidica se tornasse visivel e a compreensao da parte abstrata se tornasse mais
pratica e inserida em uma situagdo usual.

O trabalho foi realizado com turma da segunda série do Ensino Médio na
Escola Estadual Adelino Peters, localizada no interior do Estado de S&o Paulo
no municipio de Penapolis. Desenvolver atividades escolares diferenciadas €
um atrativo para o ensino, no entanto, normas, leis, legislagfes e curriculos
devem sempre ser pauta de toda atividade produzida, por isso, a pesquisa se
dividiu em trés partes essenciais.

O Capitulo 01 conta com informacBes de legislacbes e normas
educacionais brasileiras com enfoque no Ensino Médio, de acordo com a Base
Nacional Comum Curricular — BNCC —, a Lei de Diretrizes e Bases Brasileira —
LDB — e concordancia com a Constituicdo Federal, o ECA — Estatuto da
Crianca e do Adolescente e os Direitos Humanos de modo a incentivar o
ensino aprendizagem e as habilidades e competéncias educacionais com
enfoque nas fun¢des quadraticas.

O Capitulo 02, sera demonstrada a atividade proposta em sala de aula:
o lancamento da bola de basquete para a compreensdao do conceito de
parabola e gréafico da funcdo quadratica com o uso do Software Tracker,
tratando-se de um aplicativo com finalidade de analise imagens e videos e o
Software GeoGebra, um aplicativo de matematica dinamica com conceitos da
geometria e algebra trabalhados simultaneamente, buscando facilitar todo o

processo de ensino aprendizagem.
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O Capitulo 03 apresenta atividades de vestibular para serem
trabalhadas em sala de aula, visando auxiliar na fixacdo do contetdo com a
tematica funcdo quadréatica. Por fim, serdo apresentadas as Consideracfes

Finais.
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CAPITULO 1 -LEGISLACOES E NORMAS EDUCACIONAIS BRASILEIRAS.

A educacdo é um principio norteador para o desenvolvimento das
sociedades na Era Contemporanea. Os Direitos Humanos constituem uma
base global para o desenvolvimento da educacéo, inclusive no Brasil. Isso é
evidenciado nas Leis, Diretrizes e Politicas Publicas relevantes, que buscam
estabelecer um padrédo de qualidade na educacao escolar em todo o pais.

Nada mais verdadeiro do que afirmar que o processo educacional
tem um significado imprescindivel para o desenvolvimento do ser
humano, tanto no passado, como no mundo atual. A educacéo traz
ao homem avancos significativos, no sentido da garantia de um futuro
melhor para todos (VIANNA, 2006, p. 129).

A Constituicdo Federal descreve a educacdo como um Direito Social

Art. 6° S&o direitos sociais a educacdo, a salde, a alimentacdo, o
trabalho, a moradia, o transporte, o lazer, a seguranga, a previdéncia
social, a protecdo a maternidade e a infancia, a assisténcia aos
desamparados, na forma desta Constituicdo. (BRASIL, 2023, P. 01)

A Constituicdo Federal tem o dever de assegurar o exercicio da
Cidadania, portanto, a Unido tem a responsabilidade de legislar sobre
“diretrizes e bases da educagao nacional” e com participagdo dos Estados e
Municipios “proporcionar os meios de acesso a cultura, a educacéao, a ciéncia,
a tecnologia, a pesquisa e a inovagao”. (Brasil, 2023, p. 01).

No Capitulo Il — Da educacéo, cultura e do desporto fica claro que

Art. 205. A educacdo, direito de todos e dever do Estado e da familia,
serd promovida e incentivada com a colaboracdo da sociedade,
visando ao pleno desenvolvimento da pessoa, seu preparo para o
exercicio da cidadania e sua qualificagdo para o trabalho. (BRASIL,
2023, p.01)

A educacao deve ser organizada de modo que Estados, Municipios e a
Unido trabalhem em conjunto, em regime de colaboragdo, e mantenham um
fundo orcamentario proprioo FUNDEB - Fundo de Manutencdo e
Desenvolvimento da Educacdo Basica e de Valorizagcdo dos Profissionais da
Educacéo, além da articulagcdo de normas e técnicas de ensino. (Brasil, 2023,
p. 01).
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Criado em 2006, o FUNDEB é formado por recursos de impostos
destinados a educacdo basica brasileira, o qual, inicialmente tinha como
principio basico reduzir desigualdades entre os diferentes niveis e redes de
ensino. Posteriormente, foi um incentivo aos Estados e Municipios para que
cumprissem suas responsabilidades no atendimento a educacédo, garantindo
uma melhor utilizagéo dos recursos financeiros (MELLO, 2022).

O Ensino Médio é a ultima etapa do ensino basico e deve ser oferecida
com 0 mesmo rigor e universalizacdo do Ensino Infantil e Fundamental. A LDB
— Lei de Diretrizes e Bases é um marco para a educacao no Brasil, tornando-se
responsavel por regular o ensino publico e privado de acordo com a

Constituicdo Cidada (1988) e dentro dos parametros dos Direitos Humanos.

Art. 5° O acesso a educacdo basica obrigatéria é direito publico
subjetivo, podendo qualquer cidaddo, grupo de cidad&os, associagéo
comunitaria, organizacdo sindical, entidade de classe ou outra
legalmente constituida e, ainda, o Ministério Publico, acionar o poder
publico para exigi-lo (BRASIL, 1996, p.01).

O Ensino Médio tem por finalidade encerrar o clico basico,
desenvolvendo o conhecimento obtido durante o Ensino Fundamental e
estimulando o aluno para o inicio do Ensino Superior. Esta fase escolar tem por
objetivo a preparacao para o vestibular e vida laboral.

A escola deve desenvolver e preparar o aluno para o Mercado de
Trabalho. E na escola que se inicia o trabalho em grupo, as reponsabilidades e
formacdo. Buscando avaliar os estudantes em todo processo de ensino
aprendizagem foi criado, em 1998, o Exame Nacional do Ensino Médio —

Enem.

O ENEM se tornou no principal processo seletivo do pais, sendo que
a maioria, se ndo todas as instituicdes de ensino superior, publicas e
privadas, utilizam seu resultado (parcial ou integral) para
disponibilizar vagas nestas instituicbes. Além disso, tornou-se na
principal porta (em muitos casos a Unica porta) de acesso aos
programas de governo para ingresso e financiamento do ensino
superior. (SANTOS, 2017, P. 15).

O Enem tem uma funcé&o social na sociedade atual: estimular o avancgo e
diminuicdo da desigualdade através do ensino superior, ja que € através dele a

porta de entrada para as Universidades Federais.
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7

A Base Nacional Comum Curricular conhecida como BNCC & um
documento normativo que define as diretrizes da educacgéao brasileira ao longo
de todas as etapas da Educacdo Basica das redes de ensino dos Estados,
Distrito Federal e dos Municipios, com o objetivo de assegurar a aprendizagem

de acordo com Plano Nacional de Educacao (PNE).

Referéncia nacional para a formulagéo dos curriculos dos sistemas e
das redes escolares dos Estados, do Distrito Federal e dos
Municipios e das propostas pedagoégicas das instituicbes escolares, a
BNCC integra a politica nacional da Educacgédo Basica e vai contribuir
para o alinhamento de outras politicas e agbes, em ambito federal,
estadual e municipal, referentes a formacdo de professores, a
avaliacdo, a elaboracdo de contelidos educacionais e aos critérios
para a oferta de infraestrutura adequada para o pleno
desenvolvimento da educacéo. (BRASIL, 2018, pag. 8).

Apesar de a BNCC apontar um caminho para a educacao brasileira, os
Estados e Municipios tém autonomia para o desenvolvimento educacional.
Existe um padrdo, mas as bases sao formadas com suas particularidades,
sejam elas regionais, culturais, econémicas e dos estudantes. Assim, podemos
ter as mesmas competéncias sintetizadas pelos alunos, mas a atuacdo pode

ser totalmente distinta.

[..] a LDB deixa claros dois conceitos decisivos para todo o
desenvolvimento da questdo curricular no Brasil. O primeiro, ja
antecipado pela Constituicdo, estabelece a relacdo entre o que é
basico-comum e o que é diverso em matéria curricular. as
competéncias e diretrizes sdo comuns, os curriculos sdo diversos. O
segundo se refere ao foco do curriculo. Ao dizer que os conteludos
curriculares estdo a servico do desenvolvimento de competéncias, a
LDB orienta a definicdo das aprendizagens essenciais, e ndo apenas
dos conteddos minimos a ser ensinados. Essas sdo duas nocfes
fundantes da BNCC. (BRASIL, 2018, pag. 11).

Pode-se observar que a BNCC otimiza dois caminhos, o ensino basico-
comum e o diverso, sendo respectivamente os conteddos em si, ou seja, 0 que
deve ser ensino prioritario e a parte diversificada. Os curriculos estaduais
trazem uma abordagem regional e até municipal. Estudantes de uma mesma
cidade possuem caracteristicas Unicas que os diferem entre si.

Conhecer as diversidades regionais € de suma importancia para os
professores alcancarem os objetivos propostos pela BNCC, estando condizente

com os conteddos dos componentes curriculares e a interdisciplinaridade dos
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componentes curriculares e de acordo com o nivel de conhecimento do
estudante.

Algumas caracteristicas sdo de suma importancia para os fundamentos
pedagogicos. A BNCC se estrutura de tal forma a explicitar as competéncias
gque precisam ser desenvolvidas durante todo o ciclo da educacao basica e €

formada por dez competéncias:

1. Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos
sobre o mundo fisico, social, cultural e digital para entender e explicar
a realidade, continuar aprendendo e colaborar para a construgédo de
uma sociedade justa, democratica e inclusiva.

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria
das ciéncias, incluindo a investigacao, a reflexdo, a analise critica, a
imaginagéo e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar
hip6teses, formular e resolver problemas e criar solu¢des (inclusive
tecnoldgicas) com base nos conhecimentos das diferentes areas.

3. Valorizar e fruir as diversas manifestacdes artisticas e culturais,
das locais as mundiais, e também participar de praticas diversificadas
da producéo artistico-cultural.

4. Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como
Libras, e escrita), corporal, visual, sonora e digital —, bem como
conhecimentos das linguagens artistica, matemética e cientifica, para
se expressar e partilhar informacdes, experiéncias, ideias e
sentimentos em diferentes contextos e produzir sentidos que levem
ao entendimento mutuo.

5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacédo e
comunicacdo de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas
diversas praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar,
acessar e disseminar informacdes, produzir conhecimentos, resolver
problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e
coletiva.

6. Valorizar a diversidade de saberes e vivéncias culturais e
apropriar-se de conhecimentos e experiéncias que lhe possibilitem
entender as relacdes proprias do mundo do trabalho e fazer escolhas
alinhadas ao exercicio da cidadania e ao seu projeto de vida, com
liberdade, autonomia, consciéncia critica e responsabilidade.

7. Argumentar com base em fatos, dados e informag8es confiaveis,
para formular, negociar e defender ideias, pontos de vista e decisGes
comuns que respeitem e promovam o0s direitos humanos, a
consciéncia socioambiental e o consumo responsavel em ambito
local, regional e global, com posicionamento ético em relagdo ao
cuidado de si mesmo, dos outros e do planeta.

8. Conhecer-se, apreciar-se e cuidar de sua saude fisica e emocional,
compreendendo- se na diversidade humana e reconhecendo suas
emocdes e as dos outros, com autocritica e capacidade para lidar
com elas.

9. Exercitar a empatia, o didlogo, a resolucdo de conflitos e a
cooperacdao, fazendo-se respeitar e promovendo 0 respeito ao outro e
aos direitos humanos, com acolhimento e valorizacdo da diversidade
de individuos e de grupos sociais, seus saberes, identidades, culturas
e potencialidades, sem preconceitos de qualquer natureza.

10. Agir pessoal e coletivamente com autonomia, responsabilidade,
flexibilidade, resiliéncia e determinacéo, tomando decisées com base
em principios éticos, democraticos, inclusivos, sustentaveis e
solidarios (BRASIL, 2018, p.9-10).
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E devem ser alinhadas com as habilidades que os educandos devem
sair dominando, as quais, sao identificadas nos documentos oficiais, pois elas

sao descritas com cédigo alfanumeéricos cuja forma € a seguinte.

Figura 1 — Composicéo do codigo alfanumérico

EM13LGG103

______________________________________

s} o

Ensino Médio

Fonte: BNCC, péag. 34

A BNCC propbe que competéncias e habilidades sdo fundamentais para
garantir aprendizagens para os individuos. A Matemética e a Lingua
Portuguesa sdo duas disciplinas consideradas essenciais, por isso,
independente dos debates sobre a modificacdo do ensino médio e novos
métodos e maneiras a serem trabalhados, essas matérias sdo consideradas
base para todas as outras, portanto, estimuladas e desenvolvidas em toda
etapa da educacao basica.

A matematica deve potencializar a formacéao cidada através da realidade
da sala de aula e de vida dos aprendizes, visto que, compreender em situagdes
reais, estimula a aprendizagem, desta forma foi desenvolvida uma atividade
dindmica para compreensdo da funcdo quadratica para além da teoria e que

tornasse o conceito visivel e usual.
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CAPITULO 2 — ATIVIDADE DIDATICA DESENVOLVIDA EM SALA
DE AULA

A matematica ndo é a matéria preferida entre a maioria dos alunos. Por
vezes nos questionamos como uma matéria com bases antigas e essencial
para o desenvolvimento da sociedade é o ponto de maior dificuldade nas
escolas. Nas avaliagbes educacionais o desempenho dos alunos em
matematica é sempre inferior ao de outras disciplinas, caso observado no
Sistema Nacional de Avaliacdo da Educacédo Béasica (SAEB) e o Programa
Internacional de Avaliacdo de Estudantes (PISA) e no Sistema de Avaliacao de
Rendimento Escolar do Estado de S&o Paulo (SARESP). (PACHECO;
ANDREIS, 2017).

Em diversos casos que observei em sala de aula e debatidos com
professores, foi identificado que muitos alunos tém dificuldade na elaboracao
da parte algébrica, devido a defasagem no ensino da matematica, que €
imensa atualmente, principalmente apés a pandemia de Covid-19. Neste
Capitulo é feito uma abordagem de ensino de forma pouco habitual em relacdo
ao padrao do ensino da matematica.

Na primeira secdo, é desenvolvida uma atividade com o lancamento de
uma bola de basquete na quadra da escola, explorando conceitos como
vértices e simetria. A segunda parte da atividade consiste na utilizacdo do
software Tracker para a gravacédo de uma filmagem do langcamento da bola por
parte dos alunos. Na segunda secado, € apresentada uma demonstracdo do
porqué o grafico de uma funcdo quadratica ser uma parabola e,
posteriormente, na terceira secdo, € realizado um estudo sobre o
comportamento do grafico quando modificamos os parametros a,b e ¢ da
funcdo quadrética, fazendo uso do software GeoGebra.

A atividade em si carrega alguns pilares que sdo bases para a educacéo
do Estado de Sao Paulo, principalmente nas Escolas de Tempo Integral:
aprender a conhecer, aprender a fazer, aprender a conviver e aprender a ser.

Aprender a conhecer esta relacionado ao modo como o estudante
adquire conhecimento, através de competéncias cognitivas a fim de dominar a
leitura, escrita, expressao oral, célculo e solugbes de problemas. Aprender a

fazer esta relacionado ao enfrentamento de desafios e situagdes do cotidiano,
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estando relacionado a competéncia produtiva. Aprender a conviver diz respeito
as relagdes sociais, ajudando a desenvolver a comunicagéo e relacdes de
grupo e cooperacao. O aprender a ser condiz a relagdes interpessoais, ou seja,
desenvolvendo com autonomia, solidariedade e respeito, com interligacdo a
autoestima, confianca em si mesmo e autodeterminacdo. Os pilares da
educacdo sdo criados para o convivio social e habilidades académicas. (SAO
PAULO, 2012).

Os alunos precisam ser estimulados durante todo o periodo escolar a
pensar de forma critica com conhecimentos cientificos e filosoficos com o
objetivo de ter um pardmetro de todas as areas da educacéo e poder escolher
qual seguir e o modo de agir consigo e a conviver em sociedade, assim foi
desenvolvido a atividade descrita a seguir.

Nessa atividade temos que ter ciéncia dos objetivos a serem alcancados

pelos alunos. A BNCC nos fala que

(EM13MAT402) Converter representacdes algébricas de funcdes
polinomiais de 2° grau em representacdes geométricas no plano
cartesiano, distinguindo os casos nos quais uma variavel for
diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou néo a
softwares ou aplicativos de algebra e geometria dindmica, entre
outros materiais. (BRASIL, p. 539).

De acordo com a BNCC ha a necessidade também de

(EM13MAT502) Investigar relagbes entre nimeros expressos em
tabelas para representa-los no plano cartesiano, identificando
padrées e criando conjecturas para generalizar e expressar
algebricamente essa generalizacdo, reconhecendo quando essa
representacdo € de funcdo polinomial de 2° grau do tipo y = ax2
(BRASIL, p. 541).

Dessa forma, na atividade proposta, foi utilizado softwares para a
criacdo de representacdes geométricas no plano cartesiano e fazer uso de
praticas investigativas para o descobrimento de padrdes importantes na
representacdo da funcdo quadrética no plano cartesiano.

Abaixo temos alguns topicos que sao encontrados no capitulo referente
a funcéo quadratica em um livro de ensino médio:

1)Definicdo de funcédo quadratica.

2)Representacéo gréfica da funcéo quadrética.
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3)Abordagem da concavidade.

4)Discusséo da forma canonica.

5)Exploracédo das raizes da funcgéo.

6)Analise do numero de raizes.

7)Consideracao do valor maximo e minimo.

8)Explanacéo do vértice da parabola.

9)Investigacdo da imagem da func¢do quadratica.

10)Estudo do eixo de simetria.

11)Andlise do sinal da funcéo quadratica.

Esses itens sdo conteudos abordados nos livros didaticos na sua grande
maioria. Assim, cabe ao professor encontrar a melhor forma de transmitir esse
conhecimento aos alunos, e uma sugestdo sera apresentada agora.

A ideia principal da atividade € desenvolver as habilidades
EM13MAT402 e EM13MAT502, fazendo com que o aluno conheca o gréfico da
funcdo quadrdtica e seus principais elementos: raizes, concavidade, maximo
ou minimo, vértice, imagem e a definicdo de funcdo quadrética, de forma visual

e compreensivel em atividades praticas encontradas no seu cotidiano.

2.1 - ATIVIDADE DESENVOLVIDA

Inicialmente, sem nenhum aluno saber do que se tratava foi entregue
uma bola de basquete em um ambiente aberto, a quadra esportiva da escola
para criar curiosidade entre os alunos sobre a atividade proposta pelo
professor. Essa curiosidade acabou facilitando o questionamento dos alunos
sobre o que sera realizado, de modo a ndo criar um bloqueio e facilitar o
guestionamento e perguntas posteriormente.

Os professores de Matemética sabem que o gréfico da funcao
quadratica é uma parabola e lancamentos de projeteis tem como caracteristica
a criagdo de uma curva muito semelhante a parabola, em vista disso, os alunos
foram organizados em duplas posicionadas de frente para o0 outro com
liberdade de escolha no distanciamento entre eles. Nesse momento, foram
detalhados os procedimentos para a conclusdo da atividade na quadra
esportiva, ou seja, a dupla formada lancou a bola para seu parceiro com o

propésito de permitir que os demais estudantes observassem o ponto mais alto
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da curva visualizada e, assim, tivessem um primeiro contato indireto com a
parabola e seu vértice. O ideal é pedir para ndo se distanciarem muito a fim de
facilitar no lancamento da bola. E recomendado que eles figuem a uma
distancia de aproximadamente 4 a 6 metros, no entanto, o professor pode dar a
oportunidade inicial de se posicionarem da maneira que acharem mais
pertinente para o langamento de uma bola e dar a eles a chance de
identificarem sozinhos a distancia necessaria para que ocorra de forma facil o
lancamento e a recepcao da bola.

Apos os alunos se posicionarem, 0os demais precisam estar posicionados
a uma certa distancia entre a dupla de alunos que lanca a bola, pois o objetivo
deles é observar de fora que independentemente da altura que a bola seja
lancada, o ponto mais alto sempre sera atingido na metade do percurso, ou
seja, no ponto médio entre as posi¢cdes de lancamento, conforme a imagem a

seqguir.

Figura 2 - Distribuicao inicial dos alunos
demais
alunos

I Aluno 1 - dupla I Aluno 2 - dupla

demais
alunos

Fonte: Elaborado pelo autor

Com os alunos posicionados dessa forma, foi pedido para o “aluno 1 —
dupla” langar a bola para cima de forma que ela caisse no “aluno 2 — dupla”.
Apéds esse lancamento o professor questionou onde aconteceu 0 ponto mais
alto, esperando como resposta o ponto médio entre os alunos da dupla.

O langamento foi repetido mais duas vezes com alturas diferentes para
os alunos perceberem que independente da altura lancada, caso os alunos da
dupla mantivessem suas posi¢cdes, 0 ponto mais alto continuaria sendo na
posi¢cdo onde os demais alunos estavam posicionados. Apés eles perceberem

esse fato, foi pedido ao “aluno 2 — dupla” que se afaste aproximadamente 2
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metros, e que eles repitam 0 mesmo procedimento com os demais alunos na

mesma posicao.

Figura 3 - Distribuicéo final dos alunos

demais
alunos

Aluno 1 - dupla Aluno 2 - dupla

demais
alunos

Fonte: Elaborado pelo autor

Depois desse novo posicionamento e a repeticdo dos lancamentos foi
guestionado aos demais alunos onde aconteceu o ponto mais alto da bola,
esperando como reposta ndo mais o local onde eles estavam observando, mas
um local & sua direita. Com isso, eles foram questionados a responder qual o
motivo do ponto mais alto ndo acontecer justamente na posicdo que eles
ocupavam, esperando como resposta o motivo que o “aluno 2 — dupla” se
movimentou para tras e os demais alunos ndo estarem posicionados no ponto
médio entre os dois alunos da dupla.

A realizacdo dessa parte da atividade foi importante para os alunos
associarem de forma indireta que a coordenada x do vértice da parabola.
Dessa forma quando apresentarmos o vértice da parabola como sugeridos nos
materiais didaticos disponiveis aos alunos pelas instituicdes de ensino eles
conseguem fazer uma associacdo da atividade desenvolvida com a
coordenada do eixo x facilitando sua memorizacéao.

Essa parte da atividade também pode ser feita utilizando o tempo de
duracéo do langcamento, os alunos podem cronometrar o tempo quando a bola
sair da mao do “aluno 1 — dupla” e alguns alunos irdo parar o cronometro
guando a bola atingir o ponto mais alto e a outra parte dos alunos irdo parar o
cronometro quando a bola atingir o “aluno 2 — dupla”.

Fazer essa parte da atividade utilizando o tempo acaba sendo

surpreendente paro os alunos, mas se torna muito mais dificil, pois a trajetoria
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da bola nesse lancamento acaba sendo muito rapida, assim os milissegundos
sdo fundamentais, e em muitos casos acertar o momento de pausar na hora
exata € uma tarefa dificil. A realizacdo da atividade utilizando o cronémetro foi
realizada sem o éxito esperado pelos motivos ja citados, mas apos utilizar o
software Tracker’, foi possivel a visualizagcdo dos tempos de forma correta.
Durante as tentativas de acertar o tempo cronometrado aconteceu uma
sugestdo dos alunos de calcular esse tempo utilizando o langamento de um
foguete de garrafa pet, pois acreditavam que o tempo do lancamento seria
maior e consequentemente seria mais facil de acertar o tempo de pausar o
cronémetro.

A segunda parte da atividade consistiu na gravacédo de uma filmagem do
lancamento da bola por parte dos alunos da dupla para a utilizacdo do software
Tracker. Esse software possibilitou o professor demarcar por pontos a trajetoria
da bola, formando assim a curva que chamaremos de parébola e através dessa
curva em sala de aula desenvolver os conceitos.

Para a utilizacdo do Tracker foi feito uma demonstracdo de como utilizar

de modo facil e simplificado.

Figura 4 - llustragéo da demarcacéo do software tracker

S0 8w L U] Comoede X | Q5w /-m @

VO massar m[1000x | Novo O massak 21| k. owgramaw| © massan v [ smcromgar

massa A it x)

-——
——

Fonte: Elaborado pelo autor

A demarcacdo dos pontos que simula a trajetéria da bola feita através do
software Tracker ajudou a ficar mais evidente a curva com a qual trabalhamos

com os alunos adiante.

! Tracker é um software livre de anélise de video e modelagem desenvolvido para o ensino de Fisica. O
software ¢ ligado ao projeto Open Source Physics: Pagina para download https://physlets.org/tracker/.
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https://physlets.org/tracker/
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Para fazer essa demarcacdo dos pontos da trajetéria da bola, o
professor utilizou seu smartphone para gravar um video do langamento da bola
pelos alunos. Assim para inserir o video gravado no software basta abrir o
programa, ir em Arquivos — Importar — Videos e selecionar o video em seu

computador.

Figura 5 - Processo de importacdo do video
(#9 Tracker

Armim| Editar Video Trajetorias Coordenadas Jane

Grl-} e
Novo " v | 2 Track ¥ | @

= Open b

Abrir Recente colher um ficheiro ou arrast

-

Fechar " Sem Titulo"
Fechar Todos

Hﬁuardar 4
Salvar Como...

Importar M Video... Ctrl-l
Arquivo Tracker...

-

Exportar

Propriedades... Data Source...

Imprimir... GCirl-P

Sair Ctrl-Q

Fonte: Elaborado pelo autor

A proxima etapa foi ativar os eixos de coordenadas, para tanto, deve-se

selecionar a seguinte opcdo ilustrada na préxima imagem.

Figura 6 - Ativar os eixos de coordenadas
Editar Video Trajetdrias Coordenadas Janela Ajuda

2= Track % | @ L 33%

i i [ | .
= eixos [ | Grid ™ Mostrar ou ocultar os eixos de coordenadas |E | an
|

Fonte: Elaborado pelo autor

O bastdo de medicdo tem o objetivo de calibrar as medidas
apresentadas no video incorporado no software com a realidade, sendo de
suma importancia ativar. Este procedimento é realizado através do Bastéo de
Medicdo, mostrado na Figura 7. Apdés isso irA aparecer uma barra azul que

devemos ajustar com a altura do aluno que lancou a bola e com duplo clique
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sobre o valor que estiver marcado, colocar a altura aproximada desse aluno.

Figura 7 - Ativar bastdo de medicéao
Editar \ﬁdeo Trajetorias Coordenadas Janela

‘-ﬁ-

Novo b| Bastdo de Medigio
| Pontos de Calibragio I

= Track ﬂE | @

Origem de Compensagao

Fonte: Elaborado pelo autor

Dessa forma os valores que serdo apresentados no software estao
aproximados com a realidade, facilitando e tornando mais real a experiéncia.
Apoés estes ajustes é importante ativar a opcao para definir a trajetoria da bola,
para isso basta selecionar a op¢do Track — Novo — Ponto de Massa (veja
Figura 8).



Figura 8 - Ativar ponto de massa
S Track 3 | @ O 33%
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Fonte: Elaborado pelo autor
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O préximo passo foi ativar a funcdo pulo automatico. Essa funcéo faz

com que o frame do video passe para o proximo toda vez que selecionarmos o

ponto onde a bola estiver. Para fazer isso, selecione a opgao Track — massa A

— e selecionado a caixa Pulo Automaético (veja Figura 9).

Figura 9 - Ativar pulo automatico
2= Track # | ® O 33%

&% Controle de... X

" Nove < massaA

Nome...
Notas...

Cores...
Tipo de Marcagéo b

¥ Visivel
1 Bloguear

Trajetaria Automatica...
Definir...

¥ Pulo Automatico
[J Marcar como Padrao

Velocidade ]
Aceleragio »

—— Deletar Passo Selecionado
Limpar Dados
Apagar

Fonte: Elaborado pelo autor

Pressione a tecla SHIFT do teclado e clique com o botdo esquerdo do

mouse sobre a bola até o final de sua trajetoria.



27

Figura 10 - Marcacdo dos pontos da trajetoria da bola com os alunos — parte 1
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Fonte: Elabor

Figura 11 - Marcacao dos pontos da trajetoria da bola com os alunos — parte 2

DY

Fonte: Elaborado pelo autor

Toda vez que clicar sobre a bola, sua posi¢cédo sera marcada e o software
ird projetar um grafico da altura em relagdo ao tempo, o qual fornecera um
gréfico de altura em funcdo ao tempo. E a partir desta atribuicdo o motivo de ter
sugerido aos alunos cronometrarem o tempo de langamento.

Com o gréfico projetado, foi possivel trabalhar com os alunos as
questdes dos pontos notaveis da parabola observado no grafico produzido pelo

Tracker no lancamento que os alunos fizeram.



Figura 12 - Gréfico projetado no software Tracker
massa A (t, y)
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Fonte: Elaborado pelo autor

Nesse momento foi posto a parte tedrica, onde foi definido que uma
funcdo quadratica é uma funcdo f: R — R cuja lei de formacio é f(x) = ax? +
bx + c onde a,b,c € R,a # 0. Além de introduzir os conceitos de concavidade,
ponto de maximo (ou ponto de minimo dependendo da funcdo estudada) e o
vértice.

Para conseguir trabalhar com o gréfico apresentado no software é
necessario clicar com o botdo direito do mouse em cima do grafico da altura

em funcéo do tempo e ir em Analisar (veja Figura 13).
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Fonte: Elaborado pelo autor

ApOs esse processo 0 software apresentard uma nova pagina com o
gréfico da trajetoria da bola incluindo um adicional na cor roxa, apresentando o
grafico de uma funcdo quadratica que melhor se aproxima da curva feita pela

bola. Nesse momento aconteceu a explicacdo aos alunos sobre a importancia
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da funcdo quadratica no estudo de lancamento na fisica, fazendo uma
interdisciplinaridade demonstrando a interligacéo das disciplinas de exatas de
acordo com os parametros de ensino da BNCC.

Figura 14 - Projecdo da parabola no software Tracker
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Fonte: Elaborado pelo autor

Um ponto importante de se destacar € que o software fornece os

ffR—R

FeO)=ax?+bx+c @ bPCERa#0

parametros “a”,“b”,“c” da funcao

Encontrado no canto direito inferior da imagem anterior. Observe que os
parametros apresentados no software sédo “a = —4.275”, “b = 5.592” e
“c = 0.07356”. E importante tomar cuidado ao observar os parametros para
ndo causar confusdo, pois, uma falta de atencdo pode facilmente
considerar “c = 7.356”, mas na verdade “c = 0.07356” pelo fato de ser
apresentado o valor 7.356 - 1072,

Os alunos poderiam decidir qual nome dar a essa curva, no entanto, ao
sugerirem nomes o professor interveio na discussao e definiu 0 nome da curva

como parabola.
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Esse tipo de abordagem teve como objetivo mostrar aos alunos que a
atividade realizada por eles ndo é algo novo e ja foi desempenhada ha muito
tempo por matematicos e por este motivo € impossivel mudar o nome. Trata-
se, portanto, de uma forma diferenciada de contato inicial e direto com a
parabola.

A lei de formacdo da trajetéria da bola é dada por

ffR—R

F(x)=—4.275x7+5.592x+0.07356" Dessa forma, podemos sugerir aos alunos

que construam uma tabela, conforme proposto em livros didaticos, para
elaborar o esboc¢o do grafico de uma funcédo quadrética. Caso o professor opte
por seguir esse método, é recomendado o uso de papel quadriculado para
facilitar a construcdo proporcional. No caso desta atividade, utilizamos o
GeoGebra?, pois é mais pratico e rapido.

Para contribuir que o professor possa utilizar o software sugerido ha um
guia de abordagem que foi utilizado durante o processo de desenvolvido na
aplicacao desta atividade. Para tanto, ao abrir o software GeoGebra no canto
inferior esquerdo ha localizado o campo “Entrada”. Escreva a lei de formacgao
da pardbola projetada pelo software Tracker, f(x) = — 4.275x* + 5.592x +

0.07356 e pressionar Enter.

Figura 15 - Construindo grafico da funcao quadratica no GeoGebra

Entrada: |T{®) = - 4.275x" + 5,592% + I].l]?356|

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim, aparecera um grafico fora da escala mostrada pelo Tracker.
Podemos arrumar esse detalhe simplesmente clicando o com o bot&o direito do
mouse em algum local, exceto o gréafico, e depois clicando em EixoX : EixoY —

1:5. Agora o grafico ficard na mesma escala apresentada pelo Tracker.

2 Aglutinago das palavras Geometria e Algebra. E um aplicativo livre de matematica dinamica que
combina conceitos de geometria e algebra. Pagina para download https://www.geogebra.org/download.



Figura 16 - Grafico da funcdo quadratica construido no GeoGebra

2

5

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 17 - Modificando escala dos eixos coordenados no GeoGebra

2
1:1000
1:500
1:200
1:100
1.5 1:580
1:20
1:10
1:5
1:2
1
~ 11
2:1
5:1
05 Janela de Visualizagio 10:1
20:1
J_ Eixos
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T

Fonte: Elaborado pelo autor



Figura 18 - Gréfico projetado apdés mudanca de escala no GeoGebra
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Fonte: Elaborado pelo autor

Nesse momento foi feita uma discussao com as seguintes questdes:

e Se a bola fosse arremessada mais alta, 0 que aconteceria com 0s

parametros “a”,“b” e “c”?

e Se a bola fosse arremessada mais baixa, 0 que aconteceria com 0S

parametros “a”, “b” e “c”?

Para responder e tornar visivel aos estudantes essas perguntas

utilizamos o GeoGebra e sua funcéo de controle deslizante.

Em uma nova janela do GeoGebra no mesmo local que colocado a lei de

formagdo anterior, digite na “Entrada” a lei de formagdo de uma funcéo

quadréatica geral, ou seja, f(x) = ax* + bx + c e de enter. O GeoGebra ir4

pedir para criar os controles deslizantes, assim basta clicar em “Criar Controles

Deslizantes” e ele sera criado.

Figura 19 - Criando grafico no GeoGebra

Entrada: [[(x)=ax*+hu+c|

Fonte: Elaborado pelo autor
Figura 20 - Criando controles deslizantes no GeoGebra

=2 . .
a - Criar Controle(s) Deslizante(s) para: a, b, c

[ Criar Controles Deslizantes ] Cancelar

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 21 - Grafico construido com as func¢des do controle deslizantes

o o
1 Ll

o
1

®

Fonte: Elaborado pelo autor

As barras indicando “a = 1”,“b = 1” e “c = 1” s&o 0s controles
deslizantes que foram modificados para explicar aos alunos o que acontece
com o gréfico quando eles séo alterados.

E interessante deixar o valor de “a” sendo um nimero negativo e ir

modificando os valores de “b”,“c” e posteriormente “a” até o0s alunos

perceberem o padréo que acontece.

2.2 — O MOTIVO DO GRAFICO DE UMA FUNCAO QUADRATICA SER A
PARABOLA

E feito nesta sub-secdo um exemplo de justificativa para o professor
fazer aos alunos a fim de explicar o motivo do grafico de uma funcéo
quadratica ser considerado uma parabola e a explicacdo da modificacdo do
grafico quando alteramos os parametros “a”,“b” e “c”. Para isto precisamos da
seguinte definigéo:

Definicdo: Dados um ponto F e uma reta d, pertencentes a um plano a, com
F ¢ d. A parabola é o conjunto dos pontos de a que estdo a mesma
distancia de F e d.
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Figura 22 - Representacdo da definicdo de uma parabola

A

Fonte: Elaborado pelo autor

Para isso, deve-se saber que se P pertence a parabola, entdo deve existir
um ponto F que chamaremos de foco e uma reta d que chamaremos de diretriz
que satisfaz d(P,F) = d(P,qd).

A utilizacdo do GeoGebra teve o objetivo de ajudar o aluno a visualizar o
gue esta acontecendo. Antes de comecar a demonstracao em si, foi importante
mostrar aos alunos o significado da definicdo de pardbola estudado na
geometria analitica.

Pela definicho temos um ponto F e uma reta d, entdo no GeoGebra
construimos um ponto F e uma reta d, o qual, foi produzido pela ferramenta

ponto e ao clicar em algum local do plano cartesiano gerou o ponto F.

Figura 23 - Criando ponto no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

| I iRl Sioll il ZAlNNIED

b Jane
® F=|

de Visualizagdo
.A Fonto z

;A\ Ponto em Objeto

/ Vincular / Desvincular Ponto .

X Intersecdo de Dois Objetos

Fonte: Elaborado pelo autor
Para facilitar o estudo, a construcédo da reta d foi paralela ao eixo x. Para

isso, bastou utilizar a ferramenta reta e selecionar dois pontos no plano de

forma que a reta formada seja paralela ao eixo x.
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Figura 24 - Construindo uma reta no geogebra

Arquive Editar Exibir Opgles Feramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaborado pelo autor

Pela definicdo, a parabola € o conjunto dos pontos "P" que estdo a
mesma distancia de "F" e da reta "d". Portanto, se a projecao ortogonal de "P"
na reta “d" € o ponto "C", os conjuntos dos pontos "P" necessariamente
pertencem a mediatriz entre o ponto "A" e "C". Assim € necessario construir um
ponto "C" qualquer na reta "d" e construir a mediatriz entre o ponto "A" e "C",
selecionando os pontos "A" e "C" na ferramenta mediatriz, resultando na

construcao de uma nova reta.

Figura 25 - Construindo mediatriz no geogebra

Arquive Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

R X Sicl]=) AN =
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K) Reta Polar ou Diametral
.
; . Reta de Regressdo Linear

o oS
~Se Lugar Geométrico
(-

Fonte: Elaborado pelo autor
Trace uma reta perpendicular a reta d passando pelo ponto C, selecione a

opc¢ao reta perpendicular clicando sobre a reta “d” e no ponto C.
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Figura 26 - Construindo uma reta perpendicular passando por um ponto dado

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaborado pelo autor

A interseccdo da reta perpendicular a reta “d” e mediatriz entre os
pontos F e C sera o conjunto dos pontos procurado. Para finalizar vamos
indicar a intersecao da reta perpendicular a reta “d” com a mediatriz dos pontos
F e C, para isso, ferramenta Intersecdo de Dois Objetos e selecionamos as

duas retas.

Figura 27- Construindo o ponto de intersecédo entre duas retas

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaborado pelo autor

Em seguida, desativamos as Ultimas duas retas clicando sobre a bolinha

azul na Janela de Algebra até ficar branca.
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Figura 28 - Desativando as retas construidas

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Para exibir o rastro do objeto clicando com o bot&o direito do mouse sobre

o ponto P, pode ir em Propriedades e depois marque a caixa Exibir Rastro.

Figura 29 - Ativando o rastro do objeto

Fonte: Elaborado pelo autor
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@ Exibir Rastro
[ Fixar Objeto

() Definir como Objeto Auxiliar

) Exibir intersecio parcial

MNome ~

Assim, se arrastarmos o ponto C, vamos obter a curva a qual chamamos de

parabola.
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Figura 30 - Rastro do objeto ao arrastar o ponto C

B

Fonte: Elaborado pelo autor

Uma sugestdo é arrastar o ponto F até a coordenada (0,0.25) e os pontos

A e B para algum local onde o valor no eixo y seja igual a —0.25. Dessa forma,

ao arrastar o ponto C pela reta d, formamos a funcdo quadréatica deixando
iR

~ — R . . ~
exposto aos alunos a funcéao Fo) =22 Para uma melhor visualizacdo e

compreensao dos estudantes foi digitado na caixa de Entrada do GeoGebra a
funcéo f(x) = ax® e pressionando Enter e, em seguida, selecionar o valor de
a como 1. Assim ao arrastarmos o ponto C 0s alunos conseguiram perceber

facilmente que a curva formada é a parabola.

Figura 31 — Parabola f(x) = ax? formada a partir da caixa de entrada

=

-1 05 a 05 1

B
@

Y
°

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 32 - Parébola formada pelo rastro do ponto C

Fonte: Elaborado pelo autor

Retomando a ideia, queremos provar o motivo do grafico da funcgéo
quadratica ser a pardbola, para isso, foi colocado uma construgdo para os
alunos visualizarem que o grafico de uma funcdo quadratica especifica coincide
com a pardbola construida a partir dos critérios da geometria analitica. Abaixo,
temos a demonstracdo algébrica do grafico da funcdo quadratica ser uma
parabola.

Demonstracdo: Consideremos a funcdo quadratica f: R — R da forma

f(x) = ax?a € R,a # 0. Nesse caso, podemos observar que ela é uma funcéo
par, ou seja, f(x) = f(—x), 0 que resulta em uma simetria em relacao ao eixo
Oy. Assim, é intuitivo afirmar que, se f(x) = ax? o foco da pardbola esta na
forma F(0,p) e a reta diretriz € da formay = —p.

Além disso, se P(x,y) é um ponto desta parabola é valido as seguintes

equivaléncias:

AP.F) = dPd) & (=07 +(=p) = (0 +p)

e x-02+@-p?=+p)?
& x2 +y?2—2py +p? =y?+ 2py +p?
& x?2 —2py =2py = x% = 4py
1
=y =—2x2
Portanto, o grafico da funcdo quadratica f: R — R da forma f(x) =

ax’, a€ R,a# 0, é a parabola de Foco F(O, ﬁ) e reta diretriz de equacao

y=-_

4a
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Figura 33 - Parabola, foco, reta diretriz
Y F—(o, ! g
= — 'l
(*4a)
1

F d

y=a>0 y=a<0

Fonte: Elaborada pelo autor

Se a fungcdo f:R — R possui lei de formacdo dada por f(x) =

a(x—m)?, a,meR,a # 0, entdo o grafico sofre uma translacéo horizontal m

no eixo x, quando comparado com a funcdo f: R — R dada por f(x) = ax?.
1

Portanto, as coordenadas do foco sera F (m, i) e a reta diretriz d: day = oy

como ilustrado na figura 34.

Figura 34 - Parabola sofrendo um deslocamento horizontal m

Fonte: Elaborada pelo autor

Para mostrar aos alunos selecionamos a opgao “parabola” e clicamos

para marcar o novo foco D, que estava posicionado na mesma altura do foco F,
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ou seja, a coordenada do novo foco deve ser (m,0.25). Assim, ao arrastarmos

o foco F para o novo ponto D criado, as parabolas coincidiram.

Figura 35 - Criando paréabola no geogebra

Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

BNl o PARNIERIES

X/ | » Janela @ Elipse
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O Cénica por Cinco Pontos

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 36 - Parabola construida com o novo foco

4 4
P

o o P

Fonte: Elaborado pelo autor

Modificado o controle deslizante m para o valor m = 1 a fim de visualizar a
pardbola verde se sobrepor a parabola preta com vermelho como ilustrado na

imagem acima.

Caso a funcdo quadraticaf:R — R pOSSUfSSG lei de formacao dada por
f(x) = a(x—m)? +k,com a,m € R,a # 0, além da translagéo horizontal “m” no
eixo x, também ocorreria uma translacdo “k” no eixo y. Deste modo as
coordenadas do foco seriam F (mi + k) e reta diretriz d na forma y = —ﬁ +

k.
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Figura 37 - Pardbola apds sofrer deslocamento vertical k
y=a(xr— m)’ + k

m X

¢ 1%
F= km.k+ :m)

Fonte: Elaborado pelo autor

Portanto, usando a forma candnica obtemos que o gréfico da funcéo

2 2
quadratica fR — R com f(x) =ax?+bx+c= a(x - (— 3)) - w,
2a 4a
a,b,c € R,a # 0 é uma pardbola obtida do gréfico da funcdo g: R — R definida
por g(x) = ax?, a € R,a # 0, por uma translacdo horizontal e vertical, sendo o

2_
novo vértice o ponto (m, k) = (_%, _o 4:%))_

2.3 — COMPORTAMENTO DO GRAFICO QUANDO MODIFICAMOS OS
PARAMETROS a, b, c.

Nesse momento foi proposto uma atividade para justificar aos alunos o
motivo de quando modificamos os parametros “a”,“b” e “c” da lei de formacao
de uma funcdo quadratico tém formatos diferentes. Comecamos pela
modificacdo do parametro “c”, pois esse € 0 mais simples e rapido de se

visualizar.



43

2.3.1 — Comportamento do grafico quando modificamos o parametro c.

A ideia por tras dessa justificativa foi mostrar aos alunos que
independentemente do valor do parametro “c”, o grafico sempre intersecciona o
eixo y no ponto (0, c).

Com o GeoGebra aberto podemos digitar na caixa de entrada a lei de
formacdo dada f(x) = ax* + bx + ¢, e depois em Criar Controles

Deslizantes e um gréfico formado com os controles deslizantes ao lado.

Figura 38 - Construindo uma fungdo quadratica da forma f(x) = ax* + bx + ¢

Entrada: | f(x)=ax*+bx+c
Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 39 - Criacdo dos controles deslizantes

al

=2 Criar Controle(s) Deslizante(s) para: a, b, ¢

[ Criar Controles Deslizantes ] Cancelar

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 40 - Parabola construida com os controles deslizantes

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5

Fonte: Elaborado pelo autor

O préximo passo foi mostrar que podemos modificar o parametro "c" até
gue os estudantes compreendessem que o grafico sempre intersecta o eixo

das ordenadas no valor "c" e, consequentemente, questionar os alunos sobre
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qual é o valor da variavel "x" quando o grafico intersecciona o0 eixo y. A
importancia de fazer isso é para mostrar aos alunos que, independentemente
do valor de "c", o grafico sempre ira intersectar o eixo y na altura "c¢" quando o
valor de x for 0. Portanto, podemos utilizar artificios algébricos em nossa
justificativa, como o seguinte:

Se x = 0, entao:

f(0O)=a-0°+b-0+c=c

Concluimos entdo que o valor “x = 0” esta sempre associado ao valor

do parémetro “c”, assim temos que o gréfico intersecciona o eixo y sempre no

ponto (0, c).
2.3.2 — Comportamento do grafico quando modificamos o parametro a.

Para fazer a justificativa da concavidade da parabola quando a > 0 ou
a < 0, deve-se utlizar de um resultado visto anteriormente quando
demonstramos que o grafico da funcdo quadratica é uma parabola e o
conhecimento de concavidade da geometria analitica.

Quando tomamos uma funcdo quadrédtica f: R — R da forma f(x) =

1 P A P .
ax’*,a € R,a # 0, temos que a = = onde p é o parametro da parabola visto na

geometria analitica. Dessa forma obtemos que

1
f(x) = ax* = f(x) = Exz = f(x)-4p = x2

Observando que x* > 0 para qualquer x e R,x # 0, logo a multiplicacéo
f(x) - 4p> 0 para qualquer x e R,x # 0. Assim, analisando o caso a > 0,
obtemosa > 0=p > 0 = f(x) > 0 para todo x e R,x # 0. Dessa forma, o

grafico sempre estara acima do eixo y com concavidade voltada para cima.
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Figura 41 - Pardbola com a concavidade voltada para cima

3

3 -2 -1 o 1 2 3

Fonte: Elaborado pelo autor

Analogamente para o caso a < 0, obtemos p < 0 = f(x) < 0 para
todo x e R,x # 0. Assim, para a < 0 concluimos que o gréfico sempre ficara

abaixo do eixo y com concavidade para baixo.

Figura 42 - Parabola com concavidade voltada para baixo

-3

Fonte: Elaborado pelo autor

Para o caso geral, se R — R é dada por f(x) = ax®*+ bx + c, onde

a,b,ce R, a# 0, temos f(x) = a(x—m)? + konde m = —%e k= —%.
Assim, relembrando que o gréfico da funcédo f: R — R, dada por f(x) =

a(x — m)? + k sofre uma translac&o horizontal m e uma translagéo vertical k em
relacdo ao gréfico da funcdo f:R — R dada f(x) = ax?, concluimos que o
comportamento da concavidade em relacéo ao coeficiente a € o mesmo.
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Abaixo é descrito como foi utilizado o GeoGebra para visualizar estas
translagbes. Com o Geogebra aberto, fomos a caixa de entrada e digitamos

f(x) = a=(x —m)? + k e depois em “Criar Controles Deslizantes”.

Figura 43 - Digitando a fungdo f(x) = a(x —m)*+k

Entrada: f(x)=a*(x-m)*+
Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 44 - Controles deslizantes da funcéo f(x) = a(x —m)*+k
3

iff Criar Controle(s) Deslizante(s) para: a, k, m

[ Criar Contfroles Deslizantes ] Cancelar

Al

Fonte: Elaborado pelo autor

Dessa forma foi criado uma parabola, a qual € o grafico da funcéo
quadratica ER R '3 € R,a # 0, como podemos observar na préxima figura.

f(x)= ax?’

Figura 45 - Fungdo f(x) = ax? no GeoGebra
3

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim ao modificar o valor de m foi possivel observar que a parabola se

deslocou horizontalmente.
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Figura 46 - Deslocamento horizontal “m” a partir da parabola f(x) = ax2
a=1

1 @ 1 2

®

=0

k

Fonte: Elaborado pelo autor

E quando modificamos o valor de k a parabola se deslocou

verticalmente.

Figura 47 - Deslocamento vertical "k" a partir da parabola f(x) = ax? apés deslocamento

horizontal "m"
2

-1

Fonte: Elaborado pelo autor

O gréfico nao altera a sua estrutura, apenas, é deslocado para a direita
ou esquerda e para cima ou para baixo. Portanto, temos uma justificativa aos
alunos do motivo da concavidade ser voltada para cima quandoa > 0 e a

concavidade € voltada para baixo quando a < 0.

2.3.3 — Comportamento do grafico quando modificamos o parametro b.

Para o caso do parametro “b” da fungdo quadratica f: R — R dada
por f(x) = ax*+bx +c= (x—m)? + konde m = —% ek= —%, foi realizado
a analise do comportamento do valor m.

Analisando o caso no quala > 0 e ¢ uma constante, se b = 0, entado

. 0 ~ ~
temos que m = 0, pois - = 0, logo a parabola nédo sofre deslocamento

horizontal, dessa forma observamos que a parabola é decrescente parax < 0

e crescente para x > 0, independentemente do valor de k.
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b . .
Caso b > 0, temos 5. < 0=>m<0, poisa > 0. Desta maneira a

parabola sofre um deslocamento horizontal m para a esquerda.

A b%—4ac
Por outro lado, temos que k = —,~=————€, como temos ¢ uma

constante o numerador b? — 4ac sera cada vez maior quando aumentarmos o

valor de b. Assim —(b? — 4ac) serd um valor cada vez menor. Portanto,

b?—4ac ,
k=-— —,.— sera.um valor cada vez menor quando aumentarmos o valor de b,

logo o grafico ira sofrer um deslocamento vertical para baixo.
Portanto, para o casoa >0 e b > 0 a parabola sofre um deslocamento

vertical para baixo ao aumentar o valor de b.

Figura 48 - Fungdo quadréatica f(x) = x* — 1.2

2

8 = da 3 2 1 o / 2 3
-1

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 49 - Fungéo quadratica f(x) = x* + 3.2x — 1.2

4

Fonte: Elaborado pelo autor

Analogamente, para o caso b < 0 obtemos —2% >0=m>0,poisa>0.

Entéo, para o caso a > 0 e b < 0 a pardbola sofre um deslocamento horizontal

para a direita e um deslocamento vertical para baixo ao aumentar o valor de b.
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Figura 50 - Fungdo quadratica f(x) = x* — 1.2

2

& 5 4 3 2 1 0 / 2
-1

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 51 - Fungdo quadréatica f(x) = x* — 2.9x — 1.2

Fonte: Elaborado pelo autor

Para o caso em que a < 0 é anéalogo.

2.3.4 — Coeficiente angular de uma reta e o parametro b.

Algo importante de se notar apés as translacdes horizontal e vertical € a
reta tangente a intersecdo da pardbola com o eixo Oy, sendo o valor do
coeficiente angular dessa rela exatamente o valor de “b”. Abaixo faremos uma
justificativa para esta afirmacéo.

A ideia bésica é perceber que a reta y = bx + c intersecciona a

pardbolay = ax? + bx + ¢ em apenas um Unico ponto C = (0,c).



50

Figura 52 - Construgéo da reta tangente a parabola y = bx + ¢ passando pelo ponto C

-0.1

Fonte: Elaborado pelo autor

Demonstracdo: Considere uma fungdo quadratica f: R — R cuja lei de

formacéo é f(x) = ax®>+ bx + ¢, a # 0. Observe que a reta de equacdoy =
bx + c intersecciona a pardbola de equacdo y = ax* + bx + c,a # 0
somente no ponto (0, ¢). Dessa forma temos que:
bx+c=ax*+ bx + c2ax*=0=>x2=0=>x=0.
Substituindo x = 0 na equacdo y = bx + c¢ obtemos:
y=b-0+ c=c.

Dessa forma conclui-se que y = bx + c intersecciona a parébola
y = ax? + bx + ¢ em um Unico ponto (0, ¢).

Até o momento a informacdo obtida € que a interseccdo da reta
y = bx +c com a pardbola y = ax? + bx + ¢ se intersecciona em um Unico
ponto (0,c), mas ndo € de conhecimento se a reta é tangente ou ndo a

parabola, observe a figura a seguir.
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Figura 53 - Possivel caso paraaretay = bx + ¢

Fonte: Elaborado pelo autor

Para concluir que a reta é de fato tangente, basta observar que para o
caso a > 0 temos y = ax? + bx + ¢ = bx + ¢ para todo valor de x € R, de fato
temos y = ax?+bx +c = bx+c < ax? >0 a> 0. Analogamente, para o
caso a < 0, temos y = ax? + bx + ¢ < bx + ¢ para todo valor de x € R.

A compreensao da funcdo quadratica ficou clara para os alunos através
das atividades desenvolvendo em conjunto a teoria. Para aprofundar o
conhecimento foi disponibilizado aos estudantes exercicios de vestibular a fim

de mostrar como o tema estudado € cobrado para ingressar ao ensino superior.

CAPITULO 3 -EXERCICIOS PROPOSTOS
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Atualmente, muitos alunos buscam uma melhor chance no mercado de
trabalho por meio dos estudos. Uma destas etapas € conseguir o ingresso em
alguma universidade. Em muitos casos, a universidade publica é a solucéo
para estudantes que nao tem condicGes de pagar uma universidade privada e
pela ajuda de custos por meio de politicas publicas. O grande desafio no
ingresso nessas universidades sdo os vestibulares super concorridos para
diversos cursos. Assim, neste capitulo, iremos trabalhar alguns exercicios de
vestibulares famosos no Estado de Sdo Paulo e ENEM, a fim de auxiliar o

professor na hora de ajudar tais alunos nessa jornada.
3.1 - ENEM (2022)

Em jogos de voleibol um saque é invalidado quando a bola atingir o teto do
ginasio. Um jogador de uma equipe renomada tem um saque que atinge uma
grande altura. Seu recorde de altura do saque foi registrado a uma altura de

1,5m do piso da quadra e a trajetéria da bola foi descrita pela pardbola

2
y=-=-2+12.

Se y representar a altura da bola em relacdo ao eixo x (das abscissas)
localizado a 1,5m do piso da quadra e supondo que 0 saque descrito seja
presente, a0 menos uma vez, em todas as partidas deste atleta. E possivel
visualizar o caminho do saque a quadra adversaria através de uma parabola

como representado na figura abaixo.

Figura 54 - Figura da questéo 3.1
Ay

Vi N\
N\

/ \
\

\
\
| 4 |
/ \
/ \
L1 \
v

L 5 —
K/JLLSm 1,5m 1,5m7L\/ X

Fonte: INEP (2022 — MT 2° dia | Caderno 5 — Amarelo — 12 Aplicacao, pag, 29)
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A equipe desse jogador participou de um torneio de voleibol, no qual, jogou
cinco partidas, cada uma delas em um ginasio diferente. As alturas dos tetos
desses ginasios, em relacao aos pisos das quadras, séo:

e ginasiol: 17 m;

e ginasio ll: 18 m;
e ginasio lll: 19 m;
e ginasio IV: 21 m;

e ginasio V: 40 m.

O saque desse atleta foi invalidado
A) apenas no ginasio .

B) apenas nos ginasios | e Il.

C) apenas nos ginasios |, Il e IlI.

D) apenas nos ginasios I, I, lll e IV.

E) em todos os ginasios.

Resolucdo: O primeiro ponto de se notar nessa resolucdo é a observacao
da imagem colocada no enunciado, nela a primeira coisa que notamos € a
trajetéria da bola em o formato de uma curva, essa curva é uma parabola, pois
é dito no texto e € informado até a lei de formacdo da funcdo quadratica.
Assim, é importante de frisar ao aluno que para comecar a resolver esse
exercicio devemos ter conhecimento de fun¢cbes quadraticas.

O problema nos pede para identificar se a bola sera capaz de atingir o teto
ou ndo, caso a bola atinja uma altura igual ou maior que o teto o saque sera
invalidado, caso contrario, ndo sera invalidado. Observando que a trajetoria da
bola é descrita por uma pardbola, podemos associar a teoria de funcao

quadratica, logo queremos descobrir seu ponto mais alto, ou seja, o y do

x2 7

vértice (y,) da parabola descrita por y = — e ?x +12.
Sabemos que yy = —ﬁ, logo temos que
7\2 1 49
P R ()Ml - i DS k)

M= g T 4a B 4_( é) B 2
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—_
N
—_

_1213 0,
T 9 27 7%

Pelo fato de a bola sair a uma altura de 1,5m, entéo a altura final da bola
sera de 20,2m + 1,5m = 21,7 m de altura. Como os gindsios I, IlI, Ill e IV
possuem altura inferior a 21,7 m, entdo o saque nao seria invalidado no ginasio
V gue possui 40 m de altura. Dessa forma concluimos que a resposta correta é

a alternativa D.

3.2 — ENEM (2022)

Ao analisar os dados de uma epidemia em uma cidade, peritos obtiveram
um modelo que avalia a quantidade de pessoas infectadas a cada més, ao
longo de um ano. O modelo é dado por p(t) = —t* + 10t + 24, sendo t um
namero natural, variando de 1 a 12, representando os meses do ano, e p(t) a
quantidade de pessoas infectadas no més t do ano. Para tentar diminuir o
namero de infectados no préximo ano, a Secretaria Municipal de Saude decidiu
intensificar a propaganda oficial sobre os cuidados com a epidemia. Foram
apresentadas cinco propostas (I,11,111,1V eV), com diferentes periodos de
intensificacdo das propagandas:

e 11 <t< 2

e [:3 <t < 4
o JII:5 6;
o [V:7 9;
e 1:10 <t < 12.

INA

t

IA

IA

t

IA

A sugestao dos peritos é que seja escolhida a proposta cujo periodo de
intensificacdo da propaganda englobe o més em que, segundo o modelo, ha a
maior quantidade de infectados. A sugestao foi aceita.

A proposta escolhida foi a
A) 1.

B) Il
C) .
D) IV.
E) V
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Resolucdo: Nessa questdo o problema pergunta “a proposta cujo
periodo de intensificacdo da propaganda englobe o més em que, segundo o
modelo, h4 a maior quantidade de infectados”, sabendo que o modelo é dado
por p(t) = —t* + 10t + 24, uma funcdo quadratica, entdo para descobrir o
“t” que representa o més, no qual, “p(t)” € maximo, temos que “Sea < 0, a

funcdo quadratica dada por f(x) = ax* + bx + ¢ admite valor maximo

Yy = —ﬁ e para xy = —2% ., logo queremos descobrir o valor de x,,, assim
temos que:
b 0 _10_.
ME TN T T2 -y 2 T

Portanto, 0 més que a propaganda deve correr € no més 5, dessa forma

concluimos que a alternativa correta é a letra C.
3.3 - ENEM (2021)

O administrador de um teatro percebeu que, com o ingresso do evento a
R$ 20,00, um show conseguia atrair 200 pessoas e a cada R$ 1,00 de reducao
no preco do ingresso, o numero de pessoas aumentava em 40. Ele sabe que
os donos do teatro s6 admitem trabalhar com valores inteiros para 0s
ingressos, pela dificuldade de disponibilizar troco, e pretende convencé-lo a
diminuir o preco do ingresso. Assim, apresentara um grafico de arrecadacao
em funcéo do valor do desconto no preco atual do ingresso.

O gréafico que mais se assemelha ao que deve ser elaborado pelo
administrador é
A)
Figura 55 - Alternativa A da questéo 3.2

4 Arrecadagdo
7000
6 500
6 000

5500
5000
4500 /
4000

3500
3000
2500
2000
1500
1000
500 Desconto
>

012345678 9101121314151617 181920212223

Fonte: INEP (2021 — MT 2° dia | Caderno 5 — Amarelo — 12 Aplicacgéo, pag, 22)
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B)
Figura 56 - Alternativa B da questéo 3.2

4 Arrecadagao
7000

6 500
6000 R
°

5600 coocc”
4500
4 000
3500
3000
2 500
2000
1500
1000
500 Desconto
>

012345678 81011121314151617181920212223

Fonte: INEP (2021 — MT 2° dia | Caderno 5 — Amarelo — 12 Aplicacéo, pag, 22)

C)
Figura 57 - Alternativa C da questéao 3.2

. .
7000 Arrecadacdo
6 500
6 000
5 500
5000
4 500
4000
3 500
3000
2500
2000
1500
1000
500 Desconto
>

012345678 91011121314151617181920212223

Fonte: INEP (2021 — MT 2° dia | Caderno 5 — Amarelo — 12 Aplicagao, pag, 22)

D)
Figura 58 - Alternativa D da questédo 3.2

4 Arrecadagao
7000
6500
6000
5500
5000
4500
4000
3500
3000
2600
2000
1500
1000

500 Desconto

012345678 9101121314151617181920212223

Fonte: INEP (2021 — MT 2° dia | Caderno 5 — Amarelo — 12 Aplicacgéo, pag, 22)

E)
Figura 59 - Alternativa E da questéo 3.2

4 Arrecadagao
7000
6500
6000 s0°°% %0,
5500 ° °
5000{ e .
45001 ® °
4000 e
3500 °
3000
2500
2000 °
1500 R
1000

500 Desconto

P >

012345678 91011121314151617181920212223

Fonte: INEP (2021 — MT 2° dia | Caderno 5 — Amarelo — 12 Aplicacgéo, pag, 22)
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Resolucdo: A questao proposta no ENEM de 2021 pergunta “O grafico
que mais se assemelha ao que deve ser elaborado pelo administrador €”, para
iIsso precisamos descobrir qual a fungcdo que representa a arrecadacdo de
acordo com o desconto oferecido, e tomar cuidado na hora de definir o dominio
dessa funcéo.

Vamos tomar x € Z, pois x vai representar o valor do desconto que
sempre precisa ser um numero inteiro pelo motivo do teatro sempre oferecer o
preco do ingresso com valores inteiros para facilitar o troco. Esse € um ponto
chave do exercicio, em notar essa diferenca de que x € um numero inteiro e
nao um numero real para a conclusdo do problema.

Dessa forma podemos escrever a arrecadacao f(x) como sendo

f(x) = (20-x) - (200 + 40x)

Considerando que a arrecadacao € calculada pela multiplicacdo entre o

valor do ingresso e a quantidade de pessoas que irdo compra-los, obtemos que

a arrecadacgéo apos o desconto de x reais € dada por

f(x) = (20- x)- (200 + 40x) = 4000 + 800x - 200x - 40x
= —40x* + 600x + 4000.

Onde (20 — x) representa o valor do ingresso com o desconto "x" e
(200 + 40x) representa a quantidade de pessoas que compraram O ingresso
apos a aplicacéo do desconto de "x reais".

Acabamos de descobrir a lei de formacdo da nossa funcéo, isso ndo
significa que descobrimos a funcdo por ter descoberto somente sua lei de
formacao, pois uma funcao é uma relagcdo entre dois conjuntos nao vazios que
satisfazem certos critérios definidos. Dessa forma, podemos observar que a
funcdo observada no exercicio relaciona valores de um desconto x € Z com
uma arrecadacao f(x) € Z, portanto, mesmo sabendo que o grafico da funcdo
quadratica é uma parabola e que a curva que mais se assemelha é a curva da
alternativa “D”, ndo podemos marca-la, pois a nossa funcdo ndo possuem
nameros reais, mas sim inteiros, logo o grafico que melhor se aproxima € o
grafico da alternativa “E” pelo fato de estar definida somente por numeros

inteiros menores que 21.
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A igreja de Sao Francisco de Assis, obra modernista de Oscar

Niemeyer, localizada na Lagoa da Pampulha, em Belo Horizonte, possui

abobadas parabdlicas. A seta na Figura 1 ilustra uma das abdbadas na entrada

principal da capela. A Figura 2 fornece uma vista frontal desta abdbada, com

medidas hipotéticas para simplificar os calculos.

Figura 1

Figura 60 - llustracdo da questado 3.4

H metros

4 metros \ I3 metros
dl |-
l Ll

Ll
. 5 metros  ®

2 EOs

Figura 2

Fonte: INEP (2017 — MT 2° dia | Caderno 5 — Amarelo, pag, 30)

Qual a medida da altura H, em metro, indicada na Figura 2?

A)

w|&

31

B)

C)

N

N
wv

D) 2

7
E)

Resolucdo: Podemos perceber a altura H que queremos descobrir na

Figura 2 é o ponto mais alto de uma curva que se assemelha a uma parabola,

entdo a ideia por tras da resolucéo desse exercicio é utilizar os conhecimentos

de funcdo quadratica. Ao contrario de outras questdes que foram propostas até

0 momento, essa nao indica nenhuma lei de formacédo, assim uma ideia por

trds é tentar encontrar a lei de formagéo e assim descobrir 0 ponto mais alto
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que nada mais € do que o y do vértice, ou seja, yy = —ﬁ. O problema pode

ser resolvido utilizando sistemas lineares, como resolveremos a seguir.

Ao deslocar 5 metros para a direita a altura encontrada € 0 metros e ao
deslocar 5 metros para a esquerda a altura também sera de 0 metros por
causa de sua simetria. Se nos deslocarmos 4 metros para a direita temos uma
altura de 3 metros, assim concluimos que ao considerarmos essa Figura 2 no
plano cartesiano os pontos (=5, 0); (4,3); (5,0) pertence a figura que estamos
considerando uma parabola. Também podemos dizer que se
f(x) = ax®* + bx + ¢,coma # 0 representa a lei de formacéo da funcéo que
se assemelha ao gréfico, entdo temos que

f(0O) =c=Heb =0
Se considerarmos que 0 Vértice pertence ao eixo de simetria, assim
nossa funcéo é da forma
f(x) = ax®* + bx + c,comoc = Heb = 0
f(x) = ax* + H
Dessa forma temos as seguintes relagdes:

f(0) =c=H
f4) =3 = a-4*+H =3 = 16a + H =3 (I
fG5)=0=a-52+H=0= 25a +H =20 (I

Portanto, subtraindo (II) por (I) temos que

3 1
9a = -3 = a = 35773
Assim, substituindo em (II) obtemos que
1 25 25
25-(—§)+H=0:>—?+H=0:>H=?

Dessa forma concluimos que a alternativa correta é a letra D.

3.5 — UNESP (2021)

O dono de uma empresa dispunha de recurso para equipa-la com novos
maquinarios e empregados, de modo a aumentar a producao horaria de até 30
itens. Antes de realizar o investimento optou por contratar uma equipe de

consultoria para analisar os efeitos da variagdo v da producédo horaria dos itens
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no custo € do produto. Perante as condi¢des estabelecidas, o estudo realizado
por essa equipe obteve a seguinte funcao:
C(v) = —0,01v* + 0,03v + 50,com —10 < v < 30

A equipe de consultoria sugeriu, entdo, uma reducdo na producao
horaria de 10 itens, o que permitiria enxugar o quadro de funcionarios,
reduzindo o custo, sem a necessidade de investir novos recursos. O dono da
empresa optou por ndo seguir a decisdo e questionou qual seria o aumento
necessario na producéo horaria para que o custo do produto ficasse igual ao
obtido com a reduc¢éo da producao horéaria proposta pela consultoria, mediante
os recursos disponibilizados. De acordo com a fungcdo obtida, a equipe de
consultoria deve informar que, nesse caso:
A) é impossivel igualar o custo da reducdo proposta, pois 0S recursos
disponiveis sédo insuficientes, uma vez que essa igualdade exigiria um aumento
na producédo horaria de 50 itens.
B) é possivel igualar o custo da reducdo proposta, uma vez que essa igualdade
exigiria um aumento na producédo horaria de 15 itens, o que esta dentro dos
recursos disponiveis.
C) é possivel igualar o custo da reducdo proposta, uma vez que essa igualdade
exigiria um aumento na producdo horaria de 20 itens, o que esta dentro dos
recursos disponiveis.
D) é impossivel igualar o custo da reducdo proposta, poisS 0S recursos
disponiveis sao insuficientes, uma vez que essa igualdade exigiria um aumento
na producéo horéria de 40 itens.
E) é possivel igualar o custo da reducdo proposta, desde que sejam
empregados todos os recursos disponiveis, uma vez que essa igualdade

exigiria um aumento na producao horaria de 30 itens.

Resolucdo: Da mesma forma que foi comentado nas resolucfes
anteriores, o emprego de uma “fungdo” C(v) = —0,01v* + 0,3v + 50 sugere
uma fungdo quadratica, entdo iremos utilizar conhecimentos que envolvam a
funcdo quadrética. Se observarmos as condi¢cdes dos estudos temos que foi
sugerido reduzir 10 itens, entdo seu custo sera de
C(-10)= —0,01-(-10)2+ 0,3 - (—-10) + 50 = —0,01 - 100 — 3 + 50
= —1 + 47 = 46.
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Para obtermos o mesmo custo devemos ter que C(v) = 52, logo
teriamos que
C(v) = —0,01v%2+ 0,3v + 50 = 46 = —0,01v2 + 0,3v + 50 — 46 = 0
= —0,01v% + 0,3v + 4 = 0.

. o o -b+VA -b-+A ~
Assim, as solucdes séo da forma v; = S Ouv, = ———, entao

-b+VA _ —-b+vb2Z—dac _ -03+,0,09-4-(-0,01)4 _ -0,3++0,00+0,16

2a 2a 2:(—0,01) - -0,02

171=

- 25 5
_-03+v025 _ "% *Te0 _ 03455 g5 _ (2)( 100): _10

= 7 _ —_——_—

-0,02 -0,02  -0,02 2 10 2
10

Ou

_ -b-vA _ -b-+vVbZ-4ac _ -03-,009-4-(-0,01)4 _ -03-+0,09+0,16
27 22 2a - 2-(~0,01) - -0,02

_ -03-V025 ‘0'3‘\/%_ “03-% _ i _ ( 8)( 1°°)= 4-10 = 40.

= = > _——_—

-0,02 -0,02  -002 _2 2
100

Dessa forma concluimos que reduzir a carga horaria de 10 itens tera o
mesmo custo que aumentar a carga horéria de 40 itens, como temos a opgao
de aumentar somente a carga horaria de no maximo 30 itens, a alternativa
correta seria a letra D.

Outra _forma de se pensar na resolucdo: sabemos que o custo da

reducdo da carga horaria de 10 itens, ou seja, C(—10) precisa ser igual ao
aumento ou uma diminuicdo da produgdo de C(v,) , concluimos que
C(—10) = C(vy).

Poderiamos resolver o problema por simetria, onde basta descobrir 0 x

do vértice, ou seja, x; = —%. Assim temos que
3
_ 0,3 03 1—_<3) (100)_15 10 = 15
M= T o0 o002 2 \wo)\2)7 " -

100
Dessa forma o eixo de simetria é a reta v = 15 conforme ilustrado na

imagem abaixo.
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Figura 61 - Resolucéo da questdo 3.5 parte 1

o #CH10)
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5 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 YO 75 80 85 W0 05

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim a distancia do ponto (—10,0) até o eixo de simetria v = 15 é 25,

observe a figura abaixo.

Figura 62 - Resolucéo da questdo 3.5 parte 2

50
..""4'5’(:(-10)
Pooa
35
a0
25
20
15

10

’125

-65 -G@ -55 -50 -45 -40 -35 -30 -25 -20 -15 ,D -50 5 10

5 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 TO TS5 B8O 85 MO 45

Fonte: Elaborado pelo autor

Entdo C(—10) = C(vy), temos que v(x) = 15 + 25 = 40. Observe as

imagens a seguir.

Figura 63 - Resolucdo da questdo 3.5 parte 3
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 64 - Resolucdo da questdo 3.5 parte 4
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Fonte: Elaborado pelo autor

5 20 25 30 35

Essa segunda resolucédo pode ser bem mais rapida de ser feita quando

comparada a primeira resolucdo proposta, pois ndo envolvem muitos calculos,

o que facilita para o aluno resolver. E podemos chegar na mesma conclusao de

que a alternativa correta é a letra D, pois ndo existe a possibilidade de reduzir a
carga horaria de 40 itens.

3.6 — UNESP (2019)

Em relacdo a um sistema cartesiano de eixos ortogonais com origem em

0(0,0), um avido se desloca, em linha reta, de O até o ponto P, mantendo

sempre um angulo de inclinagdo de 45° com a horizontal. A partir de P, o avido

inicia trajetéria parabdlica, dada pela funcdo f(x) =-x* + 14x - 40, comx e

f(x) em quildmetros.

Ao atingir o ponto mais alto da trajetéria parabdlica, no ponto V, o avido

passa a se deslocar com altitude constante em relacdo ao solo, representado

na figura pelo eixo x.

Figura 65 - Imagem da questéo 3.6

A

y = f(x) i

Solo

Altitude (km)

»X
'

(km)
Fonte: VUNESP (2018, pag. 35)
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Em relacdo ao solo, do ponto P para o ponto V, a altitude do avido
aumentou

A) 2,5 km.

B) 3 km.

C) 3,5 km.

D) 4 km.

E) 4,5 km.

Resolucdo: podemos observar que a trajetéria do avido no inicio se da
por uma reta, com equagdo y = x, pois seu angulo de inclinacdo € de 45°.
Agora a segunda parte do movimento do avido se da numa trajetéria

parabdlica, como citado no enunciado, assim temos que a altitude maxima

A

atingida pelo avido é dado por y, = i A altitude no ponto P pode ser dada

pela igualdade quando analisamos f(x) = x, pois a altitude final da trajetoria

do avido em linha reta é a mesma altitude inicial do avido na trajetoria
parabdlica. Assim temos que

f(x):xz—x2+14x—40:x:>—x2+13x—40:0

-b+VA -b-+A
Como x; = oux, = , portanto
2a 2a
P b++vA _—b+vVbZ-4ac _ —13++/132-4.(-1)-(-40) _ — 13 +v169-160
17 22 7 2a - 2:(-1) - -2
—13+V9 _ -13+43 _ -10 _ 5
T -2 -2 T -2
Ou
o = = b—vVA _-b-Vb2-4ac _ —13-,/132-4.(-1)-(-40) _ —13-169-160 _ —13-+9
27 2a 2a - 2:(-1) - -2 T2
-13-3  -16
= = —= 8_
-2 -2

E evidente que o ponto P possui coordenadas (5, f(5)), uma vez que 5 é
a menor a raiz das duas. Agora podemos determinar a altitude no ponto P,
basta entéo calcular o valor de
f(5 = =52 + 14-5-40 = =25 + 70- 40 = 5,
Sabemos entdo que quando o avido comegou sua trajetoria parabdlica
ele estava a 5 km de altura.
Para descobrir sua altitude em V, basta entdo como citado anteriormente

calcular
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_ A (bP-4ac) _ (14%-4(-1)(-40) _  (196-160) _ 36 _
M= T T 4aa 4-(-1) - -4 -4

9.

Assim, no ponto mais alto da trajetoria parabdlica o avido se encontrava
a 9 km de altitude.

Como queremos descobrir a variacado de altitude do avido do ponto P

para o ponto V, entdo essa variacdo se da por 9km-5km = 4km.

Concluimos que a alternativa correta € a letra D.

3.7 — USP (2021)

Se f:R— Re g:R— R séo fungdes dados por f(x) = ¢ + x?, onde

c ER, e g(x) = x, seus gréficos se intersectam quando, e somente quando,

o =2 2
(@] (@} (@]
A IV A

[ N T N e N N

LIRS
(@] (@]
A IV

Resolucdo: Queremos descobrir a intersec¢cdo de uma parabola definida
por f(x) = ¢ + x* e uma reta definida por g(x) = x. Quando analisamos as
duas figuras fica evidente que pode acontecer de a interseccao ser vazia, ou

nao, como pode ser observado pelas imagens a seguir.

Figura 66 - Intersecéo vazia entre a parabola f(x) = ¢ + x*e areta g(x) = x

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 67 - Intersecéo ndo vazia entre a parabola f(x) = ¢ + x*earetag(x) = x

3
2

1

-4 K 2 - /1 2 3 4

-2

Fonte: Elaborado pelo autor

Quando a intersecc¢ao nao € vazia, temos que

fX) =gx) 2 c+x*=x=>x>—-x+c¢ = 0.

~ ~ —-b+VA .
Sabendo que as solucgdes para x sdo da forma x = , como ja

citado em outras resolu¢des, entdo temos que
=P +VA _ -b+vVbZ-dac - (-D+/(-1)2-41c _ 1++I-4c

2a 2a 2a 2a

Observe que a condicdo de 1—4c >0 € necessaria para que a
interseccdo ndo seja vazia entre f e g, pois nao existe raiz quadrada de um
namero negativo no conjunto dos numeros reais, e o dominio das funcdes sao
0 conjunto dos numeros reais. Com isso em mente, devemos entéo ter que

1-4c>20>—-4c=>2—-1=24c<1=>c<1/4

Portanto, a alternativa correta é a letra A.

3.8 — USP (2020)

A dona de uma lanchonete observou que, vendendo um combo a
R$ 10,00, 200 deles sdo vendidos por dia, e para cada reducdo de R$ 1,00
nesse preco, ela vende 100 combos a mais. Nessas condigbes, qual é a
maxima arrecadacéo diaria que ela espera obter com a venda desse combo?

A) R$ 2.000,00

B) R$ 3.200,00

C) R$ 3.600,00

D) R$ 4.000,00

E) R$ 4.800,00
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Resolugdo: Ao ler o enunciado dessa atividade é evidente de se
recordar do exercicio 3.3 apresentado nessa sec¢do. Os dois possuem a
semelhanca de que quando o preco diminui as vendas aumentam, e
praticamente todos os artificios que utilizamos la usaremos aqui com uma
pequena mudanca ao concluir.

Sabemos que a arrecadac¢ao da lanchonete se da por

f(x) = (10 - x) - (200 + 100x),

no qual (10 - x) representa o valor com o desconto “x” que necessariamente
precisa ser menor que 10 e maior que 0, pois nao faz sentido (10 - x) <0oux
ser negativo e (200 + 100x) € a quantidade de combos vendidos a mais.
Assim temos que:

f(x) = (10 —x) - (200 + 100x) = f(x) = 2000 + 1000x — 200x — 100x?
= f(x) = —100x% + 800x + 2000.

Entdo para determinar a arrecadacdo maxima, basta encontrar

A
ym = — - Dessa forma obtemos
_ A (b*-4ac) _ (8002-4:(=100)-2000) _  (640.000+800.000)
M= T T 4aa 4-(~100) - -400
1.440.000
= = 3.600.

400

Assim, concluimos que a arrecadacdo maxima esperada pela
lanchonete sera de R$ 3.600,00 por dia, ou seja, a alternativa correta sera a

letra A.
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CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho teve como objetivo mostrar uma abordagem para o ensino
de funcdo quadratica a ser praticada no Ensino Médio com a finalidade de
trabalhar as habilidades EM13MAT402 e EM13MAT502 conforme é escrito na
BNCC. Além disso, foi apresentado demonstracdes que geralmente ndo séo
apresentadas em apostilas ou livros didaticos para o ensino médio. As
demonstracdes apresentadas nesse trabalho tiveram como principio
demonstracdes algébricas classicas, associada a uma representacao
geométrica para introduzir a ideia por traz das demonstracfes e facilitar a
visualizacdo dos argumentos algébricos. Foi possivel visualizar que os alunos
ainda possuem dificuldade nas demonstracfes que envolvam generalizacao
com a algebra, mas a utilizacdo do GeoGebra ajudou os estudantes com a
visualizacdo geométrica das ideias por trds das demonstracdes e facilitou no
andamento da aula, pois a preparacdo de forma antecipada faz o melhor
aproveitamento do tempo e representacfes mais realistas que podem ser
modificados de acordo com as duvidas dos estudantes.

A atividade desenvolvida com os estudantes estimulou o entusiasmo,
iniciativa e protagonismo, estando de acordo com as habilidades, competéncias
e premissas educacionais do Estado de S&o Paulo no qual, o estudo se
baseou. Desde o inicio, a imaginacdo e curiosidade foi incitado, tornando todo
0 processo e dinamica atrativos.

Ao utilizar os softwares e produzir o grafico os alunos conseguiram
associar o lancamento de um foguete produzido por eles em anos anteriores
teve uma trajetéria similar a trajetéria da bola, conseguindo compreender a
funcdo quadratica em outras situacdes e contextos vivenciados.

Por fim foi apresentado alguns exercicios presentes no ENEM, na
VUNESP e na FUVEST em provas anteriores, sendo que as atividades
propostas contém uma ou mais sugestdes de resolugdo com argumentos
algébricos ou geométricos para o professor utilizar em uma corre¢do com 0s

estudantes.
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ANEXOS

PLANO DE AULA FUNCAO QUADRATICA COM DESENVOLVIMENTO
DINAMICO.

Autor: Danilo Tadashi Izumitani
Nivel de ensino: Ensino Médio
Componente Curricular: Matematica
Aulas Previstas: 09 aulas de 45 minutos.
Dados da aula

Objetivos:

Mostrar uma abordagem para o ensino de funcédo quadratica a ser
praticada no Ensino Médio com a finalidade de trabalhar as habilidades
EM13MAT402 e EM13MAT502 conforme é escrito na BNCC
Duracéo das atividades:

Momento 1: 1 aula de 45 minutos — Alunos na quadra da escola

para desenvolvimento da atividade prética.

Momento 2: 2 aulas de 45 minutos — Utilizacdo do software

Tracker e GeoGebra.

Momento 3: 2 aulas de 45 minutos — Demonstracbes de

resultados com auxilio do GeoGebra.

Momento 4: 4 aulas de 45 minutos — Exercicios.

Conhecimentos prévios trabalhos pelo professor:

Plano cartesiano

Resolver equacdes do 1° e 2° grau.

Recursos:
Bola de basquete;
smartphone
computador com software Tracker e GeoGebra instalados;
televisédo ou projetor;
cadernos;

caneta, lapis e borracha.
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Estratégias:

As estratégias e recursos para aula serd baseada no trabalho
“‘Explorando a Funcdo Quadratica: Estratégias e Atividades Praticas para o
Ensino Efetivo”.

Momentol: Professor, para realizar essa aula, encaminhe os alunos
para quadra da escola e os organize de forma proposta nas péginas 21 até 23.

Momento 2: Em sala de aula sera utilizado o video gravado na etapa
anterior para fixacdo de conceitos envolvendo funcdo quadratica como
sugerido nas paginas 24 até 33.

Momento 3: Sera realizado a demonstracdes de resultados como
sugerido nas paginas 33 até 49.

Momento 4: Professor podera escolher exercicios envolvendo funcao
quadratica que estdo sugeridos nas paginas 50 até 65, onde consta sugestdes
de resolugoes.

Avaliacao:

A avaliacdo ocorre de forma continua, observando a participacdo e

desempenho dos estudantes durante os momentos 1, 2, 3 e 4 levando em

consideracao a caracteristica de cada aluno.



