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RESUMO

Santos, LEILA. Estudo sobre areas de figuras planas, com emprego de meétodos e recursos
variados. Dissertacdo (MESTRADO PROFISSIONAL) — Universidade Federal do Mato Grosso
do Sul, campus de Trés Lagoas, Mato Grosso do Sul, 2023.

O principal objetivo desta dissertacdo é contribuir para um ensino de qualidade e inclusivo. Essa
contribuicdo seré através de um estudo sobre Areas de Figuras Planas, com a utilizacio de vérios
recursos e metodologias. O conceito de area serd abordado de maneira concreta, contextualizada e
inclusiva. Este trabalho, emborapossaparecer, ndoe sobre inclusdo ou como trabalhar determinado
contetido com estudantes com algum tipo de deficiéncia. E sobre o estudo de Areas de Figuras
Planase como ensina-las, de maneirasimples, concreta, em que todos aprendam, possuindo ou ndo
algumadeficiéncia. Paraisso, sdo apresentadas algumas técnicas parao calculo de area, que podem

ser aprofundadas, de acordo com o avanco de cada turma.

Palavras-chave: Area. Aprendizagem. Figuras Planas. Poligonos. Recursos. Teorema de Pick.
Método por Excesso e Falta. Tangram. Decomposicéo de Poligonos. Método de Gauss. Regra do

Cadarco.



ABSTRACT

Santos, Leila. Study on areas of flat figures, using varied methods and resources. Dissertation
(PROFESSIONAL MASTER) — Federal University of Mato Grosso do Sul, Trés Lagoas campus,
Mato Grosso do Sul, 2023.

The main objective of this dissertation is to contribute to a quality and inclusive education. This
contribution will be through a study on Areas of Flat Figures, with the use of several resources and
methodologies. The concept of area will be addressed in a concrete, contextualized and inclusive
way. This work, although it may seem like it, is not about inclusion or how to work on certain
content with students with some type of disability. It's about the study of Areas of Plane Figures
and how to teach it, in a simple, concrete way, in which everyone learns, whether or not they have
a disability. For this, some techniques for area calculation are presented, which can be deepened,

according to the progress of each class.

Key words: Area. Learning. Flat Figures. Polygons. Resources. Pick's theorem. Excess and Lack

Method. Tangram. Polygon Decomposition. Gauss method. Shoelace Rule.
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INTRODUCAO

A disciplina de Matematica é vista por grande parte dos estudantes como dificil e muito
complexa. Mesmo para aqueles que ndo possuem deficiéncia ou necessidade educacional
especifica. Para um estudante que possui alguma deficiéncia a dificuldade é ainda maior por
diversos motivos. Umdeles é o despreparo dos professores em adaptar materiais a suaaula para
que os estudantes com algum tipo de deficiéncia (visual, auditiva, intelectual, entre outras)
possam compreender e, por consequéncia, aprender o contetdo ensinado.

No ensino da Geometria as dificuldades sdo enormes, tanto para os estudantes quanto
para os docentes, que acabam priorizando Aritmética e Algebra, deixando Geometria para o
ultimo bimestre. Segundo Pavanello (1989), reservar o ultimo bimestre para Geometria, parece
indicar, conscientemente ou ndo, que a falta de tempo é utilizada como desculpa para néo
trabalhar geometria com os estudantes. Pavanello (1993), ressalta a importancia de se trabalhar
Aritmética, Algebra e Geometria de forma integrada e destaca, como exemplo, que o trabalho
com a Algebra (desintegrada da Geometria), pode condicionar o individuo a operar sem
questionamento sobre regras pré-estabelecidas, a fazer isto ou aquilo, sem questionar sobre o
que faz. Se efetuado junto com Geometria, poderia proporcionar o desenvolvimento de um
pensamento critico e autdnomo.

Os estudantes, em diversos momentos, “decoram” (ou cantam) férmulas, sem entender
necessariamente o que estdo fazendo. Uma maneira mecanizada de “reproduzir” o que estudou,
mas que ndo oferece significado e é utilizado apenas para aquele momento e com um Unico
objetivo, conseguir nota e/ou aprovacdo. N&o é diferente quanto ao estudo de areas. Formulas
sdo decoradas, mas sem entendimento do que fazem e sem nenhuma contextualizagdo. Se o
professor “ousar” mudar um pouquinho 0 exercicio na prova, € um desastre eminente. Nao
conseguem relacionar o que estudaram, com aquela nova situagdo apresentada e alguns
reclamam dizendo “Mas, o senhor(a) ndo ensinou isso!” ou “O professor(a) cobrou na prova o
que néo foi dado em aula”. Outros reclamam que estudaram tanto, mas que na hora da prova
“deu branco”. Tudo isso € consequéncia de um estudo mecanizado e sem nenhum significado
para o estudante, o que torna a aula pouco ou nada interessante.

Sabe-se que a aula deve ser planejada pensando nas diferencas, portanto com diferentes
metodologias e estratégias, respeitando as singularidades de cada um e que o contetdo tenha
significado para o estudante. Mas, é importante que essa aprendizagem ocorra de forma

coletiva, ou seja, todos trabalhando juntos e aprendendo juntos, claro que respeitando o tempo



de cada um. Incluir um estudante que possua alguma deficiéncia, ndo significa trazer material
diferente para trabalhar com ele de formaisolada. Isso ndo ¢ incluir! Incluir é fazer com que o
estudante se sinta parte da turma e aprenda junto!

Esse estudo tem o objetivo de inserir o estudo sobre Areas de Figuras Planas (regulares
ou ndo) no Ensino Médio, de forma concreta, com utilizacdo de recursos educacionais como o
Multiplano e/ou o Geoplano que pode ser comprado ou mesmo confeccionado e, com isso,
incluir todos os estudantes, independente da deficiéncia que possuem. Além disso, tem como
objetivo mostrar que é possivel aprenderem de formacolaborativa, respeitando as diferencas,
os limites e o tempo de cada um.

No capitulo 1, estudar-se-a a defini¢do de poligono e sua classificacdo (convexo ou nao
convexo, simples ou complexo, regular ou irregular). Em seguida, o estudo sera sobre area de
figuras planas: conceito de area e célculo da area de alguns poligonos.

Em seguida, no capitulo 2, serdo vistas trés técnicas para o calculo de area de poligonos

e/ou outras figuras irregulares. Sao elas:

. Caélculo de areas de poligonos por meio da decomposi¢cdo e composi¢ao por
poligonos;
. Calculo aproximado de areas de regides poligonais utilizando a Medida da Area

por Falta e Medida da Area por Excesso;

. Caélculo de areas de regides poligonais utilizando o Teorema de Pick.

No Capitulo 3, serdo utilizados alguns recursos didaticos e materiais manipulaveis, para
que o estudante explore de forma mais concreta o contetdo estudado. Além do Multiplano,
serdo introduzidos o Geoplano e 0 Geoboard, como recursos didaticos para o ensino de area de
figuras planas. Também serdo utilizados o software Geogebra e 0 Google Maps.

Por fim, terdo sugestfes, com uma sequéncia de atividades para serem utilizadas no
Ensino Médio.



1 AREA DE FIGURAS PLANAS

Este capitulo, terd inicio com a defini¢cdo de poligono e sua classificagdo (convexo ou
ndo convexo, simples ou complexo, regular ou irregular). Em seguida, o estudo serd sobre area

de figuras planas: conceito de area e calculo da area de alguns poligonos.

1.1 DEFINICAO DE POLIGONOS

Antes de conceituar a area, € preciso entender o conceito de poligonos (definicéo, tipos,
entre outros).

Poligono, segundo Elon (1991), é uma linha poligonal fechada sem auto-intersecdes,
isto €, cada lado tem apenas um ponto comum com o lado anterior e com o seguinte, mas ndo
com 0s demais.

Definicdo 1.1 Consideremos a sequéncia finita de pontos 4, 4,, ..., A, com n natural
e maior que dois. Chamamaos de poligono A; 4,...A, o conjunto de todos segmentos formados
por dois pontos consecutivos, a saber, 4, 4,, A,As, ... A, A; onde dois desses segmentos nao
possuem interseccdo além dos vertices e, se consecutivos, ndo pertencem a mesma reta.

Os poligonos podem ser classificados em convexos ou ndo convexos (céncavos),
simples ou complexos e regulares ou irregulares.

Uma das definicdes que Elon (1991) nos traz sobre poligono convexo é que “Um
poligono diz-se convexo quando a regido por ele limitada é uma figura plana convexa. Segue-
se desta definicdo que toda diagonal de um poligono convexo esta inteiramente contida na

regido por ele limitada.” Nos poligonos ndo convexos, isso ndo acontece.

Figura 1.1 — Poligonos convexos.

Fonte: aautora, com utilizacdo do Geogebra.



Figura 1.2 - Poligonos ndo convexos.

S 2

Fonte: aautora, com utilizacdo do Geogebra.

Os poligonos podem ser simples ou complexos. Os poligonos sdo simples quando seus
segmentos consecutivos ndo sdo colineares e ndo se cruzam (tocam-se apenas nas
extremidades). Caso haja interseccdo entre dois lados ndo consecutivos, o poligono é chamado

de complexo.
Figura 1.3 - Poligonos simples.

// \
,/ \ o T Y.
. U= /

.\ :‘/ { >
\ f i / /’ \ ~\

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Figura 1.4 - Poligonos complexos.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Ainda com relacdo a poligonos, ha a classificacdo em poligonos regulares e poligonos
irregulares. O poligono é regular quando os lados possuem 0 mesmo comprimento e 0s angulos

internos possuem a mesma medida. Caso tenha lados com comprimentos diferentese angulos



com medidas distintas, o poligono é denominado irregular.

i) Poligono Regular

Como visto anteriormente, um poligono é regular quando é convexo e possui todos os
lados e angulos de mesma medida. Exemplos de poligonos regulares: o quadrado, o triangulo
equilatero, entre outros. Veja que, se o poligono possui ladose angulos com mesma medida, €
equilatero. Portanto, um poligono regular é um poligono equilatero.

A areade um poligono regular pode serobtida por meio dasoma das areas dostriangulos
que formam o poligono. O pentagono, por exemplo, é um poligono regular de cinco lados, com
mesmo comprimento e angulos internos com a mesma medida. Para calcular a sua area, basta
calcularmosasomadaéreadostriangulos que formam o pentagono, formados pelos segmentos

de reta que sdo unidos a partir do centro da circunferéncia circunscrita ao poligono até os
vértices.

Figura 1.5 - Pentagono Regular inscrito numa circunferéncia.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Tem-se que:
36° GB
tg(36°) = 7
AB
t9(36%) = =
a
AB
tg(36°).a = —
2
AB
a=—-—
2tg(36°)
Onde:

a — apotema do Pentagono.



h - altura do triangulo ABF,de base AB
Veja que, a = h.
Como Aypr = %, entdo A pr = %, ou seja:

__ 4B
AB. 35369

Appr = 2
. _ @By
‘ABF — 4tg(36o)

Como a area de um poligono regular pode ser obtida por meio da soma das areas dos

triangulos que formam o poligono, entdo a &rea do pentdgono ABCDE é:
(4B.)2 5 (4B)2

AppcpE = 5-4tg(360), ou seja Aupcpr = 4 t9(36%)

5 I
4"tg(36°)"

Como AB é medida do lado do pentagono, entdo Aupcpr =

Exemplo 1.1. (Exercicio retirado do Caderno do Aluno - 32 série EM - 12 semestre -
Curriculo em Acdo 2023, pagina 211 - Secretaria da Educacao do Estado de Sdo Paulo). Na
32 série do EM, na aula de matematica os estudantes foram orientados a realizarem uma
maquete que representasse um monumento histérico comformatos geométricos, um dos grupos
de estudantes escolheu construir o pentdgono, que € o edificio da Sede do Departamento de
Defesa dos Estados Unidos e que leva esse nome pois, quando visto de cima, suas partes

formam o poligono.

Figura 1.6 - Vista aérea do Pentagono (Sede do Departamento de Defesa dos Estados Unidos).

Fonte: https://cutt.ly/WBfXCnJ. Acesso em: 25.jul.2022.



Antes de iniciar a maquete eles fizeram um esboco, com a figura medindo x de lado.
a) A partir dos dados do problema, encontre a expressdo algébrica que relaciona a
medida do perimetro (P) em funcdo da medida do lado (L) de um pentagono.
Resolucdo: Sabe-se que o Perimetro é a soma da medida dos lados, portanto,
considerando que o lado mede x e o perimetro esta em funcdo de x, tem-se que:
P(x) = 5x.

b) Considere que os estudantes, paraverificarem qual pentdgono regular teria o tamanho
mais adequado, realizaram trés esbocos, com medidas de lados 5cm, 7cm e 8 cm.
Considerando as medidas, construa uma tabela relacionando a varia¢ao do perimetro e da area
com as medidas dos lados do pentagono.

Resolugdo: Deve ser construida a tabela e realizado os calculos para preenché-la
corretamente.

Primeiro calcula-se os perimetros, em seguida as areas e por fim é preenchida a tabela
com os dados obtidos.

PERIMETRO - P(L) = 5L

Esboco 1: lado: 5 cm P(5) = 5.5 = 25cm
Esboco 2: lado: 7 cm P(7) = 5.7 = 35cm
Esboco 3: lado: 8 cm P(8) = 5.8 =40cm
A - — _5_1 _5 @z
AREA- S(L) = 5L — S(L) = 1 g@en°Y S(L) = PRPPIES

Fazendo tg(36°) = 0.7265, temos:

5 (57

Esboco 1: lado: 5 cm S5 = 1't9(36%

—5 _325
S(5) = 4°0,7265
S(5) = % = 43,01 cm?
5 (7)?
Esbogo 2: lado: 7 cm S(N)=7. t9(36%
_5 49
S(7)= 4°0,7265
S(7) = zi:_ose = 80,30 cm?
5 (8)?
Esboco 3: lado: 8 cm $(8)= 4 t9(36%
_5 _64
5(8)= 4°0,7265



S(8) = % = 110,12 cm?

Tabela 1: Perimetro e Area do Pentagono Regular (lados: 5 cm, 7 cm e 8 cm).

Medidas Esboco 1 Esbocgo 2 Esboco3
Lado (L) 5cm 7cm 8 cm
Perimetro: P(L) 25 cm 35cm 40 cm

Area: S(L) = 43,01cm? = 80,30 cm? = 110,12 cm?

Fonte: Secretaria da Educagdo de Sado Paulo.

Observacdo: O estudante pode acessar o link a seguir e, utilizando o controle
deslizante, alternar as medidas dos lados do pentagono e conferir a medida do perimetro e da

area, em funcdo do lado do pentagono. Disponivel em: https://cutt.ly/SBfX4Tg. Acesso em: 12
jul. 2022 (Autor:Curriculo@Mat).

Figura 1.7 — Perimetro e Area do Pentdgono em fun¢do da medida do lado.

Perimetro e area do pentagono

a=73
-

Fonte: https://cutt.ly/SBfX4Tg. Acesso em: 12 jul. 2022 (Autor:Curriculo@Mat).

c) Represente graficamente a variacdo do perimetro e da area das maquetes que
representam o esbo¢o dos pentagonos regulares com medidas 5 ¢cm, 7 cme 8 cm.

O gréafico pode ser feito utilizando o Geogebra.
O Geogebra é um software de Geometria Dindmica, de uso publico, utilizado para

construcdo de pontos, segmentos de retas, retas, vetores, figuras geométricas, graficos de

funcdes, entre outros.

Resolucgédo:



Figura 1.8 - Representacgdo grafica variagdo do perimetro e da area de um Pentdgono.

P(x) ou S(x)
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Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Vejam que, da mesma formaque a area do pentagono foi calculada, a area de qualquer

poligono regular pode ser obtida por meio da soma das areas dos triangulos que o formam.

if) Poligono irregular

Um poligono é chamado irregular quando seus lados ndo possuem 0 mesmo
comprimento e seus angulos internos ndo tem a mesma medida. Ha diferentes férmulas para
calcular-se a rea de alguns poligonos irregulares, como o retangulo, por exemplo. Para outros
poligonos, uma maneira simples para calcular sua area, € dividi-lo em outros poligonos que

possuem area facil de ser calculada (ou que a férmula da area seja bem conhecida).

1.2 DEFINICAO DE AREA

Uma vez definido poligono, inicia-se a definicdo de area.

“A area de uma regido no plano é um nimero positivo que associamos a mesma e que
serve para quantificar o espaco porela ocupado” (extraido de Geometria MA 13 —PROFMAT).

Segundo “Os Elementos” de Euclides, a no¢do de area de regides poligonais é
introduzida na geometria atraves dos seguintes axiomas:

Axioma de Area 1: A toda regido poligonal corresponde um niimero maior do que zero.

O numero a que se refere este axioma é chamado de area da regido.

Axiomade Area 2: Se umaregido poligonal é a unido de duas ou mais regides poligonais

que duas a duas nao tenham pontos interiores em comum, entdo sua area & a soma das areas



daquelas regides.

Axioma de Area 3: Regides triangulares limitadas por triangulos congruentes tém éareas
iguais.

Todo poligono simples determina uma regido poligonal.

Sera utilizado “a area de um quadrado” quando queremos dizer “a area da regido
poligonal cuja fronteira € um quadrado”, ou seja, falaremos de “area de um dado poligono”,
quando queremos nos referir a area da regido cuja fronteira é aquele poligono.

Dessa forma, o Axioma de Area 3 poderia ter sido enunciado como: “tridngulos
congruentes possuem areas iguais”.

Axiomade Area 4: Se ABCD é um retangulo entdo suaarea é dada pelo produto 4B.BC.

A partir do conceito de &rea e dos axiomas acima, pode-se determinar a area das regides

poligonais.

1.3 CALCULO DA AREA DE ALGUNS POLIGONOS

. Area do quadrado: como abase AB e a altura-BC do quadrado tem o mesmo

modulo, tem-se que a area do quadrado (ABCD) € igual a lado vezes lado (I.10).

Figura 1.9 - llustragdo de um Quadrado.

D C
A B
Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.
. Area do paralelogramo: é o produto do comprimento de um dos lados pelo

comprimento da altura relativa a este lado. Portanto, a area do paralelogramo é igual a base

vezes a altura (b. h).

Veja que a area dos triangulos AED e BFC séo congruentes (ver figura 1.10),
portanto:

Area (ABCD) = Area (AED) + Area (EBCD) =

= Area (EBCD) + Area (BFC) =

10



= Area (EFCD) = b.h

Veja que EFCD é um retangulo, entdo sua area é dada pelo produto EF. FC, ou seja
b. h (base vezes a altura).

Figura 1.10 - llustragcdo de um Paralelogramo.

1
-n
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A B
Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.
. Area do triangulo: é a metade do produto do comprimento de qualquer de seus

lados pela altura relativa a este lado.

Observe que umtriangulo é metade de um paralelogramo, portanto sua area sera metade
da area de um paralelogramo, ou seja, a area de um tridngulo é o produto da metade do produto
do comprimento de qualquer de seus lados pela altura relativa a este lado.

Veja que a area dos triangulos ACD e ABC sdo congruentes (ver figura 1.11), portanto:

Area (ABCD) = Area (ACD) + Area (ABC)

Como Area (ACD) = Area (ABC), entéo:

Area (ABCD) = Area (ABC) + Area (ABC)
Area (ABCD) = 2 .[Area (ABC)]

Area (ABCD) .
— = Area (ABC)

Portanto, tem-se que Area(ABC) = %Area(ABCD), 0 que nos leva a:

. 1
Area(ABC) = Eb' h

Figura 1.11 - llustragdo de um triangulo.

C

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

1



Area do trapézio: A area de um trapézio é a metade do produto do comprimento de sua

altura pela soma dos comprimentos de suas bases.

Figura 1.12 - llustragdo de um trapézio.
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Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.
Veja que CE é a altura do triangulo ABC e AF é aaltura do triangulo ACD. Como AB

e CD sdo paralelos, tem-se que CE = AF. Logo:
Area (ABCD) = Area (ABC) + Area (ACD)

3 1 1__

Area (ABCD) = EAB' CE + EDC.AF
Como CE = AF, entdo:

3 1 1__

Area (ABCD) = EAB' CE + E c.C

Area (ABCD) = %(ﬁ +DC).CE
Portanto, tem-se que a area do trapézio ABCD é a metade do produto do comprimento
de sua altura, pela soma do comprimento de suas bases.
A area de outros poligonos poderdo ser calculados seguindo 0s mesmos axiomas vistos
anteriormente e que utiliza-se para calcular a area do quadrado, do triangulo, do paralelogramo

e do trapézio.
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2 ALGUMAS TECNICAS PARA O CALCULO DA AREA DE
POLIGONOS (REGULARES OU IRREGULARES) E/OU FIGURAS
IRREGULARES

Neste capitulo, serdo vistas trés técnicas para o calculo de area de poligonos e/ou outras

figuras irregulares. Séo elas:

. Célculo de &reas de poligonos por meio da decomposi¢cdo e composigédo por
poligonos;
o Calculo aproximado de &reas de regides poligonais utilizando a Medida da Area

por Falta e Medida da Area por Excesso;

o Caélculo de areas de regides poligonais utilizando o Teorema de Pick.

2.1 CALCULO DE AREAS POR MEIO DADECOMPOSICAO E COMPOSICAO POR
POLIGONOS

Este método consiste em decompor ou compor o poligono, em outros poligonos mais
conhecidos, como o triangulo, o retangulo e o paralelogramo, com o intuito de calcular as areas
desses poligonos separadamente e, no final, fazer a soma total das areas (em alguns casos, ao
invés de somar, € realizado a diferenca de area do poligono maior e do menor).

Foi visto, anteriormente, como calcular area de alguns poligonos irregulares mais
conhecidos, como o paralelogramo, o trapézio, entre outros. Mas, 0 método da decomposicéo e
composicdo por poligonos pode ser utilizado com qualquer poligono irregular, como por

exemplo o hexagono a seguir:

Figura 2.1 - Hexagono na malha quadriculada.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra
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Para calcular a sua area, basta dividi-lo em outros poligonos conhecidos e calcular
separadamente suas areas. A &rea do hexagono sera a soma das area de todos os poligonos que

0 compd0e. Veja:

Figura 2.2 - Hexagono subdividido em outros poligonos

>
&

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

Observe que o poligono esté inserido numa malha quadriculada. A malha quadriculada
é formada por pequenos quadrados e cada quadrado sdo chamados de unidades de area (u.a).

Como o hexagono foi dividido em outros trés poligonos: um quadrado e dois triangulos
congruentes, a area do poligono ABCDEF sera a soma das areas dos poligonos ABDF, BCD,
FDE.

A(ABCDEF) = A(ABDF) + A(BCD) + A(FDE)
Como,
A(ABDF) = 5.5 = 25u.a.

A(BCD)—3'5—15—75
=5 =5 = u.d.
3.5 15
A(FDE) = T = 7= 7,5 u.a.

Entdo, A(ABCDEF) =25+ 7,5+ 7,5 = 40 u.a.
2.1.1 O uso do Tangram para a introdugdo ao Célculo de areas

O tangram é um quebra-cabeca chinés, que possui sete pecas, que se encaixam sem
sobrepor, formando um quadrado. Todas as pegas sdo utilizadas para formar diversas figuras,

sem sobreposi¢do, mantendo assim a area inicial do quebra-cabeca.
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O Tangram é formado por 7 pecas: 2 triangulos grandes, 1 triangulo médio, 2 tridngulos

pequenos, 1 quadrado e 1 paralelogramo. Veja:

Figura 2.3 - TANGRAM

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Com essas pegas (tans), é possivel criar diversas formas e figuras.

Além de agucar a criatividade, o tangram pode ser usado para o estudo de algumas
figuras geométricas, para o estudo do célculo de perimetro, estudo dos angulos internos dos
poligonos, estudo dadrea, fracéo, porcentagem, entre outros. Como 0 nosso estudo € sobre area,
0 enfoque seré direcionado para o estudo de areas, com a utilizagdo do Tangram.

A seguir um pouco da histdéria do Tangram, através de sua lenda:

"Conta a lenda que um jovem chinés despedia-se de seu mestre, pois iniciara uma grande
viagem pelo mundo. Nessa ocasido, o mestre entregou-lhe um espelho de forma quadrada e disse:

- Com esse espelho vocé registrara tudo que vir durante a viagem, para mostrar-me na volta.

O discipulo, surpreso, indagou:

- Mas mestre, como, com um simples espelho, poderei eu Ihe mostrar tudo o que encontrar
durante a viagem?

No momento em que fazia esta pergunta, o espelho caiu-lhe das méos, quebrando-se em sete
pegas.

Entdo o mestre disse:

- Agora vocé podera, com essas sete pecas, construir figuras para ilustrar o que viu durante a
viagem.
Lendas e histérias sempre cercam objetos ou fatos de cuja origem temos pouco ou nenhum
conhecimento, como é o caso do Tangran. Se é ou ndo verdade, pouco importa: o que vale é a magia,
propria dos mitos e lendas."*

*Retirado do livro: Aprender vale a pena. (1998) Mdédulo 2. Secretaria do Estado de Sdo Paulo.
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Como Tangram, ap0s contar sua lendae os estudantes manipularem livrementeas pecas
(montarem vérias figuras utilizando as setes pecas),hd a possibilidade do ensinode area, atraves
da comparacao de area das figuras e da decomposicdo de um poligono P em n poligonos
(Py, Py, Ps,...,B,),de formaque P = P, + P, + P3+...+P,.

Quando o professor apresentar o Tangram para o0s estudantes, é importante ensina-los a
construi-lo. Ha varios sites e videos na internet que ensinam a construir um Tangram, como por
exemplo, o site Educador Brasil Escola (Canal do Educador).

Durante a construgdo do Tangram, varios conceitos podem ser ensinados, ou
relembrados, como vértices, ponto médio, segmento de reta, paralelismo e perpendicularismo
entre retas, relembrar os nomes de alguns poligonos e sua definicdo, entre outros.

Com o Tangram fisico pronto, os estudantes devem ser desafiados a montarem figuras
de varios niveis de dificuldades, utilizando as setes pecas e sem sobreposi¢ao. Lembre-se de
perguntar, quando terminarem, aarea de cada figura que formaram. E importante que entendam
que utilizando as setes pecas, sem sobreposicdo, a drea sera sempre a mesma, nao importa que
figura tenha montado. E faga perguntas do tipo, como isso é possivel? Por que todasas figuras
mantiveram a mesma area?
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Figura 2.4 - Figuras construidas com pegas do Tangram.
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Fonte: https://rachacuca.com.br/raciocinio/tangram/classicos/

E importante o Tangram fisico, para que o alunos possam manipula-lo, mas nadaimpede
que, apos essa manipulacéo, o professor apresente o Tangram Online, para que os estudantes

possam fazer algumas atividades programadas pelo professor.
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TANGRAM ONLINE

Figura 2.5 - Tangram Online.

Pecas do Tangram: conceitos de area e perimetro.

Autor: annapalhano

Téplea: Area

Acesse o link: http://www.geogebratube.org/material/show/id/56393

Como Tangram online, também pode serexplorado o conceito de area de outras formas,
basta fixar uma das figuras como sendo uma unidade de area e, a partir dela, utilizando
sobreposicao, calcular quantas unidades de areatem as demais figuras. Caso queira, pode fixar

o0 quadrado damalhaquadriculada, que estd comopano de fundo, comouma unidade de medida
e, dessa forma, verificar a area de cada figura que compde o tangram online.

Exemplo 2.1. Observe o Tangram online na malha quadriculada.
a) Considerando que cada quadrado da malha quadriculada representa 1 unidade de area,

escreva dentro de cada peca do tangram a sua unidade de area. Faca o calculo utilizando duas

maneiras diferentes, em uma delas deve ser utilizada a férmula da area.

Figura 2.6 - Pegas do Tangram (Tangram Online).

= GeaoGebra

Pecas do Tangram: conceitos de area e perimetro.
Autor: annapalhano

Topico: Arca

\(|
e

0

Fonte: http://www.geogebratube.org/material/show/id/56393

18


http://www.geogebratube.org/material/show/id/56393

Resolucgédo:
Maneira 1:Uma das maneiras utilizadas pode ser a contagem dos quadradinhos (unidade de
area), que “cabem” em cada figura:
v Triangulo Grande: 2 quadradinhos e 4 metades de quadradinhos, totalizando 4
unidades de area.
v Triangulo Médio: 1 quadradinho e 2 metades de quadradinhos, totalizando 2
unidades de éarea.
v Triangulo Pequeno: 2 metades de quadradinhos, totalizando 1 unidade de area.
v" Quadrado: 4 metades de quadradinhos, totalizando 2 unidades de area.
v’ Paralelogramo: 1 quadradinho e 2 metades de quadradinhos, totalizando 2
unidades de area.
Como séo 2 triangulos grandes, 1 tridangulo médio, 2 triangulos pequenos, 1 quadrado
e 1 paralelogramo, a soma das areas da pe¢as do tangram é: 4 +4+2+1+ 1+ 2+ 2,

totalizando 16 unidades de area.

Maneira 2: Uma outra maneira seria calcular todas as areas, utilizando a formula.

Area do Triangulo Grande:

b.h 4.2 8
Arc :T:T:§:4u'a'
Area do Triangulo Médio:
b.h 2.2
Ary =7=T=E=2u.a.
Area do Triangulo Pequeno:
b.h 2.1
Arp =T=T=§=1u'a'

Area do Quadrado:

Primeiro é preciso encontrar a medida do lado do quadrado. Observe que o lado do
quadrado tem a medida da diagonal do quadradinho da malha quadriculada. Utilizando o
Teorema de Pitagoras, encontramos a medida do lado do quadrado do Tangram.

x?2 =12 412
x =42
Portanto, o lado do quadrado mede +/2 unidades de comprimento.
Com posse da medida do lado do quadrado, tem-se que:

AQ=l2=(\/§)2=\/Z=2u.a.

Area do Paralelogramo:
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Ap=b.h=2.1=2u.a.

Area Total do Tangram

Como séo 2 triangulos grandes, 1 tridangulo médio, 2 tridngulos pequenos, 1 quadrado
e 1 paralelogramo, tem-se que a soma das areas da pecas do tangram é:

Arangram = 247 + Ay +24p + Ay + Ap
Arangram =2.4+2+2.1+2+2
Arangram =8+2+2+2+2
Arangram = 16 u.a.

Exemplo 2.2. Com todas as peg¢as do Tangram online, monte um cisne e calcule a sua area.

Figura 2.7 - Cisne (construido com Tangram).
= GeoGebra

Fonte: cisne construido através do Tangram Virtual - link: http://www.geogebratube.org/material/show/id/56393

Observe que, uma vez calculada a area de todas as pecas do tangram (estipulado a
unidade de medida), qualquer figura que for montada utilizando todas as pecas, sem
sobreposicao, tera a mesmaarea. Essa area sera a soma das areas de todas as pecas do tangram.
Portanto, a &rea do cisne seré:

Areaisney = 2.Arg + 1. Apy + 2. A7p + 1.Ap + 145

Are = Area do Triangulo Grande

Ay = Area do Tridngulo Médio

Arp = Area do Triangulo Pequeno

A, = Area do Quadrado

Ap = Area do Paralelogramo

Logo:

Areaiisney =2.4+1.24+2.1+1.2+1.2
Areaqisney =8+2+2+2+2
Area isne) = 16 u.a.

Outras figuras devem ser montadas e calculadas as suas areas, para que o0 estudante
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entenda que, qualquer figura montada com as mesmas pecas, sem sobreposicéo, resultard na

mesma medida de area.

2.1.2 Regra do Cadarco ou Formula da Area de Gauss para o Calculo da Area de

Poligonos

A Regra do Cadargo ou Formula da Area de Gauss € uma outra maneira de calcular a
area de um poligono. Esta formula pode ser utilizada para o calculo da medida da area, mas é
importante que o estudante, neste momento, ja possua clareza sobre a definicdo de area.

O matematico alemao, Johann Carl Friedrich Gauss, descobriu uma formula para
calcular a &rea de um poligono qualquer, utilizando as coordenadas cartesianas dos vértices do
poligono. Essa formula, conhecidacomo Férmula da Area de Gauss ou “Regra do Cadargo”,
serd abordada neste topico como mais uma técnica para o calculo da area de poligonos.

O método de Gauss baseia-se no célculo da dupla &rea da poligonal. Para entender
exatamente 0 que é este método e como a area é calculada serd realizada algumas

demonstracdes.

Demonstrac¢do da Formula de Gauss através do calculo da &rea de um Tridngulo:

O triangulo ABC, comcoordenadas A = (3,1),B = (5,2),C = (7,5) éaéareapoligonal
que sera calculada. Para o calculo da area, sera utilizado o método de Gauss, que para calcular
a area do Triangulo ABC, ira se basear na soma e na subtracdo da area de trapézios formados
pelos veértices e pelas projecdes sobre os eixos X e y. A demonstracdo sera realizada com a base
dos trapézios no eixo X.

Figura 2.8 - llustragdo do triangulo ABC.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.
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Figura 2.9 - llustragdo do trapézio DECA.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Figura 2.10 - llustragdo do trapézio DFBA e do trapézio FECB.

@

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Observe que a areado triangulo ABC ¢é igual a diferencaentre a area do trapézio DECA

e a soma das areas dos trapézios DFBA e FECB.

Figura 2.11 - Diferenga entre a area do trapézio DECA e a soma das areas dos trapézios DFBA e FECB.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Tem-se que:

Area (ABC) = Area (DECA)— |Area (DFBA) + Area (FECB)]

Como,

(7—3).(5+1)_7.5+7.1—3.5—3.1

Area (DECA) = > >
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(5-3).(1+2) 5.1+5.2-3.1-3.2
2 - 2

(7-5).(2+5) 7.2+47.5-5.2-5.5
2 - 2

Area (DFBA) =

Area (FECB) =
Entéo:

Area (ABC) = Area (DECA) — [Area (DFBA) + Area (FECB)]
p 1
Area(ABC)=E[(7.5+7.1—3.5—3.1)—(5.1+5.2—3.1—3.2)—(7.2+7.5—5.2
—5.5)]

. 1
Area(ABC)=§[7.5+7.1—3.5—3.1— 5.1-5.2+3.1+3.2-7.2—-7.5+5.2

+5.5]

. 1
Area(ABC)=§[(7.5+7.1+3.1+3.2+5.2+5.5)—(3.5+3.1+ 5.1+5.2+7.2

+7.5)]

. 1

Area(ABC)zE[(35+7+3+6+10+ 25)— (15+3+ 5+ 10+ 14+ 35)]
. 1
Area (ABC) = 5[86—82]

, 1
Area (ABC) = > 4

Area (ABC) =2 u.a.

Generalizando o calculo da area de qualquer tridngulo e considerando os seguintes

pontos: A = (xq,v1),B = (x,,y,) e C = (x3,y3), tem-se que:

Figura 2.12 - Triangulo ABC no plano cartesiano.

&
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Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.
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. 1
Area (ABC) = §|[(x3 —x1)- (3 +y1) = (xz —x1). (V2 + y1) — (x3 —x2).(y3 + )]l

Como ndo existe area negativa, o célculo deve estar entre médulos.
. 1
Area (ABC) = El[(xs-% + X391 —X1.Y3 —X1.¥1) — (X2.Y2 X271 — X1y, —X1.y1) — (X3.Y3

+ Xx3.¥, —Xx2.¥3 — x2. )]

. 1
Area(ABC) = §|[x3-3’3 +X3.Y1 = X1.Y3 X1 Y1~ X2.Y2 — X2 Y1 tX1. Y2 +X1.Y1 —X3.)3

—X3.¥2 + X2.¥3 + X5.,]l

Reorganizando, tem-se:

. 1
Area (ABC) = 5 (131 +%1.¥2 + X2.¥5 +X5.¥3 + X3.91 + X3.y3) — (X1.y1 + X1.y3 + X2.);

+X3. Y, + X3.¥, +x3.¥3)]

, 1
Area (ABC) = E|[(x1-Y1 —x1.y1) + (X1 Y2 = xy1) + (X2. Y2 — X2.¥2) + (X2.¥3 — X3.Y3)
+ (X3.¥1 — x1.¥3) + (x3.¥3 — x3.3)]|

. 1
Area (ABC) = E'[O + (x1.y2 —x2y1) + 0 + (x2.¥3 — x3.¥,) + (X3.¥1 — x1.¥3) +0]|

. 1
Area (ABC) = E I[Cx1.y2 —x211) + (x2.y3 — x3.¥2) + (x3.¥1 — x1-3’3)]|

Portanto, a &rea de triangulo qualquer, pode ser obtida através da formula:

. 1
Area (ABC) = 5 I[Cx1-y2 = x290) + (X2 ¥3 — x3.2) + (x3.y1 —x1.¥3)]l
Demonstracdo da Formula de Gauss através do calculo da area de um Quadrilatero:

O quadrilatero ABCD, comcoordenadasA = (3,2),B = (5,1),C = (7,2)e D = (4,4)
é a areapoligonal que seracalculada. Parao calculo daarea, sera utilizado novamente o método
de Gauss, com a soma e a subtracdo da area de trapézios formados pelos vértices e pelas
projecdes sobre 0s eixos x e y. A demonstracdo sera realizada com a base dos trapézios no eixo

X.

24



Fonte: aautora, com utilizagdo

Figura 2.13 - llustragcdo do quadrilatero ABCD.
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do Geogebra.
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Figura 2.14 - llustragdo do trapézio EFDA e do trapézio FGCD.
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Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Figura 2.15 - llustragdo do trapézio EHBA e do trapézio HGCB.

@
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Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

D
B
E3 4 15 5

Note que a area do quadrilatero ABCD ¢€ igual a diferenca entre a soma da area dos
trapézio EFDA e FGCD e a soma das areas dos trapézios EHBA e HGCB.

Figura 2.16 - Area do quadrilatero ABCD .

-7
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Fonte: a autora, com utilizagdo do Geogebra.

Tem-se que:
Area (ABCD) = [Area (EFDA) + Area (FGCD)] — [Area (EHBA) + Area (HGCB)|
Area (ABCD) = Area (EFDA) + Area (FGCD) — Area (EHBA) — Area (HGCB)

Como,
. (4-3).(4+1) 4.4+4.1-3.4-3.1
Area (EFDA) = =
2 2
. (7—4).(5+4) 7.5+47.4—4.5—4.4
Area (FGCD) = =
2 2
. 5-3).(2+1) 5.2+45.1-3.2-3.1
Area (EHBA) = =
2 2
. (7-5).(5+2) 7.54+7.2—-5.5-5.2
Area (HGCB) = =
2 2
Entéo:

Area (ABCD) = Area (EFDA) + Area (FGCD) — Area (EHBA) — Area (HGCB)
4.4+41-3.4-3.1 7.5+7.4—4.5-4.4 5.2+5.1-3.2-3.1
+ —

2 2 2
7.54+47.2—5.5—-5.2
- 2

Area (ABCD) =

. 1
Area(ABCD)25[(4.4+4.1—3.4—3.1)+(7.5+7.4—4.5—4.4)

-(.245.1-3.2-3.1)-(7.5+7.2—-5.5-5.2)]

. 1
Area(ABCD)zz[(16+ 4—12-3)+(35+28—-20—16)—(10+5—-6—3)

—(35+14—-25-10)]

Area (ABCD) = %[(5) + (27)-(6) — (14)]
. 1
Area (ABCD) = 3 [32 —20]

. 1
Area (ABCD) = 5 [12]
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Area (ABCD) = 6 u.a.

Generalizando o calculo da area de qualquer quadrilatero e considerando os pontos:

A = (X1,Y1),B = (XZJYZ)JC = (XB;Y3) e D = (X4,}’4), tem-se que

Figura 2.17 - Célculo da area do quadrilatero ABCD (generalizada).

Fonte: a autora, com utilizacdo do Geogebra.

Como néo existe area negativa, o calculo deve estar entre médulos.

. 1
Area (ABCD) = E| [Crg—20).(v1 + ¥a) = (e —x3). (V3 + ya) = (x3—x3).(y2 +¥3)

— (X, —x1).(y1 + ¥2)1I

, 1
Area (ABCD) = E| [Cep.yq + x4.Y5 — x1.¥1 — X1.Y4) — (X4.Y3 + X4 Y4 — X3.Y3 — X3.Y4)

- (x3.y2 +X3.¥3 = X2.Y2 — xz-J/3) — (X yq +x2.72 — x1.y1 — x1.7)]
; 1
Area (ABCD) = §|[x4-Y1 T X4.Y4—X1.Y1 —X1.Ya — X4.Y3 — X3.Y4 T X3.Y3 +X3.Y4 — X3.Y>
— X3.Y3 T X2.¥, T X3.¥3 — X2.¥1 — Xp.Y, + X1.y1 +x1.7,]|

Reorganizando:
. 1
Area (ABCD) = §|[(x1-}’1 + X1V, F X0V + X053+ X3.V3 +X3.V4 + X4V, + X4 Va)

— (X1.y1 F X1 Y4 X0 Y1 F X5V, FX3. V0 + X3.Y3 +X4.Y3 + X4 V)]

., 1
Area (ABCD) = E'[(xr}ﬁ —x1.Y1) + (X1.¥2 = x2y1) + (X2.Y2 —X3.92) + (X2.¥3 — X3.Y2)

+ (x3.¥3 = X3.¥3) +(X3. ¥4 — X4.Y3) + (X4.Y1 — X1.Y4) + (X4. Y4 — X4. Y]l

; 1
Area (ABCD) = 5 1[0+ (x1.y2 —2x2.¥1) + 0+ (x2.y3 —x3.¥5) + 0+(x3.¥4 — X4.¥3) + (X4.1

—x1.Y4) + 0]
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Portanto, a rea de um quadrilatero qualquer, pode ser obtida através da férmula:

1
A= El[(xl'YZ —X2.y1) + (%2.¥3 — %3.¥2)+(X3.¥s — %4.Y3) + (X4-y1 — x1.Ya)]l
Demonstracdo da Férmula de Gauss através do célculo da 4rea de um Pentagono:

O Pentagono ABCDE, com coordenadas A = (4,1), B = (8,1),C = (8,4), D = (4,4)
eE = (1,2) é aéreapoligonal que sera calculada. Parao calculo daarea, serd utilizado o método
de Gauss, que para calcular a area do Pentdgono ABCDE, ira se basear na soma e na subtragdo
da area de trapézios formados pelos vértices e pelas projecdes sobre 0s €ixos X e y. Essa

demonstracéo sera realizada com a base dos trapézios no eixo X.
Figura 2.18 - llustragdo do Pentagono ABCDE.

D c @

] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonte; a autora, com utilizacdo do Geogebra.

A area da proxima figura sera chamada de Area 2, que é a soma da éarea do trapézio
FGDE com o trapézio GHCD.

Figura 2.19 - llustragdo do trapézio FGDE e do trapézio GHCD.
. D c @&

2 3 5 6 7 9 10

Fonte: a autora, com utilizagdo do Geogebra.

Serd chamada de area 1 a soma do trapézio FGAE com o trapézio GHBA.
Veja:

Figura 2.20 - llustragdo dotrapézio FGAE e do trapézio GHBA.

c @&

Fonte: a autora, com utilizacdo do Geogebra.



Observe que & area do Pentagono ABCDE ¢ a diferenca entre a area 2 e area 1.

Figura 2.21 - Area do Pentdgono ABCDE.

Fonte: a autora, com utilizagdo do Geogebra.

Ou seja,

Area 2 — Area 1= Area ABCDE

(Area FGDE + Area GHCD) — (Area FGAE + Area GHBA) = Area ABCDE
Area FGDE + Area GHCD — Area FGAE — Area GHBA = Area ABCDE

Como,

. 4-1).(4+2) 4.44+4.2-1.4-1.2
Area FGDE = =

2 2
. (8—4).(4+4) 8.4+8.4—4.4—4.4
Area GHCD = =

2 2
, 4-1.(1+2) 4.1+4.2-1.1-1.2
Area FGAE = =

2 2
. (8—4).(1+1) 8.1+8.1—-4.1—-4.1
Area GHBA = 2 = >

Tem-se entdo, que:

Area FGDE + Area GHCD — Area FGAE — Area GHBA = Area ABCDE

. 1
AreaABCDE=§[(4.4+4.2—1.4—1.2)+(8.4+8.4—4.4—4.4)

-(414+44.2-1.1-1.2)-(8.1+8.1-4.1—-4.1)]

. 1
AreaABCDE=§[4.4+4.2—1.4 -1.2+8.4+8.4-4.4-4.4-4.1-4.2+1.1

+1.2-8.1-8.1+4.1+4.1]
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. 1
AreaABCDE=E[16+8— 4—2+32+32-16—-16—-4—-8+ 1+2—-8—-8+4+4]

Reorganizando:

. 1
Area ABCDE =5[(16+8+32 432+ 142+ 4+ 4) (4 +2+16+16+4+8+8 +8)]
. 1
Area ABCDE = 3 [(99) — (66)]
. 1
Area ABCDE=Z[33]

, 33
Area ABCDE = 7

Area ABCDE = 16,5 w. a.

Generalizando o célculo da area de qualquer pentagono e considerando 0s seguintes

pontos: A = (x,y1),B = (x3,¥,) ,C = (x3,¥3),D = (x4,y,) e E = (x5,y5 ), tem-se que:

Figura 2.22 - llustragdo do Pentagono ABCDE.

v S

%

Fonte: a autora, com utilizagdo do Geogebra.

Entdo:

Figura 2.23 - Calculo da area do pentagono ABCDE (generalizada).

Fonte: a autora, com utilizacdo do Geogebra.

Como ndo existe area negativa, o calculo deve ser efetuado entre modulos.
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, 1
Area (ABCDE) = §|[(xz —x1). (V1 +¥2) + (x3— x2). (V2 + y3) F (x4 —x3).(¥3 +ya)

+ (x5 = x4). (Va2 +y5) — (x5 — x1).(y1 + y5)]I

. 1
Area (ABCDE) = El[(xz.yl +x2.y2 - x1-3’1 - xl.}’z) + (X3.y2 +x3.y3 - xz.yz _x2.y3)

+ (x4.y3 + X4.Ys — X3.¥3 —X3.¥4) + (X5.Y4 + X5.Y5 — X4.Y4 — X4.Y5)
— (x5.y1 +x5.Y5 —x1.y; —x1.¥5)]|

. 1
Area (ABCDE) = El[xz.yl +x2.y2 _xl.yl _xl.yz + x3.y2 +x3.y3 - xZ.yZ _xZ.y3 +x4.y3
t+X4.Y4 —X3.Y3 —X3.Y4 T X5.Y4 + X5.Y5 = X4.Y4 — X4.Y5— X5.Y1 — X5.Y5
+x1.y1 +x1.Y5]l
Reorganizando, tem-se:
. 1
Area (ABCDE) = > I¢1.y1 + X1V +X0.91 + X0. V5 +X3.Y, + X3.V3 + X4.V3 + X4.V4 + X5. Vs

+X5.Y5 —X1.Y1 —X1.Y2 —X2.Y2 —X2.Y3 — X3.Y3 —X3.Y4 — X4.Y4a — X4.Y5

— X5.Y1 — X5.Ys]|

, 1
Area (ABCDE) = E|[(x1-3’1 —x1.Y1) + (=x1.Y2 +x291) + (X2. ¥, — x%2.¥2) + (—x2.¥3 + X3.Y3)

+ (x3.y3 — X3.Y3)H(—X3. Vs + X4.¥3) + (X4. Y4 — X4.Y4) + (—X4. Y5+ X5.Y4)
+ (—x5.y1 + x1.¥5) + (X5.¥5 — x5.¥5)]|

, 1
Area (ABCDE) = El [04 (—x1.y5 +x,¥1) + 0 + (—x5. 75 + x3.7,) + 0+(—x3.,4

+%4.¥3) + 04 (—=x4.¥5 + X5.y4) + (—X5.y; + x41.Y5) + 0]|

. 1
Area (ABCDE) = 5 I[(=x1.72 +x2¥1) + (=x2.¥3 + x3.¥2)+(—X3. Y4 + x4.¥3) + (—x4.¥5

+x5.Y4) + (—x5.y1 +x1.¥5)]
Ou

, 1
Area (ABCDE) = E|[(x1-3’2 = Xy1)+ (X2.¥3 —X3.Y2)+(X3.Y4 — X4.Y3) + (X4.Y5 — X5.Vs)

+ (x5.y1 — x1.¥5)]

Portanto, a rea de um pentagono qualquer, pode ser obtida através da férmula:
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1
A= §| [(x1.72 = X201) + (X2.¥3 — X3.Y2)+(X3.Ys — X4.Y3) + (X4.Y5 — X5.Y4) + (X5.)1

—x5.y5)]l

O mesmo célculo realizado para conseguir a area de um triangulo, de um quadrilatero e
de um pentagono, pode ser utilizado para conseguir a area de qualquer poligono. Seguindo o

mesmo raciocinio, Gauss criou a formula que sera vista em seguida.
Férmula de Gauss para o calculo de &rea de um poligono:

Dado um poligono A;A,A3A, A,, no plano cartesiano XOY, tem-se que as
coordenadas dos vértices séo 0s pontos 4; = (x;,¥;), com 1 <i <n, onden é o niumero de
vértices do poligono. Com as coordenadas dos vértices do poligono estudado e aplicando a
formula a seguir , sera encontrada a &rea do poligono em questdo.

Como ja mencionado anteriormente, a Formula de Gauss fundamenta-se na soma € na
subtracao da area de trapézios formados pelos vértices e pelas projecdes sobre os eixos X e y.
Essa formula pode ser expressa por diferentes equacdes, como a que sera vista a seguir:

Férmula para o calculo da area de um poligono simples qualquer:

n—-1

A= <. Z(xi)’i—l — Xi—1Y) + (Y1 — x190)
i=1

N =

Exemplo 2.3. Calcule a area do poligono ABCD e a area do poligono EFGH e verifique

qual possui a maior area.

Figura 2.24 - Poligonos ABCD e EFGH no plano cartesiano.

Fonte; a autora, com utilizacdo do Geogebra.
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Resolugédo:
Utilizando a utilizando a Formula de Gauss, primeiro sera calculada a areado poligono ABCD.

A=(13);B =(4,0);C=(55):D = (25)

. 1
Area (ABCD) = >

n—-1
Z(xiYi—l — X1 Yi)+ (py1 — x19)
i=1

. 1
Area (ABCD) = §.|(4.3—1.0)+(5.0—5.4)+(2.5—5.5)+(1.5—3.2)|
P 1
Area (ABCD) = 5.|12-20 - 15—1]
] 1
Area (ABCD) = .|12 - 36|
p 1
Area (ABCD) = 7 [—24]|
Area (ABCD) = 12 w.a.
Em seguida, sera calculada a area do poligono EFGH.
Como: E = (9,1); F = (13,2); G = (15,4); H = (10,4)
e

n—-1
. 1
Area (ABCD) = > Z(xiyi—l = X1 ¥)+ Oy — x1%)

=1

Entao:

) 1
Area (EFGH) = 5.1(13.1~2.9) +(15.2 ~4.13) + (10 .4 —4.15) + (9.4~ 1.10)|

. 1
Area (EFGH) = 5.1(13 = 18) + (30— 52) + (40— 60) + (36 — 10)|
, 1
Area (EFGH) = > |-5—22-20+ 26|
. 1
Area (EFGH) = > |—47 + 26|
. 1
Area (EFGH) = 7 [—21]

. 1
Area (EFGH) = > 21

Area (EFGH) = 10,5 w.a.
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Comparando as areas dos poligonos:
Area (ABCD) = 12 u.a. eArea (EFGH) = 10,5u.a.

Conclui-se que o poligono ABCD tem &area maior que o poligono EFGH.

Exemplo 2.4. Calcule a &rea do poligopno ABCDEFG, utilizando a Férmula da areade Gauss.

Figura 2.25 - Poligono ABCDEFG.

Fonte: a autora, com utilizacdo do Geogebra.

Resolugéo:

Observe que este exercicio é facil de resolver utilizando apenas a contagem do
quadradinhos e multiplicando posteriormente por 4, uma vez que cada quadrado possui
2 unidades de lado, portanto 4 u.a.

Sao 16 quadradinhos inteiros e 6 metades, totalizando 19 quadradinhos.

Como cada quadradinho tem area 4 u. a., entdo:

Area (ABCDEFG) = 4.19 = 76 u.a.

Utilizando a “Férmula da Area de Gauss”, calcula-se a area do poligono ABCDEFG.
Como os pontos do poligono ABCDEF séo:
A=(4,8); B=(10,2); C = (10,6); D = (20,6); E = (20,10); F = (10,10); G = (10,14)

Utilizando a férmula da Area de Gauss:

n-1
1

A= 5 Z(xiyi_l = XY + ey — X1Y)

i=1

Tem-se, que:
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Area (ABCDEFG)=7~.1(10 .8 —4.2) + (10.2 - 6.10) + (20 .6 —6.10) +

(20.6 —10.20)+ (10.10—-10.20)+ (10.10— 14.10) + (4.14—8.10)|

) 1
Area (ABCDEFG) = -.172 — 40 + 60 — 80 — 100 — 40 — 24|
) 1
Area (ABCDEFG) = -.|132 - 284]
) 1
Area (ABCDEFG) = >.|152|

) 1
Area (ABCDEFG =) = .152

Area (ABCDEFG) = 76 u.a.

A Férmula de Gauss e a Regra do Cadarco (Shoelace Theorem):

A Regra do Cadargo (ou Teorema do Cadarco) € utilizada para determinar a area de
poligonos, inseridos num sistemas de coordenadas cartesianas, através das coordenadas dos
seus vértices. E chamada de Regra do Cadargo ou Férmula do Cadarco, por conta da constante
multiplicacdo cruzadaentre as coordenadas dos vertices do poligono. Este método foi exposto
por Meister em 1769 e por Gauss em 1795 (Formula de Gauss). E aplicada na topografia, na
agrimensua, na sivilcultura, entre outros.

A Regra do Cadargo pode ser demonstrada dividindo o poligono em tridangulos, em
seguida calculando a area de cada triangulos obtido quando o poligono foi dividido e por fim
somando essas areas.

Seja P um poligono com vertices (x1,¥2), (x2,¥2), ..., ( X, yn) listados em sentido
horério ou anti-horario. Entdo, a &rea de P é:

1
C'q:E'(xl- Vot Xg . Yo+t Xp g YntXn. Y1) —(Xa. Y1+ X3. Yo+t X1 Y)

Demonstracdo da Regra do Cadarco para o calculo da Area de um Triangulo

O triangulo, com coordenadas (xq,v;), (x2,¥2), (x3,y3) € a area poligonal que sera
calculada.

Seja A a area do tridngulo que deseja-se calcular, R a rea do retangulo circunscrito ao
triangulo, em que pelo menos um dos vértices do tridngulo coincida com um dos vertices do

retangulo, como na figura a seguir.
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Figura 2.26 - Triangulo ABC no plano cartesiano - Demonstragdo da Regra do Cadargo.

@

o¥2:¥2)

(X3.¥s)

(X4.¥4)

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Veja que, além do triangulo inicial, aparecem outros trés que possuem area B, C e D.
Tem-se que:

A=R-B-C-D

Como as areas dos outros trés triangulos séo:

1 1
B = E (K= x). Oy —y1) = E[(xz-}’Z + x1.¥1) — (1.2 +x2.91)]

1 1

C= 2 (x3—x2).(y, —y3) = E[(x3-3’2 +x5.53) — (.52 +x3.3)]
1 1

D= 2 (3 —x).(y3—y1) = E[(x3-J’3 +x1.y1) — (X371 +2x1.3)]

E a area do retangulo é:
R=(x3—x1).(y; —y1) = [(x3.75 +x1.1 ) — (x1.¥, + x3.5, )]
Entéo:
A=R—-B—-C-D
1
A= [(x3.7, +x13.¥1) — (x1.¥5 +x3.¥,)] —E[(xz-)’Z +x1.y1 ) — (X1.¥5 + x2.51)]
[(x3.90 +2x5.y3) — (x3.95 + x3.5 )]

[(x3.y3 +x1.y1)— (x3-J’1 + X1.Y3 )]

N|+= N| =

1
A= [(3.y, +x1.y1) — (x1.y2 +x3.51)] —E[(xz-)’Z +x1.y1) — (x1.y, +x2.91)]
1
—E[(x&}’z +x5.y3) — (x2.y, + x3.3)]

1
—E[(xs-}% +x9.y1) — (x3.y1 + x1.3)]
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Logo: A = §|(x1-y2 +x5.y3 + x3.¥1) — (¥1.%5 +¥2. X3 + 3.2 )|

A Regrado Cadarco pode sergeneralizadaparaqualquer poligono,porque todospodem
ser decompostos em triangulos. Portanto, aférmula parao calculo da areade qualquer poligono
é:

n-1

Z(xiyi—l — X1 Y) + (X Y1 — x1)

=1

A—l
=5

Observe que chegamos na mesma Férmula de Gauss.

Fazendo jus ao nome “Regra do Cadar¢o”

Como mencionado anteriormente, a Regra do Cadargo possui este nome por conta da
constante multiplicagdo cruzada entre as coordenadas dos vértices do poligono, o que lembra
quando “trancamos” o cadargo do ténis.

Para utilizar a Regra do Cadarco, primeiro coloca-se os vértices do tridngulo numa
matriz 4x2. O numero de colunas deve ser 2, com primeira coluna sendo para as abcissas e a
segunda coluna para as ordenadas.

Cada linha da matriz deve ser preenchida por um vértice, iniciando por qualquer um, os
demais mantendo o sentido anti-horario. A Gltima linha deve ser igual a primeira linha.

Entdo:

A=(1,2),B=(6,2) eC=(1,5).

[SSRN o}

Utilizando a formula:

n-1
Z(xiYi—1 —xi1Y) + (Y1 — x1¥,)

=1

A—l
=5

Tem-se:

. 1
Area (ABC) = §.|(6. 2—-2.1)+(1.2-6.5)+(1.5-2.1)]

Area (ABC) = % (12-2)+ (2-30) + (5—2)|
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) 1
Area (ABC) = 5.1(10) + (-28) + (3)]
) 1
Area (ABC) = > |10 — 28 + 3|

1
|13 — 28]

Area (ABC) = >

p 1
Area (ABC) = > |13 — 28|
. 1
Area (ABC) = 5.|—15|
. 1
Area (ABC) = > 15

. 15
Area(ABC) = 5

Area(ABC) = 7,5 u.a.

Ou

Area(ABC) = 7,5 u?.

Embora a determinacdo da &rea de um poligono nos leve a uma férmula, é importante
que o estudante saiba calcular essas areas atraves da composi¢do e decomposigdo do poligono
em outros poligonos, em que o calculo da area ja é conhecido. Se assim fizer, a aprendizagem
acontecera de maneira significativa e o estudante conseguira aplicar esse conhecimento na
determinacéo da area de qualquer poligono simples. E importante que o professor tenha cuidado
com o uso dessas formulas, para que o calculo da area ndo seja realizado de maneira

mecanizada, sem o estudante compreender o que esta fazendo.
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2.2 CALCULO APROXIMADO DE AREAS DE REGIOES POLIGONAIS
UTILIZANDO O METODO “MEDIDA DA AREA POR FALTA E MEDIDA DA AREA
POR EXCESSO”.

Um método que pode ser utilizado para obter-se a area aproximada de uma regido é o
de Medida da Area por Falta ou por Excesso. Neste caso, necessita-se inserir o poligono numa
malha quadriculada. Conta-se quantos quadradinhos inteiros ha no interior do poligono (area
por falta) e quantos quadradinhos inteiros cobrem o poligono (area por excesso). Este método
pode ser utilizado ndo s6 por poligonos, mas por qualquer figura plana. Além disso, quanto
menor forem os quadradinhos damalhaem que afigura forinserida, mais preciso serd a medida

da area.

Exemplo 2.5 Calcule a area aproximada do tridngulo ABC, a seguir, utilizando o método

“Medida da Area por Falta e Medida da Area por Excesso”.

Figura 2.27 — Triangulo ABC
C

A
Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

Resolugdo: Este método é utilizado para calcular a area aproximadado poligono por
falta ou por excesso.

Primeiro: inserir o triangulo ABC em uma malha quadriculada.

Figura 2.28 - Triangulo ABC inserido na malha quadriculada.

&k

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra
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Segundo: contar todos os quadradinhos inteiros, inseridos na figura. Veja que séo dois
quadradinhos inteiros, no interior da figura:

Figura 2.29 - Destaque aos quadradinhos internos do tridangulo ABC.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

Neste caso, a area aproximada do tridngulo ABC, por falta, é de 2 u.a.

Em seguida, sdo contados os quadradinhos que cobrem a figura (ou pertencem a figura,

inteiros ou ndo). Neste caso, existem treze quadradinhos cobrindo a figura.

Figura 2.30 - Destaque aos quadradinhos que cobrem o triangulo ABC.

@

ik,

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

Neste caso, a area aproximada do triangulo ABC, por excesso, € de 13 u.a.
Portanto, a &rea do tridngulo ABC é algo entre 2 u.a. e 13 u.a.
2u.a.< A(ABC) <13 u.a.
Observe que, neste caso, a area do triangulo ABC ficou dentro de um intervalo muito
grande. Para conseguir um intervalo menor, o triangulo deve ser inserido numa malha

quadriculadacom a unidade de medida de area (u.a.) menor (sera visto em outros exemplos).
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Esse método, pode ser utilizado também para o célculo aproximado de figuras ndo

regulares, como vé-se no proximo exemplo.

Exemplo 2.6 Calcule a area aproximada da figura a seguir (coracao), utilizando o Método da

Falta e Excesso.

Figura 2.31 - Desenho de um coragdo.

Fonte: a autora, com utilizagdo do Paint e do Geogebra

Resolugdo: Primeiro, a figura deve ser inserida numa malha quadriculada, com

quadradinhos de 1 ¢cm de medida do lado (area 1 cm?).

Figura 2.32 - Desenho de um coragdo na malha quadriculada.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Paint e do Geogebra

Segundo, sdo contados todos os quadradinhos inteiros, inseridos no interior da figura.

Observe, que sdo 18 quadradinhos inteiros no interior da figura.
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Figura 2.33 - Destaque aos quadradinhos no interior do coragdo.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Paint e do Geogebra

Neste caso, a area aproximada do coragdo, por falta, é de 18 u.a.
Em seguida, sdo contados todos os quadradinhos que cobrem a figura (ou pertencema

figura, totalmente ou ndo). Sdo 34 quadradinhos cobrindo a figura.

Figura 2.34 - Destaque aos quadradinhos que cobrem o coragao.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Paint e do Geogebra

Neste caso, a area aproximada do coragdo, por excesso, é de 34 u.a.

Portanto, a area A do coracgdo € algo entre 18 u.a.e 34 u.a.
18u.a.< A<34u.a.

Ou, seja

18 cm?2 < A < 34 cm?

Este método ser& mais preciso, quanto menor for o quadradinho da malha quadriculada
em que a figura for inserida.
Veja:

Para obter-se uma aproximacdo mais precisa, a figura sera inserida em uma malha
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quadriculada, com quadradinhos de % cm de medida do lado (&rea ‘—t cm?).

Figura 2.35 - Desenho de um coragdo na malha quadriculada (quadradinho de area % cmz).

Fonte: aautora, com utilizagdo do Paint e do Geogebra

Sao contados todos os quadradinhos inteiros inseridos no interior da figura (sdo 86
quadradinhos no interior da figura).

Figura 2.36 - Destaque aos quadradinhos no interior do coragdo (quadradinho de érea i cm?).

Fonte: aautora, com utilizagdo do Paint e do Geogebra

Neste caso, a area aproximada do coracgdo, por falta, é de 86 u.a.

Sao contados os quadradinhos que cobrem a figura (ou pertencem a figura, totalmente

ou ndo). Sdo 118 quadradinhos cobrindo a figura.

43



Figura 2.37 - Destaque aos quadradinhos que cobrem o coragdo(quadradinho de area icmz).

Fonte: aautora, com utilizagdo do Paint e do Geogebra

Neste caso, a area aproximada do coragédo, por excesso, é de 118 u. a.
Portanto, a &rea A do coragdo é algo entre 86 u.a.e 118 u.a.
86ua<A<118u.a.
Ou, seja
21,5 cm? < A < 29,5 cm?

Exemplo 2.7 Calcule a area aproximada do circulo com centro em A e raio igual a 2 centimetros.

Figura 2.38 - llustragdo de um circulo na malha quadriculada

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Resolucgédo:
Observe que essa figura plana, se trata de um circulo de centro no ponto A e raio de 2

centimetros. Sabe-se que o célculo da area do circulo é da forma: Agpcyio = m. 12

O raio desse circulo equivale a 2 unidades de lados dos quadradinhos da malha. Se cada



lado do quadradinho mede 1 centimetro, tem-se que a area do circulo é igual a:
Acirculo =T. 22 - Acirculo =4mn
Utilizandom = 3,14,tem — se:

Acireuto = 43,14 = Acircuio = 12,56 cm?

Utilizando outra técnica “Método de Falta e Excesso”:

Fazendo o calculo utilizando o Método de Falta e Excesso, tem-se:
i) Circulo na malha quadriculada (quadradinhos com 1 c¢m de lado).

Primeiro, destaca-se 0s quadradinhos inteiros dentro do circulo.

Figura 2.39 - llustragdo de um circulo na malha quadriculada (destaque aos quadradinhos inteiros no interior do circulo).

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Sdo 4 quadradinhos no interior do circulo (aproximacéo da area por falta).
Em seguida, cobre-se toda a regido do circulo e conta-se. Neste caso 16 quadradinhos
inteiros e sem sobreposicdo, cobrem toda a regido do circulo.

Figura 2.40 - llustragdo de um circulo na malha quadriculada (destaque aos quadradinhos inteiros no interior do circulo).

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.
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Portanto, a area do circulo estd entre 4 u.a. e 16 u. a.
4u.a.< Asreuo < l6u.a.
Como a medida do lado do quadradinho ¢ igual a 1 centimetro, entéo:

4 cm?.< Agrewo < 16 cm?

if) Circulo na malha quadriculada (quadradinhos com % cm de lado).

. , . 1
Inserindo o circulo, numamalha em que os quadradinhos medem S cm de lado, tem-se

32 quadradinhos no interior do circulo (aproximacgédo da area por falta).

Figura 2.41 - llustragdo de um circulo na malha quadriculada (destaque aos quadradinhos inteiros no interior do circulo).

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Cobrindo toda a regido do circulo, sdo 60 quadradinhos (aproximacéo da area por

excesso).

Figura 2.42 - llustragdo de um circulo na malha quadriculada (destaque aos quadradinhos inteiros que cobrem o circulo).

)
L

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

A area do circulo esta entre 32 u. a. e 60 u.a.
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32u.a.< Agreuto < 60 u.a.
Como a medida do lado do quadradinho é igual a ; cm, tem-se que a area de cada
. . 1
quadradinho equivale a - cm?.

Portanto:

8 cm?.< Agireuro < 15 cm?

iii) Circulo na malha quadriculada (quadradinhos com icm de lado)

Como visto anteriormente, o “Metodo de Falta e Excesso” ¢ um método que calcula a
areaaproximada, dentrode um intervalo. Neste caso, quanto menor for o quadradinhoda malha
quadriculada, a aproximacao sera mais proxima do valor real. A seguir, coloca-se 0 mesmo

circulo, com as mesmas medidas, mas em malha em que o lado de cada quadradinho equivale
1 . . 1
a_cm. Logo, a area de cada quadradinho passa a ser v cm?.

Fazendo o célculo utilizando o Método de Falta e Excesso, tem-se 168 quadradinhos
no interior do circulo (medida aproximada da area por falta).

Veja:

Figura 2.43 - llustragdo de um circulo na malha quadriculada (destaque aos quadradinhos inteiros que cobrem o circulo).

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

Cobrindo toda a regido do circulo, tem-se:
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Figura 2.44 - llustragdo de um circulo na malha quadriculada (destaque aos quadradinhos inteiros que cobrem o circulo).

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

Sao 224 quadradinhos cobrindo toda a regido do circulo (aproximacao da area por

excesso).

Portanto, a &rea do circulo esta entre 168 u.a. e 224 u. a.
168 u. a.< Acircuio < 224 u.a.
Como a medida cada quadradinho tem lado medindo a i cme areaigual a icmz, tem-
se que:
10,5 cm?. < Acireuto < 14 cm?

Novamente conclui-se que, quanto menor for o “quadradinho” da malha quadriculada,
mais preciso sera o calculo da éarea da figura.

2.2.1 Introducédo ao Célculo da Integral — Célculo da Area de uma Regido

A inclusédo deve acontecer, tanto para os estudantes que possuem dificuldade na
aprendizagem, quanto paraaqueles que possuem habilidadesmuito bem desenvolvidas (ou altas
habilidades) e que acabam necessitando de um aprofundamento maior nos contetidos, para que
ndo fiquem desestimulados, entediados, porque as aulas ndo apresentam nada de “novo”.

Dessa forma, para algumas turmas ou grupos de estudantes, pode ser introduzido o
Calculo daintegral, parao célculo de areas. Obvio que, a introduc&o deveser cuidadosa e seguir
uma sequéncia didatica, para introduzir alguns conceitos importantes sobre o Célculo da

Integral.
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Como o estudo aqui é o calculo de area, utilizando o Célculo da Integral, alguns
conceitos elementares do calculo serdo reconhecidos e utilizados, sem uma apresentacdo nessa

dissertacdo, como 0s conceitos de limites e derivada de uma funcéo.
2.2.1.1 Introdugédo ao Calculo da Integral

Como visto anteriormente, um poligono pode ser decomposto em tridangulos e sua area
serd a soma das areas dos triangulos que o compde. No entanto existem figuras nédo
tridngularizaveis, como o circulo e setores de curvas conicas, como a parabola.

Com relacdo a area do circulo, Arquimedes provou que a area do circulo é igual a area
do tridangulo, com base igual ao tamanho de sua circunferénciae com altura igual ao seu raio.
Veja:

2nr. r
Acirculo = 2

2

— 2
Acirculo = > nr

Acireuto = T
Arquimedes também calculou areas de setores parabolicos, aproximando a regido por

regides triangularizaveis.

Exemplo 2.8. Dada a funcéo f: % — ¥, definida por f(x) = x? e a equacdo da reta x = 2,
calcule a regido A4 compreendida pelo eixo Ox, pela reta definida pela equagdo x = 2 e pelo
trecho da parabola determinada pela funcédo f(x) = x?2.
Resolugdo: A figura a seguir representa a regido A (regido sombreada), compreendidapelo
eixo Ox, pela reta definida pela equagdo x = 2 e pelo trecho da parabola determinada pela
funcdo f(x) = x2.

Observe que essa regido ndo é dada por segmentos de retas, portanto ndo ha como
resolver utilizando os métodos anteriores de calculo de area de poligonos. Serdo utilizadas
técnicas de aproximacdo para a area da regido sombreada, que sera chamada de regido A.
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Figura 2.45 - Area sombreada A.

eqi

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

A estratégia que serd utilizada é subdividir o intervalo [0, 2], no eixo X, em outros

subintervalos, por conveniéncia.
Primeiro, o intervalo [0,2] serd subdividido em quatro partes, com comprimentos

iguais. Em seguida serdo construidos os retangulos com base nesses intervalos:

Figura 2.46 - Area A subdividida em 4 partes.

I
eqi

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

Cada retangulo deve ter altura igual ao maximo valor da funcgéo restrita ao subintervalo

base (veja a figura a seguir, com quatro subintervalos e seus correspondentes retangulos).
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Figura 2.47 - Area A subdividida em 4 partes e seus respectivos retangulos.

]

eq/l

Fonte: aautora, com utilizacdo do Geogebra

Como f(x) = x? entdo:

F@=0f(3)=5rW=1f(3)=%r@=4

Logo:

1 1 1, _ _ 4
A= .5=3 A,=2.1= 4=2=2

N[ =
N | =

; A3=

N[
» o

9. _
= g, A4_

N =
N s

Apos calcular a area de cada retangulo, tem-se a soma das areas, que serd uma area

aproximada da regido A.

S(n)= A, +A,+ A3+ A,
s = (3)+(3)+ ()

=3+ ()42

1 4 1
S(n)=§+§+1+§+2
6
S(n) = 3+§
3
S(n) = 3+Z
S(n) = 3,75

Observe que a aproximacdao da area esta muito maior do que a area da regidao A. Para

minimizar esse problema, o intervalo [0, 2] sera subdividido em um niimero maior de partes
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iguais (oito partes), como na figura a seguir.

Figura 2.48 - Area A subdividida em 8 partes e seus respectivos retangulos.

[

\
f 4
7eq1

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

Novamente, ap0s calcular a area de cada um dos oito retangulos, tem-se a soma das
areas, que serd uma nova aproximacgdo da &rea da regido A. Observe que, essa nova

aproximacao, estd mais proxima do real valor da area da regido A.

Como f(x) = x? entdo:

o0 O-%  sO-F -k
F=1 F() =1 FG)=3 F() =1
F(2) = 4.

Logo:

Ag=7 2= SA;=2. 2= Ag=2 4=2=1

S(n)= Al +A2+A3 +A4+A5 +A6+A7 +A8

1 1 9 1 25 9 49
S(n)=6—4+E+a+Z+a+E+a+1
1 4 9 16 25 36 49
S(n)=a+a+a+a+a+a+a+l
140

S(n)=a+ 1

S( )—2+12+ 1
W=2T6s
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3
S(n) =3 +1_6
S(n) =3+ 0,1875

S(n) = 3,1875

Se o intervalo [0, 2] for subdividido em um 16 partes iguais, como na figura a seguir,

teremos uma aproximacao ainda maior da area da regido A.

Figura 2.49 - Area A subdividida em 16 partes e seus respectivos retangulos.

\
f 4
l;Fd;m

3 2 1 0 1 3 4 5 6 7

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

Como f(x) = x?, entdo:

1 1 1 1 3 9

0) =0 ()= ()= (=2
f() ’ f 8 64’ f 4 16’ f 8 64’

1 1 5 25 3 9 7 49
f(z)_ ’ f(s)_64’ f(4)_16' f(s)_64’

9 81 5 25 11 121

D= (3)=% 3)=% (5) =25
f() ! f 8 64’ f 4 16’ f 8 64’

3 9 13 169 7 49 15 225
f(z)_4' f(S)_64' f(4)_16' f(S)_64’
f(2)=4
Logo:

11 1 1 1 1 19 9 11 1
A=t t=2, =2 -2=L, g =122 Ay==2=L
17 g'64 512’ 27816 128 37864 512 47T g4 32
1 25 25 1 9 9 1 49 49 1 1
Ao == 2= 22 A, == . = = A, == . —=— Ag==.1==

57864 512 67 g8"16 128 77864 512 87 g 8'

Ao =1 8 _ 81 1 25_ 25, A, =1 121 _ 121, _19_29.

97864 512’ 10 7 g "16 ~ 128’ 117 g 64 ~ 512 127 g 4y 7 32’

1 169 169 1 49 49 1 225 225 1 4 1
Apg=212_18 4 188 g 12 25 g _ly-2_1
137 g 64 ~ 512 147 816~ 128’ 157 g 64 ~ 512 16 — g 8 2
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s() 1 1 9 1 25 9 49 1 81 25 121 9 169 49
" _512+128+512+32+512+128+512+8+512+128+512+32+512+128

1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169

SW = sttt se s Tz ez tsz T ez Tz Y12 ez T a1z
196 225 256
51275127 512

S(n) = 1496 372 o175
W=T1 T Atsp T4

Veja que, quanto mais subdividimos o intervalo [0,2], mais nos aproximamos da rea

real da regido A compreendida pelo eixo Ox, pela reta definida pela equacdo x = 2 e pelo

trecho da parabola determinada pela fungéo f(x) = x?2.

A(i)=z.%.4(i)2 _ 8

n n3
: 8i? 8 . 8 n(n+1)(2n+1)
S(n) =X, AQ) = =15 = if= e 6
_ 8 nn+1)(2n+1)
S(n) P e —

Tomando o limite, tem-se:

] 8 n(n+1)2n+1) . 8 (n+1)(2n+1) .8 2n%+3n+1
Sn)=lim 5. —— —— = lm .= lm .=
. 8 (2n*  3n 1
Sn) = lim 2. (% + 5+ )
] 3,1 8 16 _
SWU—#m£(2+;+;)—g(2+0+0)—?=257

2.2.1.2 A integral Definida
Seja uma funcéo f(x) definidae continua num intervalo real [a, b]. A integral definida

de f(x), de a até b, € um numero real, calculada através de:

b
f flx)dx
a
onde:
a é o limite inferior de integracao;

b é o limite superior de integracao;

f(x) € o integrando.
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Exemplo 2.9 Dada a funcéo f: % — #, definida por f(x) = x? e a equacéo da reta x = 2,
calcule a regido A compreendida pelo eixo Ox, pela reta definida pela equacéo x = 2 e pelo
trecho da parabola determinada pela funcéo f(x) = x?2.
Resolucdo 1: Sera utilizada a integral definida para encontrar a area da regido sombreada, com
0 auxilio do Geogebra.

Inicia-se 0 Geogebra inserindo os seguintes comandos:

) f(x) = x"2

i)yx =2

iii) g(x) = 0 (representando o eixo Ox)

Em seguida, inseri-se 0 comando IntegralEntre(Funcéo, Funcgédo, Valor de x Inicial,
Valor de x Final), preenchendo da seguinte forma: IntegralEntre(f (x), g (x),x1,x3).

Aparecerd x, e x,, que devera ser colocado o limite inferiore o superior, neste caso,
tem-se que x; = 0 e x, = 2. Observe que a area (a = 2,67) aparecera calculada, na figura

sombreada, conforme a figura a seguir.

Figura 2.50 - Area da regido A calculada no Geogebra.

R]ea X000 &L N =2 Q =
O f=+ W ¥ | el &
.
(] eql: x = 2 x,=0 .
L
O sx=0
P -0 : i
5 ® 5 @ a=2pB7
2 : |9
=) %= : ET) 5 5 in 2 0 4 5 8 10
5 ) 5 ®
a = IntegralEntre(f(x), g(x),x1,2)  } z:
Y | "
+ —4 Q
Q

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

Resolucdo 2: Sera utilizada a integral definida para encontrar a area da regido sombreada,
. , . .. b
através da formula da integral definida [ f(x)dx.

Neste caso, serd calculada a integral definidada funcéo f(x), com limite inferiora = 0 e

limite superior b = 2.

fbf(x)dx

a
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2
2 x3 22 0% 8 o0 8
fxzdx= —J =—-—=-—=-==-=267
0 31y 3 3 3 3 3

Portanto, tem-se que a area da regido compreendida pelo eixo Ox, pela reta definida

pela equacdo x = 2 e pelo trecho da parabola determinada pela funcéo f(x) = x? é de
aproximadamente 2,67 unidades de &rea.

2.3CALCULODE AREAS DE REGIOES POLIGONAISUTILIZANDO O TEOREMA
DE PICK

O Teorema de Pick foi formulado em 1899 pelo matematico austriaco George
Alexander Pick (1859 a 1942). Este método consiste em calcular a area de um poligono
simples, inserido numa malha quadriculada, relacionando 0 numero de “n6s” localizados no
perimetro deste poligono e o nimero de “nds” internos a ele.

Teorema 1.3.3.1. Dado um poligono simples P, com vértices de coordenadas inteiras, a area de
P sera dada por:

Area Poligono = i + >~ 1,

i: quantidade de coordenadas inteiras,interiores ao poligono;

nde . N ;
0 {b: representa a quantidade de coordenadas inteiras dos lados ou contorno do poligono.

O Teoremade Pick é valido com poligonos simples, ou seja, poligonosque ndo possuem
nenhum cruzamento entre seus lados (arestas) e ndo possuem “buracos” em seu interior.

No caso de poligonos complexos, ha necessidade de adaptacdo da formula.

Exemplo 2.10 Calcule a area do triangulo ABC, a seguir, utilizando o Teorema de pick.

Figura 2.51 - Triangulo ABC

L

r
4

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

Resolugdo: Primeiro, o tridngulo ABC, deve ser inserido em uma malha quadriculada,
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de forma que cada vertice seja tambeém vértice de um dos quadradinhos da malha. Ressalta-se
a importancia de seguir o primeiro passo na integra. Caso 0s vértices do tridngulo nédo seja
também vértice de um dos quadradinhos da malha, o método nédo sera preciso.

Figura 2.52 - Triangulo ABC inserido na malha quadriculada.

o

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

Verifica-se quantas coordenadas inteiras tem no interior do triangulo ABC e quantas

coordenadas inteiras tem no contorno do triangulo ABC.

Figura 2.53 - Coordenadas inteiras no interior do triangulo ABC.

Fonte: a autora, com utilizagdo do Geogebra

Figura 2.54 - Coordenadas inteiras no contorno do triangulo ABC.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra
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Em seguida, utiliza-se o Teorema de Pick:

. b
Area Poligono = i +E—1,

i: quantidade de coordenadas inteiras,interiores ao poligono;

onde { . o ;
b: representa a quantidade de coordenadas inteiras dos lados ou contorno do poligono.

Logo, a area do triangulo ABC sera:

. 4
Area (ABC) = 6 +§_ 1
Area (ABC) = 6 +2—1

Area (ABC)= 7u.a.

Portanto, a area do triangulo ABC é igual a 7 unidades de area.

As técnicas para o célculo da area de poligonos e/ou figurasirregulares serdo estudadas
mais profundamente nos proximos capitulos. Serdo introduzidas outras técnicas e recursos
pedagogicos, como o multiplano (ferramentadidatica e inclusiva,com metodologia flexiva, que

auxilia no aprendizado da matematica).
2.3.1 Demonstracgéo do Teorema de Pick

Existem algumas demonstracdes do Teorema de Pick: por inducéo, por justaposicéo,
entre outros. O Teorema de Pick, nesta dissertacdo, sera demonstrado por justaposi¢cdo de
poligonos.

Para essa demonstracdo € preciso provar que:

» Todo poligono de n lados, podem ser descompostos em (n — 2) tridngulos
justapostos;
» A Propriedade Aditiva da Férmula de Pick;

» Validade do Teorema de Pick para qualquer triangulo.

Teorema 1.3.3.2. Todo poligono simples de n lados pode ser decomposto como reuniao de

(n — 2) tridngulos justapostos, cujos vértices sdo vértices do poligono dado.
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Demonstracéo:

L

Supondo, por absurdo, que existam poligonos para os quais o teorema nao é
verdadeiro, sejan 0 menor nimero natural tal que existe um poligono P, com n lados,
que nao pode ser decomposto conforme estipula o enunciado acima. Tomemos no
plano umsistemade coordenadas cartesianas, de modo que nenhum lado do poligono
seja paralelo ao eixo das ordenadas. Seja A o0 ponto de maior abcissa no (bordo do)
poligono P.Como nenhum ladode P € vertical, A deve serum vértice. Sejam B eC
0s vértices adjacentes a A. Ha 2 possibilidades.

Primeira: o triangulo ABC ndo contém outros vérticesde P,além de A4, B e C. Neste
caso, o poligono P’, obtido de P, quando se substituem os lados AB e AC por BC, tem
n—1 lados. Como n é o menor nimero de lados para o qual o teoremaé falso, P’
pode ser decomposto em n — 3 tridngulos na forma do enunciado. Juntando o
triangulo ABC a essa decomposi¢cdo, vemos que o teoremaé verdadeiro para P, 0 que
€ uma contradicéo.

Segunda: O tridngulo ABC contém, além de 4, B e C, algum outro vértice do ponto
P. Dentre esses, seja D o mais distante do lado BC. Entéo, o segmento de retaAD
decompde P em dois poligonos P’ e P”, o primeiro com n’ e 0 segundocomn’” lados,
sendon’ +n”=n+2. Comon' >3 en” =3, vemos que n’ e n” sdo ambos
menores que n. O teorema, entdo, vale para P’ e P”, que podem ser decompostos,
respectivamente,emn’ — 2 e n” — 2 tridngulos, na forma do enunciado. Justapondo
essas decomposicgdes, ao longo de AD, obtemos uma decomposi¢do de P em (n’ —
2)+ (M’ —2)=n—2 tridngulos, o que é uma contradicdo. Isto completa a
demonstracdo do teorema (LIMA, 1991, p. 109 e 110).

Figura 2.55 - Prova por absurdo do Teorema

=

19 POSSIBILIDADE 22 FOSSIBILIDADE

Fonte: LIMA, 1991,p. 109.

Corolario 1 A soma dos &ngulos internos de um poligono de n lados é igual a (n — 2). .

2.3.2 Propriedade Aditiva da Formula de Pick

Seré verificado se um poligono P pode ser obtido atraves da justaposicao de outros dois

poligonos P; e P,, ao longo de pelo menos uma aresta. Dessa forma, é preciso demonstrar que:

AP == APl + APZ
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Figura 2.56 - Justaposi¢do dos poligonos P, e P,.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geohoard.

Os numeros de coordenadas inteiras no interior do Poligono P pode ser obtido da
seguinte forma:

i: i1+i2+v_2

Onde:

v" v é 0 nimero de vértices da fronteira comum aos poligonos P; e Py;
v i;: nUmero de pontos inteiros no poligono P;;

v i,:nimero de pontos inteiros no poligono P,;

Os numeros de coordenadas inteiras que contornam o Poligono P pode ser obtido da
seguinte forma:

b: b1+b2_2U+2

Como:

A—'+b 1
p—=1 5

Tem-se que:

) i b1+b2—217+2
Ap= i1 +i,+v—2 + -1

i i b1 bz 2v 2
AP:l1+l2+U_2 +_+___+__1
2 2 2 2

S by by
Ap=l1+l2+v—2+7+7_17+1—1
b,

b
Ap: ll+7+lz+?2+v_v_2+1—1
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A '+ﬁ+'+ﬁ 1-1
P 1 2 2 2

Ap = i +—b1 1+ +—b2 1
P 1 2 2 2

N ., by
Ap = (l1+7—1)+(l2 +?_1)

Portanto:

Ap = Ap, + Ap,, cOMO queriamos demonstrar.
2.3.3 Validade do Teorema de Pick para qualquer triangulo.

Viu-se, anteriormente, que as areas dos poligonos justapostos sdo aditivas. Também
notou-se que um poligono simples, pode ser descomposto em (n — 2) triangulos justapostos,
cujos vertices sdo vértices do poligono dado. Agora, basta provar que o Teorema de Pick é
valido para qualquer tridngulo.

Primeiro, prova-se a validade do Teorema de Pick para o triangulo retangulo.

Coloca-se o triangulo retangulo numa malha quadriculada e completa-se com o
retangulo, com mesma mesma base do triangulo e mesma altura do triangulo ABC, conforme
figura a sequir.

Figura 2.57 - Formula de Pick para o tridangulo retangulo.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geoboard.

Chama-se de x amedida do cateto AB, de y a medida do cateto AC e de py, 0 nimero
de pontos da hipotenusa, excluindo os pontos que sdo vértices do triangulo ABC.
Veja que o0s pontos no interior do retangulo R, pode ser obtido calculando:
r=-D.(y-1
Dessa forma, os pontos (i) no interior do tridangulo ABC e o nimero de pontos (b)
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situados no contorno do tridngulo, podem ser obtidos das seguintes formas:

i =2 [(—1D.(y— 1) = pp] (i)

b=x+y+p,+1 (i)

Como a Férmula de Pick é dada por
Area Poligono = i + ;-1
Substituindo (i) e (ii) na férmula de Pick, tem-se:

) 1 1
Area (ABC) = z.[(x—l).(y—l)—ph]+§.(x+y+ph+1)—1

) 1 1
Area (ABC) = E.[(xy—x—y+1)—ph]+§(x+y+ph+1)—1
) 1
Area (ABC) = E.(xy—x—y+1—ph+x+y+ph+1)—1
) 1
Area (ABC) = E.(xy—x+x—y+y—ph+ph+1+1)—1

. 1
Area (ABC) = E.(xy +2)—-1

. Xy 2

Area (ABC) = > +2 1

. Xy

Area (ABC) = 7—&- 1-1
Area (ABC) = %

Observe que, aplicando a Formula de Pick para o triangulo retdngulo, chega-se na
formula tradicional do calculo da area do tridngulo. Portanto, tem-se que o Teorema de Pick é
valido para qualquer tridngulo retangulo.

Se 0 Teorema de Pick vale para o triangulo retangulo, vale também para o retangulo, ja
que pela aditividade dos poligonos, tem-se que o retangulo é formado por dois tridngulos
retangulos.

Para provar que o Teorema de Pick vale para qualquer tridngulo, basta considerar um
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triangulo qualquer T e a ele justapor trés triangulos retangulos T;, T, e T5 de formaque, juntos

formem um retangulo R, conforme a figura a seguir:

Figura 2.58 - Formula de Pick para qualquer triangulo.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geoboard.

Dessa forma, a area do triangulo T, pode ser determinada utilizando a formula:
Ar=Ag— A, — Ap, — Aq,

Portanto, conclui-se que o Teorema de Pick é valido para o retangulo, para o triangulo
retangulo e, consequentemente, valido para qualquer triangulo. E como qualquer poligono
simples pode ser decompostoem (n — 2) tridngulos justapostos, cujos vértices sao vertices do
poligono dado, tem-se que adrea de qualquer poligono simples pode serdeterminadautilizando
0 Teorema de Pick.

O Teoremade Pick voltardaser utilizado no capitulo 2, aliado ao uso de outros recursos,

aléem da malha quadriculada, como o Geoplano e o Geoboard.
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3 UTILIZACAO DE RECURSOS DIDATICOS PARA O CALCULO DE
AREAS

Nas escolas, quando o assunto € geometria, geralmente existem muitas lacunas no
processo de ensino-aprendizagem. Segundo Fonseca, 2002, os professores do Ensino
Fundamental dedicam pouco tempo do trabalho para o ensino de geometria. Os professores ndo
sabem exatamente quais habilidades devem ser desenvolvidas nesse nivel de ensino, possuem
pouco conhecimento em relagdo ao contetdo de geometria e, por conta disso, houve por um
tempo um quase total abandono do ensino de Geometria nas escolas. Quando se trata do Ensino
Fundamental, os anos iniciais tem uma defasagem ainda maior no ensino de Geometria e um
dos motivos ¢ a falta de conhecimento do professor. O professor dos anos iniciais é polivalente
e geralmente tem formacdo plenaem pedagogia. Ele ndo é o especialista de matematica e muitas
vezes possui dificuldade no contetdo de geometria. Essa dificuldade acaba refletindo no
processo de ensino-aprendizagem, porque ou o professor repassa, de forma mecanica e muitas
vezes com serios problemas conceituais, ou deixa a geometria para trabalhar no final do
semestre, 0 que nem sempre sobra tempo habil para desenvolvé-la na integra, sem atropelos.
Embora o objetivo dessa dissertacdo ndo seja, necessariamente, abordar o despreparo dos
professores das séries iniciais para o ensino da geometria, € importante ter consciéncia de que
esse despreparo existe e que, consequentemente, resulta nessas lacunas no processo de ensino-
aprendizagem da geometria.

Para ensinar geometria, principalmente aos estudantes das séries iniciais do Ensino
Fundamental, € importante o uso do ludico e da manipulacdo de materiais concretos, além do
professor ter total dominio sobre o0 assunto que serd abordado. Segundo Santos & Cruz (1997,

p. 12):

A ludicidade é uma necessidade do ser humanoem qualquer idade e ndo podeser vista
apenas como diversdo. O desenvolvimento do aspecto lidico facilita a aprendizagem,
o desenvolvimento pessoal, social e cultural, colabora para uma boa salde mental,
prepara para um estado interior fértil, facilita os processos de socializacdo,
comunicacdo, expressdo e construcdo do conhecimento.

O estudante precisaentender o conceito de area e, para que iSso 0corra, é necessario que
ele tenha contato com diversos recursos, técnicas ou estratégias para o calculo da &rea de figuras
regulares ou ndo. A medidaque o estudante comeca a entender esse conceito, o estudo de areas
pode ser aprofundado. O tangram é um dos recursos que o professor pode utilizar para
introducdo do ensino de area.

Viu-se no Capitulo 2 algumas técnicas para o calculo de areas. No Capitulo 3, serdo
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utilizados alguns recursos didaticos e materiais manipulaveis, para que o estudante explore de
forma mais concreta o conteido estudado. Além do Multiplano, serdo introduzidos o Geoplano
e 0 Geoboard, como recursos didaticos para o ensino de area de figuras planas. Também seréo

utilizados o software Geogebra e 0 Google Maps.

3.1. MULTIPLANO

O que ée como surgiu o Multiplano? Quala necessidade, fezcom que alguém o criasse?
O multiplano deve ser utilizado apenas com deficientes visuais? Quais conteddos podem ser
introduzidos com o multiplano? Essas serdo algumas das perguntas que serdo abordadas e
respondidas neste capitulo.

O Multiplano foi criado pelo professor Rubens de forma caseirae depois disponibilizado
para a comercializacdo como um recurso didético, com metodologia inclusiva, para o estudo de
matematica e estatistica.

O professor Ferronato, no ano de 2000, ministrava a disciplina de Céalculo Diferencial
e Integral naUnido Pan-americana de Ensino — UNIPAN e naturmahaviaumdeficiente visual.
O professor, ja havia se sentido frustrado em 1998, quando lecionou matematica para um
estudante com deficiéncia visual em uma turma do Ensino Méedio. Mesmo tentando fazer a
diferenca e utilizando metodologia diferente para ensinar a este aluno, sentiu que nédo foi o
suficiente quando o conteudo era de geometria e trigpnometria. Portanto, quando se deparou
com mais um estudante com deficiéncia visual e dessa vez no curso de Engenharia de
Computacdo, prometeu ao estudante um recurso didatico que possibilitasse a sua aprendizagem

(FERRONATO, 2002).

Procurei metodologias e recursos pedagdgicos que pudessem me auxiliar, mas ndo
existiam materiais acessiveis na época. Busquei informagdes em escolas
especializadas, bibliotecas pablicas e livrarias, mas sem sucesso. Tudo mudouguando
observeiem uma loja de material de construcdo uma placa perfurada. Ela servia para
segurar alicates e fios. Imaginei que pudesse utiliza-la para montar um plano
cartesiano e efetuar opera¢des matematicas simples, representando oseixosx e y do
plano, semsaberse daria certo. Com umaplaca perfurada, elasticos e rebites, montei
de forma doméstica a aula inaugural. Inicialmente, apresentei o recurso apenas ao Iva.
Em apenasumaaula, ele ja construia retas e funcdes de 1° grau. Assim, sugeri que ele
explicasse o que tinha aprendidoaos demais alunos da turma. Foiincrivel: ele ndos6
foicapaz de aprender o contelido, comoensinar para 0s outros estudantes. Conforme
o0 tempo foi passando, percebi que o recurso possibilitava a abordagem de inUmeros
temas da matemaética, estimulava o envolvimento de todos os alunos e também
propiciava desenvolvimento educacional.

Rubens Ferronato 10/07/2019 - https://diversa.org.br/relatos-de-
experiencias/professor-criamultiplano-matematica/

Com o sucesso alcancado pelo recurso e a metodologia que criou, Ferronato resolveu

investir em uma metodologia inclusiva para o ensino da Matematica e da estatistica com a
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utilizagdo do Multiplano.
O Multiplano é utilizado no ensino de ciéncias exatas, para a aprendizagem de
conteudos simples e/ou complexos em diversos niveis escolares, do fundamental ao superior.

Atualmente, existe uma versdo do multiplano com pinos em Braille.

3.1.1 A Importéncia do uso do Multiplano nas aulas de Matematica

O Multiplano pode ser utilizado para demonstrar fragoes, figuras geométricas, calculo
de areas, solidos geométricos, mosaicos, graficos de estatistica, fungdes, trigonometria, entre
outrasaplicagoes, além de possibilitar o uso continuopelos estudantesde todas asséries e niveis
de ensino. Também é possivel, segundo a descri¢do do produto pela Tecassistiva, utiliza-lo em
outras disciplinas como Fisica, Geografia, Artes, jogos de tabuleiro, entre outros. E uma
metodologia mais dindmica, onde o sujeito explora o objeto e constréi sua concluséo a partir
dessa interacdo sujeito-objeto, o que ndo ocorre na metodologia expositiva.

A Metodologia Expositiva, segundo Celso Vasconcellos, ainda tem uma presenca muito
atuante e pode representar um obstaculo para o educador na concepcdo de uma nova concepgao
metodologica. Vasconcellos (1992) argumenta que “o grande problema da metodologia
expositiva, do ponto de vista pedagogico, é seu alto risco de ndo aprendizagem, justamente em
funcdo do baixo nivel de interacdo sujeito-objeto de conhecimento, ou seja, o grau de
probabilidade de interagdo significativa ¢ muito baixo”. A probabilidade do estudante ouvir
uma exposicao e de fato aprender é pequena, quando muito ele apresenta um comportamento
condicionado, baseado em mem@ria superficial. Expressdes como “Poxa, estudei tanto, mas na
hora, deu branco”, ¢ consequéncia deste tipo de metodologia, em que o estudante apesar de ter
estudado, ndo explorou de fato o objeto estudado (ndo questionou, ndo manipulou, néo
problematizou, ndo analisou entre outros), apenas “decorou” o que foi explanado em sala de
aula, sem entender exatamente o por qué.

Deve ter-se uma interacdo maior entre sujeito-objeto de conhecimento. E nessa
perspectiva, que Vasconcellos fala sobre a Metodologia Dialética, que baseia-se em outra
concepcdo de homem e de conhecimento. O conhecimento, segundo essa concepgao, nao é
“transferido”, nem “depositado” ou “inventado” pelo sujeito, mas construido pelo sujeito em
sua relacdo com o mundo, com as outras pessoas e com 0 objeto de estudo. O conteldo
apresentado pelo professor, deve ser explorado e refletido pelo estudante, para que em seguida
se constitua-se em conhecimento. Para Vasconcellos, apesar da motivacdo ser condicdo

necessaria para a aprendizagem, ela ndo é suficiente, porque ha necessidade da agdo do sujeito
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sobre 0 objeto de conhecimento, para que a aprendizagem se torne mais eficaz.

O Multiplano atende plenamente a Metodologia Dialética, com material manipulével,
em que o estudante explora de forma mais concretae menos abstrata, o contetdo estudado.
Antunes (2000), em depoimento sobre o Multiplano, disse que é perguntado com frequéncia a
respeito do que representa 0 maior avango contemporaneo na educacéo e tem dito que, 0 maior
avanc¢o advémdo melhor conhecimento do cérebro humano e da compreensdo como este pode
operar o conhecimento e desenvolver a aprendizagem. Ele conclui que a inteligéncia humana é
estimulavel, que temos diversas inteligéncias e uma delas, a inteligéncia l6gica-matematica, €
perfeitamente estimulavel, destruindo o tabu de que algumas pessoas ndo aprendem. Antunes
aponta que o abstaculo que antes existia era a auséncia de recursos construcionistas, de um
material onde o aluno pudesse aprender a matematica usando e experimentando ideias tateis e

cré que esse problema comeca a desaparecer com o surgimento do Multiplano Pedagdgico.

Figura 3.1 - Multiplano
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Fonte: Multiplano (https://multiplano.com briproduto/kit-multiplano/)

3.1.2 Multiplano Virtual

Apds o0 sucesso do Multiplano, iniciaram o desenvolvimento do Multiplano Virtual.
Inclusive havia mencdo dele no Guia de Orientacgdes Didéticas que acompanham o Multiplano.
Para composicdo dessa dissertacdo, a autora entrou em contato com a Tecassistiva | Tecnologia
& Acessibilidade, para verificar a possibilidade da aquisicdo de um Multiplano e perguntou
sobre o Multiplano Virtual, porque embora tenha visto varias meng¢des ao Multiplano Virtual,
que estaria em desenvolvimento (desde 2012), ndo viu nenhuma mencdo ao aplicativo ja

pronto. Eles responderam que o desenvolvimento do multiplano virtual ndo teve continuidade
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e que por esse motivo ndo esta disponivel. Completaram dizendo que o objetivo do multiplano
é tangibilizar a matematica, ou seja, é tornar concreto algo abstrato e que ele veio para mudar a

forma de ensinar e aprender Matematica de forma simples, tatil, didatica, interativa e ludica.

Figura 3.2 - Multiplano Virtual (versdo que ndo teve continuidade)
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Exemplo de uma funcao de primeiro grau.

Fonte: Manual do Multiplano.

Embora a autora concorde com o objetivo do multiplano, relatado pela Tecassistiva,
acredita que uma coisa ndo invalida a outra. O contato com o Multiplano fisico é fundamental,
mas, seria interessante o multiplano virtual para aprofundamento de estudos e para aqueles
estudantes que sdo mais tecnoldgicos. Além disso, a motivacao e a forma de aprender, muda de
pessoa para pessoa, portanto o Multiplano Virtual, seria mais um recurso de aprendizagem, que
poderia servir na aprendizagem de muitos estudantes.

Como o Multiplano Virtual ndo teve continuidade, foram encontrados alguns aplicativos
virtuaisque lembram o Multiplano. Esses aplicativos precisam ser melhorados, mas ndo deixam
de ser um importante recurso, em que o estudante pode utilizar os conceitos e todo o
aprendizado adquirido no Multiplano concreto com esses aplicativos. Nessa dissertacéo

também sera utilizado o aplicativo Geoboard (https://apps.mathlearningcenter.org/geoboard)

para o célculo de area.

3.2 O GEOPLANO E O GEOBOARD

O Geoplano € um importante aliado, como apoio, na aprendizagem de varios conteidos
envolvendo a Geometria Plana. No caso do estudo de Area de Poligonos, o geoplano é bem
intuitivo e de facil manuseio.

O Geoboard é uma espécie de versdo virtual do Geoplano. Ele contém malha

68


https://apps.mathlearningcenter.org/geoboard

quadriculada, os pinos e o0s elasticos, que sdo utilizados para formar as figuras geométricas.

3.2.1 Geoplano

O objeto, inicialmente, era formado por uma placa de madeira onde eram cravados
pregos, formando uma malha composta por linhas e colunas dispostas de acordo com a figura
a sequir:

Figura 3.3 - Desenho de um Geoplano.

Fonte: Geoplano - Educador Brasil Escola (uol.com.br)

Hoje os geoplanos foram comercializados e os pregos foram trocados por pinos,
geralmente fixos e com a mesma distancia entre esses pinos, tanto na horizontal quanto na
vertical. Ele ainda vem acompanhado de pecas (quadrado e triingulos) com a mesma medida
do quadrado da malha quadriculada, formada pelos pinos. Essa pecas, feitas de EVA, sao
importantes para cobrir a figura geométrica e visualizar de forma concreta, quantos

“quadradinhos” compde determinada figura.

Figura 3.4 - llustragdo de alguns Geoplanos.

Fonte: abecedariodaeducacao.pt
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3.2.2 Geoboard

O Geoboard também é um importante aliado na aprendizagem da Geometria Plana,
principalmente para aqueles estudantes que gostam muito de tecnologia. No entanto, é
importante que eles tenham contato, primeiramente, com o Geoplano fisico.

O Geoboard pode ser instalado no celular, mas também pode ser utilizado sem

instalacdo, diretamente do site https://apps.mathlearningcenter.org/geoboard/

Figura 3.5 - Geoboard Virtual
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Fonte: Geoplano pelo Centro de Aprendizagem de Matematica (mathlearningcenter.orq)

3.3 O USO DO MULTIPLANO, DO GEOPLANO E DO GEOBOARD PARA O
CALCULO DE AREAS

Como ja mencionado anteriormente, o Multiplano pode ser utilizado para o
ensino/aprendizagem de varios conteidos de Matemaética e Estatistica. Nesta dissertagdo, um
dosfocos éoestudo do uso do Multiplano ou do Geoplanoe atecnologiado Geoboard, alinhado
ao uso de algumas metodologias, para o calculo de areas. Para as turmas iniciais, € muito
importante a utilizacdo do Geoplano para o estudo de area, por ser bem intuitivo e tatil, de forma
que os estudantes podem aprender de maneira concreta e construtiva.

O célculo de &rea serd realizado utilizando esses recursos didaticos, aliado as varias

técnicas e metodologias vistas anteriormente.
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3.3.1 Calculo de areas de figuras irregulares, por meio da decomposi¢do e composicao por
poligonos

Sera realizado o célculo de areas de algumas figuras irregulares, utilizando primeiro a
malha quadriculada do geogebra (é interessante utilizar, com os estudantes, primeiro o papel

quadriculado).

a) Trapézio

Figura 3.6 - llustragdo de um trapézio.

Fonte: a autora, com utilizacdo do Geogebra

A érea do trapézio ABCD (figura 3.6) € bem simples de ser calculada e, exatamente por
ser de célculo facil, comecar-se-a por ela. Veja que, pela definigdo de area “A area de uma
regido no plano é um ndmero positivo que associa-se a mesma e que serve para quantificar o
espago por ela ocupado”, neste caso, pode-se simplesmente contar quantos quadradinhos da
malha preenchem completamente o poligono estudado (no caso, 15 quadradinhos inteiros e 3
metades, totalizando 16,5 u. a.).

Observe que o trapézio ABCD da figura 3.6, é composto pelo retangulo ABED e pelo
triangulo BCE. Portanto, a area do trapézio ABCD é a soma da area do retangulo ABED com
a area do triangulo BCE.

Veja:

. . . 3.3 9
Area (ABCD) = Area (ABED) + Area (BCE)= (4.3) + - = 12+ 5= 12+ 4,5=16.5u.q.
Utilizando o Multiplano, o Geoplano e o Geoboard

Pode-se utilizar o Multiplano, o Geoplano e/ou 0 Geoboard para introduzir o calculo da

area de algumas formas geométricas. Neste caso, a figura geométrica sera formada,
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contornando-a com elastico e utilizando pinos para os vértices. A unidade de medida sera o

espaco entre os furos e o quadradinho formado por 4 desses furos, formam unidade de area.

Utilizando o Multiplano

A seguir tem-se a figura 3.6 representada no multiplano. Note que o trapézio da figura
3.7 é composta por um retangulo (de base 4 e altura 3) e um tridngulo (de base 3 e altura 3).
Observe, que o retangulo possui 12 unidades de area, enquanto o triangulo possui 4,5 unidades

de area, totalizando 16,5 u. a.

Figura 3.7 - Multiplano

Fonte: Multiplano fotografado pela autora

Utilizando o Geoplano

No Geoplano, a representacdo da figura 3.6 utilizando o método da decomposicéo e
composicao de poligonos, pode ser feita utilizando tridngulos e quadradinhos de EVA e o
elastico, para o contorno da figura. Cada quadradinho de EVA representa uma unidade de
medida da area, enquanto que cada triangulo representa a metade dessa unidade.

Veja, pode-se preencher a figura com os quadradinhos e os triangulos de EVA, o que

facilitard o calculo de sua éarea.
Figura 3.8 - Geoplano

Fonte: Geoplano fotografado pela autora
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Note que o trapézio (figura 3.8) é composto por um retangulo (base 4 e altura 3) e um
triangulo (base 3 e altura 3). Utilizando o Geoplano, pode-se inclusive identifica-los com cores
diferentes, o que é importante para que todos 0s alunos consigam perceber essa composicéo. O
contetido “Area de figuras planas” ¢ abordado em diversos niveis de ensino (do fundamental ao
superior) e com diferentes estudantes (estudantes com habilidades matematicas bem
desenvolvidas ou pouco desenvolvidas, com déficit de atencdo ou ndo, com algum tipo de
deficiéncia ou ndo), portanto com niveis de abstra¢des diferentes. Sendo assim, é importante a
utilizacédo de diferentes recursos e metodologias paraque a aprendizagem aconteca de maneira
eficiente e uma delas é trabalhar com o concreto, com o0 manipulavel. Neste ponto, o geoplano

€ um recurso riquissimo.

Utilizando o Geoboard (aplicativo online)

Representa-se também a figura 3.6 no Geoboard. Neste caso, h& a possibilidade de
colocar a malha quadriculada, ficando mais visivel quantos quadradinhos (unidade de area)
preenchem o trapézio (sdo 15 quadradinhos inteiros e 3 metades, totalizando 16,5

quadradinhos).

Figura 3.9 - Representagdo do trapézio no Geoboard.
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Fonte: aautora, com utilizagdo do Geoboard
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b) Pentégono irregular

Figura 3.10 - llustragdo de um pentagono irregular.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

A area da figura 3.10 pode ser calculada contando quantos quadradinhos da malha sdo
necessarios para preenché-la(no caso, sdo 39 quadradinhos inteiros e 2 metades, totalizando
40 u.a.).

Observe que, neste caso, também pode-se completar o retangulo na figura, calcular sua

area e subtrair a area do triangulo que ficou a mais na figura original. Veja:

Figura 3.11 - llustragdo de um poligono

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

p . , 2.2 4
Area (ABCDE) = Area (BCDF) — Area (AEF)=(7.6) — - = 42—5 = 42—-2=40u.a.
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Utilizando o Multiplano

Figura 3.12 - Representagdo de um poligono no Multiplano.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Multiplano

2.2 4
cﬂ=42—7=42—§=42—2 =40 u.a

Utilizando o Geoplano

Figura 3.13 - Representagdo de um poligono no Geoplano.

Fonte: Geoplano fotografado pela autora

Sao 39 quadradinhos inteiros e 2 metades, totalizando 40 quadradinhos, ou 40 u. a.

Utilizando o Geoboard

Representando a figura 3.10 no Geoboard, com malha quadriculada, percebe-se que o

poligono é formado por 39 quadradinhosinteiros e 2 metades, totalizando 40 quadradinhos.
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Figura 3.14 - Representagdo de um poligono no Geoboard.
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Fonte: aautora, com utilizagdo do Geoboard

c) Hexagono irregular

Figura 3.15 - llustragdo de um hexagono irregular na malha quadriculada.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

E importante ressaltar a importincia de saber utilizar diferentes técnicas para o céalculo
de area, porque dependendo do poligono/figura uma técnica pode ser considerada mais facil ou
mais eficiente do que a outra.

No caso da figura 3.15, usar a técnica de contagem dos quadradinhos néo é eficiente,
uma vez que ha quadradinhos inteiros, pela metade e déecimos de quadradinhos. Portanto, neste
caso, fazer a contagem se torna ineficaz.

Pode-se, completar o quadrado na figura 3.15 (veja figura 3.16), calcular sua area e

subtrair as areas dos triangulos que ficaram a mais na figura original. Veja:
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Figura 3.16 - llustragdo de um hexagono irregular inserido num quadrado

Fonte: aautora, com utizagdo do Geogebra
Area(ABCDEF) = Area(GHI]) — Area(AGB) — Area(BHC) — Area(EDI) — Area(FE]) =

_ 5.5) 3.1 2.1 2.1 3.2 .3 22 6_
T2 2 2 2 T2 22 27

3 3
=25—5—1—1—3=20—E=20—1,5=18,5u.a.

Utilizando o Geoplano

Figura 3.17 - Hexagono irregular representado no Geoplano.

Fonte: Geoplano fotografado pela autora

A=25-3-1-15-1=25-6,5=185u.a
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Utilizando o Geoboard

Representando a figura 3.15 no Geoboard, insere-se totalmente o hexagono ABCDEF
num quadrado de 5 unidades de comprimento de lado (a area do quadrado, em que o0 hexagono

serd inserido é de 25 u. a).

Figura 3.18 - Hexagono irregular representado no Geoboard.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geoboard

Em seguida, subtrai-se a area de cada triangulo, que junto com o hexagono, completa o
quadrado. O valor que sobra é exatamente a area do hexagono ABCDEF.

Calculando a area dos triangulos, utilizando a formula, tem-se:
2.1

3.2 2.1 3.1
At1=T=3;At2=T=1;At3=T=1,5;At4= T—l

Area (ABCDEF) = Aquadrado —An — Az — Az — Aga
Area (ABCDEF) = 25—-3-1-1,5—-1
Area (ABCDEF) = 25— 6,5
Area (ABCDEF) = 18,5 u.a.

3.3.2 Célculo aproximado de areas de regides poligonais utilizando o0 Método “Medida da

Area por Falta e Medida da Area por Excesso”.

Novamente, serd utilizada a malha quadriculada, que pode ser papel quadriculado ou o
geogebra (neste caso sera utilizado o geogebra) e o hexagono ABCDEF, utilizado na sec¢éo
anterior. Ap6s o uso damalhaquadriculada, sera utilizado o mesmo método, mas com o uso do

Multiplano.
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Primeiro sera utilizada a contagem do nimero de quadradinhos inteiros no interior da
figura do hexdgono ABCDEF (medida da area por falta). Neste caso, encontra-se 13
quadradinhos inteiros no interior da figura. Portanto, a medida aproximada da &rea da figura

por falta é de 13 u. a.

Figura 3.19 - llustracdo de um hexagono na malha quadriculada, com destaque aos quadradinhos inteiros no seu interior.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

Segundo, conta-se todos os quadradinhos que cobrem o hexagono ABCDEF (todos,
inteiros ou ndo), o que denomina-se “medida da area por excesso”. Neste caso, encontra-se 24

quadradinhos, portanto a medida da area da figura por excesso é de 24 u.a.

Figura 3.20 - llustragdo de um hexagono na malha quadriculada, com destaque aos quadradinhos que cobrem o poligono.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

Portanto, a area A4 do hexagono é um valor entre 13 u.a. e 24 u. a.
13ua<A<24u.a.
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Utilizando o Geoplano

Figura 3.21 - Representagdo do hexagono no Geoplano (Método de Falta e Excesso).

Fonte: Geoplano fotografado pela autora

A area A do hexagono é um valor entre 13 u.a. e 24 u. a.

13u.a<A<24u.a.

Utilizando o Geoboard

Utilizando o Geoboard, a I6gica é a mesma. Primeiro realiza-se a contagem do nimero
de quadradinhos inteiros no interior da figura do hexagono (medida da &rea por falta). Neste
caso, sao 13 quadradinhos inteiros no interior da figura. Portanto, a medida aproximada da area
da figura por falta é de 13 u.a.

Em seguida, conta-se todos os quadradinhos que cobrem o hexagono (todos, inteiros ou
ndo), o que denomina-se “medida da area por excesso”. Neste caso, encontra-Se 24

quadradinhos, portanto a medida da area da figura por excesso é de 24 u.a.

Figura 3.22 - Representagdo do hexagono no Geoboard (Método de Falta e Excesso).
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Fonte: aautora, com utilizagdo do Geoboard.
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A area A do hexagono é um valor entre 13 u.a. e 24 u.a.

13 ua<A<24u.a.

Exemplo 3.1: Determine a &rea aproximada da figura a seguir, utilizando o Método “Medida

da Area por Falta e Medida da Area por Excesso”.(Utilize a regido plana limitada por um
quadradinho da malha como unidade de medida da area).

Figura 3.23 - llustragdo de um quadrildtero na malha quadriculada.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

Resolucgédo:

Calcula-se a area aproximada do quadrilatero ABCD, utilizando o método de falta e
excesso. Como a figura ja encontra-se desenhada numa malha quadriculada, realiza-se a
contagem do numero de quadradinhos inteiros no interior da figura do quadrilatero ABCD
(medida da area por falta) e em seguida conta-se todos os quadradinhos que cobrem toda a
regido do quadrilatero ABCD (medida da area por excesso).

) Quadrilatero ABCD na malha quadriculada (quadradinhos com 1 c¢m de lado)

Figura 3.24 -llustragdo de um quadrilatero na malha quadriculada, com destaque aos quadradinhos inteiros no seu interior.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.
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Neste caso, encontra-se 4 quadradinhos inteiros no interior da figura. Portanto, a medida
aproximada da area da figura por falta é de 4 u.a.

Em seguida € verificado quantos quadradinhos cobrem toda a regido do quadrilatero
ABCD.

Figura 3.25 - llustracdo de um quadrilatero na malha quadriculada, com destaque aos quadradinhos que cobrem o poligono.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Encontram-se 11 quadradinhos que cobrem toda a regido do quadrilatero ABCD
(medida da area por excesso). Portanto, a medida aproximada da area da figura, por excesso, é
de 11 u.a.

Conclui-se que a area A do quadrilatero é um valor entre 4 u.a. e 11 u.a.

4ua<A<1llu.a.

Como cada “quadradinho” da malha tem 1 centimetro de lado, entdo a &rea A do

quadrilatero é um valor entre 4 cm? e 11 cm?.
Portanto:

4 cm? < A < 11 cm?
i) Quadrilatero ABCD em malha quadriculada (quadradinhos com % cm de lado)

O “Metodo de Falta e Excesso” calcula a area aproximada. Neste caso, quanto menor
for o quadradinho da malha quadriculada, a aproximacao sera mais préxima do valor real. A

seguir, coloca-se 0 mesmo quadrilatero, com as mesmas medidas, mas em malhaem que o lado
. . 1 . ) .

de cada quadradinho equivale a E centimetro. Logo, a area de cada quadradinho passa a ser

1

= cm?.

4

Observe:
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Figura 3.26 - llustragdo de um quadrilatero na malha quadriculada (destaque aos quadradinhos
inteiros no interior do poligono).

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

No interior do quadrilatero ABCD ha 21 quadradinhos inteiros,com lado igual a % cm.

Como a area de cada quadradinho é de Zl, cm?, entdo a areaaproximada do quadrilatero ABCD,

por falta, é de 5,25 cm?. Veja:

21 12 5,25 cm?
2Tz T cm
Em seguida verifica-se quantos quadradinhos cobrem toda a regido do quadrilatero
ABCD.

Figura 3.27 - llustragdo de um quadrildtero na malha quadriculada
(destaque aos quadradinhos inteiros que cobrem o poligono).

C

L 5
A B

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Encontram-se 36 quadradinhos que cobrem toda a regido do quadrilatero ABCD
(medida da area por excesso). Portanto, a medida aproximada da area da figura por excesso €
de 36 u.a.
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) . . 1 o~ P . a2
Como a area de cada quadradinho é de ” cm?, entdo a area aproximada do quadrilatero

ABCD, por excesso, é de 9 cm?. Veja:

36 1_36_9 5
3= = 2om

Conclui-se que a area A do quadrilatero é um valor entre 21 u.a. e 36 u.a.
21ua.< A <36 u.a.

. 1 . ~ .
Como cada “quadradinho” da malha tem 5 centimetro de lado, entéo a area A do
quadrilatero é um valor entre 5,5 cm?. e 9 cm?.

Portanto:
55cm? < A < 9 cm?

iii) Quadrilatero ABCD na malha quadriculada (quadradinhos com L de lado)
Outravez, coloca-se 0o mesmo quadrilatero, com as mesmas medidas, masem malhaem

. . 1 . -
que o lado de cada quadradinho equivale a S cm. Logo, a area de cada quadradinho passa a ser
1
—cm?.
16

Figura 3.28 - llustragdo de um quadrildtero na malha quadriculada, com
destaque aos quadradinhos inteiros no seu interior.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Dessa vez, encontra-se 97 quadradinhosno interior da regido do quadrilatero ABCD

(medida da area por falta). Portanto, a medida aproximada da area da figura por falta é de
97 u.a. Como a area de cada quadradinho é de icmz, tem-se que a area aproximada do

quadrilatero ABCD, por falta, é de 6,0625 cm?.
1 97 5
7. E—E—6,06250m

Em seguida verifica-se quantos quadradinhos cobrem toda a regido do quadrilatero
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ABCD.

Figura 3.29 - llustragdo de um quadrilatero na malha quadriculada, com
destaque aos quadradinhos que cobrem o poligono.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Cobrindo toda a regido do quadrilatero ABCD, encontram-se 128 quadradinhos

(medida da area por excesso). Portanto, a medida aproximada da area da figura por excesso €
de 128 u. a.

. . P 1 , .
Como a éarea de cada quadradinho é de Ecmz’ tem-se que a area aproximada do

quadrilatero ABCD, por excesso é de 8 cm?.
Veja:
1 128
T
Conclui-se que a area A do quadrilatero é um valor entre 97 u.a. e 128 u. a.

2

128 8 cm

97u.a.< A <128 u.a.
Como cada “quadradinho” da malha tem 21; cm de lado, entdo a area A do quadrilatero
é um valor entre 6,0625 cm?. e 8 cm?.
Portanto:
6,0625 cm? < A < 8 cm?
Comparando i), ii) e iii), a aproximacdo da area € maior em iii), em que o poligono

estad inserido em malha quadriculada onde os quadradinhos sdo menores.

Conclui-se que, quanto menor for o “quadradinho” da malha, mais preciso seré o valor

da area da figura plana obtida através do método de falta e excesso.
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Utilizando o Geoplano

O célculo da area pelo Método da Falta e Excesso, pode ser realizado utilizando o

Geoplano como um forte recurso pedagdgico.

Figura 3.30 - Quadrilatero representado no Geoplano.

Fonte: Geoplano fotografado pela autora.

Figura 3.31 -- Representagdo do quadrildtero no Geoplano (Método de Falta e Excesso).

Fonte: Geoplano fotografado pela autora.

Conclui-se que a area A do quadrilatero é um valor entre 4 u.a. e 11 u. a.
4dua<A<1llu.a.
No Geoplano, ndo é possivel fazer todas as demonstracdes que foram realizadas

anteriormente (i, ii e iii).

Utilizando o Geoboard

Apos representar a figura 3.25 no Geoboard, conta-se os quadradinhos inteiros no
interior do quadrilatero e depois conta-se todos os quadradinhos, inteiros ou nao, que cobrem

todo o quadrilatero.
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Figura 3.32 - Representagdo do quadrilatero no Geoboard (Método de Falta e Excesso).

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geoboard.

Conclui-se que a area A do quadrilatero é um valor entre 4 u.a. e 11 u.a.

4ua<A<11lu.a.

3.3.3 Calculo de areas de regides poligonais utilizando o Teorema de Pick

O célculo da area das figuras planas pode também ser obtido utilizando o Teorema de
Pick (j& mencionado anteriormente). Serda utilizada a malha quadriculada, que pode ser o papel
quadriculado ou 0 geogebra (neste caso sera utilizado o geogebra). Apds o uso da malha
quadriculada, utiliza-se 0 mesmo método, mas com o uso do Multiplano.

Utilizando o Teorema de Pick, determina-se a area da regido plana a seguir.

Figura 3.33 - llustragdo de um quadrilatero na malha quadriculada.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

Como os vertices do quadrilatero (figura 3.23) sdo pontos do plano com coordenadas
inteiras, pode-se aplicar o Teorema de Pick. Observe a Figura 3.34, a seguir, e veja que 0
quadrilatero apresenta cinco pontos de coordenadas inteiras em seu interior (em vermelho) e

seis pontos de coordenadas inteiras em suas arestas (em azul).
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Figura 3.34 - llustragdo de um quadrilatero na malha quadriculada (destaque aos pontos de coordenadas inteiras no interior do
poligono e pontos de coordenadas inteiras em suas arestas).

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra

A éarea do quadrilatero (figura 3.34) sera calculada utilizando a seguinte formula
(Teorema de Pick):
Area Poligono = i +§—1,

i: quantidade de coordenadas inteiras,interiores ao poligono;

onde { . o .
b: representa a quantidade de coordenadas inteiras dos lados ou contorno do poligono.

. 6
Area Poligono = 5 +E_1
Area Poligono = 5 +3 —1

Area Poligono = 7 u.a.
Utilizando o Geoboard

Utilizando o Geoboard, destaca-se as 06 coordenadas inteiras dos lados ou contorno do
quadrilatero e contam-se 05 coordenadas inteiras no seu interior. Em seguida, utiliza-se o

Teorema de Pick, para o célculo da area.

Figura 3.35 - llustragdo de um quadrilatero no Geoboard (destaque aos pontos de coordenadas
inteiras no interior do poligono e pontos de coordenadas inteiras em suas arestas).
=]

X

Fonte: aautora, com utiizagdo do Geoboard
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. b
Area Poligono = i +§—1

. 6
Area Poligono = 5 +§—1

3.4 CALCULO APROXIMADO DE AREAS DE REGIOES IRREGULARES
UTILIZANDO O GEOGEBRA E O GOOGLE MAPS

O Geogebra, ja& mencionado anteriormente, é um software de Geometria Dinamica e
também sera utilizado para o ensino de calculo de areas.

O Google Maps € uma ferramenta de GPS, que mostra rotas, informacéo de transitos,
tudo em tempo real, para melhorar o trajeto do motorista até o destino final. E possivel
visualizar mapas e imagens, enviadas de um satélite da Terra. Sera utilizado o recurso do
Google Maps, aliado as fun¢Ges do Geogebra, para o célculo de &reas.

Sera utilizado um exemplo de como determinar a area, de lugares localizados pelo
Google Maps, atraves do recurso “Medir Distancia” (recurso do Google Maps). O Geogebra
também serd utilizado para o calculo da area da mesma regido, localizada pelo Google Maps,
através do teorema de Pick e 0 Método de Falta e Excesso. O local escolhido, é um dos cartdes
postais da cidade de Trés Lagoas, a Lagoa Maior. E a terceira e a maior das 3 (trés) lagoas que
ddo nome ao municipio e possui uma area de 418 000 m?2. A lagoa é habitada por animais da
fauna pantaneira, como araras, tuiuids e capivaras, que convivem harmoniosamente com 0s

moradores que habitam o local.

Figura 3.36 - Imagem das 3 (trés) lagoas (Trés Lagoas/MS)

Fonte: Imgem extraida do Sofware Google Earth em 2 de settmbro de 2023.
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Figura 3.37 - Imagem da Lagoa Maior (Trés Lagoas/MS)

Fonte: Imgem extraida do Sofware Google Earth em 2 de settmbro de 2023.

Figura 3.38 - Foto de uma capivara na Lagoa Maior.

Fonte: Foto extraida do Software Google Earth em 2 de setembro de 2023,

E importante que o professor escolha um local no Google Maps, que seja significativo
para a populacao da regido em que os estudantes habitam. Inclusive, pode escolher o local em

comum acordo com os estudantes.

Exemplo 3.2: Determine a area aproximadada Lagoa Maior (a terceira lagoa de Trés
Lagoas/MS), utilizando os seguintes métodos:
a) Utilizar o Google Maps para localizar a Lagoa Maior, contorna-la, utilizando o recurso

“medir distdncia”, para que o Google Maps possa calcular a area da lagoa.
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Resolucgédo:

Figura 3.39 - Lagoa Maior ou Primeira Lagoa - Trés Lagoas/MS (visualizagdo: Google Maps).
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Fonte: Google Maps (contorno da lagoa realizada pela autora, o que resultou na medida da distancia total do contorno da
Lagoa Maior e de sua &rea total)

Para encontrar a medida do contorno da lagoa (ou distancia percorrida), foi utilizado o
recurso Medir distancia (ajuda do Google Maps).

Para medir a distancia percorrida:

e No computador, abra o0 Google Maps.

e Clique com o botéo direito do mouse no ponto de partida.

e Selecione Medir distancia.

e Para criar um caminho para medir, cligue em qualquer lugar do mapa. Para
adicionar outro ponto, clique em qualquer lugar no mapa.

e Na parte inferior, vocé encontra a distancia total em milhas (mi) e quildmetros

(km).

Dica: paramover um ponto ou caminho, cliquee arraste. Pararemover um ponto, clique
nele.

Quando terminar, clique em “Fechar” no card que fica na parte inferior.

Ao contornar toda a lagoa, 0 google maps também indicara a area da lagoa:

Area total: 417.795,09 m? (4.497.108,94 ft?).

Distancia total: 2,65 km (1,64 mi).
b) Utilizar o Teorema de Pick, para obter a area aproximadada Lagoa Maior (lembre-se

que o Teorema de Pick é utilizado com poligonos, portanto, deve-se construir um poligono P,
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Cuja a area se aproxime da area da lagoa, numa malha quadriculada em que os vértices do

poligono fique sobre os “nés da malha”).

Figura 3.40 - Poligono representando a Lagoa Maior - Trés Lagoas/MS.
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Fonte: Lagoa Maior retirada pelo Google Maps e inserida no Geogebra, pela autora.

Resolucdo: Primeiro localiza-se a Lagoa Maior pelo Google Maps (situada na cidade
de Trés Lagoas/MS), em seguida printa-se a tela e inserimos no Geogebra, com malha
quadriculada, com quadradinhos de 1 centimetro de lado. Como serd utilizado o Teorema de
Pick para o calculo aproximado de area, construi-se em torno da lagoa, um poligono P, com 0s
vértices sobre os “n6s” da malha quadriculada.

Como os veértices do poligono P sdo pontos do plano com coordenadas inteiras, pode-
se aplicar o Teorema de Pick. Observe que o poligono P apresenta oito pontos de coordenadas
inteiras em seu interior (em vermelho) e sete pontos de coordenadas inteiras em suas arestas

(em azul).

£ b
Area Poligono (P) = i +E_

. 7
Area Poligono (P) = 8 + 5~ 1
Area Poligono (P) = 8 +3,5—1

Area Poligono (P) = 10,5 u.a.

Como a escala no google maps é 1:20000 (cada lado do quadradinho da malha mede

1 c¢m, que equivale a 20 000 cm de medida real). Assim, cada quadradinho da malha tem éarea
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de 1 cm? e equivale a 400 000 000 cm? (medida real) que é o mesmo que 40 000 m?2.
Logo:
Area Poligono (P) = 10,5. 40000
Area Poligono (P) = 420 000 m?

Portanto, a 4rea aproximada da Lagoa Maior (Trés Lagoas/MS) é de 420 000 m?2.
E importante ressaltar que o Teorema de Pick é utilizado com poligonos, por isso foi
construido um poligono P, com &rea proxima a area da lagoa. Portanto, o resultado obtido, é

uma aproximacao da area pretendida.

c) Utilizar o “Método de Falta e Excesso”, para obter a area aproximada da Lagoa Maior.

Figura 3.41 - Medida da area por falta. Figura 3.42 - Medida da area por excesso.
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Fonte: Lagoa Maior retirada pelo Google Maps e inserida no Geogebra, pela autora.

Considerando que cada quadradinho da malharepresentauma unidade de area (neste
caso 1 cm? de éarea), tem-se que a medida da areapor excesso é de 16 cm? e a medida da area
por faltaé de 6 cm?. Portanto, a area do poligono, que representa a Lagoa Maior, esta entre
6 cm? e 16 cm?.

Como a escala no google maps é 1:20000 (cada lado do quadradinho da malha tem 1
cm, que equivale a 200 m de medida real), tem-se que cada quadradinho mede 1 cm? de area,
ou seja, cada quadradinho na malha equivale 400 000 000 cm? de area da medida real, que é

0 mesmo que 40 000 m?2.
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Entdo, a area A da Lagoa Maior esta entre 240 000 m? e 640 000 m?2.
240 000 < A < 640 000 m?
Como ja mencionado anteriormente o calculo aproximado daarea, utilizando o método
de falta e excesso, serd mais preciso quanto menor for o quadradinho da malha quadriculada,

na qual o poligono foi inserido.

Utilizando o Geoplano

Representa-se a Lagoa Maioratravés de um poligono (o mais préximopossivel da figura

original) e calcula-se a sua area, utilizando o “Método de Falta e Excesso”.

Figura 3.43 - Poligono "Lagoa Maior" representado no Geogebra.

Fonte: Geoplano fotografado pela autora

Considerando que cada quadradinho do Geogebra representa uma unidade de area
(neste caso 1 cm? de area), tem-se que a medida da areapor excesso é de 16 u.a.ou 16 cm? e
amedida da area por faltaé de 6 u. a ou 6 cm?. Portanto, a area do poligono 2, que representa
a Lagoa Maior, esta entre 6 cm? e 16 cm?. Ou sgja,
6 cm? <P < 16 cm?

Figura 3.44 - Poligono "Lagoa Maior" - Método de Falta e Excesso.

Fonte: Geoplano fotografado pela autora
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Como visto anteriormente, a escalano google maps é 1: 20000 (cada lado do quadrado
equivale a 200 metros de medida real). Entdo, tem-se que a area A da Lagoa Maior esta entre
240 000 m? e 640 000 m?2.

240 000 m? < A < 640 000 m?

Assim foram utilizadas diversas estratégias e recursos para o calculo de area da Lagoa
Maior, situada na cidade de Trés Lagoas, no estado de Mato Grosso do Sul. A Lagoa Maior é a
maior, entre as trés lagoas, que juntas ddo o0 nome a cidade. Essa mesma estratégia pode ser
utilizada para o célculo da area da sala de aula, da escola, da casa do estudante, do mapa da

cidade, entre outros.
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4 CONCLUSAO

Com base no que foi apresentado, sobre o ensino de areas de figuras planas, com a
utilizacdo de recursos variados, nossos estudantes da Educacdo Béasica poderao desenvolver
competéncias e habilidades especificas da matemaética e suas tecnologias, para a resolugéo de
situacdes-problemas envolvendo o calculo de area de figuras planas. Observe que o estudo de
areas inicia-se no Ensino Fundamental (séries iniciais), passa pelo Ensino Médio e é visto
também em algumas graduagdes, como Licenciatura Plena em Matematica ou até em outros
cursos, como bacharelado nas Engenharias. Claro que, em cada nivel de ensino, hd o
aprofundamento necessario e sdo utilizados métodos um pouco mais complexos para 0s
calculos. No entanto, qualquer que seja o nivel de ensino, é importante que o estudante tenha
bem claro a defini¢do de &rea e, para que isso acontega, € necessario que os docentes utilizem
técnicas, recursos e metodos adequados, para que a aprendizagem aconteca de forma
significativa. Portanto, mesmo no nivel de graduacdo, se o professor verificar que ha
necessidade de um enfoque mais “concreto”, com utilizagao de recursos como 0 geoplano,
multiplanos entre outros, é importante que esse enfoque aconteca, em sala de aula, nas aulas
destinadas a unidade curricular ministrada pelo professor, ou em Projetos de Ensino, Cursos de
Extenséo, entre outros.

Nesta dissertacdo, percebe-se também que é possivel introduzir o Célculo de Integral
para os estudantes do Ensino Médio, através do célculo de area de figuras irregulares.

O Geogebra e a malha quadriculada (alinhado com o Método de Composicdo e
Decomposiciode Poligonos, Teorema de Pick e Medida da Area por Falta e por Excesso) foram
utilizados pelaautoracom estudantes do Ensino Médio e os resultadosforamexcelentes. Outros
recursos pedagogicos, como o Google Maps e 0 Geoplano, foram aplicados em sala de aula em
periodo anterior a escrita dessa dissertacdo, também obtendo resultados favoraveis.

Contar com esses excelentes recursos, torna a aula mais dinamica e participativa,
colaborando com o desenvolvimento de competéncias e habilidades para a resolucdo de
situagdes-problemas envolvendo o célculo de &rea de figuras planas. Além disso, tudo esta de
acordo com as habilidades presente na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (veja a
habilidade EM13MAT307 da BNCC):

EM13MAT307 Empregar diferentes métodos para a obtencdo da medida da area de
uma superficie (reconfiguracdes, aproximacao por cortes etc.) e deduzir expressdes
de célculo para aplica-las em situagdes reais (como o remanejamentoe a distribuicdo
de plantac@es, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
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Finalizando, a autora pretende com essa dissertacédo, aplica-la com seus alunos de
diferentes niveis escolares, além de contribuir para o trabalho dos docentes da Educacao Bésica,
que poderdo utilizar esses recursos tanto para o ensino de areas de figuras planas, quanto para
outros contetdos da Geometria Plana, como distancia entre dois pontos. O fundamental é que
todos percebam a importancia de utilizar metodologias dinamicas e recursos variados, para que
a aprendizagem realmente aconteca.

Segundo, Dias

E preciso considerar que muitas vezes, 0 alunose vé a frentede regras superficiais e
de simbolos desconhecidos, 0 que fazcom que copie passivamente sem utilizar a sua
capacidade de raciocinio. Portanto, é necessario promover atividades desafiadoras que
despertem no aluno a curiosidade e o prazer de aprender. (DIAS, 2013, p. 16)

O professor tem um importante papel na vida dos estudantes e precisa propiciar meios
para que a aprendizagem significativa realmente aconteca, com atividades desafiadoras,
prazerosas, que utilize e desenvolvao raciocinio l6gico, propicionando que o estudante levante
hipoteses, conclua e tenha melhor desempenho na realizacao das atividades.

Para trabalhos futuros, temos o desenvolvimento do Multiplano Virtual, como um

importante recurso para o ensino de diversos conteudos da matematica.
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5 ANEXOS

5.1 ANEXO 1

Fotos retiradas de estudantes (Ensino Médio) determinando areas de figuras planas,
utilizando a malha quadriculada (turma do segundo ano do Ensino Médio).

A professora projetou algumas figuras poligonais na televisdo e solicitou que os
estudantes as reproduzissem na malha quadriculada (entregue pela professora). Apos
reproduzirem, eles deveriam determinar a darea de cada figura, utilizando dois

métodos/estratégias diferentes. A maioria utilizou o0 Teorema de Pick e a decomposicéo de
poligonos em outros, cujas férmulas sdo conhecidas.

Figura 5.1 - Alunos determinando areas de figuras planas (foto 1).

Fonte: a autora.

Figura 5.2 - Alunos determinando areas de figuras planas (foto 2).

Fonte: a autora.
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Figura 5.3 - Alunos determinando areas de figuras planas (foto 3).

Fonte: a autora.

Figura 5.4 - Alunos determinando areas de figuras planas (foto 4).

Fonte: a autora.

Figura 5.5 - Alunos determinando areas de figuras planas (foto 5).

Fonte: a autora.

99



Figura 5.6 - Alunos determinando areas de figuras planas (foto 6).

Fonte: aautora.

Figura 5.7 - Alunos determinando areas de figuras planas (foto 7).

Fonte: aautora.
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5.2 ANEXO 2

SUGESTOES DE ATIVIDADES PARA SER APLICADA NO ENSINO MEDIO
(EM GRUPO)
HABILIDADE: EM13MAT307 Empregar diferentes métodos para a obtencéo da

medida da area de uma superficie (reconfiguragdes, aproximacao por cortes etc.) e deduzir

expressdesde calculoparaaplica-lasem situacdes reais (como o remanejamentoe adistribuicdo

de plantages, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.
OBJETIVO:

Compreender o conceito de area;

Encontrar a area de uma figura plana, utilizando a malha quadriculada, o
Geogebra, o Geoplano (ou o Geoboard) e/ou o multiplano como recurso.
Explorar diversas figuras planas, comparando as medidas de superficie;
Utilizar diversas técnicas (Teorema de Pick, Método de Falta e Excesso,

Composicdo e Decomposicdo de Poligonos, entre outros).

E importante que, a cada atividade desenvolvida, o professor assuma a postura de mediador e

facilitador do processo Ensino Aprendizagem. orientando 0s estudantes no processo de

construcdo de suas proprias aprendizagens.

A mediacdo € um fator humanizador de transmissdo cultural. O homem tem como
fonte de mudanca a cultura e os meios de informagéo. O mediador se interpde entre
os estimulos ou a informacdo exterior para interpreta-los e avalia-los. Assim, o
estimulo muda de significado, adquire um valor concretoe cria no individuo atitudes
e criticas flexiveis. Aexplicagcdo do mediador amplia o campo de compreensdo de um
dado ou de uma experiéncia, gera disposi¢cdes novas no organismo e produz uma
constante retroalimentacdo informativa (feedback). Trata-se de iluminar a partir de
diferentes pontos um mesmo objeto do nosso olhar. (TEBAR, 2011, p. 77).

Atividades 1 a 6.

Duracéao: 2 aulas.

Atividade 1 —

E possivel duas figuras diferentes possuirem éareas iguais? Se a resposta for sim,

necessariamente 0s perimetros precisam ser iguais?

Espera-se que os estudantes respondam que sim, é possivel duas figuras diferentes

possuirem areas com mesma medida e que 0s perimetros ndo precisam ter a mesma medida

para que isso aconteca.

Podem complementar, dizendo que também é possivel duas figuras terem 0 mesmo
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perimetro e areas diferentes.
Caso algum estudante ainda tenha davidas, a proxima atividade possibilitard com que

ele entenda melhor.

Atividade 2 — Construa no Geoplano as figuras a seguir:

Figura 5.8 - Figura planas no Geoplano.

N _

A B C

A = X MR

Fonte: a autora, com utilizacdo do Geogebra.

Essas figuras podem ser entregues aos estudantes em folha sulfite, ou projetadas para

que os alunos possam reproduzi-las no Geoplano.

Atividade 3 — Calcule o perimetro e a area de cada figura que foi construida no Geoplano.

O professor, caso queira, pode introduzir um quadro, para que os estudantes possam

preencher.
Figuras | Perimetros (unidade de comprimento) | Areas (unidade de area)
A 10+ 2 6,5
B 1242 6,5
C 18 + 22 10
D 6 +3v2 3,5
E 12 5
F 14 + 42 9
G 10 +2v2 5

Atencdo: Pode ser que algum estudante conte a diagonal do quadradinho, como sendo

uma unidade de lado. Professor precisara lembra-los (através de calculo, por exemplo), que a
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diagonal do quadradinho equivale a v2 u. a.
A técnica utilizada pelos estudantes para o célculo da area, provavelmente, sera a
contagem de quadradinhos. Essa atividade é importante, para que consigam entender melhor

0 conceito de area.

Atividade 4 — Quais figuras possuem a mesma area?
As figuras que possuem a mesma area, sao: Ae B; Ee G.

Se algum estudante ficou em duvida, na atividade 1, este € um bom momento para que
ela seja sanada.

Atividade 5 — Construa, no Geoplano, figuras com areas 2,5; 4,5; 8,5 e 11,5.

E interessante que 0s grupos socializem as imagens e a estratégia utilizada para
construcao dessas figuras.

Atividade 6 — Construa, no Geoplano:
a) duas figuras com areas iguais e perimetros diferentes.
b) duas figura com perimetros iguais e areas diferentes.
c) um triangulo isésceles cuja altura, seja o triplo da base (calcule a rea do triangulo
construido).
d) um losango cuja diagonal maior seja o dobro dadiagonal menor (calcule a area do

triangulo construido).

As atividades acima fardo os estudantes perceberem que figuras com perimetros
diferentes, ndo implica em areas também diferentes e figuras com perimetros iguais ndo
implicam em &reas iguais.

Apds aplicagdo das atividades 1 ao 6, é importante inserir figuras em que o célculo da
area ndo seja tdo simples como as anteriores, em que as figuras eram formadas apenas com

quadradinhos inteiros ou metades.

Atividades 7 a 9

Duracéo: 2 aulas.
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Atividade 7 — Construa, no Geoplano, as figuras a seguir e calcule a area de cada uma (anote

a estratégia utilizada):

a) Figura 5.9 - Area do tridngulo ABC (Atividade 7).

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Estratégia 1: Usando a formula da area do triangulo.

Estratégia 2 : Perceber que a area triangulo ABC equivale a &rea de um retangulo de base 3
e altura 5.
A(ABC)=3.5= 15u.a.

b)

Figura 5.10 - Area do pentagono ABCDE (Atividade 7).

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Estratégia 1:
Construir a figura no Geoplano ou desenha-la na malha quadriculada. Em seguida,

completa-se a figura de forma a obter um retdngulo (cada vertice do pentagono deve estar em
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um dos lados do retdngulo), como na figura a seguir:

Figura 5.11 - Area do pentagono ABCDE (Atividade 7), inserido num retangulo.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Para calcular a area do pentagono ABCDE, basta calcular a &rea do retangulo FGHI
e dele subtrair a area dos triangulos retangulos FAE, AGB, CHD e EDI.
Veja:
A(ABCDE) = A(FGHI) — A(FAE) — A(AGB) — A(CHD) — A(EDI)

2.1 3.1 4.1 1.3

A(ABCDE) =5 .4— 5 T > >

2 3
A(ABCDE) =20~~~ — =

12
A(ABCDE) = 20— -

A(ABCDE)=20—-6
A(ABCDE) = 14 u.a.

Estratégia 2:
Construir a figura no Geoplano ou desenha-la na malha quadriculada. Em seguida,

decompor o pentagono ABCDE em outros poligonos, em que o calculo da area é conhecido.

Figura 5.12 - Area do pentagono ABCDE (Atividade 7) - Método "Decomposi¢do do poligono".
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Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Neste caso, o0 pentdgono foi decomposto em outros cinco poligonos: um retangulo R e
quatro triangulos retangulos (T, T,, T; € Ty).
A area do pentadgono ABCDE sera a soma da &rea do retdngulo R com os triangulos
Ty, Ty, Ts e Ty
A(ABCDE) = AR + AT1 + ATZ +AT3 +AT4
4.1 1.3 2.1 3.1
2 T2 T2t
3

AmBam)—8+4+3+2+
B 2 2 2 2

4434243
2

A(ABCDE)= 4.2 +

A(ABCDE) = 8+

12
A(ABCDE) = 8 +7

A(ABCDE) = 8+6
A(ABCDE) = 14

Figura 5.13 - Triangulo ABC (Atividade 7) na malha quadriculada.

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Uma estratégia:
Construir a figura no Geoplano ou desenh&-la na malha quadriculada. Em seguida,
completa-se a figura de forma a obter um retdngulo (cada vértice do triangulo deve estar em

um dos lados do retangulo), como na figura a seguir:

Figura 5.14 - Area do triangulo ABC (Atividade 7), inserido num retangulo.
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Para calcular a area do tridangulo ABC, basta calcular a &rea do retangulo EBDC e

dele subtrair a area dos triangulos retangulos EBA e BDC.
A(ABC) = A(EBDC) — A(EBA) — A(BDC)

1.2 1.4

A(ABCDE)=1 .4—7 -
2 4
A(ABCDE)=4—§—E

A(ABCDE)=4-1-2
A(ABCDE) =1 u.a.

Importante que cada grupo exponha a estratégia utilizada. Lembrando que a estratégia

de contagem dos quadradinhos ndo € eficiente nesta atividade.

Atividade 8 — Construa, namalha quadriculada, algumas figuras poligonais e troque com outro
grupo, para que determinem a area de todas figuras construidas.

Importante que cada grupo exponha a estratégia utilizada.

Atividade 9 — Depois da utilizacdo do Geoplano, em um outro momento (outra aula), o
professor pode trazer outras figuras, para que determinem a sua area, mas agora utilizando
apenas a malha quadriculada e de forma individual.

E importante que o professor reserve, para os estudantes, momentos em grupos ou

duplas e também momentos individuais.

Atividades 10 e 11

Duracéao: 4 aulas.

Atividade 10 — Solicitar que calculem a area do triangulo ABC, inserido no plano cartesiano e
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que anotem as estratégias utilizadas (folhas entregues individualmente, mas pode colocé-losem

duplas ou em grupos com 4 membros).

Figura 5.15 - Area do tridngulo ABC, inserido na malha quadriculada (Atividade 10)

= @

Fonte: aautora, com utilizagdo do Geogebra.

Um momento para a socializacdo das estratégias utilizadas. Verificar se algum grupo
(ou dupla) utilizou o Método de Gauss. Se utilizou ou nédo, de qualquer forma, € um bom
momento para introduzi-la.

O professor pode dizer que para o calculo da areado triangulo ABC, utilizara o método
de Gauss, que para calcular a area, irad se basear na soma e na subtracdo da area de trapézios
formados pelos vértices e pelas projecdes sobre 0s eixos x e y (a demonstracao sera realizada
com a base dos trapézios no eixo x)

Os estudantes, neste momento, devem ter claro como se faz para determinar a area do

trapézio.

Trazer outras figuras poligonais, inseridas no plano cartesiano e solicitar que os

estudantes calculem a area, utilizando o Método de Gauss.

Atividade 11 - Inserir o Teorema de Pick e solicitar que refagam a atividade 7, mas agora
utilizando o Teorema de Pick e comparem os resultados.
Professor, traga mais figuras poligonais para que os estudantes calculem a area em grupo

e/ou individual.

Atividade 12 - Aplicar ou adaptar a atividade do exemplo 3.2 (o professor pode adaptar,
conforme a regido em que habitam, utilizando &reas locais, importantes do municipio ou

estado).

Determine a area aproximada da Lagoa Maior (a terceira lagoa de Trés Lagoas/MS),
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utilizando os seguintes métodos:
a) Utiliza o Google Maps para localizar a Lagoa Maior, contorna-la, utilizando o
recurso “medir distincia”, para que o Google Maps possa calcular a &rea da lagoa.

(ver exemplo 3.2)

b) Utilizar o Teorema de Pick, para obter a area aproximada da Lagoa Maior (lembre-
se que o Teorema de Pick € utilizado com poligonos, portanto, deve-se construir um
poligono P, cuja a &rea se aproxime da area da lagoa, numa malha quadriculada em
que os vértices do poligono fique sobre os “n6s da malha”).

(ver exemplo 3.2)
c) Utilizar o “Método de Falta e Excesso”, para obter a rea aproximada da Lagoa

Maior.

(ver exemplo 3.2)
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