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RESUMO

FONSECA, Luciana da Cruz. Desvendando as sequéncias de Fibonacci, Lucas e Gibonacci.
90 f. Dissertacdo - Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional -
PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2023.

A sequéncia de Fibonacci € uma das mais belas e perfeitas sequéncias existentes na Matemaética.
Considerando este fato apresentamos um estudo referente a sequéncia de Fibonacci e suas
ocorréncias. Inicialmente, elucidamos um breve histérico sobre Fibonacci e a sua sequéncia. Em
seguida, abordamos a definicao das sequéncias de Fibonacci, Lucas e Gibonacci e, algumas das
identidades que relacionam estas sequéncias. Exibimos ainda vérias ocorréncias associadas a
estas sequéncias, onde algumas delas foram apresentadas usando o software Geogebra. Para
finalizar propomos algumas atividades que podem ser aplicadas na Educacdo Bdasica onde
procuramos enfatizar uma abordagem diferenciada utilizando jogos matemaéticos, resolucao de

problemas e tecnologia da informacao.

Palavras-chave: Fibonacci; Lucas; Gibonacci; Sequéncia; Ocorréncias.



ABSTRACT

FONSECA, Luciana da Cruz. Unwrapping the Fibonacci, Lucas and Gibonacci sequences.
90 pg. Dissertation - Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional -
PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2023.

The Fibonacci sequence is considered one of the most beautiful and perfect sequences in
mathematics. Considering this fact, we present a study regarding the Fibonacci sequence and
its occurrences. Initially, we elucidate a brief history of Fibonacci and its sequence. Right away
we approach the definition of the Fibonacci, Lucas and Gibonacci sequences and, some of
the identities that relate these sequences. We also exhibit several occurrences associated with
these sequences, where some of them were developed using Geogebra software. Finally, we
propose some activities that can be applied in elementary school where we seek to emphasize a

distinguished approach using math games, problem solving, and information technology.

Keywords: Fibonacci; Lucas; Gibonacci; Sequence; Occurrences.
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1 INTRODUCAO

A matemadtica apresenta-se como uma ciéncia que nos permite analisar, sintetizar e propor
solucdes perante situagdes abstratas e/ou de nosso cotidiano. Para Ramos (2017) a Matemética é
uma ciéncia que estabelece uma relagdo entre o entendimento coerente € pensativo com situacoes
préticas habituais, promovendo uma constante compreensao na busca pela veracidade dos fatos

através de técnicas precisas e exatas.

Neste aspecto, percebemos como se torna relevante promover um estudo no qual possa-

mos apresentar uma contribui¢do com relagdo ao ensino de matemaética.

Considerando o exposto, buscamos estabelecer uma conexio entre as experiéncias
advindas do mundo real e, por meio destas, incorporar a utilizacdo de conceitos matematicos.
Neste sentido, vemos como pertinente apresentar como tema as sequéncias de Fibonacci, Lucas e
Gibonacci, as quais sao sequéncias recursivas que também sao evidenciadas pela BNCC (2018).
Onde uma das habilidades elencadas € a utilizagdo da simbologia algébrica para expressar

regularidades em sequéncias numéricas.

Ao analisar a defini¢do de sequéncia, segundo Morgado e Carvalho (2015), percebemos
que muitas sequéncias sao definidas recursivamente, ou seja, por intermédio de uma regra que

permite calcular qualquer termo em fun¢ao do(s) antecessor(es) imediato(s).

A sequéncia de Fibonacci emerge neste contexto e ressaltamos a importancia da mesma.
Com relacdo a sua relevancia Koshy (2017) aponta que a sequéncia de Fibonacci € uma das
sequéncias numéricas mais intrigantes. Ela continua a oferecer amplas oportunidades para

matemadticos profissionais e amadores fazer conjecturas e expandir seus horizontes matematicos.

Sendo assim, pretendemos proporcionar ao leitor ndo somente um estudo da sequéncia de
Fibonacci, mas também fazer com que educandos, professores e pesquisadores possam analisar

a sequéncia de Fibonacci tanto no aspecto algébrico quanto no geométrico.

Os padrdes e/ou sequéncias estdo presentes no mundo a nossa volta. Ao observar a
sequéncia de Fibonacci, percebemos que esta é uma das mais belas sequéncias conhecidas,
emerge em diversas areas. Como, por exemplo, na arquitetura, arte, natureza, biologia, musica,
fotografia, economia e, evidentemente, matemdtica. As Figuras 1.1, 1.2 e 1.3 ilustram esta
relacdo entre as dreas de conhecimento citadas e a sequéncia de Fibonacci. Por meio das Figuras
podemos observar a existéncia da espiral de Fibonacci a qual é obtida tracando um arco no

retangulo de ouro (retdngulo obtido a partir dos nimeros presentes na sequéncia de Fibonacci).
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Figura 1.1 — Espiral: (a) Partenon; (b) Monalisa

(b)
Fonte: (a) Delaqua (2022); (b) Cortes (2022).

Figura 1.2 — Fibonacci: Caracol e Girassol

Fonte: Cortes (2022).

Figura 1.3 — Espiral logaritmica

55

21
13

Fonte: Lessa (2022).
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A sequéncia de Fibonacci foi definida por Leonardo Fibonacci, também chamado Le-
onardo Pisano ou Leonardo de Pisa, matematico que teve maior destaque na Idade Média

européia.

Segundo Koshy (2017), pouco se sabe sobre sua vida, exceto pelos poucos fatos que ele
fornece em seus escritos matematicos. Fibonacci nasceu por volta do ano de 1170 na familia
Bonacci de Pisa, um préspero centro mercantil e morreu no ano de 1240. Dentre suas principais
contribui¢des, temos Liber Abaci (1202), onde o mesmo realiza um estudo sobre a aritmética e
algebra elementar, cuja segunda edicdo (em 1208) foi dedicada a Michael Scott, o mais famoso
fil6sofo e astrélogo da corte de Frederico II. Além de Liber Abaci, Fibonacci publicou outros
trés livros: Practica Geometriae, publicada em 1220, dedicada ao Mestre Domonique, onde
Fibonacci emprega algebra para resolver problemas geométricos e geometria para resolver
problemas algébricos, uma abordagem radical para a Europa de sua época; ja em Flos e o Liber
Quadratorum (O Livro dos Numeros Quadrados), obras publicadas em 1225, apresentam-se

estudos direcionados a Teoria de nimeros.
Em Liber Abaci, Fibonacci traz um problema sobre coelhos:

Problema Suponha que haja dois coelhos recém-nascidos, um macho e outro fémea.
Encontre o ndmero de coelhos produzidos em um ano se: cada par leva um més para amadurecer,

cada par produz um par misto a cada més, a partir do segundo més; e, coelhos sdao imortais.

Fibonacci observou que, com o passar dos meses, os coelhos se reproduziam da seguinte

maneira:

1) No primeiro més temos um casal de coelhos.

2) No segundo més continuamos com um casal de coelhos, pois os mesmos ainda ndo

desenvolveram o suficiente para reproduzirem.
3) No terceiro més os coelhos se reproduzem dando origem a dois casais de coelhos.

4) No quarto més o primeiro casal se reproduz novamente e, o segundo casal ainda nao esta

em idade fértil. Dessa forma, tem-se 3 casais de coelhos.

5) No quinto més o primeiro casal se reproduz, o segundo casal se reproduz e o terceiro casal

ainda nao se reproduz. Totalizando 5 casais.

A referida situac¢do problema envolvendo os coelhos deu origem a sequéncia de Fibonacci.
No entanto, um fato curioso € que a mesma nao era conhecida por este nome, recebendo esta
denominacdo somente no ano de 1876, quando foi estudada pelo matematico francés Frangois
Edouard Anatole Lucas (1842-1891).

Tendo em vista a sua defini¢do, procuramos analisar alguns trabalhos em nivel nacional

e estadual nos quais Fibonacci emerge como tema. Dentre os trabalhos analisados destacamos os
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estudos efetuados por Pacheco (2021), Santos (2021), Barreto (2019), Silva (2017a), da Silva
(2017b), Macena (2018) e Sentone (2017).

Pacheco (2021) e Santos (2021) apresentam uma proposta de atividades direcionadas
ao ensino envolvendo a sequéncia de Fibonacci correlacionando com as habilidades a serem
desenvolvidas na BNCC. No entanto, cada um dos autores direciona o seu trabalho para um
enfoque diferente: Pacheco (2021) para as propriedades e aplicacdes e Santos (2021) trabalha

com o ndmero de ouro e sua interpretacao geométrica.

Barreto (2019) e da Silva (2017b) também trabalham com propostas de atividades.
Barreto (2019) destaca a resolugdo de problemas recaindo no estudo das sequéncias enquanto
da Silva (2017b) evidencia a sequéncia de Fibonacci e sua importancia para o ensino (mais

especificamente no Ensino Médio) incluindo a sua relevancia histoérica.

Atividades incluindo uma proposta de sequéncia diddtica também se fizeram presentes.
Neste aspecto, Macena (2018) propde uma abordagem com relagao a sete identidades envolvendo
os numeros de Fibonacci apresentando sua demonstracdo. Este trabalho direciona-se a alunos de

turmas olimpicas de nivel 2.

Fibonacci também aparece em Sentone (2017), onde a autora desenvolve um trabalho
incluindo os Paradoxos Geométricos em sala de aula. Nesta pesquisa, observamos a presenga do
Paradoxo de Cassini que ¢ um dos objetos de nosso estudo, porém em nosso trabalho optamos

por criar um objeto manipuldvel no software Geogebra.

Silva (2017a), apresenta um trabalho de cunho tedrico sobre as identidades de Fibonacci

e Lucas, expandindo este conceito aos nimeros inteiros.

Nossa inten¢ao neste trabalho encaminha-se no sentido de possibilitar outra perspectiva
com relagdo as aplicabilidades da sequéncia de Fibonacci. Associando a mesma, com a resolucio
de problemas, jogos e estabelecendo um paralelo entre as identidades envolvendo a sequéncia de

Fibonacci e, sua interpretagdo geométrica e algébrica.

O objetivo geral deste trabalho € compreender a sequéncia de Fibonacci utilizando as

suas identidades e ocorréncias. E, seus objetivos especificos sao
1) Caracterizar a sequéncia de Fibonacci, bem como algumas de suas identidades, os nimeros
de Lucas e Gibonacci.
2) Interpretar geometricamente as identidades envolvendo o estudo da sequéncia de Fibonacci.

3) Elaborar atividades relacionadas a sequéncia de Fibonacci utilizando a resolucao de

problemas e jogos matematicos.

4) Empregar o uso do software Geogebra em atividades com as identidades da sequéncia de

Fibonacci e do Paradoxo de Cassini.
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A metodologia empregada € a quantitativa, bibliografica e descritiva. Em um primeiro
momento efetuamos uma pesquisa bibliogrifica e nos dedicamos a analisar a definicdo da
sequéncia de Fibonacci, suas propriedades e ocorréncias. Prosseguindo com a elaboracao de
atividades que demonstram a aplicabilidade dos nimeros de Fibonacci por meio da resolucdo de
problemas, jogos matemadticos e a utilizacdo do software GeoGebra em atividades para alunos da

Educacao Bésica.

O presente trabalho estd organizado em cinco capitulos. No primeiro capitulo, encontra-
se a introdu¢do onde situamos o leitor com relacdo ao tema proposto, bem como sua justificativa,
revisdo bibliografica, objetivos (geral e especificos), procedimentos metodoldgicos a serem

utilizados e estrutura do trabalho.

No segundo capitulo, realizamos a fundamentagao tedrica onde apresentamos a definicao
da sequéncia de Fibonacci, algumas identidades que relacionam a sequéncia de Fibonacci com
os numeros de Lucas. E, ainda, apresentamos a defini¢do da sequéncia de Gibonacci incluindo

as demonstracdes referentes a cada uma das relagdes citadas.

No terceiro capitulo sdo apresentadas ocorréncias envolvendo os nimeros de Fibonacci e
as identidades citadas no segundo capitulo. Neste capitulo s@o apresentadas as demonstra¢des das
identidades, para cada identidade € indicado um link contendo a sua representacao geométrica.
Essa representacdo geométrica foi elaborada no Geogebra, o que facilita o entendimento da
demonstracdo e da prépria identidade. Além disso, foram apresentadas relagdes entre a sequéncia

de Gibonacci e a Geometria Analitica.

No quarto capitulo propomos atividades utilizando as sequéncias de Fibonacci, Lucas
e Gibonacci. As atividade s@o voltadas para alunos do sétimo ano do ensino fundamental e do

segundo ano do ensino médio.

No quinto capitulo elucidamos as conclusdes a cerca do trabalho desenvolvido onde
salientamos a importancia das metodologias utilizando a tecnologia de informagdo (por meio da
utilizacao do software Geogebra), jogos matemadticos e resolugdo de problemas para o ensino de

matematica e, finalizamos com os anexos.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, apresentamos a definicdo da sequéncia de Fibonacci, da sequéncia de

Lucas e Gibonacci, bem como identidades que relacionam estas sequéncias.

A sequéncia de Fibonacci € frequentemente utilizada e conhecida na matemdtica. A sua
definicao é dada por:
Fn: n—2+Fn—l> (21)
onde Fy =0e F; = 1.
Conforme Morgado e Carvalho (2015), a equagdo (2.1) representa a defini¢do da sequén-

cia de Fibonacci e também € uma recorréncia linear de segunda ordem a qual pode ser reescrita

como.

Fn - anl - Fn72 == O (22)

No decorrer, resolvemos a recorréncia descrita pela equacao (2.2). Esta recorréncia tem
1+2\/5 er! — 1—2\/5.

como equacdo caracteristica: 72 — r — 1 = 0, a qual possui como raizes 1’ =

E, a solu¢do geral é dada por:

1 +2¢5>”+02 (1 —2ﬁ>"‘

Tomando Fj = 0 e F; = 1 temos que, a solugdo particular desta equagdo de recorréncia € dada

r=a

pela solucdo do sistema a seguir:
Ci+Cy =0;
{ (5E5) 0+ (58) =1
Resolvendo o sistema acima, segue que: C; = % e Cy = —%.
Portanto, a solucdo da recorréncia dada pela equagdo (2.2) é
(%) - (%)
V5

De acordo com Burton (2010) a igualdade (2.3) € conhecida como a Férmula de Binet.

F, =

(2.3)

No decorrer, apresentamos outra forma de realizar a demonstracao desta utilizando a

Indugdo em n.

Paran = 0,
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Para n = 1, temos que:

Segue que a igualdade € verdadeira paran =0en = 1.

Suponhamos que a igualdade (2.3) seja vdlida para k& < n, onde n € um nimero inteiro

arbitrario e maior do que ou igual a 1. Ou seja,

Mostremos que a igualdade (2.3) € valida para n+1. Empregando, o = 1+T\/5, 14+a = a7,
B = 1’T\/gel+6:ﬂzobtemosque

Foo1=F,+F,
i @ —pr ottt — gt
B
a +a" - pr— gt
V5
a" Ha+1) =B HB+1)
V5
Ozn_l@Z _ Bn_lﬁ2
V5

n+l _ An+l
o p

V5

Logo,

(2.4)

Fn+1:

Da igualdade (2.4), temos que a propriedade é valida paran + 1.

Portanto, pelo principio de Inducdo Finita a igualdade € védlida para n € N.
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Considerando @ = 1+2\/5 el = %ﬁ, a féormula de Binet pode, ainda, ser reescrita da

seguinte maneira:
o — Bn

a—pf

Com base nessas informagdes, vamos estudar uma proposi¢ado relevante a cerca dos

F, =

nameros de Fibonacci.

Proposicio 2.1. Para qualquer solugdo x da equacéo r*—r—1 = 0, temos que " = xF,+F,_,,

para todon > 1.

Demonstracdo. Vamos apresentar a demonstracdo por Inducdo em n.

i) Paran = 1, temos que,

Logo, a igualdade € verdadeira paran = 1. Dado que F, =0e F; = 1.

ii) Suponhamos que a igualdade 2" = zF, + F,_; é vélida para n = k. Mostremos que

l‘k—H = SEFk_H + Fk

= 22F, + 2Fj_;
=(x+1)Fy +aFp
=xF, +F,+xF,_
= 2(Fp + Fp1) + Fy
= xlFpp1 + Fi.

" = oy

Pelo principio de Indugdo, segue que 2" = = F;, + F,,_; € vdlida para qualquer nimero
natural 7.
O

Como « e [3 satisfazem a equagdo r? — r — 1 = 0, segue pela Proposi¢do (2.1) que

a" =aF, + F,_1e p" = pB(F,) + F,_1, para qualquer nimero natural 7.

Vale salientar, embora pouco difundido, que o conceito envolvendo a sequéncia dos
numeros de Fibonacci pode ser estendido também para os numeros inteiros negativos. Usando
que F, o =F, —F, q,temosque ' 1 =1, F o =—-1,F 3=2,F 4= -3, F_5 =5e, assim

por diante. Em outras palavras, F'_,, = (—1)""'F,, onde n > 1.



20

2.1 ALGUMAS IDENTIDADES COM OS NUMEROS DE FIBONACCI

Nesta secdo, trataremos algumas identidades envolvendo os nimeros de Fibonacci, as
quais serdo utilizadas no decorrer do trabalho e podem ser encontradas em Burton (2010) e
Koshy (2017).

A primeira identidade que demonstraremos fornece a soma dos n primeiros nimeros de

Fibonacci.

Lema 2.2. Para todo niimero natural n > 1, temos que Fy\+ Fo+F3+...+F, 1+ F, = F, o—1.

Demonstragcdo. A demonstracdo desta identidade segue por Inducdo em n.

i) Paran =1, temos que: Fi,o —1=F;—1=2—-1=1= F;. Logo, aidentidade ¢é vélida

paran = 1.
ii) Suponhamos que a identidade seja vdlida para n = k, ou seja,

F1+F2+F3+...+Fk,1+Fk:Fk+2—1. (25)

Mostremos que a identidade € valida para n = k + 1. Adicionando o préximo termo da
sequéncia de Fibonacci a equagdo (2.5), temos que:
Fi+F+Fs+ ..+ Fp+ Frpn = Fryo + Frpn — 1 (2.6)
Ao analisar o lado direito da igualdade na equacdo (2.6) podemos substituir F} o + Fiq
por Fj. 3. E, a equacdo pode ser reescrita como:
Fi+ B+ Fs+ ...+ Fo+ Fe=Fr3— 1.

Sendo assim, a identidade € valida para n = k4 1. Pelo principio de Indug¢ao a identidade

¢ vdlida para todo n natural, tal que n > 1.

]

Koshy (2017), traz ainda outra identidade, também conhecida como identidade de Cassini.

A mesma serd empregada no préximo capitulo para o desenvolvimento deste paradoxo.

Proposicao 2.3 (Identidade de Cassini). Paran > 1, temos que F? = F, 1 F, 1 + (—1)""L.

A 1dentidade descrita pela Proposicao (2.3), pode ser reescrita como:

Fop1 By — F2 = (—1)".
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Demonstragdo. Faremos a demonstracdo desta identidade por Inducao em n.
i) Paran = 1 ¢€ valida, pois

FigF_—F=FF—F:=—-1= (-1

Logo, a identidade é verdadeira paran = 1.

ii) Suponhamos que a identidade seja vdlida para n = k, isto &, Fpy1Fp 1 — F? = (—1)~.
Mostremos a validade da identidade paran = k + 1, ou seja, Fj o F, — F2,| = (—1)F.

De fato, temos que:

FropoFy — Fioy = Fi(Fyr + By) — (Fy + F)?
= FpFyyy + F} — FE —2FyF — F7
= FyFpy — FuFyq — FLFyy — F7
= Fp(Frp1 — Fi1) — Fra (B + Fia)
= F} — Fr1 B
= (=1)(Frs1Fr-1 — F/?)

Aplicando a hipétese de indugdo, segue que:
FroFy — Fy = (—1)(=1)F

_ <_1)]€+1‘

Logo, a identidade é vélida para n = k + 1. Portanto, pelo principio da Indugao a

identidade de Cassini € valida para todo n > 1.

]

Finalizaremos esta se¢do com outras duas identidades, as quais serdo usadas no préximo

capitulo para o desenvolvimento do estudo relacionado ao paradoxo.

Proposicao 2.4. Para todo par de niimeros naturais n e m, temos que

Fn+m = FnFm+1 + F 1 Fy.

Demonstragdo. Para efetuarmos esta demonstracao fixaremos o n e iremos demonstrar por

Inducao Forte sobre m.
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i) Para m = 1 aigualdade é verdadeira, pois
Foow=F,+F,1=F,F+F, F.
Para m = 2 a igualdade € valida, pois
Foio=Fn+ F,=F,Fs5+ F, 1 F,.
ii) Suponhamos agora que o resultado seja valido para todos os inteiros £ menores do que ou
iguais a um certo valor m. Isto é,

Foik = FoFy + Fr 1 Fp.

Considerando a definicdo da sequéncia de Fibonacci e a hipétese indutiva,

Foitm+1 = Fopm + Foyma
" B Fry + Fy 1 Foy + FyFyo+ Fy 1 Fruy
= Fo(Foi1 + Fn) + Fooa (B + Fa)
=FFnpo+ Fy1Fpyg.

Sendo assim, pelo Principio de Indugdo Forte a Proposi¢do (2.4) € vdlida para todo par de

ndmeros naturais 7 € m.

[
Proposicio 2.5. Para todo niimero natural n > 1, Fy,y = F7 | + F?.
Demonstracdo. Consideraremos a Proposi¢ao (2.4), tomando n = m + 1. Dessa maneira,
F2m+1 = Fm+1Fm+1 + FmFm
= Fo + .
LOgO, F2m+1 = F%Jrl + F’I?’L
[

2.2 SEQUENCIA DE LUCAS

Podemos utilizar a recorréncia de Fibonacci e diferentes condi¢des iniciais para deter-
minar outras sequéncias. Os nimeros de Lucas sdo definidos desta forma, tomando L; = 1 e
L, = 3 e seguindo a recorréncia: L,, = L, 1+ L,,_o. Por consequéncia, os nlimeros pertencentes

a sequéncia de Lucas sdo dados por 1, 3,4, 7, 11, 18 e assim por diante.

No decorrer, apresentamos algumas identidades que evidenciam relagOes existentes entre

a sequéncia de Fibonacci e os nimeros de Lucas.
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Proposicao 2.6. Sendon > 1, temos que L,, = F,, 1 + F,,_1.

Demonstragdo. A seguir, apresentamos a demonstracdo por Inducdo em n.
i) Paran = 1, segue que:

F1+1+F1_1:F2+F0:1+0:1:L1.

Para n = 2, temos:

F2+1+F2_1:F3+F1:2+1:3:L2.

Observa-se, que a identidade € vélida paran =1len = 2.
ii) Suponhamos que a identidade seja verdadeira para n = ke n = k — 1. Dessa maneira,
Ly=Fu+Friely=Fp+ Fro.
Mostremos que a identidade € vélidaparan = k+1,ist0 €, Ly11 = Flrq1)41 + Frg1)—1-

Aplicando a hipétese de indug¢do em Ly e L;_;. Temos que:

Liy1 = Ly + Ly
ut Frpr + Fro1 + Fy + Fro
= Fey1+ Fe+ Fi1 + Fro
= Fyp2 + [},

= Foyv+1 + Fag—1-

Logo, a identidade é vélida para n = k + 1. Portanto, pelo principio de Inducdo a

identidade € vélida para todon > 1. [

Como na sequéncia de Fibonacci, observamos a existéncia de uma férmula que € similar
a férmula de Binet e, esta apresenta um método pratico para determinar os valores presentes na

sequéncia de Lucas. Este método € descrito na Proposi¢do 2.7.

-1 _ 1+V6 _ 15 _an n
Proposicio 2.7. Sendon € N, o = 52 ¢ § = 152 temos que L, = o + ("

Demonstracdo. Pela Proposicao 2.1, segue que

an+6n:aFn+Fn—l+5Fn+Fn—l
:(Q+B)Fn+Fn—1+Fn—1-
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S

5

Como a + 3 = 15 4 1=

5 5 = 1, otemos que

Oén—i_ﬂn:Fn—i_anl—i_anl
= n+1+Fn—1-

E, pela Proposi¢do 2.6 isto implica que L,, = o™ + [".

O

Dando prosseguimento, apresentamos a Proposicao 2.8 a qual demonstra mais uma
relacdo entre a sequéncia de Fibonacci e os nimeros de Lucas. A referida proposi¢ao serd

utilizada no decorrer do trabalho.

Proposicio 2.8. Para todo n € N, temos que L,, = 5F? + 4(—=1)" = Ly, + 2(—1)™.

Demonstragdo. Consideraremos a = 145 g = 1-¥5 e 0 = 1.

i) Para L? = 5F2+4(—1)". Pela Proposi¢do 2.7 e considerando a férmula de Binet, notamos

que:
12— 5F2 = (0" + §)° — (a" — B")?
— a2n +2&nﬁn+ﬁ2n _&2n+2&nﬁn _6271
= da"p"
= 4(ap)"
= 4(—1)".
De onde,

L2 =5F2 +4(-1)".
ii) Em outro aspecto, considerando a Proposi¢do 2.7 podemos reescrever L2, como:
Li — (an 4 671)2
— a2n+52n +2an5n
— a2n +52n +2<a5)n
= Lo, +2(—1)".

E, assim mostramos que L2 = 5F? + 4(—1)" = Ly, + 2(—1)".
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Coroldrio 2.9. Sendo n € N, temos que Ly, = 5F? + 2(—1)".

Demonstragcdo. Da Proposi¢ao 2.8, segue que

L? = Ly, +2(=1)", 2.7)

L2 = 5F? +4(—1)". (2.8)
Das equacdes (2.7) e (2.8), podemos inferir que:
Loy +2(=1)" =5F2 + 4(—1)". (2.9)
Isolando Ls, na equacdo (2.9), obtemos:

Loy = 5F? 4+ 2(—1)".
O

Prosseguindo, apresentamos o Teorema 2.10, o qual é uma generalizacao da identidade
de Cassini e foi demonstrada por Eugene Charles Catalan (1814-1894).

Teorema 2.10. Se k e n sdo inteiros positivos, tais que n > k, entdo

FoprFo — F2 = (=1)"™ 2,

Demonstragdo. Inicialmente, para efetuarmos a demonstracdo vamos considerar a férmula de

Binet (tomando o« = 1+—2‘/5 ef = 1_2\/5), aff = —1, a Proposi¢do 2.7, onde podemos verificar

que Loy, = o®f + 3% ¢ o Coroldrio 2.9.
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Analisando o lado esquerdo da igualdade, temos que:

5o (FurFu = F)) = (@"F = B ) ("% = 77F) — (" — B7)?
—_ an+k+nfk o an+kﬁnfk o an*kﬁnJrk + ﬂn+k+nfk o a2n 4 2anﬁn o BZn
— aQn . O/LJrkﬁnfk . anfkﬁn%»k 4 62n . a2n 4 2anﬁn o 6271,

— 20(”671 . Oén+kﬁn_k _ an—kﬁn—l-k

= 2(ap)" + (~1)(aB)" ("5 ~* + a5

= 2(=1)" + (—1)(=1)" ("5 +a7kgY)

= 2(=1)" + (= 1) (@) (o*p* + 076

= 2(=1)" + (1" (@) (@) (ak B + a~hh)
— 2(_1)“ + (_1>n+k+1(a2k 4 ﬁQk)

= 2(=1)" + (=1 (L)

= 2(=1)" + (1) BEE +2(-1))

= 2(=1)" + 2= (1))

= (=) R

Desse modo demonstramos que dado k£ um ndmero inteiro positivo e n > k, entdo
2 _ k41 102
FpiwFop— F2 = (=1)"tFHLFz.

]

2.3 SEQUENCIA DE GIBONACCI

Conforme ocorre na sequéncia de Lucas, a sequéncia de Fibonacci suscita a outras
sequéncias. Dentre elas, temos a sequéncia de Gibonacci, a qual se apresenta como uma genera-
lizagdo dos nimeros presentes na sequéncia de Fibonacci. Abaixo, apresentamos a definicao da

sequéncia de Gibonacci.

Fixados a, b € N definimos a sequéncia de Gibonacci pela seguinte recorréncia
Gn = anl + Gn727

comn > 3, tomando G; = ae Gy = b.

Consequentemente, os nimeros pertencentes a sequéncia de Gibonacci sdo dados por a,
b, a + b, a + 2b, 2a + 3b, 3a + 5b, 5a + 8b, ... onde os coeficientes de a e b sdo os nimeros da
sequéncia de Fibonacci. Podemos notar que se a = b = 1 a sequéncia de Gibonacci se iguala a
sequéncia de Fibonacci e quando a = 1 e b = 3 temos que a sequéncia de Gibonacci coincide

com a sequéncia de Lucas. O Teorema 2.11 caracteriza estes coeficientes.

Teorema 2.11. Seja G,, um termo da sequéncia de Gibonacci. Entdo, G,, = aF,,_o + bF,,_1,
onden > 1.
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Demonstragdo. A seguir, apresentamos a demonstracdo por meio de Inducdo Forte.
i) Como F; =1,Fy=0e 1 =1, paran = 1 temos que
aF_1 + bFo =a = Gl.
E, paran = 2, segue que
CLFO + bFl =b= GQ.
E, o resultado é vdlido paran =1len = 2.
ii) Seja k um nimero natural, vamos supor que o resultado seja valido para todos os inteiros n,
tais que n < k. Sendo assim, G = aFy_o+ bFj_1 e Gy_1 = aFy_3+ bFy_o.
Mostremos a validade do resultado para k + 1, ou seja, G1 = aFy_1 + bF}. De fato,

temos que

Gry1 =G+ G
=alFy_o+0F,_1 4+ aly_3+bFj_»
= a(Fy—g + Fy—3) + b(Fr—1 + Fi—2)
= aly_1 +bF;.

E, o resultado € vélido para k + 1.

Portanto, pelo principio de Indugdo Forte segue que o resultado é verdadeiro para todo
n>1.

O]

Apresentamos, a seguir, um lema que destaca outra relacdo advinda dos nimeros de
Fibonacci e Lucas. Tal lema serd empregado no decorrer de nosso trabalho e também pode ser

encontrado em Long (1985).
Lema 2.12. Para inteiros positivos 1 e s, temos que

FL,. s, sesépar;
Fr+25 —F. = L
LiF,..s, se s éimpar.

Demonstragcdo. Consideraremos o = %, b= 1_2‘/5, F, = O‘::gn = O‘n\;gﬁn, L,=a"+ "

e, aff = —1. Verificamos a existéncia de dois casos:
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i) Se s é par, entdo segue que

\/E(Fr+2s . F’r) _ (ar+25 . 61"—1—23) . (ar . /67‘)
_ (ar+25 . 57"—}-23) . (Oéﬁ)s(of . BT)
_ ar+25 _ 57‘-‘1—28 _ O./T+SBS + as/@s—&-r
— ar+s(as _ 65) _l_ﬁr—i-s(as _ 65)
— (as _ 55)(OJT+S +ﬁr+s>-
O que nos mostra que:
V5(Fyp0s — F.) = (@ — B%) (" + 57F9). (2.10)
Novamente, dividindo em ambos os lados da igualdade na equagio (2.10) pory/5:
o’ — 65
V5

Por consequéncia, se s € par podemos concluir que vale a igualdade: F). os — F. = FsL, .

Freo = 0 = < ) (a“rs + 6T+8) = FsLrys.

ii) Se s é impar, entao:

V5(Frpas — F,) = (@712 — gr2) — (o — ")
= (a2 — B2 4 (aB)*(a” — B)
— o2 gri2s s gs _ s grs
= a5 (0t + B°) — BT (o + %)

= (o + B%)(a"* — ).

De onde, segue que:
V5(Fyi0s — F.) = (@ + 5°) (/T — 579). 2.11)

E, dividindo em ambos os lados da igualdade (2.11) por v/5, obtemos

C(r+s _ 6r+s
Fr+25 —F. = (as + 58) : <\/§> = LsFr—l—s-

Assim, F, o — F,. = L F, ¢ se s é impar.
[

Conforme exploramos uma féormula andloga a férmula de Binet, a qual enuncia um
método pratico para determinar os valores presentes na sequéncia de Lucas em paralelo, podemos
encontrar um método pratico para designar os niimeros demonstrados na sequéncia de Gibonacci.

Tal método € ilustrado pela Proposi¢ao 2.13.
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ca — dp"
Proposicdo 2.13. Sejamc=a+ (a —b)5 ed = a+ (a — b)a. Entdo, G,, = BB
a —_—
Demonstragdo. Para realizarmos a demonstracao vamos levar em consideracdo o Teorema 2.11,
a formula de Binet e as seguintes relagdes: a = Y5 g =12V L — 32 L — 3 02 = q 41

e 32 = B + 1. Isto posto,

Gn = ClF;le + banl

_ Odn_2 _ ﬁn—Q an—l _ ﬂn—l
‘a< a—p )”( =y )

= a0 = 5) + blan ! — )

1 .(a b L[ a b
-5 () - 55

— L an(ap? — b8) - B"(aa? - ba)]

a—p
- 510"(@(B +1) = b3) = #"(a(a +1) = ba)
— a8 +a = 05) = 8"(aa +a— ba)
- ! Fla"(@+ (@=0)8) = B"(a+ (a = b)a)
_ ot —df”
-~

Note que, cd = a® + ab — b.

No decorrer, apresentamos um teorema que correlaciona as sequéncias de Fibonacci,
Lucas e Gibonacci. Este teorema foi igualmente exposto em Long (1985).

4n—2
Teorema 2.14. Para n > 1 temos que Z Gi = Lop_1Gopyr.
i=1

Demonstracdo. Primeiramente, aplicando o Teorema 2.11, obtemos que:

4n—2 4n—2
Z G = Z (aF;—o + bF;_)
i=1 i=1
4n—2 4n—2
ZGZFi—2+bZE—1
i=1 i=1
4n—2 4n—2
:CLF_l—}—CLFo—}—CLZF’i_Q—{—bFQ—l—bZE_l.
=3 =2

Substituindo na ultima equacdo j =7 — 2er =i — 1, segue que:

4An—2 dn—4 4n—3

ZGi:a—l—aZFj—i—bZFT.
=1 j=1 r=1



Usando a identidade correspondente ao Lema 2.2, fica que

An—2

Z Gz =a+ CL(F4n_2 - 1) + b(F4n_1 — ]_)

=1

=a+aFy,—o—a+b(Fy1—F_1)

= aFyp_9 + b(Fip1 — F_y)

= a(Foon-1) — Fo) + b(Fo@n)—1 — F_1).

O que nos traz que:

dn—2

Z G = a(Faon-1) — Fo) + b(Fr@n-1 — F-1).

i=1
Agora, empregando o resultado do Lema 2.12 a equagdo (2.12):

4An—2

Z Gi = aloy 1Fop_1 + bFo, Loy

=1

= Lop_1(aFs,_1 + bFy,).

O que nos confere a seguinte equagao:

4An—2

Z Gi = Lop_1(aFy,_1 + bFy,).

=1

Finalmente, aplicando o resultado do Teorema 2.11 a equacgdo (2.13) segue que:

4An—2

Z Gi = Loy—1(aFy,—1 + bFyy,)

=1

= L2n—1G2n+1 .
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(2.12)

(2.13)

]

A Proposi¢do 2.4 também ¢ vélida para os nimeros de Gibonacci como mostra o seguinte

resultado.

Proposicao 2.15. Sendo m,n € N, temos que G,1p = G Frni1 + G Fy.

Demonstragdo. Na demonstragdo, iremos empregar o resultado da Proposi¢do 2.13, a féormula
de Binet e as seguintes relacoes V5 = a+ é, —V5 =B+ % e af + 1 = 0. Deste modo,
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prossegue

Gt = (=) (5=5) + (=) (=7)

cam+n+1 _ Cam6n+1 _ d,@man+1 4 d6m+n+1
(a—p)?
camtn=l _cqm=lpn _ gpm—lgn 4 gpmtnol
(a—pB)?
ca™ (o + L) —cam™ 1" (0B + 1)
(a—pB)?
—dpm Lo (Bar+ 1) + dB™ (B + %)
(a = p)?
ca™tn\/5 + dﬁ””‘”(—\/g)
(a—p)?
et —dpmtn
a—p

= Gern .

]

Encerramos esta se¢do mostrando uma identidade satisfeita pelos ntimeros de Gibonacci,

a qual serd usada posteriormente.

Proposi¢io 2.16. Sendo m,n € N, c¢d = a? + ab — b? segue o seguinte resultado

GnGm+k — Gn+ka = (—1)n+1Fka_nCd.

Demonstragdo. Para efetuarmos a demonstracao utilizaremos o resultado da Proposicao 2.13, a

férmula de Binet e a relacdo a8 = —1. Por conseguinte, segue que
ca —dp"\ [ camtk — dgmtk ca™F — gtk ea™ — dpm
Grims = Goison = (“3 =5 ) ( — ) - ( — ) (=5
- 62an+m+k _ Cda"ﬁerk _ Cdﬁnamﬂc + d25n+m+k
- (a—B)?
Czan+m+k _ cdan+kﬁm _ Cdﬁn+kam + d26n+m+k
- ( (a = B)2 )
_ —cda™BmE — cdBram R + cdaTRB™ 4 cdpmTFam
a (a—pB)?
B —cda (MR oM TR o eda B (R BT - pRa™ )
- (a = pB)?
e[ s
(a—pB)?

_ 1 Ozk—ﬁk amfn_ﬁmfn
- G5 (S5

= (=1)"" FLFyy_ped.
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3 OCORRENCIAS

No capitulo anterior, procuramos dar enfoque as identidades relacionadas aos nimeros
de Fibonacci, Lucas e Gibonacci. Neste capitulo, agregamos algumas ocorréncias em relacdo a
essas identidades conforme evidenciado por Koshy (2017). Tais constatacdes foram divididas
em secOes: ilustracdes geométricas, probabilidade, sequéncia de Gibonacci aplicada a Geometria
Analitica, sequéncia de Fibonacci e o algoritmo de Euclides e, o estudo do dngulo no Paradoxo

de Cassini.

3.1 ILUSTRACOES GEOMETRICAS

Nesta secdo, buscamos trazer uma abordagem geométrica de algumas identidades envol-
vendo as sequéncias de Fibonacci e Lucas. Como diferencial, em nosso trabalho, as representa-
coes geométricas das identidades foram elaboradas no software Geogebra. Cada qual possuindo
um controle deslizante e link especifico, onde o leitor pode identificar as alteracdes, semelhangas
e diferencas, de acordo com a variagao do valor de n. Observando que, no controle deslizante o

valor de n varia entre 3 e 12. Ainda, fornecemos demonstracdes algébricas dessas identidades.

Abaixo, listamos as identidades a serem analisadas geometricamente:

F?  =2F’+2F:  —F’, (3.1)
F2 =4F? —4F, F, , — 3F2, (3.2)
F?  =8F: +2F,— L2, (3.3)
L2 =2F? 4+ 2F; | — F? (3.4)

L2 =8F,F, ,+F?, (3.5)

L2 = 4F? + AF? | —4F? ,+ F2 (3.6)

Em cada uma das identidades, primeiro apresentamos a demonstracao algébrica e logo a

descricdo geométrica.

Identidade 3.1. Para todon € N, tem-se F.,, = 2F? +2F? | — F?_,.

n

Demonstragdo. Usando a recorréncia dos niimeros de Fibonacci segue que
QF? +2F? | — F? , =2F? +2F? | — (F, — F,_1)?
=2+ 2F,F,_, + F? |
= (B, + F,1)?

2
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Para descrevermos a identidade [, = 2F? + 2F? | — F?

~_o, Inicialmente, vamos

representar um quadrado de lado F;, 1, conforme ilustra a Figura 3.1.

Figura 3.1 — Quadrado de lado £,

n=3
@

= J

n+1

Fonte: Autora.

Em seguida, marcamos dois quadrados de lado F;, nos vértices em diagonal. O que faz
com que tenhamos nos vértices restantes dois quadrados de lado F},_; e, na parte central um
quadrado de lado F}, -, conforme a Figura 3.2.

Ainda na Figura 3.2, podemos observar que o quadrado de lado F},_» apresenta uma
sobresposicao dada pela intersecdo dos quadrados de lado F;,. Ao efetuarmos a soma das dreas

dos quadrados e a subtracdo da drea sobreposta, obtemos F2 | = 2F2 +2F> | — F? .

Disponibilizamos esta constru¢do geométrica pelo link:

<https://www.geogebra.org/m/jyyhgfpx>.


https://www.geogebra.org/m/jyyhgfpx
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Figura 3.2 — Representacdo geométrica da identidade da equacgao (3.1)

n=5

n+1

Fonte: Autora.
Identidade 3.2. Para todo n € N, tem-se 7, = AF} — 4F,_1F, 5 — 3F?_,.

Demonstragdo. Utilizando, novamente, a recorréncia dos numeros de Fibonacci, obtemos

AF? —AF, \F, 9 —3F? , =4F? —AF, |(F, — F,1) = 3(F, — F,_1)?
=AF? —AF, \F, +4F? | —3F?+6F,F, , —3F° |
= F?+2F, \F, + F? |
= (F, + F,1)?

[

A representagdo da identidade F2, | = 4F?—4F, 1 F,_,—3F?_,, é efetuada desenhando,

primeiramente, um quadrado de lado F}, , conforme demonstra a Figura 3.1.

No decorrer, marcamos quatro quadrados de lado F,, em cada um dos vértices do
quadrado maior. Constata-se, entdo a existéncia de quatro retangulos de area F), 5 x F,,_; 0s
quais apresentam-se em sobreposi¢ao pelos quadrados de lado F;,. Temos também, na parte
central um quadrado de lado F;,_», 0 qual € sobreposto trés vezes pelos quadrados de lado F,,,

conforme ilustra a Figura 3.3.
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Figura 3.3 — Representacdo geométrica da identidade da equacao (3.2)

Fonte: Autora.

Dessa forma, na andlise geométrica temos que a drea do quadrado de lado F},;; €
igual a soma das dreas dos quatro quadrados de lado F}, subtraido, respectivamente, das dreas
referentes aos quatro retangulos e aos 3 quadrados que estdo localizados centralmente. Ou seja,
F2 | =4AF? —AF, 1 F, » — 3F2_,.

Esta construcio geométrica estd disponivel pelo link:
<https://www.geogebra.org/m/dkhynhvu>.

Utilizando o controle deslizante na constru¢do, observamos que para n = 3 o quadrado

inicial € subdividido em nove outros quadrados congruentes entre si.

Identidade 3.3. Para todo n € N, tem-se I}, = 8F;_| +2F> , — L2 _,.

Demonstragcdo. Lembrando que, L, = F,, .1 + F,, 1 e F,, = F,_1 + F,,_5 e reescrevendo
8F% | +2F? ,— L% ,, temos

8F2 | +2F ,— L2 ,=8F> | +2F% ,— (2F,_1 — F, 5)*
=8F2 | +2F? , —AF? | +4F, \F, o — F?,
=4F? 4+ F? 4+ 4F, 1 F,
=4F? |+ (F, — F,_1)? +4F,_(F, — F,_1)
= F?+2F,F,_, +F? |
= (Fu + F,)?

_ 12
- Fn+1‘


https://www.geogebra.org/m/dkhynhvu
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Para representarmos geometricamente a identidade F2,, = 8F? | + 2F> , — L2

n—2>
desenhamos, em um primeiro momento, um quadrado de lado £}, ;, de acordo com a Figura 3.1.

Como, Fj,,y =+ F, 1 =F, 1+ F, o+ F, 1 =2F, 1+ F,_ 5, iniciamos colocando
dois quadrados de lado 2F;,_1, nos vértices opostos. Nos vértices restantes, temos dois quadrados

de lado F;,_5 e, centralmente um quadrado. Na Figura 3.4, temos a representacdo geométrica da
identidade desejada.

Figura 3.4 — Representacdo geométrica da identidade da equacgdo (3.3)

2F, 4

n+1

2¢

n-2 2F 4

Lo

Fonte: Autora.

A drea do quadrado localizado centralmente serd denominada por A;. Sendo assim, a

representacdo geométrica da drea do quadrado de lado F;,,; € dada por:

Fl =AF: | +4F: (+F: ,+F! ,— A
=8F2 | +2F? ,— A

Isto é,
F2  =8F | +2F> ,— A
O lado do quadrado localizado centralmente € dado por:

2k, —Fyo=F, 1 +F, 1 —F,»
= n71+Fn72+Fn73_Fn72
:Fn—1+Fn—3:Ln—2-
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Portanto, A; = L2_,.

Substituindo A; por L2 _, na equagdo (3.1), segue que: F2, | =8F2 | +2F2 , — L2_,.

A representacdo geométrica correspondente a esta identidade estad disponivel pelo link:

<https://www.geogebra.org/m/btcjwrgt>.

Identidade 3.4. Para todo n € N, tem-se L2 = 2F? | +2F? | — F?.

n

Demonstracdo. Usando a identidade L,, = F, 1 + F},_1 e arecorréncia dos nimeros de Fibo-

nacci, segue-se que

2y +2F, — By = 2F; + 2F) ) — (Fop — Foa)?
= 2F73+1 + 2Fr%—l - Fr%—i—l +2F, 1 Fh 1 — Fs—l
= FEH + Fr%—l +2F 01 Fh
- (Fn—l-l + Fn—1)2
=L2.

]

Agora, vamos representar geometricamente a identidade L? = 2F? | +2F? | — F?2.

Para tanto desenhamos, inicialmente, um quadrado de lado L,,, conforme mostra a Figura 3.5.

Figura 3.5 — Quadrado de lado L,,

n=5
.
12
10
8 ® @ ]
6 Lﬂ
;
[ ° [ ]
2
6 —4 2 0 2 i 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
Ln
-2
Fonte: Autora.
Como L,, = F, 1 + F,_1, representamos dois quadrados de lado F},;,, em vértices

opostos. Nos vértices restantes, temos dois quadrados de lado F},_; e, centralmente um quadrado.

Na Figura 3.6, podemos visualizar a representagdo geométrica da identidade referida.


https://www.geogebra.org/m/btcjwrgt
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Figura 3.6 — Representacdo geométrica da identidade dada pela equagdo (3.4)

n=5

n+1 n-1

Fonte: Autora.

A drea do quadrado localizado centralmente sera denominada por A,. Por conseguinte, a

area do quadrado de lado L,, pode ser expressa por:

LZ=F3+1+F3+1+F3_1+F3_1 — Ay
=2F’  +2F | — As.

Ou seja,
L2 =2F7 | +2F; | — A,

O lado do quadrado localizado centralmente é dado por F,, .1 — F,,_1 = F},.

Consequentemente, A, = F2. Substituindo A, por F? na equagdo (3.1), observamos a

seguinte igualdade L? = 2F2 | + 2F?_| — F? aqual exprime a identidade em questdo.

No link a seguir, disponibilizamos a constru¢do geométrica da identidade:

<https://www.geogebra.org/m/wgndftkf>.

Identidade 3.5. Para todo n € N, tem-se L2 = 8F,F,,_ + F>_,.

Demonstragdo. Para realizar a demonstracdo empregaremos o resultado da Proposi¢do 2.3 e da


https://www.geogebra.org/m/wgndftkf
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Proposi¢io 2.8. Ao reescrever 8F,, F,, 1 + F?_,, tem-se que

8E,Fy 1+ F2 , =8F,F, 1+ (2F,., — F,)?
=8F,F, 1 +4F% | —4F, \F, + F?
=4F,F, | +4F? |+ F?
=A4F, 1(F,+ F,_1) + F?
= 4F, Fpq + F?
= 4[F? + (=1)"] + F?
=4F2 +4(-1)" + F?
=5F7 +4(—1)"
= L2

]

Para a representacdo geométrica da identidade Lfl =8F,F,_1+ Fﬁ,g, desenhamos um

quadrado de lado L,, de acordo com a Figura 3.5.

Notamos que L,, = F,, 1+ F,—1 = F,,+2F,,_;. Representamos entdo, quatro retangulos
congruentes de lados iguais a 2F},_; e F},, em cada um dos vértices do quadrado. Na Figura 3.7,

evidenciamos a representacao geométrica da identidade referida.

Figura 3.7 — Representacdo geométrica da identidade da equacgdo (3.5)

2F 4

12
Fa n=5

2F 4 8

Fonte: Autora.
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Este processo gera um quadrado na parte central. O lado deste quadrado € dado por:

L,—2F,=F,,+F,,—2F,
= F, + Fyo1 + Fooy — 2F,
=F,+2F, 1 —2(Fy_1+ F,2)
—Fo 1+ F, o +2F,_ 1 —2F, | —2F,
=F,1—F,

= I'n-3-

Assim a drea do quadrado localizado centralmente é dada por F_;. Logo, a drea do

quadrado de lado L, é

L? = 4(2F,_F,) + F2
=8F, \F, + F? ..

A representacdo geométrica da Identidade (3.5) é dada pelo link:

<https://www.geogebra.org/m/facyexce>.

Identidade 3.6. Para todon € N, tem-se L?> = 4F? +4F? | —AF? , + F? ..

Demonstragdo. Reescrevendo 4F? +4F? | —4F? , + F? ., tem-se que

AF? +AF? | —AF? 4+ F? o =AF? +AF? | —AF? ,+ (Fyy — Fo9)?
=A4F? +4F? | —AF? ,+ F? | —2F, . F, o+ F’,
=A4F? +5F? | —3F? , —2F, 1F,
=A4F? 4+ 5F? | —3(F, — F,_1)* = 2F,_1(F, — F,_1)
=A4F? +5F2 | —3(F? - 2F,F, , + F?_|) — 2F, ,F, + 2F? |
=A4F? +5F2 | —3F?+6F,F,  —3F2 | —2F, |F, +2F? |
= F? +4F,F,  +4F? |
= (F, +2F,_1)?
= L2

]

Na representagdo geométrica da identidade L2 = 4F? + 4F? | — AF? , + F?_,, come-

camos com um quadrado de lado L,,, de acordo com a Figura 3.5.


https://www.geogebra.org/m/facyexce
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Considerando que L,, = F,,.1 + F,_1, dividimos cada lado em segmentos de compri-
mento F),_q, F,, e F;,_1, nesta ordem. Usando os segmentos de comprimento F;,, formamos os

quatro quadrados de lado F},, conforme indicamos pela Figura 3.8.

Figura 3.8 — Representacdo geométrica da identidade da equagao (3.6)

-4

Fonte: Autora.

Os quadrados de lado F}, se sobrepdem em quatro quadrados congruentes de lado F}, .

O lado do quadrado central tem o seguinte comprimento:

L,—2F, = Fy + F,_, — 2F,
=F,+ F, 1+ F,_y —2F,
= 2F, 1 — (Fpoq + Fy_s)
=2F, 1 — F, 1 — F,_,
= Fyy— Fps=F,_s.

Logo, a drea do quadrado localizado centralmente € dada por F>_,. Somando as dreas
F? F? | F? , e, subtraindo as dreas que aparecem em sobreposi¢@o dos quadrados de lado
F,,_5, constatamos que a representacdo geométrica da identidade € determinada da seguinte

forma:
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L2 = AF? 4+ AF? | —4F? , + F? ..

A representagdo geométrica da identidade no software Geogebra € dada pelo link:

<https://www.geogebra.org/m/fm45gmtm>.

3.2 FIBONACCI E PROBABILIDADE

Ao pensarmos no conceito de probabilidade, em um primeiro instante, ndo conseguimos
estabelecer uma conexdo direta com a sequéncia de Fibonacci. No entanto, como o cdlculo
da probabilidade normalmente envolve a reducdo de um cendrio em "casos", constatamos que
sequéncia de Fibonacci se enquadra no calculo de probabilidades uma vez que o valor de F;,
depende do valor dos "casos" que o antecedem, F;,_; e F}, o, (BOODEY, 2020).

A existéncia desta conexdo entre a probabilidade e a sequéncia de Fibonacci, pode ser

verificada por meio do uso de ndimeros bindrios.

Antes de descrevermos tal utilizacdo necessitamos considerar que, uma palavra é um
arranjo ordenado de simbolos, os quais ndo precisam ter um significado. Por exemplo, fgh é

uma palavra que usa as letras do alfabeto.

Neste sentido, temos que 001101 € uma palavra bindria. Sabemos que um bt corresponde
a 0 (zero) ou 1 (um). Onde, a palavra bit € a contragdo da expressdo binary digit. O comprimento
de uma palavra representada na palavra bindria é dada pela quantidade de simbolos nela contidos.
Logo, a palavra 001101 tem comprimento 6, pois em sua composicdo sdo apresentados 6

simbolos.

Agora, vamos analisar o nimero de palavras com n bits que ndo contém dois 1's
consecutivos, o qual serd denotado por b,,. Para iniciarmos, iremos listar as palavras de n bits

correspondentesan = 1, n = 2, n = 3 e n = 4. Sendo assim, segue que:
1) Tomando n = 1, temos b; = 2, ja que 0 e 1 sdo as Unicas palavras de 1 bit.

2) Paran = 2, constata-se by = 3. As palavras com dois bits sdo 00, 01 e 10.

3) Considerando n = 3, observamos que b3 = 5. Sdo as seguintes palavras 000, 001, 100,
010 e 101.

4) E, com n = 4, encontramos by = 8. As palavras sao 0000, 0001, 0100, 0010, 0101, 1010,
1001 e 1000.

Levando em considerag@o os casos anteriores, by, bo, b3 € by, vamos tomar uma palavra
arbitraria de n bits, a qual denominaremos de z, onde n > 2. Observamos dois casos a serem

analisados:


https://www.geogebra.org/m/fm45qmtm
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i) A palavra em questdo z, termina em 0 o que equivale a z = ajas...a,_10 (com n bits). O
penultimo digito da palavra pode ser 0 ou 1. Temos as seguintes situacdes: a1as...a,—200
ou aas...a,_»10 ambas com n bits. Portanto, ndao ha restricdes com relacio ao penultimo
digito da palavra. Dessa maneira, verificamos a existéncia de b, palavras de n bits

terminando em 0, ndo contendo 1’s consecutivos.

ii) Supondo, agora que z termine em 1, o que implica em z = ajas...a,_11 (com n bits).
Neste caso, o peniltimo termo deve ser 0, ou seja, aias...a, 201 (n bits). Contudo, ndao
ha restri¢cdes para o antepentltimo termo da palavra, o qual pode ser 0 ou 1. Dessa forma,
temos a;as...a,_3001 ou ajas...a,,_3101. O que nos mostra que existem b,,_» palavras de

n bits terminando em 1, ndo contendo 1’s consecutivos.

Como os dois casos sao mutuamente exclusivos, utilizando o principio da adi¢do, segue
que:
bn = bnfl + bnf27

paran > 3,onde by =2e by = 3. Assim, b, = Fj,.oen > 1.

Agora, vamos transpor esta ocorréncia utilizando as sequéncias bindrias, para um aconte-

cimento com moedas.

Suponha que moedas honestas sejam langadas sequencialmente ao acaso. A probabilidade

Fn+2
on

de forma que duas moedas consecutivas ndo déem cara em n lancamentos é dado por F;, 5 e 2"

de que duas moedas adjacentes ndo déem cara € dada por . Onde o nimero total de resultados

¢é representa o total de lancamentos.

3.3 GIBONACCI E GEOMETRIA ANALITICA

Outra ocorréncia esboca uma relacio entre a sequéncia de Gibonacci e a Geometria

Analitica.

Teorema 3.1. A drea do triangulo com vértices (G, Grir), (Gnips Gniptr) € (Grig, Grigir)

¢ independente de n, onde Gy, representa o k-ésimo niimero de Gibonacci.

Demonstragdo. Daremos inicio a esta demonstragdo trazendo o fato de que a 4rea do tridngulo

equivale a metade do valor absoluto do seguinte determinante:

G, Gpir 1
D = Ghip Goyprr 1
Grira Grrgrr 1

= Gn+pGn+q+7‘ - Gn—l—an-l—p—H" - (GnGn—‘rq—l—r - Gn-l—an—H") + GnGn—f—p-H” - Gn+pGn+7’~
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Agrupando as parcelas deste determinante e, aplicando a Proposicao 2.16 a este, consta-

tamos que:

D

(1" PP, Fugg iy = (<" g 10) (1) Fy g
()" PR F g+ (F1)EE - p+ ()", -
(=1)"F, - N((_l)pHFq—p + Fy— Fp).

Logo, a drea do tridngulo em questao ¢ dada por:

_ Dl
2

EF.-n
2

A

‘<<_1)p+1Fq—p + Fq - Fp)‘ :

Por consequéncia, temos que a drea do tridngulo com vértices (G, Grir), (Gnips Gnipir)

e (Gntqs Gniq+r) € independente de n.

]

Por meio da Figura 3.9 podemos visualizar a representacdo geométrica do Teorema 3.1.
Na representacao incluimos um controle deslizante para n, p, r € ¢, onde € possivel constatar

que ao variar o valor de n nao h4 alteragao no valor da drea correspondente.

Figura 3.9 — Representacdo geométrica do Teorema 3.1

C n

1

©
1]
N

o: 7.7

A=(Gn’ Gn+r)

B=(Cp4pCnaper)

g/ jAreade ACB=0.5

5 C=(Gp1qp Crreqer)

Fonte: Autora.
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Esta construc¢do geométrica esta disponivel pelo link:

<https://www.geogebra.org/m/kykepxgz>.

Corolario 3.2. A drea de um tridngulo de vértices (F,,, Fy 1), (Frion, Fnisn) € (Fuivan, Fnisn)
é dada por:
(Fan — 2F5)

Fh‘#.

Demonstracdo. A demonstracido deste colordrio segue, tomando » = h, p = 2h, ¢ = 4h, e

a = b= 1no Teorema 3.1. [
A representacdo geométrica do colorério acima € disponibilizada pelo link:
<https://www.geogebra.org/m/fddgt8kf>.

Ao analisarmos a representacdo geométrica referente a drea do tridngulo, podemos
observar que variando o controle deslizante o tridngulo se torna cada vez mais "estreito"nos

dando a impressao de que o tridngulo se assemelha a um segmento de reta.

Teorema 3.3. As retas que passam pela origem na direg¢do do vetor (G, Gpip, Gniy) s@0

coplanares para todo n, onde p e q sdo constantes.

Demonstragdo. Tome trés retas que passam pela origem, com seus respectivos vetores diretores,

(Giv Gi—l—pa Gi+q): (ij Gjﬂv Gj+q) ¢ (Gka Gk+pa Gk—l—q)‘

Para que estas retas sejam coplanares, precisamos mostrar que o valor do seguinte

determinante € zero.
Gi Giyp Gigg
D=\|G; Gjp Gjig
Gr Grip Grig


https://www.geogebra.org/m/kykepxgz
https://www.geogebra.org/m/fddgt8kf
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Empregando a Proposicdo 2.15, segue que

Gi GiFpor+ GiiFy GiFyer + GiiF,
D=|G; GiFpn+GiaF, GiFpn+Giak,
Gy GuFyir + GrrFy GpFypr + GorF,
G; G F, Gy +GiaF,
=G Gl Gl + G,
Gy GysF, GiFyr +GyiF,
G Gy GiF1 +GiiF,
—F,| G, G GF.+G,F,
Gr Gro1 Gplg + G Iy
Gi Gio1 G F,
~F,| G, G G_F
Gr Gro GraFy

G’i Gi*l G’i*l
=l G G G
Gr Gir-1 Gpa

=0.

3.4 NUMEROS DE FIBONACCI E O ALGORTIMO DE EUCLIDES

A sequéncia de Fibonacci emerge ainda, em outro contexto, o algoritmo de Euclides. O
algoritmo de Euclides pode ser usado para obter o maximo divisor comum de dois nimeros.
Neste aspecto, considerando o algoritmo euclidiano e a sequéncia de Fibonacci nos deparamos
com o Teorema de Lame o qual afirma que o nimero de divisdes necessdrias para calcular o
maximo divisor comum de (a, b) pelo algoritmo euclidiano ndo é mais do que cinco vezes o
nimero de digitos decimais em b, onde a > b > 2. Antes de enunciarmos tal teorema iremos

apresentar um resultado que serd usado na demonstracao do Teorema de Lame.

Lema 3.4. Sejan > 3. Entdo, o™ 2 < F,, < o™ !, onde o = %

Demonstracdo. A demonstracao serd efetuada por meio da Inducio Forte em n. Em um primeiro

momento, vamos mostrar que, a" %2 < F, comn > 3.

2
i) Sabe-se que, o = HT\/E < =2=Fea'?=0a’= <1+2‘6) = 3+2\/5 <33 =3=F,.

Assim sendo, a afirmacdo € verdadeira para n = 3 e n = 4, respectivamente.

ii) Suponhamos que a desigualdade seja valida para todos os inteiros : tais que 3 < ¢ < k, onde

k € um ndmero inteiro arbitrario e maior do que ou igual a 3. Mostremos que a desigualdade é
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vdlida para k + 1. Como o? = o + 1, temos

Oék_l — ak—Q 4 ak—?;

=
s

O que implica que a desigualdade € vélida para k£ + 1. E, por meio da Indu¢do Forte a

afirmacdo € verdade para todo inteiro n tal que n > 3.

Da mesma maneira, iremos mostrar que F,, < o"~ !, comn > 3.

‘ 3
iii) Temosque,a?"l:?’*—;/g>%:2:Fg,ea4‘1:a3:(H—Q‘/g) =2+4++5>3=F,.

Logo, a afirmacdo € verdadeira paran = 3en = 4.

iv) Vamos supor que a desigualdade seja vélida para todos os inteiros ¢ tais que 3 < ¢ < k, onde
k € um ntimero inteiro arbitrario e maior do que ou igual a 3. Mostremos que a desigualdade é

vdlida para k + 1. Novamente, empregando a® = « + 1 observamos que

Frp =1y + Fy

hi. _
k2 g k3

=a"3(a+1)
— oF 32

k—1

Assim, a desigualdade € verdadeira para k + 1. Portanto, por meio da Indugdo Forte a

afirmacdo € verdade para todo inteiro n tal que n > 3. [

Teorema 3.5 (Teorema de Lame). O niimero de divisoes necessdrias para calcular o mdximo
divisor comum (a,b) pelo algoritmo euclidiano ndo é mais que cinco vezes o niimero de digitos

decimais em b, onde a > b > 2.

Demonstragcdo. Sejam o = 1+2‘/5, a=rpeb=ry,taisque a > b > 2. Aplicando o algoritmo
de Euclides

ro =q17m1 + T2, onde 0 < 7y < 1y

r1 =Q2T2 + T3, onde 0 < r3 < 1y

Tn—2 =Qn-1Tn—1 + Tn, onde 0 <r, < Tn—1;

Tn—1 =Tnqn.
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Observando que, sdo necessdrias n divisdes para calcular (a,b) = r,. E que, r; < r;_1,
¢ > 1l,paral <i¢ < n.Comor, 1 =r,q,er, <r,_1, segue que g, nao pode ser igual a 1.
Assim, ¢, > 2. Portanto, r,, > ler,_1 > 2 = Fj.

Consequentemente,

Tn—2 = Qn-1Tn—1 1+ Tn > Tp_1+Tn > F3 +1= F4,

Trn—3 = Qn—2Tpn—2 + Th—1 > Tp_o +Tpn_1 > Fy + F3 = F5.
Prosseguindo com 0 mesmo processo,

rL=qare+ 13 >10 413 > F) + F_1 = 4.

Ouseja, b > F,. 1.

Empregando o resultado referente ao Lema 3.4, segue que F,,1 > "', onde n > 3.
O que infere que, b > " !. Aplicando o logaritmo em ambos os lados da desigualdade,

1++/5
9

logb > (n — 1)log o. Tomando o = ~ 1,618033989 tem-se que

1
log o = 0, 2089876403 > =

Supondo que b tenha k digitos decimais, isto implica que, b < 10*. Dai, logh < k e
portanto, k > ("5;1) Assim sendo, n < 5k + 1 ou n < 5k. Portanto, o nimero de divisdes ndo €

mais do que cinco vezes o nimero de digitos decimais em b.

]

3.5 PARADOXO DE CASSINI

A identidade de Cassini F,, 1 F,, 1 — F? = (—=1)", com n > 4 nos remete a um dos
paradoxos geométricos mais fascinantes, o Paradoxo de Cassini. Quando n € par a identidade
gera Fyy 1 Fo,_1 — F3, = 1, onde observamos a existéncia do primeiro caso. Quando n é {mpar
temos que FopyoFo, — F3 +1 = —1, 0 que gera o segundo caso do paradoxo. Nesta secdo,

procuramos efetuar uma anélise do mesmo em paralelo com sua representacdo geométrica.

Em um primeiro instante, analisamos um quadrado de lado F;, o qual foi dividido em dois
trapézios congruentes e dois triangulos congruentes, conforme a Figura 3.10 . Ao reorganizarmos
estes triangulos e trapézios teremos um retangulo de dimensdes F;,.; por F;,_;. Efetuando o
calculo da drea, notamos que a area do retangulo foi acrescida de uma unidade em relacdo a drea

do quadrado.
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Figura 3.10 — Representagdo geométrica do Paradoxo de Cassini para n = 2k

n-1

Fonte: Autora.

Se observarmos atentamente a representacdo, verificamos a existéncia de um paralelo-
gramo com os vértices sobre a diagonal do retangulo. Por meio da ampliacdo do retangulo no

Geogebra, de acordo com a Figura 3.11 constatamos a existéncia de tal paralelogramo.

Figura 3.11 — Retangulo ampliado

Fonte: Autora.

O paralelogramo possui area de uma unidade quadrada. A altura / deste paralelogramo

pode ser obtida por meio da utilizacdo da férmula da area do paralelogramo. Assim,

Aparalelogramo =h- base;

l=h-\E2+F2,;

1

JEZ+Y 2,

h=
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Com isto, observa-se que a medida que o tamanho do quadrado original aumenta a altura

do paralelogramo se torna cada vez menor, o que torna o paralelogramo quase que imperceptivel.
No caso em que n € impar, temos uma sobreposi¢do na diagonal do retdngulo e perdemos
uma unidade de area no retangulo, conforme podemos verificar por meio da Figura 3.12.

Figura 3.12 — Representagdo geométrica do Paradoxo de Cassini paran = 2k + 1

n=7
® !

22

20

n-1

n-2

n+1

6 —4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42

Fonte: Autora.

O matematico australiano Alwyn Francis Horadam (1923-2016), demonstrou uma for-
mula para tgf,,, em que 6,, denota o angulo agudo entre os lados adjacentes do paralelogramo.
Podemos visualizar a representacdao geométrica pelo link a seguir

<https://www.geogebra.org/m/zeyacx9k>.

Na demonstracdo serdo empregados os resultados da Proposi¢ado (2.5), do Teorema (2.10)
e da identidade trigonométrica tg~ 'z + tg~'(1) = 2.
i) Inicialmente, tomando n par, onde n > 4.

Por meio da Figura 3.13 observamos a representagcdo geométrica do caso em que n € par,

esta representacdo apresenta-se de maneira exagerada. Notamos que,


https://www.geogebra.org/m/zeyacx9k

Figura 3.13 — Representa¢@o dos angulos no Paradoxo de Cassini com n par

Ou seja,

tg 0, =

Fonte: Autora.

(7=2) - (%)
L+ (52) (%)
Fn sk, — Fy_1F,_»
By Fy 4 Fy3Fy
B s(Faoy + Fru) — Fro(Fa + Fy_3)
B Fo1(Fy 1+ Fyp)+ Fy 3F,
B F,_3F, ,—F2,
R+ Fyo(Fuo+ Fus) + Fy 3F,
_ (="
F2  +F?,+2F, 3F, -
_ (="
s, 3+ 2F, _3F,_o
B 1
- Foy 3 +2F, 3F,

51
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ii) Por outro lado, tomando n sendo um ndmero impar.

Figura 3.14 — Representacdo dos angulos no Paradoxo de Cassini com n impar

Fonte: Autora.

Pela Figura 3.14 a qual representa de forma exorbitante o caso em que € impar, constatamos

que:

Conforme disposto anteriormente, isto nos leva a

-1 n—1
Fon_3+2F, 3F, 5
1

" Fon s+ 2F, 3F, 5

Por consequéncia, ambos os dois casos produzem o mesmo valor para tg 6,,. Assim, é

possivel inferir que

tg 0, = L
&= Fon_g+2F, sF, 5’
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onde n > 4.

Em vista disso, decorre que quando n tende a infinito temos que ¢, tende a zero o qual
¢ uma outra demonstracdo do fato de que o paralelogramo se torna quase imperceptivel para
n arbitrariamente grande. No Quadro (3.1) listamos alguns valores de ,, para os trigémeos de

Fibonacci (F,_1, Fy,, Fri1).

Quadro 3.1 — Valores do angulo 6,

Trigémeos de Fibonacci

n | F,1] F, Fria 0,

4 2 3 5 tg 11 ~ 8°7'48"
5 3 5 8 tg '+ ~ 3°21'59”
6| 5 8 13 tg L~ 1°14'43"
71 8 13 21 tg 15 ~ 28'53"
8 | 13 | 21 34 tg o5 ~ 10'59”
9 [ 21 | 34 55 tg s ~ 412"
10| 34 | 55 89 tg 5 ~ 136"
11| 55 | 89 144 tg s ~ 37"
12| 89 | 144 233 tg ! e ~ 147

Fonte: Autora.

Com esta abordagem relacionada a andlise do Angulo no Paradoxo de Cassini, finalizamos
este capitulo referente a algumas ocorréncias de Fibonacci. No préximo capitulo, trazemos

algumas propostas de atividades as quais podem ser desenvolvidas em sala de aula.
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4 ATIVIDADES PROPOSTAS

Neste capitulo, apresentamos atividades nas quais podemos visualizar as aplicacdes

envolvendo as sequéncias de Fibonacci, Lucas e Gibonacci.

4.1 ATIVIDADE 1 - QUEBRA-CABECA

Este quebra- cabeca foi proposto por Edmark (2014), € gratuito e o link para acesso esta
disposto nas referéncias do referido trabalho. Em um quebra-cabeca usual as pecas possuem
aproximadamente o mesmo tamanho e formatos diferentes, neste quebra-cabeca no entanto, as
pecas tem o mesmo formato e tamanhos diferentes, conforme podemos visualizar pela Figura
4.1.

Figura 4.1 — Pecas em ordem decrescente

Fonte: Autora.

A colocacido das pecas € baseada no dngulo dourado (=~ 137, 5°). O quebra-cabega tem 8
espirais em uma direcdo e 13 na outra, sabemos que estes nimeros sdo, respectivamente, Fg e Fr

na sequéncia de Fibonacci.
Contetido: Sequéncia de Fibonacci.
Objetivo Geral: Abstrair o conceito da sequéncia de Fibonacci.

Objetivos Especificos:

1) Possibilitar aos educandos a compreensao da sequéncia de Fibonacci de forma lidica;

2) Desenvolver o raciocinio l6gico;



55

3) Estimular concentragdo e cooperagao.

Contexto didatico: Essa aula foi planejada para ser aplicada ap6s uma sequéncia de
aulas de Matematica do sétimo ano do Ensino Fundamental, onde j4 foi trabalhado o conceito de

sequéncias.
Material didatico: Quebra-cabeca.

Metodologia: O encaminhamento da aula se dard de forma expositiva e dialogada. Onde
serd apresentado o quebra-cabeca confeccionado em MDF e serd aguardada a interagcao dos
alunos com o jogo. Nesta atividade, serd explorado o conceito de sequéncia de Fibonacci, tendo

como base o conceito de sequéncias numéricas.

No desenvolvimento desta aula, o professor podera dividir a sala de aula em grupo de
dois ou trés alunos e cada grupo receberd um quebra-cabeca. Por meio das Figuras 4.2 e 4.3

visualizamos o processo de resolucdo e na Figura 4.4 temos o quebra-cabeca completo.

Figura 4.2 — Montagem inicial

Fonte: Autora.
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Figura 4.3 — Quebra-cabecga: (a) Processo de montagem; (b) Processo de montagem final

Fonte: Autora.

Figura 4.4 — Quebra-cabega completo

Fonte: Autora.

Avaliacao: Serd realizada uma avaliacio diagndstica por parte do professor. Ela ocorrerad
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durante toda a aula por meio da observacao direta deste, levando-se em conta a interacao dos

alunos com o jogo.

4.2 ATIVIDADE 2 - DESVENDANDO SEQUENCIAS

Para a elaboragdo desta atividade nos baseamos em uma situacao obordada por Benjamin
e Quinn (2004).

Contetidos: Sequéncia de Fibonacci e Gibonacci.

Objetivo Geral: Reconhecer a sequéncia de Fibonacci e sua relacdo com a sequéncia de
Gibonacci.

Objetivos Especificos:

1) Possibilitar que os alunos tenham contato com atividades envolvendo a investigacao

matematica e a resolu¢c@o de problemas;

2) Desenvolver a capacidade de compreensdo a cerca das sequéncias de Fibonacci e Gibo-

nacci;

3) Fazer com que os alunos aprimorem a sua concentracao.

Contexto didatico: Essa aula foi planejada para ser aplicada apds uma sequéncia de
aulas de Matemdtica do sétimo ano do Ensino Fundamental, nas quais ja foram trabalhados os
conceitos de ndmeros primos, sequéncia de Fibonacci e os numeros de Gibonacci. Salientamos
que a aula nao contempla toda a sequéncia de aulas envolvendo os conteidos de sequéncias

numéricas.

Material didatico: Para o desenvolvimento desta aula, serdo necessarios quadro, lapis
e/ou caneta e uma folha contendo alguns direcionamentos e questionamentos pertinentes a
atividade (Apéndice A).

Metodologia: O encaminhamento da aula se dard por meio da investigacdo matematica
e resolucdo de problemas. Espera-se contar com a participagdo dos alunos para a explanacao dos
contetidos. Nesta atividade, serd explorado o conceito de sequéncia de Fibonacci e Gibonacci,

tendo como base o conceito de sequéncias.
A seguir, apresentamos uma possibilidade de condug¢ao da aula por parte do professor.

Em um primeiro momento, pe¢a para que os alunos pensem em dois nimeros naturais e
coloque-os nas duas primeiras linhas do Quadro 4.1. Por exemplo, os niimeros 7 e 8. Oriente 0s
alunos para que preencham o Quadro 4.1 da seguinte forma: a terceira linha é composta pela
soma dos numeros colocados na primeira e segunda linha; a quarta linha € composta pela soma
dos nimeros colocados na segunda e na terceira linhas, a quinta linha é composta pela soma dos

numeros da terceira e quarta linhas. E, assim por diante, até a décima linha.
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Quadro 4.1 — Desvendando sequéncias - I

ETAPA | SEQUENCIA

1 7

2 8

3 15
4 23
5 38
6 61
7 99
8 160
9 259
10 419

Fonte: Autora.

Em seguida, peca para responder as seguintes questoes:

a) Registre a soma dos 10 primeiros nimeros.

A resposta esperada para o item a) é:

74+ 8+ 15+ 23 4+ 38+ 61 + 99 + 160 + 259 + 419 = 1089

b) Decomponha o resultado desta soma em fatores primos.

A resposta desejada para o item b) é:

1089 = 32112

¢) Em seguida, repita todo o processo descrito anteriormente. Ou seja, escolha outros dois
nimeros naturais e, preencha o Quadro 4.2. Efetue a soma dos 10 primeiros nimeros e,

decomponha o resultado desta soma em fatores primos.

Neste caso escolhemos, por exemplo, os nimeros 4 e 9 para repetirmos este processo.

Quadro 4.2 — Desvendando sequéncias II

ETAPA | SEQUENCIA

1 4

2 9

3 13
4 22
5 35
6 57
7 92
8 149
9 241
10 390

Fonte: Autora.
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A soma dos nimeros fica determinada por:

4+94+13+22+ 35+ 57+ 92 + 149 + 241 + 390 = 1012.

Decompondo o ndmero 1012 em fatores primos, temos: 1012 = 2% . 11 - 23.

Qual o ndmero que aparece em ambas as decomposi¢des em fatores primos dos nimeros

obtidos nos itens b) e ¢)?

Considerando os itens b) e ¢) podemos notar que este nimero é 11.

O nimero que é comum na decomposicao em fatores primos dos itens b) e c), pode ser
multiplicado por um dos elementos presentes na sequéncia. De modo que, o resultado
obtido por meio desta multiplicacdo € o mesmo da soma. Qual a posi¢cdo deste numero,

em cada um dos casos?

Logo apés algumas tentativas, conseguimos identificar que a posi¢ao correspondente €
a sétima. No primeiro caso, se multiplicarmos o nimero 11 por 99 obtemos 1089. E, no
segundo caso, se multiplicarmos 92 por 11 temos 1012, que € o resultado da segunda soma

indicada.

Agora, vamos fazer o mesmo processo substituindo por letras os valores iniciais (por

exemplo, as letras z e y). Dessa forma, vamos preencher o Quadro 4.3.

Quadro 4.3 — Desvendando sequéncias III

ETAPA | SEQUENCIA
1 x
2 Yy
3 x+y
4 2v +y
5 3r + 2y
6 o + 3y
7 8 + dy
8 13z + 8y
9 21z + 13y
10 3dx + 21y

Fonte: Autora.

Efetue a soma dos 10 elementos obtidos em cada umas das etapas do item f). Logo ap6s,
reescreva o resultado colocando em evidéncia o termo comum aos dois coeficientes (x e

y). O que podemos inferir?

Resposta: A soma é dada por 88z + 55y, colocando em evidéncia segue que: 11(5x + 8y).
Conforme podemos observar o termo em evidéncia é 11, o qual multiplicado por 5x + 8y,

que € o sétimo termo da sequéncia que resulta na soma indicada.
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Este resultado € um caso particular (para n = 3) do Teorema 2.14 demonstrado no

Capitulo 2 onde abordamos os ntimeros de Gibonacci.

Avaliacao: Serd realizada uma avaliacdo diagndstica por parte do professor. Ela ocorrerd
durante toda a aula por meio da observacao direta deste, levando-se em conta a interacao dos

alunos. Dessa forma, o professor verificard se ha necessidade de complementar mais o assunto.

4.3 ATIVIDADE 3 - PARADOXO DE CASSINI

Nesta atividade fazemos uma abordagem com relagdo ao Paradoxo de Cassini, o qual
foi abordado por Koshy (2017). Neste contexto, nos propomos a realizar um encaminhamento
que busque trabalhar com o software Geogebra estabelecendo um paralelo com a resolugdo de

problemas como metodologia em sala de aula.
Contetido: Paradoxo de Cassini
Objetivo Geral: Reconhecer a diferenca entre as dreas presentes no paradoxo de Cassini.

Objetivos Especificos:

1) Possibilitar aos alunos o trabalho com o software Geogebra;

2) Compreender a relacao entre as dreas presentes no paradoxo de Cassini.

Contexto didatico: Essa atividade foi planejada para ser aplicada apés uma sequéncia
de aulas de Matematica do sétimo ano do Ensino Fundamental, nas quais ja foi trabalhado o

conceito da sequéncia de Fibonacci.

Material didatico: Para o desenvolvimento desta aula, serdo necessarios um computador
contendo contendo a atividade no software Geogebra e o caderno para que sejam registradas as

informacdes, célculos e conclusdes.

Metodologia: O encaminhamento da aula se dard por meio da utiliza¢do do software
Geogebra. Espera-se contar com a participacio dos alunos durante o desenvolvimento da aula.
Nesta atividade, serd explorado o conceito do Paradoxo de Cassini, tendo como base o conceito

de sequéncias.

No decorrer, propomos uma dire¢cdo para desenvolver a aula. Primeiramente, os alunos
deverao clicar no link em que a atividade € disponibilizada. O link da referida atividade € dado

por
<https://www.geogebra.org/m/zeyacx9k>.

Por meio da Figura 4.5, constatamos a existéncia de um quadrado que tem como medida
do lado um nimero da sequéncia de Fibonacci (F},). Este quadrado foi decomposto em quatro

pecas: dois tridngulos retangulos congruentes e dois trapézios retangulos congruentes. A tarefa é:


https://www.geogebra.org/m/zeyacx9k
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Figura 4.5 — Atividade: Paradoxo de Cassini

Fonte: Autora.

a) Primeiramente, selecione no controle deslizante um niimero par. Logo apds, movimente

os triangulos e trapézios, de modo a formar um retangulo.

A Figura 4.6 ilustra um caso possivel com n = 6.

Figura 4.6 — Atividade: Paradoxo de Cassini onde n = 6

Fonte: Autora.

b) Calcule o valor da drea do quadrado e do retdngulo obtido obedecendo a restricdo de que

n é um numero par.

Se n = 6, temos que o lado do quadrado € dado por Fy = 8, a largura do retangulo é
F5 = 5 e o comprimento é F; = 13. Dessa forma, a drea do quadrado serd igual a 64 e a

area do retangulo 65.

c) Agora, selecione no controle deslizante um ndmero impar. Novamente, movimente os

triangulos e trapézios, de modo a formar um retangulo.
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Na Figura 4.7 temos a representag¢do para o caso em que n = 7

Figura 4.7 — Atividade: Paradoxo de Cassini em que n = 7

Fonte: Autora.

d) Calcule o valor da area do quadrado e do retangulo obtido na condi¢do em que n é impar.

Considerando n = 7, por exemplo, o lado do quadrado € dado por F7 = 13, a largura do
retangulo é Fg = 8 e o comprimento € Fg = 21. A drea do quadrado serd igual a 169 e a

area do retangulo 168.

Neste momento, os alunos serao convidados a perceber que nos dois casos as areas do
quadrado e do retangulo ndo sdo iguais. Constatando ainda, que quando o valor de n € par temos
o0 acréscimo de uma unidade na drea do retdngulo em relagdo a area do quadrado. E, quando o
valor de n € impar a drea do retangulo tem uma unidade a menos comparado-se com a area do

quadrado.

Ao solicitar para que os alunos ampliem os retangulos em cada um dos casos de modo a

investigar o que estd ocorrendo, os mesmos podem chegar as seguintes conclusoes:

1) Quando n é um numero par observa-se a existéncia de um paralelogramo no retangulo.
i1) Quando n é um numero impar ocorre uma sobreposi¢do de dreas no retangulo.
Este fato é conhecido como o Paradoxo de Cassini. Para entendé-lo, o Quadro 4.4 deve

ser preenchida. Nela sdo apresentados os valores de n e as dreas correspondentes dos quadrados

e retangulos.



Quadro 4.4 — Trigémeos de Fibonacci e relacdo entre as areas

Trigémeos de Fibonacci
n | Fh_1| Fy o Area do quadrado | Area do retangulo
4 2 3 5 9 10
5 3 5 8 25 24
6 5 8 13 64 65
7 8 13 21 169 168
8 13 21 34 441 442
9 | 21 34 55 1156 1155
10| 34 | 55 89 3025 3026
11| 55 89 144 7921 7920
12| 89 | 144 233 20736 20737

Fonte: Autora.

Em seguida, os alunos serdo indagados sobre qual seria a generalizacao relacionando
F,.1, F,, e F,_1 e o valor obtido para a drea de cada uma das situagdes. Neste instante, os
educandos serfio levados a concluir que com n > 1, temos que F? = F,, . F,,  + (—=1)""1. A

qual € a relacdo do Paradoxo de Cassini.

A Proposicao (2.3) demonstra a Identidade de Cassini. No Capitulo 3, aprofundamos o

estudo do paralelogramo, onde analisamos o angulo do mesmo nos casos em que n € par e impar.

Avaliacao: Serd realizada uma avaliacdo diagndstica por parte do professor. Ela ocorrerd
durante toda a aula por meio da observacdo direta deste, levando-se em conta a interacido dos

alunos. Dessa forma, o professor verificara se hd necessidade de complementar mais o assunto.

4.4 ATIVIDADE 4 - DOMINOS

Nesta atividade utilizamos uma situacao problema envolvendo dominds baseado no
exercicio de Morgado e Carvalho (2015).

Contetdo: Sequéncia de Fibonacci.

Objetivo Geral: Identificar e formular a ocorréncia da sequéncia de Fibonacci.

Objetivos Especificos:

1) Proporcionar aos educandos a compreensao da sequéncia de Fibonacci com a abstragdao do

conceito por meio da resolu¢do de um problema;

2) Desenvolver o raciocinio légico.

Contexto didatico: Essa aula foi planejada e pode ser utilizada na introdugio do conceito
de sequéncias numéricas (especificamente, no estudo da sequéncia de Fibonacci) nas aulas de

Matematica do sétimo ano do Ensino Fundamental.
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Material didatico: No desenvolvimento desta aula serdo necessdrias cinco pecas de

dominé para cada dupla, quadro, lapis e/ou caneta, uma folha (Apéndice B).

Metodologia: O encaminhamento da aula se dard por meio da resolucao de problemas.
Aguardamos a intera¢do dos alunos na explanag@o dos contetidos. Nesta atividade, serd explorado

o conceito de sequéncia de Fibonacci, tendo como base o conceito de sequéncias.
Em seguida, apresentamos uma forma de direcionamento da aula por parte do professor.
Em um primeiro instante, o professor inicia sua aula propondo o Problema 4.1 a turma:
Problema 4.1. De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro 2 x n com n com dominos

2 x 1iguais?"

Como a resposta para esta pergunta ndo se mostra de maneira clara, vemos que se torna
necessdrio um estudo de casos. Ou seja, vamos analisar algumas etapas para entdo verificarmos

se hd uma possivel generalizacdo e, consequentemente, a resposta para esta pergunta.

a) De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro 2 x 1 com um dominé 2 x 17

Figura 4.8 — Tabuleiro 2 x 1

Fonte: Autora.

A Figura 4.8 mostra o tabuleiro 2 x 1 a ser preenchido. Conforme podemos perceber s6 ha
uma forma de cobrir o tabuleiro e esta é obtida colocando o dominé na posi¢ao vertical.
Pois, se colocarmos a peca na posi¢ao horizontal ficard um espaco que ndo serd preenchido
0 que ndo pode ocorrer, ja que a malha deve ser preenchida inteiramente. A Figura 4.9

expressa as duas situacdes descritas.
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Figura 4.9 — Domin6: (a) Pec¢a na posi¢ao vertical; (b) Peca na posi¢ao horizontal

(@) (b)
Fonte: (a) e (b) Autora.

b) De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro 2 x 2 com dois dominés 2 x 17

Figura 4.10 — Tabuleiro 2 x 2

Fonte: Autora.

Por meio da Figura 4.10 visualizamos o tabuleiro 2 x 2. E na Figura 4.11 observamos as
duas maneiras de preencher o tabuleiro: a primeira é obtida com as duas pecas na vertical

e a segunda com as duas pecas na horizontal.
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Figura 4.11 — Domind: (a) Duas pecas na posicao vertical; (b) Duas pecas na posi¢c@o horizontal

(a) (b)
Fonte: (a) e (b) Autora.

¢) De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro 2 x 3 com trés dominés 2 x 17

Figura 4.12 — Tabuleiro 2 x 3

I

Fonte: Autora.

Pela Figura 4.12 observamos o tabuleiro 2 x 3 a ser preenchido. A primeira forma € obtida
com as trés pecgas na posi¢do vertical. A segunda forma ocorre quando a primeira peca
se encontra na vertical e as duas dltimas estdo na horizontal. E, a terceira duas primeiras
pecas na horizontal e a terceira peca na vertical. Logo, a resposta € trés. Nas Figuras 4.13

e 4.14 podemos visualizar cada uma das situac¢des indicadas anteriormente.
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Figura 4.13 — Dominé: trés pecas na posi¢ao vertical

Fonte: Autora.

Figura 4.14 — Domind: (a) Primeira peca na vertical e as duas dltimas na posi¢cao horizontal; (b)
Duas primeiras pegas na horizontal e terceira peca na posicao vertical

(b)
Fonte: (a) e (b) Autora.
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d) De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro 2 x 4 com quatro dominés 2 x 17

Figura 4.15 — Tabuleiro 2 x 4

Fonte: Autora.

A Figura 4.15 mostra o tabuleiro 2 x 4. Para este caso observamos as seguintes maneiras:

1) As quatro pecas na vertical;

ii) As duas primeiras pecas na vertical e as duas ultimas na horizontal;
iii) A primeira e quarta pecas na vertical, segunda e terceira na posi¢ao horizontal;
iv) As quatro pecas na horizontal;

v) As duas primeiras pecas na horizontal e as duas ultimas na vertical.

Portanto, sdo 5 formas de colocar os dominés. As Figuras 4.16, 4.17, 4.18 e 4.19 ilustram

cada uma das possibilidades propostas acima.

Figura 4.16 — Quatro pecas na posi¢ao vertical

Fonte: Autora.
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Figura 4.17 — Duas primeiras pegas na vertical e as duas ultimas na horizontal

Fonte: Autora.

Figura 4.18 — Dominé: (a) A primeira e quarta pecgas na vertical, segunda e terceira na posi¢ao
horizontal; (b) As quatro pe¢as na horizontal

()
Fonte: (a) e (b) Autora.
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Figura 4.19 — Dominé: duas primeiras pegas na horizontal e duas tltimas na vertical

Fonte: Autora.

e) De quantas formas podemos cobrir um tabuleiro 2 X 5 com cinco dominés 2 x 17

Figura 4.20 — Tabuleiro 2 x 5

Fonte: Autora.

Pela Figura 4.20 notamos o tabuleiro 2 x 5. Depois de algumas tentativas podemos verificar
que existem oito formas. Abaixo, descrevemos as possibilidades:
1) As cinco pegas na vertical;
ii) A primeira peca na vertical e as quatro ultimas na horizontal;
iii) As trés primeiras pecas na vertical e as duas dltimas na horizontal,;
iv) A primeira peca na vertical, duas pecas na horizontal e as duas dltimas na vertical;

v) As duas primeiras pecas na vertical, terceira e quarta pecas na horizontal e a tltima

peca na vertical;
vi) As quatro primeiras pecas na horizontal e a quinta peca na vertical;

vii) As duas primeiras pecas na hotizontal e as trés dltimas na vertical;
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viii) As duas primeiras pecas na horizontal, a terceira peca na vertical e as duas dltimas
pecas na horizontal.

Por meio das Figuras 4.21, 4.22, 4.23, 4.24, 4.25, 4.26 e 4.27 dispomos a ilustracdo para
cada uma das possibilidades elencadas anteriormente.

Figura 4.21 — Cinco pecas na posi¢do vertical

Fonte: Autora.

Figura 4.22 — A primeira peca na vertical e as quatro dltimas na horizontal

Fonte: Autora.
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Figura 4.23 — As trés primeiras pecas na vertical e as duas tltimas na horizontal

Fonte: Autora.

Figura 4.24 — A primeira peca na vertical, duas pecas na horizontal e as duas ultimas na vertical

Fonte: Autora.

Figura 4.25 — As duas primeiras pecas na vertical, terceira e quarta pegas na horizontal e quinta
peca na vertical

Fonte: Autora.
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Figura 4.26 — Quatro primeiras pecas na posicdo horizontal e quinta peca na vertical

Fonte: Autora.

Figura 4.27 — Dominé: (a) As duas primeiras pecas na horizontal e as trés ultimas pecas na
vertical; (b) As duas primeiras pecas na horizontal, terceira na vertical e as duas
ultimas na horizontal

(b)
Fonte: (a) e (b) Autora.
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Em seguida, o professor ird solicitar para que os alunos preencham o Quadro 4.5 onde
consta a quantidade de pecas na primeira coluna e na segunda coluna a quantidade de

formas de preencher o tabuleiro de altura 2 e largura n.

Quadro 4.5 — Dominds

QUANTIDADE DE PECAS | FORMAS DE COLOCAR
0S DOMINOS

N B W NI =
DN W[N] —

8

Fonte: Autora.

f) Qual € a relacao entre a quantidade de pecgas e o nimero de formas de preenchimento do

tabuleiro?

A resposta deve ser encaminhada ao fato de que a quantidade de formas de preenchimento
da malha quando acrescentada uma peca € obtida por meio da soma das maneiras dadas

nas duas etapas anteriores.

g) Como poderiamos responder a questdo inicial? Ou seja, "De quantas maneiras podemos

cobrir um tabuleiro 2 x n com n dominds de altura 2 x 1 iguais?"

Considere um tabuleiro de tamanho 2 x n + 2 colunas. Em seu preenchimento devemos

tomar os seguintes casos:

i) Colocar um dominé no canto esquerdo na posi¢do vertical, restando um tabuleiro

2 x n + 1 a ser preenchido.

i1) Ainda no lado canto esquerdo, a outra forma € obtida colocando dois dominds na

horizontal restando um tabuleiro 2 x n.

Dessa forma, indicando F,,, F}, .1 e F},; 2 como o nimero de formas de colocar os dominds

no tabuleiro segue que a generalizacdo desta situacdo € dada por F, o = F,.1 + F},.

Esta é uma sequéncia recursiva onde os primeiros termos sdo F} = 1e F5 = 2. A qual é

exatamente a sequéncia de Fibonacci.

Avaliacao: Serd realizada uma avaliacdo diagnodstica por parte do professor. Ela ocorrerd
durante toda a aula por meio da observacgdo direta, levando-se em consideragdo a interagdo dos

alunos.
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4.5 ATIVIDADE 5 - PROBABILIDADE

Para a elaboragdo desta atividade buscamos uma situagdo problema ralacionada as
sequéncias bindrias a qual foi sugerida por Boodey (2020). Na descri¢do da atividade optamos

pela resolugdo de problemas como encaminhamento metodolégico.
Contetido: Probabilidade e a sequéncia de Fibonacci.

Objetivo Geral: Estabelecer uma conexio entre a sequéncia de Fibonacci e Probabili-
dade.

Objetivos Especificos:

1) Proporcionar o trabalho com a resolucdo de problemas;

2) Resolver problemas que envolvem o cdlculo de probabilidade de eventos em experimentos

aleatorios.

Contexto didatico: Essa aula foi planejada para ser aplicada apés uma sequéncia de aulas
de Matematica do segundo ano do Ensino Médio, nas quais ja foram trabalhados os conceitos
da sequéncia de Fibonacci e Probabilidade. Salientamos que a atividade ndo contempla toda a

sequéncia de aulas envolvendo os conteudos de sequéncias e probabilidade.

Material didatico: Para o desenvolvimento desta aula, serdo necessarios uma folha

(Apéndice C), lapis, caneta e borracha.

Metodologia: O encaminhamento da aula se dard por meio da resolucao de problemas.

Nesta atividade, serd explorado o conceito de sequéncia de Fibonacci e Probabilidade.

Abaixo, apresentamos uma forma de encaminhamento da aula por parte do professor.

Inicialmente serd feita uma breve explicag@o sobre o uso de nlimeros bindrios.

Uma palavra é um arranjo ordenado de simbolos, os quais ndo precisam ter um significado.
Por exemplo, fgh é uma palavra que usa as letras do alfabeto. Nesse contexto, a sequéncia
001101 € uma palavra bindria. Um bit corresponde a 0 ou 1. Onde, a palavra bit € a contragdo da
expressao bynary digity (da Lingua Inglesa). O comprimento de uma palavra representada na

sequéncia bindria € dada pela quantidade de simbolos nela contidos.

Dessa forma, podemos considerar que a palavra 001101 tem comprimento 6, pois em sua
composicao sdo apresentados 6 simbolos. Tendo em vista o exposto, vamos analisar 0 nimero
de palavras com n bits que ndo contém dois 1’s consecutivos, o qual sera denotado por b,,. Para

tanto, vamos responder aos itens a seguir:

a) Quando n = 1 qual é a quantidade de palavras em que ndo temos dois 1’s consecutivos?

A resposta € 2. Logo, b; = 2. Pois, as palavras sio O e 1.
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b) Paran = 27

A resposta € 3 o que implica em by = 3. Sdo elas: 00, 01 e 10.

¢) Paran =37

Observamos que, b3 = 5. Tem-se que: 000, 001, 100, 010 e 101.

d) Ecomn =47

Encontramos b, = 8. Sao elas: 0000, 0001, 0100, 0010, 0101, 1010, 1001 e 1000.

Em seguida, os alunos serdo indagados sobre qual seria o padrdo a ser observado na
quantidade de palavras e, se existe uma conexao entre a quantidade de palavras em cada etapa e
qual seria esta conex@o. Neste momento, os educandos serdo direcionados ao fato de que estes

sd0 os numeros presentes na sequéncia de Fibonacci.

Posteriormente, vamos tomar uma palavra arbitrdria de n bits, a qual denominaremos de

z,onde n > 2. Observamos dois casos a serem analisados:

i) A palavra em questdo z, termina em 0 o que equivale a z = ajas...a,,_10 (com n bits). O
penultimo digito da palavra pode ser 0 ou 1. Temos as seguintes situacdes: a1as...a,—200
ou aias...a,_»10 ambas com n bits. Portanto, ndao ha restricdes com relacio ao penultimo
digito da palavra. Logo, verificamos a existéncia de b,,_; palavras de n bits terminando

em 0, ndo contendo 1’s consecutivos.

ii) Supondo, agora que z termine em 1, o que implica em z = ajas...a,_11 (com n bits).
Neste caso, o pentultimo termo deve ser 0, ou seja, ajas...a, 201 (n bits). Contudo, ndo ha
restri¢des para o antependltimo termo da palavra, o qual pode ser 0 ou 1. De onde temos
a1as...a,_3001 ou ayas...a,_3101. O que nos mostra que existem b,,_, palavras de n bits

terminando em 1, ndo contendo 1’s consecutivos.

Como os dois casos sao mutuamente exclusivos, utilizando o principio da adi¢do, segue
que:
bn = bnfl + bnf27

paran > 3,onde by =2e by = 3. Assim, b, = Fj,.oen > 1.

Agora, transpondo esta situacdo utilizando as sequéncias bindrias, para um acontecimento

com moedas.

Suponhamos que n moedas honestas sejam langadas sequencialmente ao acaso. Com

base neste fato, a probabilidade de que duas moedas adjacentes ndo déem cara é 5 2. Onde o

numero total de resultados de forma que duas moedas consecutivas ndo déem cara € [, 5 e 2" é

o numero total de lancamentos.
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Avaliacao: Serd realizada uma avaliacdo diagndstica por parte do professor. Ela ocorrerd
durante toda a aula por meio da observacgdo direta deste, levando-se em consideracao a interagdo

dos alunos.

4.6 ATIVIDADE 6 - SUDOKU DE FIBONACCI

O Sudoku é um jogo matematico. De acordo com Neves (2005) a criagdo do jogo € dada
ao matematico suico Leonhard Euler (1707-1783). No século XVII Euler elaborou um jogo
denominado "Quadrados latinos", neste jogo cada algarismo deveria aparecer uma vez em cada
linha e em cada coluna. O formato padrao com 9 linhas e 9 colunas, aparentemente elaborado
pelo arquiteto Howard Garns, comegou a ser publicado nos Estados Unidos na década de 1970.
Atualmente, o mesmo pode ser encontrado em revistas proprias e até disponivel como aplicativo

de celular.

O jogo é constituido por um quadrado com 9 linhas e 9 colunas o qual pode ser subdi-
vidido em quadrados menores 3 x 3. Sendo que, certas células ja cont€ém nimeros, chamados
de dados. Segundo Percilia (2023) a finalidade do jogo € preencher as células vazias, com um
numero em cada célula, de forma que cada coluna, linha e regido contenham os algarismos 1, 2,

3,4,5,6,7,8e9 apenas uma vez.

Como estamos trabalhando com a sequéncia de Fibonacci ndo devem ser repetidos na
mesma linha, coluna e retdngulo 2 X 3 marcado, um mesmo niimero pertencente a sequéncia de
Fibonacci, com excessdo do nimero 1, o qual ird figurar duas vezes. Ou seja, cada célula vazia

na grade deve ser preenchida com os nimeros de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8.

Nas duas op¢des de Sudoku Fibonacci sugeridos por Kumar (2018) temos duas tabelas
com 6 linhas e 6 colunas, onde sdo empregados em seu preenchimento os seis primeiros nimeros
da sequéncia de Fibonacci. Logo, podemos concluir que no preenchimento de uma tabela com
n linhas e n colunas devem ser utilizados os n primeiros nimeros da sequéncia de Fibonacci,

obedecendo as mesmas regras iniciais.
Contetido: Raciocinio Légico e a sequéncia de Fibonacci.

Objetivo Geral: Desenvolver o raciocinio 16gico em paralelo com a sequéncia de

Fibonacci.

Objetivos Especificos:

1) Aprimorar a concentragdo e o raciocinio l6gico;

2) Formalizar com os alunos o conceito envolvido na sequéncia de Fibonacci.
Contexto didatico: Essa atividade foi planejada para ser aplicada apés uma sequéncia

de aulas de Matemadtica do sétimo ano do Ensino Fundamental, onde j4 foi trabalhado o conceito

da sequéncia de Fibonacci.
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Material didatico: Para o desenvolvimento desta aula serdo necessdarias uma folha

contendo o jogo (Apéndice D), lapis e borracha.

Metodologia: O encaminhamento da aula se dard de maneira expositiva onde serd
realizada a explicagc@o do jogo. Contamos com a participac¢do dos alunos durante a realizagao

desta atividade.

No decorrer, trazemos duas possibilidades de direcionamento e no Apéndice D apresen-
tamos outro exemplo de jogo (criado pela autora) considerando os critérios para a resolugdo da

atividade.

As Figuras 4.28 e 4.29 mostram duas possibilidades para o jogo, em cada uma delas
podemos notar um circulo entre duas células vizinhas o que indica que estas possuem dois

nameros consecutivos de Fibonacci.



Figura 4.28 — Sudoku e Fibonacci: Exemplo 1
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Fonte: Autora.

Figura 4.29 — Sudoku e Fibonacci: Exemplo 2
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Fonte: Autora.

As Figuras 4.30 e 4.31 apresentam as solucOes em cada caso.
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Figura 4.30 — Sudoku e Fibonacci: Solu¢do-Exemplo 1
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Fonte: Autora.

Figura 4.31 — Sudoku e Fibonacci: Solucao-Exemplo 2
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Fonte: Autora.

De acordo com Kumar (2018) o primeiro quebra-cabeca Sudoku Fibonacci € mais fécil,
pois temos o nimero 2 presente e ele ird auxiliar o aluno a compreender as regras do jogo. No
entanto, o segundo quebra-cabeca Sudoku Fibonacci ndo contém nenhum digito dado e fard com

que os alunos se sintam desafiados.

Avaliacao: Serd realizada uma avaliacdo diagnéstica por parte do professor. Ela ocorrerad

durante toda a aula por meio da observacao da participacdo e da interacio dos alunos.
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5 CONCLUSAO

Neste estudo tivemos a oportunidade de aprofundar nosso conhecimento com relacdo a
sequéncia de Fibonacci, algumas identidades que relacionam a sequéncia de Fibonacci com os
nimeros de Lucas e a sequéncia de Gibonacci. Apresentamos, ainda, ocorréncias envolvendo os
numeros de Fibonacci dentre as quais podemos citar o estudo de algumas identidades estabele-
cendo um paralelo entre a representacio algébrica e geométrica, probabilidade e o algoritmo de
Euclides.

Tais ocorréncias ndo costumam ser enfatizadas ou evidenciadas com frequéncia na Educa-
cdo Basica. Fato que pode ser verificado durante o levantamento bibliogréfico, onde percebemos
que grande parte dos trabalhos envolvendo o tema de Fibonacci recaia em aplicagdes como, por
exemplo, o problema dos coelhos o que se mostrou de maneira desafiadora e motivadora. Consi-
derando a relevancia da sequéncia de Fibonacci ndo devemos nos limitar as suas aplicabilidades

usuais.

Neste sentido, vemos como pertinente o aprofundamento de nosso estudo, pesquisa e
desenvolvimento de outros trabalhos os quais possibilitem aos professores e alunos diferentes

interpretagdes do tema.

Na elaboragdo das atividades buscamos contribuir com experiéncias que incluam meto-
dologias utilizando a tecnologia de informacao (por meio da utiliza¢do do software Geogebra),

jogos matematicos e a resolugcdo de problemas.

Por fim, nosso anseio € de que este trabalho possa agregar momentos onde os professores
possam aprimorar a sua pratica docente e os alunos consigam vivenciar uma aprendizagem

significativa.
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APENDICE A - ATIVIDADE: DESVENDANDO SEQUENCIAS

Inicialmente, pense em dois nimeros naturais e coloque-os nas duas primeiras linhas do
Quadro .1.

Quadro .1 — Desvendando sequéncias IV

ETAPA | SEQUENCIA
1

O 00 | O\ | | W[

—
=]

Fonte: Autora

Posteriormente, o Quadro acima deve ser preenchido da seguinte forma: a terceira linha
deve ser composta pela soma dos niimeros colocados na primeira e segunda linha; a quarta linha
deve ser composta pela soma dos nimeros colocados na segunda e na terceira linhas, a quinta
linha deve ser composta pela soma dos niimeros da terceira e quarta linhas. E, assim por diante,

até a décima linha.
Em seguida, responda as questdes abaixo:
a) Registre a soma dos 10 primeiros nimeros.
b) Decomponha o resultado desta soma em fatores primos.

¢) Em seguida, repita todo o processo descrito anteriormente. Ou seja, escolha outros dois
nimeros naturais e, preencha o Quadro .2. Efetue a soma dos 10 primeiros niimeros e,

decomponha o resultado desta soma em fatores primos.
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Quadro .2 — Desvendando sequéncias

ETAPA | SEQUENCIA
1

O 00| | O\ N | W[

—
=)

Fonte: Autora

d) Qual o nimero que aparece em ambas as decomposicdes em fatores primos dos nimeros

obtidos nos itens b) e ¢)?

e) O nimero que € comum na decomposicdao em fatores primos dos itens b) e c¢), pode ser
multiplicado por um dos elementos presentes na sequéncia. Assim, o resultado obtido por
meio desta multiplicacdo é o mesmo da soma. Qual a posi¢ao deste nimero, em cada um

dos casos?

f) Agora, vamos fazer o mesmo processo substituindo por letras os valores iniciais (por

exemplo, as letras a e b). Dessa forma, vamos preencher o Quadro .3.

Quadro .3 — Desvendando sequéncias

ETAPA | SEQUENCIA
1 a
2 b
3 a+b
4 2a +b
5
6
7
8
9
10

Fonte: Autora

g) Efetue a soma dos 10 elementos obtidos em cada umas das etapas do item f). Logo ap0s,
reescreva o resultado colocando em evidéncia o termo comum aos dois coeficientes (a € b).

O que podemos inferir?
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APENDICE B - ATIVIDADE: DOMINOS

Problema .1. De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro de altura 2 e largura 1 com

dominds altura 2 e largura 177
Andlise dos casos:

a) De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro de altura 2 e largura 1 com uma peca

de dominé de altura 2 e largura 17

b) De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro de altura 2 e largura 2 com duas pecas

de dominé de altura 2 e largura 17

¢) De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro de altura 2 e largura 3 com trés pecas

de dominé de altura 2 e largura 17

d) De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro de altura 2 e largura 4 com quatro pecas

de dominé de altura 2 e largura 17

e) E com cinco pecas de domind, de quantas formas podemos cobrir um tabuleiro de altura 2

e largura 57

Preencha o Quadro .4 onde consta a quantidade de pecas na primeira coluna e na segunda
coluna a quantidade de formas de preencher a malha de altura 2 e largura n, onde n € a quantidade

de pecas.

Quadro .4 — Dominés

QUANTIDADE DE PECAS | FORMAS DE
COLOCAR O
DOMINO

N W=

Fonte: Autora
f) Qual € a relacao entre a quantidade de pecas e o nimero de formas de preenchimento da
malha?

g) Como poderiamos responder a questao inicial? Ou seja, "De quantas maneiras podemos

cobrir um tabuleiro de altura 2 e largura n com dominds altura 2 e largura 17”
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APENDICE C - ATIVIDADE: PROBABILIDADE

Uma palavra é um arranjo ordenado de simbolos, os quais ndo precisam ter um significado.
Por exemplo, fgh é uma palavra que usa as letras do alfabeto. Nesse contexto, a sequéncia
001101 € uma palavra bindria. Um bit corresponde a 0 ou 1. Onde, a palavra bit € a contragdo da
expressao bynary digity (da Lingua Inglesa). O comprimento de uma palavra representada na
sequéncia bindria € dada pela quantidade de simbolos nela contidos.

Dessa forma, podemos considerar que a palavra 001101 tem comprimento 6, pois em
sua composicao sdo apresentados 6 simbolos.

Analise o nimero de palavras com n bits que ndo contém dois 1’s consecutivos, a qual

serd denotada por b,,.

a) Quando n = 1 qual é a quantidade de palavras em que nao temos dois 1’s?
b) Paran = 27
¢) Paran = 37

d) Ecomn =47

Vamos tomar uma palavra arbitrdria de n bits, a qual denominaremos de z, onde n > 2.

O que podemos concluir?
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APENDICE D - ATIVIDADE: SUDOKU

Vamos trabalhar com o Sudoku envolvendo os nimeros da sequéncia de Fibonacci.
Conforme sabemos, ndo devem ser repetidos na mesma linha, coluna e retangulo 2 x 3 marcado,
um mesmo nimero pertencente a sequéncia de Fibonacci, com excessao do ntimero 1, o qual ird
figurar duas vezes. Ou seja, cada célula vazia na grade deve ser preenchida com os nimeros de
Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8.

Figura .1 — Sudoku e Fibonacci: Exemplo 1

-
? 9,

L e O

HEXKXNN
2 AN,

Fonte: Autora



Figura .2 — Sudoku e Fibonacci: Exemplo 2
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|

Fonte: Autora

Figura .3 — Sudoku e Fibonacci: Exemplo 3
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Fonte: Autora
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Figura .4 — Sudoku e Fibonacci: Solugao-Exemplo 3
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Fonte: Autora

90



	Folha de rosto
	AGRADECIMENTOS
	RESUMO
	ABSTRACT
	Lista de Figuras
	Sumário
	Introdução
	Fundamentação Teórica
	Algumas identidades com os números de Fibonacci
	Sequência de Lucas
	Sequência de Gibonacci

	Ocorrências
	Ilustrações Geométricas
	Fibonacci e Probabilidade
	Gibonacci e geometria analítica
	Números de Fibonacci e o Algortimo de Euclides
	Paradoxo de Cassini

	Atividades Propostas
	Atividade 1 - Quebra-cabeça
	Atividade 2 - Desvendando sequências
	Atividade 3 - Paradoxo de Cassini
	Atividade 4 - Dominós
	Atividade 5 - Probabilidade
	Atividade 6 - Sudoku de Fibonacci

	Conclusão
	Referências
	Apêndice A - Atividade: Desvendando sequências
	Apêndice B - Atividade: Dominós
	Apêndice C - Atividade: Probabilidade
	Apêndice D - Atividade: Sudoku

