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Resumo

Neste trabalho, tentaremos mostrar que é possivel resolver equacoes ctibicas usando
apenas a algebra estudada nos 82 e 9° anos do Ensino Fundamental, a qual é revisada
no 19 ano do Ensino Médio, sendo assim uma 6tima oportunidade de aprofundamento
e de extensao de contetdos ja vistos anteriormente.

Na secao 2, mostraremos um pouco da histéria sobre a busca por uma férmula geral
que resolvesse as equacoes ciibicas, desde os povos antigos (babilonios e gregos) até o
inicio do século XVI, quando a féormula resolutiva das equagoes ctbicas foi descoberta
por Del Ferro e Tartaglia (depois publicada por Cardano).

Na secao 3, estudaremos a algebra lecionada nos 82 e¢ 92 anos do Ensino Funda-
mental, passando por operacoes algébricas com polinémios, equacoes quadraticas e a
"operacao'"completar quadrados e cubos. Veremos ainda a interpretacao geométrica
destas expressoes (quadrados e cubos).

Na secao 4, desenvolveremos, a partir do que foi estudado na se¢ao anterior, uma
formula resolutiva das equagoes ctibicas analoga a formula resolutiva das equagoes qua-
draticas. Mostraremos o argumento desenvolvido por Tartaglia-Cardano que resultou
numa formula geral para estas equacoes.

Na ultima segao, estudaremos alguns problemas matematicos que se resumem a
resolver uma equagao cubica (propostos por Del Fiore e Tartaglia), ou seja, aplicar a

formula de Tartaglia-Cardano.

Palavras-chave: Equacoes Cubicas, Algebra, Ensino Fundamental e Ensino Médio.



Abstract

In this work, we will try to show that it is possible to solve cubic equations using
only the algebra studied in the 8th and 9th grades of Elementary School, which is
reviewed in the 1st year of High School, thus providing an excellent opportunity for
deepening and extending previously covered content.

In Section 2, we will present a brief history of the search for a general formula
that solves cubic equations, from ancient civilizations (the Babylonians and Greeks) to
the beginning of the 16th century, when the solution formula for cubic equations was
discovered by Del Ferro and Tartaglia (later published by Cardano).

In Section 3, we will study the algebra taught in the 8th and 9th grades of ele-
mentary school, covering algebraic operations with polynomials, quadratic equations,
and the "completing squares and cubes"technique. We will also explore the geometric
interpretation of these expressions (squares and cubes).

In Section 4, building upon what was studied in the previous section, we will develop
a solution formula for cubic equations analogous to the solution formula for quadra-
tic equations. We will present the argument developed by Tartaglia-Cardano, which
resulted in a general formula for these equations.

In the final section, we will study some mathematical problems that can be reduced
to solving a cubic equation (proposed by Del Fiore and Tartaglia), that is, applying

the Tartaglia-Cardano formula.

Keywords: Cubic Equations, Algebra, Elementary School, and High School.
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1 Introducao

Neste trabalho, mostraremos a possibilidade de se resolver uma equacao ctibica a
partir de uma formula algébrica, a qual, diferentemente da equacao quadratica, demo-
rou muito tempo para ser descoberta.

Para isto, nos bastara apenas o conhecimento prévio da algebra elementar, isto é,
de topicos que qualquer estudante dos anos finais do Ensino Fundamental e 12 ano do
Ensino Médio tem acesso. Pensando nisto, nao nos deteremos muito no caso das raizes
irredutiveis (embora facamos alguns exemplos cuja solu¢ao seja uma raiz irredutivel),
as quais necessitam de conhecimentos um pouco mais avangados de trigonometria para
transforma-las num namero real puro, tépico estudado no 32 ano do Ensino Médio.

Abordaremos ainda a interpretagao geométrica das equagoes ctibicas (das equagoes
quadraticas também), que era a forma original como estas equagoes foram estudadas.
Alias, no caso do cubo primeiro veio a forma geométrica e depois a expressao algébrica
(ambas sao intrinsecamente ligadas).

A abordagem geométrica da subsidios que permitem compreender o raciocinio em-
pregado por Tartaglia-Cardano no desenvolvimento da formula algébrica, consistindo
basicamente em reescrever um cubo subdividido em 8 blocos, mas agora subdividindo-
o em 5 blocos, eliminando deste modo o fator quadratico da expressao algébrica do
desenvolvimento do cubo da soma (diferenca).

Embora trabalhemos o conceito geométrico por tras da equacgao ctibica, nosso foco
principal serd mesmo o desenvolvimento da formula resolutiva (Tartaglia-Cardano) e
sua aplicacao. Esta aplicacao serd de modo anéalogo & aplicacao da férmula resolutiva

das equacoes quadraticas, assunto bastante abordado nesta etapa de ensino.
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2 A Descoberta da Féormula Resolutiva da Equacao

Cubica: Uma Breve Historia

As equactes quadraticas sao estudadas desde a antiguidade, assim como as equacoes
cubicas. Porém, diferentemente das ctbicas, a solucao geral das equacoes quadraticas
é conhecida ha muito tempo, seja através de passos que se seguiam para encontrar as
suas raizes, seja através da propria formula resolutiva.

A busca por uma solucao geral das equacoes cibicas demorou muitos séculos, mas
esta busca ajudou a desenvolver a matemaéatica em varios campos, principalmente a
Algebra, a qual permite expressar uma formula que resolva todas as equacdes ciibicas.

Até o momento, nao ha evidéncias arqueologicas de que sumérios e egipcios tenham
estudado as equacgoes ciibicas. Embora os sumérios sejam até hoje considerados o
primeiro povo a empregar a matemética em seu codidiano (comércio, construgao etc.),
aparentemente eles se dedicavam, assim como os egipcios, ao estudo das equacgoes

quadraticas, tendo eles conseguido resolver tipos particulares destas equacoes.

2.1 Os Babil6nios

Figura 2.1: Tlustracao da Cidade de Babilonia

Fonte: https://aulazen.com/historia/a-cidade-babilonia-cultura-religiao-economia-
codigo-de-hamurabi-e-queda/
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Acredita-se que os babilonios foram os primeiros a estudar as equacoes ctibicas por
volta do ano de 1700 a.C. Eles nao dispunham de uma férmula algébrica, pois nesta
época a matematica se resumia basicamente & problemas aritméticos e geométricos li-
gados intrinsecamente ao cotidiano (comércio, comprimento, area e volume). O método
babilonico utilizava uma tabela com valores conhecidos (ntimeros naturais) e fornecia
solugoes aproximadas das equacoes. Na Figura 2.2, temos um exemplar dos tabletes

babilonicos destas tabelas em escrita cuneiforme.

Figura 2.2: Tablete Cuneiforme

Fonte: https://www.schoyencollection.com/mathematics-collection/9-3-
algebra/cubic-equations-table-ms-3048

Em linguagem atual, temos a Tabela 2.1:
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n n3 n? | n®+n?
1 1 2
2 8 4 12
3 27 9 36
4 64 16 80
o | 125 | 25 150
6 | 216 | 36 252
7| 343 | 49 392
8 | 512 | 64 576
9 | 729 | 81 810
10 | 1000 | 100 1100

Tabela 2.1: Criada pelo Autor

Usando estas tabelas, o método babilonico resolvia equacoes ctibicas bem especificas
chamadas de "normalizadas"; em linguagem moderna, eram equacoes da forma 2% +
pr? = qx com os coeficientes p e ¢ conhecidos.

Para ver como os babilonios faziam, consideremos a equacao normalizada 23+ 522 =
84x, com p = 5 e ¢ = 84 (perceba que o zero é uma raiz desta equacao, porém ela
nao era considerada porque o conceito do zero ainda nao era conhecido pelos povos
antigos).

Consultando a tabela anterior, podemos facilmente construir a Tabela 2.2:

‘ n’ ‘5n2‘n3+5n2‘84n‘
1 5 6 84
8 20 28 168
27 | 45 72 246
64 | 80 144 336
125 | 125 250 420
216 | 180 396 504
343 | 245 H&8 588

~J| | O | W N~ S

Tabela 2.2: Criada pelo Autor

Portanto, a solucdo, para a equacao x> + 522 =84z é x = 7.
Quando a solucao nao é exata, eles aproximavam cada vez mais os valores obtidos da
solucao repetindo este processo. Este método foi amplamente utilizado na antiguidade,

porém ele permitia resolver apenas tipos especificos de equacoes ctibicas.
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2.2 Os Gregos

Figura 2.3: Grécia Antiga
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Fonte: https://www.significados.com.br/grecia-antiga/

Os matematicos gregos também se interessaram pelo estudo das equagoes ctubicas.
Com os métodos disponiveis na época, eles conseguiram resolver apenas alguns tipos
de equacbes. Aqui, podemos destacar o matematico grego Diofanto de Alexandria
(aproximadamente século IIT d.C.) que desenvolveu em seus trabalhos um método que
podia ser aplicado na solugao de equacoes ciibicas.

Diofanto descobriu que se x pode ser escrito como a soma de dois nimeros, entao
estes dois ntmeros podem ser calculados através de um processo especifico, decompondo
a equagao clibica em outras duas equagoes, sendo uma delas quadrética (composigao e
resolucao). As raizes da equagao quadrética solucionavam a equagao ciibica original.

Por exemplo, em sua obra aparece, em linguagem atual, o problema: Encontre dois
niimeros cuja soma é 10 e cuja soma de seus cubos é 370.

Sejam z e y estes dois niimeros. Entao podemos escrever algebricamente x +y = 10
e 23 + 1> = 370. Pelo método de Diofanto, podemos tomar a € R tal que x =5 —a e
y =5+ a (observe que temos z +y =5 —a+ 5+ a = 10).

Substituindo x =5 — a e y = 5 + a na expressao x® + y> = 370, teremos:

18



3 +y* =370

<— (5—a)*+(5+a)* =370

= 125 — Tha + 15a* — a® + 125 + 75a + 15a> + a® = 370
<= 250 + 30a® = 370

<= 30a® = 370 — 250

g 120

30
— a=+4
<= q = £2.

Para Diofanto havia apenas a solucao positiva; logo, ele escolheria a = 2. Disto,

encontraremos de t =5 — a e y = 5 + a, 0S nimeros:

r=5—a=5—-2=3 e y=5+a=5+2=T.

Embora este método nao tenha sido desenvolvido apenas para a solucao de equa-
¢oes cubicas (podendo ser aplicado as equagoes quadraticas por exemplo), ele resolve
algumas equacoes ciubicas especificas sem no entanto generaliza-las. Os gregos nao

conseguiram obter um método que resolvesse todas as ciibicas.

2.3 Os Italianos e o Renascimento

Florenca, na peninsula itélica, reuniu por volta de 1500 as condicoes propicias para
um renascimento das artes, cultura e ciéncia (esta principalmente ficou estagnada na
Europa por um longo periodo por diversos motivos, embora no mundo arabe tenha
continuado a se desenvolver, particularmente a matematica e a astronomia).

No final do século XV, os intelectuais, professores, artistas e cientistas, por exem-
plo, voltaram novamente sua atencao a cultura classica grega e romana, na busca de
resgatar algo que estava esquecido. Passou-se a estudar a natureza e a sociedade mais
livremente, tentando-se explicar a causa e efeito das coisas e dos eventos mais racio-
nalmente, sem apelar & intervencao divina.

Somente em meados do século XVI foi que os italianos Scipione del Ferro (1465-
1526) e Niccold Fontana Tartaglia (1499-1557), conhecido como Tartaglia, descobriram
a solucao geral da equacao cibica de forma independente. Esta é uma histéria com
reviravoltas e curiosidades.

Scipione del Ferro nasceu na cidade de Bolonha em 6 de fevereiro de 1465. Ele

foi professor de matemética na Universidade de Bolonha, onde lecionou por mais de
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trés décadas, sendo o primeiro a descobrir uma solucao geral para a equacao cubica
(possivelmente, ele nao sabia que o seu método podia ser estendido a todas as equagoes
cibicas). Ele morreu na cidade de Bolonha em 5 de novembro de 1526.

Del Ferro manteve sua descoberta em segredo por muito tempo (ele tinha a intengao
de usar este conhecimento em duelos matemaéticos, o que lhe traria muita vantagem)
até quando revelou o método de se resolver equacoes cibicas ao seu aluno Antonio
Maria del Fiore. Del Fiore tem sua importancia na historia das equacoes cubicas como
um grande divulgador destas equacoes, ajudando a populariza-las nos circulos mate-
maticos. Provavelmente foi nestes circulos matematicos que Antonio Fiore conheceu

(ou ouviu falar sobre) Niccoldo Fontana Tartaglia.

Figura 2.4: Niccolo Fontana Tartaglia

Fonte: https://pt.Wikipedia.org/wiki/NiccolO_Fontana_Tartaglia

Niccolo Fontana (Tartaglia) nasceu em Bréscia no norte da Italia. Ele era um
autodidata em matematica e comecou a trabalhar como professor de ciéncias em Ve-
rona, Veneza, Vicenza e Bréscia apo6s passar por uma infancia muito dificil, chegando
inclusive a correr risco de morte.

Em contato com problemas propostos por seu amigo Zuanne da Coi, Tartaglia
trabalhou e descobriu uma solucio geral para equacoes ctibicas do tipo x® + bz? = d,
que é diferente do que descobriu Del Ferro e era conhecido por Del Fiore.

Del Fiore, apds saber que Tartaglia havia descoberto um método de se resolver

equagoes ctbicas, o desafiou para um duelo mateméatico pois se sentia seguro com o

20



método que aprendera de seu antigo professor Del Ferro. Foram propostos 30 proble-
mas que envolviam equagoes ctbicas a Tartaglia, o qual resolveu todos sem grandes
dificuldades.

Apos este duelo, Tartaglia guardou o segredo de solucao das equacoes cibicas por
muito tempo, até que revelou o seu método a Girolano Cardano (1501-1576) depois de

muita insisténcia.

= —
= | —

Figura 2.5: Girolamo Cardano

Fonte: http://clubes.obmep.org.br/blog/b girolamo-cardano/

Girolamo Cardano foi um matematico, médico, astronomo e filésofo italiano do
século XVI. Ele é conhecido por suas contribui¢coes & matematica, especialmente no
campo da &lgebra, e por suas obras sobre filosofia, medicina e astrologia. Nasceu em
Pavia na Italia numa familia pobre, porém com grande interesse pelos estudos.

Em 1545, Cardano publica sua obra "Ars Magna'"onde trata sobre a resolucao das
equagoes cubicas, trazendo o método que aprendera de Tartaglia. Embora Cardano
cite no livro que Tartaglia o tenha ajudado com as equacoes ciibicas, a fama e a gloria
ficaram com Cardano, pois até hoje muitos autores quando citam a féormula resolutiva
das equacoes cubicas falam em "Formula de Cardano". Somente mais recentemente
que se passou a denominé-la "Férmula de Tartaglia-Cardano".

Em linguagem atual, a maioria dos livros a retratam da seguinte maneira: Dada a
equacao cubica

23+ pr4q=0,
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entao temos que:

Neste texto, escrevemos esta formula diferente, tentando deixar o modo de usa-la

mais parecido com a férmula resolutiva das equagoes quadraticas.
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3 Algumas Ferramentas Algébricas Para a Resolucgao

das Equacoes Cubicas

Nesta secao, veremos alguns topicos de algebra elementar que nos permitirao re-
solver qualquer equacao ciibica. Estes topicos elementares sao estudados no 92 ano do
Ensino Fundamental e 1° ano do Ensino Médio, sendo muito explorados nestes dois

anos escolares.

3.1 Equacoes Quadraticas

Definicao 1. Uma equacdo do tipo ax*+bx+c =0, coma,b,c € R ea # 0, é chamada

de equagcao quadrdtica, onde a,b e ¢ sao chamados os coeficientes da equacao.

De acordo com a Definicao 1, as equacoes

(IT) 222 + 3z = 0
(I) 22— 16 =0 ¢
IV) =322 +32+5=0

sao equacoes quadraticas.

Em (1), temosa=3eb=c=0;em (/]), temos a=2,b=3ec=0; em (I1]),
temos a =1,b=0ec= —16 e em (IV), temos a = —3,b = 3 e ¢ = 5. As equagoes
(I),(I1) e (II1) sao ditas equagdes quadraticas incompletas, enquanto a equagao (V)
¢ uma equacao quadratica completa, pois temos os trés coefiecientes a, b e ¢ diferentes
de zero.

Para deduzirmos uma féormula de resolucao da equacao quadratica, vamos utilizar
os produtos notéveis quadrado da soma e quadrado da diferenca e suas respectivas

fatoracoes, bem como a "operacao completar quadrados".

3.2 Quadrado da Soma e Quadrado da Diferenca

Definigao 2. Dados v,y € R, as expressoes algébricas (x+y)? e (x—y)? sao chamadas,

respectivamente, de quadrado da soma e de quadrado da diferenca.
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Aplicando a propriedade distributiva para desenvolver ambas as expressoes acima,

teremos:

(z+y?= " + =z  + "y
W
9y
=2 + oy + 2y + y? = 2% + 2zy +
e
Kz.y\
(z—y?= (" - g )
W
vy

=22 —xy —zy +y? = 2% — 20y + 12

Isto nos mostra que desenvolver o quadrado da soma ou o quadrado da diferenca, os
quais diferem apenas em um sinal no termo 2zy, é uma tarefa bem simples. Além disto,
o desenvolvimento acima nos permite extrair a seguinte regra mnemonica: o quadrado
da soma (diferenga) é igual ao quadrado do 19 termo mais (menos) duas vezes o 19
termo vezes o 22 termo mais o quadrado do 22 termo.

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 1. Desenvolva o sequinte quadrado da soma (x + 3)2.

Solucao: Aplicando a propriedade distributiva, temos:

3-3
=22 4+3x+3x+32=22+62+09.

Portanto, (z + 3)% = z* + 6z + 9.

Exemplo 2. Desenvolva o quadrado da diferenca (x — 5)2.

24



Solucao: Pela regra mnemonica, segue-se:

(x—5)?2=2>-2-2-5+5" =12 — 10z + 25.
Portanto, (z — 5)? = 22 — 10z + 25.
O

Observacgio 1. As expressoes x° + 2zy +y* e 12 — 2zy + y* obtidas, respectivamente,
a partir do desenvolvimento do quadrado da soma e do quadrado da diferenca sao

chamados de trindmio quadrado perfeito.

Agora que ja sabemos como desenvolver os produtos notéveis da Defini¢ao 2, vere-

mos a seguir como podemos interpreta-los geometricamente.

3.3 Interpretacao Geométrica do Quadrado da Soma e do Qua-

drado da Diferenca

Considere o quadrado de lado = + y da Figura 3.1:

x Yy

Figura 3.1: Quadrado da Soma (Criado pelo Autor)
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Perceba que este quadrado, cuja area ¢ igual a (z + y)?, esta subdividido em qua-
tro sub-regioes. Nestas sub-regioes, temos o quadrado de area x? (cor vermelha), o
quadrado de area y* (cor verde) e dois retangulos de mesma area xy (cor azul).

Obviamente, somando-se as areas destas quatro sub-regides, obteremos a area do

quadrado maior que é (z + y)2. Ou seja:

(x+y)2:w2+xy-|—my+y2:x2—|—2xy+y2.

Em outros termos, encontramos o desenvolvimento do quadrado da soma.

Agora, dados x,y € R, com 0 < y < =z, consideremos um quadrado de lado =z

conforme a Figura 3.2 (note que z —y +y = z):

-y Y

T -y )

Figura 3.2: Quadrado da Diferenca (Criado pelo Autor)

Observe que o quadrado de lado x e 4rea 22 est4 subdividido em quatro sub-regides:
um quadrado de area (z — y)? (cor vermelha), um quadrado de area y? (cor verde) e
dois retangulos de mesma area (z — y)y (cor azul).

Obviamente, somando-se as &reas destas quatro sub-regides, encontraremos a area

do quadrado maior que é z2. Ou seja:
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=@ -y +@—yy+@-yy+y’
=art=(r -y tay -y +ay -y +y?
— 2= (z—y)?+ 22y — 1y

— (v —y)? = 2% - 22y + 1>

Isto é, encontramos o desenvolvimento do quadrado da diferenca.

No proximo topico, veremos como fatorar o trindmio quadrado perfeito.

3.4 Fatorando o Trindmio Quadrado Perfeito

Queremos fatorar expressoes do tipo z? 4 2zy + y* (trinémio quadrado perfeito).
Perceba que o termo central +2zy = £2 - Va2 \/f, com z,y € RT, e esta igualdade
caracteriza o trindomio quadrado perfeito, de modo que a expressao é um trinémio
quadrado perfeito se, e somente se, esta igualdade ¢é satisfeita; caso contréario, nao é.

Identificado que a expressao ¢ um trindémio quadrado perfeito, a sua fatoracao é
facilmente feita, pois sabemos pela Defini¢ao 2 que 2% & 2zy + y* = (v £ y)>.

Vejamos isto com alguns exemplos a seguir:

Exemplo 3. Verifique se a expressio x> + 8x + 16 € um trinémio quadrado perfeito.

Caso seja, reescreva-a como um produto notdvel.

Solugao: O termo central do trinémio é 8x. Veja que temos:

2.vV22.V/16=2-2-4=8x

Como a igualdade é verificada, entdao 2%+ 8z + 16 é um trinomio quadrado perfeito.
Logo, podemos escrevé-lo como 22 + 8z + 16 = (x + 4)?2, isto é, como um quadrado da

soma.

O

Exemplo 4. O trinomio x> —20x +100 € quadrado perfeito? Se sim, escreva-o na sua

forma fatorada.

Solugao: O termo central do trinomio é —20x. Disto, segue-se:

—2.vV22. /100 = -2 -2 -10 = —20x
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A expressao 22 — 202 + 100 ¢ um trinémio quadrado perfeito, pois a igualdade é
verificada. Entao, temos que x? — 20z + 100 = (z — 10)?, ou seja, temos um quadrado

da diferenca.

O

Exemplo 5. Analise se a expressio x> + 10z + 36 € um trindmio quadrado perfeito.

Solugao: Temos como termo central 10x. Logo, obtemos:

2. V12 V/36=2-2-6=12z

Obviamente, 122 # 10z, logo a expressao 22+ 10x+ 36 ndo é um trinémio quadrado

perfeito.

O

Entendida a caracterizacao do trinomio quadrado perfeito e como fatora-lo, vamos

a seguir aprender como completi-los quando nao tivermos o 3° termo do trinémio.

3.5 Completando Quadrados

Como ilustracao inicial, tomaremos o trindmio quadrado perfeito x? + 8x + 16 do
Exemplo 3. Supondo que nao tenhamos o 3° termo que ¢ 16 (ficamos apenas com o
binémio z? + 8z), como podemos obter o niimero 16 e termos novamente o trindmio

quadrado perfeito? A resposta a esta pergunta sera vista no proximo exemplo:

Exemplo 6. Complete a expressio x* + 8x de modo que tenhamos um trinémio qua-

drado perfeito.

Solucdo: Sabemos que o trindémio quadrado perfeito ¢ uma expressao do tipo 2% &
2xy + 2.

Comparando o binémio 2% + 82 com o trinémio z? + 2zy + y?, vemos claramente
que falta o termo equivalente a y?. Além disto, observando os seus respectivos termos
centrais, devemos ter 2xy = 8z, de onde temos:

8
2xy:8x<:>2y:8<:>y:§:4.

Como y = 4, segue-se que y> = 16. Logo, completando o quadrado, obtemos o

trinomio quadrado perfeito 2% + 8z + 16.
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O

Para a proxima ilustracao, consideraremos o trindmio quadrado perfeito 22 — 20z +
100 do Exemplo 4. Supondo também que nao tenhamos o seu 3° termo que é 100, o
que nos da o binémio x? — 20z, transformamos este binémio num trinémio quadrado

perfeito.
Exemplo 7. Transforme o binémio x*> — 20x num trindmio quadrado perfeito.

Solu¢ao: Comparando z? — 20z com o trindémio z? — 2zy + y?, vemos que falta o
termo equivalente a 3%. De seus respectivos termos centrais, devemos ter —2zy = —20x.

Disto, segue-se:

—20
2y = 20 <= 2y=-20<=y= — = 10.

Como y = 10, temos que y?> = 100. Logo, para que o binémio 22 — 20z se torne
um trinémio quadrado perfeito, basta somar a ele o nimero 100; e com isto obtemos
x? — 20z + 100.

Para finalizarmos este topico, vejamos o exemplo a seguir:
Exemplo 8. Transforme o binémio x? + 10x num trinémio quadrado perfeito.

Solucao: Da mesma maneira, comparando o termo central do trindémio 22+ 22y +y?

com 10z, devemos ter 2xy = 10z. Segue-se:

10
2xy=10:1:<:>2y:10<:>y:7:5.

Como y = 5, temos y*> = 25. Para que o bindémio 2> + 10z se torne um trinémio

quadrado perfeito, basta somar a ele o nimero 25, obtendo x2 + 10z + 25.

O

Pelo que ja estudamos até aqui, estamos prontos para deduzir uma férmula reso-
lutiva para as equacoes quadraticas, pois ja sabemos desenvolver o quadrado da soma
(diferenga) e encontrar sua respectiva fatoragao, como também completar quadrados.

Mas antes, vejamos como as equacoes quadraticas eram resolvidas na antiguidade.

29



3.6 Resolvendo Uma Equacao Quadratica Como na Antigui-
dade

Para os povos antigos, sumérios e mesopotamicos por exemplo, resolver uma equa-
¢ao quadratica tinha um fortissimo apelo geométrico. Alids, nesta época, nao existia a
algebra e todos os problemas do cotidiano se resumiam apenas a aritmeética, problemas
envolvendo contagem, e a geometria, problemas envolvendo areas. Logo, as grandezas

envolvidas eram sempre positivas. Vejamos isto com o exemplo abaixo.
Exemplo 9. Resolva a equacdao quadrdtica x° + 6z — 7 = 0.

Solugao: Obviamente, ndo era esta a notacao usada na antiguidade, nem tampouco
eles conheciam os nimeros negativos.

Eles interpretariam a equacdo acima como z? + 6x = 7 dentro de um problema
concreto, como por exemplo: "A 4rea de um terreno quadrado foi adicionada a area
de outro terreno retangular, cuja medida de uma de suas dimensoes é 6 unidades de
comprimento e a outra ¢ igual & dimensao do quadrado, dando num terreno maior de
7 unidades de area. QQual a medida do lado do primeiro terreno?"

(Geometricamente, procederemos do seguinte modo:

1. Facamos um quadrado de lado desconhecido x, conforme a Figura 3.3:

xT

Figura 3.3: Quadrado de lado z

2. A seguir, pegamos o retangulo cuja area vale 6z e o dividimos pela metade, ob-
tendo assim dois outros retangulos cujas areas sao 3z. Estes dois novos retangulos
sao construidos compartilhando o mesmo lado desconhecido x do quadrado como

Figura 3.4:
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Figura 3.4: Um Quadrado e Dois Retangulos Iguais

Note que nesta figura, sua area ¢ igual a 135. Ela representa geometricamente a

equacao 12 + 6z = 7.

3. Agora, completamos o quadrado simplesmente fechando a figura acima. Logo,

obteremos um quadrado como vemos na Figura 3.5:

31



Figura 3.5: Quadrado Completo

Em outras palavras, somamos a figura que representa a equagao um quadrado de
area 9. Como ja tinhamos 7 de 4rea, com o acréscimo, temos 7+ 9 = 16, de onde
obtemos /16 = 4.

Como o lado do quadrado é 4 e por construgao temos que também o lado vale

x + 3, concluimos que z + 3 =4, isto é, t =4 — 3 = 1.

Portanto, o lado do primeiro quadrado mede 1 unidade de comprimento.

|

Perceba que o problema proposto acima nao admite resposta negativa, pois estamos

trabalhando com comprimento e area e era desta forma que os antigos procediam.
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3.7 Deduzindo Uma Férmula Para Resolver Equacoes Quadra-

ticas

Consideremos a equagao quadratica

az® +br+c=0 (1)

com a,b,c € Rea # 0. Como temos a # 0, podemos dividir (1) por a. Assim, a
expressao a ser obtida ficard mais facil de se completar o trinémio quadrado perfeito,

nos moldes do que vimos acima. Temos:

(ax®? +bx+c=0) + a
5 0
= 4 T+ - ==
a a a a
b c
P+ -z+-=0
a a
5 b c
= r+-xr=—
a a
Comparando o lado esquerdo da equacao
b
2
T+ == 2
- - (2)

com o trinémio quadrado perfeito 2 + 2zy + 32, concluimos que o lado esquerdo de (2)

. ) b
falta o termo equivalente a y2. Para encontré-lo, basta igualarmos 2zy = —x. Supondo
a
x # 0, segue-se:

b b b
0y = T =2y =—<=y=—.
a a 2a

b2
Como temos y = 20’ obtemos y? = Logo, somando em ambos os membros
a

da equagao (2) a parcela ol obteremos particularmente no lado esquerdo de (2) um
a

trindmio quadrado perfeito, o qual ja sabemos fatorar. Entao, segue-se:
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2 e - _ _Z -
x+ax+4a2 a 4a?
— +b _ —dac+b?
v 2. ) 4a?
+b > p2 — 4ac
<(: i _— =
2a 4a?
b2 — dac
ot — =+
Tt o 1a?
Vb — 4dac b
= r=t— —
2a 2a
—b+Vb? — 4dac
m:
2a

Por simplicidade, na tltima igualdade acima, podemos fazer A = b? — 4ac, obtendo

assim:

_ —b;t_ﬂ 3

A igualdade (3) é a féormula resolutiva das equagoes quadraticas, comumente no

X

Brasil chamada de Férmula de Baskara; o ntimero A = b — 4ac é chamado de discri-

minante da equacao quadratica. Nos deteremos um pouco em sua anélise.

3.8 O Discriminante A
Analisaremos trés possibilidades para o valor de A, a saber:

(a) Se A > 0, entdo v/A na equacio (3) existe em R. Logo, segue-se:

_b-vE

I =

—b+ VA
e Tg=——-——.
2a 2a

Obviamente, teremos x; # w9, isto é, a equacao quadratica terd duas raizes reais.
(b) Se A =0, entdo teremos vA = 0 na equacdo (3). Veja que assim:

-b—0 —=b -b+0 —b
€T = = — € X9 = = —.
2a 2a 2a 2a
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Ou seja, a equacao quadratica terd apenas uma raiz real e repetida.

(c) Se A <0, entao nao existe vA em R. Em outras palavras, a equacao quadratica

nao possui solucoes reais.

Definicao 3. Chamamos de raizes ou zeros da equagio quadrdtica ax® +bx +c=0

aos valores de x que tornam esta igualdade verdadeira.

Os proximos exemplos nos ajudarao a entender melhor como aplicar a féormula

resolutiva da equacao quadréatica.
Exemplo 10. Resolva a sequinte equacao quadrdtica: 5z + 3x — 2 = 0.

Solucao: Comparando a equacao quadratica 5z% + 3z — 2 = 0 com a sua forma
genérica ax? + bx + ¢ = 0, concluimos que a = 5,0 = 3 e ¢ = —2. Calculando o valor

de A, teremos:

A=b—4ac=3>—4-5-(-2) =9 +40 = 49.

Como temos A = 49 > 0, pelo que vimos anteriormente, a equacao possui duas

raizes reais. De fato, temos vA = 7. Entao, segue-se:

_—b—VA  —-3-7 -10

S s B S TR
x2:b+\/Z: —3+7_ 4 _2
2a 2-5 10 5
Portanto, as raizes da equacao quadratica 522 + 3z —2=0sdo0 —1 e o
Perceba que tomando x = —1 ou = = % e substituindo-os, respectivamente, na

equagao, obteremos:

5-(=1)2+3-(=1)—2=5-1-3-2=5-5=0 ¢

2\ ? 2 4 6 20 6-10 4 4
5.2 3.2 -2=H.— 4+ - —2="qp = __ =0
(5) torg % 15 %t 5 5 5

Exemplo 11. Calcule as raizes da equacio quadrdtica 42* —4x +1 = 0.
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Solucao: Da equacao 42% — 4z +1 = 0, obtemos a = 4,b = —4 e ¢ = 1. Calculando

o valor de A, teremos:
A=0*—4dac=(-4)>—-4-4-1=16—16 = 0.

Logo, a equacao possui apenas uma raiz real. Note que VA = 0, entao segue-se:

b —(-4) 4 1
Tl =Ty = — = = — = —,
2a 2-4 8 2
. - 1
Portanto, a raiz da equacao é 3
1
Substituindo x1 = x5 = 5 na equacao, teremos:
1\? 1 1 4 4
4-1=) —-4--4+1=4--—=-+1=--2+1=1—-1=0.
<2> 2 * 4 2 * 4 +
O
Exemplo 12. Encontre as raizes da equacdo quadrdtica x*> — 6z + 13 = 0.
Solucao: Veja que temos a = 1,b = —6 e ¢ = 13. Calculando o valor de A, teremos:

A= —4dac=(—6)—4-1-13 =36 — 52 = —16.

Como A = —16 < 0, a equacdo nao possui raizes reais, pois v/—16 ¢ R.

Mesmo com A < 0, podemos continuar a resolucao da equagao quadratica, manipu-
lando alguma expressao "estranha'que apareca com as técnicas algébricas aprendidas
no 9° ano do Ensino Fundamental. Facamos isto, como ilustracdo, com a equacao
quadratica do Exemplo 12.

Perceba que podemos escrever, usando as operacoes basicas de radiciacao estudadas

nas séries finais do Ensino Fundamental, o seguinte:

VA =/=16 = /16 - (—1) = V16 - V=1 = 4y/—1.

Como VA = 4y/—1 (e esta é uma expressdo estranha), calculando as raizes da

equacao do modo usual, teremos:

—b—VA  —(—6) —4y/—1 — 4y/—1
. b2 _ (6)21\/ _6 2 _3-9/"0 e
a .
b+ VA —(—6)+4/=1  6+4/—1
To = —;—a = ( )2+1 = * 9 :3+2\/—1
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Substituindo 1 = 3 — 24/—1 ou zy = 3 + 24/—1, respectivamente, na equacao

quadratica 2% — 6z + 13 = 0, teremos:

(3=2v=1)"=6-(3—2V/=1)+13 = 9—12V/—1+4-(=1)— 18+ 12V/=1+13

= 22-22=0
(B+2vV/=1) = 6-(3+2V=1)+13 = 94 12/=1+4-(—1) — 18 — 12V/—1 + 13
= 22-22=0.

De fato, os nimeros estranhos 3 — 24/—1 e 3 4+ 24/—1 sao raizes da equacao.

O

Por simplicidade, fazendo ¢ = y/—1, estes ntimeros tomam a forma 3 — 2¢ e 3 +
2i. Nesta forma, estes nimeros lembram bastante expressoes algébricas, cujas regras

operatorias sao estudados nos 82 e 9°2 anos do Ensino Fundamental.

Definicao 4. Os numeros na forma a + bi, com a,b € R e b # 0, onde i = \/—1,
sao chamados de numeros complexros ou imagindrios; i = \/—1 é chamada de

unidade tmagindria.

De maneira geral, dada a equacao quadratica az? +bx+c=0,coma # 0e A <0,

temos que suas rafzes (imaginérias) sdo da forma:

_—b=VA b VA _b+VA b VA

TS T T T g, ™ % % " 2a

b ... .
Note que as raizes x; e x5 tém mesma parte real ——, diferindo apenas em sua parte
a

imaginaria TP onde numa a raiz é negativa e na outra raiz ¢ positiva. Quando isto

acontece, dize?nos que os numeros complexos sao conjugados. Portanto, se uma equacgao

quadrética, com coeficientes reais, tem raizes complexas, entao elas sao conjugadas.
Como ja sabemos calcular as raizes de uma equacao quadratica, sejam elas reais ou

complexas, podemos fatoré-la. Sobre isto falaremos no préximo toépico.

3.9 Fatorando Uma Equacao Quadratica

Consideremos x = m ou z = n, com m,n € R (isto também ¢é aplicado as raizes
complexas). Veja que disto, obtemos z —m = 0 ou x — n = 0. Multiplicando estas

duas ultimas igualdades membro a membro, teremos:
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(x—m)-(zx—n)=0<=2>—nz—mr+mn=0<=2>— (m+n)x+mn=0.

Isto nos mostra que podemos escrever qualquer equacao quadratica sob a forma
2?2 — Sz + P =0, onde S e P sdo, respectivamente, a soma e o produto das raizes da
equacao. Mas além disto, nos mostra também que qualquer equagao quadratica pode
ser escrita como o produto de dois monémios, pois (z —m) - (z —n) = 22 — (m+n)z +

mn = 0, onde m e n sao as suas raizes.

Observacao 2. O fato citado no pardgrafo acima associa o numero de fatores no qual
uma equacao quadrdtica pode ser decomposta ao niumero de suas raizes, ou seja, como
uma equacao quadrdtica pode ser decomposta sempre em dois fatores, entao ela sempre

terd duas raizes, sejam elas reais ou imagindrias.

Vejamos como ilustragoes as equacgoes quadraticas estudadas nos Exemplos 10, 11
e 12.

Exemplo 13. Fatore a equacdio 5x% 4+ 3z — 2 = 0.

2
Solucao: Como visto no Exemplo 10, as raizes desta equacao sao v = —1l e z = 5

Logo, a equacao quadratica na sua forma fatorada fica:

<x+1)-<x—§):o

Exemplo 14. Encontre a forma fatorada da equacio quadrdtica 4x? — 4x + 1 = 0.

Solucao: Pelo Exemplo 11, sabemos que as raizes da equacao sao 1 = Ty = 5

Entao, sua forma fatorada é:

Exemplo 15. Fatore a sequinte equacdo x? — 6z + 13 = 0.
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Solucao: Sabemos que a equacdo nao possui raizes reais, pois temos A = —16 e
v—16 ¢ R (veja Exemplo 12). Porém, como vimos em seguida, continuando a reso-
lugao da equacao usando as propriedades usuais da radiciacao, chegamos aos ntimeros

complexos x = 3 — 21 e x = 3 + 21, raizes da equacao. Logo, sua forma fatorada é:
(x —3+2i) - (x—3-2i)=0.
U

No topico abaixo, veremos como dividir um polinémio por um binoémio, algo que
serd muito usado para encontrarmos todas as raizes de uma equacao ctibica. Em nosso

estudo, o polinémio de maior grau que dividiremos por um binémio sera 3.

3.10 Divisao de Dois Polinémios - Método de Descartes

Sejam p(z) e h(x) dois polindmios quaisquer na variavel x de graus m,n € N respec-
tivamente, com m > n, e h(x) ndo sendo o polinémio identicamente nulo. Efetuando

a divisdo de p(z) por h(z), teremos:

T

p(x) | h(z)
r(z) | q(z)
onde p(x) é o dividendo, h(x) é o divisor, ¢(x) é o quociente e r(x) é o resto da divisao.
Perceba entdo que p(x) = h(z) - ¢(x) + r(z) e que o grau de r(x) ¢ sempre menor
do que n; quando tivermos r(x) = 0, entdo a divisdo de p(z) por h(z) serd exata.
Ou seja, o algoritmo da divisao de polinémios nos garante que dados p(z)
e h(x) dois polindmios quaisquer, com h(z) # 0, existem os polindomios ¢(z) e r(z)

(tinicos) tais que p(x) = h(z) - ¢(x) + r(z), onde o grau de ¢(z) é m — n.

Defini¢ao 5. Chamamos de grau do polinomio P(x) = a,z"+a, 12" '+ +a;x+ao,

onde a,,an_1,- -, a1,a9 € R, ao seu maior expoente.

O Método de Descartes consiste em, a partir dos polinémios p(z) = a,az™ +
@™V aw + ag e h(z) = bpa™ + byt + - - - + bix + by, construir-
mos os polindomios q(z) = ™™ + Cpn ™"+ o+ T o e T(x) =
dizt + dy 127t + - 4 dyr + do, com t < m —n tais que p(z) = h(z) - q(z) + r(z).

Vejamos como aplicar este método nos exemplos a seguir:

Exemplo 16. Divida o 22* + 7x + 3 por x + 3.
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Solugao: Veja que temos:

202 +T7xr+3 | x4+ 3
7(z) q(z)

Pelo método de Descartes, existem os polindémios ¢(z) = ax + b e r(zx) = ¢, com
a,b,c € R tais que 222 + 7z + 3 = (z + 3) - q(x) + r(2), isto &

202 + Tz +3 = (z+3) - (ax +b) +c. (4)

Desenvolvendo o lado direito da equagao (4) através da propriedade distributiva,

teremos:

(x + 3) (ax + b) + ¢ = ax?® + bxr + 3ax + 3b+ ¢

3-b
=ar?+ (3a+b)z + (3b+¢).
Obviamente, teremos
202 + 7r + 3 = az® + (3a + b)x + (3b + ¢). (5)
a=2
Da igualdade (5), concluimos que ¢ 3a+b=7 .
3b+c=3

Deste sistema de equacoes, como a = 2 e 3a + b = 7, teremos:
3:240=T<=64+b=7T<=b=7—-6=1.

Como b =1 e 3b+ c = 3, segue-se:
3-14c=3=3+c=3<=c=3-3=0.

Veja que obtemos a = 2,b =1 e ¢ = 0, ou seja, temos os polindmios ¢(x) = 2z + 1
e r(x) = 0. Isto nos mostra que o quociente da divisao é 2z + 1 e o resto é 0 (a divisao

¢ exata).

Exemplo 17. Efetue a divisao —32° —x+7 | -3z +2 .
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Solugao: Pelo método de Descartes, existem os polinémios ¢(z) = ax+be r(x) = ¢,

com a,b,c € R, tais que —3z* —x +7 = (=32 + 2) - ¢(x) + r(x). Entdo, segue-se:

32 —2+7=(-32+2) (ax+b) +c (6)

Aplicando a propriedade distributiva no lado direito da igualdade (6), obteremos:
_?’KM\

(—3x - 2) (ax = b) + ¢ = —3az® — 3bx + 2ax +2b+ ¢

= —3az® + (2a — 3b)x + (2b + ¢).
Claramente, temos que —3z —z+7 = —3az?+ (2a — 3b)x + (2b+ ¢). Desta tltima

—3a = —3
igualdade, obtemos ¢ 2a —3b=—1 .
2b4c=7
Obviamente, de —3a = —3, obtemos:
-3
—3a=-3¢=a=-—=1.
Como a =1 e temos 2a — 3b = —1, segue-se:

20 —3b=—-1<=2-1-3b=-1<«<=2-3b=-1
¢:w%b:—1—2¢¢b::§:L
Veja que b=1¢e 2b+ c =7, logo temos:

W+e=7T<«=2-14+c=7T<«<=2+c=7
<= c=7-—2=05.

Como a = 1,b =1 e ¢ = 5, entdo obtemos os polindomios ¢(z) =x+1er(x) =5 (a

divisdo nao é exata).
O

Para finalizar os nossos exemplos de divisao de polinémios através do Método de

Descartes, vejamos o exemplo abaixo:
Exemplo 18. Efetue a divisio de 6x® — 132% + 2x + 5 por 3z — 5.

Solucao: Perceba que temos:
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62 — 1322 +2x+5|3x—5
r(z) q(x)

Pelo método de Descartes, existem os polinomios ¢(z) = ax?® + bz + c e r(z) = d,
com a,b, c,d € R, tais que 623 — 132% 4+ 22 +5 = (3 —5) - q(z) + r(z). Disto, segue-se:

62° — 1322 + 22+ 5 = (3v —5) - (ax® + br +¢) + d. (7)

Aplicando a propriedade distributiva da multiplica¢ao ao lado direito de (7), tere-

mos:
, 3. 3x-c
3z-a,
62 — 1322 + 2z +5 = (3z — 5) (ax? + bx + c)+d
M

—5-c
623 — 1322 + 22 + 5 = 3ax® + 3bz? + 3cx — 5ax® — 5bx — 5e+d
62° — 1322 + 22 + 5 = 3az® + (3b — Ha)z? + (3¢ — 5b)x + (—5Hc + d).

3a =06

3b —ba = —13
Da ultima igualdade, concluimos que ¢ .

3c—5b=2

—dc+d=>5

Deste sistema de equagoes, obtemos:
6
3a=0<=a= 3= 2.

Note que a = 2 e 30 — 5a = —13; logo, temos:

3b—ba=—-13=30—-5-2=—-13<<=30—-10=—-13

<:>3b:—13+10<:>b:?:—1.
Como temos b = —1 e 3¢ — Hb = 2, entao segue-se:

3c=bb=2<=3c—-5-(-1)=2<=3c+5=2

<:>30:2—5<:>c=?:—1.
Finalmente, como obtemos ¢ = —1 e —bc + d = 5, entao:
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—5c+d=5<= —-5-(-1)+d=5
<= 5H+d=5<«=d=5-5=0.

Dea=2,b=—1,c—1ed=0, obtemos os polinémios q(z) = 22> —x—1er(z) =0

(a divisao é exata).
O

Com esta breve exposi¢ao do método de Descartes, esperamos que o aluno consiga

efetuar divisdes simples com polinémios.

3.11 Cubo da Soma e Cubo da Diferenga

Definigao 6. Dados v,y € R, as expressoes algébricas (x+y)> e (x—y)3 sdo chamadas,

respectivamente, de cubo da soma e de cubo da diferenca.

Perceba que (z +y)* = (z+y) - (x+y)*e (z —y)® = (x —y) - (x —y)® Nos ja
sabemos calcular o quadrado da soma e o quadrado da diferenca; entao, temos:

(z+y)?=2"+22+y* e (v —y)?* =2*— 20y + 9~
Disto, obtemos que:
(w+y)=(+y) (@ +2y+y°) e (@-y)°=(@—y) ("= 22y+y°) (8

Podemos aplicar a propriedade distributiva da multiplicagao a ambas as expressoes

de (8). Entao, segue-se:

r T2z Y
ya? y-2Ty

yy?

(z+1y)3 =23 +22%y + 2y® + 2%y + 229° + 3 = 23 + 322y + 3z’ + P e

(z—y)* = (z - y) (2 - 2ay + y?)

—y(—2zy 3
—yy

(x —y)3 =23 — 22%y + 2y — 2%y + 229y% — y® = 23 — 322y + 3wy® — 3.
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Com estes desenvolvimentos, podemos estabelecer uma regra mnemonica para cal-
cularmos o cubo da soma (diferenga): o cubo do 19 termo mais (menos) trés vezes o
quadrado do 19 termo vezes o 29 termo mais trés vezes o 12 termo vezes o quadrado

do 29 termo mais (menos) o cubo do 2° termo.

Observacao 3. Os sinais de todos os termos do desenvolvimento do cubo da soma
sao positivos, enquanto os sinais dos termos do desenvolvimento do cubo da diferenca

alternam entre posilivo e negalivo, comecando pelo sinal positivo.
A seguir, veremos como desenvolver o cubo da soma (diferenca).
Exemplo 19. Desenvolva o seguinte cubo da soma: (x + 2)3.

Solugao: Pela regra mnemonica, teremos:

(x+2°=2+3-22-2+3-2-22+2° =2° + 62° + 120 + 8.

O
Exemplo 20. Desenvolva o cubo da diferenca (v — 4)3.
Solucao: Também pela regra mnemonica, teremos:
(r—4)P=2"-3 -2 4+3-0-4° - 4> =2 — 122* + 48z — 64.
O

Observagao 4. As expressoes z° + 3z%y + 3zy* + y° e x® — 32%y + 3zy* — y* obti-
das, respectivamente, a partir do desenvolvimento da soma e do cubo da diferenca sao

chamadas de cubos perfeitos.
Agora que sabemos desenvolver o cubo da soma e o cubo da diferenca, veremos a

seguir como interpreta-los geometricamente.

3.12 Interpretagcao Geométrica do Cubo da Soma e do Cubo

da Diferenca

Considere um cubo de aresta x + y, conforme o desenho a seguir:
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Figura 3.6: Cubo da Soma (Criado pelo Autor)

Obviamente, o volume do cubo acima ¢ dado por (z + y)3.
Analisando-o, vemos que ele estd subdividido em outros oitos sélidos: um cubo

menor de aresta x e volume z3

: um outro cubo menor de aresta y e volume y3; trés
paralelepipedos de arestas =, x e y e volume 2y cada; e trés paralelepipedos de arestas
x, y ey e volume zy? cada.

E facil notar que somando-se os volumes destes solidos menores, obteremos o volume

do cubo maior. Isto é:

(z +y)? =2+ 2%y + 2%y + 2%y + 2y + 2y + 2y® + P
< (v +y)? =23+ 322y + 3zy® + .

Em outras palavras, encontramos o desenvolvimento do cubo da soma.
Agora, sejam z e y niimeros positivos com y < x; consideremos um cubo de aresta

x, de acordo com o esquema da Figura 3.7 (note que x =z — y + y):
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Figura 3.7: Cubo da Diferen¢a (Criado pelo Autor)

O volume do cubo acima é z°.

Perceba que ele esta dividido em outros oito sélidos: um cubo menor de aresta x —y

3

e volume (z — y)?; um outro cubo menor de aresta y e volume y?; trés paralelepipedos

de arestas x —y, v —y e y e volume (x —y)? -y = (2% — 22y +v?) -y = 2%y — 22y® + ¢
cada; e trés paralelepipedos de arestas z — y, y e y e volume (z — y) - y* = xy® — o3
cada.

Obviamente, somando-se os volumes destes solidos menores, teremos o volume do

cubo maior. Ou seja:

v =(z -y’ +3- (2% — 222 +°) + 3 (2 — ) + ¢’
< 1% = (v —y)% + 322y — 62y® + 33 + 3ay? — 3y° + ¢°
— 13 = (v —y)® + 322y — 3xy? + ¢*
— (v —y)? =23 — 3x%y + 3xy® — o>

Isto mostra o desenvolvimento do cubo da diferenca.
Estas dedugoes algébricas e geométricas nos ajudam a entender todo o argumento
por tras do raciocinio empregado na obtencao da formula resolutiva das equacoes cu-

bicas.
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3.13 Fatorando o Cubo Perfeito

Vamos fatorar expressoes do tipo x3 & 322y + 3xy? 4 y* (cubos perfeitos). Perceba
que podemos estabelecer as seguintes relagoes entre os termos centrais e os extremos
da expressdo, isto & £3 - (Va3)? -y = £32%y e 3 -z - (/%)? = 3ay? BEstas duas
igualdades caracterizam o cubo perfeito, de maneira que se elas forem satisfeitas, a
expressao dada é sim um cubo perfeito; caso contrério, nao.

Analisemos isto nos proximos exemplos.
Exemplo 21. A expressao 23+ 1822+ 108z +216 € um cubo perfeito? Se sim, fatore-o.

Solu¢do: Comparando 2% 4 1822 4 108z + 216 com o desenvolvimento do cubo da
soma, que é x® + 322y + 3xy? + y3, vemos claramente que 3z%y = 1822 e 108z = 3xy>.

Logo, temos:

18
302y = 1822 <=3y =18 <= y=—=6 ¢

108
1082 = 3zy? <= 108 = 3y < 1? = 5 = V/36.

Note que y = 6 implica em y? = 36. Logo, a expressao >+ 1822 + 108x + 216 é um
cubo perfeito e podemos escrever z° + 18z% + 108z + 216 = (x + 6)3, ou seja, o cubo

da soma.

O

Exemplo 22. Verifique se a expressao x> — 212% + 1472 — 343 ¢ um cubo perfeito. Se

for, fatore-o.

Solucao: Comparando a expressao z° — 21a% + 147z — 343 com o desenvolvimento
do cubo da diferenca, que é 23 — 322y + 3xy* — 13, é facil que temos —3x%y = —212°% e
3xy? = 147x. Destas duas igualdades, obtemos:
5 5 —21
—3ry= 2z <= 3y=I2l<=y=—-=7 ¢

a7

3ay? = 147Tx <= 3y? = 147 <= ¢* = 49.

Como y = 7 implica em y? = 49, a expressdo x° — 2122 + 1472 — 343 é um cubo

3

perfeito e por isto podemos escrevé-lo como x® — 2122 + 147z — 343 = (z — 7)% (cubo

da diferenca).
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Exemplo 23. Analise se a expressio x° — 2x% — 13x — 10 € um cubo perfeito.

Solucao: Comparando a expressao x° — 222 — 13z — 10 com o desenvolvimento do
cubo da diferenca, que é 23 — 322y + 3zy? — 93, teremos —22% = —322%y e —13x = 31>

Destas ultimas igualdades, obteremos:

-3 3
=>—2x2:—3x2y(:>—2:—3y<:>y:—2:§ e
2 2 2 —13
= —13z =3xy* <= —13 =3y <=y =3
. 3 . 9 13 P
Obviamente, y = 3 nao implica em y° = _3; logo, a expressao nao é um cubo

perfeito.
O

Neste topico, aprendemos a identificar um cubo perfeito, bem como escrevé-lo no-
vamente em sua forma fatorada. De posse deste conhecimento, veremos a seguir como

completar binoémios do tipo 23 +rz?, com r € R, de modo a obtermos um cubo perfeito.

3.14 Completando Cubos

Como ilustragao inicial, tomaremos o desenvolvimento do cubo da soma do Exemplo
19, que é 2% + 62% + 122 + 8. Suponha que nao tenhamos seus dois tltimos termos;
a expressao se resumiria ao binémio z® + 6z2. Entdo cabe a seguinte indagacao: que
expressoes devem ser somadas ao binémio dado de modo a torna-lo um cubo?

A resposta a esta pergunta serd dada no proximo exemplo.
Exemplo 24. Complete o binémio x° + 6x* de modo a termos um cubo perfeito.

Solucao: Como o segundo termo do binémio é positivo, vamos compara-lo com o
desenvolvimento do cubo da soma, que é z? + 322y + 3xy? + y3. Desta comparagao,

obtemos 3x%y = 6x%. Segue-se:

6
3x2y:6x2<:>3y:6<:>y:§:2.

Veja que temos y = 2, entao podemos calcular, respectivamente, o 32 e o 4° termo

do desenvolvimento do cubo, a saber 3zy? e 3°. Logo, teremos:
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3ry? =32-22=3zx-4=122 e y> =2°=38.

Por isto, devemos acrescentar ao bindmio z3 4 622 as parcelas 12z e 8, obtendo
assim o desenvolvimento do cubo da soma: 3 + 622 + 122 + 8. Obviamente, sua forma
fatorada ¢ (x + 2)3.

O

Tomemos agora o desenvolvimento do cubo da diferenca do Exemplo 20, que é
23 —1222+48x—64. Supondo que nao tenhamos os dois tltimos termos desta expressao,
ficamos apenas o bindomio 2% — 1222, Vamos completa-lo e obter novamente um cubo

perfeito.

Exemplo 25. Dado o binémio x® — 1222, complete-o de modo a termos um cubo

perfeito.

Solugao: Como o segundo termo do bindémio é negativo, vamos comparar a expressao
23 — 1222 com o desenvolvimento do cubo da diferenca, que é x® — 322y + 3zy? — y°.

Entdo, temos que —1222 = —32%y. Segue-se:

102 o2 e -2
122° = —32°y <= —12 = 3y<:>y——3 =4.

Como y = 4, podemos calcular o 3° e 4° termos do desenvolvimento do cubo da

3

diferenca, que sdo 3zy? e —y?, respectivamente. Entao, temos:

3ry? =32-4*=32-16 =48z e —y® = —4% = —64.

Portanto, devemos acrescentar ao binémio 22 — 1222 as parcelas 48x e —64, obtendo

desta forma o cubo perfeito 2% — 1222 4 48z — 64. Sua forma fatorada ¢ (z — 4)3.

O

Exemplo 26. Complete o bindmio x> + Tx? de modo que tenhamos um cubo perfeito.

Solucao: Comparando o binomio 22 + 72? com o desenvolvimento do cubo da soma,

que é x2 + 322y + 3zy? + y3, obteremos as igualdade 7z% = 32%y. Entao, temos:

7
7x2:3x2y<:>7:3y<:>y:§.
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Calculando o 32 e 4° termos do desenvolvimento do cubo da soma, que sdo, respec-

7
tivamente, 3zy? e y3, pois y = 3 teremos:
3237234949 s (T\° 343
€T = 3x - — =3r-— = —x e = — = —
Y 3 9 37 Y T\3 27
49 343 . )
Portanto, somando as parcelas Ex e o7 ao binémio x° + 7x“, obtemos o cubo
49 343 7\’
perfeito 2% + 722 + gx + =57 cuja forma fatorada é (3: — §> .

O

Nesta secao, estudamos a algebra elementar necessaria para a resolugao, sem o
emprego de formula, das equagoes ctibicas. Até aqui, foram vistos conteiidos dos 8° e
99 anos do Ensino Fundamental e do 1° ano do Ensino Médio.

Topicos como os nimeros complexos, que sao estudados apenas no 3° ano do Ensino
Médio, podem ser reduzidos a algebra do 9° ano, bastando fazer apenas uma simples
substituicdo: i = /—1.
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4 A Equacao Cibica
Definicao 7. Uma equacdo do tipo ax® +bx® +cx +d =0, com a,b,c,d €R e a # 0,
¢ chamada de equacdo cibica, onde a,b,c e d sdo os coeficientes da equacao.

De acordo com a Definicao 4, as equacoes

(1) 2% — 27 = 0;
(IIT) —523 + Tx? = 0;
(IV) =923 + 22 = 0;
(V) 23— 922 + x = 0;
(VI) 72® + 22 +1 = 0;
(VIT) 2% — 122 — 16 =0 c
(VILI) 62 — 242 + 72 +3 =0

sao exemplos de equacoes ciibicas.

Em (I), temos a =2eb=c=d=0;em (I]), temosa=1,b=c=0ed= —2T;
em ([I1), temos a = =5, c=d=0eb="T;em (IV), temos a = -9, b=d =0e
c=2;em (V),temosa=1,b=-9,c=1ed=0;em (VI), temosa=7,b=1,¢=0
ed=1;em (VII), temosa=1,b=0,c= —12 e d = —16; e finalmente em (VIII),
temos a =6, b= —2,¢c="Ted=3. As equacgoes dos tipos (I), (1), (I1I), (IV), (V),
(VI) e (VII) sao equagbes cubicas incompletas, enquanto a equagao do tipo (VIII) é
uma equacao cibica completa, pois todos os seus coeficientes a, b, ¢ e d sao diferentes
de zero.

As equagoes cubicas dos tipos (1), (I1), (I1I), (IV) e (V) nao necessitam de uma
formula para a sua resolucao. Basta empregarmos o que ji sabemos sobre equacoes.

Vejamos os exemplos a seguir:
Exemplo 27. Resolva a equacdo cibica 22> = 0.

Solucao: Veja que temos:



Como z* = 0, entao obtemos = = v/0 = 0.

Portanto, concluimos que x = 0 é uma raiz desta equacao ctibica.

De modo geral, se tivermos az® = 0, com a # 0 obviamente, teremos:
am3:0<:>x3:g<:>x3:0<:>x:\3/6:0.
Ou seja, x = 0 é sempre raiz de uma equacao ciibica do tipo az® = 0.
Exemplo 28. Resolva a equacdao cibica x® — 27 = 0.
Solugao: Segue-se que:
23 =21 =0 4= 2% =27 = 2= V27 =3.
Logo, 3 é raiz da equacao ciibica 23 — 27 = 0.
O

Generalizando, temos uma equacao do tipo az®+d = 0, com a # 0. Logo, segue-se:
ar® +d =0 <= ar® = —d

—d —d
== —<«=r=(—¢ck
a a

Isto nos mostra que equacoes ctibicas do tipo az® + d = 0 tém raiz real dada por

r = —_—.
a

Observacao 5. Perceba que </n,/—n € R para todo n € R.

Exemplo 29. Resolva a equacio ciibica —5x® + 722 = 0.

Solucao: Desta equacdo, pondo x? em evidéncia, teremos:

2% (=5zx+7)=0. (9)

Note que temos o produto de dois ntimeros cujo resultado é zero; isto somente

ocorre quando um deles é o proprio zero ou os dois sao zero. Logo, por (9), concluimos
que 22 =0 ou —Hx + 7 = 0.
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De 2% = 0, obtemos z = 0 (equagdo ciibica do tipo (I)); de —5x + 7 = 0 (equagao

do 1° grau), temos:

- 7

7
Portanto, 0 e 5 sdo raizes da equacdo cibica —Hz3 + 722 = 0.

O

Mais geralmente, temos uma equacgao do tipo az® + bx? = 0, com a # 0. Veja que:

ar® +br? =0 < 2% (ax +b) = 0.

Da tiltima igualdade acima, obtemos 22 = 0, de onde sabemos que z = 0 e az+b = 0,

encontramos r = —.
a

Portanto, equacoes ctibicas do tipo ax® + bx? = 0 tém rafzes v =0 e v = —.
a

Exemplo 30. Resolva a equacdo cibica —92° + 2z = 0.

Solugao: Da equagao dada, pondo x em evidéncia, obtemos z - (—922+2) = 0. Com
o mesmo raciocinio empregado no Exemplo 29, concluimos que x = 0 ou —922% +2 = 0.

Resolvendo esta equacao quadratica, teremos:

2
0922 +2=0<= 9’ =2 <= 22 ==

2 2
<:>x:j:\/;<:>x:i\/?_.

2 2
Por isto, 0, ry e 5 sao raizes da equacgao cubica dada.

O

De maneira geral, temos a equacao ctibica do tipo az® + cx = 0, com a # 0. De

fato, temos:

az® +cr =0 <= 1 (az® +c) = 0.

Da tltima igualdade acima, obtemos x = 0 e a equacao quadratica az? + ¢ = 0.

Resolvendo-a, teremos:
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—c —c
ar’ +c=0<=ar’ = —c<= 1’ = — <= = £,/ —.
a a

—c
As raizes da equacao cibica do tipo az?+c = 0sdo dadasporz =0e x = ¢/ —.
a

Observacao 6. Note que a equacdo cibica do tipo ax® + cx = 0 terd trés raizes reais
. —C —C ~ . . .
apenas se tivermos — > 0; se for — < 0, a equacao terd uma raiz real e duas raizes
a a
1Magindgrias.
Exemplo 31. Resolva a equagao cibica 23 — 92% + 2 = 0.

Solugao: A maneira de resolvé-la é semelhante a forma dos dois tdltimos exemplos:
poremos o = em evidéncia. Entdo, teremos z-(z?—9x+1) = 0. Desta tltima igualdade,
obtemos x = 0 ou 2*> — 9z + 1 = 0.

Resolvendo a equacdo quadratica 22 — 9z +1 =0, obtemos a =1, b= —9 e c = 1.

Calculando o valor de A, teremos:

A=b—dac=(-9%-4-1-1=81-4=1T.

Como A = 77 > 0, entdo a equacdo quadratica tem duas raizes reais. De VA =

\/ﬁ, segue-se:
_ b= VA (=9 -VTT_9-VTT

T Ty T 2.1 2
b VA (=9 +VTT 9+ VT

2a 2-1 2

T2

9—\/ﬁe9+\/ﬁ

Por isto, as raizes da equacao ctibica 2® — 92% +x = 0 sdo 0, 5 5

O

De maneira geral, temos a equacao ctibica do tipo az® 4 bz + cx = 0, com a # 0.

Disto, segue-se:

az® + bz’ +cr =0 <= 1 (az® + bz +¢) = 0.

Da 1ltima igualdade acima, obtemos x = 0 ou ax? + bx + ¢ = 0. Como ja sabemos
~b+ VA )
——, com A = b* — 4ac.

Portanto, concluimos que as raizes da equacdo ciibica do tipo az® + bx? 4+ cx = 0
—b+VA

2a

resolver equacoes quadraticas, temos que z =

sao dadas porzx =0e x =
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Observacao 7. Perceba que a equacdo cibica do tipo ax®+bx*+cx = 0 terd trés raizes
reais (o zero e outras duas raizes distintas ou o zero e outras duas raizes repetidas) se
tivermos A > 0; se for A < 0, a equacao terd uma raiz real, a saber zero, e duas raizes

1Magindgrias.

Pelo que ja estudamos até aqui, as equagoes cibicas apresentam pelo menos uma
raiz real. Nos Exemplos 27 e 28 nao ha indicios de que possa haver alguma raiz
imaginaria.

As equagbes cubicas do tipo (/) ao (V) podem ser, como vimos anteriormente,
facilmente resolvidas utilizando-se ferramentas elementares de algebra, as quais sao
fartamente estudadas nos 82 e 92 anos do Ensino Fundamental. O problema surge
para as equagoes do tipo (V1) ao (VIII), para os quais os métodos estudados acima
nao servem. Para eles, devemos desenvolver um novo método, o qual serd mostrado no

topico a seguir.

4.1 A Equacao Cubica Incompleta 22 +cx +d =0

Antes de prosseguirmos, devemos observar o seguinte fato: para todo nimero p € R,
existem m,n € R tais que p = m + n. Basta fixar arbitrariamente p e escolher um m
qualquer, de onde obteremos n = p —m. E facil ver que m+n=m+p—m = p.

Agora seja x = m + n, com m,n € R. Elevando esta igualdade ao cubo e depois

desenvolvendo o seu lado direito, teremos:

23 =(m+n)?=m?+3m? n+3m-n?+n’

Pondo 3mn em evidéncia no lado direito da igualdade, obteremos:

3 =m? +3mn - (m+n) +n’.

Note que tomamos x = m + n; logo, fazendo esta substituicao na igualdade acima,

teremos:

22 =m? 4+ 3mn-x+n® < 2* - 3mnz — (m® +n?) =0.

A equacao cubica
2 — 3mnx — (m* +n*) =0 (10)

¢ do tipo az® + cx +d = 0, onde temos a = 1, c = —=3mn e d = —(m> + n?).
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Comparando a equagao (10), por exemplo, com a equagao ciibica 2® — 122 — 16 = 0,
—3mn = —12

—(m?+n?) = —16

Do sistema acima, segue-se que m® +n3 = 16 e mn = 4. Elevando-se esta tltima
3

coma=1,c=—12e d= —16, teremos

igualdade ao cubo, obteremos m3n® = 64. Note que agora temos dois niimeros, m

n?, cuja soma é igual a 16 e cujo produto é igual a 64.

e

Ora, pelo que ja vimos na subsecdao 3.9, toda equagao quadratica pode ser escrita
na forma y?> — Sy + P = 0 (escrevemos a equagiao quadrética com incognita y para
nao confundir com a incognita = na equagdo cibica), onde S e P sdo, respectivamente,
a soma e o produto de suas raizes. Entao, podemos escrever a equacao quadratica

y? — 16y + 64 = 0, pois temos S = 16 e P = 64, cujas raizes sao os ntimeros m?> e n>,

isto &, y; = m3 e y, = n3.
Resolvendo a equacao y? — 16y + 64 = 0, temos os coeficientes a = 1, b = —16 e

¢ = 64. Logo, calculando A, teremos:

A= —4dac=(—16)> —4-1-64 = 256 — 256 = 0.

Obviamente, VA =+0=0.

Pela formula resolutiva da equacao quadratica, obtemos:

_—bj:\/Z_—(—lfi):I:O_E_g
YT T 21 T2 T

Disto, concluimos que 1, = m® = 8 e y, = n® = 8. Obviamente, segue-se que

m:\?’/§:2€n:\?/§:2.

Como tomamos x = m + n, entao obtemos © = m +n = 2 + 2 = 4. Observe que

substituindo = 4 na equacao cibica 2% — 122 — 16 = 0, teremos:

43 -12-4—-16=64—48 — 16 =64 — 64 = 0.

Portanto, x = 4 é raiz da equacao ctibica 2® — 122 — 16 = 0.
Empregando este mesmo raciocinio, desenvolveremos uma férmula resolutiva para

as equacoes ctibicas do tipo az® + cx + d = 0. Faremos isto na secao 4.3.

4.2 Interpretaciao Geométrica da Equacao z°+cx+d=0

Do raciocinio empregado na secao anterior, temos a igualdade 2 = m?+3mn-z+n3
? ?

com z = m+n. Podemos interpretar esta igualdade como um cubo de aresta x = m+n
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subdivido em cinco solidos menores: um cubo de aresta m e volume m?; um outro
cubo de aresta n e volume n3; e trés paralelepipedos de arestas m, n e m +n e volume

mn - (m+ n) cada. Entdo, temos o cubo a seguir:

m+n

Figura 4.1: Cubo Cardano-Tartaglia (Criado pelo Autor)

E claro que somando-se os volumes do cinco solidos teremos o volume total do cubo
de aresta x = m + n, isto é:
=md+mn-(m+n)+mn-(m+n)+mn-(m+n)+nd
<~ 3 =m3+3mn- (m+n)+nd
< 23 =m? + 3mnzx + n®.
Geometricamente falando, Cardano e Tartaglia reinterpretaram o cubo da soma,
reescrevendo-o de uma maneira que fosse subdividido em menos s6lidos, resumindo
assim a sua forma algébrica 23 + bz? + cx + d a uma forma 2°® + cz + d, ou seja, sem o

termo quadréatico.

4.3 Generalizando O Método

Dada a equacao cubica
ar’® +cx+d =0, (11)
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com a # 0, podemos dividi-la por a. Entao, temos:

(ar®+cx+d=0) + a
a . ¢ d
= A T+ - ==
a a a a
c d
=2’ +-r+-=0 (12)
a a
c
—3mn = —
Comparando as equagoes (10) e (12), vemos que ‘
—(m?*+n?) =—
. 3 3 d 143
Deste sistema, obtemos m> + n° = —— e mn = ——; elevando-se esta ultima
a
3
c
igualdade ao cubo, teremos m3n3 = s Mais uma vez, observe que dados os
a
3
c
ntimeros m? e n?, sua soma e o seu produto sao, respectivamente, —— e ~ 3 Logo,
a
3
c
fazendo S=m?+nd = ——e P=m3n3 = ~ 5 montamos a equagao quadratica
a a
d 3
2
VY 5 (13)

cujas raizes sao os niimeros m?> e n>.

d
Resolvendo a equacao quadratica (13), identificamos os coeficientes a =1, b = — e
a
3
c= ~37a (ndo confunda aqui o coeficiente ¢ da equagao quadratica no lado esquerdo
a
da igualdade com o coeficiente ¢ da equacao ciibica na forma c¢® no lado direito da

mesma igualdade). Calculando o valor de A, teremos:

d\? & d> 4 2Tad® + 4
2 e (Y 4 () @ _
A== dac (a) 1 ( 27a3> a? * 27a3 2703

Calculando \/Z, temos:

27ad? + 4¢3 \/ 27ad? + 4¢3 1 [27ad? + 4c3
VA 27a3 3-9-a-a2 3a 3a

Pela formula resolutiva das equacoes quadraticas, temos:
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d 27ad? + 4¢3

__:|:_
:—bj:\/Z: a 3a 3a
2a 2-1
ey d n 1 [27ad? 4+ 42\ 1

y= a 3a 3a 2

d " 1 27ad? + 4¢3
2a ~ 6a 3a )

. d 1 /27ad? + 4¢3
= m =-—--—— — — . e
o 2a  6a 3a
b d 1 [2Ted1ad
2a  6a 3a ’

Disto, teremos que:

s d 1 /27ad? + 4¢3
m=4/—— — —{/— ¢
2a 6a 3a

3 d n 1 /27ad? + 4¢3
n={—+—y —.
2a  6a 3a

Como fizemos © = m + n, entao finalmente obtemos:

/2 244 27ad? + 4
x—\/———— 7ad+c \/ 7ad+c (14)
2a 3a

27ad?® + 4
Por simplicidade, podemos tomar ¥ = a3—+c e fazer esta substituicao na
a
igualdade (14), obtendo deste modo:
=4\/—-—=——-—VV —— 4+ —VVU. 1
. \/Qa 6a * 2a+6a (15)

A igualdade (15) é a formula resolutiva das equagdes cubicas do tipo az® + cx +

d = 0, hoje chamada de "Férmula de Tartaglia-Cardano"; analogamente as equacoes

. 27ad?* + 4¢° L . .
quadraticas, chamaremos W = TR de discriminante da equagcao ctibica.
a
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4.4 O Discriminante W

De modo anélogo ao discriminante A das equacoes quadraticas, analisaremos trés

possibilidades para o discriminante W das equacgoes ctibicas, a saber:

(a) Se ¥ > 0, entdo a V¥ da equacio (15) existe em R. Logo, a raiz da equagio

cubica sera dada pela propria formula:

d 1 d 1
N R
2a  06a

2a  6a

(b) Se for ¥ = 0, entéio teremos V¥ = 0 na equacio (15), o que deixa a formula

resolutiva simplificada na forma:

. d \/ d . d
=/ —— —— =2y ——.
. \/ 2a+ 2a 2a

o d
Ou seja, a raiz da equacdo cibica é dada apenas por x = 2y ~5g"
a

(¢) Se tivermos ¥ < 0, entdo nao existe v/U em R. Isto implica dizer que teremos as

d 1 d 1
raizes cubicas dos nimeros imaginarios conjugados —— — —vV¥e ——+4+—v/ WV,
2a 6a 2a  6a

Nos exemplos a seguir, veremos como aplicar melhor a formula resolutiva das equa-

coes ctibicas do tipo ax® + cx +d = 0.
1
Exemplo 32. Resolva a equacao cibica 63:3 —x+1=0.

Solucao: Para que os coeficientes da equacao nao sejam fracionarios, podemos

multiplica-la por 6. Entao, teremos:

1
<6x3—x+1:0)~6<:>x3—6x+6:0.

Da equacao 23 — 62 + 6 = 0, veja que temos os coeficientes a =1, c = —6 e d = 6.

Calculando ¥, teremos:
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27ad® + 4¢3 27-1-6% + 4 - (—6)3

U = =
3a 3-1
27-36 +4 - (—216) 972 — 864
<— VU = =
3 3
108

Como ¥ = 36, entdo temos que VU = /36 = 6. Aplicando a formula (15), teremos:

=L L

—ar=v-3-14+v-3+1

= g =4+ -2

1
Substituindo = v/—4 + v/—2 na equacdo cubica 6&:3 — 2+ 1 =0, teremos:

%.(e/_—4+y——2)3_(y——4+y——2>+1
:é.<_4+3.(y_—4>2.e/——2+3.y_—4.<y_—2)2_2)_y_—4_e/——2+1

(—6+3-V16- V=243 Y4 V4) - =4 - Y2 +1

@I}—t

(=6+3-¢/=32+3-y=16) — -4 —/-2+1

CT:I»—t

(=64+3-2¢—4+3-2V=2) - V—-4-V-2+1

CDI»—A

1
:6-(—6+6-€/—_4+6-\7—_2)—€/—_4—\3/—_2+1
=1+ y—A4+Y-2-Y-4-Y-2+1=0.
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1
Portanto, © = v/—4 + v/—2 é raiz da equagao 6953 —x+ 1 = 0 (Note ainda que
podemos escrever também x = —v/4 — /2).

O
Observacgio 8. Para todo k € R, temos que Vk = —/—k.
Exemplo 33. Resolva a equacdo ciibica 92 — 21x + 14 = 0.
Solucao: Desta equagao, temos os coeficientes a = 9, ¢ = —21 e d = 14. Calculando

o valor do discriminante W, teremos:

27ad® + 44 27-9-142 4 4. (—21)3

U = =
3a 3-9
— 243 -196 + 4 - (—9261) B 47628 — 37044
N 27 N 27
10584
U= ——=392.
<— o7 39

Agora, calculando VU, segue-se:

VU = /392 = V142 . 2 = 14V/2.

Pela formula (15), teremos:

w—\/—%——\/_ \/——+ —VV

14 14

1 1
— = 1442 142
v \/2-9 6-9 \/_+\/29+6'9 V2
s T T2 7\/‘ 21-7[ 21+7\f
=r=y—gm g T\ ‘5

. \/ 3+f\/ 3_@:i/—7-<3+ﬁ)+€/—7~<3—ﬂ)
3 3 '

27

{"/—7-(3+\/§)+€/—7-(3—\/§)

O nimero é raiz da equacio 923 —21lx +14 =0

(manualmente, é bem dificil verificar este fato!).
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Exemplo 34. Resolva a sequinte equacdo cibica 10823 — 9z — 1 = 0.

Solucao: Da equacao acima, obtemos os coeficientes a = 108, ¢ = —9 e d = —1.

Calculando o valor de ¥, teremos:

_ 2Tad® +4¢* 27108 (—1)* +4-(—9)?

U
3a 3-108
PRI 2916 -1+ 4-(—729) 2916 — 2916
- 324 - 324
0
UV=— =0.
<— 391 0

Como obtemos ¥ = 0, obviamente teremos v¥ = 0. Logo, a formula (15) nos

[ d / -1 /1 1 2 1
1'223__:23— :23—:2—:—:—
2a 2-108 216 6 6 3
1

Substituindo x = 3 na equacao ctibica 10822 — 92 — 1 = 0, teremos:

resume:

1\? 1 1 9 108
108- (=) —9- = —1=108- — — = — l=—"_-3_-1=4—4=0.
(3) 3 27 3 27

1
Portanto, 3 é raiz da equacao 1082% — 9z — 1 = 0.

1
Exemplo 35. Dada a equacao cubica —§x3 + 2x + 3 = 0, resolva-a.

Solucao: Para evitarmos as fracoes, multiplicaremos a equacgao dada por 9. Entao,

segue-se:
I, 3

Agora temos os seguintes coeficientes da equacao: a = —1, ¢ = 18 e d = 27.

Calculando o valor de ¥, teremos:
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_ 2Tad* 44 27-(—1)-277 +4-18°

V] =
3a 3-(-1)
—27-729 +4-5832  —19683 + 23328
<— U = =
-3 -3
4
— U = % = —1215.

Veja que temos ¥ = —1215, logo V¥ = /—1215 néio é um nimero real. Porém,
ja sabemos calcular, como visto na secao 3.8, a raiz quadrada destes ntimeros. Entao,

segue-se:

VU = /=1215 = /1215 - (—1) = V1215 - v/—1 = 9V/15i.

Pela formula (15), teremos:

d 1 d 1
=V —— — VU + {—— + =T
v \/2a 6a\/_+\/ 2a+6a\/_

27 1 27 1
= 3= — COV15i + ¢ — - 9v/15i

5/27 9150 327_9\/@

V32" 2 6
327 n 3v/151¢ L8 27  3+/15:1
TV 2 2 2
5127 3151 5/27  3+/15: 1
Segue-se que r = Y > + 5 ! + ‘ 5 T T3 ! ¢ raiz da equacao cubica —§x3 +

22 4+ 3 = 0 (esta raiz é chamada de irredutivel).
O

Observacao 9. Quando tivermos o discriminante ¥ < 0, a raiz da equacao cibica é

o nimero real escrito na forma v = v/a + bi + v/a — bi, com a,b € R e b # 0, sendo

chamado de caso irredutivel.

Como queremos resolver equacoes clbicas apenas utilizando a &lgebra elementar

estudada no 82 e 92 anos do Ensino Fundamental e 1° ano do Ensino Médio, o estudo das
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raizes do caso irredutivel nao faz parte deste texto, pois seria necessario abordarmos os
niimeros complexos em sua forma geométrica como também as formulas de De Moivre.

Observemos que nos Exemplos 32 e 33 as raizes das equacoes sao razoavelmente
dificeis de se trabalhar manualmente, mesmo estes niimeros ainda serem reais. Porém,
no Exemplo 35, a raiz da equacao é um ntimero muito estranho e complicado de se
entender, pois no radical aparecem nimeros imaginarios (dai o motivo destes nimeros
também serem chamados de complexos).

De posse deste método estudado nesta secao, estamos prontos para resolver os dois
ltimos tipos de equagoes cibicas (a incompleta az®+bz*+d = 0 e a equagao completa
ar®+br*+cx+d = 0), os quais podem ser reduzidos ao tipo de equagao ay®+cy+d = 0

completando-se cubos, assunto ja estudado na secao 3.14.

4.5 A Equacao Cubica Incompleta az? + bz?> +d =0

Para resolvermos as equacoes do tipo ax® + bx? + d = 0, aplicaremos o método de
completar cubos e depois transformar a nova equacao obtida numa equacao ciibica do

tipo y® + cy +d = 0, a qual j4 sabemos resolver. Vejamos isto com o exemplo abaixo:
Exemplo 36. Resolva a equacdo ciibica incompleta x® — 32 + 4 = 0.

Solucao: Veja que da equacao acima, podemos escrever
7* — 32 = —4. (16)

Comparando o lado esquerdo da equagao (16) com o desenvolvimento do cubo da
diferenca, que é 3 — 32y + 3xy? — y3, obteremos a igualdade —322 = —32%y. Entao,
teremos:

—32% = 32y <=y =1

Calculando agora os 3° ¢ 4° termos do desenvolvimento do cubo da diferenca, que

3

sdo, respectivamente, 3zy? e —y>, como y = 1, teremos:

3z’ =32-1*=31r ¢ —y=—(1* =1
Somando as parcelas 3z e —1 a ambos os lados da equagao (16), teremos:
23 —312+3r—1=—-4+3r—1<= (z—1)*=3z—5.
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Na equagao ciibica (x — 1)3 = 32 — 5, por simplicidade, podemos fazer a seguinte

substituicao y = x — 1, de onde também temos z = y + 1. Disto, segue-se:

P =3-(y+1)—5
1y =3y+3-5
=3y —2
— 3 -3y +2=0.

J& sabemos resolver a equagao ctibica y> —3y+2 = 0. Dela, obtemos os coeficientes
a=1,¢c=—-3ed=2. Calculando ¥, temos:

g 2 14 271244 (=3 27 4+44-(=27) 0

)
3a 3.1 3 3

Como ¥ = 0, obviamente temos V¥ = /0 = 0. Deste fato, segue-se que:

Logo, y = —2 é raiz da equacgio y®> — 3y + 2 = 0. Porém, estamos interessado na

raiz da equacdo ctibica incompleta 22 — 322 +4 = 0. Como temos x = y + 1, segue-se:

r=-24+1=-1

Portanto, x = —1 é raiz de 23 — 322 + 4 = 0, pois temos

(=1 =3 (1)’ +4=-1-3+4=0

Exemplo 37. Dada a equacdo cibica 3x® + T2?> — 4 = 0, resolva-a.

Solucao: Para que esta equacao fique da mesma forma da equagao do exemplo
anterior, basta dividi-la por 3. Entao, segue-se:
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(Bx3+ 72> —4=0) =+ 3

33+7 4 0
— -z —r— - ==
3 3 3 3
7 4
P+t — - =0
x+3x 3

Da equagao ultima igualdade acima, obtemos

7 4
3 2
4+ 2= 17
T+ g =3 (17)
Para completarmos o cubo, compararemos o lado esquerdo de (17) com o desenvolvi-

mento do cubo da soma 3 + 322y + 3zy* + y3, obtendo assim a igualdade -2 = 322y.

Disto, segue-se:

7, 9 7 7
=3y = - =Yy <=—=y=—.
3$ ry 3 Y Y 9

Como encontramos y = —, podemos calcular os 3° e 4° termos do desenvolvimento

do cubo da soma, que sdo 3xy? e y3. Segue-se:

7\’ 49 49
2 — . i e " —— —
3xy” = 3z (9) 3x 1 273& e
s_ (T\'_38
= \o) Ty
49 343 .
Somando-se as parcelas ﬁx e 729 a ambos os membros da equagao cibica (17),

obteremos:

PR P G S
3 27 720 3 27 729

— +73_49 L 1315
YT9) Tt T g

Na ultima equacao acima, para simplificar os calculos, podemos fazer a substituicao

y=ux+ 9’ de onde também temos x =y — 9 Logo, segue-se:
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s_ 49 (T 1835
Y =577\ 7 9) " 729

a9 313 1315
V"= 979 7943 ™ a9

— 3—4_9 +@
Y =579 T 79
= s 49 —@—0
Y =979 " 739 T

Para simplificarmos os célculos evitando as fragoes, podemos multiplicar a tultima

equagao acima por 729. Logo, obteremos:

49 286
3 3
——y—— =0 729 <= 729y° — 1323y — 286 = 0.
<y o7 T 729 ) Y Y
Agora temos os coeficientes da equagao a = 729, ¢ = —1323 e d = —286. Calculando

o valor de V¥, teremos:

 27ad?® + 4¢3 27-729 - (—286)2 + 4 - (—1323)3

1%
3a 3-729
PRI 19.683 - 81.786 + 4 - (—2.315.685.267)
- 2187
PRI 1.609.793.838 — 9.262.741.068
- 2187
—17.652.947.230
v = = —3.499.290.
— 2187
Como temos o discriminante ¥ = —3.499.290 < 0, entao a raiz da equacgao cubica

7291y% — 1323y — 286 = 0 é irredutivel. Continuando, temos:

VU = v/=3.499.290 = 1/3.499.290 - (—1) = 31/388.810i.

Logo, pela formula resolutiva das equagoes ctbicas, obtemos:
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4/ d 1 4/ d 1
NN
a 2a  6a

2a 6
986 1 9286 1
—y={— - - 3/388.810i + ¢/ — - 3/388.810i
y \/ 2.729  6-729 H\/ 5.720 T 6.720 !
i/ 286  3+/388.810i \3/ 286  3+/388.810i
<~y = — —+
1458 4374 1458 4374
o143 V/388.8100 /143 N V/388.810i
Y=\ 729 1458 729 1458
1 /388.810i V/388.810i
ey = 143 - V2SSO sl o[ y3 4 VOO0
729 2 729 9
1 /3888100 1 /388.810i
ey = =143 = Y200 2 8fqyg  VOOO0T
9 9 9 2
1 388.810i 1 388.810i
Por isto, concluimos que y = — - (/143 — u + 9 </143 + u é raiz

(irredutivel) da equagao 729y> — 1323y — 286 = 0.

Finalmente, como temos r =y — 9’ segue-se que:

1 V3888100 1 i/ V3888100 7
— = 1ag = Yoo C g et L
Y70 \/ 3 5 19 St 9

1 810 810
—a=g- (&”’/143——“38?8 OZ+{’/143+—\/3888 OZ—?).

2

1 8102

1 §/143_\/388802+€/
9 2

tivel) da equagao cubica 3z% + 72% — 4 = 0.

Portanto, x = 143 + é raiz (irredu-

V/388.810i 7)
2

De forma geral, dada equacao ctbica incompleta do tipo
az® +bx? +d =0, (18)

com a,b,c € R e a # 0, podemos dividi-la por a. Entao, temos:
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ar? +bx’+d=0 =+ a

a, b, d 0
— 4+ 2+ - ==
a a a a

. b d
— 3+ 2?2+ -=0.
a a

Isolando os dois primeiros termos da dltima equacao, teremos:

b d
?+ - =——. (19)
a a
Comparando o primeiro membro da equacao (19) com o desenvolvimento do cubo
da soma 2 + 322y + 3xy? + 93, concluimos que:
b b b
3ty = -t e=3y==-=y=—.
a a 3a
Como encontramos y = 3q’ podemos agora calcular os 3% e 4° termos do cubo da
a

soma, a saber 3zy% e y>:

b\’ b
3xy2:3x-(—) =3r-——=—x ¢

3a 9a?  3a?
3
yS —= i = b3
3a 27a3
b? b3
Somando as parcelas —x ¢ —— a ambos os membros da equacao (19), obteremos:
3a?  27a3

b2 B d B b

a 3a? + 2743 a + @x + 27a3

PR 3_b_2x+b3—27a2d
3a)  3a2 27a3

<— 9c—|ri 3—ix+—27a2d_b3—0
3a 3a? 27a3

b
Por simplicidade, podemos fazer a substituicao y = x + 3 de onde também temos
a

r =y — —, na ultima equacao acima. Entao, segue-se:
3a
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s_ U (b 216
Y 27a3 N

BB 27atd— b

=y -yt —
V32V T o T T ors

e B W 2Tad
Y~ 3427 e

Multiplicando a tiltima equacao acima por 27a> para eliminarmos as fracoes, obte-

remeos:

b? 20° + 27a%d
5o y+ 2200 o) 2768
(y 3q27 * 27a3 ) ¢

< 27a%y® — 9ab’y + (20° + 27ad) = 0.

Note que na altima equacdo acima ainda podemos fazer as substituicoes A = 27a3,
C' = —9ab? e D = 2b® + 27a2d, obtendo assim a equacao ctibica:

Ay*+Cy+ D =0. (20)

Obviamente, A, C, D € R pois os coeficientes a, b, d € R.

Ja sabemos que a solugao da equagao (20) é dada por

v= o eI
27TAD? +4C3
3A '
b

Como fizemos x =y — 3q’ segue-se que a solu¢ao da equacao (18) é dada por:
a

=2 L D e L 21

onde A = 2703, C = —9ab? e D = 2b® 4 27a%d.

A equagdo (21) nos mostra que qualquer equagao ciibica do tipo az® +ba? +d = 0,

onde ¥ =

com a # 0, pode ser resolvida completando-se cubos.
Em outras palavras, o que acabamos de ver acima nos mostra como proceder quando

temos equagoes cibicas do tipo de (18).
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Para as equacoes ctibicas completas, isto ¢, quando temos ax® + bz? 4+ cx +d = 0,
com a # 0, aplicaremos 0o mesmo raciocinio; ja estamos prontos para isto. Vejamos

isto na proéxima se¢ao.

4.6 A Equacao Cuibica Completa ax® + b2z +cx +d =0

Os proximos dois exemplos, veremos como completar cubos quando temos equacoes

cubicas completas.
Exemplo 38. Resolva a equacdo cibica completa x° — 92% + 8x + 60 = 0.

Solucao: Isolando os dois primeiros termos da equacao z — 922 4+ 8z + 60 = 0,

teremos
2* — 92% = —8x — 60. (22)

Comparando a equagao (22) com o desenvolvimento do cubo da diferenca 23 — 322y +
3xy® — y3, obteremos:
2 2 —9
3y = -9 <= -Jy=-9<—y=—=3.

Como agora temos y = 3, podemos calcular os termos 3zy? e —y° que faltam para

completar o cubo da diferenca. Disto, segue-se:
3ry? =32-32=32-9=27T0 ¢ —y®=-33=-27.
Somando os termos 27z ¢ —27 a ambos os membros da equagao ctubica (22), obte-

remos:

23— 922 + 27x — 27 = —8x — 60 + 27x — 27
< (v —3)% =19z — 8T7.

Na equacao (z —3)® = 19z — 87, fazendo a substitui¢ao y = x — 3, de onde também

temos z = y + 3, obteremos:

Y =19 (y+3) — 87
& > =19y + 57 — 87
< y® — 19y + 30 = 0.

Da equacao ctibica 3® — 19y +30 = 0, temos os coeficientes a = 1, ¢ = —19 e d = 30.

Calculando o discriminantes W, teremos:
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 2Tad® +4¢* 27-1-30% + 4 - (—19)?

v
3a 3-1
27-900 + 4 - (—6859) 24300 — 27436
— VU = =
3 3
—3136
<— VU = 5

Obviamente, calculando v/, obteremos:

/3136 [3136-(—1)  56y/—1  56v/3i
VU = 3 3 V3 3

Pela férmula resolutiva da equacao ciibica, segue-se:

d 1 d 1
T
6a 6a

2a 2a

i,/_ 30 1 56\/§i+§/ 30 . 1 56v/3i

—y= - -
Y 51 6.1 3 51761 3
oy (AT TS
5 6 3 576 3
, 5630 56+/3i
= {1 B0 (o 2

Como fizemos x = y + 3, entdo a raiz da equacdo 23 — 92% + 8z + 60 = 0 é dada

. 3/_15 B 28;/52 N 3/—15+ 28;)/32 L

28V3i 28v/3i
\9/_2+</—15+ 5[2

por:

Portanto, © = i/—lE) - +3 é raiz (irredutivel) da equagao

ctubica dada.
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Exemplo 39. Dada a equacdo cibica —4x3 + 922 — 6z + 1 = 0, resolva-a.

Solugao: Como temos a = —4, podemos dividir a equagao ciubica. Disto, segue-se:

— 4?4+ 922 —6x+1=0 =+ (—4)

<:\,>__I3+_x2_£‘r+i—i
—4 —4 —4 -4 -4
9 3 1
3 _ 2,2 T
=z 41; —|—2x 1 0

9 3 1
-t = "2+ =, (23)

4 2 4

Completaremos o cubo nesta equacao. Para isto, compararemos o lado esquerdo de

(23) com o desenvolvimento do cubo da diferenca x> — 322y + 3zy* — y3. Logo, temos:

9 9 3
Bty =—"rte= y=—- = y=— =
rY= T T e )

3 ~
Como temos y = —, podemos agora calcular os termos que estao faltando para que

o lado esquerdo de (23) seja um cubo perfeito. Entao, teremos:

N
3xy2:3x-<—> =3r-—-="—2x ¢

e (B %
T \e) T Ty

27 27
Somando as parcelas —x e -3 a ambos os membros da equagao (23), teremos:

27 27 3 1 27 27

$3—9932—|——a:——:——35+ T
4 4 8 2 4 4 8

( 3)3 21 25
= |lr—=) ==z——.

. o 3
Para simplificar os calculos, faremos a substituicao y = x — 3 de onde também

3 . . .
temos x = y + 3 na tltima igualdade acima. Disto, segue-se:
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B_E _|_§ _§
Y=Yy 8

, 21 63 25
:)y:Zy—f‘g—g
, 2119

A Ay
s 21 19
A

Multiplicando a iltima igualdade acima por 4 para eliminarmos as fracoes, teremos:

21 19
(f_uzy_zcﬂo-4¢$4f—2m—49:0

A tltima igualdade acima est4 sob a forma ay®+cy+d = 0 que ja sabemos resolver;
os coeficientes sao a = 4, c = —21 e d = —19. Calculando o discriminante ¥ da equacgao

cubica, teremos:

_ 2Tad® + 4 274 (—19)2 +4- (—21)

Y

3a 3-4

108361 +4-(—9261)  38.988 — 37.044
<— VU = =

12 12

1944

<«— V¥V =— =162
12

Calculando agora v/, obteremos:

VU = V162 = V81 -2 = 9V2.

Finalmente, pela formula resolutiva das equagoes cubicas, teremos:
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. d 1 i,/ d 1
=4/ —— — —\/VU — 4+ —VV
Y \/ 2a 6a + 2a + 6a

“19 1 19 1
ey =2 = 9\ i’/—— L .9\2
y \/2-4 64 V24 54761 V2

_ /19 92 19 9V2

8 24 8 24

— _3/19_3\/§+3/19+3\/§
Y=V7g% 78 8 3
5/19—=3v2  5/19+3V2
=y = —8 + —8

V19 —3v2 /19432
—y= 5 + 5

V19 — 3v2 + v/19 + 3v2
<:>y:\/ 2\/ :

3
Como temos z = y + —, segue-se que:

2
V19— 3v2+ V19 +3v2 3
T = + =
2 2
V19— 3v2+ V19 +3v2+3
xr = .
2
V19 —3v2+ V19 +3v2+3

Portanto, x = é raiz da equagao cubica proposta.

2
O

Para as equacoes ciibicas incompletas do tipo ax® + bax? +d = 0 e as equagoes
completas ax® + bx? + cx + d = 0, o método a ser aplicado é o mesmo, ou seja,
completaremos cubos, fazendo em seguida uma mudanca de varidvel, obtendo desse
modo uma equacao ciibica do tipo ay® + cy + d = 0. Vamos generalizar este processo.

Para isto, consideremos a equacao ciibica completa

ar® + b’ +cx +d =0, (24)
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com a # 0. Como temos a # 0, podemos dividir a equagao (24) por a. Entao, temos

axd? +bx’+cx+d=0

a
a , b, c d 0
— r+-r+-r+-=-
a a a a
b d
=t 22+ Ser S =0
a a

Isolando os dois primeiros termos da tltima igualdade, obteremos:

b d
P 2a?=—Sp L (25)
a a a

Para completarmos o cubo, comparemos o lado esquerdo da equacdo (25) com o

desenvolvimento do cubo da soma, que ¢ 23 + 32y + 3zy? + y>. Desta comparagao,
segue-se que:

b b b
3x2y:ax2<:>3y:5<:>y:—.

3a

Como temos y = 3g’ podemos calcular os 3° e 4° termos do desenvolvimento do
a .
cubo da soma, que sao 3zy* e y>. Logo, teremos:

b\’ b
2 _ _ _
3zy® = 3x - (3@) = 3x - i 3a2x e

3
y? = U
3a 27a3
b? b3
Somando os termos —z ¢ —— a ambos os membros da equagao (25), obteremos:
3a? 27a3

3—|—b2—|— b? N b3 c d+b2 N b
2+ - —r+ —=——2 —r 4+ —
a 3a? 27a3 a a 3a? 27a3

— x+£—3— b —3ac\ b —27a%d
3a) 3a? 27a3

b
Para facilitar o nosso célculo, podemos fazer a substituicao y = x + —, de onde

também obtemos r =y — 3 na tltima igualdade acima. Disto, segue-se:
a
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- b? — 3ac b +b
¥y = 3a? y a

3 b2 — 3ac
=y = g Y+

3 b? — 3ac
i e

3a?

5 (3ac—b2)
=P+ —|y+

3a?

3 — 27a%d
27a3
—b3 4+ 3abc  b® — 27a2d
9a3 27a3

9abc — 203 — 27a%d
27a3

9abe — 203 — 27a2d B
27a3 -

27a%d + 2b3 — 9abc B

27a3

Multiplicando a tltima igualdade acima por 27a® para eliminarmos as fracoes, ob-

teremos:

27a%d + 2b3

— 9abe N

3 3ac — b?
v 3a? v+

< (27a®)y* + (27a%c —

27a3

9ab®)y + (27a*d + 26> — 9abe) = 0

Para simplificarmos a tltima igualdade acima, podemos fazer A = 27a®, C =

27a%c — 9ab? e D = 27a2d + 2b3

Ay +Cy+ D =0,

— 9abc, obtendo a equagao ctbica

(26)

a qual ja sabemos resolver (obviamente, A, C' e D sao ntimeros reais pois os coeficientes

a, b, c e d da equagao (24) sdo nimeros reais).

Portanto, a solu¢ao de (26) é dada pela formula resolutiva das equagbes ctbicas:

4 D \/D 1
y_\/_ S VARR (e Rl

2A
27TAD? + 4C?

de U =
onde 3

(27)

b
Como fizemos a substituicao x =y — 3 solugdo da equacao (24) é dada por:

x—\/—ﬂ——\/_ \/——+— —%,
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onde temos A = 27a%, C = 27a’c — 9ab® e D = 27ad + 2b> — Yabe.

A igualdade (28) nos mostra que qualquer equacdo cibica, seja ela completa ou
nao, pode ser resolvida através de uma formula algébrica.

E notorio que a formula escrita nesta forma (28) é muito dificil para qualquer estu-
dante aprendé-la, seja de nivel médio ou superior. Por isto, reafirmamos a importancia
que o aluno aprenda o método de completar cubos, o qual transformara qualquer equa-
cao ctibica completa numa equacao do tipo az®+cx+d = 0, a qual possui uma férmula
resolutiva bem simples de se aprender e aplicar.

A seguir, veremos como fatorar uma equagao cubica, raciocinio andlogo ao que

usamos para fatorar equacoes quadraticas.

4.7 Fatorando Uma Equacao Ctubica

Como primeira ilustracao, consideremos a equacao ciibica x® — 27 = 0 cuja raiz foi

calculada no Exemplo 28 e é x = 3; daqui, temos o binémio z — 3. A seguir:

Exemplo 40. Efetue a divisio de a3 — 27 por v — 3.

=27 2—3
r(x) | q(x)

Pelo método de Descartes, estudado na se¢ao 3.10, existem os polinomios ¢(x) =

Solugao: Note que temos:

ar?® +bx + c e r(z) = d tais que:

3 —27=(z—3) q(z) +r(x)

=23 -27T=(x—3) (ax® +bx+c)+d

< 23 — 27 = az® + bxr + cx — 3azx* — 3bx — 3c+d
> 23— 27 =ax’®+ (b— 3a)z* + (¢ — 3b)x + (d — 3c¢).

Observe que podemos escrever 2° —27 = 23+ 02?+0x—27. Logo, a tltima igualdade

a=1
) i . b—3a=0
acima nos d4 o sistema
c—3b=0
d—3c=-27

Como temos a = 1, segue-se:

b—3-1=0<«<=b—-3=0<«=0b=3.
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De b = 3, obtemos:

c—3:3=0¢<=c—-9=0<«<=c=09.
De ¢ =9, temos entao:

d—3-9=-2T<=d—-27=-27
<——d=-27T4+27T<«<=d=0.

Como encontramos a = 1, b = 3, ¢ = 9 e d = 0, os polindomios quociente e resto
sa0, respectivamente, q(x) = 2%+ 3x + 9 e r(x) = 0 (a divisao ¢ exata).

Por isto, podemos escrever 3 — 27 = (z — 3) - (z? + 3z +9).

O

Note que o fator 22 + 3z + 9 pode ser visto como uma equacao quadratica, a qual
ja sabemos resolver. Calculando 23 + 3z + 9 = 0, pela féormula resolutiva das equacoes
quadraticas, obtemos:

3 3v/3i 3 3V3i

x1:—§ 5 6[L’2:—§+ 5

Finalmente, escrevemos a forma fatorada de

2 —27=(z - 3)- (—;—3\?) : <—g+3\fi) =

Isto nos mostra que a equacdo ctbica 3 — 27 = 0 possui trés raizes, uma real e

duas complexas (conjugadas).
Analisemos mais uma equacao cibica 1082° — 9z — 1 = 0, estudada no Exemplo
34. Sua raiz, como sabemos é x = 3 de onde obtemos = — 3= 0. Multiplicando esta

ultima igualdade por 3, teremos:

(x—%zO) - 3<=3r—-1=0,

de onde temos o binémio 3z — 1.

Exemplo 41. Efetue a divisio 1082% —9x —1 |3z —1 .

Solugdo: Pelo método de Descartes, existem os polinomios g(z) = az® + bx + c e

r(z) = d tais que:
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10823 — 92 — 1= 3z — 1) - q(x) + r(2)

<= 1082° — 92— 1= 3z — 1) (ax®* + bx +¢) +d

< 10823 — 9z — 1 = 3ax® + 3bz* + 3cx — ax? —bxr —c+d
< 1082 — 9z — 1 = 3ax® + (3b — a)z? + (3¢ — b)x + (d — ¢).

Veja que podemos escrever 10823 — 92 — 1 = 10823 + 022 — 92 — 1. Entdo, pela

3a = 108
. . ) 3b—a=0
ultima igualdade acima, temos o sistema .
3c—b=-9
d—c=-—1
Veja que temos:
108

3a:108<:>a:?:36.
Como a = 36, segue-se:

3b—36:0<:>36:36<:>b:§:12.

De b = 12, também temos:

3
30—122—9(5)302—9+12<:>c:§:1.

Como ¢ = 1, finalmente segue-se:

d-—1=-1<=d=-1+1=0.

Pelo fato de termos encontrados a = 36, b = 12, c =1 e d = 0, temos os poliné6mios
quociente e resto q(x) = 362 + 12z + 1 e r(z) = 0 respectivamente (divisao exata).

Por isto, podemos escrever 108z — 9x — 1 = (3 — 1) - (3622 + 122 + 1).

O

O fator 3622 + 122 + 1 é uma equacdo quadratica. Determinando as raizes de

3622 + 122 + 1 = 0 pela formula, obtemos:

1
$1:—6<:>6$+1:0 €

1
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Agora, escrevemos a forma fatorada de

1082 — 9z — 1= 3z —1)- (6x +1)- (62 +1) = 0.

Neste caso, a equacao cubica possui duas raizes reais, sendo uma delas repetida.

Os vérios exemplos estudados ao longo do texto nos sugerem que qualquer equacao
cubica possui exatamente trés raizes, sendo pelo menos uma delas um ntamero real. Isto
pode ser facilmente constatado no raciocinio empregado na secao 4.1 quando fizemos
m+n=ux R, pois m,n € R.

Vamos generalizar o raciocinio desta secao, ou seja, vamos fatorar a equagao cibica
(24). Ja sabemos calcular sua raiz, a qual é dada pela formula (28).

Por simplicidade, seja = m € R uma raiz da equacao Ax® + Ba? +Cx + D = 0.
Efetuaremos a divisao entre os polindmios Az®+ Ba?+Cx+ D e v —m, a qual é exata

pois m é uma raiz da equagao. Entao, temos:

A3+ Bx?+Cx+D | x—m
r(z) =0 g(z)

onde ¢(z) = ax? + bx + c e r(x) = 0 sao, respectivamente, os polindmios quociente e
resto da divisao.

Pelo método de Descartes, temos:

Ax3+ B+ Cx + D = (x —m) - q(z) + r(x)

< A+ B2?+Cx+ D= (x—m)- (az* +br+¢) +0

< Az’ + Bz® + Cz + D = az® + ba? 4+ cx — maz® — mbx — me
< Az? + Bz?* + Cx + D = az® + (b — ma)z? + (¢ — mb)x — me

a=A
b—ma=HB
Da ultima igualdade acima, obtemos o sistema: .
c—mb="C
—mc=D

Como claramente a = A, entao segue-se:

b—mA=B<+=b=mA+ B.

De b = mA + B, também obtemos:
c—m-(mA+B)=C
= c—m*!A-mB=C
& c=m?A+mB +C.
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Finalmente, da ultima equacao do sistema, temos:

D
—mc=D <<= c=——,
m

quando tivermos m # 0.
Entao, encontramos a = A, b=mA+ Bec=m?A+mB+C.
Perceba que todos os coeficientes de ¢(x) = az? + bx + ¢ estao determinados, pois

os coeficientes A, B, C, D e m sao todos conhecidos. Por isto, podemos escrever:
Ar® + Bx? + Cz+ D = (x —m) - [Az* + (mA+ B)z + (m*A+mB + C)] .
O fator Az? + (mA+ B)x 4+ (m?A+ mB + C) é quadratico. A equagio
Az + (mA + B)x + (m*A+mB+C) =0,

como ja vimos anteriormente, possui exatamente duas raizes r; = k e x5 = p, podendo
ser ambas reais (duas repetidas ou duas diferentes) ou ambas imaginarias (conjugadas).

Deste fato, concluimos que:

Ax3+Bx2+Cx—|—D:(x—m)-(x—k)-(:c—p):O.

Acabamos de mostrar que toda equacgao cibica possui exatamente trés raizes, sendo
pelo menos uma delas um niimero real.
Na proxima secao, veremos como resolver problemas que recaem em equagoes cii-

bicas.
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5 Aplicacoes das Equacoes Cubicas

Os dois exemplos a seguir sao problemas propostos no famoso duelo matemaético

ocorrido entre Del Fiore e Tartaglia.

Exemplo 42. (Del Fiore) Dois homens ganharam 100 ducados, sendo que o lucro do

primeiro foi a raiz cibica do lucro do sequndo. Qual foi o lucro de cada um?

Solucao: Inicialmente, devemos transformar este problema numa equacao matemé-
tica. Para isto, seja x o lucro do primeiro homem. Como este lucro ¢ a raiz ctbica do
lucro do segundo homem, entdo este tiltimo homem teve lucro z3. Além disso, eles dois

ganharam juntos 100 ducados, ou seja,
23 + 2 = 100. (29)

E facil notar que a equacio (29) ¢ uma equagao ciibica do tipo az® + cx +d =0, a
qual ja sabemos resolver. Da equagao (29), obtemos 23 +z — 100 = 0, cujos coeficientes
saoa =1,c=1ed = —100. Calculando o discriminante ¥ da equacao ciibica, teremos:

g 2fad® +4¢%  27-1-(=100)* +4-1°

3a 3-1
27-10.000+4-1 270.0004+4
= U = =
3 3
270.004
U 70.00 '

3

Calculando vV, teremos:

270004 24202503
@:\/ e _ v 0

Pela férmula resolutiva das equacoes ctibicas, obteremos:
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d 1 d 1
= —— — VU + {—— + —VU
v \/2a Ga\/_+\/ 2a+6a\/_

i,/—100 1 2v202503 i/—mo 1 2202503
< Tr = — . 3 + _

2.1 6-1 5.1 6.1 3

5/100 21/202503 43 100 n 21/202503
2 18 2 18

: 202503 202503
T = </50—\/T+\3/50+\/T.

Tr =

Perceba que obtemos acima a raiz exata da equagao ciibica (29). Como o problema

trata da quantia de dinheiro que cada homem ganhou, entao daremos a resposta em

202503

sua forma decimal. Para isto, usaremos o valor de —9 = 50,00037. Fazendo esta

substituicao na ultima igualdade acima, teremos:

x = /50 — 50, 00037 + /50 + 50, 00037

— 2 = ¢Y=0,00037 + ¢100, 00037

< o = —0,07179 + 4, 64159 = 4, 5698.

Logo, z = 4,5698 é uma raiz aproximada da equagdo cibica (29) que representa o
problema.

Portanto, o primeiro homem ganhou aproximadamente 4,57 ducados, enquanto o
segundo homem ganhou 4,572 = 95, 44 ducados (em ntimeros redondos, seriam 5 e 95

ducados aproximadamente).

O

Exemplo 43. (Tartaglia) Encontre um nimero tal que quando lhe sublraimos a sua

raiz cubica o resultado ¢ 10.

Solugao: Primeiramente, transformaremos o texto numa equacao matemética.

Seja x a raiz ctbica do nimero procurado; entdo x® serd o proéprio nimero procu-

rado. Logo, devemos ter
7 — 2 = 10. (30)
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A equagdo (30) representa o problema proposto; ela é, obviamente, da forma az?® +
cr+d=0.

Da equagao (30), obtemos ® — x — 10 = 0, cujos coeficientes sdo a = 1, c = —1 e
d = —10. Calculando o discriminante ¥ da equagao ciibica, segue-se:
v 27ad® +4¢®  27-1-(—10)2 44 (-1)*
B 3a B 3-1
ey 27-100+4-(—1) _ 2700 — 4
3 3

2696

— VU = =

Calculando agora v/¥, obteremos:

VT - \/26396 _ 2\/?))022.

Pela formula resolutiva das equacoes cuibicas, temos a seguir:

d 1 d 1
= —— — VU + {—— + =T
v \/Qa 6a\/_+\/ 2a+6a\/_

— _i/ “10 1 2\/2022+\3/ 101 2/2022
YTV 61 3 2.1 6.1 3

5/10 242022 5/10  24/2022
= o= - 4=+
2 18 2 18

<:>x:<’/5— 29022+€/5+ 29022.

Note que encontramos a raiz exata da equacao cubica (30). Porém, daremos ao

problema uma resposta decimal, a qual obviamente serd aproximada. Para isto, to-

V2022
9

obteremos:

maremos

= 4,99629. Fazendo esta substituicao na tltima igualdade acima,

x = /5 —4,99629 + /5 + 4,99629

e 1 = ¥/0,00371 + /9, 99629

<= o = 0,15481 + 2,15417 = 2, 30898.
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Claramente, z = 2,30898 é uma raiz aproximada da equagao (30).
Porém, como estamos interessados em 23, segue-se que z3 = 2, 30898% = 12, 31007.

Portanto, o niimero procurado é aproximadamente 12,31.

O

Exemplo 44. E dado um nimero. Se a diferenca entre o seu cubo e o seu quadrado

¢ 48, determine-o.

Solucao: Transformaremos o problema proposto numa equagao matematica. Entao,

3 2

seja x este nimero; obviamente, x° e x° sao, respectivamente, o seu cubo e o seu

quadrado. Logo, pelo texto, concluimos que
2® — 2% = 48. (31)

A equagdo ctibica (31) é do tipo az® + bxr + d = 0 ja estudada na segao 4.4.; para
resolvé-la, primeiramente completaremos o cubo da diferenca.
Comparando a equagiao (31) com o desenvolvimento do cubo da diferenca z° —
322y + 3zy? — o3, teremos:
9 9 -1 1
-3y = —x <:>—3y:—1<:>y:—:§.
1 .
Como temos y = 3’ podemos agora calcular os dois termos que faltam. Logo,

segue-se:

1 1
Somando as parcelas —z e —— a ambos os membros da equacao (31), obteremos:

3 27
1 11
8 _ 424 g — 484 —p— —
TRt o T3t g7
— 1\’ 1 L 129
T3] T3P T o
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Por simplicidade, faremos na tultima igualdade acima a substituicao y = = — 3’ de

onde também temos x = y + 3 Entao, segue-se:

s Lo, L) 1298
=3T3 27

. 11 1205
V=397 9" o7

a1 1208
Y =397 97
1 1298

= yPr—cy—— =0
Y m3Y ™ Ty

Para nos livrarmos das fragoes, podemos multiplicar toda a equacao acima por 27.

Logo, temos:
. 1 1298
S ——y——-=0]) - 27
<y 3V o7 )

e 27y — 9y — 1208 = 0

A equagao cubica acima possui uma férmula resolutiva. Como seus coeficientes sao

a=27,c=—-9ed= —1298, calculando o seu discriminante ¥, teremos:

_ 2Tad® +4¢®  27-27-(—1298)% + 4. (—9)*
N 3a N 327

Y

729-1.684.804+4-(—729)  1.228.222.116 — 2916
N 81 N 81

<= U

~1.228.219.200
N 81

= 15.163.200.

Calculando agora v/, teremos:

VU = +/15.163.200 = 1080v/13.

Pela férmula resolutiva das equacoes ctibicas, segue-se:
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T

—1298 1 —1298 1
= ¢/ — - - 10801 ¢/ — - 10801
vy \/ 597 5 o7 080 3+\/ 2-27+6-27 080v13

€/1298 1080\/ 1298 1080\/
y:

o4 162

_[649 2013 5[649

3/649 — 180v13  5/649 + 180v/13

/649 — 18013 /649 + 180+/13
Y= 3 + 3

Veja que encontramos a raiz exata da equacao ctibica na incognita y. Para exibirmos

um valor aproximado, basta tomarmos /13 = 3,60555, substituindo este valor na

ultima igualdade acima. Entao, teremos:

/699 — 180 3,60555 /649 + 180 - 3, 60555
v= 3 * 3

/649 — 648,999 /649 + 648,999
—y= 3 + 3

Y0,001  Y/1297,999
R

., _ 01 10,9083 11,0833
Y= 73 3 3

. 11,00833
Veja que y = T ¢ uma raiz aproximada da equacao cubica na incognita y.
1

Porém, desejamos encontrar a raiz da equagao cubica (31). Como fizemos x = y + 3

segue-se entao:

11 1 12
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Obviamente, x = 4,00278 é uma raiz aproximada da equacao (31); o valor exato,
como facilmente pode ser constatado, é x = 4.

Portanto, o ntimero procurado ¢ 4, pois 4% — 42 = 64 — 16 = 48.

Nesta segao, vimos alguns problemas que recaem numa equagao cibica.
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6 Conclusao

Esperamos que este trabalho possa ser realmente ttil no auxilio do ensino de equa-
coes cubicas no 19 ano do Ensino Médio, mostrando a estes alunos o raciocinio empre-
gado para o desenvolvimento de uma férmula resolutiva.

De posse desta formula (Tartaglia-Cardano), tentamos mostrar ainda como aplica-
la da maneira mais facil possivel; para isto, expomos a Férmula de Tartaglia-Cardano
de maneira analoga a féormula resolutiva das equacoes quadraticas, ou seja, calculamos
primeiramente um discriminante W, o qual nos dira o tipo de raiz que obteremos, para
entao finalmente calcularmos a solugao em si.

O que ha além da aplicacao da Formula de Tartaglia-Cardano é transformar equa-
¢Oes cubicas completas, usando a operacao "completar cubos", numa equacao do tipo
ax® + cx + d = 0 apés uma mudanca de variavel; e isto abordamos e tentamos deixar
bem didatico neste texto, de maneira que o aluno do Ensino Médio possa facilmente
aplica-lo.

Como ja foi dito anteriormente, o publico alvo deste texto ¢ o estudante do 1°
ano do Ensino Médio, que pelo que ja estudou no 92 ano do Ensino Fundamental e
aprofundado na etapa escolar seguinte, retine as condigoes necessarias para aprender a
resolver as equagoes ciibicas.

Esperamos que apoés a aplicacao deste material em sala de aula, os estudantes
possam resolver por si mesmos uma equacao cibica, além de compreender toda a

argumentacao utilizada no desenvolvimento da Formula de Tartaglia-Cardano.
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