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Resumo

O teorema principal do presente trabalho classifica os grupos gerados por autoématos de
dois estados sobre o alfabeto de duas letras. Existem 64 autdématos invertiveis agindo
sobre um alfabeto de duas letras, mas apenas seis grupos de autématos: o grupo trivial,
o grupo de ordem 2, o grupo nao ciclico de ordem 4, o grupo ciclico-infinito, o grupo
diedral-infinito e, por fim, o grupo Lamplighter. A exposicao baseia-se numa palestra de
A. Zuk (Astérisque, 2008, n. 317).

Para além dessa classificacao, foi proposta uma aplicagao para o ensino de parte dos con-
ceitos abordados. Optou-se pelo ensino de autématos e maquinas de leitura para criangas
cursando o Ensino Fundamental. O objetivo é fornecer a esses alunos um primeiro contato

com a linguagem de maquina, uma linguagem essencial a computacao moderna.

Palavras-chaves: Grupos. Autématos. Classificagao. Lamplighter. Sistemas Dinamicos.






Abstract

The main theorem of the present work classifies the groups generated by two-state au-
tomata in the two-letter alphabet. There are 64 invertible automata acting on a two-letter
alphabet, but only six automata groups: the trivial group, the order two group, the non-
cyclic group of order 4, the infinite-cyclic group, the infinite-dihedral group and finally
the Lamplighter group. The exposition is based on a lecture by A. Zuk (Astérisque, 2008,
n. 317).

In addition to this classification, a pedagogical application for teaching part of the pre-
sented concepts is developed. Teaching automata and reading machines for children at-
tending elementary school was chosen. The objective is to provide to these students a first

contact with machine language, an essential language for modern computing.

Key-words: Groups. Automata. Classification. Lamplighter. Dynamical Systems.
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Introducao

Grupos gerados por automatos foram formalmente introduzidos no inicio dos anos
de 1960. Porém, levou certo tempo para que percebessem a sua importancia, utilidade e
complexidade. Entre 1970 e 1980 foi constatado que esses grupos fornecem exemplos de
grupos de torcao finitamente gerados infinitos. Desse modo, fazem uma contribuicao para

um dos problemas mais famosos em algebra: o problema de Burnside [9].

Um grupo G é um conjunto nao vazio com uma operagao binaria com as seguintes
propriedades: associatividade, existéncia de um elemento neutro, e existéncia de um ele-
mento inverso para todo elemento de G. Esse conceito foi nomeado em 1830 por E. Galois
que possuia na época apenas 19 anos de idade. Galois fundou a Teoria dos Grupos com
o objetivo de resolver um dos problemas mais famosos de seu tempo: a existéncia ou nao
de formulas para encontrar as raizes de equacoes polinomiais de grau superior a trés. Os
grupos soluveis surgiram da prova de Galois de que nao existe solugao geral para as equa-
¢oes de quinto grau [13], desde entdo, a Teoria dos Grupos vem evoluindo e encontrando
aplicagoes em diversos campos do conhecimento, como o estudo de atomos por meio de
grupos de simetria [15], ou por exemplo, em conexdes com a Teoria de Probabilidades [16].
Diversos matematicos se dedicaram ao estudo dessa parte da algebra, dentre os pioneiros

cita-se: Cauchy, Galois, Jordan, Frobenius, Sylow, Burnside e Lie.

Um autémato, por sua vez, em termos gerais, € uma estrutura que pode ser definida
por meio de uma séxtupla: conjunto de estados, aplicagao parcial de transicao de estados,
aplicacdo parcial de saida, estado inicial, alfabeto de entrada e saida. E uma maquina
capaz de ler uma palavra, quando contida no alfabeto de entrada, e gerar uma saida,
contida no alfabeto de saida. Esse conceito é essencial a computagdo moderna, sendo

parte da discussao principal deste trabalho.

Grupos gerados por autématos podem ser interpretados como grupos de auto-
morfismos de uma arvore regular uni-raiz 75. Formalmente, a conexao entre os grupos
de automorfismos e autématos ocorre através de uma correspondéncia natural entre os
automatos inversiveis de entrada e saida sobre o alfabeto Y = {0, 1} e automorfismos da
arvore bindria Ty, [9] [16]. H4 interesse de matematicos e cientistas da computagao nesses
grupos gerados por automatos, ja que esses oferecem respostas para problemas complexos.
“Grupos autossimilares” de crescimento intermedidrio, sao mencionados por Wolfram em

[18], como exemplos de sistemas multivariados com comportamento complexo.

Dentre os principais problemas em varias areas da matematica, estao os problemas
de classificacao. Esses visam classificar objetos mateméaticos por sua complexidade em

diferentes classes. Neste trabalho, classificou-se os grupos gerados por automatos de dois
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estados no alfabeto de duas letras, conforme o trabalho feito por Zuk [2]. De modo geral,
utiliza-se o par (m,n) como parametro natural para a classificagdo, ondem m representa
o numero de estados e n a cardinalidade do alfabeto. No nosso caso, vamos nos restringir
aos pares (1,2) e (2,2). Existem 64 automatos invertiveis agindo sobre um alfabeto de
duas letras, mas apenas seis grupos de automatos: o grupo trivial, o grupo de ordem 2, o
grupo nao ciclico de ordem 4, o grupo ciclico-infinito, o grupo diedral-infinito e, por fim,

o grupo Lamplighter [11].

No Capitulo 1 sao introduzidos os conceitos béasicos de Teoria dos Grupos, e sao
apresentados definigbes e conceitos introdutorios tais como: subgrupos, grupos ciclicos,
classes laterais, produto direto, operadores e relagoes. No Capitulo 2, iniciamos o estudo
da teoria basica de automatos, explorando a construc¢ao da arvore binaria para o alfabeto
de duas letras. No Capitulo 3, sdo exploradas ideias de sistemas dindmicos e apresentado
o grupo Lamplighter, um dos seis grupos de automatos citados anteriormente. Tal grupo
pode ser interpretado como uma rua bi-infinita, ou seja, uma rua infinita em ambos os

sentidos, com postes de lampadas que podem estar acesas ou apagadas.

No Capitulo 4, sao demonstradas as relagoes entre grupos e automatos. Classificou-
se os grupos gerados por automatos de dois estados. Sendo assim, cada um dos 64 autéoma-
tos invertiveis de dois estados foi associado ao respectivo grupo gerado. Diferentes abor-
dagens foram utilizadas com a finalidade da facilitar a compreensao do leitor. Finalmente,
no Capitulo 5, é proposta uma alternativa para o ensino de conceitos como automatos e
maquinas de leitura para criangas cursando o Ensino Fundamental. O objetivo é fornecer
a esses alunos um primeiro contato com a linguagem de maquinas, linguagem essencial a

computacao moderna.
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1 Preliminares

1.1 Grupos

Neste capitulo serao apresentados conceitos basicos relativos a Teoria dos Grupos.
Os conceitos foram retirados dos livros, artigos e notas especificados na bibliografia em:
[1] (2] 3] [7] [8] [13] [17] [18].

Definigao 1.1.1 (Grupos). Seja G um conjunto nao vazio, com uma opera¢io bindria
- GXG—G,
(a,b)—a-b
onde e as sequintes condicoes sao satisfeitas:
i. A operacdo € associativa:
a-(b-c)=(a-b)-c; Va,b,c €G
1. Existe um elemento neutro:
dee G, tal que a = e:a = a-e, Va € G
11i. Todo elemento de G possui um inverso:
Va € G, 3 b eq tal que, a-b = b-a = e.

Munido desta operagdao, o conjunto G é chamado de grupo e também pode ser representado
pelo par (G, -). Além disso, caso a-b = b-a, Va,b € G, a operagio - € comutativa, e G é

chamado de grupo abeliano (ou comutativo).

O item i¢:. garante a existéncia de um elemento especial no grupo: o elemento
neutro. Este elemento é capaz de comutar com todos os outros elementos do grupo e
sempre que operado com um elemento qualquer resulta nesse elemento qualquer. Dada
essas propriedades singulares, podemos nos perguntar quantos elementos neutros existem
em um grupo. Essa resposta é obtida a partir de sua propria definicdo. Se G é um grupo,

existe um 1nico elemento e com e-a =a = a - e para todo a € G.
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Demonstrag¢io. Suponha que €' -a =a = a- € para todo a € G. Em particular, se a = e,
entdo € - e = e. Por outro lado, a propriedade de definicdo de e nos leva a ¢’ -e = ¢’ ¢

entao € = e. O

Além disso, para cada a € G, existe um tnico elemento b € G com a-b=e = b-a,

ou seja para cada elemento a existe apenas um inverso.

Demonstrag¢io. Suponha que a-b=b-a=eea-b =b-a = e para todo a € G. Se
multiplicarmos ambos os lados da equagdo a-b = a -V, por b, obteremos que b - (a - b) =

b-(a-b)eb=1"V,Ya € G. Logo o inverso de a é unico. O

Exemplo 1.1.1. Considere Z o conjunto dos nimeros inteiros. Este conjunto Z com a

operacao de adicao usual é um grupo abeliano.

Exemplo 1.1.2. Seja S um conjunto nao vazio com 3 elementos e seja G = {f : S—S;

f é fungao bijetiva}, se o é a operagao de composigao de fungoes, isto é:

o: GxG—G, (g, f) =»go f

Entao G é claramente um grupo tendo a func¢ao identidade de S, S — S, como ele-
mento neutro. Esse grupo é chamado de grupo das permutacoes do conjunto S. Se
S ={1,2,...,n} denotaremos esse grupo por S,, com n! elementos. Para S = {1, 2,3},

representaremos esse grupo por Sz, grupo com 3!, seis, elementos.
Agora vamos mostrar que o grupo S3, é um exemplo de grupo nao abeliano.

Demonstragdo. De fato, sejam f, g € S3 definidas como seguem:

f:{1,2,3} = {1,2,3}
f)=2,f(2) =1,/(3) =3
g:{1,2,3} = {1,2,3}

g9(1) =2,9(2) = 3,9(3) =1

Ora, como: (g o f)(1) = g(f(1)) = 9(2) = 3, e (fog)(1) = f(g(1)) = F(2) = 1,

teremos que g o f # f o g. Logo S3 nao é abeliano.

[

Gauss em trabalho publicado em 1801 ( Disquisitiones Arithmeticae), quando tinha
apenas 24 anos de idade, desenvolveu a ideia de congruéncia. A congruéncia é uma relagao

de equivaléncia, ou seja, relacdo que apresenta transitividade, reflexividade e simetria. Se
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x,y e m sao inteiros (m > 0), dizemos que y é congruente a x modulo m se m é um
divisor de (y — x). Essa situacao é usualmente denotada por y = x (mod m). As classes de
congruéncia com a operacao de adicao modular podem ser analisadas sobre a perspectiva

de grupos.
Exemplo 1.1.3. Denote a classe de congruéncia médulo m de um inteiro x por T; ou
seja:

T={yeZ: y=x(modm)} ={x+km:keZ}

O conjunto Z,, de todas as classes de congruéncia médulo m, com m > 1 , é
chamada de inteiros médulo m. A adicdo modulo m, definida por T + 5 = = + y, € uma

operacao sobre Z,, para qual vale a associatividade e a comutatividade. Além disso, temos:

T+0=240=7

e portanto, 0 é o elemento neutro desta operacao. Mais do que isso, a classe —x é o oposto

de ¥ € Z,, na adicao moédulo m, pois:
T+ —ax=x+(—2)=0

Desse modo, (Z,,+) é um grupo comutativo, para todo inteiro m > 1 ; chamado grupo
aditivo das classes de resto médulo m. Vale notar que a ordem (quantidade de elementos)

desse grupo é m.

Caso m seja igual a dois, temos duas classes de equivaléncia. Pois, qualquer niimero

divido por 2 deixa os restos 0 ou 1. Observe:
0={yeZ:y=0(mod2)} ={0+2k:kecZ}
I1={yeZ:y=1(mod2)} ={1+2k:keZ}.
Z, ={0,1}

No grupo (Zs,+) o elemento 1 é seu préprio oposto, dado que T+ 2 —-1=1+(2—-1) =

2 = 0. Repare que 0 é o elemento neutro deste grupo.

Caso m seja igual a trés, temos trés classes de equivaléncia. J4 que os restos

possiveis da divisao por 3 sao 0,1 e 2.

0={yeZ:y=0(mod3)} ={0+3k:keZ}
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I={yeZ:y=1(mod3)} ={1+3k:keZ}
2={yeZ:y=2(mod3)} ={2+3k:keZ}
Zs ={0,1,2}

No grupo (Zs,+), o elemento 1 tem como oposto 2, jaque I +3—-1=1+(3—-1) =3

= 0. Assim como o caso anterior, 0 é o elemento neutro deste grupo.

Exemplo 1.1.4. O conjunto de simetrias de um poligono regular de n lados possui 2n
elementos, o dobro do nimero de lados no caso geral. Para descrevermos essas simetrias,
denotemos o nimero de vértices do poligono por 1,2,...,n e o conjunto de simetrias por
Dzn.

Duas simetrias bastam para gerar Dy,: a rotacao s de 27/n radianos em torno do
centro O do poligono, sentido anti-horério, e a reflexdo ¢ de 7w radianos em torno da reta
x, esta passa pelo vértice P e pelo centro do poligono. A Figura 1 mostra o conjunto de

simetrias em um poligono regular (quadrado PQRS).

w X

Figura 1 — Simetrias em um quadrado

Posto isso, podemos demonstrar que o conjunto de simetrias do poligono é Ds,

2

= {s%s,8%....8" 1 t, tos, tos?.., tos" 1} equeesse conjunto é um grupo com a

operacao de composicao de transformagoes.

Definimos assim o Grupo Diedral Ds,, com 2n > 6. Este grupo possui ordem 2n

e é gerado por dois elementos s (rotacao) e t (reflexao) tais que:

s"=1,tot=1etosot=s" (1.1)

Na Figura 2, observamos a composicao de simetrias para um triangulo equildtero

PQR. As retas x,y,z passam pelo baricentro do triangulo e estabelecem os eixos de
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simetria. Inicialmente, aplicamos uma reflexdao de 7 em torno da reta z. Em seguida, uma
rotagdo de 27/3 radianos no sentido anti-hordrio em torno do centro O. Note que essa
composicao é equivalente a uma reflexdo de 7 radianos em torno do eixo x a partir do

triangulo em sua posicao inicial.

Figura 2 — Composicao de simetrias no triangulo regular

O grupo de simetrias do tridngulo é dado por Dg = {s°, s, s*, t, t o s, t o s*}.
Ou seja, as rotagoes possiveis 27 /3 radianos em torno de O e as reflexdes sobre as retas

x,1, z representam os elementos desse grupo.

A Figura 3 mostra por sua vez uma composicao de simetrias para um quadrado
PQRS regular. As retas x,y, z, w passam pelo centro do quadrado e correspondem aos
eixos de simetria deste poligono. Inicialmente, aplicamos duas rotagoes de 27 /4 no sentido
anti-horario em torno do centro O. Em seguida, aplicamos uma reflexao de 7w radianos em
torno da reta y. Note que essa composicao é equivalente a uma reflexao de 7w radianos em

torno do eixo x a partir do quadrado em sua posicao inicial.

Q R S B S R

Figura 3 — Composi¢ao de simetrias no quadrado regular

O grupo de simetrias do quadrado é dado por Dg = {s°, s, s?, s t, tos, t o st
o s3}. Ou seja, as rotagoes possiveis 27 /4 radianos em torno de O e as reflexdes sobre as
retas x, ¥y, z, w representam os elementos desse grupo. Note por fim que Dg e Dg nao sao

grupos comutativos. Esse resultado pode ser estendido, D,, nao ¢ abeliano para n > 3.

Defini¢ao 1.1.2 (Notacao Ciclica). Sejam [, = {1,2,....,n} e ay,as,...,a, € l, inteiros
distintos. Se o € S,, € uma permutacao tal que o(ay) = as, o(ay) = as, ..., o(a,_1) =
a, eofa,) =ay eo(r) =z para todo x € 1, - {ay,as,...,a.}, entdo se diz que o é um

ciclo de comprimento r e que {ai,as,...,a.} € o conjunto de suporte de o. Para designar
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a permutacio assim definida, usaremos a notagio (ai as

chamado de transposicao.
1 23 45
o=
4 1 3 2 5

Como o(1) =4,0(4) =2e0(2) =1, 0(3) =3 ea(5) =25, entio o é um ciclo
de comprimento 3 cujo suporte é {1,2,4}. Portanto, podemos escrever:

. a,). Se r =2 entio o €

o=1(142)

Devemos observar que a notacao ciclica nao indica qual grupo S, o ciclo pertence.

Além disso, um mesmo ciclo pode ser escrito de diferentes maneiras, por exemplo (1 4 2)

=(421).
Exemplo 1.1.5. Vamos decompor em transposicoes a seguinte permutacao de Sg:
123456 78
g =
16 8 3 75 2 4

Como 0(1) = 1, vamos comecar o processo descrito na demonstragao com o ele-
mento 2:

Portanto:

o1 =(2657)

Repetimos o processo a partir do 3:

Portanto:

o9 = (384) e 0 = 0109 = (2657)(384)

Neste trabalho, ao analisarmos a composigao de fungdes (ou produto de dois ciclos)
a leitura sera feita da esquerda para a direita.

Exemplo 1.1.6. Tome o grupo S, das permutacoes de quatro elementos. Apresentaremos
o grupo de Klein.
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O grupo de Klein é um grupo de quatro elementos formado por todos os produtos

possiveis de transposigoes disjuntas em quatro elementos.
vV ={(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

O grupo de Klein pode ser descrito como o grupo de simetrias de um retangulo nao
quadrado (com os trés elementos de nao identidade sendo reflexdo horizontal e vertical e

rotacao de 180 graus).

1.2 Subgrupos

Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos que H é um
subgrupo de G se H for ele proprio um grupo com a mesma operac¢ao de G. Assim, para

que H seja um subgrupo de G sdo necessarias as condigoes:

i.e€ H

7. se a,b € H entao ab € H.

Em geral, essas duas condigoes nao sao suficientes para que H seja um subgrupo
de G (H = IN C Z = G satisfaz as duas condigoes acima onde a operagdo é a soma,
porém nao é um subgrupo de (Z,+)). Provaremos agora uma proposi¢ao que fornece as
condigOes necessarias e suficientes para que um subconjunto H de um grupo G seja um

subgrupo de G. Se H for um subgrupo de GG denotaremos H < G.

Proposigao 1.2.1. Sejam G um grupo e H um subconjunto de G. As sequintes condigoes

sao equivalentes:

i. H é um subgrupo de G.
ii. a)eeH
b) Va,b € H temos ab € H.

c) VYa € H temos a™' € H.

iii. H+# @ eVa,b€e H temos ab™! € H.

Demonstragio. (i) =(ii): Segue imediatamente das defini¢oes e da unicidade da identi-

dade e da unicidade do inverso de cada elemento de G.

(i) =(7): Basta observar que a condigao (b) (H ¢ fechado para a operacao de G)

nos diz que a operacgao serda também associativa pois a operacao é associativa em G.
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(i) =(4i7): Primeiramente, se e € H entdo H # &, e se b € H entdao b~! € H por
().

Assim, se a,b € H, temos a,b~! € H e por (i1) segue ab™! € H como queriamos
demonstrar.

(ii7) =(i1): Se H # @, entdao Ja € H . Logo, ¢ = aa™' € H. Agora, se a € H
segue a~! = ea™! € H | e finalmente se a,b € H temos a,b~! € H e dai teremos

ab=a(b™')"' € H e isto termina a demonstracio da Proposi¢io 1.2.1.

O

A seguir observamos alguns exemplos de subgrupos e como eles se encaixam na
definicao e proposicao previamente estabelecidas. Iniciaremos a anélise com os subgrupos

mais simples. Estes sdo o {e} e o préprio G.

Exemplo 1.2.1. Se G é um grupo, entao {e} e G sao subgrupos de G.

Demonstra¢io. No primeiro caso, notamos que e € {e}, além disso e - e = e. Temos

L'=e, logo e-e € {e}, assim como e~! € {e}. Concluimos que {e} é um

também que e~
subgrupo de G. No segundo caso observamos que GG por ser um grupo, automaticamente

satisfaz as condigbes de subgrupo. ]

Exemplo 1.2.2. H =mZ = {rm :r € Z}, m € Z, é um subgrupo do grupo aditivo dos
inteiros. E possivel observar que 70 = 0, logo 0 € H. Temos também que se rn € mZ,
r(m +n) € mZ. Pois rm +rn = r(m +n), e (m+n) € Z. Por tltimo, notamos que
para cada rm € mZ, temos um inverso —rm para a operacao de adi¢ao. Essa afirmacao

¢é valida, pois —rm +rm =0, com —r € Z e —rm € mZ.

Dado o grupo multiplicativo dos ntimeros reais também é possivel estabelecer um

subgrupo H composto por reais positivos.

Exemplo 1.2.3. O conjunto H = {z € R* | z > 0} é um subgrupo multiplicativo dos
nimeros reais nao nulos (R*, ). De fato, se a,b € H, entdao a,b € R, a > 0 e b > 0. Mas,
se b > 0, entdo b=! > 0. Logo ab~! > 0, pois o produto de dois ntimeros reais estritamente

positivos também ¢é estritamente positivo. De onde ab~! € H.

1.2.1 Subgrupo gerado por um subconjunto

Fixemos inicialmente algumas notagoes. Se H e K sao subconjuntos de um grupo
G (em particular, se H e K sao subgrupos de G), o conjunto {hk | h € H e k € K} serd
denotado por HK, e o conjunto {h™! | h € H} sera denotado por H'. Em geral HK

nao é um subgrupo de G, mesmo quando H e K sao subgrupos de G.
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Se X é um subconjunto nao-vazio do grupo G, o conjunto {ajas...a, | n € N,
a; € X ou a; € X'} serd denotado por (X). Quando o conjunto ¢ finito, digamos X =
{a1, as, ..., a, }, utilizaremos a notagao (as, as, ..., a,) para designar o conjunto {ajas...a, |
nelN,a € Xoua; € X'} .Observe quese g € G, entdo (g) = {....,(¢71)% 97 e, 9,6% ..) };
com frequéncia, quando r € IN, escreveremos g~ para denotar o elemento (g—')"; assim,

com estas notagoes, temos (g) = {¢'|t € Z}.

Proposicao 1.2.2. Sejam G um grupo e X um subconjunto nao vazio de G. Entdo o

conjunto (X) é um subgrupo de G.
Demonstracao. Observe que:
1. Va,y € (X), temos zy € (X).
2. Vo € (X), temos 27! € (X).
Sejam z,y € (X). Temos:

T = aiay...an, coma; € X oua; € X 1 Vi

y = biby...b,, com b; € S oub; € X~V

Logo, xy = aias...anbibs...by, e 271 = a, ta,_17 . as tar”

(X). O

I estao também em

Definigao 1.2.1. Sejam G um grupo e X um subconjunto nao vazio de G. Entio (X) é

o subgrupo gerado por X.

1.3 Grupos Ciclicos

Grupos ciclicos sao grupos gerados por um tunico elemento. Esses estao presentes
em varios campos na teoria dos grupos. Alguns dos grupos ja apresentados sao ciclicos,

nesta secao essa constatacao ficara evidente.

Definigao 1.3.1 (Grupo Ciclico). Se G € um grupo e a € G, entao o grupo ciclico gerado
por a, denotado por (a), € o conjunto de todas as poténcias de a. Um grupo G é chamado
de ciclico se existe um a € G com G = (a); ou seja, G consiste em todas as poténcias de

a.

Exemplo 1.3.1. O Grupo S3 das permutacoes nao é ciclico, pois nenhum dos seus ele-
mentos gera um grupo de ordem 6. Mas, observe que o subgrupo H = {(1), (123), (132)},
do grupo das permutagoes Ss, é ciclico, j& que H é gerado por (123). Observe que
(123)2 = (132), (123)? = (1), (132)% = (123).
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Os grupos ciclicos, como vimos anteriormente, sdo gerados por apenas um ele-
mento. Apesar disso, note que H também poderia ser gerado por (132). Em outras pala-
vras, dentre os diferentes elementos de um grupo, pode ser que haja mais de um gerador.

O exemplo 1.3.2 a seguir demonstra esse fato para o caso particular de (Z,+).

Exemplo 1.3.2. Para todo niimero m, o grupo aditivo Z dos nimeros inteiros é ciclico,
pois Z,, = (1). Em outras palavras, todos os seus elementos sao multiplos de 1 ou de —1.
De fato, Z = {m-1|m e Z}ouZ = {m-(—1) | m € Z}. Portanto, Z = (1) = (—1). Os

numeros 1 e —1 sdo, na verdade, os tinicos geradores de Z.

Exemplo 1.3.3. Notemos que se G é um grupo ciclico gerado por um elemento a e x
=a™, y=a" € (G, entao zy = a™ - a" = a™™" = """ = a" - a™ = yx, portanto G é

abeliano.

1.4 Homomorfismos

Grupos diferentes, com elementos diferentes, podem apresentar estruturas alge-
bricamente iguais. Um homomorfismo entre, os grupos G e H, é uma funcao entre dois
conjuntos que preserva as estruturas de grupo, ou seja, é compativel com as operagoes.
Quando esta funcao ¢ bijetiva é possivel estender as propriedades do primeiro grupo para

o segundo.

Defini¢ao 1.4.1 (Homomorfismo). Suponha que (G,x) e (H,0) sejam dois grupos. Uma
fungao f:G—H é um homomorfismo se, para todos a,b € G,

flaxb)=f(a)of(b).

Um homomorfismo sobrejetivo é chamado de epimorfismo. J& um homomorfismo

injetivo € um monomorfismo. Por fim, um homomorfismo bijetivo é um isomorfismo.

[somorfismo ¢ uma func¢ao especial que quando construida entre dois grupos per-
mite assegurar que o que ¢ verdade para um elemento do primeiro grupo também ¢é verdade
para seu correspondente no segundo grupo. Nao sao isomorfos grupos que apresentem
quantidades diferentes de elementos, que apresentem caracteristicas diferentes quanto a
comutatividade (abeliano e nao abeliano). Dizemos que G é isomorfo a H, denotando
por G = H, se existe um isomorfismo f : G — H. Por tultimo, se f : G — H é um

homomorfismo bijetor, entdo f~!: H — G é também um homomorfismo .

Teorema 1.4.1. Seja f:(G,-)— (H,0) um homomorfismo:

i. f(e) =€, onde ¢ é a identidade em H.

ii. Sea € G, entdo f(a™)=f(a)™ .
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iii. Sea € Gen € Z, entao f(a™)=f(a)".

Demonstragio. (i) Aplicando f a equacdo e = e - e temos f(e) = f(e-e) = f(e) o f(e).
Agora podemos multiplicar cada lado da equagao por f(e)™! para se obter ¢/ = f(e).

1

(i7) Aplicando f as equagdes a-a ' =e =a"'-a temos f(a)o f(a™!). Segue do
a

Teorema 1, a unicidade do inverso, que f(a™!) = f(a)™'.

(#i) Por uma indugao simples é possivel mostrar que f(a™) = f(a)" para todo
n>0,eentio f(a) = f((a”)") = fla)" = fla)™ n

Exemplo 1.4.1. Seja n € Z fixo. Entao, ¢,: (Z, +) — (Z, +), ¢n(z) = nz, é um
homomorfismo. Mais geralmente, se (G,-) é um grupo abeliano entdao ¢,: G — G, ¢,(g)

= ¢", ¢ um homomorfismo.

Exemplo 1.4.2. A fung¢do denotada por v: Z — Z,,, definida por v(a) = @, é um

homomorfismo sobrejetivo, pois:

i. v(@+b)=a+b=ua+b

ii. se y € Zy,, entdo y= a, para algum a € {0,1,2,...,m — 1}, e, portanto, v(a) = a =

Y.

Dois conceitos sao fundamentais na discussao acerca de homomorfismos: ntcleo e
imagem. Estes conjuntos desempenham um papel importante na Teoria dos Grupos por

conta de suas propriedades. Algumas dessas serao exploradas mais adiante.

O ntcleo de um homomorfismo é o conjunto de elementos de G que resultam no

elemento neutro de H quando este homomorfismo é aplicado sobre eles.

Definigao 1.4.2 (Nucleo). Dado um homomorfismo ¢ de um grupo G para um grupo H,
o Nicleo de ¢ € Ker(p)={z € G | ¢(x) = e}.

Se ¢ é um monomorfismo, entdo o nucleo ¢é trivial: Ker(¢) = {e}. Além disso, K
= Ker(¢) é um subgrupo de G. De fato, note que ¢(e) = e, entdo e € K. Além disso, se
s,t € K, entdo ¢(s)= e = ¢(t), e também ¢(st™!) = ¢(s)p(t)~! = e; por isso st™! € K.

A imagem do homomorfismo, por sua vez, representa todos os elementos de H que

sao obtidos ao aplicarmos este homomorfismo sobre G.

Definigao 1.4.3 (Imagem). Dado um homomorfismo ¢ de um grupo G para um grupo
H, a Imagem de ¢ é definida por Im(¢p) = {h € H: h = ¢(a) para algum a € G }.

Definiremos agora os automorfismos, que sao isomorfismos que levam elementos de
um grupo em elementos do mesmo grupo. Em alguns casos, o conjunto de automorfismos

de um grupo G, é um grupo com a operacao de composicao de fungoes.
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Definigao 1.4.4 (Automorfismo). Um automorfismo de um grupo G € um isomorfismo

o: G — G. O conjunto de todos os automorfismos do grupo G serd denotado por:

Aut(G) = {o: G — G, onde o é um isomorfismo.}

1.5 Classes Laterais e o Teorema de Lagrange

Nesta secao, as classes laterais serao definidas e exemplificadas. Os conceitos de

ordem e indice serdao abordados e por fim o teorema de Lagrange sera apresentado.

Classes laterais sdo subconjuntos de um grupo, estas podem ser a direita ou a

esquerda.

Definigao 1.5.1 (Classes Laterais). Se S é um subgrupo de G e se t € G, entdo uma

classe lateral a direita de S em G é o subconjunto de G
St ={st:s€ S }.

De igual forma uma classe lateral a esquerda é tS = {ts: s € S}. O elemento t é um

representante de St, assim como de tS.

Exemplo 1.5.1. Seja G = S3 e seja H = (1) = {1, 7}, onde 7 = (12). As classes laterais

a direita de H em G sédo

H = {1,7}; H(123) = {(123), (23)}; H(132) = {(132), (23)}.

Lema 1.5.1.1. Se S < G, entdo Sa = Sb se e somente se ab™' € S (aS = bS se e somente
sebla€§).

Demonstracio. Se Sa = Sb, entao a = la € Sa = Sb, e entdo existe s € S com a = sb;
logo, ab=te S. Consequentemente, assuma que ab~! = o € S; logo a = ob. Para provar
que Sa = Sb, devemos mostrar duas inclusoes. Se z € Sa, entao x = sa para algum s
€ S, e entdo x = sob; similarmente, se y € Sb, entao y = §'b para algum s'€ S, ey =
s'c~ta € Sa. Portanto, Sa = Sb. O

Teorema 1.5.1. Se S < G, entao quaisquer classes laterais a direita (ou d esquerda) de

S em G sao idénticas ou disjuntas.

Demonstracao. Primeiro mostraremos que se existe um elemento x € SaNSbh, entao Sa =
Sb. Suponha um z que tenha a forma sb = x = ta, onde s,t € S. Entdo, ab~! =t"!s € S,

e entdo a partir do Lema 1.5.1.1 concluimos que Sa = Sb.



1.5. Classes Laterais e o Teorema de Lagrange 33

Se S < G, entdo o nimero de classes laterais a direita de S em G ¢é igual ao niimero

de classes laterais a esquerda de S em G.

Temos uma bijecao f : R — L, aonde R é a familia de classes laterais a direita de S
em G e L é a familia de classes & esquerda. Se Sa € R, definimos a funcio f(Sa) = a™'8S.

Observamos que se Sa = Sb, entdo a~' = b~'S. E rotineiro mostrar que f é uma bijecao.

O indice de um grupo GG em um subgrupo S se refere ao nimero de elementos que

possuem o conjunto das classes laterais.

Definigdo 1.5.2 (Indice). Se S < G, entdo o indice de S em G, denotado por [G:S], ¢ o

numero de classes laterais a direita de S em G.

Exemplo 1.5.2. Retomando o Exemplo 1.3.1, notamos que o indice de H em S5 ¢é dois,

pois:
H={1,7}; H(123) = {(123), (23))}; H(132) = {(132), (23)}.

A ordem de um grupo se refere a cardinalidade desse. Ou seja, ao niimero de
elementos que ele possui. Ja a ordem de um elemento de um grupo se refere ao menor
positivo m tal que a™ = e. Isso equivale a dizer que refere-se ao nimero de elementos

gerados por a.

Definigao 1.5.3 (Ordem de um Grupo). O nimero de elementos de um grupo finito G
diz-se a ordem de G e representa-se por |G|. Um grupo com uma infinidade de elementos

diz-se ter ordem infinita.

Definicao 1.5.4 (Ordem de um elemento de um grupo G). Se G é um grupo e a € G,

entdo a ordem de a é |(a)|, o nimero de elementos de (a).

Teorema 1.5.2. Se G é um grupo e a € G tem ordem finita m, entao m é o menor

inteiro positivo tal que a™ = e.

Teorema 1.5.3 (Teorema de Lagrange). Se G é um grupo finito e H <G, entdo |H|
divide |G| e [G:H] = |G|/|H]|.

De fato, pelo Teorema 1.5.1, G pode ser particionado em classes laterais a direita:

e também |G| = Y1, |Ht;|. Mas € facil reparar que f;: H — Ht;, definida por f;(h) =
ht;, é uma bijecao, de modo que |Ht;| = |H| para todos os i. Assim, |G| = n|H|, onde n
=[G:H].

Exemplo 1.5.3. Encontraremos todos os subgrupos de S3 e suas respectivas ordens.
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O grupo S3 tem 6 elementos. Um subgrupo H de S3, pelo Teorema de Lagrange,
sé pode ter |H| € {1,2,3}, que sdo os divisores de 6. O unico subgrupo de ordem 1 é
{(1)}. Os subgrupos de ordem 2 sao:

Existe apenas um tnico subgrupo de ordem 3 que ¢é ((123)) = {(1), (123), (132)} =
((132)) .

1.6 Apresentacao de Grupos

Os grupos gerados por um elemento, os grupos ciclicos, foram facilmente abor-
dados. Contudo, os grupos gerados por mais de um elemento sao muito mais dificeis de
se trabalhar e classificar. Mesmo os grupos gerados por dois elementos, podem ser ex-
tremamente complicados. (Por exemplo: existem mais pares de grupos dois gerados nao
isomorfos do que nimeros naturais; cada grupo enumeravel é um subgrupo de um quo-
ciente do grupo dois gerado SLy(Z); todo grupo simples finito pode ser gerado por dois
elementos). Vamos comegar nosso estudo analisando o caso de alguns grupos finitos gera-
dos por dois elementos e introduzir o conceito de relagoes em um grupo. Nosso objetivo é
chegar ao conceito de apresentacao de um grupo. Em nossa abordagem, evitaremos tocar
na demonstracao rigorosa, contudo, demos enfoque a esséncia do conceito em si. Para

uma definicao formal veja a referéncia-padrao [5].

Exemplo 1.6.1. Considere mais uma vez o subgrupo H de S3, onde H = {(1),a =
(123), 5 = (132)}. Observe que em H valem as igualdades:

a® = (123)° = (1)
(132) = B

a? = (123)?

As igualdades o = (123)® = e, a® = 3 sao chamadas de relagies em H. Agora

3

vamos mostrar que a relacdo a® = e determina completamente H. Se G é um grupo de

ordem 3 no qual existe A tal que:

G = (4)
AP =e
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entdo existe um homomorfismo f entre H e G, tal que f(a) = A. Assim, a menos de

isomorfismos, o grupo H é caracterizado como sendo o grupo gerado por um elemento «

3

que satisfaz a relacdo a° = e, ou seja:

Nesse caso, dizemos que H tem a apresentagio: (o |a® = e ).

Exemplo 1.6.2. Sejam o = (132) e § = (13), ambos elementos de S5 temos:

o? = (132)(132) = (123)

a® = (132)(132)(132) = e

B2 =(13)(13) = e

Ba = (13)(132) = (12)

a2 = (132)(132)(13) = (12)

Vemos que S3 é um grupo de ordem 6 tal que:

S3 = <aa6>
ad=e
=
Ba = a?p.

Asigualdades o® = e, 32 = ¢, e Ba = a?3 sdo relacoes em Ss. Agora vamos mostrar
que essas relagoes determinam completamente Ss3. Se G é um grupo de ordem 6 no qual

existem A e B tais que:

G = (A,B)
Ad=e
B?=c¢
BA = A%B,

entdo existe um homomorfismo f entre S; e G, tal que f(a) = A e f(5) = B. Assim,
a menos de isomorfismos, o grupo S3 é caracterizado como sendo o grupo de ordem 6

gerado por dois elementos a e 3 que satisfazem as relagoes:

o =e

=
Ba = a?f.
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Nesse caso, dizemos que S3 tem a apresentacio: (a, 8 |a® =e, 2 =¢, aff = a?f).

2

Exemplo 1.6.3. Similarmente, Dy = {s°, s, s?, s3>, t,t 0 s, t 0 %, t 0 s3} é um grupo de

ordem 8 tal que:

Dg = <S,t>
st=e
t?=e

tos=s%ot.

st=tosot

1 1

sPot=slosos’ot=s5"1oslot=slot=tosotot=tosot’?=tos

Para mais detalhes ver Equacao 1.1.
As igualdades s* = e, t? = e, e ts = 5%t sao relacoes em Dg. Agora vamos mostrar

que essas relagoes determinam completamente Dg. Se G é um grupo de ordem 8 no qual

existem A e B tais que:

Dg = (A, B)
At =e
B?=c¢
BA = A*B,

entdo existe um homomorfismo f entre Dg e G: tal que f(s) = A e f(t) = B. Assim,
a menos de isomorfismos, o grupo Dg é caracterizado como sendo o grupo de ordem 8

gerado por dois elementos s e t que satisfazem as relagoes:

st=e
t?=e¢
ts = s3t.

Portanto, dizemos que Dg tem a apresentacdo: (s, t |s* =e, t> =e,tos = s3ot).

Exemplo 1.6.4. O grupo de Klein ou das permutagoes K = {(1), (12)(34) = «, (13)(24) =
B, (14)(23) = aff} é um grupo de ordem 4 tal que:
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K = (a,3)
a’=e
f?=e
Ba = af

Pois:

a? = (12)(34)(12)(34)

Il
—~

—_
~—

As igualdades o® = ¢, 3% = ¢, e a3 = Ba sdo relacoes em K. Agora vamos mostrar

que essas relacoes determinam completamente K. Se G ¢ um grupo de ordem 4 no qual

existem A e B tais que:

K = (A, B)
A2 =ce
B?=c¢
BA=AB

entdo existe um homomorfismo f entre K e G: tal que f(a) = A e f(5) = B. Assim, a

menos de isomorfismos, o grupo K é caracterizado como sendo o grupo gerado por dois

elementos « e B que satisfazem as relagoes:

a’=e
f*=e
Pa = af

Portanto, dizemos que o grupo de Klein tem a apresentacdo: (o, 3 |a? = e, % = e,

Ba = af).

De modo geral, as relacbes em um grupo G gerado por um conjunto finito X,

sao o conjunto de equacdes que podem ser apresentadas sobre a forma a = b com a,b €

G, fazendo correspondéncia com ab~! = e. Em casos muito particulares, grupos finitos

gerados por dois elementos, G = (a, b), com elementos a e b, apresentam relagoes do tipo

ba = a®b com s € Z.

Definicao 1.6.1. Um conjunto contendo as relagoes de G sera denotado por R. Quando o

conjunto X de geradores e um conjunto R de relacoes determinam G, a menos de isomor-

fismo, dizemos que G tem apresenta¢io G = (X|R). Os elementos de X sao chamados
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de geradores de G e os elementos de R sdo chamados de relacoes em G. Um grupo G €

finitamente apresentado se possui uma apresentacio com os conjuntos X e R finitos.

1.7 Subgrupos Normais

Definigao 1.7.1 (Subgrupo Normal). Um subgrupo K de G é um subgrupo normal, de-
notado por K < G, se gKg~' = K para todo g € G.

Se K G e gKg ' < K para todo g € G, entao K < G: substituindo g por g1, temos
g 'Kg < K, e isso nos dd a inclusdo reversa K < gKg='.

Exemplo 1.7.1. O ntucleo de um homomorfismo f : G — H é um subgrupo normal. De

fato, se a € K, entdo f(a) = 1;se g € G, entdo f(gag™) = f(9)f(a)f(9)™" = f(g)f(g)~"
=1, e entdo gag~! € K. Portanto, gK¢g~! < K para todo g € G, e entdo K < G.

Exemplo 1.7.2. G' = ( z7 'y lzy| z,y € G ) é um subgrupo normal de G.

Primeiro, observe que se chamamos de S o conjunto {z 'y~'zy | z,y € G} e se a
€ S, entao a~! € S; consequentemente, se £ ¢ um elemento qualquer de G’ = (S), entao

¢ se escreve da forma £ = a;...a;;, € S. Segundo, se g € G, temos:

979 =g (on..oam)g = (97 ang) (g 2g)...(97  ang)

e consequentemente, para ver que g~ &g € G', basta ver que vale g 'ag € S quando o €

1

S. Seja entdo o = 27y try um elemento de S; temos:

g tag =g Haty tey)g = (g2 ) (9 y ) (97 eg) (g yg) =

(97'zg)" (g7 yg) " (g™ xg) (9 yg) € S.
Defini¢ao 1.7.2 (Comutador). Se a,b € G, o comutador de a em b, denotado por [a,b] é
a,b] = a~ b~ ab.
Conforme demonstrado, o subgrupo comutador (ou derivado) de G, denotado por G', € o

subgrupo gerado por todos os comutadores de G.

Defini¢ao 1.7.3 (Conjugado). Se x € G, entdo o conjugado de z em G é um elemento

da forma a‘za para algum a € G.

Lema 1.7.3.1. Se G é um grupo, entio a relagio “y é um conjugado de x em G”, ou

seja, y=g ‘zg para algum g € G, é uma relagio de equivaléncia.
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Definicao 1.7.4. Se G é um grupo, entdio a classe de equivaléncia de a € G sobre a relacao
“y é um conjugado de x em G é chamada de classe de conjugagdo de a, é denotada por

a“.

Teorema 1.7.1. Se N < G, entdo as classes laterais de N em G formam um grupo,
denotado G/N, de ordem [G:N].

Para se definir um grupo, é necessdrio um conjunto e uma operac¢do. O conjunto

¢ a familia das classes laterais de N em G. Das propriedades de subgrupo normal temos,

NaNb = Na(a"'Na)b
=N(aa™*)Nab = NNab = Nab

Entao produto de duas classes laterais € uma classe lateral. Como operacao bindria
utilizaremos o produto NaNb = Nab. Essa operacao € associativa, o elemento neutro é
N = N1 e o inverso de Na é N(a™'). Esse grupo é denotado por G/N, e a definigio de
indice nos da |G/N| = [G:NJ.

O centro de um grupo é um subgrupo de G formado pelas classes de conjugacao
com apenas um elemento. E o conjunto de elementos em G que comutam com cada
elemento de G. No caso de um grupo abeliano, o centro do grupo é o proprio grupo

abeliano.

Defini¢ao 1.7.5 (Centro do Grupo). O centro de um grupo G, denotado por Z(G), é o

conjunto de todos a € G que comutam com cada elemento de G.

Definicao 1.7.6 (Centralizador). Se a € G, entdo o centralizador de a em G, denotado

por Cq(a), é o conjunto de todos os © € G que comutam com a.

Definigao 1.7.7 (Conjugado de um Grupo). Se H< G e g € G, entio o conjugado g~ Hg
¢ {g hg: h € H}.O conjugado g~'hg também é denotado por HY.

1.8 Produto Direto e Acao de Grupos

Defini¢ao 1.8.1 (Produto Direto). Se H e K sdo grupos, entio o produto direto deles
denotado por H x K, é o grupo com elementos todos ordenados em pares (h,k), onde h €

Heke K, com a operagdo:
(h,k)(W k') = (hh' kK ).

De fato, H x K é um grupo: a identidade é (e,e); o inverso de (h,k)™* é (h"1,k~1). Note

que nem H e nem K sdao subgrupos de H x K, mas H X K, continua contendo réplicas
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isomorfas de cada um deles, H x {e} = {(h,e): h € H}, assim como, {e} x K = {(e,k):
ke K}.

Quando os grupos H e K sao abelianos, podemos nos referir ao produto direto
como uma soma direta, denotada por H @ K, e chamar a operacao de soma ao invés
de produto. Somas diretas infinitas tem a restricio de que cada elemento tem apenas
um numero finito de entradas nao nulas. Essa nao é uma restricao para produtos diretos

infinitos, ao impor essa restricdo temos um produto direto restrito.

Exemplo 1.8.1. O grupo de Klein pode ser descrito como o produto direto de duas

copias de Zs,. Sua apresentacio ¢ K = (a,bla* = b* = (ab)? = e).

Exemplo 1.8.2. Considere os elementos oy = (0,0), a; = (1, 0), ap = (0, 1) e a3 =
(1,1) do grupo de Klein (Zy x Z,). Entdo,

¢ um homomorfismo injetivo (Vi = 1,2,3).

Exemplo 1.8.3. Seja G = P°,(Z;) a soma direta dos grupos Zs, Zs, Zs, Zs, ctc,
chamados de fatores diretos. Os elementos de G sao sequéncias infinitas cujas entradas
estdo em Zs, Zs, 7y, Zs, ..., respectivamente. Observe que cada tupla possui finitas
entradas nao nulas, pois se trata de uma soma direta. A operacdo consiste em somar
entrada a entrada os elementos do respectivo grupo, usando a soma maédulo ¢ — inerente

ao fator direto. (Por simplicidade vamos omitir as “barras” dos elementos n de Z,;.)

Concretamente, se

x =(1,0,3,4,4,6,0,0,0,...)
y=1(0,2,3,1,5,6,0,0,0,...),
entdo x +y = (1,2,2,0,3,5,0,0,0,...).
Exemplo 1.8.4. Considere o grupo @,cz(Zs). Este é um grupo cujos elementos sao
sequéncias bi-infinitas (infinitas para a esquerda e para a direita) que possuem zeros e

uns (médulo 2) como entradas. Destacamos que ha apenas um nimero finito de entradas

iguais a um. O elemento genérico x indica o indice das entradas:
T = (...1374, r_3, T2, T-1, Lo, T1, T2, T3, SC4)

Por exemplo, se
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a=(..0,0,0,0,0,1,1,0,0...)

b= (...0, 0,1,0,1,1,1,0,0...),
entao

a+b=1(.0,0,1,0,1,0,0,1,0...).

Note que a adicao nas entradas ¢ feita em Zs. Essa soma mais a frente serda nova-

mente abordada.

Definigao 1.8.2 (Agao de Grupos). Se X é um conjunto e G um grupo, dizemos que G age
sobre X se existe uma fung¢io a: G x X — X (chamada agao), denotada por o:(g,x)— gz,

tal que:

i. 1z = x para todo x € X; e

it. g(hx) = (gh)x para todos g,h € G e x € X.

Se |X] = n, entdo n é chamado de ordem da a¢io de G em X.

Teorema 1.8.1. Se G age sobre X por meio de uma agdo «, entao existe um homomor-
fismo &: G — Sx dado por &(g): © — gr = a(g,x). Por outro lado, todo homomorfismo
¢:G — Sx define uma agao, isto é, gr = ¢(g)x, que faz com que G aja sobre X.

Se X é um conjunto sobre o qual G age, com g € G, e x € X, entao:

alg)alg): x— alg)(gz) = g (9x) = (97 g)x = Iz = .
Seque que cada G(g) é uma permutagio de X com inverso & (g'). Logo & é um homo-

morfismo de acordo com a definicao de acao de grupos. O contrdrio também € verificdvel.

Definicao 1.8.3 (Orbitas). Se X € um conjunto sobre o qual G age e v € X, entdo a

orbita de x é:
O={gz: g€ G} C X.

As orbitas de G definem uma particio, ji que a relagio x = y definida por “y =
gz para algum g € G é uma relacao de equivaléncia cujas classes de equivaléncia sao as

orbitas.
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Defini¢ao 1.8.4 (Estabilizador). Se X é um conjunto sobre o qual G age, entao o esta-

bilizador de z, denotado pelo grupo G, é o subgrupo

G, ={g€ G: gz =2z} < G.

Teorema 1.8.2. Se X é um conjunto sobre o qual G age e x € X, entdo
0(z)| =[G : Go

Se z € X, faca G/G, denotar a familia de todas as classes laterais a esquerda de
G, em G. Defina f : O(x) — G/G, por f(ax) = aG,. Agora [ estd bem definida: se
ax = bx para algum b € G, entdo b~ tax = x, b~'a € G,, e a G, = bG,. A funcdo f é uma
injegao: se aG, = f(az) = f(cx) = ¢G, para algum ¢ € G, entdo ¢ 'a € G, ¢ lar = z,
e ar = cx; a fungao f é uma sobrejecao: se a € G, entdo aGG, = f(az). Logo, f é uma

bijecao e |O(x)| = |G/G.| =[G : Gy].

Defini¢ao 1.8.5 (Produto Semi-Direto). Um grupo G é o produto semi-direto de seus

subgrupos K e H se:
i. K<G
1. G=KH
ii. KN H = {e}
Considere grupos arbitrarios K e H, com H agindo sobre K via 1, isto é:
V: H—Aut(K), h — (y: k— k").
Seja G = {(k,h) | k€ K, h € H} e definamos a operagio:
(k,h)(k1,hy) = (kki",hhy) onde k, ky € K, assim como, h, hy € H.
Podemos verificar que G é um grupo e além disso temos que K; = {(k,e) | k €
K} e Hy = {(e,h) | h € H} sao subgrupos de G tais que K; < G, K1 N H; = {e} e G

= K1 H;. Observamos que K; é isomorfo a K e H; é isomorfo a H. Assim G é o produto
semi-direto de K; = K por H; = H e denotamos G = K x H.

Exemplo 1.8.5. O grupo Simétrico S,,, n < 3, é um produto semi-direto do grupo das

permutacoes pares A, pelo grupo ciclico de ordem dois Z,, escrevemos S,, = A,, XZs.
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2 Automatos

A classe dos grupos gerados por autoématos contém varios objetos notaveis. O
estudo dessa classe levou a solugdo de uma série de problemas importantes na teoria dos
grupos, ver [9] e [16]. Suas aplicacdes recentes se estenderam aos campos da algebra,
geometria, analise e probabilidade. Juntamente com grupos aritméticos e hiperbdlicos,

grupos de automatos dominam a paisagem moderna da Teoria dos Grupos Infinitos.

Neste capitulo serao introduzidos conceitos importantes relacionados a automa-
tos, conforme [14] e [3]. Entre eles, a definicao basica de grafos, drvores enraizadas, que
constituem uma interpretagdo geométrica de grupos, automorfismos em arvores, prefixos
e sufixos de palavras em monoides. Por fim, serd apresentada a méaquina de Mealy, as-
sim como exemplos variados de automatos. Esses constituem requisitos essenciais para a

discussao posterior.

2.1 Arvores enraizadas

O conceito de arvore enraizada surge a partir do conceito de grafo. A Teoria dos
Grafos estuda as relagdes entre elementos de um determinado conjunto. Foi desenvolvida
inicialmente por Leonard Euler como resposta ao famoso problema matematico das sete
pontes de Konigsberg. Informalmente, os grafos podem ser definidos como um conjunto
de vértices conectados dois a dois por arestas. A arvore enraizada, por sua vez, possui um
vértice especifico (raiz), tal que existe apenas um tnico caminho simples para qualquer

outro vértice. As defini¢des formais sdo dadas a seguir.

Definig¢ao 2.1.1. Um grafo simples T' = (V,E) consiste em V, um conjunto nao vazio de
vértices, e E, um conjunto de pares de elementos nao ordenados (nao repetidos),{v,vs}

de elementos distintos de V, chamados de arestas.

Definicao 2.1.2. Seja I' e K grafos simples com vértices nos conjuntos X e Y, respecti-
vamente. Se existe uma fungdo bijetiva ¢ : X — Y tal que dois dos vértices s e t em X
sao adjacentes em I' se, e somente se, ¢(s) e ¢(t) em Y sao adjacentes em K, entio I' e

K sao grafos isomorfos.

Definicao 2.1.3. Uma drvore enraizada finita € um grafo conexo simples com um vértice
especifico vy, designado como raiz da drvore, tal que existe um unico caminho simples para

qualquer outro vértice de vy.

Nos diagramas aqui utilizados, a raiz sera localizada no topo da arvore, com todos

os outros vértices abaixo. Notamos que em uma arvore enraizada finita o nimero de
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Figura 4 — Arvore Enraizada

vértices é sempre superior ao nimero de arestas (ver Figura 4).

Definicao 2.1.4. O nivel de um vértice v em uma drvore enraizada € o numero de arestas
em um caminho simples de v para vy. Uma drvore sem arestas e somente com o vértice

raiz, € uma drvore trivial.

Definicao 2.1.5. A drvore bindria infinita completamente enraizada T € uma drvore en-
raizada com um niumero infinito de niveis contdveis, onde cada vértice possui dois vértices

descendentes (Figura 5).

0 1 2 3

Figura 5 — Arvore Enraizada Binaria

Definic¢ao 2.1.6. Uma sub-drvore enraizada de T € uma drvore enraizada T' cuja raiz é

um dos vértices de T e cujos vértices e arestas também pertencem a T .

2.2 Automorfismo em Arvores

O grupo dos automorfismos da arvore regular binaria uni-raiz, Figura Figura 6,
tomou notoriedade quando certos exemplos de subgrupos com as propriedades: finitamente
gerado, periddico e infinito, foram construidos dentro dele. Além disso, esse grupo pode ser
representado como um produto semidireto.Por conta dessas propriedades hd um interesse
crescente nesse grupo. Na presente se¢do o grupo de automorfismo da arvore enraizada

seré definido.

Definigao 2.2.1. Seja Y o alfabeto {0, 1}. Considere M = M(Y") o conjunto de todas as
palavras finitas formadas por elementos de Y. Com a operacao de concatenagio de pala-
vras, M assume estrutura de monoide, isto €, um conjunto com uma operagdo associativa
e um elemento neutro sequndo esta operacao. Neste caso, o elemento neutro é a palavra

vazia .
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Temos entao que o conjunto M contém as palavras @, 0, 00, 01, 10, 11, 000, 001,
010, 011, 100, 101, 110, 111 etc. Dessa forma, se a e b € M entdao a = aqas...a,,, onde
a; €Y e b=0bby..b,,, onde b; € Y e o produto (concatenagao) de a por b é a.b = ab =
a1Qs...a,b1bs..b,,. Por exemplo, se a = 01000 e b = 11111000 entao ab = 0100011111000.

Definicao 2.2.2. Sejam u,v € M. Dizemos que u é prefizo de v se v =uw para algum w

e M.

Exemplo 2.2.1. Considere a palavra v = 01000. Note que tomando v = 01 e w = 000,

temos que u é um prefixo possivel de v.

Definigao 2.2.3 (Relagao de Ordem). Sejam u,v € M. Dizemos que v < u se, e somente,

u € prefizo de v.

Definigao 2.2.4. O comprimento de uma palavra v € M (o nimero de letras) é denotado
por [v], onde |&| = 0. A fung¢do comprimento | | : v — v/ induz uma distancia entre os

elementos de M dada por:

d(u,v) = fu] + Jv] - 2w/

onde w é o maior prefixo comum entre u e v.

Exemplo 2.2.2. Considere v = 011011001 e v = 011001. Temos que o maior prefixo
comum entre u e v é w = 0110. Portanto |u| = 9, [v| =6, |w| =4 e d(u,v) = |u| + |v] -
oNw| =9 +6—24="T.

Defini¢do 2.2.5 (Definicdo de Arvore Bindria Enraizada). M com a relagio de ordem
(Definicao 2.2.4) é uma drvore denotada por Ty. Cada palavra v de M, quando vista como

elemento de Ty, é um vértice.

Observe a Figura 6. A arvore é composta por diferentes niveis que representam
o tamanho dos vértices. Um vértice v no primeiro nivel da arvore 75 é uma palavra de
comprimento 1 no alfabeto Y = {0,1}. Um vértice v no segundo nivel é uma palavra de
comprimento dois, e assim por diante. Além disso, o vértice que da origem aos demais, é

chamado de raiz da arvore e denotado por &.

Um automorfismo « de 75 é uma bijecao « : To — T3 que preserva a distancia
entre os vértices. Com a operacao de composicao de fungbes, o conjunto de todos os
automorfismos de 75 é um grupo, denotado por As. Note que um automorfismo « de 75

fixa a raiz @ e preserva a adjacéncia dos vértices.

Considere o = (01) a permutagao que envia 0 em 1, e 1 em 0. Podemos estendé-la

a um automorfismo o de 73, pondo:
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000 ... 001 ... 010 ... 011 ... 100 ... 101 ... 110 ... 111

Figura 6 — Arvore Bindria Enraizada 7T

0(w) =92

o(yu) = o(y)u

para todo y € Y e para todo u € T, note também que yu € T5. Para simplificar a notagao,

vamos denotar a extensao ¢ de ¢ simplesmente por o.

Por outro lado, dado um automorfismo « de 75, temos que « induz uma permutacao
oy em Y. Basta considerar oy igual a restricio a: Y — Y. Agora, podemos considerar
a extensao da permutacdo oy, para um automorfismo de 75. Logo a composicao oz(a@)_l

D o , . . -1
possui agao trivial no primeiro nivel da arvore 7Ty, ou seja, a(oy)” (y) = y, para todo y
€ Y. Chamemos a(oy)” ' = o/. Para cada y € Y , o induz sobre a subarvore .75 um
automorfismo a,. Considerando o isomorfismo y.7, — 75 podemos identificar y.7; com

7> e assim identificar a, como um elemento de A,.

. -1
Desta forma, podemos olhar para a composicao o = a(oy como:
)

a(ag)_l =a' = (ap,aq) (2.1)

onde cada a,, com y = 0 ou y = 1, ¢ um automorfismo da arvore 7. Em outras palavras,
(v, 1) € (AzxAs). Daigualdade (2.1), concluimos que o« = (v, v )0y. Fazendo a mesma
andlise para g e o temos que g = (g, 2p1)00 € a1 = (a9, 1)o7, onde ago, o1, Q10,011
€ Ay e 09, 01 € Sy (S2 = Sy, grupo ciclico de ordem 2). Entao, Ay = (Ag x As) x So,
onde Sy age permutando as cépias de Ay. Dessa forma, temos a funcdo que dado um

automorfismo de a e um elemento de Y, associa um outro automorfismo. Ou seja:

f:AzXY—)AQ
(r,0) — ay,

(o, 1) = .
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Temos também a funcao (:

l: AAxY =Y
(e, 0) = 04(0),
(o, 1) = og(1).

Dito de uma maneira resumida, podemos ver o grupo de automorfismo da arvore
bindria como o produto semidireto Ay = (A X As) x Sy, usando o isomorfismo que
associa a ao automorfismo (ag,a;)oy. Contudo, vamos simplificar a notacao fazendo

uma identificagio de A com sua cépia isomorfa (As X Ay) X S5 e escreveremos

./42 = (./42 X AQ) X SQ.

Usando esta identificacdo temos o = (ay, a1 )0y, onde a agao de o em 75 é dada por:

a(yu) = oy(y)ay(u), Yy € Y, Yu € Ts.

Exemplo 2.2.3. Tome y = 1 e u = 01, entdo yu = 101. Como o = (ap, )0y, temos
a(yu) = 04(1)aq(01). Se a palavra for 01001, entdo «(01001) = 04(0)ap(1001).

Em suma, podemos repetir para «, o mesmo processo de descri¢ao visto para a,
assim «, = (a0, ay1)0, € novamente repetimos esse processo para cada oy, onde x € Y.
Sucessivos desenvolvimentos produzem o, = (au;)iey.0,. Podemos entao considerar o
conjunto Q(«) = {a,|u € T3}. Os automorfismos «,,, u € T3 sdo chamados de estados de
a. Um estado «, de « é dito ser ativo se o, # e, caso contrario, ele é denominado inativo.

Observe que cada o, de o depende de a. Temos entdo a seguinte definigao:

Definigao 2.2.6. Sejo o = (ag, oy )oy um automorfismo de Ty. O conjunto de estados

de o € definido por:

Q) = {aw | uw e T2},
ou recursivamente por:

Qa) = {a, ap, an JUQ(ap )UQ(ary).

Um elemento o, € Q(av) é chamado de estado de a. O conjunto Q(«) serd melhor abordado

mais adiante.
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Exemplo 2.2.4. Seja § = (e, €)o, onde o0 = (01). Observe que 8 = (By, £1)og, donde
Bo = e, p1 = e e 0y = 0. Temos entao que este automorfismo é considerado ativo. Além

disso, e = (e, e), e o conjunto dos estados de /3 podem ser representados por Q(5) = {/3,

Bo, BrIUQ(Bo)UQ(B1) = {8, e}

Exemplo 2.2.5. Seja v = (v, f)o, onde 0 = (01) e f = (e, €)o é o automorfismo do
Exemplo 2.2.4. Usando a propriedade da Defini¢ao 2.2.6 temos que:

Q(y) = {7, BIUQMUQ(B) = {7, B, e}.

Exemplo 2.2.6. Observe que pela descrigao de 8 = (fo, f1)os = (e,€)o, onde By = e,

b1 =e, 05 = 0. Sendo yu = 101, onde y = 1, como no Exemplo 2.2.3, temos:

Blyu) = 0a(y)By(u) = 0(1)51(01) = o(1)e(01).
Para uma palavra v = 01001, temos:

B(01001) = 64(0)5(1001) = &(0)e(1001).

Exemplo 2.2.7. Seja 9 = (7v,8)0, onde v = v, 71 = B e 05 = 0. Sendo yu = 101,

Exemplo 2.2.3, temos:

Y(yu) = 7(101) = 05(1)1:(01) = (0)5(1001).
Ja para a palavra v = 01001, temos:

~(01001) = 05(0)7(1001) = &(0)(1001).

2.3  Automatos

Os automatos sdo maquinas de estados, que a partir de uma palavra em um alfa-
beto de entrada, geram uma palavra em um alfabeto de saida. Além disso, a cada estado
percorrido uma saida é gerada, assim como definido o préximo estado. Por conta de suas

caracteristicas, os autématos sao extensivamente usados na ciéncia da computagao.

As maquinas sao utilizadas desde em sistemas complexos a casos mais simples,
como um sistema de trocos em uma maquina de vendas. Neste caso, o automato determi-
naria quais tipo de moedas sdo aceitas (alfabeto de entrada), as quantidades e possiveis
trocos (alfabeto de saida). Para que uma maquina desse tipo funcionasse, também seria
necessario se definir quais etapas subsequentes deveriam ser tomadas. Ou seja, escolher

um conjunto de estados possiveis e uma aplicacao parcial que determina a transicao de
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estados. Em outras palavras, se Joao quer comprar um refrigerante que custa 5 reais e
insere uma nota de 10 reais, quais passos a maquina deveria tomar para computar o troco?
Por 1ultimo, devemos definir a aplicagao parcial de saida, que é o resultado de cada leitura

realizado pela maquina.

Um autémato é capaz de ler uma palavra binaria finita, um caractere de cada
vez, lendo da esquerda para a direita. O dominio de um autémato consistira de palavras
binarias finitas - ndo os niimeros binarios representados por essas palavras, mas a propria
palavra. Por exemplo, a palavra 00 é uma palavra diferente da palavra 000. Comecaremos

listando de forma geral os requisitos de um autéomato deterministico de finitos estados:

e Possui um numero finito de estados.
o Um de seus estados é designado como seu estado inicial.

o Ele pode ler apenas um conjunto finito de caracteres definido, chamado alfabeto,

um de cada vez.
» Suas palavras de entrada devem ter comprimento finito.

o Dado um estado e um caractere possivel, um conjunto de instrucoes determina a

resposta (esta é a parte deterministica de seu nome).

o Ele pode ler que a palavra chegou ao fim, momento em que entra em seu estado

inicial ou para.

Os estados ajudam a determinar como o automato se comporta. A medida que
a palavra é inserida no autdémato, este é configurado em seu estado inicial (indicado em
um diagrama por linhas tracejadas), e 1& o primeiro caractere. Quando o autémato faz a
leitura de um caractere, ele responde em duas maneiras: (1) imprime um caractere binario;
e (2) entra em um novo estado. Em seguida, 1é o préximo caractere da palavra e responde
a ele. Quando o ultimo caractere é lido, o automato retorna ao seu estado inicial. Por
fim termina de imprimir a saida associada a entrada dada. Observe que o comprimento
da palavra de saida sempre é igual ao comprimento da palavra de entrada. Comecgaremos
com uma maquina de func¢ées extremamente simples, A., chamada de “automato zero.”
A regra da funcgao sera: para qualquer caractere da palavra de entrada fornecida, serd

impresso o caractere 0.

Na Figura 7 o diagrama deste automato ¢ ilustrado. O circulo rotulado z representa
o estado inicial (e tnico), e 0 1|0 no topo instrui o autdémato, para imprimir um 0 quando
16 um 1, enquanto a seta direciona o autdmato para retornar ao estado z. O 0|0 a direita
instrui o automato a imprimir um 0 quando 1é um 0, enquanto a seta direciona o autémato

novamente para retornar ao estado z.
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Por exemplo, quando aplicamos a palavra 101 em A,, movendo da esquerda para
a direita, A, 1é 1 e retorna 0, 1&é o proximo caractere 0 e retorna 0, por fim 1é 1 e retorna
0. Logo a palavra de saida é 000.

10

z D 0/0

Figura 7 — Automato zero A,

Embora A, sirva como um simples exemplo de automato, a funcao produzida nao
nos € interessante porque nao atua como uma “maquina de automorfismo”. Neste contexto,
estamos interessados em automatos que representam maquinas de automorfismo; mais
especificamente, estamos interessados nas “maquinas de automorfismo da arvore bindria

completa infinita”.

Se queremos que nossos autématos atuem como maquinas de automorfismo, suas
regras codificadas devem produzir uma fun¢ao que é uma bijecao cujo dominio é o mesmo
que sua imagem, ou seja, as palavras que sao saidas devem vir do mesmo conjunto das
palavras que sao permitidas como entrada. O autoémato zero nao produz uma bije¢ao,
portanto ndo é um automorfismo. Apds essa discussao introdutéria, podemos definir for-

malmente os automatos:

Definicao 2.3.1. Um autémato é uma séxtupla A, = (Q, X, T, f, I, qo) onde:

Q ¢ um conjunto finito de estados;

Y. € o alfabeto finito de entrada;

[’ € o alfabeto finito de saida;

frQ x X — @ € a aplicacao parcial de transicio de estados;

I: Q x ¥ — T € a aplicacao parcial de saida;

e o € o estado denominado inicial.

E importante lembrar, que no nosso caso' =X =Y.

Exemplo 2.3.1. Examinemos o automorfismo § = (e, e)o. Este fora inicialmente apre-

sentado no Exemplo 2.2.4.

f:QxY —=Q
f(B,O):BOZG,f(ﬁ,l):Blze,
f(e,0) =eg=c¢, f(e,1) =€ =e.
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A funcao [ é aplicacdo parcial de saida:

[: QXY =Y
l(ﬁao)zo—ozlal(ﬁal):alzoa
[(e,0) =€y =0,l(e,1) =e; = 1.

O automato [ é representado na Figura 8.
11
)
110
0[0

Figura 8 — Autémato 5 = (e, e)o

Exemplo 2.3.2. Seja a = («, 3). Como = (e, e)o. Logo o conjunto dos estados de «
¢ Qo) ={a, B e}.
O alfabeto de entrada ¢ Y = {0, 1}, j& o alfabeto de saida também ¢ Y. A fungéao

f, essa determina o estado seguinte dado o estado atual e a respectiva entrada:

f:OxY —=Q
fle,0) = a0 =a, fla,1) =y = B,
f(B:0) =Bo=ve, f(B,1) =P =,
Fe,0) = eo = e, fle1) = 1 —e.

A funcao [ é aplicacao parcial de saida:

[: QXY =Y
[(a,0) =09 =€y =0,l(a,1) =09 = €1 =1,
[(8,0) =00 =1,1(8,1) =01 =0,
[(e,0) =€y =0,l(e,1) = ey = 1.

O autdémato « é representado na Figura 9.

Exemplo 2.3.3. Seja 7 = (e, 7)o. Entao, 04 = 0, 19 = e, por tltimo, 7 = 7.

O alfabeto de entrada é Y = {0, 1}. De igual modo, o alfabeto de saida Y é {0,1}.
Além disso, o conjunto de estados é ) = {e,7}. Observemos agora a fungdo f, essa

determina o estado seguinte dado o estado atual e a respectiva entrada:
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11
11 0|1

oo ({2 Ce)
1j0

0l0

Figura 9 — Autéomato a = («, f3)

f:QxY —=Q
f(Tvo):Tozeaf(T,l):leT.

Por sua vez, a funcao [ é aplicagdo parcial de saida:

[:OXY =Y
[(1,0) =0(0) = 1,I(1,1) =0(1) =0

Observe que essa retorna apenas zero ou um.

Considere agora u = 101 e v = 01001. Apliquemos T a essas palavras:

7(u) = 7(101) = 0(1)7(01) = 00(0)e(1) = 011
7(v) = 7(01001) = o(0)e(1001) = 11001.

Note que ao aplicarmos 7 sobre uma palavra qualquer, obtemos um resultado
idéntico a adicionar 1 a esquerda médulo 2. Por isso, o autémato 7 também é conhecido

como a maquina de adi¢ao binaria.

Proposicao 2.3.1. Sendo 7 = (e,7)o , onde o = (01). Entio 7° # (e,e) , para todo 0

inteiro nao nulo.

Demonstracao. Podemos decompor esse problema em dois casos, a depender da paridade
do expoente. Se 6 é impar, este pode ser escrito na forma 6 =2n+ 1, comn > 0en €
IN. Desse modo, 7/ = 721 = (7 7" 1)o e claramente 79# (e, €).

De modo semelhante, para um 6 par, podemos escrever § = 2n. Entdo, 77 = 727

= (t",7"), comn > 1en € N. Para n = 1, temos que 7> = (7,7). Como 7 = (e,7) 0 #

(e,e), segue que 72 = (7,7) # (e, e). Suponha agora que para Vn € N, com 1 < n <k, a

expressao 72" = (77,7")#£ (e, e) seja valida. Sendo assim, para n = k41, temos que 72*+1)

2¢
2%

= (ThHL 7Ry = (7% 78).(7,7) = 7%.72. Segue que 72*+D) = (e €), se e somente se, T
o inverso de 72* para qualquer valor de n, com 1 < n < k. Isso ocorre quando 7% = 7
= (e,e), mas por hipétese, 72¢ = (7%,7%) # (e,e). Logo 721 £ (e e) e 72" = (77,77)

#(e,e), para Yn € IN. Esse automato é representado na Figura 10.
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00
o
1j0
11
Figura 10 — Autémato 7 = (e,7)o

Exemplo 2.3.4. Seja a = (a7,

a™1).

a?)o. Entdo a™! = (a

O alfabeto de entrada é Y = {0,1}. De igual modo, o alfabeto de saida ¢ Y =
{0,1}. O conjunto de estados de o é Q(«a) = {a"| n = —1,-2,1,2}. A funcao f que

determina a aplicacao parcial de transicao de estados é:

F:QxY =Q
fla,0) =ag = a7, fa,1) = g = &?
fla20)=a2=a,f(a®>1)=a}=a

fla0) =o' =a, fla 1) =a;' =a™?
fla20) =0’ =a"! fla ) =ay?=a"!

A funcao [ é aplicacao parcial de saida é dada por:

As aplicacoes f e | podem ser escritas de maneira sucinta pelo automato representado na

Figura 11:

1]1,0/0

—_— = /N
'\_/
@ @ 0]0,1]1 @

1

Figura 11 — Automato a = (o™}, o?)o

A partir daqui iremos omitir as aplicagoes f e [, uma vez que o automato as

descreve completamente.
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Exemplo 2.3.5. Seja a = (a, a?)o. Entao a? = (a?, o?), e:

3n 3n> a2n+1 — (a3n+17 a3n+2)0.

O alfabeto de entrada é Y = {0,1}. De igual modo, o alfabeto de saida é Y que
¢ {0,1}. O conjunto de estados de a é Q(a) = {a"| n = 1,2,3...}. Portanto, o possui

infinitos estados. A Figura 12 ilustra esse automato:

0|1 0]0 /
(@@ \10
11

0[0

Figura 12 — Autéomato o = («, o?)o
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Figura 13 — Acendedor de lampides Bartone [6]

L4 vem o acendedor de lampides da rual!
Este mesmo que vem infatigavelmente,
Parodiar o sol e associar-se a lua
Quando a sombra da noite enegrece o poente!
Um, dois, trés lampides, acende e continua
Outros mais a acender imperturbavelmente,
A medida que a noite aos poucos se acentua
E a palidez da lua apenas se pressente.
Triste ironia atroz que o senso humano irrita:
— Ele que doira a noite e ilumina a cidade,
Talvez nao tenha luz na choupana em que habita.
Tanta gente também nos outros insinua
Crengas, religides, amor, felicidade,
Como este acendedor de lampides da rua!

Jorge de Lima [12]

95
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Grupo Lamplighter

A primeira apari¢ao do grupo Lo = (@y7Zs) x Z com o nome Lamplighter (acen-
dedor de lampides) ocorreu em 1983 em um artigo de Kaimanovich e Vershik, apesar de
que o grupo ja era conhecido desde muito antes, dado que ele é uma construcao simples
de um produto semidireto. Os grupos do tipo Lamplighter se relacionam com problemas
matematicos importantes como a conjectura de Atiyah, sendo suas representacoes foco de

estudo, ver Dantas [4].

Uma das descrig¢oes do grupo Lamplighter é como um sistema dinamico consistindo
em configuracoes de uma rua bi-infinita (infinita para ambos os lados). Nessa rua ha um
numero infinito de lampadas, onde apenas um numero finito delas se encontram ligadas,

e um acendedor de lampadas (Lamplighter) que é capaz de alterar a configuragao [3].

Entretanto, o grupo Lamplighter Lo pode ser descrito de diferentes maneiras. Além
da representacao como sistema dinamico, o grupo Ls, pode ser descrito por meio da soma
direta infinita ou, como sera visto mais adiante, um grupo gerado por um autéomato de

dois estados, como mostrado por Grigorchuk e Zik [2].

Um sistema dindmico é um objeto associado a um conjunto especifico de modifi-
cagoes que podem ser performadas (dinamicamente) sobre este objeto. No caso do grupo
Lamplighter, o objeto é uma rua em linha reta bi-infinita com um poste de luz a cada
esquina de rua. Duas modificagdes sao possiveis: o acendedor de lampadas pode caminhar
qualquer distancia em ambas as dire¢oes de um ponto de partida, além disso o acendedor
de lampadas pode ligar ou desligar as lampadas dos postes. Em um dado momento o
acendedor de lampadas estd em um poste de luz em particular e um nimero finito de
lampadas esta aceso, enquanto as outras estao apagadas. Nos referimos a este momento
como configurag¢ao da rua. Dito de maneira informal, é o “estado” (nao confundir tal de-
finigdo com o estado de um autémato). A configura¢io da rua se altera com o tempo, a
medida que o acendedor de lampadas estd caminhando para um poste de luz diferente,

acendendo ou apagando uma lampada.

Na Figura 14, a rua bi-infinita serd representada por uma linha numerada, as
lampadas sao indexadas por numeros inteiros. Postes com lampadas acesas serao indica-
das por estrelas, ja as apagadas por circulos. A posicao do acendedor de lampadas sera
indicada por uma seta apontando para um inteiro. O estado corrente de uma rua sera

chamado de Lampstand.

O conjunto de todos os possiveis Lampstands sera chamado de .. Formalizaremos
agora a dinamica da mudanca de uma lampada especificando tarefas distintas que o

acendedor de lampadas pode performar em cada elemento de .Z.

1. 6: Mover a direita para proxima lampada.
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l

o * o o * o o
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 14 — Lampstand com duas lampadas acesas, o acendedor de lampadas esta na
posicao 2

2. 6~ Mover a esquerda para préxima lampada.
3. o: Mudar a configuragao atual de cada lampada (acender ou apagar).

4. I: Nao fazer nada.

Para qualquer configuracao, o acendedor de lampadas realiza apenas um ntmero
finito de ac¢oes. Essas tarefas podem ser interpretadas como fungoes 9, o, e I, cujo dominio
e alcance sao .Z. Dado um lampstand | € £, §(1) é o resultado de se realizar a primeira
tarefa sobre [, o(l) é o resultado de se realizar a terceira tarefa em [, e I(l) é o resultado

de se realizar a quarta tarefa em [.

Proposicao 3.0.1. A fungio o que muda a configuracao atual de cada limpada (acende

ou apaga) € uma fungao bijetiva.

Demonstragao. Para mostrar a sobrejetividade de o, considere que [; seja qualquer Lamps-
tand em £, além disso suponha que o acendedor de lampadas esteja em poste de luz
indexado por k. Defina [y como o Lampstand cujo acendedor de lampada esta na lampada
k e cujas lampadas estdao na mesma configuracao de [y, exceto pela lampada k. Se k esta
acesa em [y, entao estd desligada em [ly; se estd apagada em [, entao esta acesa em I[y.
Entao o(ly) = [5.

A injetividade é perceptivel ao supor que o(ly) = o(¢g) = I3, com o acendedor de
lampadas em [; ficando na lampada k. Como ¢ ndo causa o movimento do acendedor
de lampadas, o Unico efeito que ele causa em um Lampstand é a mudanca de estado da
lampada atual. Quaisquer que seja o estado da lampada k em [y, este deve ser o oposto
do estado em ambos [y e ¢y. Todos as outras configuracoes de Iy e ¢y devem ser iguais as

outras configuragoes de [i; entao, lo = co. O

Se o acendedor de lampada estd em 0 com todas as lampadas desligadas, essa

configuragao é chamada de Lampstand vazio e é denotado por e. (Figura 15)
Exemplo 3.0.1. Considere o Lampstand [, conforme a Figura 16 Iniciando com o estado

e, aplicamos uma composicao de funcoes §, 71, o, e I para se atingir [;.

Por exemplo, a composi¢ao doddod ! ou (foocododooodt) aplicada a e leva a

configuracao do Lampstand para [;. Mantendo-se a notagao padrao para fungoes, a ordem
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@) @) o @) o @) O

-3 —2 -1 0 1 2 3

Figura 15 — Lampstand vazio

o o ) ¢ o ) ¢
-3 -2 -1 0 1 2

o
O

Figura 16 — Lampstand [y

da composicao é tal que d~! é aplicado e assim por diante, lendo da esquerda para a

direita. A Figura 17 mostra detalhes da transformacao de e em [;.

:

o o o o o
-3 —2 —1 0 1 2

o o cia o o o1t

-3 -2 -1 0 2

o o * o o o6t

-3 -2 -1 0 1

o o * i o dod~t

-3 -2 -1 0 1

o o * o i o 5dcd1
-3 —2 —1 0 1 3

o o Y ) ¢ o 00000t
-3 -2 -1 1 2

o o > o ) ¢ o o dc8dod~ !
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 17 — Uma sequéncia de Lampstands até [,

Para conseguir o mesmo Lampstand l;, poderiamos aplicar uma funcao composta

diferente a e, por exemplo:

6166106167 1a.



99

Para a escolha de qualquer [ € . como entrada. Essas duas funcoes sempre terao

a mesma saida:
8008001 (1) = 0166106716 1aod(1).

Nao importa se ha duas composi¢oes de fungoes representando o mesmo Lamps-
tand, desde que as duas funcoes sao definidas como a mesma fungao enquanto os dominios
sao o mesmo e as saidas sdo iguais. Entretanto, algumas composicoes de fungoes clara-

mente possuem um ndmero menor de tarefas.

Proposicao 3.0.2. O grupo Ly (Lamplighter) é formado por elementos que representam

configuragoes particulares da rua, um elemento de £ .

Entretanto, os Lampstands podem ser identificados, bijetivamente, como o con-
junto de todas as composicoes de funcdes de o, § e 6!, aplicadas sobre o Lampstand
vazio (e). Além disso, d(e) é identificado com 4, e o(e) é identificado com o. A identidade
é definida como I(e), que poderd nesse texto ser simplificada para apenas e. A multipli-
cacao deste grupo é a operacao de composicao de fungoes, que é bem definida dado a
bijetividade das fungbes. Verificar a associatividade é recorrente. A Figura 18 representa

as diferentes composigoes.

O <—

o o o o o o
-3 —2 -1 0 1 2 3

o o o ) ¢ o o o
-3 —2 -1 0 2 3

Figura 18 — Os Lampstands d(e) (acima) e o(e) (abaixo)

Ly é um exemplo de grupo finitamente gerado, mas nao finitamente apresentado.
A ordem de o é dois, pois acender/desligar ou desligar/acender a lampada nao altera a
configuracao inicial do Lampstand. Ja 6 possui ordem infinita, uma sequéncia de movi-
mentos a direita é incapaz de conduzir a configuragao inicial de um Lampstand. Lembre-se
7] " e o, com o =66 e 0 = 67067, Além disso,

% 4
que [05 , 0% | é o comutador entre o

a ordem de qualquer conjugado 0% & dois, pois:
0% 0% = 67060708 = 800l = 60?8 = § et = 66 = e.
Definigao 3.0.1. A apresentacio de Ly é:

Ly =(0,6/0* =1, 0", 0" ] (i,j € Z)).
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Além disso, é possivel mostrar que o comutador [J‘si, o | (1,5 € 7Z) pode ser
obtido de [, 0 | (j € Z). Da relacio 0> = 1, conseguimos encontrar outras relacdes

uteis:
(092 = (0706") (00 0") = (6 lood) = (6%61) = e.
Sendo assim, podemos reescrever a apresentacao de L, na seguinte forma:
Ly=(0,0|0>=1,]0,0"](i,j € Z)).

O grupo Lamplighter Ly também pode ser representado como um par ordenado. A
primeira entrada representa a localizagao do acendedor de lampadas e a segunda entrada
se utiliza de uma construcao a partir de uma soma infinita para indicar quais lampadas
estdo acesas. Desse modo, podemos descrever de forma consistente uma configuracao

particular de um Lampstand. Os elementos de Lo podem ser representados por:
{(n@) |n€Z 7 € @icz(Zs)}

Os 7 sdo infinitas sequéncias cujas entradas sio associados valores 0 ou 1. A
partir dessa perspectiva é mais facil visualizar o Ly sendo (,Z2) X Z, como indicado

no exemplo 1.8.4.
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4 Classificacao de Automatos de dois estados
sobre o alfabeto {0,1}

Existe interesse de logicos e cientistas da computagao em grupos de autématos,
dado que eles sao importantes para a resolugao de problemas complexos. Esses, por sua
vez, demandam ricos conhecimentos matematicos e intrigam pesquisadores ao redor do
mundo. Os problemas de classificacao estdo presentes em varias areas da matematica,
podendo ser considerados dentre os principais. Se os objetos podem ser expressados como
uma combinac¢do, entdo é normal tentar classifica-los primeiro por classes e depois em

subclasses.

Um parametro que pode ser utilizado para este fim é o par (m,n), onde m é o
numero de estados de um autémato gerando um grupo e n ¢ a cardinalidade do alfabeto.
Esse parametro foi o utilizado por Grigorchuk et al. [11], para a classifica¢do de grupos
gerados por automatos de 3 estados no alfabeto de duas letras. Este capitulo se dedica
a analise de grupos gerados por autématos de um e dois estados com o alfabeto de duas

letras, ou seja, os pares (1,2) e (2,2).

Vamos analisar, inicialmente, o par (1,2), ou seja, mostraremos que para o alfabeto
binario {0,1}, o autébmato com um e apenas um estado produz o grupo trivial ou o grupo

ciclico de ordem dois.

Demonstragio. Seja a o tnico estado do automato, entdo a = (a,a) ou a = (a,a)o. Seja
w uma palavra sobre o alfabeto Y. Se a = (a, a), entao a(0w) = 0a(w) e a(lw) = la(w),
de onde temos que a é o automorfismo identidade. Seu autéomato a é representado na

Figura 19 e o grupo gerado ¢é o trivial.

om@m

Figura 19 — Autémato gerando o grupo Trivial

Por outro lado, se a = (a, a)o, entao:

a® = (a,a)o - (a,a)o = (a*, a®) (4.1)
Logo a? = (a?, a?) e pelo caso anterior um tal automorfismo ¢ o identidade. Como a nao
¢ trivial (a(0) = 1), temos que a = (a,a)o tem ordem dois e portanto (a) = Zs,. Nesse

ultimo caso o autdémato a = (a,a)o é mostrado na Figura 20.
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0|1<;<@;> 1|0

Figura 20 — Autémato gerando o grupo Ciclico de ordem dois

4.1 Resultado Principal

Vamos analisar agora os casos em que a e b sao os dois estados do autémato. Para
facilitar a compreensao do leitor, esta demonstracao se dividira em trés partes. A primeira
examinara o caso em que a e b sao inativos, a segunda parte considerara que a e b sao

ativos e a ultima que a é inativo e b é ativo.

Inicialmente suponha que a e b sejam inativos, ou seja, quando aplicados em uma
palavra nao ocasionem a permutagao 0 por 1 ou 1 por 0. Sendo assim, é possivel supor

que:

a = (ag,a;) e b= (by, by), onde
ag=aoub
ap=aoub
bp=aoub
by =aoub

Além disso, ao aplicarmos qualquer combinagao dos estados a e b em uma palavra,

percebemos que essa nao ¢ alterada:

a(0w) = Oag(w)
a(lw) = 1a; (w)
b(Ow) = Obo(w)
b(1w) = 1by (w)

Esse processo poderia continuar invariavelmente a depender do comprimento da
palavra w, sempre se recaindo em um dos casos basicos. Portanto, a é o automorfismo
identidade. Pela mesma andlise, concluimos também que b ¢ a identidade. O grupo gerado

nas condig¢oes descritas é o trivial.

Suponha agora que ambos a e b sejam ativos. Neste caso, a acao de a ou b na

palavra causa a permutacao de 1 por 0 ou 0 por 1. Sendo assim, ¢ possivel supor que:

a = (ag,a1)o e b= (by, by)o, onde
ag=aoub

ap=aoubd
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bp=aoub

by = a ou b.

Vamos mostrar que a e b nessas condi¢oes coincidem com o automorfismo 6 =
(0,0)0 (autdémato equivalente ao apresentado na Figura 20). Procederemos por indugao
sobre o comprimento de uma palavra w qualquer. Se |w| =1, w = 0 ou w = 1. Observe

o conjunto de equacoes a seguir:

a(0) = o(0) = 1 = 6(0)
a(1) = o(1) = 0 = (1)
b(0) = 0(0) = 1 = 6(0)
b(1) = o(1) = 0 = (1)

Logo a(w) = §(w) = b(w) para toda palavra w de comprimento 1. Suponha agora
que a(w) = O(w) = b(w) vale para toda palavra w de comprimento n, inteiro positivo.
Tome uma palavra v de comprimento n + 1. Entao v = w0 ou v = wl para alguma

palavra w tal que |w| = n. Se u = w0:

a(u) = a(w) = a(w)aw(0) """ O(w)aw(0) = O(w)o(0) L O(w)0y(0) = H(w0) = O(u)
b(u) = b(w0) = b(w)by(0) """ B(w)by(0) = 8(w)(0) L O(w)B,, (0) = H(w0) = O(u).

Por outro lado se ©v = wl:

eql

a(u) = a(wl) = a(w)aw(1) """ 0(w)aw(1) = O(w)o(1) L 0(w)hy (1) = O(wl) = O(u)
b(w)by (1) "2 9(w)bw(1) = O(w)o (1) L 0(w)b, (1) = O(wl) = O(u).

=N
—
<
N~—
I
=N
—
S
—_
N~—
I

Concluimos que a = 6 = b. Como 0 # e, e:
0* = (6%,6%) = e. (4.2)

Temos que a ordem de 6 é dois e o grupo gerado por a e b é o ciclico de ordem dois (Zs).

Por fim, analisaremos os casos aonde um dos estados, digamos a, é inativo e o

outro estado, digamos b, é ativo.

Com essa restricao temos que as possibilidades de a sdo: a = (a,a), a = (b,b),
a = (a,b) ou a = (b,a). E b pode assumir: b = (b,b)o, b = (a,b)o, b = (a,a)c ou

b= (ba)o.

i. Suponha inicialmente que a = (a, a). Neste caso como ja demonstrado, a corresponde

a identidade do grupo.
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e Se b= (b,b)o. Conforme ja demonstrado na Equacao (4.2), b = 0.

Os estados a = (a,a) e a* = (a?,a®) sdo equivalentes. Decorre que a é trivial

e b tem ordem dois. Podemos concluir que G = (a,b) = (b) = Zs, conforme a

1|1£@10|0 10£@>0|1

Figura 21 — Autématos gerando o grupo Ciclico de Ordem dois

Figura 21.

Se b= (a,b)o

Podemos construir o autémato para esse conjunto de estados, Q(a) = {a} e
Q(b) = {a,b}. O autémato construido é idéntico ao ilustrado na Figura 22.
Repare que esse automato é a maquina de adi¢do binaria. Como ja demons-
trado, o autémato 7 = (e, 7)o de dois estados possui um elemento de ordem
infinita, neste caso representado por b, e um elemento identidade, neste caso

representado por a.

11

01
@ (D
0[0

Figura 22 — Autoémato representativo para b = (e, b)o

Dessa forma, temos que G = (a,b) = (b) = Z, ou seja, G é o grupo ciclico

infinito.

Se b= (a,a)o

Temos que a =e e :

bb = b* = (a,a)0 - (a,a)0 = (a,a) - (a,a)0? = (a,a) - (a,a) = (a®,a?) = e.
Temos entdo que a = b? = e. Dessa forma, podemos concluir que G = (a,b) =
(b) = Zs.

Se b= (b,a)o, como a=-¢, b= (be)o

Temos que b? # e, pois:

bb = b* = (b,a)o - (b,a)o = (b,a) - (a,b)o* = (ba, ab)

ab = (a,a) - (b,a)o = (ab,a®)o

ba = (b,a)o - (a,a) = (b,a) - (a,a)o = (ba,a*)o.

Observe que a estrutura do autémato identificado na Figura 23 é bastante

semelhante a apresentada anteriormente na Figura 22 para o caso da maquina
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11
1)0
(@G
0[0
Figura 23 — Autdmato representativo para b = (b, e)o
de adigao bindria: a = (a,a) e b = (a,b)o. De fato, se trocarmos 0 por 1
no alfabeto, temos a maquina bindria: 7 = (7,¢)o. Onde a é a identidade e
b representa 7. Logo, com uma analise analoga é possivel concluir que G =
(a,b) = () = Z.
ii. a=(b,0)

Como no caso anterior, para a = (b, b), possuimos quatro possibilidades de b: b =
(a,a)o, b= (b,b)o, b= (a,b)o ou b= (b,a)o.

e Seb=(a,a)o

Temos que:
ab = (b,0) - (a,a)o = (ba,ba)o
aa = a® = (ba b) ) <b7 b) = <b27 b2)
ba = (a,a)o - (b,b) = (a,a) - (b,b)o = (ab, ab)o
bb = b = (a’ a)a ) (a’v a)a = (CL, CL) ’ (CL, a)02 = (a’a (l) ’ (CL, (l) = (a2a CL2>-
Concluimos que:

a® =b =e. (4.3)
Assim como:

ab = ba # a. (4.4)
Note na Figura 24 que a ordem dos elementos a e b sao ambas iguais a dois.

11

TR

Figura 24 — Automato b* = (a?, a?)

0[0
<~
-
e

11

E pela andlise do autémato ab = (ba, ba)o, Figura 25, temos que ab = ba.

As Equagoes 4.3 e 4.4 obtidas mostram que o grupo G gerado por esse automato
de dois estados é comutativo e possui quatro elementos (e, a, b, ab). Dessa forma,
concluimos que G = (a, b) = Zy @ Z, ou seja, G é isomorfo ao grupo de Klein.

Esse grupo fora previamente abordado no Exemplo 1.8.2.
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Figura 25 — Autémato ab = (ba, ba)o

« b=(bb)o

aa = a* = (b,b) - (b,b) = (b*,b?) = ¢

bb = b2 = (b, b)or - (b,b)o = (b,b) - (b,b)a? = (b,b) - (b,b) = (B2, 5?) = e
ab= (b,b) - (b,b)o = (b, 1%)o

ba = (b,b)o - (b,b) = (b,b) - (b, b)o = (12, )0

Através dessas expressoes concluimos que a e b tém ordem dois:

a’ =b =e. (4.5)

Além disso, o grupo G é abeliano pois:

ab = (b*,b*)o = ba. (4.6)
Observando as Equacoes 4.5 e 4.6, constatamos que G é isomorfo ao grupo de
Klein, ou seja G = (a,b) = 7 P Zs.
b= (a,b)o

Temos que:

ab = (b,b) - (a,b)o = (ba,b*)o (Eql)

ba = (a,b)o - (b,b) = (a,b) - (b,b)o = (ab, b*)o (Eq2)

bb = b? = (a,b)o - (a,b)o = (a,b) - (b,a)o? = (a,b) - (b,a) = (ab, ba)
b*a = (ab, ba) - (b,b) = (ab?, bab)

De onde:

Eql

ab = (ba,b*)o = ((ab,b*)o,b*)o (4.7)

ba = (ab,b*)o 2 ((ba, b?)o, b?)o. (4.8)

Pelas Equagoes 4.7 e 4.8 temos que: ab = ba (como indicado no autémato da
Figura 26). Portanto G é abeliano .
Observe que b%a = e, pois b*a = (b%a,b?a) devido a comutatividade (Figura

27). Logo b* = a! e o grupo gerado é ciclico. Sendo assim, G = (a, b) = (b).
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0|1

K—\
- =
0|1 @
0]0 11
110 110

Figura 26 — Automato ab = (ba, b*)o = (ab,b*)o = ba

0|0§11|1
0|0§@11|1

Figura 27 — Autémato b%a e o autdmato identidade sdo iguais

Por fim, suponha que n seja a ordem de a. Logo:

Segundo essa relagao, a ordem de b é o dobro da ordem de a. Mas por outro lado
note que a = (b, b), segundo essa rela¢do a e b possuem a mesma ordem. A partir

dessa contradi¢ao, concluimos que tanto a ordem de a quanto a de b devem ser

infinitas. Como a e b sdo nao triviais implica que G = (a,b) = (b) = Z.
e b= (b,a)o

Temos que:

ab = (b,b) - (b,a)o

= (b*,ba)o
aa = a* = (b,b) - (b,b) = (b*,1?)
ba = (b,a)o - (b,b) = (b,a) - (b,b)o = (b?, ab)o
bb = b* = (b,a)o - (b,a)o = (b,a) - (a,b)0* = (b,a) - (a,b) = (ba, ab)

b*a = (ba, ab) - (b,b) = (bab, ab?)
O automato mostrado na Figura 28 é semelhante ao apresentado na Figura 26.

De fato, as propriedades sao idénticas: comutatividade, nimero de elementos,

ordem dos elementos e ciclicidade. Como no caso anterior é possivel concluir

que G = (a,b) = (b) = Z.

iii. a = (a,b)
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110
P
\—/
1j0
11 00

o|1 o|1

Figura 28 — Autoémato ab = (b?, ba)o

Temos quatro possibilidades para b: b = (b,b)o, b = (b,a)o, b = (a,b)o, ou b =

(a,a)o.
e b=(bb)o
Temos que:

ab = (a,b) - (b,b)o = (ab,b?)c
aa = a*> = (a,b) - (a,b) = (a*,b?)

ba = (b,b)o - (a,b) = (b,0) - (b,a)o = (b*, ba)o

bb = b* = (b,b)o - (b,b)o = (b,b) - (b,b)d* = (b,b) - (b,b) = (b*,b*) = (e, €)

b
= (b,b)o - (a 1,b71) = (b,b) (b7, a7 )o = (e,ba™)o

0|O 1|0
‘Y‘
1|1£‘>00

Figura 29 — Autoémato ab = (ab, b*)o

Através de uma andlise simples da Figura 29 percebemos que ab # ba, logo
o grupo G gerado é nao abeliano. Nota-se também que a ordem de b é dois.
Agora observe que o termo ba~! é a maquina de adicao binéria e tem, portanto,
tem ordem infinita. Desse modo, o grupo GG é ndo comutativo, gerado por dois
elementos, um com ordem dois e outro de ordem infinita. Vamos mostrar que G
¢é isomorfo ao grupo Diedral infinito. Esse grupo tem a seguinte apresentacao:

Doo = <$;y | y2 = 17 Ty = y'r_l)‘

1

Podemos supor que x = ba™" seja o elemento de ordem infinita e y = b seja o

elemento de ordem dois. O que nos resta é verificar a relacio xy = y~'z.
zy =ba"'b = (e,ba " )o - (b,b)o = (e,ba™ ") - (b,b)c? = (b,ba"'D)
L =bab™! = (b,b)o - (ab~t,e)o = (b,]) - (e,ab ™ )o? = (b, bab™!)
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1)1 1)1
I~ ~—

1|0£@101

Figura 30 — Automato bab™! = (b, ba~'0)

Repare na Figura 30 que os automatos bab~! e ba='b sdo iguais e portanto,
G = (b, ba™') = D,.
b= (a,b)o

Temos que:

o ( b) = (a,b) - (b,a)o = (ab,ba)o
= (a,b)o - (a,b)o = (a,b) - (b,a)o® = (a,b) - (b,a) = (ab, ba)
ba™' = (a,b)o - (a™,07Y) = (a,b) (b7 ,a Yo = (ab™', ba™ )0
(ba™1)? = (ab™,ba 1 )o - (ab~ !, ba Yo = (ab~ 1, ba™?t) - (ba™t,abt)o? = (e, €)

Note que ab™! = (ba=1)™' = ba=! , pois ba~! tem ordem dois. Além disso, o

grupo gerado por a e b é ndo comutativo, pois ab # ba ja que a* # ab.

1|0\()/01

Figura 31 — Autémato ba™' = (ab™',ba™!)o

Além disso, percebemos que os estados ba~! = ab™! ja que ambos tem ordem
dois. O proximo candidato é o grupo Lamplighter cuja apresentagao é Lo =
(0,0|0? = 1,]o, a‘gj](j € 7)). Este grupo ja fora previamente abordado em
termos de um sistema dinamico, onde o representava a agdo de acender uma

lampada e § um movimento a direita.

Como a = (a,b) temos:
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(11)2 = 11° = 10

Como ba™! = (ab~!,ba )0 :

=00

Resumidamente, o estado a provoca um movimento a direita na palavra sem
alteracao da letra, j4 o estado b provoca movimento a direita na palavra e
uma alteracdo da letra. Ao aplicar ba~' um movimento para a letra seguinte
a esquerda, um movimento contrario (para a direita) retornando ao prefixo
de comprimento 1 e depois uma alteracdo no prefixo de comprimento 1. Os
estados a e b sdo ambos de ordem infinita e, de fato, b é a imagem de ¢ sob o
isomorfismo 6 do grupo gerado por ¢ e § para o automato grupo. Desse modo,
imaginando que a palavra seja equivalente a rua no sistema dinamico, podemos
supor a seguinte correspondéncia entre os estados do automato e os elementos
6 eode Ly

0 : 0+ ba~' ("acende'/"apaga')
6 : 0 — a (move para a direita)

Por fim, resta verificar que [o,0%'] = 1, ou seja, [ba™', (ba=")*'] = 1. Expan-

dindo o comutador na apresentagao (lembre-se que ba™!, tem ordem dois, ou
seja ba~t = (ba™1)71):

[ba=",(ba)¥] = (ba™") " ((ba=")*" )~ (ba~")(ba~")¥
a t((a7ba=ra?) ) (ba" a7 (ba)a?
(ata™)b(a  a?)b(a a7 )b(a " a?)
(a=GT)b(aU=D)b(a~0HD)p(al—D).

Aplicando-se a sequéncia de tarefas acima vamos mostrar que o comutador em
questao para qualquer valor de j é igual ao elemento identidade. Para atingir
esse fim, aplicaremos as tarefas dadas da direita para esquerda:

— @’~! (move j — 1 para a direita)

— b (move para a posicao j e acende a lampada)

— a~U*Y) (move para a posicao —1)

— b (move para a posi¢ao 0 e acende a lampada)
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— @'~ (move para a posigao j — 1)
— b (move para a posicao j e apaga a lampada)
— a~U*Y (move para a posicio —1)

— b (move para a posigao 0 e apaga a lampada, encerrando-se no lampstand

vazio)

o o o i o o o
—J -1 0 Jg—=1 J
o o o o o i o
—J -1 0 J—1 J
o o o o o ) ¢
—J -1 0 J—1 J
o o i o o o ) ¢
—J -1 0 J—1 J
o o o * o o *
—J —1 0 J—1 J
o o o * o CV\) >
—J -1 0 J—1 J
o o o * o o i
—J -1 0 J—=1 J
o o i ) ¢ o o o
—J —1 0 J—=1 J
o o o i o o o
—7 -1 0 7—1 7

Figura 32 — Interpretacao dindmica do Comutador

A Figura 32 ilustra esse processo dinamicamente. Observe que ao realizar su-
cessivamente essas tarefas partindo do Lampstand vazio, sempre retornaremos
a esse estado inicial. Essa representacao alternativa ilustra o que o grupo Lam-

plighter tem de tao interessante, que é a possibilidade de ser descrito de varias
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formas. Note ainda nessa representacao que a tem ordem infinita, pois, é o
movimento para direita na rua infinita. De maneira analoga concluimos que b
tem ordem infinita, pois é o movimento a direita com a alteracao de estado
("acende"/"apaga").

Satisfeita a igualdade |[o, 05]'] = e para um j, inteiro arbitrario, fica claro que
G = (b,ba™ ') = Ly.

b= (ba)o

Temos que:

Este caso é bastante semelhante ao anterior. Possuimos os elementos ab™! e
ba~! de ordem dois. De maneira andloga a realizada anteriormente, podemos

1

mostrar que a correspondéncia 6 : o — ba"" e 0 : 6 — a é um isomorfismo e

portanto, o grupo G = (b,ba"!') gerado é o Lamplighter.
b= (a,a)o

Temos que:

(a,0) - (a,a)o = (a®,ba)o
= (a,0) - (a,b) = (a®,?)
= (a,a)o - (a,b) = (a,a) - (b,a)o = (ab,a*)o
= (a,a)o - (a,a)0 = (a,a) - (a,a)0® = (a,a) - (a,a) = (a?,a?)
bt = (a,a)or - (=, 51) = (@, )b~ o = (b c)o
(ba™1)? = (ab™t,e)o - (ab™!,e)o = (ab™ 1,6) (e,ab™1)o? = (ab™!,ab™t)
ab™t = (a,b) - (a™t,a Yo = (a,b)(a™t,a o = (e ba=1)o
(ab™1)? = (e,ba o - (e,ba )o = (e,ba™") - (ba™!,e)0? = (ba™ ', ba™')

A analise conjunta dos termos ab, a?, b?, ba e do respectivo autéomato represen-
tado na Figura 33 leva a importantes consideragoes. O grupo gerado por a e b
nao é comutativo. Além disso, ao observarmos a Figura 34, notamos que as re-

lagoes ba™! = (ab™!,e)o e (ba™')? = (ab~',ab™!) implicam que a ordem de ba~*
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Figura 33 — Automato ba = (ab, a?)
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Figura 34 — Autoémato (ba™)? = (ab™!, ab™?)
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Figura 35 — Automato a® = (a?, b?)

¢ infinita. Tem-se que pelas relagdes a® = (a?,b?) e b* = (

a e b possuem a mesma ordem.

)

Além disso, a? = b? = e, ou seja, a e b possuem ordem dois. Podemos aplicar

esses automatos em um conjunto de palavras para visualizar mais facilmente

essa relagao.

0)* =0
(D)™ =1
(00)* = 00*" = 00
(01)** = 01%* = 01
(10)** = 10" = 10
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Repare também que se x = ba™! e y = a, a relacio zy = yxr ' é vilida,
pois ba"'a = b e aab™ = a?b! = b~!, como b tem ordem dois, b = b~! e

ba~'a = aab~!. Sendo assim, podemos dizer que este grupo é isomorfo a Dq.

iv. a = (b,a)

Temos também quatro possibilidades para b: b = (b,b)o, b = (b,a)o, b = (a,b)o,
ou b = (a,a)o. Esses casos se assemelham aos realizados para a = (a, b), ocorrendo
apenas a troca 0 por 1. Os grupos gerados sao os mesmos, ja que as propriedades

béasicas se mantém.

e b=(bb)o

Temos que:

ab= (b,a) - (b,b)o = (b*, ab)o
aa=a? = (b,) - (b,a) = (¥,a?)
ba = (b,b)o - (b,a) = (b,b) - (a,b)o = (ba, b*)o

bb = b2 = (b,b)r - (b, b)o = (b,D) - (b,b)a% = (b,b) - (b,b) = (B, 12) = (e, )
ba=t = (b,b)o - (b7, a™t) = (b,b)(a™, 07 o = (ba™!,e)o

1|0 0|1
‘Y‘
0|0£‘111

Figura 36 — Automato ab = (b?, ab)o

Note a semelhanga da Figura 36 (ab = (ab,b?)o) com a Figura 29 (ab =
(b%,ab)o). De fato, ha apenas a inversdo de 0 por 1 nos autématos. O mesmo

padrao se repete nas Figuras 30 e 37. Como naquele caso demonstrado, ¢ possi-

1

vel fazer x = ba™" e y = b e mostrar que as propriedades do grupo Diedral sao
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satisfeitas. Os automatos bab™! e ba~'b também sdo iguais e portanto, G = (b,
ba™') = D.

0|1§@110

Figura 37 — Automato bab™' = (ba='b, b)

e b=(a,b)o

Temos que:

= (b,a) - (a,b)o = (ba,ab)c

= (b,a) - (b,a) = (b*,a?)

(a,b)o - (b,a) = (a,b) - (a,b)o = (a*,b*)0

a,b)o - (a,b)o = (a,b) - (b,a)c* = (a,b) - (b,a) = (ab, ba)
ba=! = (a,b)o - (b7 ,a™) = (a,b)(a 1, b7 o = (e,e)0

(ba™1)? = (e,e)o - (e,e)a = (e,e) - (e,e)0? = (e, e)

a,b)o -

ba =
= (

Ao analisar essas equagoes percebemos que b possui ordem infinita, além disso
a ordem de ba~! é dois. Situacdo idéntica a observada anteriormente para
a = (a,b) e b = (a,b)o. Fazendo a correspondéncia 6 : ¢ — ba~' e 0 : § — b,
57 ]

é possivel mostrar que é satisfeita a igualdade [o,0%] = e para um j, inteiro

arbitrdrio. Logo G = (b,ba™') = L,. Ou seja o grupo gerado é o Lamplighter.
e b= (ba)o

Temos que:

,a)o - (bya) = (b,a) - (a,b)o = (ba, ab)o
b> = (b,a)o - (b,a)o = (b,a) - (a,b)0® = (b,a) - (a,b) = (ba, ab)
ba™' = (b,a)o - (b7, a™t) = (b,a) - (a™ ;07 o = (ba™ ', ab)o
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Possuimos elementos ab™! e ba~! de ordem dois. J4 os elementos a e b possuem
ordem infinita. Além disso, a correspondéncia 6 : o + ba"t e 0 : J — a é um

isomorfismo. Portanto, o grupo G = (b,ba™!) gerado é o Lamplighter.

b= (a,a)o
Temos que:
ab = (b,a) - (a,a)0 = (ba,a?)o
a* = (b,a) - (b,a) = (V*,a*)
(

a,a)o - (b,a) = (a,a) - (a,b)o = (a?, ab)o

= (a,a)o - (a,a)0 = (a,a) - (a,a)0® = (a,a) - (a,a) = (a*,a*)

ba=! = (a,a)o - (b1, a7) = (a,a)(a b7 o = (e,ab Yo

(ba™1)? = (ab~t,e)o - (e,ab ™ )o = (e,ab™!) - (ab~!,e)0? = (ab~ !, ab™!)
ab™t = (b,a) - (at,a Yo = (b,a)(a™,a o = (ba™',e)o

(ab™1)2 = (bat,e)o - (ba™t,e)o = (ba™t,e) - (e,ba"1)o? = (ba™t,ba 1)

b~
ab~

Caso idéntico ao mostrado para a = (a,b) e b = (a,a)o. Os estados ba™! = ab™*
posstiem ordem infinita. J4 a e b possuem ordem igual a dois. Se x = ba ™!

—1 ¢ valida, pois ba™'a = b e aab™' = a?b~! = b7 1,

y = a, a relagdo ry = yx
como b tem ordem dois, b = b~! e ba~la = aab™!. Sendo assim, o grupo gerado

éo Dy

[

Neste capitulo foram apresentados os grupos gerados por autématos de até dois

estados no alfabeto de duas letras. E interessante notar que vérias possibilidades de com-

binagoes de dois estados sao possiveis, entretanto essas combinagoes de estados conduzem

a um numero limitado de grupos gerados.
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5 Aplicacoes para o Ensino

A tecnologia computacional vem evoluindo em passos rapidos. Um celular moderno
tem mais poder de processamento do que um avancado computador da década de 60.
Tarefas que antigamente eram exclusivamente manuais sao automatizadas com o uso de
maquinas. H4 uma demanda crescente por profissionais com habilidades computacionais

no mercado de trabalho.

Nessa sociedade cada vez mais tecnoldgica, o ensino de algoritmos, automatos e
linguagem maquinas se torna cada vez mais essencial. Seja para aprender uma profissao
ou para resolver problemas do cotidiano. J& nao é mais raro escolas modelo ensinarem
em tenras idades principios basicos de programagcao. Entretanto, o ensino desses, para ser

bem sucedido, deve ser associado a fundamentos da matemaética.

Este capitulo propoe uma abordagem para o ensino de automatos e méaquinas
de leitura. Esse enfoque é baseado em conceitos discutidos anteriormente. O objetivo é

fornecer ao aluno, do ensino fundamental, um contato com a linguagem de maquina.

O conteudo abordado destina-se a alunos a partir do 4° ano do Ensino Fundamen-
tal, apds terem consolidado conceitos como: multiplos, divisores de um ntimero, divisao
euclidiana e resto. Além disso, os conceitos abordados neste capitulo podem ser utilizados

para apresentar a linguagem de maquina a alunos que nunca tiveram contato.

5.1 Linguagem de Maquina

A linguagem de méquina (c6digo de maquina) é uma linguagem estritamente nu-
mérica projetada para ser executada o mais rapido possivel. Pode ser considerada como
a representacao de nivel mais baixo de um programa de computador compilado. E uma

linguagem de programacao primitiva dependente de hardware.

5.2 Base decimal e base binaria

O sistema numeral decimal é o sistema padrao para denotar nimeros inteiros e
nao inteiros. E formado pelos algarismos 0,1,2,3,4,5,6,7,8 e 9. Além disso, é um sistema

posicional, ou seja, a posi¢ao do algarismo no nimero muda o seu valor.

O sistema de numeracao binario também é posicional. Emprega o nimero dois
como base e portanto, exige apenas dois simbolos diferentes para seus digitos: 0 e 1. Nesse

sentido, difere do sistema decimal que usa 10 simbolos diferentes.
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A importancia do sistema binario para a tecnologia da computagao deriva princi-
palmente de seu aspecto compacto e confiavel. Os digitos 0 e 1 podem ser representados
em dispositivos eletromecénicos com dois estados: “acesso/apagado”, “aberto/fechado”

ou “vé/nao va”.

Detalharemos agora os algoritmos de conversao de decimal para binario, assim
como binario para decimal. Os exemplos, assim como parte do texto, foram extraidos do

livro de calculo numérico: aspectos teéricos e computacionais [10].

5.2.1 Decomposicdao de um ndmero em um sistema de bases

Os niimeros empregados no calculo computacional podem ser de dois tipos: base
decimal e sistemas de “ponto flutuante” (por exemplo, o niimero 3,56 no sistema de ponto
flutuante fica: 0.356 x 1071). Os computadores atuais representam os nimeros interna-
mente no formato bindrio, como uma sequéncia de zeros e uns. Apesar dessa representacao
ser conveniente para as maquinas é antinatural para os seres humanos. Atualmente, é pre-
ferido o uso do sistema de numeragao decimal. Ressalta-se que no passado o nosso sistema

de numeragao ja foi na base 12 e também na base 60.

Em geral qualquer ntimero pode ser decomposto numa soma dos digitos que o

constitui vezes poténcias da sua base.

Definicao 5.2.1 (Teorema Fundamental da Numeragao). O valor decimal de um deter-
minado numero em outro sistema de numeracdo pode ser expresso por meio da sequinte

formula:

N = Z?:fd(gbi X Ui)
onde:

e ¢ € a base do sistema de numeragao.
e i € a posicao do digito em relacao a virgula.
e d é o numero de digitos a direita da virgula.

e n € o numero de digitos a esquerda da virqula -1.

o € cada um dos digitos que compoe o numero.

Para o caso binario temos:

N=uayx2°+a; x2'4+ay x 2%...a, x 2"
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Veremos inicialmente a conversao de niimeros inteiros. Considere os niimeros (347)1

e (10111),. Estes nimeros podem ser assim escritos:
(347)10 =3 x 102 + 4 x 10" + 7 x 10°
(10111)s =1 x 2 +0x 22 + 1 x 22+ 1 x 2" +1 x 20,

Considere agora um numero fracionario qualquer, tal como (10, 1),. Este pode ser

escrito da seguinte forma:

(10,1) =1x 2" 4+ 0x 20 41 x 271,

5.3 Conversao de Binario para Decimal

Podemos realizar a conversao de binario para decimal facilmente. Por exemplo,

vamos encontrar o correspondente do nimero bindrio (10111), na base decimal ().
(10111); =1 x 204+ 0x 22+ 1 x 22 +1 x 21 +1 x 20
Colocando agora o nimero dois em evidéncia temos:
(10111)g =2x (1+2x (14+2x (0+2x1)))+1=(23)10

Agora considere o nimero (110,11),. Vamos encontrar o correspondente desse

nimero na base decimal (x)i.
(110,11); = 1 x 22+ 1x 2! +0x 20+ 1 x 2-1 + 1 x 2-2 = 6,75 = (6, 75)10

Um namero inteiro em decimal pode sempre ser representado exatamente por um
inteiro binario. Entretanto, essa afirmagao nao ¢ valida para todos os nimeros fracionarios
em decimal. Nuimeros fracionarios decimais, tais como 0,1, nao possuem representacao

finita em bindrio.

5.4 Conversao de Decimal para Binario

Por outro lado, para convertermos um ntimero escrito na base decimal para bina-
rio devemos aplicar um método (divisoes sucessivas) para a parte inteira e um método

(multiplicagOes sucessivas) para a parte fraciondria, se houver.

5.4.1 Método das divisoes sucessivas

Converteremos o nuimero inteiro 23 na base decimal para a base binaria usando
o método das divisoes sucessivas. Ou seja, queremos encontrar um numero x escrito em

divisbes sucessivas
10 — (z)

binario tal que: (23) 2.

Como a Figura 38 ilustra, (z)2 = (10111)3 ¢ o resultado da conversao. Aplicamos

ao numero decimal que desejamos converter, sucessivas divisoes por dois. Devemos seguir
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232
1 112
1 5 |2
1 2 12
0 1
Leitura

Figura 38 — Conversao 23 decimal em binario: (23)19 = (10111)

as divisoes até que o quociente seja menor que a base. O nimero binario convertido é
constituido pelos sucessivos restos dessas divisoes. Além disso, a leitura é feita no sentido

indicado pela seta.
Faremos agora um exemplo um pouco mais complexo:

Usando novamente o método de divisdes sucessivas, converteremos o ntmero 347

escrito na base decimal para a base binaria. Em outras palavras, queremos encontrar x

divisdes sucessivas
10 — (z)

(escrito apenas com zeros e uns) tal que: (347) 9.

Figura 39 — Conversao 347 decimal em bindrio: (347);0 = (101011011),

Apos realizar os passos desse procedimento, percebemos que (), = (101011011)

¢ o resultado da conversao (Figura 39) .
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5.4.2 Método das multiplicacdes sucessivas

Tomemos numeros fracionarios escritos na base decimal e fagamos a conversao
para a base binaria. Para isso, devemos utilizar o método das multiplicagoes sucessivas.
Esse método sera demonstrado a seguir:

.. .. multiplicagdes sucessivas
Inicialmente, converteremos 0, 125 para binério, (0, 125); — (x)2.

0,125 0,250 0,50
X 2 X 2 X 2

0,250 0,50 1,00

| | L,
>

Leitura

Figura 40 — Conversao de (0, 125);9 para a base binéria: (0,125)19 = (0,001),

A partir da Figura 40, notamos que para realizar essa conversao devemos multipli-

car sucessivamente o numero fracionario até obtermos 1. O ntimero binario sera formado

a partir das partes inteiras das multiplicagoes sucessivas. O sentido da leitura também é

indicado na Figura 40, que é da esquerda para a direita. Logo (x)s = (0,001),.
Desejamos converter o numero 0,1875, escrito em base decimal, para a base binaria.

multiplicagbes sucessivas
S

Ou seja, queremos encontrar = (escrito apenas com zeros e uns) tal que: (0, 1875)1¢

(x)2 . O procedimento ¢é idéntico (representado na Figura 41).

0,1875 0,3750 0,750 0,5
X Vx §/x 2/'>< 2
0,375 0,75 1,50 1,00

| | | L,
Leitura

Figura 41 — Conversao (0, 1875);9 para a base bindria: (0, 1875)19 = (0,0011)s.

Ressalta-se novamente que alguns nimeros como o 0,1 ndo tem representacao
finita na base bindaria, em outras palavras, o método das multiplicagbes sucessivas, tal

procedimento como apresentado, nao para.

5.5 Operacao de Adicao em Binario

Uma pergunta pertinente é sobre como realizar operacoes béasicas em binario. Nesta

secao, analisaremos a operacao mais basica, a adigao.
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A adicao entre dois niimeros bindrios possui as seguintes propriedades:

0+0=0
0+1=1
1+0=1

1+ 1=0evail (soma-se 1 ao digito imediatamente & esquerda).

Exemplo 5.5.1. Considere os ntimeros (1100)y (12 em decimal) e (111)y (7 em decimal).

Podemos soma-los como exemplificado na Figura 42:

1

1 1 0 0
+ 11 1
1 0011

Figura 42 — Adi¢ao de 1100 a 111

E de fato 12 + 7 = 19 = (10011)s.

Exemplo 5.5.2. Considere agora os nimeros (1100)y (12 em decimal) e (1111) (15 em

decimal). Podemos soma-los como exemplificado na Figura 43:

11

1 1 0 0
+ 1 1 1 1
11 011

Figura 43 — Adicao de 1100 a 1111

E de fato 12 4+ 15 = 27 = (11011),.

Na soma de 0 com 1 o total é 1. Quando se soma 1 com 1, o resultado é 2, mas
como 2 em bindrio é 10, o resultado é 0 (zero) e passa-se o outro 1 para a "frente', ou

seja, para ser somado com o proximo elemento.

A adigao entre dois nimeros binarios também pode ser compreendida em termos
de automatos. Esses estao ligados aos mecanismos das calculadoras basicas, que ao longo

da historia evoluiram e deram origem aos primeiros computadores.

Exemplo 5.5.3. A maquina de adi¢ao abordada no Capitulo 2 é o autémato que adiciona
um pela esquerda a um nimero binario. Podemos utiliza-lo, para realizar adigoes em

palavras de um mesmo comprimento.
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Suponha que queremos somar um (pela direita) aos ntimeros: (00)s (0 em decimal),
(01)2 (1 em decimal), (10)5 (2 em decimal) e (11)5 (3 em decimal). Para usarmos a maquina
para realizar essa adicdo, basta lermos essas palavras binarias na ordem inversa, conforme

indica a Figura 44:

10101

Figura 44 — Sentido de leitura da palavra binaria neste processo de adicao

E entao podemos computar os niimeros em bindrio no autémato da Figura 45:

7(00) =1e(0) =10 0+ 1=1
7(10) =07(0) =01 14 1=
7(01) =1le(l) =11 2+1=3

1)1

Figura 45 — Autémato 7 = (e,7)o

Em outras palavras, se queremos somar 1 a um nimero qualquer tal como (10),,

devemos ler na maquina (01)s que resulta em (11)y = (3)19. E de fato, 2 + 1 = 3.

Podemos repetir esse processo n vezes, para obter a adi¢ao por dois, trés e assim
por diante, desde que a adi¢ao preserve o comprimento da palavra, ou o nimero de digitos

do numero binério.

5.6 Maquina de Leitura

Um autémato finito deterministico pode ser interpretado como uma maquina de
leitura que possui os requisitos que serao apresentados a seguir. Este automato, como
vimos anteriormente, é capaz de ler uma palavra binaria finita, um caractere de cada
vez, lendo da esquerda para a direita. Lembre-se que o dominio de um autéomato consiste
de palavras binarias finitas e nao os niimeros binarios representados por essas palavras.
Comecaremos listando de forma geral os requisitos de um automato deterministico de

finitos estados (de leitura):
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e Possui um ntmero finito de estados.
o Um de seus estados é designado como seu estado inicial.

o Ele pode ler apenas um conjunto finito de caracteres definido, chamado alfabeto,

um de cada vez.
« Suas palavras de entrada devem ter comprimento finito.

o Dado um estado e um caractere possivel, um conjunto de instruc¢oes determina a

resposta (esta é a parte deterministica de seu nome).
« Ele pode ler que a palavra chegou ao fim, momento em que para.

o Alguns estados sao chamados estados finais.

Apos essa breve introducdo, estamos prontos para introduzir formalmente a de-
finicao de um autoémato finito deterministico, ou simplesmente, automato de leitura. O
ponto principal desse tipo de automato é saber se, apdés a palavra a ser lida, a parada
acontece em um estado final. Nesse caso, dizemos que o automato reconhece a palavra.
O conjunto de todas as palavras reconhecidas por um autémato é chamado de linguagem

desta maquina.

Definicao 5.6.1. Um automato automato finito deterministico é dado por A, = (Q, Y,
1, qo, F) onde:

Q ¢ um conjunto de estados;

Y € o alfabeto de entrada;

frQxY — Q ¢ a aplicacdo parcial de transicio de estados;

qo € o estado denominado inicial.

F é o conjunto de estados finais.

E importante destacar que esse autdémato é diferente do autémato de Mealy apre-
sentado anteriormente. O automato de Mealy 1é uma palavra e devolve outra palavra de
saida, enquanto a maquina de leitura, 16 uma palavra e determina apenas se ela é aceita

ou nao.

Os estados inicial e final podem ser representados como na Figura 46:

Exemplo 5.6.1. O automato apresentado na Figura 47, reconhece os nimeros que deixam
resto 1 na divisao por 2, ou seja, os nimeros impares. Note que os estados inicial e final

desse automato sao diferentes.
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Inicio‘

Figura 46 — Autémato estados inicial /final

0 1

1
Inicio @
0

Figura 47 — Automato que reconhece niimeros impares

Exemplo 5.6.2. O autdémato apresentado na Figura 48, é um caso em que os estados

inicial e final de um autéomato coincidem. Este automato reconhece os niimeros pares.

0 1

Inicio

0

Figura 48 — Autémato que reconhece niimeros pares

Um exemplo de méquina de leitura é o automato que reconhece um ntimero de-
cimal e indica seu resto pela divisao por um ntmero natural. No Capitulo 2 exploramos

inicialmente essa ideia, que sera agora aprofundada com vistas a aplicar ao ensino.

Considere a Figura 49, a maquina de leitura reconhece ntimeros multiplos de 3.
Note que quando a maquina para em ¢y entao o nimero lido deixa resto 0 na divisao por
3.

Tome um nimero natural qualquer como o 27. Por exemplo, vamos agora deter-
minar o resto de sua divisao por trés. Note que: (27);p = (11011)5. A leitura sera feita
da esquerda para a direita. O algarismo 1 ao ser lido conduz a ¢;. Em seguida, ao ler o
algarismo 1 somos conduzidos ao estado go. A méquina ao ler o algarismo 0 leva ao estado
go novamente. Ao ler o préximo algarismo 1 somos levados ao estado ¢;. E por fim com o
algarismo 0 retornamos a ¢g. Em resumo temos: ¢q ERIN a1 SN qo SN qo ERIN q SN qo-
Apos essas etapas a leitura é encerrada. Concluimos que o niimero 27 é reconhecido pelo
automato da Figura 49 e portanto, o resto da divisao de 27 por 3 é 0. E de fato: 27/3 =
9.

0 1

Inicio

Figura 49 — Automato que determina se um ntmero binario é multiplo de 3
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De forma semelhante, quando a leitura é finalizada em ¢;, embora o niimero nao
seja reconhecido pelo autémato podemos obter a informacao de que o niimero lido deixa
resto 1, quando a maquina para em ¢, ao fim da leitura o resto é 2. Tome o ntmero
natural 347. Vamos agora determinar o resto de sua divisdo por trés. Como mostrado
anteriormente, (347);0 = (101011011),. Iniciaremos a leitura a partir da esquerda para a
direita. O algarismo 1 ao ser lido conduz a ¢;. Em seguida, ao ler o algarismo 0 (em ¢;)
somos conduzidos ao estado g. A maquina ao ler o algarismo 1 leva ao estado ¢o. Ao ler o
proximo algarismo 0 somos levados ao estado ¢;. E assim por diante. Em resumo temos:
qo SLIN a1 2, G2 SLIN G2 2, ol SN qo ELIN o SN G2 ELIN ¢ SN q2. Apds essas etapas a
leitura é encerrada. Concluimos que o resto da divisao de 347 por 3 é 2. E de fato: 347/3
= 115x3+42.

Considere agora a méaquina de leitura que reconhece os miltiplos de 5. Esta é
mais complexa que a maquina de divisao por trés, porque possui uma maior quantidade
de restos possiveis. Os diferentes estados ¢i,¢2,q3 € g4, indicam os possiveis restos de
um numero natural lido pela maquina, estes sdo: 1,2,3,4 sucessivamente. Considere o
nimero (23);p = (10111),. O primeiro algarismo da esquerda para a direita é 1. Desse
modo, partindo do estado inicial atingimos o estado ¢;. Ao aplicarmos em sequéncia 0s
algarismos 0,1,1 e 1 somos conduzidos ao estado ¢3. Logo o resto da divisao de 23 por

cinco é trés.

Figura 50 — Automato que determina se um numero na base decimal é multiplo de 5

Tome novamente o nimero (347);p = (101011011),. Ao ler esse niimero usando o
R : 1 0 1 0 1 1 0 1
automato da Figura 50 obtemos: ¢ — ¢4 — ¢ — qo — o — 1 — @3 —> q1 —
q3 ELIN q2- Logo o resto da divisao de 347 por 5 é dois.

Por dltimo, utilizemos o nimero (360);p = (101101000)s. Ao ler esse nimero
usando este automato obtemos: g BN 1 BN G2 BN qo LN ¢ BN G2 RN qo BN
qo SN qo SN qo- Logo o resto da divisao de 360 por 5 é zero.

5.7 Comentarios finais

Nesse capitulo foram apresentados conteidos que ajudam a exercitar e consolidar

os conceitos de multiplos, divisores de um numero, divisao euclidiana e resto no ensino
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fundamental. Entre esses conceitos, abordamos a linguagem de méaquinas, conversoes bi-
nario para decimal, decimal para binario, a operagao binaria de adicdo e méaquinas de

leitura simples.

Os conceitos discutidos permitem o aluno se familiarizar com a linguagem de méa-
quina. Essa abordagem pode ser utilizada como um primeiro contato do aluno com a
linguagem computacional, esta é parte do alicerce conceitual utilizado para o desenvol-
vimento de varias tecnologias. Apesar disso, é importante destacar que existem outras

metodologias e abordagens que podem ser utilizadas para esse primeiro contato.

Os recentes avangos cientificos declaram a obsolescéncia de certas atividades e
profissoes. Em um mundo cada vez mais tecnoldgico e globalizado, a demanda por habili-
dades relacionadas a automatizacao e a programagao sao crescentes. O uso de algoritmos
e maquinas de estado, em particular automatos, permite que o desenvolvimento de com-
peténcias essenciais a solucao de diversos problemas. Ou seja, o aprendizado de linguagem
de maquinas se inclui no rol de conhecimentos uteis a socializacao do individuo. Nesse
sentido, a escola, desde a educacao basica a superior, necessita se adaptar a essas novas

tendéncias.






[10]

[11]
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