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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos alguns problemas geométricos propostos em Sangaku,
como o problema dos circulos gémeos de Arquimedes e o problema de Nait6. Utilizamos

a geometria inversiva como técnica para resolver os problemas Sangaku selecionados

nesta dissertacao.

Palavras-chave: Geometria, Geometria Inversiva, Sangaku
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ABSTRACT

In this work we present some geometric problems proposed in Sangaku, such as the
problem of Archimedes’ twin circles and the Naito problem. We use inversive geometry

as a technique to solve the selected Sangaku problems in this dissertation.

Keywords: Geometry, Inversive Geometry, Sangaku
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INTRODUCAO

No Japdo, durante o periodo Edo (1603-1867), matematicos profissionais e cidaddos
comuns elaboravam problemas geométricos em tabuas de madeira. Essas criacoes
ficaram conhecidas como Sangaku, que significa, literalmente, Matematica na tabua.
Os Sangaku eram consideradas ao mesmo tempo obras de arte, oferendas religiosas e
um registro do que se poderia chamar de matematica popular. Essas tdbuas de madeira
foram produzidas dentro da tradicio Wasan, um periodo de pratica matematica em que

o Japdo estava relativamente isolado do resto do mundo.

Geralmente, os problemas matemadticos Sangaku vinham acompanhados de uma
solucdo e ficavam expostos com destaque na entrada de santudrios xintoistas e templos
budistas. Atualmente, a cole¢do inteira de problemas contidos nessas tabuas é conhecida
como Geometria do Templo ou Matemadtica sagrada (Wasan). Alguns desses problemas
sdo elementares, mas hd aqueles que exigem conhecimentos de ferramentas mais

avancadas como calculo diferencial e integral e transformacoes afins.

Nesta dissertacdo de mestrado, utilizaremos a geometria inversiva como técnica de
resolucdo de alguns problemas propostos em Sangaku, os quais eram considerados
como problemas dificeis na Geometria Wasan. Descoberta em 1824 por Jacob Steiner
(1796 — 1863), a geometria inversiva consiste de tomar uma circunferéncia como
sendo o eixo de uma reflexdo, ao invés de uma reta euclidiana. Esta dissertacao esta
organizada de modo que os trés primeiros capitulos sdo dedicados ao embasamento
geométrico necessario para a compreensao da resolucdo dos problemas apresentados

no ultimo capitulo.

No Capitulo 1, sdo apresentados alguns conceitos e resultados bdsicos da geome-
tria triangular, como congruéncia e semelhanca de tridngulos. Teorema de Tales e

propriedades da drea de um tridngulo.

No Capitulo 2, sdo apresentados alguns conceitos da geometria da circunferéncia,
com especial destaque para o teorema do angulo inscrito, poténcia de ponto e eixo

radical.
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No Capitulo 3, sdo apresentados alguns conceitos e propriedades da geometria

inversiva, como a razdo cruzada.

No Capitulo 4, é apresentada uma lista de problemas geométricos Sangaku, bem

como sua resolucdo por meio da geometria inversiva.

Finalmente, no Capitulo 5, preparamos algumas atividades que podem ser realizadas

na sala de aula com a ajuda do software Geogebra.



RESULTADOS PRELIMINARES

Este capitulo € reservado a abordagem de alguns resultados elementares da geometria
triangular, os quais serdo de suma importancia para o desenvolvimento do tema central

deste trabalho. Tomamos as referéncias [7], [11] e [10] como bésicas para este capitulo.

1.1 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Grosso modo, dizemos que que dois tridngulos sdo congruentes se for possivel
mover um deles, sem deformd-lo, de modo que coincida com o outro. Mover sem
deformar significa, geometricamente, aplicar uma rotagéo, reflexdo, translacdo ou uma
composic¢do entre elas sobre um tridngulo. Na Figura 1, o tridngulo A A’B’C’ pode ser

obtido aplicando-se uma translacdo seguida de uma rotacdo ao tridngulo AABC.

Figura 1: TriAngulos congruentes AABC e AA’B'C’.

Matematicamente, temos a seguinte definicdo para congruéncia de tridngulos.

Definicdo 1.1. Dados dois tridngulos AABC e AA’B'C' e uma correspondéncia
biunivoca ABC ++ A’B'C’ entre seus vértices, dizemos que os tridngulos AABC e

AA'B'C’ sdo congruentes, e denotamos por AABC = AA'B'C/, se a correspondén-
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cia ABC <+ A’B'C’' for uma congruéncia, isto é, AB ¥ A’B/,BC ¥ B/C/,AC ¥
A'C',/ABC =~ /A'B'C',/BAC =~ /B'A'C'e /ACB = /A'C'B'.

Para verificar a congruéncia entre dois triangulos ndo € necessario, no entanto, verifi-
car a congruéncia entre os trés respectivos segmentos e os trés respectivos angulos. Na
axiomadtica da geometria de Birkoff, por exemplo, toma-se como Axioma de congruéncia

o caso lado-angulo-lado de congruéncia de triangulos, que serd denotado no texto como
LAL.

Axioma 1. (Caso LAL de congruéncia) Se dois lados de um tridngulo e o dngulo
compreendido entre eles forem respectivamente congruentes a dois lados de outro tridngulo

e ao angulo compreendido entre esses dois lados, os tridngulos sdo congruentes.

Na Figura 2 estdo destacados os respectivos lados congruentes e os respectivos
angulos congruentes dos tridngulos AABC e AA’B'C’, como a seguir:
/CAB= /C'A’B
AC~ AT M AABC = AA'BIC.
AB = A’B

Figura 2: Caso de congruéncia LAL.

Os dois préximos casos de congruéncia, angulo-lado-angulo e lado-lado-lado, que
denotamos por ALA e LLL, respectivamente, podem ser obtidos a partir do Axioma 1.

As provas podem ser consultadas na referéncia [6].

(Caso ALA de congruéncia) Se o lado de um tridngulo e os dois dngulos internos
adjacentes a este lado forem respectivamente congruentes ao lado de outro tridngulo e aos

dois dngulos internos adjacentes a este lado, os tridngulos sdo congruentes.

Na Figura 3 estdo destacados os respectivos lados congruentes e os respectivos

angulos adjacentes congruentes dos tridngulos AABC e AA’B'C’, como a seguir:
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/ACB = [A'C'B

JABC =~ /A C'B § A4 AABC = AA'BIC.
BC = B/C!
A’
A
CI
B B!'

Figura 3: Caso de congruéncia ALA.

(Caso LLL de congruéncia) Se os trés lados de um triangulo sdo respectivamente

congruentes aos trés lados de um outro tridngulo, entdo os dois tridngulos sGo congruentes.

Na Figura 4 estdo destacados os respectivos lados congruentes dos tridngulos A ABC

e AA'B'C’, como a seguir:

AB = A'B’
BC~BC SEL AABCx AABC.
AC = A'C!
:41
A C/
s

Figura 4: Caso de congruéncia LLL.

Proposicao 1.2. As diagonais de um retdngulo sdo congruentes e se intersectam no ponto

meédio.

Demonstragdo. Seja ABCD um retangulo qualquer. Temos que AB =~ DC, /ABC ¥
/DCB e BC = CB. Pelo caso LAL de congruéncia, os tridAngulos AABC e ADCB séo
congruentes, donde temos que as diagonais AC e DB sdo congruentes. Agora, seja M o

ponto de interseccéio entre as diagonais AC e BD, , que existe pelo Teorema da Barra
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Transversal, como estd ilustrado na Figura 5. Como AB || CD entdo /CDB ¥ /DBA e
/ACD = /CAB, ja que sdo pares de angulos alternos internos. Com isso, temos que 0s
triangulos AAMB e ACMD séo congruentes, pelo caso ALA de congruéncia, donde
AM = MC e BM = MD. Portanto, as diagonais AC e DB cortam-se em seu ponto

médio. O

Figura 5: O ponto M ¢ a interseccio entre as diagonais AC e BD.

Definicdo 1.3. Uma mediana de um tridngulo é um segmento de reta unindo um
vértice do tridangulo ao ponto médio do lado oposto. Uma altura relativa a um vértice
de um tridngulo € o segmento que une o vértice ao pé da perpendicular baixada do

vértice sobre o lado oposto ao vértice.

Em um tridngulo temos exatamente trés medianas e trés alturas. Neste trabalho,
os termos mediana e medida da mediana serdo tomadas indistintamente, assim como

altura e medida da altura.

Definicdo 1.4. Dado um angulo ZAOB, a bissetriz (interna) do angulo /AOB é a
semirreta O?, com P pertencente ao interior do angulo /AOB tal que /AOP = /BOP.

Proposicao 1.5. Se AABC € um tridngulo retdngulo com dngulo reto no vértice A e AM
BC

é a mediana relativa a hipotenusa BC, entdo AM = 5
Demonstragdo. Seja D tal que ABDC seja um paralelogramo. Como /BAD é reto entédo
ABDC ¢ um retangulo. Assim, as diagonais BC e AD sdo congruentes e cortam-se
no ponto médio. Como M é o ponto médio de BC, pela Proposicio 1.2 temos que
AM =BM = MC = & O
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Proposicao 1.6. Em um tridngulo isésceles AABC com AB = AC, a mediana e a altura

relativas ao vértice A, além da bissetriz do dngulo /BAC estdo contidas numa mesma reta.

Demonstragdo. Se M denota o ponto médio do lado BC, isto é, AM é a mediana relativa

ao vértice A, os tridngulos A(AMB) e A(AMC) sao congruentes pelo caso LLL:

AB~ AC
AM (lado comum) LLL AAMB =~ AAMC.
BM ~ MC

Consequentemente, /BAM = /CAM, donde temos que a semirreta m é bissetriz
do dngulo /BAC. Além disso, os angulos suplementares /AMB e /AMC sdo congru-
entes. Deste modo, AM ¢ a altura do tridAngulo ABAC relativa ao vértice A, uma vez
que /AMB e /AMC sdo angulos retos. O

O resultado a seguir, conhecido como critério cateto-hipotenusa de congruéncia, nos

dé um critério que permite verificar a congruéncia entre tridngulos retdngulos.

Proposicao 1.7. (Caso CH de congruéncia) Se dois tridngulos retangulos sdo tais que
a hipotenusa e um dos catetos do primeiro sdo respectivamente congruentes a hipotenusa e

um dos catetos do outro, entdo os tridngulos sdo congruentes.

BII

Figura 6: Caso CH de congruéncia.

Demonstragdo. Sejam NABC e AA'B’'C’ dois tridngulos retAngulos com &ngulos retos

nos vértices A e A’, respectivamente, e tais que BC = B’'C’ e AC = A’C/, como est4
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ilustrado na Figura 6. Seja B” tal que B e B” estejam em lados opostos em relacédo a reta
1%, /CAB" seja um angulo reto e AB” = A’B’. Como AC = A’C’, temos pelo critério
LAL de congruéncia que os tridngulos AB’A’C" e AB”AC sdo congruentes. Logo,
B"C = B'C’ = BC, donde temos que o tridingulo ABCB" ¢ is6sceles. Pela Proposicéo
1.6, a altura AC relativa ao vértice C do triAngulo ABCB” é também uma mediana.
Assim, AB = AB"” = A’B’. Pelo critério LLL de congruéncia, os tridingulos AABC e
AA'B'C’ sdo congruentes. O

1.2 PROPORCIONALIDADE APLICADA A GEOMETRIA TRIANGULAR

Nesta secdo, apresentamos alguns resultados da geometria triangular que estdo
diretamente ligados ao conceito de proporcionalidade. Faremos isto nas duas subsecoes

seguintes. Antes, porém, provamos dois resultados auxiliares sobre area de tridangulos.
Notacdo 1.8. A drea de um triangulo A ABC serd denotada por (ABC).

—
Lema 1.9. Sejam AABC e ANA'BC dois tridngulos com AA’ || % Entdo (ABC) =
(A'BO).

e
Demonstragdo. Se h denota a distancia entre as retas AA’ e BC', temos:

(ABC) =

%’h = (A'BC).

O

Lema 1.10. Dado um tridngulo A ABC, seja P um ponto qualquer tal que P esteja entre

B e C. Entdo
(APB) BP

(APC) ~ PC

Demonstragdo. Se h denota a altura do tridngulo A ABC relativa ao vértice A entéo as
alturas dos tridngulos AABP e A APC relativas ao vértice A sdo iguais a h. Logo,

BP-h
(ABP) ~5 _BP

(APC) - PC-h ~ PC’

2
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Figura 7: Lema 1.10.

1.2.1 Teorema de Tales

Nesta subsecdo, apresentamos uma prova para o célebre Teorema de Tales usando
propriedades de area de tridngulos. O Teorema de Tales d4 uma importante conexao
entre o conceito algébrico de proporcionalidade com o conceito geométrico de para-
lelismo de retas. Dada sua relevancia, vale a pena explorar o estudo do Teorema de
Tales, passando pela discussdo sobre comensurabilidade de segmentos e propriedades

das projecoes paralelas. Sugerimos a referéncia [6] para esta finalidade.

Teorema 1.11. (Teorema de Tales) Sejam r,s e t trés retas paralelas com duas trans-
versais comuns u e u' tais que u intersecta r,s,t nos pontos A, B, C, respectivamente,
enquanto que u' intersecta r, s, t nos pontos A’, B’, C', respectivamente. Se A — B — C (e,
consequentemente, A’ — B’ — C’) entdo

AB A'B

BC ~ BC

Nas Figuras 8, 9 e 10, estdo representadas trés possibilidades para as retas 7, s, t e
suas transversais u e u’. Nas duas primeiras, u e u’ sdo concorrentes, enquanto que na

terceira, u e u’ sdo paralelas. Em qualquer uma delas, vale a seguinte prova.

9
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Figura 8: Caso 1 em que u e u’ sdo concorrentes.

u ’LLI
T A ‘A’
S BI; ; Eh B
t c’ C

/

Figura 9: Caso 2 em que u e u’ sdo concorrentes.

Figura 10: Caso em que u e u’ sdo paralelas.
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Demonstragdo. Em relacio aos tridngulos AAB’'B, ABB'C, AA’BB’ e AC'BB’, temos
pelo Lema 1.10 que

AB  (AB'B)
BC ~ (BB'C)
‘ (A'BB') A'B
(C'BB)) _ B'C'"
Mas, pelo Lema 1.9, (AB’B) = (A’BB’) e (BB'C) = (C'BB’). Portanto,
AB A'B’
BC ~ BC

O]

Observacio 1.12. A prova dada acima é a mesma ainda que, por exemplo, ocorra A = A’.

Se B = B, como estd ilustrado na Figura 11, temos pelo Lema 1.10 que

AB _ (ABC))
BC ~ (C'BC)
e
A'B'_ (A'B'C)
B'C' ~ (C'B'C)
u u’
r A A’
S B="F
t
c’ C

Figura 11: Caso em que B = B’.

Mas, pelo Lema 1.9, (AC'C) = (A’C'C) e (C'BC) = (C'B'C), donde concluimos que

(ABC') = (A’B’C). Portanto,
AB _ A
BC BC

11
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A seguir, apresentamos uma versdo da reciproca do Teorema de Tales.

Proposicdo 1.13. Sejam s e t duas retas com duas transversais comuns u e u' tais que
unu ={A}, com A ¢ {s,t}, uintersecta s, t nos pontos B, C, respectivamente, enquanto

que u’ intersecta s, t nos pontos B, C', respectivamente. Se A— B —C, A—B' —C(C'e

AB_A'B
BC B/C

entdo s e t sdo paralelas.

—
Demonstragdo. Sejam s’ a paralela a t passando por B e {B”} = s’ N B'C’, como estd

ilustrado na Figura 12. Como A — B — C entdo A — B” — C'. Pelo Teorema 1.11,

BII

c’ C

Figura 12: A reta s’ é paralela a reta t.

AB _ A'B

BC B’C’
Por hipétese,

AB _ A'B

BC B'C
Consequemtemente,

A'B" A'B

B'C'  B"C
donde temos B’C’ = B”C’. Como B’ e B” estdo entre A e C’, concluimos que B” = B’ e

s’ = s. Portanto, s || t. O



1.2 PROPORCIONALIDADE APLICADA A GEOMETRIA TRIANGULAR

1.2.2 Semelhanga de Tridngulos

Matematicamente, temos a seguinte definicdo para semelhanca de tridngulos.

Definicdo 1.14. Dados dois tridngulos AABC e AA'B’C’' e uma correspondéncia
biunivoca ABC <+ A’B'C’ entre seus vértices, dizemos que os tridngulos AABC e
AA'B'C’ sdo semelhantes, e denotamos por AABC ~ AA'B'C/, se os respectivos
pares de lados de um e outro forem proporcionais e os respectivos angulos forem

congruentes.

Ou seja, se existir um numero real k > 0 tal que
A'B" B'C A'C

AB ~ BC ~ AC

ese /ABC =~ /A'B'C'’,/BAC = /B'A'C" e /ACB = /A’C'B’. Neste caso, o nimero

real k é chamado de razdo de semelhanca entre os tridngulos AABC e AA'B'C’.

k

Na Figura 13 estdo ilustrados dois tridingulos AABC e AA’B’'C’ semelhantes, com

razdo de semelhanca k > 1.

AI
kb
Cl
ke
A ka
c
b
B B’
a
C

Figura 13: Triangulos semelhantes.

Assim como no caso de congruéncia, para verificar se dois tridngulos sdo semelhantes
ndo é necessario checar todas as condi¢oes da Definicdo 1.14. A seguir, estabelece-
remos condi¢des minimas que garantam a semelhanca entre dois triangulos, que sao
conhecidas como casos de semelhanca, sendo o primeiro deles o Caso angulo-angulo

de semelhanca, que denotaremos por AA ~.

13
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Proposicdo 1.15. (Caso AA ~) Sejam NABC e NA'B'C' dois tridngulos tais que
/B'A'C' % /BACe /A'B'C' % /ABC. Entdo NABC ~ NA'B'C’.

Demonstragcdo. Sejam X o ponto pertencente a semirreta 1@ tal que AX = A'B' e
Y € A_C> tal que /AXY = /A'B'C’. Deve ocorrer uma das seguintes possibilidades:
X=B,A-—X—-BouA—-B-X.

Se X = B entfo os tridingulos AA’B'C’ e A ABC sio congruentes, pelo Caso ALA de
congruéncia. Consequentemente, AA’B'C’ ~ AABC com razdo de semelhanga igual a
1.

Agora, supomos que A — X — B, como estd ilustrado na Figura 14.

Figura 14: Caso em que A — X — B.

Pelo Caso ALA de congruéncia, os tridngulos AAXY e AA’B'C’ sdo congruentes.
Logo, AY = A/C' e XY = B/C’. Além disso, /AXY = /A’'B'C’ = /ABC, donde temos
que XY || BC. Pelo Teorema de Tales,

AX _AY

XB YC
Aplicando uma propriedade de proporcdes, segue que
AX+XB AY+YC

AX AY
ou seja,
AB_AC
AX  AY’

Mas, AX = A’/B’ e AY = A’C’. Logo,
AB AC

A'B'  AIC



1.2 PROPORCIONALIDADE APLICADA A GEOMETRIA TRIANGULAR

Sejam r a reta paralela ao lado AB passando por Y e {Z} = r N BC. Deste modo, o
quadrilatero BXYZ é um paralelogramo donde BZ = XY = B/C’. Além disso, aplicando

o Teorema de Tales, obtemos
AC BC

AY ~ BZ’

Assim,
BC AC AB

B'C’  AC’ A'B’

Da congruéncia entre os tridAngulos AAXY e AA’B'C’ e do paralelismo entre XY e
BC, temos também que /ACB = /AYX = /A'C'B’. Portanto, AABC ~ AA'B'C'.

Finalmente, estudamos o caso A — B — X, como estd ilustrado na Figura 15.

Figura 15: Caso em que A — B — X.

Pelo Caso ALA de congruéncia, os tridngulos AAXY e AA’B'C’ sdo congruentes.
Logo, AY = A/C' e XY = B/C’. Além disso, /AXY = /A’'B'C’ = /ABC, donde temos
que XY || BC. Pelo Teorema de Tales,

AX _ AY
XB  YC’
Aplicando uma propriedade de proporcdes, segue que

AX — XB _AY - YC
AX T AY

ou seja,
AB AC

AX ~AY

15
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Mas, AX = A’/B’ e AY = A’C’. Logo,
AB AC

A'B A'C

Sejam r a reta paralela ao lado AB passando por C e {Z} = r N XY. Deste modo,
o quadrilatero BXZC é um paralelogramo donde X7 = BC. Além disso, aplicando o

Teorema de Tales, obtemos
AC  XZ

AY XY’

Assim,
BC AC AB

B'C’  AC’ A'B’

Da congruéncia entre os tridAngulos AAXY e AA’B'C’ e do paralelismo entre XY e
BC, temos também que /ACB ¥ /AYX = /A’C'B’. Portanto, AABC ~ AA’B'C’. O

O préximo critério é conhecido como Caso lado-angulo-lado de semelhanca e serd
denotado por LAL ~.

Proposic¢éo 1.16. (Caso LAL ~) Sejam ANABC e ANA'B'C’ dois triangulos tais que
A'B A'C
AB ~ AC

e /[BAC = /B'A'C'. Entdo, NA'B'C’ ~ ANABC.

(1.1)

- , . VR o A ,
Demonstracdo. Sejam X e Y pontos sobre as semirretas A'B’ e A'C’, respectivamente,
tais que A’X = ABe A’Y = AC. Pelo caso LAL de congruéncia, temos que os tridngulos
AABC e AA’XY sdo congruentes.

i) Se X = B’ segue de (1.1) que A’C' = ACe Y = C'. Assim, os tridngulos AABC e
A A'B'C’ sdo congruentes pelo caso LAL de congruéncia. Desta forma, AABC ~
AA'B'C’ com razdo de semelhanca igual a 1.

ii) Agora, supomos X # B’ (logo, Y # C"). Como

A'B AC
AX T AY’

temos pela reciproca do Teorema de Tales que XY || B'C’. Consequentemente,
[A'XY = /A’B'C’, donde concluimos, pela Proposicio 1.15, que os tridngulos
ANA'XY e AA'B'C’ sdo semelhantes. Mas, como vimos, AABC = AA’XY. Por-
tanto, AABC ~ ANA’B'C’.
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[
Temos ainda o Caso lado-lado-lado de semelhanca, que serd denotado por LLL ~.

Proposic¢éo 1.17. (Caso LLL ~) Sejam NA'B'C' e A\ABC dois tridngulos tais que

A'B_BC  AC

AB  BC AC’ (1.2)

Entdo, os tridngulos ANA'B'C" e AABC sdo semelhantes.

~ . . ! ! ! ! .
Demonstracdo. Sejam X e Y pontos sobre as semirretas A'B’' e A'C’, respectivamente,

tais que A’X = ABe A'Y = AC.

i) Se X = B/, temos que A’B’ = AB e, por (1.2), A'C' = AC e B'C’ = BC. Assim,
os tridingulos AABC e AA’'B'C’ sdo congruentes pelo caso LLL de congruéncia.
Desta forma, AABC ~ AA’B’C' com razdo de semelhanca igual a 1.

ii) Agora, supomos X # B’ (logo, Y # C"). Como, por (1.2),

A'B A'B A'C’ AC
A'X  AB _ AC _ AY’

temos pela reciproca do Teorema de Tales que XY || B'C’. Consequentemente,
[A'XY = /A'B'C’, donde concluimos, pela Proposicio 1.15, que os tridngulos
AA'XY e AA'B'C’ sdo semelhantes. Logo,
A'B" A'C" BC
AX T AY T XY

(1.3)

Por (1.2) e por (1.3), e usando que A’X = AB, obtemos XY = BC. Pelo Caso LLL
de congruéncia, temos que AABC =¥ AA’XY. Portanto, AABC ~ NA'B'C’.

O]

O resultado a seguir ¢ uma consequéncia imediata dos casos de semelhanca de

triangulos.

Proposicao 1.18. (Relagées métricas num tridngulo retdngulo) Seja A\ABC um tri-
dngulo retangulo com dngulo reto no vértice A com AB =c¢, AC=be BC =a. Sendo D o
pé da perpendicular baixada de A sobre BC com AD = h, BD = n e CD = m, entdo sdo

verdadeiras as seguintes relagoes:

1) VP=a-m

17
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2) 2=a-n
3) b-c=a-h
49 h=m-n

5) a?>=b*+c?

Demonstragcdo. Como estd ilustrado na Figura 16, o ponto D estd entre B e C. Isto é

uma consequéncia do fato de BC ser o maior lado do tridngulo A ABC.

Figura 16: Relacdes métricas num tridngulo retdngulo.

Os triangulos AABC, ADAC e ADBA séo dois a dois semelhantes pelo Caso AA ~,
pois /ADC = /ADB = /BACe /ABC=/ABD = /DAC.

Obtemos (1) e (3) da semelhanca dos triangulos AABC e ADAC:

BC AC a b B ’

@—ﬂﬁﬁ—k——ib c=a-h
AB  BC c a B )

Obtemos (2) da semelhanca dos tridngulos AABC e ADBA:

DB AB n o c B '

Obtemos (4) da semelhanca dos tridngulo ADBA e ADAC:

AD  DC h m B ’

A relacdo (5) é conhecida como Teorema de Pitagoras, a qual é obtida somando

membro a membro (1) e (2):

V+c*=a-m+a-n=a-(m+n)=a’.



GEOMETRIA DA CIRCUNFERENCIA

Tendo em mente os objetos e propriedades presentes nas referéncias [7] e [2], neste

capitulo serao apresentados alguns tépicos relacionados a geometria da circunferéncia.

Definicdo 2.1. Fixados um ponto O do plano e um ntimero real positivo R, a circunfe-
réncia de centro O e raio R é o lugar geométrico dos pontos do plano que distam R de
0.

Notacdo 2.2. A circunferéncia de centro O e raio R serd denotada por I'(O, R), ou

simplesmente I' quando ndo for fundamental conhecer seu centro e raio.

2.1 TANGENCIA ENTRE RETA E CIRCUNFERENCIA

Nesta secdo, obtemos uma condicdo necessdria e suficiente para uma reta ser tangente

a uma dada circunferéncia.

Definicao 2.3. Dados uma reta s e uma circunferéncia I', dizemos que s é tangente a
I" se a interseccdo entre s e I' for um tnico ponto P. Neste caso, P é dito o ponto de

tangénciades eT.

Proposicao 2.4. Sejam I'(O, R) uma circunferéncia de centro O e raio R, s uma reta e P
um ponto tal que P € sNT. Entdo s tangencia I' em P se, e somente se, OP é perpendicular

as.

Demonstragdo. Supondo que s tangencia I em P e, por absurdo, que OP nio seja per-
pendicular a s, podemos tomar o pé da perpendicular P’ baixada de O sobre s. Assim,

P’ # P e OP' > R, pois s é tangente a I’ em P. Por outro lado, o tridngulo AOP’P

19
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é retdngulo com hipotenusa OP, donde temos que OP > OP’. Consequentemente,

OP > R, o que é um absurdo, pois P € I'. Logo, OP L s.

Reciprocamente, supomos que OP seja perpendicular a s. Para todo ponto P’ €

7

s, P # P, o triAngulo AOPP’ é retdngulo em P, de modo que OP’ > OP = R.

Consequentemente, P’ ¢ T e P é o tnico ponto de interseccio entre s e I, e assim

concluimos que s tangencia I' em P. O

2.2 ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA

Nesta secdo, estudaremos os dngulos na circunferéncia e suas propriedades, sendo a
mais importante delas o teorema do angulo inscrito. Recomendamos a referéncia [6]

para mais detalhes.

Definicdo 2.5. Sejam I' uma circunferéncia de centro O e A, B dois pontos distintos de

I'. O angulo /AOB é chamado de angulo central.

Notacdo 2.6. A menor regido do plano delimitada pelo dngulo / AOB serd denotada por
int(/ AOB) e a maior por ext(/ AOB).

A seguir, damos a definicdo de menor arco e maior arco determinados por dois pontos

de uma circunferéncia.

Definicdo 2.7. Sejam I' uma circunferéncia de centro O e A, B dois pontos distintos de
I'. Se a corda AB for um didmetro de I', dizemos que o arco determinado por A e B
é uma semicircunferéncia de I'. Se AB nio for um didmetro de I', definimos o menor

arco determinado por A e B como sendo o conjunto de pontos
{A,B}U{X €T/ X € int(/AOB)},
e 0 maior arco determinado por A e B como sendo o conjunto de pontos

{A,B}U{X €T/ X € ext(/AOB)}.

Observamos que quando falarmos em menor ou maior arco, estaremos nos referindo

ao interior ou exterior do angulo central correspondente a ele.

Notacdo 2.8. Para evitarmos ambiguidades entre menor arco e maior arco, usamos a

notagdo APB para indicar o arco de I" determinado por A e B que contém o ponto P.



2.2 ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA

A medida, em graus, de um arco de uma circunferéncia é definida a seguir.
Definicao 2.9. Sejam I' uma circunferéncia de centro O e A, B dois pontos distintos de
T.

a) a medida de uma semicircunferéncia de I ¢ igual a 180;

b) a medida do arco menor de I' determinado por A e B é igual a medida do dngulo
central /AOB,;

¢) a medida do arco maior de I" determinado por A e B é igual a 360 menos a medida

do angulo central /AOB.

Definicdo 2.10. Sendo A, B e P trés pontos distintos de uma circunferéncia I', o d&ngulo

/APB é chamado de angulo inscrito no arco APB.

O préximo resultado é conhecido como teorema do angulo inscrito. Daremos aqui a
versao que utiliza angulos que intersectam arcos.
Definicdao 2.11. Um angulo intersecta um arco se
i) as extremidades do arco pertencem aos lados do dngulo;
ii) cada lado do angulo contém ao menos uma extremidade do arco;
iii) com excecdo das extremidades, o arco esta contido no interior do angulo.

As Figuras 17, 18 e 19 ilustram os casos acima.

Figura 17: As extremidades do arco pertencem aos lados do &ngulo.
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Figura 18: Cada lado do angulo contém ao menos uma extremidade do arco.

Figura 19: Com excecéo das extremidades, o arco esta contido no interior do dngulo.

Notacao 2.12. No caso de um dngulo /APB inscrito no arco z@, denotamos por AB o

arco intersectado pelo angulo / APB.
Notacao 2.13. A notagdo m(X) indica a medida de um conjunto X (dngulo, arco).

Proposicao 2.14. A medida de um dngulo inscrito € igual a metade da medida do arco

intersectado por ele.

Demonstragdo. Sejam A, P e B pontos distintos de uma circunferéncia I' de centro O.
Consideremos o angulo /APB inscrito no arco APB e o arco AB intersectado pelo

angulo /APB. Temos trés casos a considerar:



)

i)

2.2 ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA

Figura 20: O € PB.

O centro O pertence a um lado do dngulo /APB, como estd ilustrado na Figura 20.

Sem perda de generalidade, supomos que O € PB e seja a = m(/APB). O tridngulo
AAPO ¢€ isosceles com OP = OA, donde temos m(/APB) = m(/OAP) = a. Por
outro lado, /AOB ¢é angulo externo do tridngulo AAOP, e assim concluimos
que m(/AOB) = m(/APB) + m(/OAP) = 2a. De acordo com a Definicdo 2.9 e a

Notacdo 2.12, temos

m(AB) = m(/AOB) =2 -« =2 - m(LAPB).

O centro O pertence ao interior do angulo /APB.

Sejam D o ponto tal que PD seja um didmetro de T, a = m(/APO) e B = m(/BPO).
Os triangulos AAPO e ABPO sao isésceles com AO = OP e BO = OP, respecti-
vamente. Consequentemente, temos m(/OAP) = « e m(/OBP) = . Temos trés
subcasos para considerar.

—

e 0 arco ADB é o menor arco determinado pelo dngulo central /AOB, como

estd ilustrado na Figura 21.

Neste subcaso, /AOD ¢ angulo externo do triangulo A APO, donde segue
que m(/AOD) = m(/OAP) + m(/APO) = 2 - «. Analogamente, m(/BOD) =
m(/OBP) +m(/BPO) =2 - . Logo,

m(AB) = m(/AOB) = m(/AOD) + m(/BOD) =2 -&x +2- B
=2 (m(/APO) + m(/BPO)) = 2 - m(/APB).
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Figura 21: Caso em que O € int(/APB) e ADB é o menor arco.

—

e 0 arco ADB € o maior arco determinado pelo angulo central /AOB, como

estd ilustrado na Figura 22.

Figura 22: Caso em que O € int(/APB) e ADB é o maior arco.
Neste subcaso, m(/AOP) =180 —2 -« e m(/BOP) =180 — 2 - B. Assim,

m(AB) = 360 — m(/AOB) = 360 — (m(.AOP) + m(/BOP))
=360 — (360 — 2 - (a + B))
=2-(a+pB)=2-m(LAPB).
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—

e 0 arco ADB é uma semicircunferéncia de I'. Neste subcaso, temos que
m(LAOP) =180 —2-a, m(/BOP) = 180 — 2 - B e sdo suplementares os angulos
/AOP e /BOP. Assim,

180 —2-a+180 —2- B =180,

donde temos que

m(LAPB) = a + B =90 = m(;@)'

iii) O centro O pertence ao exterior do angulo /APB, como estd ilustrado na Figura
23.

Figura 23: Caso em que O € ext(/APB).

Sem perda de generalidade, supomos que os pontos O e A estejam em lados
opostos em relacdo a reta ﬁ Sejam D o ponto tal que AD seja um didmetro de
I,{E} = b—/i N ﬁ, 2-a=m(LAOB), B = m(/OBP). O angulo /AEB é externo do
tridngulo AOEB, donde temos que m(/AEB) = 2« + . Como os angulos /AEB e
LOEP sao opostos pelo vértice, temos que m(/OEP) = m(/AEB) = 2a + p.

Por outro lado, o angulo /POD é externo em relacdo ao triangulo AOPE, donde
m(/POD) =2-wa+2-p,ja que o triangulo AOPB ¢ isdsceles com m(/BPO) = B.
Ora, /POD ¢ angulo externo do tridngulo isésceles A APO e, consequentemente,

temos
2 - m(/APB)+2p = m(/POD)

2-m(LAPB)=2-a+2-f
m(/APB) = a.
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Portanto,
m(AB) = m(/AOB) =2 -a = 2 - m(LAPB).

O]

Na proxima definicdo, apresentamos o conceito de dngulo de segmento, que pode ser

pensado como um angulo inscrito degenerado.

Definicdo 2.15. Sejam I' uma circunferéncia de centro O e A, B dois pontos distintos
de I'. Dizemos que um angulo /ABC é um angulo de segmento de I' se a reta s = %

tangenciar I' no ponto B.

Notacao 2.16. Usaremos AB; para denotar o arco com extremidades A, B e constituido

pelos pontos de T' do mesmo lado de C em relagdo a reta 1@

Nas condi¢des da Definigdo 2.15 e Notacdo 2.16, temos o seguinte resultado.

AB,
Proposicdo 2.17. A medida do dngulo de segmento /ABC € igual a m( > S).

Demonstragdo. Pela Proposi¢io 2.4, o raio OB é perpendicular & reta s = % Sendo

« = m(/ABC), temos os dois seguintes casos para considerar.

e os pontos O, C estdo em lados opostos em relacdo a reta jﬁ, como esta ilustrado

na Figura 24.

Figura 24: Angulo de segmento /ABC de T, com O, C em lados opostos de ﬁ .

Como o triangulo AAOB ¢é is6sceles com OB = OA, temos que = m(/OAB) =
m(/OBA) =90 — a. Assim,

m(/AOB) =180 —2-(90 —a) =2 - a = 2 - m(LABC).
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Neste caso, 0 arco 7135 € o menor arco relativo ao dngulo /AOB, donde temos
que
m(ABy) = m(LAOB) = 2 - m(LABC).

e os pontos O, C estdo do mesmo lado em relacdo a reta j@, como estd ilustrado

na Figura 25.

Figura 25: Angulo de segmento /ABC de T, com O, C do mesmo lado de f@ .

Como o triangulo AAOB ¢é is6sceles com OB = OA, temos que = m(/OAB) =
m(/OBA) = a« —90. Assim,

m(/AOB) =180 — 2 - (x — 90) = 360 — 2 - & = 360 — 2 - m(LABC).

—_——
Neste caso, o arco AB; é o maior arco relativo ao angulo /AOB, donde temos que

m(ABy) = 360 — m(LAOB) = 360 — (360 — 2 - m(.ABC)) = 2 - m(/ ABC).
O

A seguir, apresentamos uma classe especial de arcos de uma circunferéncia, os quais

“enxergam” um segmento sob o mesmo angulo.

Definicdo 2.18. Dados um segmento AB e um angulo de medida &, com 0 < a <
180, um arco capaz de AB de medida « ¢ o lugar geométrico dos pontos P tais que
m(/APB) = a.
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O préximo resultado d4 uma caracterizacdo para os arcos capazes.

Proposicio 2.19. Dados um segmento AB e um dngulo « com 0 < a < 180, os arcos
capazes de AB de medida x é um par de arcos constituidos pelos pontos P tais que
m(/APB) = a.

Demonstragdo. Daremos a prova para os casos em que 0 < a < 90,90 < a« < 180 e
x =90.

e Inicialmente, consideremos 0 < a < 90. Tracamos a semirreta ¢ = @ tal
que m(/BAQ) = «. Em seguida, tracamos por A a reta perpendicular r a t e
a mediatriz m de AB, como est4 ilustrado na Figura 26. Consequentemente,
rNm ={0}. Como O € m, temos que OA = OB. Construindo a circunferéncia
' = T(O,0A), os arcos capazes de AB de medida « sdo o arco I'; de I que estd
no mesmo semiplano que o centro O determinado pela reta 1@, e o simétrico I,
de I'; em relacdo a reta jﬁ .

Figura 26: Construgio de um arco capaz de AB de medida a, com 0 < a < 90.

De fato, como o triangulo AAOB é isdsceles entdo m(/OBA) = m(/OAB) =
90 — «. Deste modo, m(/AOB) = 2 - a. Pelo Teorema do &ngulo inscrito, temos
que para qualquer ponto P de I'y, P € {A,B}, m(/APB) = a. Deste modo,
mostramos que I'; (e, comsequentemente, I';) é subconjunto de um arco capaz
de AB de medida «, conforme a Definicdo 2.18. Reciprocamente, mostremos
que se P for tal que m(/APB) = a entdo P € I'1 (ou I';). Faremos isto provando

a contrapositiva, isto é, mostrando que se P ¢ T'; (analogamente, I';) entdo
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m(/APB) > a ou m(/APB) < «. Deve ocorrer que P estd no interior ou no

exterior de I';, como estd ilustrado na Figura 27.

Figura 27: P no interior ou exterior de I';.

Tomemos P no interior de I'y. Seja {P'} = APN I';. Pelo que provamos na primeira
parte, temos que m(/AP'B) = a, pois P’ € T'y. Mas, /APB é um angulo externo do
tridngulo ABPP’, donde segue que m(/APB) > m(/PP’'B) = «. Analogamente,

mostramos que se P pertence ao exterior de I'y entdo m(/APB) < a.

e Agora, consideremos 90 < « < 180. Tomando § = 180 — &, temos 0 < § < 90.
Construimos o par de arcos capazes I'; e T, de AB de medida B conforme o
item anterior e consideramos I'} o arco de I' com extremidades em A e B e que
esta contido no semiplano determinado pela reta j@ que ndo contém O. Seja
também I, o simétrico de I'} em relacdo a reta AB. Temos que I'} e I, sdo o par
de arcos capazes de AB de medida «. De fato, se P € I}, temos que I'; é o arco
intersectado pelo 4ngulo inscrito /APB. Mas, m(AB) = 360 — 2 - B, de modo que

m(/APB) = M

=180 - B =«a.

e Finalmente, se « = 90, pelo Teorema do 4ngulo inscrito, os arcos capazes de AB
de medida & sdo o par de semicircunferéncias de diAmetro AB. pelo teorema do
angulo inscrito. Reciprocamente, se P é um ponto tal que m(/APB)=90e O é o
ponto médio de AB, temos, pela Proposi¢do 1.5, que OP = OB = OA. Logo, P

pertence a semicircunferéncia de didmetro AB.
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Os arcos capazes podem ser usados para construir tangentes a uma circunferéncia a
partir de um ponto exterior a mesma. O proximo resultado nos mostra como realizar

tal construcao.

Proposicdo 2.20. Dadas uma circunferéncia I' de centro O e um ponto P exterior a T,

existem exatamente duas retas tangentes a I' que passam por P.

Demonstragdo. Sejam M o ponto médio do segmento OP e C a circunferéncia de centro

M e raio PM, como estd ilustrado na Figura 28.

Figura 28: Construcdo das retas tangentes a I' a partir de P.

Nestas condic¢des, temos que I' e C sdo circunferéncias secantes, donde temos que
CNT = {A,B}. Para mais detalhes sobre este tema, recomendamos a referéncia
[6, p. 238, Teorema das duas circunferéncias]. Deste modo, um dos pontos de
intersecciio entre I' e C pertence a uma semicircunferéncia de I' de didmetro OP,
enquanto que o outro ponto pertence a outra semicircunferéncia de diAmetro OP, as
quais sdo, pela Proposicfio 2.19, os arcos capazes de OP de medida 90. Assim, temos
que m(/OAP) = m(/OBP) = 90, donde concluimos, pela Proposicdo 2.4, que as retas
H e ﬁ sdo tangentes a I'. O

O seguinte resultado garante a propriedade de que os pontos A e B obtidas na

construcao anterior sdo equidistantes de P, como esta ilustrado na Figura 29.
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Figura 29: Propriedade de tangéncia.

Proposicao 2.21. Sejam I'(O, R) uma circunferéncia, P um ponto exterioral' ere s
duas retas que passam por P e tangenciam I' nos pontos A e B, respectivamente. Entdo, as

seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:
1. PA=PB.

2. Areta OP é a mediatriz do segmento AB.

Demonstragdo. Os triangulos AOAP e AOBP sédo congruentes pelo caso cateto-hipotenusa,

pois a hipotenusa OP é comum aos dois tridAngulos e OA = OB = R. Consequentemente,
temos PA = PB, de modo que P pertence & mediatriz de AB. Mas, como OA = OB = R,
temos que O também pertence & mediatriz de AB. Assim, a reta ﬁ é a mediatriz do
segmento AB. O

2.3 TEOREMA DAS CORDAS E POTENCIA DE PONTO

Nesta secdo, estudaremos os conceitos relacionados ao teorema das cordas. Para o que
se segue, consideremos duas retas concorrentes num ponto P. Escolhemos dois pontos
em cada reta distintos entre si e de P. O teorema das cordas nos fornece uma condicao
para verificar se os pontos escolhidos sdo vértices de um quadrildtero inscritivel, além

de relacoes métricas muito tteis no estudo da geometria da circunferéncia.

Nas proposicOes a seguir, analisaremos 0s casos em que a interseccdo pertence ou

ndo ao interior de tal quadrildtero.
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Proposicdo 2.22. (Teorema das Cordas-Caso 1) Sejam s e t duas retas concorrentes
num ponto P e A, B, C, D quatro pontos distintos tais que A,B € s, com P— A — B, e

C,D €t,com P— C — D, como estd ilustrado na Figura 30. Entdo,

PA - PB = PC - PD <= o quadrildtero ABDC € inscritivel.

Figura 30: Teorema das cordas - Caso 1.

Demonstragdo. Supondo que o quadrilatero ABDC seja inscritivel, temos que os tri-
angulos APBC e APDA sao semelhantes pelo Caso AA ~, pois os angulos /PBC e
/PDA intersectam o mesmo arco AC e o 4ngulo /BPD é comum aos dois tridngulos.

Logo,
PD PA

PB ~ PC’
donde concluimos
PA -PB=PC-PD.

Reciprocamente, supondo que PA - PB = PC - PD, podemos escrever essa relacdo na

forma
PD PA

= 2.1
PB PC 21

Temos que os tridngulos APBC e APD A sdo semelhantes pelo Caso LAL ~, por (2.1)
e pelo fato de que o angulo /BPD é comum aos dois tridngulos. Consequentemente,
temos que os angulos /PDA e /PBC sdo congruentes e tal fato implica que os pontos
B e D pertencem ao arco capaz do 4ngulo « = m(/ABC) = m(/ADC) sobre AC, o que

mostra que o quadrildtero ABDC ¢ inscritivel. O

Proposicao 2.23. (Teorema das Cordas-Caso 2) Sejam jﬁ e % duas retas concorren-

tes num ponto P, com A — P —Ce B— P — D. como na Figura 31. Entdo,

PA - PC = PB - PD <= o quadrildtero ABCD ¢é inscritivel.
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Figura 31: Teorema das cordas - Caso 2.

Demonstragdo. Suponhamos que ABDC seja um quadrilatero inscritivel. Os tridngulos
AAPB e ADPC sao semelhantes pelo Caso AA ~, pois m(/ABD) = m(/ACD), uma
vez que eles intersectam o mesmo arco AD e m(/DPC) = m(/APB), uma vez que sdo

opostos pelo vértice. Logo,
PA PB

PD ~ PC’
donde concluimos que
PA - PC = PB- PD.

Reciprocamente, um argumento andlago ao utilizado na segunda parte da demons-

tracdo da proposi¢do anterior nos mostra que o quadrildtero ABCD ¢é inscritivel. [

A proxima proposicao pode ser obtida como um caso limite do teorema das cordas,
Caso 1.

Proposicdo 2.24. (Teorema das Cordas- tangéncia) Sejam A, B, C, P pontos distintos
doplanocomP—B—-Ce A ¢ % Entdo PA? = PB - PC se e somente se a circunferéncia
que passa por A, B e C for tangente a reta ﬁ no ponto A.

Demonstragdo. Seja I' a circunferéncia que passa pelos pontos ndo colineares A, B e C.
Supondo que I' tangencie ﬁ no ponto A, temos que os triangulos AAPB e ACPA
sdo semelhantes pelo Caso AA ~, pois o angulo de segmento /PAB é congruente ao
4ngulo inscrito /ACB, j& que AB = ZES, e o angulo /APB é comum aos dois tridngulos.

Logo,
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Figura 32: Teorema das cordas - Caso limite (tangéncia).

PA _PB
PC PA’
donde concluimos que PA% = PB - PC.

Reciprocamente, suponhamos que PA? = PB- PC. Como A € T entdo ou ﬁ é
tangente a I' (no ponto A) ou ﬁ é secante a I'. Supondo, por absurdo, que ﬁ seja
secante a I', obtemos que existe um ponto D € I'N ﬁ, com D # A. Sem perda de
generalidade, podemos supor que P — D — A. Pelo Caso 1 do Teorema das Cordas,
temos entfio que PD - PA = PB - PC. Deste modo, PA?> = PD - PA. Como P # A,
concluimos que PA = PD. Como P, A e D sao colineares entdo P é o ponto médio de
AD, com A,D € T. Desta forma, P é um ponto do interior de I'. Mas, por hipétese,
P —B—Ccom B,C €T, o que é um absurdo. Portanto, a reta ﬁ é tangente a ' em
A. O

De posse desses resultados, concluimos que, dados uma circunferéncia I' = I'(O, R) e
um ponto P ¢ T, para qualquer reta que passa por P e intersecta I' nos pontos A e B,
segue que o produto PA - PB é constante c(P) que depende de P. Em particular, para a

reta %, temos que se PO > R entdo

¢(P) = (PO — R) - (PO + R) = PO? — R?,
enquanto que se PO < R entdo

¢(P) = (R — PO) - (R + PO) = R* — PO?.

Em geral,
c¢(P) = |[PO* — R?|.

Tal fato nos motiva a adotar a seguinte definicao.
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Definicdo 2.25. Se I'(O, R) é uma circunferéncia e P um ponto do plano, o nimero
Potr(P) = PO? — R?

¢ chamado de poténcia do ponto P em relacdo a circunferéncia I'(O, R) .

Observamos que Potr(P) > 0 se P é exterior a I', Potr(P) < 0 se P é interiora ' e
Potr(P)=0se P €T.

Definicdo 2.26. Sendo I'y e I'; circunferéncias ndo concéntricas, definimos o eixo
radical de I'; e I'; como sendo o lugar geométrico dos pontos P tais que Potr, (P) =
pOtr2 (P)

Proposicao 2.27. Sejam I'1(O1, Ry) e I'2(O,, Ry) circunferéncias ndo concéntricas. O eixo

radical de T'1 e T'; € uma certa reta perpendicular a reta 25102.

Demonstragdo. Sejam P um ponto do plano tal que Potr, (P) = Potr,(P) e Q o pé da
perpendicular baixada de P sobre a reta 251 O;.

Supondo O; — Q — O,, como na Figura 33 , temos

02Q = 0102 — 01Q.

Figura 33: Caso em que O1 — Q — O5.
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Por outro lado, se Q ndo esta entre O; e O,, como na Figura 34, podemos supor, sem

perda de generalidade, que O; — O, — Q e, consequentemente, temos

02Q =01Q — 0102 = — (0102 — 01Q).

Figura 34: Caso em que O; — O — Q.

Deste modo, tomamos
0,Q = |010, — 01Q)| (2.2)

e demonstrar simultaneamente ambos o0s casos.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras aos tridngulos retdngulos APQO; e APQO;,

obtemos:
(01Q)* = (POy)* — (PQ)* (2.3)

(02Q)* = (PO,)* — (PQ)~. (2.4)
Por (2.3) e (2.4),

(01Q)* — (02Q)* = (POy)* — (PO,)*
(01Q)? — |010; — 01Q|* = Potr, (P) + (R1)* — Potr,(P) — (Ry)>

(R1)* — (R2)* + (0102)
2-(0107) ‘

010 = (2.5)
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Por (2.5), temos que O;Q independe de P, de modo que o eixo radical estd contido
na reta perpendicular a 25102 passando por Q € 6102 dado por (2.5) e (2.2).

Reciprocamente, se P é um ponto qualquer da reta perpendicular a reta 010, que
passa por Q (pé da perpendicular baixada de P sobre 25102) satisfazendo (2.5) e (2.2),

entdo aplicando o Teorema de Pitdgoras aos triangulos APO1Q e APO,Q, temos que
(O1P)* = (PQ)* +(01Q) (2.6)

(02P)? = (PQ)* +(02Q)* = (PQ)* + 010, — 01Q|? 2.7)
Por (2.6) e (2.8), obtemos

(01P)* — (01Q)* = (02P)* — |0102 — 01Qf
(O1P)? = (02P)? — (0102)* +2- 0107 - 01Q. (2.8)

Substituindo (2.5) em (2.8), concluimos

Potr, (P) + (R1)? = Potr,(P) + (R2)* — (0102)* + (R1)? — (R2)* + (010,)?
potr1 (P) = POtrz(P).

Portanto, o eixo radical de I';(O1, R1) e I'2(O3, Ry) € a reta perpendicular a O;0; que
passa pelo ponto Q € 25102 satisfazendo (2.5) e (2.2).

Se Q coincide com O; ou O,, podemos supor sem perda de generalidade que O; = Q

e, deste modo, temos

010, = QOs. 2.9
Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo APQO,, temos que

(02P)* = (02Q)* + (POy)?
Potr,(P) + (R2)* = (02Q)* + Potr, (P) + (R;)?
(02Q)” = (R2)* — (Ry)*. (2.10)

Por (2.10), O,Q independe de P, e assim concluimos que o eixo radical estd contido na
reta perpendicular a 25102 passando por Q dado por (2.10) e (2.9).
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Reciprocamente, se P é um ponto qualquer da reta perpendicular a reta 010, que
passa por Q (pé da perpendicular baixada de P sobre 5102) satisfazendo (2.10) e (2.9),

entdo aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridangulo APQO,, temos que

(PO2)? = (02Q)* + (POy)?
Potr,(P) + (Rp)* = (02Q)? + Potr, (P) + (Ry)*. (2.1D)

Substituindo o (2.10) em (2.11), concluimos

Potr,(P) + (R2)* = (R2)* — (R1)* + Potr, (P) + (Ry)?
POtrz(P) = POtrl(P).

Portanto, o eixo radical de I'1(O1, R1) e I'2(O3, Ry) é a reta perpendicular a 25102 que
passa pelo ponto Q € 8102 satisfazendo (2.10) e (2.11). O

Observacdo 2.28. Na prova anterior, no caso em que Q ndo estd entre O1 e O, supomos
sem perda de generalidade que O1 — O, — Q, obtendo O,Q = —(010, — 01Q). Caso
ocorresse Q — O1 — O,, poderiamos refazer os cdlculos simplesmente trocando os papéis de

O1 e Oy, pois nada hd de especial nas posi¢oes de O1 e O,. Além disso, neste caso teriamos
01Q = —(0102 — 02Q).

Observacdo 2.29. Analogamente, caso ocorresse O, = Q, poderiamos refazer os cdlculos

trocando os papéis de Oq e O,. Nesse caso, teriamos 010, = O1Q.

Observacio 2.30. E muito importante tomar os devidos cuidados com o estudo dos sinais
na condig¢do Potr, (P) = Potr,(P). Por exemplo, se P for exterior a I'y entdo Potr,(P) > 0e
a igualdade Potr, (P) = Potr,(P) s6 faz sentido se P for exterior também a I',. Além disso,
as possiveis posigoes dos pontos P em relagdo a I'1 e a I', garantem a validade de (2.5) e,

consequentemente, a existéncia de tal ponto Q.

Corolario 2.31. Sejam I'1 e I'; duas circunferéncias ndo concéntricas.
a) seTyNTy ={Py, P}, com Py # P, entdo a reta PP é o eixo radical de Ty e Ty;

b) se I'1 e I'; tangenciam-se interiormente ou exteriormente num ponto P, entdo a reta

tangente comum que passa por P € o eixo radical das mesmas.
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Demonstragdo. a) Como Pi, P, € T'1,I'5, entdo

POtr1 (Pl) = POtr1 (PQ) = POtrZ(Pl) = POtrz(Pz) =0.

Logo, P; e P, pertencem ao eixo radical de I'; e I';, o qual é uma reta pela Proposicao
2.27. Assim, a reta 551P2 é o eixo radical de I'y e I's.

b) Se I'1 e I'; sdo tangentes interiormente ou exteriormente num ponto P, isto €,
I'1 NT, = {P}, temos que Potr, (P) = Potr,(P) = 0. Sendo t o eixo radical de I'; e I'y,
segueque Petet L 2510 , donde concluimos que t coincide com a reta tangente

aIy eI, que passa por P.

O]

O resultado a seguir nos mostra como construir o eixo radical de duas circunferéncias

nao concéntricas interiores ou exteriores.

Proposicao 2.32. Sejam I'1(O1, R1) e I'2(Oy, Rp) duas circunferéncias ndo concéntricas
tais que Ty N T, = @. Seja I's uma circunferéncia ndo concéntrica a I'y e a I, tal que
[3NTy={P,Q1},com Py #Qq, el3NTy={P, Q2},com P, #Qy e I<’1_Ql> ndo paralela
a I<’2—Q2> Sendo P o ponto de intersec¢do entre os eixos radicais de 'y, '3 e I'5, I'3, entdo P

pertence ao eixo radical de I'y e T».

Demonstragdo. Pelo Coroldrio 2.31, as retas 551Q1 e I%ZQZ sS40 0s respectivos eixos
radicais de T1,T'3 e I';,T'3. Como {P} = 551Q1 N lng , temos Potr, (P) = Potr,(P) e
Potr,(P) = Potr,(P). Consequentemente, Potr, (P) = Potr,(P), de modo que P pertence

ao eixo radical de I'; e I'5. O

A seguir, damos os passos da construcao do eixo radical de duas circunferéncias I'; e

I'; que ndo se intersectam, como esta ilustrado na Figura 35.

e Construimos uma circunferéncia C; secante a I'; e I, com {P;,Q1} = C; NIy,

{P2,Q2} =CiNT; e tal quemﬂm #@. Seja {P} =mﬂ »Q2;

e Construa uma outra circunferéncia C, secante a I'; e T'p, com {P;, Q3} =C, NT7,

(P, Qs} = C2NT; e tal que P35 N P304 # . Seja {Q} = P305 N P30;

e Areta I% ¢ o eixo radical de I'; e T's.

39



40 GEOMETRIA DA CIRCUNFERENCIA

Figura 35: Construcdo geométrica do eixo radical de I' e I';.



GEOMETRIA INVERSIVA

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados relacionados a Geometria Inversiva
de acordo com [4], [5] e [2], os quais serdo suficientes para resolver os problemas

sangaku propostos neste trabalho.

3.1 DEFINICAO DE GEOMETRIA INVERSIVA

Definicdo 3.1. Seja I'(O, R) uma circunferéncia fixada arbitrariamente em um plano
7t. A inversdo com respeito a circunferéncia I' € a transformagédo I : 77\{O} — 7\{O}

que associa a cada ponto P # O de 7t o ponto P’ que pertence a semirreta O? tal que

OP - OP' = R

Figura 36: P’ é o inverso de P com respeito a I'
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Assim, dizemos que o ponto P’ = I(P) é o inverso de P em relacgfo a circunferéncia
I'(O, R). A defini¢do acima nos mostra que P’ é o inverso de P se , e somente se, P € o
inverso de P’. Por outro lado, a medida que P se aproxima de O, o seu inverso tende a
se afastar cada vez mais de O e vice versa. Para que a inversdo seja uma transformacdo
bijetiva do plano no plano, convencionamos que existe um ponto () no infinito tal que
O é o inverso de () e () é o inverso de O. Nesse sentido, torna-se necessario postular
que Q) pertence a todas as retas do plano, ja que o segmento OP cresce sem limites ao

longo de qualquer reta. A esse plano damos o nome de plano inversivo.

Observacdo 3.2. Se P estd no interior de I, entdo OP < R. Logo,

OP-OP' < R-OP’
R> < R-OP.

Portanto,

OP’ >R,

isto é, P’ pertence ao exterior de I. Analogamente, se OP > R, entdo OP’ < R. Se

P €T, P é invariante pela inversdo pois OP' = R.

Observacédo 3.3. A inversdo com respeito a uma circunferéncia é uma involugdo, isto €,
I(I(P)) = P,
para todo P # O. De fato, se P’ = I(P) e P” = I(I(P)), temos

OP-OP' = R? (3.1)

OP'.OP” = R? (3.2)

De (3.1) e (3.2) concluimos que OP = OP” e, consequentemente, temos

I(P") = I(I(P)) = P.

3.2 CONSTRUGCAO GEOMETRICA DO INVERSO DE UM PONTO DADO

Seja I'(O, R) uma circunferéncia e P um ponto que, inicialmente, é interior a T

Tracemos por P uma reta r perpendicular a semirreta O_P> € marquemos O ponto
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{A} = rNT. Em seguida, tracemos a reta s que passa por A e é perpendicular
ao raio OA e marquemos o ponto {P'} = sN O? como estd ilustrado na Figura 37.

Afirmamos que o ponto P’ é o inverso de P com respeito a I'.

Figura 37: Construcéo do inverso de P com respeito a I’

De fato, basta observarmos que, por construcdo, os tridngulos retdngulos AOAP e
AOP' A sdo semelhantes pelo caso AA ~ pois o 4ngulo /AOP é comum e m(/OPA) =
m(/OAP’) =90. De (2), obtemos:

OP-OP' = 0A? =R%
Logo, P’ é o inverso de P.

Se P é exterior a I, tracemos por esse ponto uma reta tangente s a I' e denotemos
por A o ponto de tangéncia. Em seguida, baixamos pelo ponto A uma perpendicular r
a semirreta @ e denotemos por P’ a projecdo ortogonal de A sobre O? Novamente,

por (2), concluimos que P’ é o inverso de P.

3.3 RAZAO ENTRE SEGMENTOS DE RETA

Proposicao 3.4. Seja I'(O, R) uma circunferéncia. Se A e A’ e B e B sdo pares de pontos
inversos com respeito a I, entdo a seguinte relacdo € verdadeira
RZ

I'n! _ L
A'B'=AB OA OB’
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Al

B/
Figura 38: A, B e O ndo sdo colineares

Demonstracdo. Temos trés casos a considerar.

i) Consideremos o caso em que os pontos A, B e O néo sdo colineares, como esta

ilustrado na Figura 38. Como A e A’ e B e B’ sdo pares de pontos inversos, segue
que

OA-OA' =0B-0OB’' = R%
Logo,

OA OB
OB’ ~ OA"

(3.3)
Por (3.3) e o fato de termos m(/AOB) = m(/A’OB’) implicam que os tridAngulos

AOAB e NOB'A’ sdo semelhantes pelo caso LAL ~ de semelhancga de tridngulos,
donde concluimos que

AB OA
A'B’ = @ 8.4
Por hipétese, temos que
RZ
B' = .
© OB

Substituindo o OB’ em (3.4), obtemos
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AB OA

A'B’ = RZ

OB

Portanto,
RZ
A'B'-OA = AB- —
© OB
RZ

ol _ o R
A'B'=AB OA- OB’

ii) Consideremos o caso em que A, B e O sdo colineares, com A — O — B. Por (3.3) e

usando uma propriedade de proporcoes, temos:

OA"+OB" OB+O0OA
OB =~ 04 (3.5)

RZ
Por hipétese, OA’ + OB’ = A’B’, OB+ OA = AB e OB’ = OB Substituindo o

OA+0OB, OA’ + OB’ e 0 OB’ em (3.5), temos

A'B"-OB B ﬂ
R? ~ 0OA

Portanto,
RZ

'n! _ L
A'B'=AB OA OB

iii) Consideremos o caso em que A, B e O sdo colineares, mas O néo estd entre A e B.

Por (3.3) e usando uma propriedade de proporcoes, temos:

I0OA' —OB'| |0OB— OA]
e (3.6)

2
Por hipétese, |OA’ — OB'|= A'B’, |OB — OA|= AB e OB’ = % Substituindo o

|OA — OB|, |OA" — OB’| e 0 OB’ em (3.6), temos
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A’B’-OB_@
R? ~ OA
Logo,
RZ
'n! _ Lt
A'B'=AB OA-OB

O

Observacdo 3.5. Na prova anterior, no caso em que A, O e B ndo sdo colineares, a
semelhanga dos trangulos AOAB e ANOB’A’ nos mostra que o quadrildtero ABB'A’
¢ incritivel. De fato, denotando « = m(/OBA) = m(/OA’'B’), temos que m(/ABB’) =

180 — a. Consequentemente, obtemos
m(/ABB')+ m(/OA'B") =180 — a + a = 180

e, assim, concluimos que ABB' A’ é um quadrildtero inscritivel.

3.4 ALGUMAS PROPRIEDADES DA INVERSAO

3.4.1 Inversdo de um conjunto de pontos

Inicialmente, apresentaremos a definicdo do inverso de um conjunto de pontos. Para

0 que se segue, consideremos uma circunferéncia de inversao I' de centro O.

Definicdo 3.6. Seja X um conjunto de pontos do plano. Diremos que o conjunto X’ é

o inverso de X se os pontos de X’ forem os inversos dos pontos de X.

Observacio 3.7. Se o centro O de inversdo pertence a X, entdo X' é ilimitado, pois, no

plano inversivo, temos que Q) € X'.

3.4.2 Inversdo de retas e circunferéncias

Proposicao 3.8. Seja I'(O, R) uma circunferéncia de inversdo. Se r é uma reta que passa

por O e r' € o inverso de r com respeito a T, entdo r = r'.
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Demonstragdo. Seja P # O um ponto de r. Entao (ﬁ’ C r e por definicdo de inversao
—
P e @)’, isto é, P’ € r e portanto ' C r. Por outro lado, OP’ C 7' e por defini¢io de

—
inversdo P € OP’, ou seja, P € ', donde concluimos que r C 7. Logo, r = 7. O

Proposicao 3.9. Seja I'(O, R) uma circunferéncia de inversdo. O inverso de uma reta r
que ndo passa pelo centro de inversdo € uma circunferéncia r’ que passa pelo centro de
inversdo. Reciprocamente, o inverso de uma circunferéncia C que passa pelo centro de

inversdo € a reta C' que ndo passa pelo centro de inversdo.

Figura 39: Inversdo de uma reta que néo passa por O.

Demonstragdo. Seja I'(O, R) uma circunferéncia de inversdo. Sejam P um ponto per-
tencente a r, A a proje¢éo ortogonal do ponto O sobre r, [(A) = A’ e I(P) = P/, como

ilustra a Figura 39. Desse modo, segue que
OA-OA'=R*=0P-OP..
O mesmo argumento utilizado na demonstra¢do do 1° caso da Proposi¢édo 3.4 nos

mostra que os tridngulos retdngulos AOA'P’ e AOPA sdo semelhantes pelo caso

LAL ~. Consequentemente, temos

m(/PAO) = m(LOP' A") = 90,
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donde concluimos que P’ pertence ao arco capaz de 90 sobre OA’.
Logo, ' é uma circunferéncia.

Reciprocamente, seja C uma circunferéncia de didmetro OA. Escolhamos arbitraria-
mente um ponto P pertencente a C diferente de A e de O e sejam I[(A) = A’ e [(P) = P'.

Mas, como vimos, os tridngulos AOPA e AOA'P’ sdo semelhantes pelo caso LAL ~.

Consequentemente, temos
m(LOPA) = 90 = m(/OAP).

Deste modo, A’ é a projecdo ortogonal de P’ sobre SZ e, portanto, concluimos que

C' é uma reta. O

Proposicao 3.10. Seja I'(O, R) uma circunferéncia de inversdo. O inverso de uma cir-
cunferéncia D de centro Q com respeito a I que ndo passa pelo centro de inversdo é uma

circunferéncia D' que ndo passa pelo centro de inversdo.

Figura 40: Inversdo de uma circunferéncia que néo passa por O.

Demonstragdo. Sejam A e B os pontos de interseccdo entre D e a semirreta (ﬁ, C um

ponto de D distinto de A e de Be A’, B’ e C’ seus respectivos inversos com respeito a
I.

Pela Observacio 3.5, temos que os quadrilateros A’C'CA e B'C'CB s#o inscritiveis e ,
consequentemente, segue que m(/ABC) = m(/B'C'C) e m(/CAB) = m(/OC’A’). Mas,
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o triangulo A ABC é retangulo em C pois O angulo /BCA estd inscrito em uma das

semicircunferéncias de didmetro AB. Desse modo, temos

m(/ABC) +m(/CAB) = m(/B'C'C) + m(LOC' A"y = 90. (3.7)

Por outro lado, temos
m(/A'C'B’) =180 — (m(/B'C'C) + m(/OC' A")). (3.8)
Por (3.7) e (3.8) concluimos
m(/A'C'B") =180 — 90 = 90. 3.9

Portanto, C’ pertence a circunferéncia D’ de didmetro A’B’ e assim concluimos que D’

é o inverso de D com respeito a I'. O

3.4.3 Inversdo preserva o dngulo entre curvas

A seguir, vamos mostrar que a inversao tem a propriedade de preservar o angulo entre
curvas. Decorre imediatamente dessa propriedade que a inversdo preserva tangéncia, e
esse fato serd imprecindivel na resolucdo dos problemas propostos no Capitulo 4 deste
trabalho.

Iniciaremos com a defini¢do geral de angulo entre curvas. Entretanto, vale ressaltar

que as curvas que estudaremos neste texto sdo as retas e circunferéncias.

Definicdo 3.11. Sejam C e D duas curvas que se intersectam em um ponto P e r e s as
retas tangentes a C e D, respectivamente, em P. Dizemos que o dngulo entre C e D é o
angulo entre r e s. Em particular, se r e s sdo perpendiculares, dizemos que C e D sédo

ortogonais.

Observacao 3.12. Vale ressaltar que se t é uma reta tangente a uma outra reta r em
qualquer ponto, entdo t = r. Assim, se r é uma reta tangente a uma circunferéncia C no

ponto P, entdo o angulo entre r e C € zero.

Lema 3.13. Sejam C e D duas circunferéncias secantes nos pontos P e Q. O dngulo entre

as retas tangentes a C e D em P € igual ao dngulo entre as retas tangentes a C e D em Q.
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Figura 41: Angulo entre circunferéncias

Figura 42: Lema 3.13.

Demonstragdo. Sejam r e s as retas tangentes a C e D em P, respectivamente, { e u
as retas tangentes a C e D em Q, respectivamente, {M} =sNu e {N} =rNt, como

ilustra a Figura 42.

Segue do item 1 da Proposicdo 2.21 que MP = MQ e NP = NQ. Consequentemente,
os triangulos AMPN e AMQN sao congruentes pelo caso LLL ~, donde concluimos

que m(/MPN) = m(/MQN), como queriamos demonstrar. O

Lema 3.14. Sejam I'(O, R) uma circunferéncia de inversdo e r uma reta que ndo passa

por O. A reta tangente a v’ (a qual é uma circunferéncia) em O € paralela a r.
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Demonstragdo. Seja t a reta tangente a ' em O e suponha que ¢ e r ndo sdo paralelas.

Seja {P} =rNt. Entdo, P’ € ¥ Nt'. Mas t' = t pois t passa pelo centro de inversdo e
assim concluimos que t néo é tangente a /, o que é um absurdo. Logo, t é paralela a
r. =

Teorema 3.15. Sejam I'(O, R) uma circunferéncia de inversdo e r e s duas retas concor-

rentes. Entdo, o dngulo entre r e s € igual ao dngulo entre v’ e s'.

Demonstragdo. Temos trés casos a considerar.

1. Se r e s passam pelo centro de inversdo, entdo r =’ e s = s’. Logo, o teorema é

verdadeiro nesse caso.

2. Se r e s ndo passam pelo centro de inversdo, como na Figura 43, entdo ' e s’ sdo
circunferéncias que passam pelo centro O de inversdo. Sejam g e s as respectivas
tangentes a ' e s’ em O. Por definicdo, o 4ngulo entre 7y e sy € igual a o 4ngulo
entre 7' e s'. Por outro lado, segue do Lema 3.14 que rg || r e 5o || s, donde
concluimos que o angulo entre r e s é igual ao angulo entre 7y e sy, que por sua

vez é igual ao 4ngulo entre ' e s'.

Figura 43: Caso em que r e s ndo passam pelo centro de inverséo.

3. Se r passa pelo centro de inversdo e s ndo, entdo a circunferéncia s’ passa pelo
centro de inversdo. Sendo s a reta tangente a s’ em O, temos que sy || s. Como
r =71/, segue que o 4ngulo entre r e s é igual ao 4ngulo entre ¥’ e sy, que por sua

vez, é igual ao dngulo entre 7’ e s’.
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O]

Observacao 3.16. Se r e s sdo retas paralelas, entdo r N's = {Q)} e, consequentemente, '
e s’ sdo circunferéncias tangentes no ponto O. Além disso, se u € a reta paralela a r e s que

passa por O, temos que:
e 7' e s’ serdo tangentes interiormente se r e s estiverem do mesmo lado de u;

e ' e s’ serdo tangentes exteriormente se r e s estiverem em semiplanos opostos

determinados por u.

Teorema 3.17. Sejam, I'(R, O) uma circunferéncia de inversdo e C e D circunferéncias
secantes que ndo passam por O. Entdo o dngulo entre C e D ¢ igual ao dngulo entre C' e
D/

Figura 44: Inversdo preserva angulo entre circunferéncias.

Demonstragdo. Sejam P um dos pontos de interseccdo entre C e D e r e s as retas
tangentes a C e D em P, respectivamente. Os inversos de 7 e s sdo circunferéncias que
passam por O e sdo respectivamente tangentes a C’ e D’ em P’. Sejam s; e r; retas
tangentes a s’ e ¥’ em O, respectivamente. Observemos que s; || s e 7 ||  pelo Lema
3.14, o que implica que o angulo entre r; e s; € igual ao angulo entre r e s. Como
{O,P'} =r'Ns’" e P € C'ND', segue que as retas tangentes a ' e s’ em P’ coincidem

com as retas tangentes a C’ e D’ em P’. Pelo Lema 3.13, o 4ngulo entre C' e D’ é igual
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ao angulo entre rq e s1, que por sua vez é igual ao angulo entre C e D, como queriamos

demonstrar. O

Proposicao 3.18. Sejam I'(O, R) uma circunferéncia de inversdo e C(O1, R1) uma circun-
feréncia que ndo passa pelo centro de inversdo. Entdo C é invariante pela inversdo se, e

somente se, C e I" sdo ortogonais.

Figura 45: T e C séo circunferéncias ortogonais.

Demonstracdo. Sejam P um dos pontos de interseccdo entre I' e C e r uma reta secante
a C que passa por O, onde rNC = {A, A’}. Como T e C sdo ortogonais, a reta (ﬁ é

tangente a C. Pela Proposi¢do 2.24, obtemos
Pote(O) = OA - OA’ = (OP)? = R?, (3.10)

isto é, A e A’ sdo inversos com respeito a I, o que implica que C ¢é invariante pela

inversao.

Reciprocamente, se C é invariante por inversdo, entdo existem os pontos A € C e
A’ € C tais que
OA-OA’ = R%. (3.11)

Sem perda de generalidade, consideremos que A € interior a I'. Tracemos por O uma
das retas tangentes a C e denotemos por P o ponto de tangencia.
Pela Proposicao 2.24, temos

(OP)?> = OA - OA'. (3.12)
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De (3.11) e (3.12), concluimos que OP = R. Deste modo, o tridngulo APOO; é
retdngulo em P, pois o lado OP esta contido na tangente a C nesse ponto, o qual deve

ser perpendicular ao raio de C, o que nos leva a concluir que I' e C sdo ortogonais. [

3.5 RAZAO CRUZADA

Sejam A, B, C e D pontos colineares e A’, B’, C' e D’ seus respectivos inversos com
respeito a uma circunferéncia £(O, r), com O € AB. Denotaremos por razao cruzada

o numero real positivo, L
|AC|-|BD|
|AD|-|BC|

a qual sera representada por [AB, CD].

Proposicao 3.19. A inversdo preserva a razdo cruzada, isto €,

[AB,CD] = [A'B,C'D'].

Demonstragdo. Seja O um ponto qualquer da reta que contem os pontos A, B, C,e D e
consideremos a inversdo com respeito a circunferéncia >(O, r). Aplicando a Proposicdo

3.4, obtemos:

_ |AC|-[BD|
" |AD||BC|
|A’C'|-r>  |B'D’|-r?
_ |OA|-|OC| |OB|-|OD|
~ |[AD'|-2 [B'C|?
|OA|-|OD| |OB|-|OC|

[AB,CD]

~ |A’C’|-|B’D/]
[AD|-[BC|
=[A'B,C'D].
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3.6 INVERSAO LEVANDO A CIRCUNFERENCIAS CONCENTRICAS

Proposicao 3.20. Se C(Oq, R1) e D(O3, Ry) sdo circunferéncias ndo concéntricas com C
interior a D, isto €, 010, < Ry — Ry, entdo existe uma circunferéncia de inversdo . que

transforma C e D em circunferéncias concéntricas.

Demonstracdo. Sejam m =r,rND = {A,B} e O(A,R) uma circunferéncia de
inversdo com R > 2 - R,. Nesse caso, temos que D’ é uma reta pois A € D e C' é uma
circunferéncia. Consideremos {E} = D' Nr e h a reta tangente a C’ em F que passa
por E. Por construcdo, a circunferéncia A(E, EF) é ortogonal a C' e D’. Mas, como
vimos, a inversio preserva o angulo entre curvas e assim temos que A’ (a qual é uma

circunferéncia) é ortogonal a C e D, como estd ilustrado na Figura 46.

Figura 46: A circunferéncia A’ é ortogonal a C e D

Seja A’ Nr ={P,Q}. Escolhamos qualquer um dos pontos P e Q (P, por exemplo)
e invertamos C e D segundo uma circunferéncia ¥ qualquer de centro P. A reta A",
inverso de A/, tem que ser ortogonal a C’ e D’. Mas, C’ e D’ sdo circunferéncias e, como
elas devem ser ortogonais a A", segue que tal reta deve passar pelos centros de C’ e
D’. Como os centros de C' e D’ pertencem a r, entdo ambos devem coincidir com a

intersecgdo X dessa reta com A”.

Portanto, segundo essa inversao, as circunferéncias C e D sdo transformadas em

circunferéncias concéntricas.
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Figura 47: C e D sdo transformadas em circunferéncias concéntricas.



GEOMETRIA INVERSIVA APLICADA A
PROBLEMAS SANGAKU

De posse dos resultados sobre inversdo em relagdo a uma circunferéncia abordados
no capitulo anterior, estudaremos neste capitulo sua aplicagdo na resolucao de alguns

problemas de Geometria Plana propostos em sangaku.

Ao longo deste capitulo, mostraremos ao leitor que o método da inversdo torna a
solucdo de certos problemas elementar, principalmente quando a circunferéncia de

inversao é convenientemente escolhida.

Inicialmente, nos problemas dos circulos gémeos de Arquimedes e de Naitd, conside-
remos uma circunferéncia I' de centro O e didmetro AB, C um ponto de AB distinto
de A e B, T'; e I'; circunferéncias de centros O; e O, e didmetros AC = 2b e BC = 2a,

respectivamente, e r a reta perpendicular a AB que passa pelo ponto C .

4.1 CIRCULOS GEMEOS DE ARQUIMEDES

O problema dos circulos gémeos de Arquimedes [12] foi proposto em um sangaku
escrito em 1838 no Santuario Mukouzeki Tenmangu, prefeitura de Nagano, como esta

ilustrado na Figura 48.

Definicdo 4.1. Denotamos por circulos gémeos de Arquimedes as circunferéncias ¢,
e |, tangentes interiormente a I', exteriormente a I'; e I';, respectivamente, e tangentes

a r, como estd ilustrado na Figura 49.

Problema 4.2. Mostre que os circulos gémeos de Arquimedes sdo congruentes.
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Figura 48: Sangaku do Santudrio Mukouzeki Tenmangu, prefeitura de Nagano, 1838.

Fonte: http://www.wasan.jp/nagano/mukiseki.html

Figura 49: Circulos gémeos de Arquimedes

Demonstragdo. Seja {D} =T, N § e consideremos a inversdo com respeito a circun-
feréncia )(B, 2a). Por construgédo, segue que {E,F} = QNT e {C} = QNT,. Assim,
os inversos de I' e I'; sdo as retas ﬁ = s e r, respectivamente, ji que ambas passam
pelo centro de inversdo. Por outro lado, () é secante a ¢, isto é, {G, H} = Q)N ¢, pois

BC > BD. Assim, ¢, é a circunferéncia que passa pelos pontos G e H. Ora, como a


http://www.wasan.jp/nagano/mukiseki.html

4.1 CciRCULOS GEMEOS DE ARQUIMEDES

inversdo preserva tangencia, temos que 5 é tangente aos inversos de I' e I';, donde
concluimos que ¢ = ¢». Logo, o didmetro de ¢, é congruente a distancia entre as retas

paralelas r e s.

Analogamente, se considerarmos a inversao com respeito a circunferéncia (A, 2b),
segue que o diametro de ¢; é congruente a distancia entre as retas r (eixo radical de
INelyet= W, {I,J} =XNT. Assim, sejamtﬂﬁ = K, sﬂjﬁ =Led = KC

Figura 50: Inversdo com respeito a () e ¥.

e dy = LC os respectivos diametros de 1; e 1, como na Figura 50. Segue que K € o
inverso de B com respeito a %, L é o inverso de A com respeito a () e C é invariante
por inversdo pois QO NX = {C}. Aplicando a Proposi¢do 3.4, temos

(2b)? _2a-2b  2ab

di=KC=BC o e = 2u2b ~a+b

(20> 2b-2a _ 2ab

AB-BC 2a+2b a+b’

dy=CL=AC-
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Logo, os circulos gémeos de Arquimedes sdo congruentes, como queriamos demons-

trar. O

Observacéo 4.3. As medidas dos didmetros dos circulos gémeos de Arquimedes sdo iguais

a média harménica MH dos raios de I'1 e I'5.

De fato: )
1 2 2a
MH = 14_1 = a b S aeb
a b ab
2

Proposicao 4.4. O ponto A pertence ao eixo radical de 1, e I'>.

Demonstragdo. Sejam C, o centro de ¢, e X o pé da perpendicular baixada de C; sobre
o segmento AB, como estd ilustrado na Figura 51. Aplicando o Teorema de Pitdgoras

ao tridngulo AO,C, X, obtemos

(C2X)? = (02C2)? — (02X)?
ab 2 ab \?
(C2X)* = <a+b + a) - (a - a+b>

(C2X)* =

“4.1)

Figura 51: X é o pé da perpendicular baixada de C, sobre AB.



4.2 0 PROBLEMA DE NAITO

Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo A AC, X e substituido (4.1) em (4.2),

obtemos
(ACy)? = (AX)? + (C2X)? (4.2)

2 a2 .
(AC2)2=<2b+ua+bb> b

a+b

Consequentemente,

2
3 ' ab
Poty,(A) = (ACy) <a " b)
4.q%.

ab \? b ab \?
_<2b+a+b> T Tarh _(a+b)

:4b2+;jbb-(a+b)

=4b-(a+Db).
Por outro lado, temos que

Potr,(A) = (2b +a)* — a?
= 4b” + 4ab
=4b-(a+Db).

Logo, Potr,(A) = Poty,(A) e, portanto, A pertence ao eixo radical de ¢, e I'. O

4.2 O PROBLEMA DE NAITO

Nesta secdo vamos generalizar o problema de Naitd proposto em um sangaku na
cidade de Fukushima em 1983, como estd ilustrado na Figura 52, cuja descricdo esta

registrada em [8].

Problema 4.5 (Generalizacdo do problema de Nait0). Seja u # r a reta tangente as
circunferéncias ¢, e ', nos pontos P e Q, respectivamente, com u NI = {X, Y}. Seja €;
a circunferéncia tangente ao segmento XY e ao ponto médio do arco XY, contido no
semiplano oposto ao que contém ¢, e I'; determinados por XY. Mostre que o raio r; de

€1é
. a%b
V7 @+2n2
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Figura 52: Sangaku do santudrio de Nanko (O problema de Nait6 estd destacado)

Fonte: http://www.wasan.jp/fukusima/nanko3.html

Demonstragdo. Sejam v o eixo radical de ¢p e I'»(O,a), TNv ={A, M} eloNyp = {D}.
Pela Prposicdo 4.4, A € v. Note que O,D || BM pois ambos séo perpendiculares a v.
Aplicando o Teorema de Tales, obtemos:

AD DM

AO, 0B

DM  /(2b+a)? — a?

a 2b+a

g V0D
2b+a

Seja Q) (M, DM) a circunferéncia de inversao, como na Figura 53.

As circunferéncias ¢, e I'; sdo invariantes por inversdo pois ambas sdo ortogonais a
Q). Por outro lado, sejam X; e Y7 os pontos de interseccio entre (Y e I'. Como M €T,

temos que I é transformada por inversdo na reta I = %1 1_/1.

Mas, como a inversdo preserva tangéncia, temos que I’ é tangente a ¢, = ¢, e I, =T'»
2 2

e, consequentemente, concluimos que I" = u = &Y e que M é o ponto médio do arco

XY,


http://www.wasan.jp/fukusima/nanko3.html

4.2 0 PROBLEMA DE NAITO

Figura 53: Problema de Nait6

Figura 54: N e R séo inversos com respeito a ().

Assim, sendo m a reta mediatriz de XY, unm = {N} emNT = {M, R}, temos que
os pontos N e R sdo inversos em relacio a (), isto é, MN - MR = (DM)?. Além disso,
MN é o didmetro de ¢y e MR =2 - (a + ) é o diametro de I'. Logo:
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MN - MR = (DM)?

2
MN.Z.(Mb):(Z_\/b(b“l).a)

2b+a
2ba?
27’1 —MN— m
. a%b
YT @b +ap

4.3 SANGAKU 7=2+4+5

Este problema apareceu em um sangaku na prefeitura de Gumma em 1814 [13]

(Figura 55).

Figura 55: Sangaku do santuario de Kanmuri Inari (O problema 4.6 estd destacado)

Fonte: http://www.wasan.jp/gunma/kanmuri.html

Problema 4.6. Sejam A, B e C pontos colineares, com A —C — B. Sejam I' e I';
circunferéncias de diametro AB e AC, respectivamente. Consideremos a sequéncia de

circunferéncias a; de raio r;, i € IN, inscrita na regido delimitada por I'y, I' e o segmento


http://www.wasan.jp/gunma/kanmuri.html

4.3 SANGAKU 7=2+5

AB, com «; tangente a AB, a; tangente exteriormente a w; 1 €1 > rp > ¥3 > ..., COMO

esta ilustrado na Figura 56 . Mostre que

Figura 56: Sangaku 7=245

Demonstragdo. Consideremos AB = 2R =2-(a+b), BC = 2a, AC =2be X(A,2R) a

circunferéncia de inversao.

Os inversos de I' e 'y sdo as retas I, que passa por B, e I}, respectivamente, ja que
ambas passam pelo centro de inversdo. Por outro lado, a reta j@ ¢ inversa de si mesma
e ortogonal a I e I';, o que implica I} L jﬁ el’ L ﬁ Consequentemente, temos que
o inverso de a; com respeito a X € a circunferéncia a7, a qual é tangente aI', T} e jﬁ,
donde concluimos que o inverso de «; € a circunferéncia ) tangente aI’, T} ea a/_,

exteriormente. Note que {C'} =T N Ag. Assim, o raio r’ de cada circunferéncia a/ é
!/

— Pela Proposicdo 3.4 , temos que:

4.R?
I~ .
B'C' = BC AB.AC
4. R?
/— .
2.1 =2a R b
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Sejam C; o centro de &} e T o ponto médio de BC'. Aplicando o Teorema de Pitdgoras

ao tridngulo retangulo AATC;, obtemos:

(AC)? = (AT)* + (TG,

2 2
(AC))? = <2R+ ”bR) + ((21' —1)- ”bR> .

Seja jﬁl Na; = {]J;,K;}. Segue da Proposicdo 3.4 que

1—\/

Figura 57: Inversdo com respeito a X

4R?
.= /,
2r; =2r Al AK,
LR 4-R?
" b (AG —7) - (AC;+71')
‘R 4. R?
P (4.3)

b (ACP — (P



4.4 CIRCUNFERENCIAS TANGENTES EM UMA SEMI-CIRCUNFERENCIA

Por outro lado, temos

S22
(AC;)? — ()2 = R% - (4 + %“ + (21;2)“> . (4.4)

Substituindo (4.4) em (4.3), obtemos

a.
ri =

b _ 12

R (4+ (21 12) )

_ -R
B 2. 2

4b + 4a +W
_ 4-a-b-(a+b)
C4-b2+4-a-b+ Q20— 1)2-a2 (4.5)

Denotando 4 -b>+4-a-b=ke4-a-b-(a+Db)=s e substituindo em (4.5), obtemos

S
k+ @i 12 a2 (4.6)

ri =

Calculando os raios de a4, a7 e 1, temos

s 7 7-(49-a>+k)  343-a2+7k
YT 49 24k ra s B s
s 2 2-(169-a*+k) 338-a%+2k
"7 =169 21k rr s - s *.7)
(g2 . g2
r = S @225@ +k)=5a+5k. 4.8)
az+k 2] s s

Somando (4.7) e (4.8):

2,5 _338-a’+2k 5-a°+5k _338-a’+5-a’+2k+5k _343-a°+7k 7
rroor1 s s - s -

S 1’4‘

O
4.4 CIRCUNFERENCIAS TANGENTES EM UMA SEMI-CIRCUNFERENCIA

Este problema é de um tablet do santudrio Tozawa da cidade de Shinjo, em 1818

prefeitura de Yamagata, como estd ilustrado na Figura 58.
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'

ER R =R

A
i
3
4B
B
E. 33
&R
H o
»
a
z
B
5
L3

ES
&
%
A
L
b
X

Figura 58: Sangaku do santudrio de Tozawa (O problema 4.7 esta destacado)

Fonte: http://www.wasan.jp/yamagata/tozawa.html

Problema 4.7. Consideremos uma semi-circunferéncia § de didmetro AB = 2r e as
circunferéncias I';, 1 <i <9, donde I';;; é areflexdo de T';, (i =2,3,...8) com respeito

a mediatriz de AB, tais que:

I'; é tangente interiormente a f e a AB.

I'; é tangente a AB, a  interiormente e a I'; exteriormente.

I'y é tangente exteriormente a I'; e interiormente a f.

I'¢ é tangente a I'y e I'; exteriormente e a 3 interiormente.
e ['s é tangente exteriormente a I'y, I'p, 'y e T.

Denotando por r; o raio de I';, mostre que

Demonstragdo. Por simetria, I'1 é a circunferéncia de didmetro maximo inscrita em f3, o
que nos leva a concluir que ry = %

Denotemos por {C} =T1 N B, O o centro de B e consideremos a inversdo com respeito
a Q)(C,r). O eixo radical t de () e A (circunferéncia que contém p) é a reta ﬁ, onde
{FEG} =QNA =QnNg,isto é, t é o inverso de A por inversdo. Além disso, como
vimos no Problema 4.2, temos que I = fﬁ, I, =T e jﬁ || £, j& que os centros de Q,
B e I'; sdo colineares.


http://www.wasan.jp/yamagata/tozawa.html

4.4 CIRCUNFERENCIAS TANGENTES EM UMA SEMI-CIRCUNFERENCIA

Sabemos que a inversao preserva tangéncia. Consequentemente, I'; é tangente a Ag
e t nos pontos S e K, respectivamente. Por construcao, ¢t é a mediatriz de OC, de sorte
C A . % T r
que a distancia entre ABet é 5 Logo, 1, = T
Os inversos de Ty, I e T'g sdo as circunferéncias I, T, e I', respectivamente, exterio-

res a (), com a seguinte configuracdo, como estd ilustrado na Figura 59:

Figura 59: Inversdo com respeito a circunferéncia ().

o I') é tangente a f em L e a I', exteriormente.
o I'; é tangente a j@ em Q e al, eI’ exteriormente.

o I} é tangente a AB e t nos pontos D e R, respectivamente, e a I'y e I'; exterior-
mente.

e

i

Assim, sendo r}, 1y e rg os respectivos raios de I'j, I'; e I's, concluimos que r; =
r
g

Sejam O}, O e O} os respectivos centros de Iy, I';, e I'; e I, I, m retas paralelas a t que
passam pelos mesmos, nessa ordem e T, H e V os pés das perpendiculares baixadas de

C sobre as retas h, I, m, respectivamente. Observemos que ( [3], Problema 13, pagina

59):
I _ Ol = . /T . K.K_M.
0, T=0gV=05+5Q=2 5 4+2 \/;_ 1 r

I _
Ty =Tg=
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4
Aplicando o Teorema de Pitdgoras aos tridngulos ACTO}, ACHO} e ACV O}, obtemos

OLH=0OR=0S+5Q+0QR =

2 ror
“r+2- i-g—\@-r.

(COY?* = (CT)* +(O4T)?
s\ (32 ) o7
—<s) T T) Ta

(COR)* = (CV)* + (O5V)?

Vo (3v2 ) 12122
_(8> T ) T

(COB)* = (CH)* + (OgH)?

- (§) 4l =55

Aplicando a Proposicdo 3.4, temos

2
’ r

= o e
2
R (4.10
(COg)?* — (rg)
e
2
rg =7rg ! 4.11)

Substituindo ) e COj, 1y e COy, rg e COg em (4.9), (4.10), (4.11), respectivamente,
concluimos que



4.5 CADEIA DE STEINER

o r
r6_4'4172_(r)2
16 4
_Ar r
T 30710
e
o r2
g 121r2_<r)2
16 8
o1
120 15’

como queriamos demonstrar.

4.5 CADEIA DE STEINER

Sejam C(Oq, R) e D(O;, r) circunferéncias interiores ndo concéntricas com 010, <
R — r. Denotamos por cadeia de n-Steiner, (n € IN, n > 2), a sequéncia de circunferén-
cias a1, ap, ..., &, , tangente a D exteriormente, a C interiormente e cada «; é tangente

exteriormente a &;_1 € &1, (&1 = a1 € &y = ). A Figura 60 ilustra uma cadeia de

Steiner com 10 circunferéncias.

Figura 60: Cadeia de 10-Steiner
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4.5.1 Condigdo de existéncia

Este objeto matemadtico foi estudado inicialmente por Jacob Steiner (1796-1863),
que demonstrou através dos conceitos de inversdo a relacdo entre os raios de C e D
e a distancia entre os seus centros, a qual permite que nao haja sobreposicao entre

qualquer uma das circunferéncias da cadeia.

De fato, pela Proposicdo 3.20, existe uma inversdo que transforma C e D em circun-

feréncias concéntricas C’ e D’ de centro N. Denotaremos por R’ e ' os raios de C’ e
. A . . . ~ . !yl
D', d = 0,0, e C; o centro de cada circunferéncia zx§ da cadeia, as quais terdo raio RTr

ap6s a inversdo. Seja {T} = a; N a},,. Observemos que o tridngulo ANC;T é retangulo

em T com m(/C;NT) = 7, C;T = R/E’/ e NC; = R/;’/, como estd ilustrado na Figura 61.

Da trigonometria, obtemos

= = — =~ 4.12)
R +7 ' _ T
1 — sen <n)

Sejam {A,D} =CnN 25102 e{B,C}=Dn 25102. Os pontos A, B, C e D obedecem a

e (E) R — ¢ R/ B 1+ sen <%)

Figura 61: As circunferéncias aq, &y, ..., &, sdo transformadas em circunferéncias congruentes

. I
de raio RZ’.




4.5 CADEIA DE STEINER

razdo cruzada [AB,CD] = [A’B’, C'D’] de acordo com a Proposigio 3.19. Reescrevendo

tal relacdo em termos das distancias, obtemos:

[AB,CD] = [A'B,C'D']
|AC|-[BD| _ |A'C’"|:|B'D|
|AD||BC| ~ [A'D'||B'C’|

R+r—d)-(R+r+d) (R +7')?

4.-R-r C4.R'-7
R+r?2—d> R ¢

Substituindo (4.12) em (4.13):

s
(R+r)2—d2 B 1+sen(g
T
n

= )+
R-r 1—sen<> 1+sen(—)
(R+r)2_d2_2-(l+sen2(:))+2
()
Rarp—p= 2R T (4.14)

—

cos? (—)
n

Essa é, portanto, a relacdo a que devem obedecer os raios de C e D, a distancia entre

seus centros e a quantidade n de circunferéncias que se pretende inserir na cadeia para

que a mesma se feche perfeitamente.

Observacéo 4.8. O lugar geométrico dos centros das circunferéncias que compde a cadeia
€ uma elipse de focos O1 e O,. De fato, sendo P; o centro da circunferéncia a; da cadeia,
segue que O1P; = R — rj e Oy P; = r +r;, 0 que implica O1P; + O,P; = R + 1, isto €, a soma

das distdancias de P; a Oy e a O, € constante.

4.5.2 Teorema de Ikeda e Generalizacdo

Em 1826, na mesma época em que Steiner desenvolveu os conceitos de inversao,
um problema envolvendo cadeia de Steiner foi exposto em um sangaku no templo
de Ushijima Chomeiji por Tkeda Sadakazu, em Téquio, Japao, como esta ilustrado na

Figura 62,( [3]), o qual enunciaremos a seguir.
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Figura 62: Sangaku do templo Kiyomizu Kan'nondo (O problema 4.9 esta destacado)

Fonte: http://www.wasan.jp/tokyo/kaneiji.html

Problema 4.9. Se &1, «y, ..., a14 € uma cadeia 14-Steiner das circunferéncias C e D de

raior;, 1 <i < 14, entdo

O resultado a seguir é conhecido na geometria Wasan por teorema de Ikeda, sendo o

Problema 4.9 um caso particular do mesmo.

Teorema 4.10 (Tkeda). Se a1, ay, ..., &, € uma cadeia 2n-Steiner das circunferéncias C

e Dderaiory, 1y, ...,y , entdo

é constante parai=1,2,...,n.

Nesta subsecdo, mostraremos que o teorema de Ikeda admite uma generalizagéo.
Inicialmente, provaremos um importante resultado da geometria o qual é conhecido

como teorema geométrico de Leibniz.


http://www.wasan.jp/tokyo/kaneiji.html

4.5 CADEIA DE STEINER

Teorema 4.11 (Leibniz). Se {A1, Ay, ..., Ay} é um conjunto de pontos distintos do plano

com baricentro G, entdo, para qualquer ponto M do plano temos

3 (AiM)? = n - (MG)? + f(AiG)%
=1 i=1

1

Demonstragdo. Fixemos no plano um sistema de coordenadas cartesianas com origem
em G e sejam A; = (x;,y;), 1 <i <mn,eM = (x,y). Calculando a distancia entre os

pontos A; e M, obtemos:

(AiM)* = (x; — x)* + (y; — y)?
(AiM)? = (X)* + () + () + (y,)* —2-x; - x —2-y; - . (4.15)
Por [1], segue que
1 n 1 n n n
() e
i=1 i=1 i=1 i=1
Além disso, temos (x)* + (y)*> = (MG)? e (x;)* + (y;)* = (A;G)?. Substituindo essas

relacdes em (4.15) e somando (A M)? + (AyM)? + - - - + (A, M)?, obtemos

i(AiM)2 = f(MG)2 + f(AiG)Z —2-x- fxi -2y fyi-
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1

Portanto,

n n
Y (AiM)* = n- (MG)* + ) _(A;G)™.
i=1 i=1
De acordo com [9], o préximo resultado é uma generalizacdo do Teorema 4.10.

Teorema 4.12. Se aq, a2, ..., 0, € uma cadeia de mn-Steiner; (m,n > 2), das circunfe-

réncias C(O1, R), e D(O,, 1), (R > 1), de raio 1,72, ..., mn , entdo

1,1 m (1 1>
i Tien Tit(m—1)n z.tgz(l) r R

parai=1,2,...,n
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Figura 63: C;, Ci\y, . .., Ciy(m—1).n S80 vértices de um poligono regular.

Demonstragdo. Consideremos a inversdo com respeito a uma circunferéncia Q(M, 1)

que leva C e D nas circunferéncias concéntricas C'(N, R’) e D'(N, ).

Desse modo, as circunferéncia «; (1 < i < mn) da cadeia sdo transformadas por

inversdo nas circunferéncias zxg de raio

A= 5 (4.16)
Seja C; o centro de «/. Da Proposigdo 3.4, obtemos:
RI
=& = (MN)y = (R, (4.17)
r/
— = (MN)* = ()’ (4.18)
e
1 (MC)* — (M)?
_ MG)” — () (4.19)

ri A
Observemos que C;, Ciyy, ..., Ciygu—1).n S@0 vértices de um poligono regular de m

lados sendo N seu baricentro, como esté ilustrado na Figura 63.
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Calculando a soma 1 + 1 +-t , temos:
i Titn Yiv(m—1)-n
— 1 m—1
Z =5 | 2 (MCiyju)? —m - A2 (4.20)
j=0 Ti+jn j=0
Pelo Teorema 4.11, segue que
m—1 m—1
Z (Mci+jn)2 =m- (MN)Z + Z (NCi+jn)2/ (4.21)
=0 j=0
/ r/
onde NCj,j, = —5—, paraj=0,1,2,...,m — 1. Substituindo o (4.21) em (4.20):
- R +7\? R —7"\?
e (555) - (557)
; Titjn /\ [( ) 2
m 2 /
=5 [(MN) +R"- } (4.22)
De (4.17) e (4.18), obtemos:
1 (R 7
2 _ 1 (KT INSRN
(MN) =3 <R+r+(R)+(r)> (4.23)
e
r R R +7
(R, + 1’/)2 = (r — R) . <R/ — r/> . (4.24)

Substituindo (4.23) e (4.24) em (4.22):

— / /
E Zm/\-<1;+rr+(R’)2+(r/)2+2-R’-r’>
j=0 Titjn ’
m R 7
=2.A'(R - <R'+”2>
_om R 7 R +7 R
T2 A RTFT\R=) TR
_m [ (RN L (PN (RPN (1 1 (R
2 |[R \ A r \A R — 7' r \A R \A

(4.25)

2
Seja 20 = m(/C;NC;;q) = mirrz De (4.12) e (4.16), obtemos as relagdes

r/

_1—sen9
T Tend

senf
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5’ _ 1+senf
A senf
1 R ++

senf R —17

Assim, reescrevendo a equagéo (4.25), concluimos que:

mi:l 1 m 1 (1—sen9+ 1—sen9) +l‘ <1+sen9 B 1+sen9>}
3 Tivjn 2 |r sen sen 26 R send sen 20
m [1 [sen®—sen?0+1—senf 1 [senf+sen?—1—senf
2 _r'< sen 2 >+R'< sen26 )]
m [1 [cos?6 1 [cos®6
=7 r(ser129>_R<ser129>]
m

ey (R)

mn

como queriamos demonstrar. O



ATIVIDADES

Neste capitulo, elaboramos trés atividades que podem ser realizadas em sala de aula

com o uso do software Geogebra.

A atividade 1 consiste em construir Applets que possibilitam formar uma conjectura
a respeito da inversao de retas e circunferéncias e, assim, criar uma abertura para

demonstrar as Proposicdes 3.9 e 3.10.

As atividades 2 e 3 consistem em construir Applets com o sangaku 7 = 2+5 e a
cadeia de n-Steiner (n = 2k, k > 2), explorando o dinamismo destas constru¢des quando

variamos a quantidade de circunferéncias da cadeia.

Seguramente, estas atividades oportunizam ao professor de Matemadtica a discussao
de conceitos importantes da Geometria Plana, além de explorar as propriedades da

Geometria Inversiva.

5.1 ATIVIDADE 1: INVERSAO DE RETAS E CIRCUNFERENCIAS

e Inicialmente, selecionamos a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
e construimos na Janela de vizualizacdo uma circunferéncia de inversao I' de

centro O e raio qualquer.

e Com a ferramenta Reta, construimos uma reta » qualquer que nao passa pelo

centro de inversdo e marcamos um ponto P sobre r.

e Selecionamos a ferramenta Inversdo e , em seguida, clicamos no ponto P e em T,
nsta ordem. Deste modo, construimos o ponto P’ = I(P), como estd ilustrado na

Figura 64.
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e Com o botfo direito do mouse, clicamos no ponto P’ e selecionamos Habilitar
Rastro. Em seguida, clicamos com o botdo direito do mouse no ponto P e

selecionamos Animar.

A partir do rastro de P/, temos uma conjectura de que o inverso da reta r é uma

circunferéncia ' que passa pelo centro O de inversio.

Neste momento, sugerimos ao professor que pergunte aos seus alunos quais as
justificativas que garantem que a conjectura ilustrada na Figura 65 é verdadeira

e, posteriormente, que faca a demonstracdo da Proposi¢do 3.9.

Analogamente, pode-se adaptar esta atividade para conjecturar o inverso de uma
circunferéncia que néo passa pelo centro de inversdo e, em seguida, fazer a

demonstracdo da Proposicdo 3.10.

N e [
! N Reflexo em Relacio a uma Reta
.*° Reflecdo em Relag3o a um Ponto "
\s s
OO inversdo
M =
e Rotagio em Tomo de um Ponto
./';. Translac&o por um Vetor

o Homotstia

Figura 64: O ponto P’ é o inverso de P.



5.2 ATIVIDADE 2: CONSTRUINDO O SANGAKU 7=5+2 NO GEOGEBRA

~ Janela de Visualizagio

Figura 65: Conjectura do inverso de r.

5.2 ATIVIDADE 2: CONSTRUINDO O SANGAKU 7=5+2 NO GEOGEBRA

e Iniciamos a construgédo desse Applet com trés controles deslizantes R, k e n com

as seguintes propriedades:

i) R varia de 0.01 até 10, com incremento 0.0;
ii) k varia de 0.01 até 1, com incremento 0.01;

iii) n varia de 1 até 100, com incremento 1.

Em seguida, selecionamos a ferramenta Circulo: Centro & Raio e construimos na
Janela de vizualizacdo uma circunferéncia I' de centro O = (0, 0) e raio R. Com a
ferramenta Interseccdo de dois objetos, clicamos em I' e no eixo Ox para marcar

os pontos A e B e, posteriormente, construimos com a ferramenta Reta a reta

r= j@, como estd ilustrado na Figura 66. Apds isso, ocultamos os eixos Ox e Oy.

Agora, vamos construir o ponto C pertencente ao segmento AB, cuja posi¢do serd
controlada pelo controle deslizante k. Para isso, escrevemos no campo de entrada

C=(1-k)-x(A)+k-x(B),0). Ainda no campo de entrada, escrevemos
'y = Circulo(PontoMédio(A, C), Distancia(A, C)/2)

para construir a circunferéncia I'; de didmetro AC.
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N = PSP

> Jane

X | » Janela de Visualizagéo 2
o™/ Ponto e

® R=

A% Ponto em Objeto R=131

L4 f(l"" vincular / Desvincular Ponto

® texi

@ texi k=0.21
AT >( Intersecio de Dois Objetos

® g

® B=| e PontoMédio ou Centro

® A=|"® r n=13

@ texi

® texi .Z Numero Complexo
@ texi

N Otimizacio
{\} Raizes

Figura 66: A reta r : y = 0 intersecta I' nos pontos A e B.

Nessa primeira parte, podemos mudar a vontade os nimeros R e k e, assim,

escolher os raios de I" e I'y.

e Agora, vamos construir a circunferéncia X de inversdo de centro A e raio AB e,
em seguida, construir os inversos de I' e I';. Para isso, selecionamos inicialmente
a ferramenta Circulo dados centros e Um de seus pontos e clicamos nos pontos A e
B e ,depois, selecionamos a ferramenta Inversdo e clicamos, nesta ordem, em I', &
e I'1, Z. Deste modo, as imagens de I e I'; por inversdo sdo as retas paralelas I” e

1 perpendiculares a j@, como estd ilustrado na Figura 67.
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S Y

x Reflexio em Relacio a uma Reta
. Reflexdo em Relacdo a um Ponto
N inversa

. Inverso

Rotacdo em Torne de um Ponto
°r Translagdo por um Vetor

- Homaotetia

Figura 67: Inversao de I' e T'y.

e Por fim, vamos construir a sequéncia de circunferéncias tangentes «; incrita
na regiao delimitada por I', I'; e a reta jﬁ . Inicialmente, marcamos o ponto
{C'}=T1nN jﬁ e o ponto médio M do segmento BC’. Em seguida, digitamos no

campo de entrada

I1 = Sequéncia(Circulo((x(M), y(M) + (2i — 1) - BM), BM),i,1,n)

2 = Reflexdo(I1,Z).

Na Figura 68 , exibimos a construcao final.
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 Janela de Visualizagéo X/ | ¥ Janela de Visualizacio 2

R=1

®

k= 0.6666666667

®

Figura 68: Applet do sangaku7 =2+5.

Deste modo, pode-se determinar a quantidade de circunferéncias da cadeia variando

o controle deslizante n.

Também € possivel determinar o raio de cada circunferéncia da cadeia. Para isso,

digitamos no campo de entrada o comando
Raio(Elemento(I2, 7)),

onde i € a posicdo do elemento na lista 2.

Esta atividade fornece uma excelente oportunidade de vizualizacdo da aplicagédo da

Proposicéo 3.4.

5.3 ATIVIDADE 3: CONSTRUINDO UMA CADEIA 2k-STEINER NO GEOGEBRA

5.3.1 Construindo uma nova ferramenta no Geogebra

Inicialmente, vamos criar uma nova ferramenta no Geogebra que transforma, por

inversdo, circunferéncias interiores ou exteriores em concéntricas.

e Com a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus pontos, contruimos na Janela

de Vizualizagéo as circunferéncias e e f de centros O; e O,, respectivamente,
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exteriores ou interiores. Na Figura 69 estd ilustrado o caso em que f é interior a

e.

D> O O ®

Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
Circulo: Centro & Raio
Compasso

Circulo definido por Trés Pontos [

Semicirculo
Arco Circular f

Arco Circuncircular

Setor Circular

Setor Circuncircular

Figura 69: f € interior a e.

e Usando a ferramenta Reta, clicamos nos pontos O; e O,, obtendo assim a reta
25102. Em seguida, marcamos os pontos {A,C} =eN 25102. Depois, escolhemos

um dos pontos A e C, (A, por exemplo) e construimos uma circunferéncia I' de

centro A e raio AC.

e Selecionamos a ferramenta Inversdo e clicamos sobre e, I' e f, I, nesta ordem,

obtendo assim a reta ¢, que passa por C, e a circunferéncia f’, como estd ilustrado

na Figura 70.

BN

3

Reflexdo em Relagéo a uma Reta

Reflexdo em Relagdo a um Ponto

,k Inverséo

Rotagédo em Torno de um Ponto
-’; Translag&o por um Vetor 6,
.f * Homotetia T
fl
e
A 'f O,
o/ e

Figura 70: Inversdo com respeito a I'.
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e Usando a ferramenta Reta Tangente, clicamos sobre o ponto C e a circunferéncia
f', obtendo assim as retas tangentes s e f a f' que passam por C. Depois, usando
a ferramenta Intersec¢do de Dois Objetos, clicamos sobre uma das retas tangentes

(por exemplo, t) e sobre f’, obtendo o ponto {F} =t f.

e Selecionamos o botédo Circulo Dados Centro e Um de seus Pontos e clicamos sobre
os pontos C e F, obtendo a circunferéncia A de centro C e raio CF, ortogonal
ae e f'. Em seguida, selecionamos a ferramenta Inversdo e clicamos sobre A e
I'. Deste modo, construimos a circunferéncia A’, que intersecta a reta m; nos

pontos P e Q, como estd ilustrado na Figura 71.

1\’ Reflexdo em Relagdo a uma Reta
.** Reflex&io em Relac&o a um Ponto
Q Inverséo
.

;). Rotagdo em Torno de um Ponto
/; Translag&o por um Vetor

..k ° Homotetia

Figura 71: P e Q sdo centros de inversdo que levam e e f em circunferéncias concéntricas.

Assim, qualquer circunferéncia de inversdo com centro nestes pontos transformam

e e f em circunferéncias concéntricas.

e Agora, criamos o controle deslizante R que varia de 0.01 até 50. Em seguida,
selecionamos o botéo Circulo: Centro & Raio, clicamos sobre um dos pontos P e Q
(por exemplo, P) e definimos o raio como R, obtendo, assim a circunferéncia de

inversao X.

e Usando a ferramenta Inversdo, invertemos e e f em relacdo a X, obtendo assim as

circunferéncias concéntricas ¢” e f”, como estd ilustrado na Figura 72.
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] N Reflexdo em Relagdo a uma Reta

.*" Reflexdio em Relagdo a um Ponto \
_k Inversdo

f;. Rotagéo em Torno de um Ponto
-f}- Translagéo por um Vetor

+° Homotetia

Figura 72: ¢’ e f” sdo circunferéncias concéntricas.

Feita a construcdo das circunferéncias concéntricas, iniciamos o processo de Criar
Uma Nova Ferramenta, que denotaremos por Inversdo em Circulos Concéntricos. Deste

modo, automatizamos o processo de construcao descrito acima.

Inicialmente, na barra de menus, selecionamos a opcdo Ferramenta e, em seguida,
clicamos em Criar Uma Nova Ferramenta, onde surgird a caixa de didlogo ilustrada na

Figura 73.

€7 Criar uma Nova Ferramenta X

Ob]etosFlnals Objetos Iniciais Nome e icone

Selecione os objetos na construgdo ou escolha-os de uma lista

~

A
v

X

< Voltar Proximo > Cancelar

Figura 73: Caixa de dialogo.

Conforme ilustra a Figura 74:
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i) escolhemos como objetos finais as circunferéncias e”, f, ¥ e o centro P de inversao;

ii) como objetos iniciais, escolhemos as circunferéncias e e f, seus respectivos centros

01 e O, e o controle deslizante R;

< (%]

Objetos Finais Objetos Iniciais Nome e icone Objetos Finais Objetos Iniciais Nome e icone

Selecione os objetos na construgdo ou escolha-os de uma lista Selecione os objetos na construgdo ou escolha-os de uma lista

v

Circulo A Circulo e ~ A
Circulo e" v Circulo f v
Ponto P Ponto O,
Circulo E: Circulo com centro P e raio R X Ponto O, X
Numero R hd
= Veltar | Proximo > Cancelar } <Voltar || Préximo > Cancelar

Figura 74: Objetos finais e objetos iniciais da ferramenta Inversdo em Circulos Concéntricos.

iii) Por fim, concluimos o processo escrevendo o nome e a ajuda da ferramenta.

5.3.2 Construindo a Cadeia 2k-Steiner

e Inicialmente, construimos na Janela de vizualizacdo 2 os controles deslizantes R,

d e n com as seguintes propriedades:
i) R varia de 0.1 a 50, com incremento 0.01;
ii) n varia de 4 a 100, com incremento 2;
iii) d variade 0.1 a R — 0.01.

e Usando a ferramenta Circulo: Centro & Raio, construimos a circunferéncia ) de

centro O7 = (0,0) e raio R.

e Fixados os numeros 1, R e d, R > d, temos que a equacdo (4.14) é quadratica
em relacdo a incdgnita r, com duas raizes reais positivas. Deste modo, podemos

reescrevé-la como:
2 o p (. a2(7C ) 2 2
r“—2-R (2 tg ( )+1> r+R-—d°=0. (5.1)

Assim, o raio r da circunferéncia interior a () serd a menor raiz da equagéo (5.1).

Logo, para construir a circunferéncia I' de centro O, interior a (), digitamos no

campo de entrada:
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02 = (x(01) +4,0),

r = Minimo(Solucbes(x> —2- R - (2 - tgz(n/n) +1)-x+R? — d%)))

I' = Circulo(O», r).

e Usando a ferramenta Inversdo em Circulos Concéntricos, clicamos em (), I', O e

O, e digitamos uma medida arbitrdria para o raio. Dessa forma, o inverso de

Q) e T’ com respeito a uma circunferéncia X de centro A sdo as circunferéncias

concéntricas () e I de centro B, como estd ilustrado na Figura 75.

le Visualizagao

A4

~\

Inversdo em Circulos Concéntricos p
Selecione dois circulos interiores ou exteriores, seus centros e, depois, digite a medida do raio

Figura 75: Q) e T sédo tranformadas em circunferéncias concéntricas.

e Com a ferramenta Semirreta, construimos a semirreta BO; e marcamos os pontos
{C} =’ NBO; e {D} =T"N BO;. Em seguida, marcamos o ponto médio M do

segmento BC e construimos a circunferéncia ¢(M, BM).
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e Agora, contruiremos uma lista /1 com n circunferéncias tangentes exteriormente,
a () interiormente e a I exteriormente. Para isso, escrevemos no campo de
entrada

I1 = Sequéncia(Girar(e,2 - t-i/n,B),i, 1, n).

e Por fim, construimos a lista /1’ das n = 2k circunferéncias «; da seguinte maneira:
selecionamos a ferramenta Inversdo e clicamos sobre [1 e ¥.. Deste modo, obtemos

a cadeia de Steiner que estd ilustrada na Figura 76.

Q
01 ] C@

Figura 76: Cadeia de Steiner com n = 2k circunferéncias.

Agora, vamos formar uma conjectura sobre a soma

1 1

—y 5.2
v * v+ k ( )

1 <i <k, onde r; é o raio da circunferéncia «; da cadeia.

Inicialmente, vamos criar a lista /2 com as medidas dos raios das circunferéncias da
cadeia. Para isso, digitamos no campo de entrada
12 = Sequéncia(Raio(Elemento(I1’, 1)), 1,1, n).
Por fim, calculamos (5.2) escrevendo no campo de entrada

13 = Sequéncia(1/12(i) + 1/12(i + n/2),i,1,n/2). (5.3)
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A Figura 77 ilustra o resultado de (5.3) quando R =2,1,d =0,5e n = 16.

13 = {7.73, 7.73,1.73,7.73,7.73,7.73, 71.73, 7.73}

Figura 77: Lista I3.

Deste modo, temos a conjectura de que (5.2) é constante e tal fato possibilita uma

abertura para abordar os Teoremas 4.10, 4.11 e 4.12.
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CONCLUSOES

O objetivo desse trabalho foi mostrar a riqueza de conceitos matemdticos envolvidos
em alguns problemas propostos em sangaku, cujas solucdes tornam-se elementares

quando estudadas pelo método da inversao.

Ao longo desta dissertacao, percebemos que esse estudo € acessivel a estudantes e
professores do ensino médio, pois os pré requisitos exigidos sdo conceitos elementares

de geometria, os quais fazem parte do curriculo do ensino fundamental e médio.

Vale ressaltar que o estudo desses problemas geométricos pelo método da inversao
agrega conhecimento ao professor de Matematica, favorece a criatividade e contribui

significativamente para o ensino de geometria.

Além disso, o material desenvolvido neste trabalho pode ser utilizado em cursos de

Geometria voltados a capacitacdo de alunos para prestar olimpiadas de Matemadtica.

Sugerimos ao professor de Matematica que além do material construido nesta pes-

quisa, utilize também um software de geometria Dinamica, como o Geogebra.

Portanto, acreditamos que este trabalho venha a contribuir para a formacao continu-
ada do professor de Matematica da educacao bésica e, principalmente, para potenciali-

zacdo da qualidade do ensino de Geometria.
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