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RESUMO

Tradicionalmente as dificuldades apresentadas pelos alunos na aprendizagem dos
contetdos da Matemaética do Ensino Basico impdem sérias dificuldades ao educador. O
ensino desses contedldos na modalidade Educacédo de Jovens e Adultos (PROEJA) passa
por iguais dificuldades e muitas vezes maiores, j& que os alunos fazem parte de um
publico diferenciado, dado que estdo ha algum tempo sem a préatica do estudo. Este
trabalho propde-se a minimizar essas dificuldades de aprendizagem, com o auxilio de
um programa de construcdo de graficos chamado Winplot. Neste trabalho sdo propostos
uma abordagem da teoria de fungdes trigonométricas, seno, cosseno e tangente, o estudo
por meio de graficos dos pardmetros da funcdo seno, assim como aplicagdes em
problemas proximos ao dia a dia dos alunos do PROEJA utilizando o programa
Winplot. Esse programa € também usado na solucdo das equagdes, utilizando técnicas
de interseccdo de graficos. Espera-se que este trabalho contribua em tornar mais atrativo
0 ensino da Matematica ndo s6 na modalidade do PROEJA, mas também nos Ensino
Fundamental e Médio tradicionais.

Palavras-chave: Seno, Equacdes, Winplot, Gréaficos.



ABSTRACT

Traditionally, the problems presented by the students when learning Basic Level
Mathematics contents impose serious difficulties to the instructor. The teaching of those
contents in the Adult Learning Education Modality (PROEJA) undergoes the same
obstacles sometime even bigger ones as the students are part of a differentiated group,
as they have been without the study practice for some time. This work proposes to
minimize those learning contretemps, with the aid of a graphic creation program named
Winplot. In this work there have been proposed an approach of the sine, cosine and
tangent trigonometric functions, the study of the sine function parameters through
graphics, as well as the applications on problems that are close to the everyday life of
the PROEJA students utilizing the Winplot program. This program is also used on the
solution of equations, employing graphic intersection techniques. It is expected that this
work may contribute in such a way to make the teaching of Mathematics more attractive
not only to the PROEJA modality but also to the traditional Basic Education and High
School courses.

Keywords: Sine, Equations, Winplot, Graphics.
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1. INTRODUCAO

No Brasil, a Matematica € ha muitos anos uma das disciplinas nas quais os alunos do
ensino basico encontram maior dificuldade de aprendizagem. Por tal motivo, os professores
dessa disciplina, durante a histdria tém tentado contornar o obstaculo dessa dificuldade.

Em nosso trabalho propomos metodologias para superar a dificuldade de
aprendizagem na modalidade de Educacdo de Jovens e Adultos. O PROEJA, Programa
Nacional de Integracdo da Educacdo Profissional com a Educacdo Béasica na Modalidade de
Educacédo de Jovens e Adultos, é apresentado no site do Ministério da Educacédo (MEC) como
uma proposta para superacao do quadro de dualidade trabalho manual e intelectual e também
visando a formacéo de jovens e adultos que ainda ndo a possuem (BRASIL, 2005).

Também segundo apresentacdo do PROEJA no site do MEC:

O PROEJA pretende contribuir para a superacdo do quadro da educagdo brasileira
explicitado pelos dados da Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios-; PNAD
divulgados, em 2003, que 68 milhdes de Jovens e Adultos trabalhadores brasileiros
com 15 anos e mais ndo concluiram o ensino fundamental e, apenas, 6 milhdes
(8,8%) estdo matriculados em EJA. A partir desses dados e tendo em vista a
urgéncia de acGes para ampliacdo das vagas no sistema publico de ensino ao sujeito
jovem e adulto, o Governo Federal instituiu, em 2005, no ambito federal o primeiro
Decreto do PROEJA n° 5.478, de 24 de junho de 2005, em seguida substituido pelo
Decreto n° 5.840, de 13 de julho de 2006, que introduz novas diretrizes que ampliam
a abrangéncia do primeiro com a inclusdo da oferta de cursos PROEJA para o
publico do ensino fundamental da EJA.

A partir deste contexto, 0 PROEJA tem como perspectiva a proposta de integracéo
da educacgdo profissional a educacdo bésica buscando a superacdo da dualidade
trabalho manual e intelectual, assumindo o trabalho na sua perspectiva criadora e
ndo alienante. Isto impde a construcdo de respostas para diversos desafios, tais
como, o0 da formagdo do profissional, da organizacdo curricular integrada, da
utilizacdo de metodologias e mecanismos de assisténcia que favoregcam a
permanéncia e a aprendizagem do estudante, da falta de infra-estrutura para oferta
dos cursos dentre outros (BRASIL, 2005).
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O Documento Base do PROEJA de 2007, disponivel no portal do Ministério da
Educacdo, em sua pégina 57, explicita quais instituicbes poderdo adotar cursos no ambito do
PROEJA:

Em conformidade com o Decreto n° 5.840/2006, poderdo adotar cursos, no &mbito
do PROEJA, instituicBes publicas dos sistemas de ensino fede-ral, estaduais e
municipais, entidades privadas nacionais de servico social, aprendizagem e
formacdo profissional vinculadas ao sistema sindical e entidades vinculadas ao
Servico Nacional de Aprendizagem Industrial (Senai), Servico Nacional de
Aprendizagem Comercial (Senac), Servigo So-cial da Industria (Sesi), Servico
Social do Comércio (Sesc), Servigo Social do Transporte (Sest), Servico Nacional
de Aprendizagem Rural (Senar) e Servico Brasileiro de Apoio as Micro e Pequenas

Empresas (Sebrae).

Amparado pelo Documento Base do PROEJA, o Instituto Federal de Educagéo,
Ciéncia e Tecnologia do Tocantins, ao qual doravante chamaremos por IFTO, oferta em seu
Campus Palmas dois cursos de ensino médio integrado ao ensino profissional na modalidade
de educacdo de jovens e adultos: Qualificacdo em Atendimento e Qualificacdo em
Manutencdo de Microcomputadores. As aulas dessa modalidade ocorrem no periodo
noturno. O artigo 2° do capitulo | da Organizacdo Didatica dos Cursos de Ensino Médio
Integrado a Educacéo Profissional na Modalidade de Educacédo de Jovens e Adultos do IFTO

— Campus Palmas prevé em paragrafo Gnico que:

A Educacdo Profissional de nivel médio na modalidade de Educacéo de Jovens e
Adultos (PROEJA), cuja organiza¢do do curso conduz o aluno a uma habilitacdo
profissional de nivel médio que também Ihe dard o direito & continuidade de estudos
na educacdo superior, serd oferecida para estudantes que tenham concluido o ensino

fundamental.

Assim o PROEJA é um programa que busca oportunizar formacao e possibilidade de
continuidade de estudos em nivel superior a jovens e adultos. Entretanto, no PROEJA as
dificuldades encontradas pelos professores de Matematica na pratica de ensino sdo geralmente
mais severas que aquelas encontradas no ensino médio tradicional. Tais dificuldades podem

ser explicadas através de alguns motivos, tais como:
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e 0s alunos que ingressam no PROEJA possuem idade acima dos 17 anos, sem
conclusdo de ensino médio e, que em sua maioria, estdo ha algum tempo sem a pratica
de estudo;

e geralmente os alunos do PROEJA possuem grandes limitacGes financeiras;

o dificilmente os alunos tém tempo para realizar atividades propostas a serem feitas em
casa apo0s as aulas, pois tém cansativas rotinas de trabalho durante o restante do dia;

e 0 PROEJA é um curso rapido no qual, em apenas dois anos, os alunos tém disciplinas
do ensino médio e disciplinas profissionalizantes.

Cabe ao professor de Matematica, em sua pratica profissional, tentar contornar o
mais eficientemente possivel esses obstaculos, de maneira a promover um melhor
aprendizado de sua disciplina entre os alunos do PROEJA.

Neste trabalho é proposta uma abordagem da teoria de funcBes trigonométricas seno,
cosseno e tangente, iniciando as defini¢cbes no triangulo retangulo para angulos agudos e
estendendo a angulos quaisquer por meio do circulo orientado. Logo apo6s é abordado o
estudo por meio de graficos dos parametros da fungéo seno, assim como aplicacdes na area da
construcdo civil em problemas proximos ao dia a dia dos alunos do PROEJA utilizando o
programa Winplot. Esse programa é também usado neste trabalho na solugdo das equacdes
utilizando técnicas de interseccao de graficos.

O Winplot é um programa para gerar graficos de 2D e 3D a partir de funcdes ou
equacdes matematicas. E um programa gratuito criado por Richard Parris, da Philipps Exeter
Academy. O programa traduzido para o portugués pode ser encontrado no site

http://math.exeter.edu/rparris e um bom manual para sua utilizacdo pode ser encontrado em

http://www.mat.ufpb.br/sergio/winplot/winplot.html.

O presente trabalho é desenvolvido em mais quatro capitulos. No segundo capitulo
sdo colocadas as definicdes necessarias ao desenvolvimento deste trabalho, seguindo as
abordagens encontradas na Colecdo do Professor de Matematica da SBM. No terceiro
capitulo sdo desenvolvidas a construcdo do grafico da funcdo seno no Winplot e também
algumas atividades de construcdo de gréficos das fungdes do tipo f(x) = A - senx, f(x) =
sen(B + x), f(x) = sen(x) + C, f(x) = sen(D - x), variando os parametros 4, B, C e D.
No quarto capitulo sdo propostas quatro aplicacGes das funcdes trigonométricas: construcdo
de uma rampa de acesso a pedestres, calculo do angulo de incidéncia dos raios solares por
meio de sombras, cobertura giratéria de um estadio de futebol considerando um angulo de

incidéncia solar Unico e sombras das coberturas considerando angulos de incidéncia solar


http://math.exeter.edu/rparris
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variaveis. Na solucdo dos problemas propostos nas aplicacdes sdo utilizados os resultados
dados no capitulo 3, assim como técnicas de interseccdo de graficos para resolver as equacoes

envolvidas. No quinto capitulo sdo feitas as consideragdes finais.
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2. DEFINICOES

2.1. PONTOS NAO COLINEARES

Considere trés pontos A, B e C no plano. Se C estiver sobre a reta AB, diremos que

A, B e C sdo colineares; caso contrario, diremos que A, B e C sdo nédo colineares.

Figura 1 — Trés pontos nao colineares

2.2. TRIANGULO

Tridngulo é a figura geométrica formada por trés pontos ndo colineares.

Figura 2 — Triangulo

2.3. ANGULO

Segundo Carmo:

Angulo é a figura formada por duas semi-retas de mesma origem. As semi-retas sao
os lados do angulo e a origem comum € o seu vértice. Se O € o vértice e se A e B sdo
pontos quaisquer, um em cada lado, este angulo sera representado por AOB ou BOA.
Se utilizamos esta notacdo, a letra que designa o vértice deve aparecer entre as
outras duas (Carmo, 2005, p. 7).
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Figura 3 — Angulo AOB

B

Um angulo pode ser representado também apenas pelo seu vértice com o simbolo
“N” posto sobre a letra que representa esse Veértice. O angulo da Figura 3 poderia ser

representado por AOB ou BOA, ou simplesmente O.

Em algumas partes deste trabalho utilizaremos letras gregas, como «, S e 6, para

representar medidas de angulos.

2.4. CIRCULO

Circulo é o lugar geométrico do plano dos pontos equidistantes de um ponto fixo,

chamado centro do circulo. A Figura 4 mostra um circulo A cujo centro € o ponto O.

Figura 4 — Circulo A de centro O

A
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2.5. MEDIDAS DE ANGULOS EM GRAUS

O instrumento que é normalmente utilizado para se medir um angulo é o transferidor,

que contém um circulo graduado em uma unidade qualquer, sendo que a mais utilizada é o
grau.

Figura 5 — Transferidor

IHIIIII/I//////// 7/

7
100

1 mqm

;

E o
—\0
E W
e, - ©
Z? o
= S
= ()
2
%, z
0z 0%
/4///,// /00 . \
&, 6, 7
’//’///////////e/ e o2 W
717 A A

A Figura 5 ilustra um transferidor graduado em graus. O grau € a fracdo de 3—20 do
circulo.

2.6. CIRCULO ORIENTADO

De acordo com Carmo:

Um circulo pode ser percorrido em dois sentidos. Quando um deles é escolhido e
denominado positivo, dizemos que o circulo estd orientado. Tradicionalmente,
escolhemos o sentido anti-horario e fixamos no circulo unitario (de raio igual a 1)

orientado um ponto A, chamado origem dos arcos. Este circulo unitario, orientado e
com origem sera representado por S.
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Definiremos a medida algébrica de um arco AB deste circulo como sendo o
comprimento deste arco, associado a um sinal positivo se o sentido de A para B for

anti-horario e negativo em caso contrario. Esta medida sera representada por mAB.

Figura 6 — Circulo orientado

X

(Carmo, 2005, p. 35).

2.7. MEDIDA DE UM ANGULO EM RADIANOS

Conforme Carmo (2005, p. 33):

A medida de um angulo em radianos é a razdo entre o comprimento do arco
determinado pelo angulo em um circulo cujo centro é o vértice do angulo e o

comprimento do raio do circulo.

Figura 7 — medida de angulo AOB
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Representaremos a medida do angulo AOB, indicado na Figura 7, por o.. Esse angulo
est inscrito no circulo 2 de raio r. O raio determina em 4 o arco AB de comprimento s.
Assim,
S
a="_ 1)

Como o comprimento de um circulo de raio r é 2zr, tem-se que

360° = Zrﬂ = mwradianos. (2)

Consequentemente,

1 radiano = %Oo = 57°. (3)

2.8. TRIANGULO RETANGULO

Triangulo retangulo é um tridangulo em que um de seus angulos internos é reto, isto &,
mede 90° (Ié-se 90 graus).

Figura 8 — Triangulo retangulo

Seja um triangulo ABC retangulo qualquer, como o da Figura 8, onde o angulo 4 é
reto e os angulos B e € sdo agudos. Os lados AB e AC, adjacentes ao angulo reto, sdo
chamados catetos do triangulo; o lado AB é chamado cateto adjacente ao angulo interno B e o
lado AC é chamado cateto adjacente ao angulo interno €. O lado BC, oposto ao angulo reto, é

chamado hipotenusa do triangulo.



20

2.9. FUNCOES TRIGONOMETRICAS DO ANGULO AGUDO

Segundo Carmo:

Consideremos um &ngulo agudo AOB = 8, 0° < @ < 90° e tracemos a partir dos
pontos Ay, A,, A; etc. da semi-reta OA, as perpendiculares A;B;, A,B,, A;B; etc. a
semi-reta OB. Os triangulos OA;B;, OA,B,, OA;B; sdo semelhantes por terem o0s
mesmos angulos (Figura 9). Portanto podemos escrever

AB, A;B, AB;

0A; 0A, 0A;

Figura 9 — Angulo 6 indicado em trés triangulos

As

°
B, B> Bs B

Esta relacdo depende apenas do angulo O e ndo dos comprimentos envolvidos.
Convém dar um nome para esta funcdo de & assim construida e definir, para 0° < 0 <
90°,

—— = send,

que se 1& seno de 6.
Voltando aos triangulos semelhantes da Figura 9, vemos que as relacGes
OA;, O0A, OA;
A;B; _ A;B, _ A3B; _
OB, OB, OB;

também dependem apenas do angulo 6. Definiremos entéo as funcdes, para 0° < 6<
90e,



21

cosf = —, tgl = —,
0A, 0B,

que se chamam cosseno de @ e tangente de 6, respectivamente.

Estas funcBes sdo chamadas funcdes trigonométricas (Carmo, 2005, p. 10 — 13).

Dado um triangulo ABC como o da Figura 10, € comum referir-se as funcGes

trigonométricas aplicadas a um de seus angulos agudos assim:

cateto oposto ao angulo cateto adjacente ao angulo
sena = - ) cosa = - €
hipotenusa hipotenusa
cateto oposto ao angulo
th( =

cateto adjacente ao angulo’

Figura 10 — Angulos agudos no triangulo retangulo

Entdo para os &ngulos agudos « e S do triangulo retangulo ABC da Figura 10, tém-se
as seguintes relacdes trigonomeétricas:
b C b

C b
sena = — ,cosa = — ,tgaa = — ,senff =—-,cosp=—etgf =—.
a a & c B a B a &b b

2.10. FUNCOES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS QUAISQUER
Conforme Carmo:

Consideremos a fungio E : R — S* definida do seguinte modo. Fixada uma origem
A em S* e dado um ndmero real x, percorremos sobre S*, no sentido positivo se x > 0
e no sentido negativo se x < 0, um comprimento igual a x; por definicdo, E(x) é o

ponto de S* assim atingido (Figura 11).
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Figura 11— E(x) = P, mAP =x

o+
[EEN
x

P sen x

v

COsS

No sistema de coordenadas cartesianas cuja origem é o centro de S' e sendo
A = (1,0) definimos
cos x = abscissa de P,

sen x = ordenada de P,

sen x
tgx = ,secosx # 0.
cosx

Naturalmente, para todo k inteiro, e para todo x real, sen(x + 2kz) = sen x e cos(x +
2km) = cos X, porque E(x + 2kx) = E(x) = P. Este fato significa que as funcdes seno e
cosseno sdo periddicas com periodo 2x, isto é, se conhecemos 0 comportamento
destas fung¢des no intervalo [0, 2], passamos a conhecer imediatamente como estas
fungbes se comportam em todos os intervalos seguintes (ou anteriores) de

comprimento 2z (Carmo, 2005, p. 36 — 38).

2.11. FUNCOES PERIODICAS

Segundo Lima:

Uma funcéo f: R — R chama-se periddica quando existe um nimero T # 0, tal que
f@t+T)=f(t) paratodo t € R Se isto ocorre, entdo f (t +kT) =f (t) paratodo t €
Retodo k € Z O menor nimero T > 0 tal que f (t + T) =f (t) paratodo t € R
chama-se o periodo da funcdo f. As fungBes seno e cosseno sdo periddicas, de
periodo 27 (Lima, 2006, p. 224).



2.12. ZERO DE UMA FUNCAO

Dada uma funcéo f cujo dominio € um subconjunto dos reais, denomina-se zero da

funcao f qualquer valor do seu dominio cuja imagem é nula.

23
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3. ALGUMAS ATIVIDADES COM O WINPLOT

Nesta parte do trabalho, através da construcéo de graficos com o auxilio do programa
Winplot, busca-se perceber diferentes caracteristicas da funcbes f(x) = senx e f(x) =a-
sen(b-x+c)+d, como suas raizes, interseccdo com o eixo das ordenadas, sua

periodicidade e a limitacdo de valores de seu conjunto imagem.

3.1. CONSTRUCAO DO GRAFICO DA FUNCAO SENO

Primeira atividade. Construa o grafico da fungdo f: R — R dada por f(x) = senx.
No mesmo sistema de coordenadas construa junto ao grafico anterior os graficos das funcdes
dadas por g(x) =1 e h(x) = 1.

Objetivos da primeira atividade.
e Observacdo do comportamento geral do grafico da funcédo seno.
e Observacdo dos valores dos zeros da funcao seno atraves dos pontos de interseccao do
grafico com o eixo das abscissas.
e Percepcdo de que a funcdo seno € limitada e descoberta dos valores de seus limites
inferior e superior.

e Percepcao da periodicidade da funcéo seno e do valor de seu periodo.

Etapas para realizacdo da primeira atividade no Winplot.
e Uma vez iniciado o programa Winplot, na guia “janela”, clicar no comando ‘“2-dim”;

observe na Figura 12;

Figura 12 — Comandos no Winplot
1 Winplot - ThTZTWSEERFT T

[Janela ] Ajuda

2-dim F2
3-dim F3
Adivinhar

Mapeador 3

Planetas

v | Mostrar arquivos recentes
Abrir o dltime arguive

v | Usar padrio

Sair
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Ap0s os procedimentos anteriores descritos e ilustrados na Figura 12, sera aberta uma
nova janela; na guia “Equagdo” dessa janela, clica-se em “1. Explicita ...””; observe na

Figura 13.

Figura 13 — Comandos no Winplot

H Winplot ‘ '-_w_-=' .

Janela  Ajuda

Arquive | Equagdo | Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros

1. Explicita ... F1
2, Paramétrica ... F2
3. Implicita ... F3
4, Polar ... F4

Ponte
Segmento

Reta ...

Recursiva ...
Diferencial

Polinomial ...

Intrinseca ...

Desigualdades explicitas ...

Desigualdades implicitas ...

Inventario ... Ctrl+I
Tamanhe do inventdrio ...

Biblioteca ...

Definir fungéo ...

Ocultar/mostrar tudo

Logo ap0s sera aberta uma nova janela; no primeiro retangulo dessa janela digita-se

“sin(x)” e em seguida, clica-se em “ok”; como nota-se na Figura 14.

Figura 14 — Comandos no Winplot

[E] winplot T—— _——

Janela  Ajuda

Arquive Equacdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros

y = flx)

fl=] = ‘]sin[x] ’
[ trava walo tornar pericdica [

% min |-5.00000
% max | 5.00000

espessura da linha |1 densidade de plotagem |1

cor | ajuda | ok cancelar |

—
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e Depois o programa retornara o grafico apresentado na Figura 15.

Figura 15 — Gréfico da fun¢do seno

Arquivo  Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros

¥
44

e Para inserir a reta da funcdo g(x) = 1 no Winplot, na guia “Equacdo”, clica-se em “1.

2

Explicita ...”: na janela que se abre, escreve-se “1” no primeiro retangulo. Veja na

figura 16 esses procedimentos.

Figura 16 — Comandos no Winplot

- »
[ semnomei — =
Arquive |Equagdo | Ver Mouse Um Dois Anim  Outros |
. fixl = |1

1. Explicita ... F1

P o I travar intervalo tornar periddica [
2, Paramétrica ... F2 wmir | 500000
3.Implicita ... F3 % mén [5.00000
4. Polar .. F4 »
Ponto »
Segmento 3 espessura da linha |1 denzidade de plotagenn |1
Reta . cor | ajuda | ok I cancelar |
Recursiva ... L

e O programa retornara a imagem dada na Figura 17 em uma cor.
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Figura 17 — Graficos de duas fun¢des no Winplot

Arquivo  Equagdo  Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros

¥
44

e Em seguida, para inserir a reta h(x) = -1, novamente na guia “Equagdo”, clica-se em

2

“l. Explicita ...”; na janela que se abre, escreve-se “—1” no primeiro retangulo.

Perceba na Figura 18.

Figura 18 — Comandos no Winplot

' ; h
[ semnomer 0 Y= i
Arguivo | Equagio | Ver Mouse Um  Deois Anim  Outros
: = [
1. Explicita ... F1 (= |
1 — 6 J| T tavarintervalo tomar perisdica [
o A wmin [5.00000
3. Implicita .. F3 xmés [5.00000
4, Polar .. F4 9
Ponto b
Segmento 3 espessura da linha |1 densidade de plotagem I‘I
Reta ... 3 car | ajuda | ok I cancelar |
Recursiva ... L

e Depois dos procedimentos anteriormente descritos, o programa dard como retorno a

imagem dada na Figura 19, em cores diferentes as anteriores.
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Figura 19 — Graéficos de trés funcdes construidos no Winplot

Arquive  Equacdc  Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros

v
a4

A observacao do grafico leva-nos a algumas constatagdes:
A observacdo do gréafico leva-nos a pensar que a fungéo seno é periddica. Esse periodo
pode ser encontrado.
Para a e b reais tem-se que sen(a + b) = sena - cosb + sen b - cos a; assim:
sen(t + 2m) =sent cos2m + sen2m-cost =sent -1+ 0 -cost = sen t.
Logo, para qualquer t real, sen(t + 2m) = sen t. Pela defini¢do de fungdo periddica
pode-se entdo afirmar que a funcdo seno € periddica. Devemos entdo provar que 27 é
0 menor valor positivo T para o qual sen(t + T) = sent. Suponhamos que haja outro
valor T para o qual sen(t + T) = sen t. Entdo, para esse valor T:
sen(t + T) = sent - cosT + senT - cost = sent =
cosT =1lesenT =0=
T = 2km, com k € Z.
Mas como T deve ser o menor valor positivo, necessariamente deve-se ter k = 1 e,
consequentemente, T = 2.
A funcdo seno intersecta 0 eixo x em diversos pontos, isto é, valores que possuem
imagem nula. Logo, a funcdo possui varios zeros reais; para se obter esses valores no

Winplot, comando “Um”, “Zeros ...”; veja na Figura 20.
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Figura 20 — Comandos no Winplot

Arquive  Equagdoc  Ver Mouse | Um | Dois  Anim  Outros

Trago ..

Zeros ...

Extremos ...

Medidas 2

Problemas de Valor Inicial 4

Tracladar ...
Refletir ...

Girar ...

Cicloides ...

Evoluta ...

Superficie de revolugdo ..

-4 -3 -2
\ Plotar lista ...

Ajuda

Na janela que se abre consta o valor de um zero; para se ter acesso a todos os demais

zeros visiveis na tela, clica-se em “proximo”, sucessivamente. Observe nas Figuras 21,
22 e 23.

Figura 21 — Ponto de intersec¢édo

Arquive  Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros

Iy = gin(=x)

salvarxcomoll l marcarponto
fechar |

-3+
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Figura 22 — Ponto de intersec¢do

Arquive Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros

Ei.

zZeros

¥y = sin(x)

e
zalvar ® como | A vl marcar pontol
fechar

Arquive Equagde  Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros

i

ZEeros

[v = sinm) -
p—
Gom)|
zalval ¥ como | A - marcar pnntnl
fechar |

Na tela pode-se entdo visualizar trés zeros reais: —3,14159; 0 e 3,14159 (que sdo 0s
valores aproximados de — z, 0 e 7 com cinco casas decimais). A tela do programa
apresenta valores para x entre -5 e 5. No circulo orientado da Figura 11 podemos
verificar que sdo os valores exatos de — z, 0 e 7. Assim, como o periodo da fungdo

seno € 2z, pode-se concluir que qualquer zero da funcdo seno sera de uma das trés
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formas: - + 2km, 0 + 2km ou 7w + 2km, com k inteiro. Resumindo as trés formas a

uma unica, qualquer zero sera da forma km, com K inteiro.

A observacao do grafico leva-nos a pensar que a funcdo seno é limitada, sendo seus

valores maximo e minimo iguais a 1 e -1, respectivamente; para a confirmacéo, o

programa Winplot tem um comando que d& os valores méximos e minimos do trecho

visivel na tela da fungdo. Para isso, “Um”, “Extremos ...”; veja na Figura 24.

SEMmn:

Arquivo

Figura 24 — Comandos no Winplot

omel

Equagdc Ver Mouse

ois

Anim  Outros

Traga ...

Extrernos ... >

Problemas de Valor Inicial

-

Selecionando sucessivamente “proximo extremo de y”, obtém-se todos os extremos da

funcdo visiveis na tela (que contém valores para x entre -5 e 5); veja nas Figuras 25,

26, 27 e 28.

Arquive  Equ

Figura 25 — Valor maximo da fung¢éo

—
valores extremos A

acdo  Ver | |y = zin(x

Eeae
como |4 ow

L prowimo extremnao de Iﬁ

fechar

=+




Figura 26 — Valor minimo da funcao

Arquivo  Equagdo  Ver J Iy = =in(x

= -1.00000

salvar ||>< -
como m fechar

Arquivo  Equagdo VEIJ

= 1.00000

salvar |>< vl
coma m fechar |
Y

Figura 28 — Valor minimo da funcdo

Arquivo  Equagio  Ver _‘ Iy = sin(x) j

[t ] [+ =]

32
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Observa-se que, para —5 < x < 5, a funcéo seno de x tem valor minimo igual a -1 e
valor maximo igual a 1; sendo ela uma funcgéo periddica de periodo 2, pode-se entdo

afirmar que esses minimo e maximo valem para qualquer x real.

3.2. VARIACAO DO PARAMETRO 4 EM FUNCOES DO TIPO f(x) =A -sen x

Segunda atividade. Construa os graficos das fungdes dos reais nos reais dadas por
f(x) = A -senx, variando o coeficiente A com o auxilio do programa Winplot. Na variacdo
de A, utilize inteiros pertencentes ao intervalo [—3; 3].

O coeficiente A influencia na amplitude do gréafico, ou seja, a ordenada de cada ponto
aumenta ou diminui segundo o fator A. O valor de A também faz com que o grafico dilate ou

contraia no sentido do eixo das ordenadas, ndo alterando, porém, os zeros da fungao.

Objetivos da segunda atividade.

e Observacdo do comportamento geral do grafico da funcdo seno multiplicado por uma
constante.

e Observacdo de que os valores dos zeros da funcdo construida sdo iguais a km, com k
inteiro, independentemente do valor atribuido ao parametro A.

e Percepcdo de que a nova funcéo gerada é limitada e seus limites inferior e superior séo
iguais a —A e a A, respectivamente.

e Percepcdo de que o periodo da funcdo gerada é igual a 2w, independentemente do

valor atribuido a A.

Etapas para realizagdo da segunda atividade no Winplot.

e Uma vez iniciado o programa Winplot, na guia “janela”, clicar no comando “2-dim”;
g J

Figura 29 — Comandos no Winplot
[ winpor . A e

[Janeia ] Ajuda
2-dim
3-dim

Adivinhar
Mapeador
Planetas

v | Mostrar arquivos recentes
Abrir o Gitime arquivo

v Usar padrio

Sair
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e Sera aberta uma nova janela; na guia “equagdo” dessa janela, clica-se em “1. Explicita

Figura 30 — Comandos no Winplot

2. Paramétrica ... F2 I
3. Implicita ... F3

4, Polar ... F4

Ponto »

Segmento 2

e Seré aberta uma nova janela; no primeiro retangulo dessa janela digita-se “Asin(x)” e,
em seguida, clica-se em “ok™;

Figura 31 — Comandos no Winplot

y = flx) [ 3|

flx] = |Asinfx]

-

| travar intervalo tomar periddica |
s min |-5.00000

s méx |5.00000

ezpeszura da linha |1 denzidade de platagem |1
car | ajuda | ak:, | cancelar |

¢ Inicialmente utilize o recurso de animacdo do programa Winplot para ter uma nocéao
inicial do que ocorre com a funcdo, na medida em que se varia arbitrariamente o

pardmetro A. Para tanto, utilize clique em “Anim” e na guia “Individuais” selecione a

opgao “A ...”;
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Figura 32 — Comandos no Winplot

Arquive Equagde Ver Mouse Um  Dois

¥ Pardmetros A-W ...

Boalj -
< Individuais »

Janela ligada ...

Unidades da barra ...

4+

Simultanea ...

Ajuda ..

wmo ®o =z DR

Uma nova janela serd aberta com uma seta indicativa a esquerda (para diminuir o
valor de A) e outra a direita (para aumentar o valor de A); clique diversas vezes nas
setas, diminuindo e aumentando aleatoriamente o valor de A, para observar 0 que
ocorre com o grafico da funcdo. Depois de feito esse teste informal, observando
cuidadosamente o que ocorreu, utilize agora as setas de forma a deixar —3 para valor
definitivo de A.

Figura 33 — Fixando o valor de A

valor corrente de & [zemnomeZ]

-3.00000

_

def L | autl:urevl auh:n:fcll def R |

[T automostrar IES ghdes

O programa retornara o grafico descrito na Figura 34;
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Figura 34 — Grafico

Arquive Equagdc Ver Mouse Um  Dois  Apim  Outros

¥
44

O grafico da funcao com o primeiro valor escolhido para A, A = —3, foi construido no
sistema cartesiano do programa Winplot. Para confeccionar o préximo gréafico, na guia
“Equagdo”, clica-se em “1. Explicita ...”; na janela que se abre, escreve-se “-2sin(x)”
no primeiro retangulo. Em seguida deve-se escolher uma cor para o grafico que agora
esta sendo desenvolvido. Isso faz-se clicando no retangulo “cor” e, em seguida,

escolhe-se uma entre as disponibilizadas.

Figura 35 — Comandos no Winplot

=

y = flx)

.

-
flx] = ‘l-Zsin[x] '
[~ travar alo tornar periddica [

wmin |-5.00000
«mé&< |5.00000

espessura da linha |1 densidade de platagem |1

.
cor ajuda | “ cancelar
T
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e Repita sucessivamente o procedimento anterior para os graficos das demais funcgdes,
utilizando A= -1,A=0,A=1, A=2e A = 3. Automaticamente o programa Winplot
fornece cada grafico em uma cor diferente.

Figura 36 — Graficos no Winplot

A observacdo do gréafico leva a algumas constatacdes, para valores de A diferentes de
zero:
e O gréfico leva o observador a pensar que as funcbes do tipo f(x) = A - senx sao
periddicas com periodo igual a 2. Essa periodicidade pode ser comprovada.

Para m e n reais tem-se que sen(im + n) = senm - cosn + sen n - cos m; assim
f(t+2n) =A-sen(t+2m) =A-(sent - cos2m + sen2m - cost) =
A-[sen(t)-1+ 0-cost] = A-sent = f(t).

Logo as fungdes do tipo f(x) = A - senx sdo periodicas. Devemos entdo provar que

2m ¢ 0 menor valor positivo T para o qual A -sen(t +T) = A - sent. Suponhamos

que haja outro valor T para o qual A-sen(t+T) = A-senT. Entdo para esse valor

T:

A-sen(t+T) = A-(sent-cosT + senT - cost) = A-sent =
(sent - cosT + senT - cost) = sent =
cosT =1esenT =0=

T = 2km,com k € Z.
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Mas como T deve ser 0 menor valor positivo, necessariamente deve-se ter k = 1 e,
consequentemente, T = 2m.
e Para obter os zeros da fungdo dada por f(x) = A - senx, fazemos:
A-senx =0
que € equivalente a

_0_0
senx—A—

E como anteriormente ja foi demonstrado que os zeros da funcdo seno sdo sempre do
tipo km, com K inteiro, temos que os zeros da funcdo f(x) = A - senx também sdo do
tipo km, com K inteiro.

e O grafico leva o observador a pensar que a fungdo f(x) = A - senx € limitada, sendo
seus valores maximo e minimo iguais a A e —A, respectivamente, quando A >0,e -Ae
A, respectivamente, quando A < 0. De fato, como a funcéo dada por senx é limitada,
sendo seus valores maximo e minimo iguais a 1 e a -1, respectivamente, o valor
maximo de A -senx, quando A > 0, é igual a A-1 = A e o valor minimo é A-
(—=1) = —A. No caso em que A <0, o valor maximo de A - senx éiguala A- (—1) =
—Aeovalorminimoé A-1 = A.

e Para A =0, temos que f(x) = 0, que € uma fungdo constante nula.
3.3. VARIACAO DO PARAMETRO B EM FUNCOES DO TIPO f(x) = sen (B + x)

Terceira atividade. Construa os graficos das fun¢des dos reais nos reais dadas por
f(x) = sen(B + x), variando o coeficiente B com o auxilio do programa Winplot. Na
variacdo de B, utilize inteiros pertencentes ao intervalo [—3; 3].

Geometricamente, a variacdo do parametro B faz com que o grafico da funcéo
f(x) = sen(B + x) sofra deslocamentos na direcéo do eixo das abscissas, isto é, variando B,

pode-se notar que um ponto (x0 + B, f(x, + B)) do gréfico serd deslocado, em relacéo ao

ponto (xo,f(xo)), para a direita ou para a esquerda, dependendo do valor de B.

Objetivos da terceira atividade.

e Observacdo do comportamento geral do grafico da funcdo seno de um arco somado a

uma constante.
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e Observacdo de que os valores dos zeros de cada funcdo construida sdo iguais a
—B + km, com k inteiro.

e Percepcao de que a nova funcéo gerada é limitada e seus limites inferior e superior s&o
iguais, respectivamente, a -1 e a 1, respectivamente, independentemente do valor
atribuido a B.

e Percepcdo de que o periodo da funcdo gerada € igual a 2z, independentemente do

valor atribuido a B.

Etapas para realizacdo da terceira atividade no Winplot.

e Uma vez iniciado o programa Winplot, na guia “janela”, clicar no comando “2-dim”;

Figura 37 — Comandos no Winplot
Fi winplot & I

[Janela ] Ajuda

2-dim F2
3-dim F3
Adivinhar

Mapeador 4
Planetas

v Mostrar arquivos recentes
Abrir o dltimo arquive

v Usar padrie

Sair

e Serd aberta uma nova janela; na guia “Equacdo” dessa janela, clica-se em “1. Explicita

29,
)

Figura 38 — Comandos no Winplot

H Winplot ‘ - t - "

Janela  Ajuda

Arquive | Equagdo | Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros
1. Explicita ... F1
2, Paramétrica ... F2

3. Implicita ... F3
4. Polar ... F4

Ponte 3
Segmento 3

Reta ...

Recursiva ...
Diferencial

Polinomial ...

Intrinseca ...

Desigualdades explicitas ...

Necinualdades imnlicitas .
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e Seréa aberta uma nova janela; no primeiro retangulo dessa janela digita-se “sin(B+x)”

e, em seguida, clica-se em “ok”;

Figura 39 — Comandos no Winplot

[ trav® '
& min |-5.00000
& méx |5.00000

tarnar periddica [

ezpessura da linha |1 densidade de plotagem I'I

cor | cancelar |

¢ Inicialmente utilize o recurso de animacao do programa Winplot para ter uma nocéao
inicial do que ocorre com a funcdo, na medida em que se varia arbitrariamente o
parametro b; para tanto, utilize clique em “Anim” e na guia “Individuais” selecione a

opgao “B ...7;

Figura 40 — Comandos no Winplot

Arquive  Equagde  Ver Mouse

Avaliar parametros

lanela ligada ...
Unidades da barra ...

Simultdnea ...

Ajuda ...
T LT T e, -

e Uma nova janela serd aberta com uma seta indicativa a esquerda (para diminuir o
valor de B) e outra a direita (para aumentar o valor de B); clique diversas vezes nas

setas, diminuindo e aumentando aleatoriamente o valor de B, para observar o que
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ocorre com o grafico da fungdo. Perceba que o grafico parece “caminhar” para a
direita quando se diminui o valor de B e para a esquerda quando se aumenta o valor de
B. Depois de feito esse teste informal, observando cuidadosamente o que ocorreu,

utilize agora as setas de forma a deixar —3 para valor definitivo de B.

Figura 41 — Fixando o valor de B

valor corrente de B [semnomel]

L -3.00000

def L | autn:ure'-.-'l autn:n:in:ll def R |

[T automostrar |23 slides

e O programa retornara o grafico descrito na Figura 42;

Figura 42 — Grafico

Arquive  Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Qutros
¥

R
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e O gréafico da funcdo com o primeiro valor escolhido para B, B = —3, foi construido no
sistema cartesiano do programa Winplot. Para confeccionar o préximo grafico, na guia

b

“Equacdo”, clica-se em “l. Explicita ...”; na janela que se abre, escreve-sSe
“sin(—2+x)” no primeiro retangulo. Em seguida deve-se escolher uma cor para o
grafico que agora esta sendo desenvolvido. Isso faz-se clicando no retangulo “cor” e

em seguida escolhe-se uma entre as disponibilizadas. Depois, “ok”.

Figura 43 — Comandos no Winplot

Arquive  Equagdo Ver Mouse Um Dois Anim Outros

~ ¥
curva 4

Fechar
y = fix)

.
[ ] - iz}
[ trava alo tamar periddica [

xmin |-5.00000
mas |5.00000

espezswra dalinha I‘l denzidade de plotagem I‘l

l“ ajuda | cancelar |

e Repita sucessivamente o procedimento anterior para os graficos das demais funcoes,
utilizandoB=-1,B=0,B =1, B =2 e B = 3. Automaticamente o programa Winplot

fornece cada grafico em uma cor diferente.
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Figura 44 — Graficos

H semnomel EE

Arquive  Equacdo Mer Mouse Um  Dois  Anim Outros

¥
4+

A observacao do grafico leva a algumas constatacdes:
O gréfico induz o observador a pensar que as fungdes do tipo f(x) = sen(B + x) sao
periddicas com periodo igual a 2. Essa periodicidade pode ser comprovada.
Para m e n reais tem-se que sen(im + n) = senm - cosn + sen n - cos m; assim
f(t+2m) =sen(B+t+2m) =sen(B+t) -cos2m + sen2m - cos(B +t) =
sen(B+t)-1+0-cos(B+t)=sen(B+t)=f(t).
Logo as fungdes do tipo f(x) = sen(B + x) sdo periodicas. Devemos entdo provar
que 2m é o menor valor positivo T para o qual sen(B+t+T) = sen(B + t).
Suponhamos que haja outro valor T para o qual sen(B +t + T) = sen(B + t). Entdo
para esse valor T:
sen(B+t+T)=sen(B+t): -cos(T)+ sen(T) cos(B+t)=sen(B+t)=
cosT =1esenT =0=
T = 2km, com k € Z.
Mas como T deve ser o menor valor positivo, necessariamente deve-se ter k = 1 e,

consequentemente, T = 2.
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e Para obter os zeros da fungdo dada por f(x) = sen(B + x) tem-se que
sen(B+x)=0=
(B + x) = km, com Kk inteiro

Assim, os zeros da fungéo séo do tipo —B + km, com K inteiro.

e O gréfico leva o observador a pensar que a fungdo f(x) = sen(B + x) é limitada,
sendo seus valores maximo e minimo iguais a 1 e —1, respectivamente. De fato, como
a funcdo dada por senx é limitada, sendo seus valores maximo e minimo iguaisa 1 e a
-1, respectivamente, para valores de x varrendo todo o conjunto dos reais, da mesma
forma vale para a fungdo dada por f(x) = sen(B + x), uma vez que o valor (B + x)
também pode assumir qualquer valor real. Assim os valores maximo e minimo para

essa Ultima funcdo também sdo 1 e —1, respectivamente.

3.4. VARIACAO DO PARAMETRO € EM FUNCOES DO TIPO f(x) = sen(x) + C

Quarta atividade. Construa os graficos das funcdes dos reais nos reais dadas por
f(x) = sen(x) + C, variando o termo C com o auxilio do programa Winplot. Na variagdo de
C, utilize inteiros pertencentes ao intervalo [—3; 3].

O parametro C influencia na posicdo do grafico em relacdo ao eixo das abscissas,

deslocando-o verticalmente, mas néo o dilata ou contrai, apenas o traslada verticalmente.

Objetivos da quarta atividade.
e Observacdo do comportamento geral do grafico da funcdo seno somada a uma
constante.
e Observacdo de que a funcédo originada somente tera zeros se |C| < 1.
e Percepcdo de que a nova funcdo gerada é limitada e seus limites inferior e superior sdo
iguais, respectivamente,aC -1eaC + 1.
e Percepcdo de que o periodo da funcdo gerada € igual a 2m, independentemente do

valor atribuido a C.

Etapas para realizagdo da terceira atividade no Winplot.

e Uma vez iniciado o programa Winplot, na guia “janela”, clicar no comando ‘“2-dim”;
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Figura 45 — Comandos no Winplot
wingot 0 T
IJanela] Ajuda
2-dim F2
3-dim F3

Advinhar
Mapeador 4
Planetas

v Mostrar arquivos recentes
Abrir o dltimo arquive

v Usar padrio

Sair

Sera aberta uma nova janela; na guia “Equacdo” dessa janela, clica-se em “1. Explicita

.,
L)

Figura 46 — Comandos no Winplot

2. Parameétrica ...

2. Implicita ...
4. Polar ...

Ponto

Segmento b

Seré aberta uma nova janela; no primeiro retangulo dessa janela digita-se “sin(x)+C” e

em seguida, clica-se em “ok™;
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Figura 47 — Comandos no Winplot

r r tomar penigdica [
& min |-5.00000
& s |5.00000

espessura da linha I'l denzidade de platagem I'I
cor ajuda | cancelar |

Inicialmente, utilize o recurso de animacgdo do programa Winplot para ter uma nogéo
inicial do que ocorre com a funcdo, na medida em que se varia arbitrariamente o
pardmetro C; para tanto, utilize clique em “Anim” e na guia “Individuais” selecione a

opgdo “C ...”;

Figura 48 — Comandos no Winplot

H Winplot — .
Janela  Ajuda

Arquive  Equagdo  Ver Mouse Um  Dois

¥ Pardmetros A-W ...

Avaliar pardmetros
Janela ligada ...

Unidades da barra ...

4_-

Simultinea ...

Ajuda ...

Uma nova janela serd aberta com uma seta indicativa a esquerda (para diminuir o
valor de C) e outra a direita (para aumentar o valor de C); clique diversas vezes nas
setas, diminuindo e aumentando aleatoriamente o valor de C, para observar o que
ocorre com o gréfico da funcdo. Perceba que o gréafico parece “caminhar” para baixo
guando se diminui o valor de C e para cima quando se aumenta o valor de C. Depois
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de feito esse teste informal, observando cuidadosamente o que ocorreu, utilize agora

as setas de forma a deixar —3 para valor definitivo de C.

Figura 49 — Fixando o valor de C

valor corrente de C [semnomel]
Ll-2.00000

def L | auturevl auto u:l'u:ll def A |

[T automostrar |231 slides fechar |

O

O programa retornara o grafico descrito na Figura 50;

Figura 50 — Gréfico

Arquive  Equagdo Mer Mouse Um  Dois  Anim Outros

¥
44
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O gréfico da funcdo com o primeiro valor escolhido para C, C = —3, foi construido no
sistema cartesiano do programa Winplot. Para confeccionar o préximo grafico, na guia
“Equagdo”, clica-se em “l. Explicita ...”; na janela que se abre, escreve-se “sin(X)-2”
no primeiro retangulo. Em seguida deve-se escolher uma cor para o grafico que agora

59

estd sendo desenvolvido. Isso faz-se clicando no retingulo “cor” ¢ em seguida

escolhe-se uma entre as disponibilizadas. Depois “ok”.

Figura 51 — Comandos no Winplot

Arquive Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros

¥
curva 4

Fech
echar y =

- fx] = ‘lsin[:-:]-2 |I
[ travar intervalo tormar penddica [

xmin |-5.00000
xmax |5.00000

espeszura dalinha |1 denzidade de plotagem |1

cor ajuda | cancelar |

Repita sucessivamente o procedimento anterior para os graficos das demais funcdes,

utilizando C = -1, C =0, C =1, C = 2 e C = 3. Automaticamente o programa

Winplot fornece cada grafico em uma cor diferente.
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Figura 52 — Graficos no Winplot

H semnomel EE

Arquive Equagdc Ver Mouse Um  Dois Anim  Outros |
v

(S8 ]
[
=,

A observacao do grafico leva-nos a algumas constatagdes:

O gréfico nos leva a pensar que as fun¢des do tipo f(x) = sen(x) + C séo periodicas
com periodo igual a 27. Essa periodicidade pode ser comprovada.
Para m e n reais tem-se que sen(m + n) = senm - cosn + senn - cosm; assim

f(t+2m) =sen(t+ 2m) + C = sen (t) - cos2m + sen2m - cos(t) + C =

sen(t) 1+ 0-cos(t) + C =sen(t) + C = f(t).

Logo as fungdes do tipo f(x) = sen(x) + C séo periodicas. Devemos entdo provar
que 2m € o menor valor positivo T para o qual sen(t+T)+ C = sen(t) + C.
Suponhamos que haja outro valor T para o qual sen(t + T) + C = sen (t) + C. Entéo
para esse valor T:

sen(t +T) + C = sen(t) - cos(T) + sen(T) - cos(t) + C = sen(t) + C =

cosT =1esenT =0=
T = 2km, com k € Z.

Mas como T deve ser o menor valor positivo, necessariamente deve-se ter k = 1 e,

consequentemente, T = 2m.
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e Para obter os zeros da funcdo dada por f(x) = sen(x) + C tem-se que
sen(x)+ C =0 = sen(x) =C.
Logo os zeros da funcao f, caso existam, sdo os valores de x para os quais sen(x) = C.
Mas como o valor de sen(x) € limitado entre —1 e 1, consequentemente a funcdo f
somente terazerose —1 < c < 1.

e O gréfico nos leva a pensar que a funcdo f(x) = sen(x) + C € limitada, sendo seus
valores méximo e minimo iguais a C + 1 e C — 1, respectivamente. De fato, como a
funcdo g dada por g(x) = senx é limitada, sendo seus valores maximo e minimo iguais
a lea -1, respectivamente, para qualquer valor real de x, a fungéo f pode ser escrita
como f(x) = g(x) + C. Assim a funcéo f tem valor méximo igual a 1 e minimo igual

a-1.
3.5. VARIA(;AO DO PARAMETRO D EM FUNQC)ES DO TIPO f{(x) = sen(D -x)

Quinta atividade. Construa os graficos das funcbes dos reais nos reais dadas por
f(x) = sen(D - x), variando o termo D com o auxilio do programa Winplot. Na variagdo de
D, utilize inteiros pertencentes ao intervalo [—3; 3].

O parametro D interfere na frequéncia com que o grafico da funcéo f{x) = sen(D -x)
ocorre. Anteriormente foi comprovado que se D = 1, entdo o periodo é 2m. Nessa atividade
serd ilustrado, atraves do auxilio do Winplot e comprovado analiticamente, que o pardmetro D
influencia no periodo da funcéo f{x) = sen(D -x). Comparando-se com a funcdo seno, a curva
da funcéo f sofre dilatacdo ou contracdo no sentido do eixo das abscissas, dependendo se o

valor de |D| é, respectivamente, menor ou maior que 1.

Objetivos da quinta atividade.
e Observacdo do comportamento geral do grafico da funcdo seno de um arco

multiplicado por uma constante.

e Observacéo de que os zeros da fungéo séo iguais a %.

e Percepcdo de que a nova funcéo gerada é limitada e seus limites inferior e superior séo

iguais, respectivamente, a — 1 e a 1, independentemente do valor atribuido a D.

e Percepcao de que o periodo da funcdo gerada € igual a 2;"
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Uma vez iniciado o programa Winplot, na guia “janela”, clicar no comando “2-dim”;

Figura 53 — Comandos no Winplot

Janela] Ajuda
2-dim F2
3-dim F3

Adivinhar
Mapeador 3
Planetas

¥ Mostrar arquivos recentes
Abrir o dltime arquivo

¥ Usar padrie

Sair

oot

Sera aberta uma nova janela; na guia “equagdo” dessa janela, clica-se em “1. Explicita

99,
)

Figura 54 — Comandos no Winplot

H Winplot ‘ — t

Janela  Ajuda

Arquivo | Equagdo | Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros
1. Explicita ... F1
2. Paramétrica ... F2
3. Implicita ... F3
4. Polar ... F4

Ponto
Segmento

Reta ...

Recursiva ...
Diferencial

Polinomial ...

Intrinseca ...

Desigualdades explicitas ...

Desigualdades implicitas ...

Inventdrio ...

Tamanho do inventdrio ...
Biblioteca ...

Definir fungdo ...

Ocultar/mostrar tudo

Ajuda

Serd aberta uma nova janela; no primeiro retdngulo dessa janela digita-se “sin(Dx)” e,

em seguida, clica-se em “ok™;
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Figura 55 — Comandos no Winplot

™ travammm®halo tarmar periddica [
wmin |-5.00000
wméx |5.00000

ezpessura da linha |1 dengidade de plotagem |1

cor ajuda | cancelar

Inicialmente utilize o recurso de animacdo do programa Winplot para ter uma nocéao
inicial do que ocorre com a funcdo, na medida em que se varia arbitrariamente o
pardmetro D; para tanto, utilize clique em “Anim” e na guia “Individuais” selecione a

opgao “D ...”;

Figura 56 — Comandos no Winplot

E semnome2

Arquive Equagdc Ver Mouse Um  Dois

j Outros
ot .
Parametros A-W ...

41 helige pardmetros
'
3_

Janela ligada ...

Unidades da barra ...
2T Simulténea ... <
Ajuda ...
P s 1+ .~ AN

Uma nova janela serd aberta com uma seta indicativa a esquerda (para diminuir o
valor de D) e outra a direita (para aumentar o valor de D); clique diversas vezes nas
setas, diminuindo e aumentando aleatoriamente o valor de D, para observar o que
ocorre com o grafico da funcdo. Perceba que o periodo da funcdo diminui quando se
aumenta o valor absoluto de D e aumenta quando se diminui o valor absoluto de D.
Depois de feito esse teste informal, observando cuidadosamente o que ocorreu, utilize

agora as setas de forma a deixar —3 para valor definitivo de D.
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Figura 57 — Fixando o valor de D

valor corrente de C [semnomel] -

3 00000

| auto rev| auto |:|'|:I| def B |

[ autormostrar |23 slides fechar

O programa retornara o gréfico descrito na Figura 58;

Figura 58 — Grafico

e =

Armquive Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Apim  Qutros

¥
44+

O grafico da funcdo com o primeiro valor escolhido para D, D = —3, foi construido no
sistema cartesiano do programa Winplot. Para confeccionar o proximo grafico, na guia
“Equagao”, clica-se em “l. Explicita ...”; na janela que se abre, escreve-se “sin(-2x)”
no primeiro retdngulo. Em seguida deve-se escolher uma cor para o grafico que agora

59

estd sendo desenvolvido. Isso faz-se clicando no retingulo “cor” ¢ em seguida

escolhe-se uma entre as disponibilizadas. Depois, “ok”.



54

Figura 59 — Comandos no Winplot

Arquivo Equagio Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros ‘

A
curva y = fix) | X |
et = 2 )
[ travarmerealo tomar periddica |
- wmin |-5.00000

«max |5.00000

espezzura da linha |1 denzidade de plotagem I'I
|| ajuda | “ cancelar |
S S
T

Repita sucessivamente o procedimento anterior para os graficos das demais funcdes,
utilizando D = -1, D =0, D =1, D = 2 e D = 3. Automaticamente 0 programa

Winplot fornece cada grafico em uma cor diferente.

Figura 60 — Graficos no Winplot

Arquive Equagde Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros
¥
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A observacao do gréafico leva a algumas constatacoes:
O grafico leva-nos a pensar que as funcgdes do tipo f(x) = sen(D - x) s&o periodicas
para D # 0 com periodo igual a %’T Essa periodicidade pode ser comprovada.

Param e n reais tem-se que sen(m + n) = sen m-cosn + sen n - cos m; assim,

f(t+2.7n)=sen[D(t+2§>]=sen(D-t+2n)=

= sen (Dt) - cos(2m) + sen(2m) - cos(Dt) =
sen(Dt) -1+ 0- cos(Dt) = sen(Dt) = f(t).
Logo as fungdes do tipo f(x) = sen(D - x), com D # 0, sdo periodicas. Devemos

entdo provar que %" € 0 menor valor positivo T para o qual sen[D(t + T)] = sen(Dt).

Suponhamos que haja outro valor T para o qual sen[D(t + T)] = sen(Dt). Entdo,

para esse valor T:

sen[D(t + T)] = sen[(Dt) + (DT)] =
sen(Dt) - cos(DT) + sen(DT) - cos(Dt) = sen(Dt) =
cos(DT) =1esen(T) =0=
DT = 2km,comk € Z =

2km

T=——, k € Z.
pcom

Mas como T deve ser o menor valor positivo, necessariamente deve-se ter k = 1 e,

2
consequentemente, T = ?”.

Para obter os zeros da funcdo dada por f(x) = sen(D - x) tem-se que
sen(D-x) = 0= D -x = km, com K inteiro.
Assim, para D # 0, 0s zeros sdo todos os valores da forma %” com k inteiro.

O grafico leva-nos a pensar que a funcdo f(x) = sen(D - x), com D # 0, é limitada,
sendo seus valores méximo e minimo iguais a 1 e — 1, respectivamente. De fato, como
a fungdo g dada por g(x) = senx é limitada, sendo seus valores maximo e minimo
iguais a 1 e a —1, respectivamente, para qualquer valor real de x, a fungéo f pode ser
escrita como f(x) = g(D -x). Como o valor d - x também pode assumir qualquer
valor real, a funcéo f, como a funcéo g, tem valor maximo igual a 1 e minimo igual a
-1.
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e ParaD = 0, temos que f(x) = 0, que € uma funcdo constante nula.

Assim, finalmente nesse capitulo espera-se ter proposto uma alternativa que permita
servir de apoio para a percepgdo das diferentes caracteristicas da fungéo seno.

Para Vygotsky (1989), “os elementos do cotidiano sdo de apoio necessario e
inevitavel para o desenvolvimento do pensamento abstrato, como um meio e ndo como um

fim em si mesmo”.
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4. APLICACOES

Existem diversos fenbmenos cuja representacdo matematica € uma funcédo do tipo
f(x)=A-sen(B+D-x)+ C. Um exemplo seria o estudo sistematizado da musica e, de
uma maneira mais geral, do som. Flavio Brito Prado traz uma interessante aplicacdo desse
tipo de funcdo na percep¢do humana e mecéanica do som e a estrutura da masica.

Segundo Prado:

Usando instrumentos que transcrevem ondas sonoras em imagens, 0s cientistas
aprenderam que a maioria dos sons musicais formam estruturas definidas por ondas
e descritas por fungdes matematicas (chamadas de “fungdo seno” ou “sendide”), por
meio de um osciloscépio, podemos “ler” a matematica que ha por trds da uma
musica ou qualquer tipo de som, além disso podemos verificar que cada instrumento
produz uma modalidade matematica diferente, ou seja, cada tipo de instrumento
musical tem uma especie de "assinatura". Essa assinatura € um conjunto de
caracteristicas sonoras associadas que tém uma descri¢cdo matematica extremamente
precisa, embora possam parecer subjetivas.

Desta forma, compreendemos que o som é uma perturbagdo que se propaga em um
meio, com propriedades elasticas e na forma de uma onda. Essa onda mecénica é
entendida na fisica como uma soma de fun¢des periddicas e essa soma de funcdes é
também uma funcdo, que em cada periodo, tem uma forma (ou desenho) chamada
de Onda, a qual esta fortemente ligada ao Timbre da fonte sonora (Prado, 2013, p.
90).

Além do estudo do som e da musica, pode-se encontrar outros exemplos de aplicacado
da funcdo f(x) =A-sen(B+D-x)+ C. Nesta parte do trabalho sdo apresentados
problemas relacionados a area da construcdo civil que servem como exemplos de aplicagdes
praticas das funcBes trigonométricas ou de resolucdo de equacgdes. Para resolvé-los,

utilizaremos algumas vezes as atividades propostas no capitulo 3.

4.1. CONSTRUCAO DE UMA RAMPA

Em dialogos com alunos do PROEJA do IFTO — Campus Palmas, constatamos que
varios deles trabalham na construcdo civil, exercendo funcGes de pedreiros, ajudantes de
pedreiro ou mestres de obra. Entre os objetos de construcdo em que trabalham, podemos citar

a confeccdo de rampas para pedestres ou para veiculos, para vencer distancias verticais. O
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problema exposto a seguir traz uma aplicacdo da atividade proposta de variacdo do parametro
A em funcdes do tipo f(x) = A - sen x.

Problema:

Sera construida uma rampa para pedestres. Para revesti-la, sera usada uma placa
antiderrapante. Essa placa é vendida no mercado em forma retangular, com dimens@es de 3 m
x 1,5 m. A norma brasileira especifica que, para desniveis a ser vencidos de até 80 cm, a
inclinacdo méxima permitida a rampas para pedestres e cadeirantes é de 5°.

a) Escreva a lei de uma fungdo V que dé o volume do prisma, em metros cubicos, em
termos da altura h a ser vencida através da rampa, dada em metros. Represente o

gréafico dessa fungdo no Winplot.

Uma solucéo.

A Figura 61 ilustra a forma da rampa.

Figura 61 — Rampa

1.5m

3m

3m

15m

ol X = 59

Como a rampa tem forma de prisma, seu volume V é dado por:
V = Ay -c, onde Ay € a area da superficie da base e ¢ é a medida da altura. Tomando a altura h

em metros, o volume da rampa em metros cubicos é dado por:

3:-h
V(h)27'1,5

Para construir o grafico no Winplot, na guia “janela” do programa, clicar no comando

“2-dim”, na nova janela, na guia “Equagdo”, clica-se em “l. Explicita ...”; na nova janela
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aberta, no primeiro retangulo dessa janela digita-se “3*(x/2)*1.5” e, em seguida, clica-se em

“Ok”;

Figura 62 — Comandos no Winplot

ry - f{x) (e |

[
fix) = @] 32015
[ trava tarnar periddica [

smin |-5.00000

wméx [5.00000

ezpeszaura da linha |1 densidade de platagem |1

car | ajuda | 1“ cancelar |

O programa retornara o gréfico descrito na Figura 63.

Figura 63 — Grafico no Winplot

y
4+

-3 +

b) Calcule qual seria a altura maxima h a ser vencida através de uma rampa, utilizando

uma unica placa para revesti-la, como na Figura 64.
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Figura 64 — Calculo da altura h da rampa
15m

3m

3m

1,5m

Uma solucéo utilizando o Winplot:

Pela Figura 64, observa-se que senx = 2; logo h = 3 - senx.

Inserimos no Winplot a funcdo f(x) = 3 - senx; para isso na guia “janela”, clicar no
comando “2-dim”, na nova janela, na guia “Equacdo”, clica-se em “l. Explicita ...”; na
nova janela aberta, no primeiro retdngulo dessa janela digita-se “3sin(x)” e em seguida

clica-se em “ok”;

Figura 65 — Comandos no Winplot

Arquivo  Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros

L

[y - o =)

f[x]=‘ Jain(x] ’
[™ travar ntervalo tarnar periddica [

wmin [-5.00000
wméx |5.00000

espessura da linha |1 densidade de plotagem |1
cor ajuda cancelar
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¢ No eixo x constam os valores dos angulos. Buscaremos o valor da angulagdo da rampa

que é de 5°, construindo uma reta x = 5°, paralela ao eixo y. Para ser construida a reta

no programa, o valor em graus deverd ser convertido para unidades de comprimento.

O programa tem um conversor que funciona digitando-se “deg” antes da medida do

angulo em graus. O procedimento ¢: na guia “Equagdo”, no comando “Reta ...”’; na

janela que ira abrir, usa-se 1 para valor de a, 0 para valor de b e deg5 para valor de c.

E semnome2

Arquivo | Equagdo | Ver Mouse Um

Dois  Anim

Figura 66 — Comandos no Winplot

Qutros

~

1. Explicita ...

2. Paramétrica ...
3. Implicita ...

4. Polar ...

Panto

SII u ento

Recursiva ...
Diferencial
Polinomial ...

Intrinseca ...

Desigualdades explicitas ...

Desigualdades implicitas ...

Inventario ...

Tamanho do inventario ...

Biblioteca ...
Definir fungio ...
Ocultar/mostrar tudo

Ajuda

F1
F2
F3
F4

Ctrl+1

a=f
b= g0
c= degS'

ezpeszura dalinha |1

* sélida © pontibade O tracejado

cancelar | ajuda

¢ Inicialmente aproximaremos nosso campo de visdo. Para obter essa aproximacao no

Winplot, na guia “Ver”, comando “Ver ...”. Na janela que ira se abrir marca-se

“cantos” e usa-Se -1 para “esquerdo”, 1 para “direito”, -1 para “inferior” e 1 para

“superior”. Em seguida, “aplicar”.
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Figura 67 — Comandos no Winplot

Arquivo  Equacdo Mouse Um Dois  Anim  Outros

Ver ... Ctrl+W
Zoom >
Mover 3
Janela anterior Ctrl+L wer
Enquadrar janela Home Py
Restaurar Ctrl+R. ﬁ cantos =
Redesenhar F5 e.sq.uerd 1
Redesenhar implicitas direito 1

inferior Bl
Grade ... .

superion |11
Eixos

7

Ajuda centro

hariz 0.00000

wert 0.00000

espessura | 10.00000

aplicar fechar |

O programa retornara o grafico descrito na Figura 68. Note-se que, em funcdo grande
ampliacdo necessaria para a visualizacdo do ponto de interseccdo do grafico da funcéo

f(x) = 3-senx comaretax =5, aFigura 68 aparentemente ilustra duas retas.

Figura 68 — Gréafico no Winplot

Arquive Equagdo Ner Mouse Um  Dois  Anim  Qutros

¥

A ordenada do ponto de interseccdo da reta anteriormente construida com o gréafico da

funcdo f(x) = 3 - senx é a medida da altura que buscamos da rampa. Para obter esse
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valor, na guia “Dois”, utiliza-se o comando “Intersec¢des ...”. Na janela que se abre

consta a ordenada procurada.

Figura 69 — Comandos no Winplot

Arquive Equagdc Ver Mouse Um Amm Qutros

Intersegdes ...

intersegio

Combinagées ...
Integrar (f(x)-g(x)) dx ... 3

J d . ¥ = 3sin(x) -
Volume de revolugéo ...

Secsses.. [(1)x + (0)y = degs ¥

Integral de Linha ...

Distancias ... prox intersecan | TMArcar ponto |

Ajuda I

D

z=0.32290

guardar ||% -
como |4 - fechar

[ &ngulo de intersec3o em graus

e Como utilizou-se desde o inicio do exercicio a unidade metros, o valor entdo da altura
maxima seria de aproximados 0,26147 m, ou, aproximadamente, vinte e seis
centimetros e um milimetro.

Uma solucao algébrica.
h
senx = =

h =3 -senx
Como x = 5° entéo:
h =3-sen5°=3-0,087155742
h=0,26147m

c) Calcule o volume de material necessario para construir a rampa, utilizando a altura h

calculada no item b.

Uma solugéo utilizando o Winplot.
e Aproveitando o grafico construido no item a, acrescenta-se a reta x = 0,26147. Na
guia “Equagdo”, no comando “Reta ...”’; na janela que ira se abrir, usa-se 1 para valor

de a, 0 para valor de b e 0,26147 para valor de c. Em seguida, “ok”.



Figura 70 — Comandos no Winplot

car

cff " pontihado 7 hacejado

cancelar ajuda

O programa retornara o grafico apresentado da Figura 71.

Figura 71 — Grafico no Winplot

Esemnum&l EE
Arquive  Equagdo Ver Mouse Um  Dois Anim  Qutros
v
44
3l
24
14+
x
I t t t t t t t t il
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
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O volume procurado € a ordenada do ponto de interseccdo das duas retas construidas.

Para obter esse valor, na guia “Dois”

janela gque se abre, consta a ordenada procurada.

, utiliza-se o comando ‘“Intersecgoes ...’

. Na
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Figura 72 — Volume calculado através do Winplot

v = 3% (x/2)%1.5 -

| (1)x + (0)y = 0.26147 ~|

-
H semnomel

Arquive Equagdc Ver Mouse U

Combinagoes ...

Integrar (f(x)-g(x)) dx ... prox interse;an | marcar ponto ‘

Volume de revolugdo ... — 058831
Secgdes ..

z=041822

Integral de Linha ...

Distancias ... quardar m
- ,AjUda como |A  w fechar

w I &ngulo de intersecio em graus

e Logo o0 volume é V = 0,58831 m°.

Uma solucéo algébrica.
Sabe-se pelo item a que V (h) = % - 1,5. Entdo:

3:0,26147
V(0,26147) = — 1,5

V(0,26147) = 0,58831 m?3
d) Calcule a quantidade de cada material necessario para confeccionar a rampa.

Solugéo.
No livio TCPO — Tabelas de Composic¢do de Precos para Orcamentos da Editora PINI, 132
Edicdo, pagina 152, consta a seguinte tabela de composi¢do para concreto estrutural, com

valores necessarios para obter-se um metro cubico de concreto estrutural.

CONCRETO estrutural virado em obra, controle “A”, consisténcia para vibracéo, brita 1 e 2 — unidade: m®

COMPONENTES | UNID. CONSUMOS
RESISTENCIA A COMPRESSAO (Fck)

16 MPA 18 MPA 20 MPA
Areia lavada tipo média m° 0,927 0,915 0,901
Pedra britada 1 m° 0,209 0,209 0,209
Pedra britada 2 m° 0,627 0,627 0,627
Cimento Portland
CP II-E-32 (resisténcia kg 275,00 290,00 306,00
32,00 MPa)

Tabela 1

Sabendo que o volume de concreto necessario é de 0,58831 m?®, utilizando as proporgoes

sugeridas na tabela para a resisténcia necessaria que € de 20 MPa, suficiente para atender as
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necessidades da rampa, construiremos no Winplot a funcdo que d& a quantidade de cada

material necessario dada por f(x) = x - 0,58831, onde x representara o valor de referéncia

sugerido na tabela na coluna 20 MPA. Vejamos duas maneiras de se calcular a quantidade de

cada material; uma utilizando o Winplot e outra de forma simplesmente algébrica.

Quantificando os materiais utilizando o Winplot.
Inserimos no Winplot a fungdo f(x) = x - 0,58831; para isso na guia “janela”, clicar
no comando “2-dim”, na nova janela, na guia “Equacao”, clica-se em “1. Explicita ...”;
na nova janela aberta, no primeiro retangulo dessa janela digita-se “x*0.58831” ¢, em

seguida, clica-se em “ok”;

Figura 73 — Comandos no Winplot

Arquive  Equagde Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros

f y = f(x) l&r
. ™
f[x]=< |+-0.58831 ’
™ tavar ] tomar periddica [
amin |-5.00000

wméx |5.00000

espessura dalinha |1 densidade de plotagem |1

. . o
cor ajuda cancelar A
L J
\
1

O programa retornara o grafico da Figura 74.

Figura 74 — Gréfico no Winplot

Arquive  Equagdo Mer Mouse Um  Dois Anim  Qutros

v
44

1+t
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e No eixo x constam os valores referenciais de cada material, sugeridos na tabela, e no
eixo y aparecera o volume correspondente de cada material (ou massa correspondente,
no caso do cimento), na intersecgdo com as retas x = 0,901 para areia, x = 0,209 para
pedra britada 1, x = 0,627 para pedra britada 2 e x = 0,306 para cimento (na tabela
consta o valor de 306 kg para cimento, valor que foi convertido para 0,306 tonelada,
para que seja visualizavel no mesmo grafico). Comecemos pelo célculo do volume de
areia. Para acrescentar no grafico a reta x = 0,901, na guia “Equa¢do”, “Reta”, na
janela que se abre, digita-se no primeiro retangulo o valora =1, b =0 e ¢ = 0.901.

Em seguida, “ok”.

Figura 75 — Comandos no Winplot

retaax + by =c Iﬁ
y
a= |1
b= |0
c= [0.9m
ezp a linha |1 _
(¢ zilido ¢ ponthado © tacejado
cancelar‘ ajuda |

e O programa retornara a imagem sugerida na Figura 76.

Figura 76 — Graficos no Winplot

Arquive Equagdo Ver Mouse Um Dois  Apim  OQOutros

¥
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e A ordenada do ponto de interseccdo da reta anteriormente construida com o gréafico da
fungdo f(x) = x-0,58831 é o volume de areia que buscamos. Para obter esse valor,
na guia “Dois”, utiliza-se o comando “Intersecgoes ...”. Na janela que se abre consta a
ordenada procurada.
Figura 77 — Volume de areia
'FT semnome2 o~ [ iﬂtEfSEl;ﬁD )
Arquivo  Equagdo Ver Mouse Um lml Anjm
lv = x*0.58831 ~|

Combinagoes ...

Integrar (f{x)-g(d) dx ...

Volumne de revelugdo ...

Secgoes ..
Integral de Linha ...

Distdncias ...

Ajuda

Assim o volume de areia seria de 0,53007 m®.

||:J.]x+ (0)y = 0.201 j

prog intersecan ‘ marcar ponto |

z =1.03902

guardar ||% -
coma A -

[ &ngulo de intersecio em graus

Para o célculo do volume de pedra britada 1, na guia “Equacdo”, “Reta”, na janela que

se abre digita-se no primeiro retangulo o valora =1, b = 0 e ¢ = 0.209. Em seguida,

‘50k,,.

Figura 78 — Comandos no Winplot

-

reta ax + by = ¢

)

35 linka |1

& zdlde O pontibado © hacejado

cancelar | ajuda |
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O programa retornara a imagem sugerida na Figura 79.

Figura 79 — Graficos no Winplot

Arquive Equagdc Wer Mouse Um  Dois  Anim  Outros

¥

A ordenada do ponto de interseccdo da reta anteriormente construida com o gréfico da
fungdo f(x) = x+0,58831 é 0 volume de pedra britada 1 que buscamos. Para obter
esse valor, na guia “Dois”, utiliza-se o comando “Intersecgdes ...”. Na janela que se
abre consta a ordenada procurada, na interseccao das retas descritas no programa por
“y =x*0.58831” ¢ “(1) x + (0) y = 0.209”.
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Figura 80 — Volume de pedra britada 1

i =
intersecio

e —
proy intersecio marcar pontao |

z =1.03902

guardar |[% -
como |4 - fechar

| &ngulo de intersecio em graus

e Assim o volume de pedra britada 1 seria de 0,12296 m°.
e Para o célculo do volume de pedra britada 2, na guia “Equacdo”, “Reta”, na janela que
se abre digita-se no primeiro retangulo o valora =1, b =0 e ¢ = 0.627. Em seguida,

650k,,'

Figura 81 — Comandos no Winplot

retaax + by = ¢ I&

ezpoaa da linka |1

* silido O pontilhade T tracejado

u:anu:elar| ajuda |

e O programa retornara a imagem sugerida na Figura 82.
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Figura 82 — Graficos no Winplot

¥

A ordenada do ponto de interseccdo da reta anteriormente construida com o grafico da
fungdo f(x) = x+0,58831 é o volume de pedra britada 2 que buscamos. Para obter
esse valor, na guia “Dois”, utiliza-se o comando “Intersec¢des ...”. Na janela que se
abre consta a ordenada procurada, na interseccdo das retas descritas no programa por
“y =x%0.58831” ¢ “(1) x + (0) y=0.627".

Figura 83 — Volume de pedra britada 2

((1)x + (0)y = 0.627
N ——

proy intersecan

= 0.36087

z =1.03902

guardar“x vI
COmo Im fechar |

[T &ngulo de intersecdo em graus

marcar panta
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Assim, 0 volume de pedra britada 2 seria de 0,36887 m®.
Para o calculo da quantidade de cimento, na guia “Equagdo”, “Reta”, na janela que se
abre digita-se no primeiro retangulo o valora =1, b = 0e ¢ = 0.306 (esse ultimo valor

em toneladas, como foi anteriormente mencionado). Em seguida, “ok”.

Figura 84 — Comandos no Winplot

rretaax+b}r=c ﬁq

ezpeszuUra da linha |1

* zilido O pontlhada 7 tracejadao

u:anu:elar| ajuda |

O programa retornara a imagem sugerida na Figura 85.

Figura 85 — Graficos no Winplot
EsemnomeZ gm

"ﬂrquivo Equagdo Ver Mouse Um  Dois Anim  Qutros
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e A ordenada do ponto de interseccdo da reta anteriormente construida com o grafico da
funcdo f(x) =x-0,58831 é a massa de cimento que buscamos, em toneladas
(considerando 306 kg = 0,306 t). Para obter esse valor, na guia “Dois”, utiliza-se 0
comando “Intersecgdes ...”. Na janela que se abre consta a ordenada procurada, na
intersec¢do das retas descritas no programa por “y = x*0.58831” ¢ “(1) x + (0) y =

0.306”.

Figura 86 — Quantidade de cimento

z =1.03902

quardar |>< -
como |4 - fechar |

| &ngulo de intersecdo em graus

e Assim, a quantidade de cimento seria de 0,18002 toneladas ou 180 quilogramas e 20
gramas.
Quantificando os materiais de forma algébrica.
Sabendo que a funcdo f que da a quantidade de cada material necessario € dada por f(x) = x -
0,58831, onde x representara o valor de referéncia sugerido na tabela na coluna 20 MPA,

segue na tabela 2 os célculos da quantidade de cada material para a construcdo da rampa.

COMPONENTE CALCULO | QUANTIDADE NECESSARIA
Areia lavada tipo média | 0,901 - 0,58831 0,53006731 m®
Pedra britada 1 0,209 - 0,58831 0,12295679 m®
Pedra britada 2 0,627 - 0,58831 0,36887037 m®
Cimento Portland 306 - 0,58831 180,02286 kg

Tabela 2
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4.2. ANGULO DE INCIDENCIA DOS RAIOS SOLARES

Em varias circunstancias é necessario que se calcule o angulo de incidéncia dos raios
solares em determinados pontos do globo terrestre. Esse angulo pode ser calculado de
experimentalmente de forma simples e com poucos equipamentos. Na segunda aplicacao
deste trabalho propomos uma maneira de se descobrir tal angulo de incidéncia. O angulo de
incidéncia dos raios solares também serd um elemento muito importante na terceira aplicacdo
que vira logo a seguida.

Problema:

Dé um exemplo de experimento através do qual, a uma determinada hora do dia, se
possa calcular o &ngulo de incidéncia dos raios solares em um determinado ponto do globo

em uma direcdo qualquer; seja Leste-Oeste essa direcao.

Solugéo.

Para a experimentagéo sugerida necessitamos de uma trena para medir distancias, de
algum objeto do qual possa se medir a altura e como piso alguma superficie plana, nao
inclinada, na qual possa ser observada e medida a sombra do objeto.

Escolhemos como objeto a cobertura de uma casa e como piso a grama na qual se projeta a
sombra do telhado na diregdo Leste-Oeste. Para se determinar a direcdo pode-se utilizar um
aparelno GPS ou uma bussola, que pode inclusive ser construida artesanalmente. A
experiéncia foi realizada no dia 21 de agosto de 2013 em onze horéarios, com intervalos de 45
minutos entre as medicGes sendo a primeira as 7h45min.

A altura medida do telhado é de 240 cm e cada medida x de sua sombra na direcdo Leste-

Oeste esta indicada na tabela 3.



Figura 87 — Triangulo destacado para o calculo do angulo de incidéncia dos raios solares

LESTE ¢ssss wsssmp OESTE [

Horéario de medicéo Comprimento da sombra (cm)
7h45min 720
8h30min 420
9h15min 275

10h 183
10h45min 103
11h30min 70
12h15min 0

13h —45
13h45min -102
14h30min -186
15h15min -264

Tabela 3
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Calculo dos angulos utilizando o Winplot.

240 cm

No triangulo destacado na Figura 87 tem-se que tga = . Inseriremos entdo a

funcdo tangente no programa Winplot. Para uma melhor visualizagdo utilizaremos
medidas de comprimento em metros. Utilizaremos o Winplot para descobrir quanto
mede 0 angulo « em cada medicéo. Para tanto, comando “Equagdo”, “1. Explicita ...”.

Na janela que se abre utiliza-se “f(x)” igual a “tan((pi*x)/180)”. O produto de X por

17:70 justifica-se pelo fato de que o programa Winplot trabalha com medidas de angulos

em radianos; com a operacao sugerida, descobriremos a medida desejada em graus.

Figura 88 — Comandos no Winplot

y = f(x) =)

—
f[=] =W |tan([pi*<)#180]
[ travar tornar perigdica [

| «min |-5.00000
wméx [5.00000

ezpeszzura da linha |1 dengidade de plotagem |1

@ cancelar
w

e | [T

Para que se possa ter uma melhor visualizacdo do grafico, devemos ampliar o campo
de visdo. Para isso, comando “Ver”, “Ver ...”. Na janela que se abre, apos marcar a
opcao “cantos”, utilizaremos o valor “-10” para “esquerdo”, “180” para “direito”, “-8”

para inferior e “8” para superior. Em seguida “aplicar”.

Figura 89 — Comandos no Winplot
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e O grafico retornado segue na Figura 90.

Figura 90 — Grafico no Winplot

- exerciciod

Arquive Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros

¥

T
10 20 30 40 50 60 70 S0 90 100 110 120 130 140_150-160° 170
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o Acrescentaremos a retas y=:-., y =55 Y=o Y=1g V=103 Y= 500

2,40 2,40 _ 240 2,40 X . _ 240 .
S V=T Vo T €Y T S (ndo incluiremos o valor y = - Pois

representa uma indeterminacdo; nesse caso tem-se especificamente um angulo «
medindo 90°, medida de angulo que ndo possui tangente). Para isso, utiliza-se o
comando “Equacdo”, “l. Explicita ...”, na nova janela utiliza-se “f(x)” igual a
“2.4/7.2”; em seguida “ok”. Novamente comando “Equa¢do”, “1. Explicita ...”, na
janela que se abre utiliza-se “f(x)” igual a “2.4/4.2”; em seguida, “ok”. Repete-se esse

processo para todos os demais valores de y sugeridos.
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Figura 91 — Comandos no Winplot

-
y=f)

S

"
y=f(x)

78

(“oc ]

y=flx)

=)

tamar periddica [~

«min_[-80.00000

wméx [30.00000

espessura da linha |1
car

densidade de plotagem [1

—
)= [24/42

rvalo

tomar periddica [

wmin |-30.00000

=méx 3000000

espessura dalinha [1
oot | i Sjuda |

cancl |

densidade de plotagem [1

fi)= [24/275

g ervaln

tomar periddica [~

e,
fid= [2411.63

Ervaln

tomar periddica [~

®min |-3000000

«min_ [-90.00000

®max 3000000

espessurs de ks [1
o | [ ada

() | o |

densidade de plotagem [1

xméx (3000000

espessua dalinha [1

densidade de piotagem [1

o) oo |

tomar periddica [

o
wmin |-30.00000

tomar peridica [~

smin |-90.00000

wméx 3000000

sspessuta da linka [1

densidade de plotagem [1

«méx [30.00000

espessua dainha [1
e | [ s |

carcel |

densidade de plotagem |1

== |

sl

tamar periédica [~

1
¥=10 =) [ =) (PR =
B ‘_‘
)= [24/103 <f[x]: [zan7 ) fi)= [24/045 ft="[24+1.02
falo

™ tavar intervalo

tomar periddica [~

®min |-90.00000

®méx |90.00000

espessura da ke [1
o | [ auwda |

densidade de plotagem [T
cancelar

«min [-90.00000

wmax |90.00000

espessura da inha [1

densidade de plotagem [1
ok cancelar

[

wmin |-30.00000

wméx 3000000

sspessuta da linka [1

densidade de plotagem [1
cancelar

¥ = [=<=) P
B M Y
‘ fx] = IZ 44186 fl] = 47264
o tomar periddica [ lrawat Mervalo tomar periddica [~

#min  |-90.00000

wmax 3000000

espessuta dalinha [1

densidade de plotagem [1

e O programa retornara o gréafico indicado na Figura 92.

Figura 92 — Grafico no Winplot
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e Os valores buscados aparecem nas interseccOes. Para ter acesso a esses valores

comando “Dois”, “Interseccodes ...”.

Figura 93 — Comandos no Winplot

Arquivo  Equagdo  Ver Mouse

Combinagdes ...

e Os valores buscados aparecerdo nas janelas que irdo se abrir, selecionando-se as

intersec¢des adequadas.

Figura 94 — Valores dos angulos no Winplot

= tan((pi*x)/180) ( v = tan((pi*x)/180)
2.4/7.2 - §

e |
M— <D (D
» = 1843495

z=[.04744

guardar“x vl
como H fechar |

™ &ngulo de intersecio em graus

z = 003074

guardar ||>< vl
camo IE fechar |

[~ angulo de interseco em graus

z=0.01933

guardar | W -
como IA vl fechar |

™ &ngulo de intersegio em graus

z=00215

guardar | W -
como m fechar |

™ &ngulo de intersego em graus

v = 2.4/1.03 -
pra Im a - Car ponto |

« = BB 77260 « = 10061966

z=[011353

guardar“x vl
como H fechar |

™ &ngulo de intersecio em graus

z=047471

guardar |>< vl
como IE fechar |

[ angulo de intersecio em graus

z=011175

guardar“x vl
como A - fecharl

™ &ngulo de intersecio em graus

z=021305

guardar | W -
como m fechar |

™ &ngulo de intersego em graus

intersegdo

ponto |

z=[.04643

guardar“x vl
como |4 - fecharl

™ &ngulo de intersecio em graus

z=0.03187

guardar“x vl
como IE fechar

™ &ngulo de intersecio em graus
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e Assim, a medida de cada angulo de inclinacdo « nos horarios medidos € apresentada

na tabela 4.

HORARIO DE MEDIGAO I,':IACEBI,\?:C%%QNEG,\;JE(QEES
7h45min 18,43
8h30min 29,74
9h15min 41,11

10h 52,67
10h45min 66,77
11h30min 73,74
12h15min 90

13h 100,62
13h45min 113,03
14h30min 127,78
15h15min 137,73

4.3. COBERTURA GIRATORIA DE UM ESTADIO DE FUTEBOL

Tabela 4

Atualmente, existe uma tendéncia nos projetos de estadios de futebol de serem

projetados com uma cobertura que abrigue o publico presente, porém que ndo faca sombra

nem impeca que a agua da chuva atinja o gramado. Observe um exemplo que ilustra essa

tendéncia na Figura 95, um esboco de um dos projetos de estadios candidatos a abrigar jogos

da Copa do Mundo 2014 da FIFA, o Morendo, em Campo Grande (MS), que concorria a ser

uma das cidades sede da Copa do Mundo de Futebol *.

! Segundo site da revista Veja, em noticia publicada sobre a Copa do Mundo 2014 da FIFA, a ser realizada no
Brasil, “sdo 12 cidades-sede: Rio de Janeiro (RJ), S&o Paulo (SP), Belo Horizonte (MG), Porto Alegre (RS),
Brasilia (DF), Cuiaba (MT), Curitiba (PR), Fortaleza (CE), Manaus (AM), Natal (RN), Recife (PE) e Salvador
(BA). Dezoito cidades foram candidatas. Além das 12 escolhidas ainda participaram da disputa Rio Branco
(AC), Belém (PA), Maceid (AL), Goiania (GO), Floriandpolis (SC) e Campo Grande (MS)” (VEJA, Perguntas
& Respostas - Cidades-sede da Copa de 2014, 2009).
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Fonte: Disponivel em <http://www.skyscraperlife.com/projetos/20946-campo-grande-ms-est%E1dio-
moren%E30-copa-2014-a.html> Acesso em setembro 2013

Na terceira aplicacdo propomos analisar a sombra no piso de um estadio de futebol
ficticio projetada por uma placa de cobertura, com possibilidade de giro em torno de uma de
suas extremidades.

O problema exposto a seguir traz uma aplicacdo de andlise do comportamento de

uma funcdo do tipo f(x) = A -sen (B + x) + C, quando se variam os parametros A, B e C.

Problema:

No projeto de um estddio de futebol ficticio consta uma cobertura para o publico
feita por placas presas a um eixo e, que vai do ponto A ao ponto B, que sdo os pontos de
sustentacdo do eixo e da placa. Através do eixo e a placa pode executar um giro de medida 3
compreendida entre 0° e 90°. Esse eixo localiza-se a 40 m de altura e uma placa tem sua

sombra projetada em uma dire¢do perpendicular ao seu eixo de comprimento ¢, medida

tomada a partir da base da cobertura. A medida do comprimento da placa é £. O angulo de

incidéncia dos raios solares em direcdo ortogonal ao eixo e tem medida a.. O gramado comeca

a uma distancia de 40 m da base que sustenta a placa. Observe a Figura 96.
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Figura 96 — Proposta de cobertura giratéria

DIRECAO
DOS RAIOS
SOLARES

40 m

* GRAMADO

40m

P . -~

- el

e

Item A: Aproveitando as medicdes da inclinacdo solar obtidas na segunda aplicacéo,

considerando o angulo de inclinacdo solar obtido as 10 horas da manha (o = 52,67°), calcule

qual deve ser o comprimento £ da placa, de forma que a sombra atinja exatamente o ponto

onde comega o gramado, que se localiza a uma distancia de 40 m da base da cobertura.

Considere a placa posicionada com sua abertura maxima de 90°.

Solucéo.

Na Figura 97 esta o esquema que ilustra a situacao.



Figura 97 — Imagem simplificada com os dados do problema

A s
- @ "\A

40m
40m

. . oc(\ D’
-+ @ ®

G F gramado

14 ‘ 40m -/

T
40m

Tomando o tridngulo retdngulo A’FD’, tem-se:
g 40
9 =201

Como o =52,67°, entdo:

40 40
tg52,67° = —— = 1,311262778 = ——

40 -1 40 -1
40 = 52,45051113 — 1,311262778 -l =
_12,45051113

-=——
1,311262778
[ =9,50m

83
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Item B: D& uma férmula que expresse o tamanho ¢ da sombra, em metros, em
termos dos angulos o e B, em um dado momento do dia.

Solucao.
Hé& duas hipdteses: o angulo de abertura p pode ser menor que ou igual ao complementar y de
o (y =90° — a): nesse caso 0 ponto mais distante da sombra sera D, ponto que representa a
sombra do ponto A; em outra hipotese, o angulo de abertura 3 seria maior que y: nesse caso 0
ponto mais distante seria 0 ponto D’, ponto que representa a sombra do ponto 4’. Veja na
Figura 98.

Figura 98 — Duas hipdteses para o angulo de abertura p

o H
Y590°- o
A
N’
T
y=90°— o,
o\ D a D
(. K.—
12 hip6tese: 22 hipétese:
B<90°—a B>90°—a

Verifiquemos inicialmente a primeira hipdtese, quando f < 90° — a. Nesse caso, a medida
do angulo B ndo determinara o ponto mais distante da sombra, que sera sim determinado pelo

ponto A. O ponto determinado sera D.
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Figura 99 — llustracéo da primeira hipotese

40m

D’ gramado

Pelo triangulo retangulo AGD indicado na Figura 99, tem-se:

c=—-40 ondec = GD'.
tga

Vejamos agora quando 8 > 90° — a. Nesse caso, 0 ponto 4’ determinara o ponto de sombra

mais distante, D’. Observe na Figura 100.
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Figura 100 — llustracdo da segunda hipétese

gramado

lc—40m

40m

w o

——
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Pelo triangulo retangulo AEA’, tem-se:

Pelo triangulo retangulo AEA’, tem-se:
= b =9,50"- cosp

d
senf = 9,50 = d =9,50"senf cosp = 9,50
Pelo triangulo retangulo 4°'FD:
I 40—-b R
ge = c—d

c'tga—d-tga=40—-b =
c'tga=40—-b+d-tga
Como b = 9,50 cospB ed =9,50 - senp, entdo:

c-tga =40—9,50"-cosf + 9,50 - senf - tga =

9,50 40
c =950 senff ———-cosf +— =
tga tga

9,50 @ )+ 4 R
ga - senfs — cosf tga

c

|

- tga
9,50 (sena )+ 4
= . . — _—
¢ tga \cosa senf — cosp tga
9,50 (sena -senfl — cosa - cosﬁ) 40
c= : + =
tga cosa tga
9,50 l—cos(ﬁ + a) 40
c=—. +— =
tga cosa tga
s
9,50 |—sen(3—f -« 40
__950 |zsen(G=p-a)| 40 _
tga cosa tga
9,50 s 40
c=- -sen(—— - )+—:>
sena tga
_ 9,50 ( T n ) 40
€= sena sem\@ 2 A tga
Assim,
1
{tg—a-éw, se<90°—a
c(B) =1 950 ( m, ) L 40 90° — o < B < 90°
sen{a —- B tga’ se a<fB<

sena
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Item C: Suponhamos que em determinado momento do dia o &ngulo de incidéncia

dos raios solares seja o = 41,11°. Construa com o auxilio do Winplot o gréafico da fungéo c

dada por c(B) = {

da sombra em metros e £ é a medida do angulo de giro da placa de cobertura, nos casos em

9,50
sen41,11°

. _ oy L 40 } , .
sen(f — 48,89°) + fgaLir) emaueceo comprimento

que o angulo de giro da placa supera o complemento do angulo de incidéncia dos raios
solares.

Solucao.

Uma vez aberto o programa, comando “Janela”, “2-dim”.

Figura 101 — Comandos no Winplot

E Winplot - N
F2
F3
Adivinhar
Mapeador »
Planetas

Mostrar arquivos recentes
Abrir o dltime arquive

v Usar padrio

Sair

Na nova janela, comando “Equagdo”, “1. Explicita ...”.

Figura 102 — Comandos no Winplot

semnome3

Arquivo Mouse Um Dois  Anim  Outros

F1

. Parametrica ... F2
3. Implicita ... F3
4. Polar ... F4
Ponto »
Segmento [
Reta ...
Recursiva ...
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Na janela que se abre, digita-se no primeiro retangulo “(9.5/sin(deg41.11))*(sin(x-
deg48.89))+(40/tan(deg41.11))” e em seguida “ok”.

Figura 103 — Comandos no Winplot

3 5/sin[degd1.11))sin(=-degd 8. 89))+[40ran[degd .11
[ travar interva
swmin |-5.00000
wmd: |5.00000

ezpeszura da linha |1 denzidade de plotagem |1

cor ‘ auda ‘ ok cancelar ‘

Para que possamos ver a area onde o grafico se posiciona, devemos mudar no programa o

retdngulo de visualizagdo. Para tal, comando “Ver” ¢ em seguida “Ver ...”.

Figura 104 — Comandos no Winplot

r
Anim  Qutros
Ctrl+V
3
Mower »
lanela anterior Ctrl+L
Enquadrar janela Horme
Restaurar Ctrl+R
Redesenhar F5
Redesenhar implicitas
Grade ... Ctrl+G
Eixos 4
- -3 Ajuda 3

_1Jr

Na janela que se abre, ap6s marcar a opgao “cantos”, mudamos o valor superior para 70 e em

seguida “aplicar”.



Figura 105 — Comandos no Winplot

-

WEr

cattos [+
ezquerdn |-5.EIEIEIEIEI
direito |5.00000
inferior
superio{ | 70.00000 )

centro O
hoiz —|0.00000
vert |23.45708

EIpEsEUra |‘l 0.00000

O programa retornara o gréafico indicado na Figura 106.

Figura 106 — Gréfico

Arquive Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Qutros

v

90

Item C: Ainda considerando o angulo de incidéncia dos raios solares o = 41,11° e

aproveitando o grafico construido no Winplot no item b, calcule qual seria 0 comprimento

minimo da sombra da cobertura.

Uma solucgéo utilizando o Winplot.

Como anteriormente demonstrado, 0 comprimento ¢ da sombra, em metros, é dado por
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1
tg_a40' S€BS90°—O(
P 050 (=24 B)+—r,5090° — < p < 90°
song SEH\E TS B tga'se a<fB<

Inicialmente limitaremos os valores de S do grafico construido no item anterior entre 48,89° e
90°. Para isso, a partir do que foi anteriormente construido, em “Equacao”, “Inventario ...”, na

janela que se abre, seleciona-se “(9.5/sin(deg41.11))*(sin(x-deg48.89))+(40/tan(deg41.11))” e

em seguida “editar”.

Figura 107 — Comandos no Winplot

H exercici (=]

Arquive Equacdo JVer Mouse Um  Dois  Anim  Outros

. Explicita ... F1
2. Paramétrica ... F2
3. Implicita ... F3

4. Polar ... F4 _—_—
inventario [exercicial _

Ponto 4 [ B — e —
4y = (9.5/s5in(deg41.11)) * (sin (x-deg48.890

Segmento »

Reta ...

Recursiva ...
Diferencial 3

Polinomial ...

3

!apagar dupl | copiar| tabela| faml’lia|

grafico equa;:§0| nome| derivar| web | fechar |

Intrinseca ...

Desigualdades explicitas ...

Desigualdades implicitas ...

Inventirio ... Ctrl+1
amanno do inventario ...

Biblioteca ...

Definir fungée ..

Ocultar/mostrar tudo 3 X

Ajuda

Na janela que se abre, marca-se a opgdo “travar intervalo” e utiliza-se os valores “deg48.89” e

“deg90” para “x min” e “x max”, respectivamente. Em seguida “ok”.

Figura 108 — Comandos no Winplot

y = f(x) =)

= |[9.5H$in[degd1 1 (sin(x-degd 8. 89))+[40/ tan[deqd 1.11])

-

avw tormar periddica [
xmingf|degd8.59 Y
&gl degal

ik nenhuma ® circulo © geta O tamanho zdlido [
ma% nenhuma ™ circulo O zeta O tamanho sélido [

ezpezsura da linha |1 denzidade de plotagem |1
cor | ajuda | . l cancelar
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O programa retornara a imagem dada na Figura 1009.

Figura 109 — Gréfico no Winplot

Eexercicio EE‘
Arquive Equagdic Ver Mouse Um  Dois _A_ﬂim Qutros
v

/

Devemos agora acrescentar ao grafico o trecho em que [ se limita entre 0° e 90°. Nesse trecho

0 comprimento ¢ em metros é dado por TgaLIL - 40. Para acrescentar, na guia “Equacdo”,

“Explicita”, na janela que se abre utiliza-se para “f(x)” o valor “40/tan(deg41.11)”. Marca-se

a opgdo “travar intervalo” e utiliza-se os valores “0” e “deg48.89” para “x min” e “x max”,

respectivamente. Em seguida, “ok”.

Figura 110 — Comandos no Winplot

===

tornar periddica [

max nenhuma ™ ciculo © geta © tamanho wdlido [

ezpezsura da linha |1 denzidade de plotagem 1

cor | ajuda | - cancelar

O grafico sera o demonstrado na Figura 111.
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Figura 111 — Gréficos no Winplot

Arquive Equacdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Qutros

¥

Como para # > 90° a funcdo c é crescente e constante quando S esta entre 0° e 48,89°, a
interseccdo dos dois trechos da o valor minimo de c. Para obter esse valor, seleciona-se

“Dois”, “Intersecgdes ...”. Na janela que ira se abrir constara o valor procurado.

Figura 112 — Valor de c obtido no Winplot

Arquive  Equagéo  Ver Mouse Um m-"'L Outros

S =
Intersegdes ..

OMBTTaG0ES

Integrar (f(x)-g() dx..

Equacdio Ver Mouse Um  Dois Anim  Outros

"

s
intersecdo

v = (9.5/s3in(deg4l.11)j}4

Volume de revolugdo ...

¥ = 40/tan(deg4l.1l); ~
I Secgdes ... J
prox interseg S0 | marcar ponto | S04+
) = 4583671

2=150170 10
guardar |>< -

coma m fechar | 30

[ &ngulo de interseg3o em graus

20

Assim, o valor procurado é ¢ = 45,83671 metros.
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4.4. SOMBRA DAS COBERTURAS DE UM ESTADIO DE FUTEBOL

Aproveitando as medicOes de inclinacdo solar obtidas na segunda aplicacdo,
obteremos 0s horarios em que uma pessoa posicionada em uma determinada posicdo de um
estadio de futebol ficaria abrigada dos raios solares por uma de suas duas coberturas.

Problema:

Um estadio de futebol tem coberturas afixadas a paredes. A placa da cobertura tem
9,50 m de comprimento e a distancia entre as paredes de um lado ao outro do estadio € de 90
m.

Figura 113 — Coberturas de um estadio

9,50 m 9,50 m

7 /

90 m

Considerando os angulos de inclinagdo medidos na segunda aplicacéo, verifique em
que periodo do dia, uma pessoa que se encontra em uma cadeira 30 m abaixo da cobertura,
situada a 9,50 m de distancia da parede que suporta a cobertura, conforme Figura 114, ficaria

abrigada do Sol.
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Figura 114 — Pessoa em uma cadeira do estadio

cobertura | cobertura Il

l\
[IRNN
oS
[BEANAN
[N
AN
! LSRN
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30m
30m

\ N

! \ ~
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I \ .

H \ N

H \ N

N N

| N N

! ~

i . N

\ N
\\ e N
a N
. \ N

—— FS ‘.

| 950m | 71m D Clo50m |
T T T T
Solugéo.

Na Figura 114, o ponto D € a projecdo da sombra do ponto A da cobertura | e o € a medida do
angulo de inclinacdo do Sol. A posicdo da pessoa € representada pelo ponto C. Para
simplificacdo dos calculos, ndo levaremos em conta a altura da pessoa ou da cadeira. No
tridngulo retangulo ABC o angulo interno ACB mede 6.

Observando os triangulos retangulos ABC e ABD, nota-se que se « > 8, o ponto D localizar-
se-a a esquerda do ponto C e se a < 6, 0 ponto D localizar-se-4 a direita do ponto C e, nesse
ultimo caso, a pessoa estara a sombra da cobertura I. Devemos entdo calcular 6. No triangulo

ABC tem-se que

tgh = —.

9% =71
Utilizaremos o Winplot para descobrir quanto mede 6. Para tanto, comando “Equagdo”, “1.
Explicita ...”. Na janela que se abre utiliza-se “f(x)” igual a “tan((pi*x)/180)”. O produto de X

por % justifica-se pelo fato de que o programa Winplot trabalha com medidas de angulos em

radianos; com a operacgdo sugerida, descobriremos a medida desejada em graus. Em seguida

“Ok”.
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Figura 115 — Comandos no Winplot

S5

[ travar
swmin |-5.00000
swmé |5.00000

tornar periddica [

ezpezsura da linha |1 denzidade de plotagem |1

@ cancelar
—

Para que se possa ter uma melhor visualizacao do grafico, devemos ampliar o campo de viséo.

cor ‘

Para isso, comando “Ver”, “Ver ...”. Na janela que se abre, apés marcar a opgdo “cantos”,

utilizaremos o valor “-90” para “esquerdo” e “90” para “direito”. Em seguida “aplicar”.

Figura 116 — Comandos no Winplot

r
-4 semnome2

Arquive  Equagad

cantos {*

esguerdo |-

com direito

superion |4 06R43

Mowver 3

Janela anterior Ctrl+L

Enquadrar janela Home centra 1

Restaurar Ctrl+R hiariz W
werk W
EIpEsILra W

O programa retornara o grafico da Figura 117.



Figura 117 — Gréfico no Winplot

Arquive  Equagic Ver Mouse Um  Dois  Apim  Outros

\—}_,

A . . e 30 f
Para obter o valor do angulo, inclui-se no grafico a reta y =0 Para isso, comando

“Equacdo”, “l. Explicita ...”. Na nova janela utiliza-se “f(x)” igual a “30/71”. Em seguida

“Ok”_

T
-80 -70 -60 -30 —40 -30 -20--10

Figura 118 — Comandos no Winplot

S=X=)
valo tommar periddica [
wmin [-90.00000
xméax | 90,0000
ezpessura da linha I'I denzidade de plotagem I'I
oo | ﬁ —— |
-

Seré retornado o gréfico exposto na Figura 119.
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Figura 119 — Gréfico no Winplot

(5 semnome2

Arquive Equagdo Ver Mouse Um  Dois Anim  Qutros
Ty

—a0 -70 60 50 40 30 -20--10 0 20 30 40 30 &0 70

-1+

O valor procurado estd na interseccdo dos graficos. Para obter esse valor, comando “Dois”,

“Interseccgoes ...”.

Figura 120 — Comandos no Winplot

Armuive Equagdo Ver Mouse

Combinagdes ...
Integrar (f(x)-g(x)) dx ...

Volume de revolugdo ...

Secgdes ..
Integral de Linha ...

Distancias ...

Ajuda

O valor do angulo aparece na nova janela.
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Figura 121 — Medida do &ngulo @obtida no Winplot

r 5
intersecdo

v = tan((pi*x)/180) -
|y = 30/71 j
prox interseco marcar ponto
z =0.02057

gquardar [[x -
como (A W fechar
[ &ngulo de intersecdo em graus

Assim, a medida do angulo 6 é de aproximadamente 22,91°.
Pelas medicdes de inclinacdo solar, tal angulo ocorreria entre 7h45min e 8h30min. Supondo
que a inclinacdo do Sol entre esses dois horérios evolua linearmente, fazendo-se uma
aproximacdo linear para ter-se uma aproximacdo de apds quantos minutos, contados a partir
de 7h45min, o angulo 6 = 22,91° ocorreria, teriamos a proporcao
45min _29,74° - 18,43°
t 22,91° —18,43°
- 201,6
11,31
Voltando a utilizar o Winplot para descobrir o valor procurado, abrindo uma nova janela,

minutos

inserimos os comandos “Equagdo”, “Explicita ...”. Usa-se “f(x)” igual a “x/11.31”. Em

seguida, “ok”.

Figura 122 — Comandos no Winplot
y = fix) =5=)

Y
fze) A L1121
[ travar intervala tomar periddica [
smin |5.00000
sméx |5.00000

espessura dalinha |1 densidade de plotagem |1
Al
car | ajuda | l] canhcelar
T

Para que se possa ter uma melhor visualizagéo do grafico, devemos ampliar o campo de viséo.
Para isso, comando “Ver”, “Ver ...”. Na janela que se abre, apés marcar a opgdo “cantos”,

utilizaremos o valor 0” para “esquerdo” e “50” para “direito”. Em seguida, “aplicar”.



Figura 123 — Comandos no Winplot

¢

esquerdo |0

direito [}

irfeTeT—— -4 05643
superion |4 0E43

centra

hariz 0.00000

wert 0.00000
espessura |10.00000

:] fechar
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Inserimos agora a reta dada por x = 201,6. Para isso, comando “Equagdo”, “Reta ...”. Na

janela que se abre utiliza-se “a=1", “b=0" ¢ “c=201.6". Em seguida, “ok”.

Figura 124 — Comandos no Winplot

retaax + by = c

a= |1
b= |0
o= [2016

==

ezp adalinha |1 cor

& zdlido  pontihado

" tracejado

O valor procurado esta na interseccao dos graficos. Para obter esse valor, comando “Dois”,

“Interseccgoes ...”.

Figura 125 — Comandos no Winplot

E semnome2
4

Arquive Equagdo Ver

Mouse

Combinagoes ...
Integrar (f(x)-g(x)) dx ...
Volume de revolugio ..
Secgdes ..

Integral de Linha ...

Distancias ...

Ajuda

Na nova janela aparecera o valor procurado.
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Figura 126 — Ponto de interseccéo

Arquive Equagde Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros

-

intersegio

v = x/11.31 -
(1)% + (0)v = 201.6 j

proy intersegan | marcar ponto I

= 17.82433

z=1.48261

guardar“x vl
como IG fechar |

[ &ngulo de intersegEo em graus

Isso leva-nos a intuir que o angulo de inclinagdo de 22,91° ocorrera cerca de 18 minutos apos
as 7h45min, ou seja, por volta das 8h03min.

Assim, a pessoa posicionada estara sob a sombra da cobertura I, na parte da manhd, até as
8h03min. Em um mesmo dia, apds esse horario ela somente podera estar sob sombra da

cobertura 1. 1sso ocorrerd, obviamente, quando o angulo de inclinagdo solar a for maior do

que 90°. Observe a Figura 127.
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Figura 127 — Sombra quando o > 90°
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Comprimento da sombra projetada
| pela cobertura Il quando a > 90° |

|‘ Vl

Como o angulo de inclinacdo solar é maior que 90° apds o horario de 12h15min, a pessoa
estard sob sombra da cobertura Il ap6s esse mencionado horério.

Juntando todas as informacdes, uma pessoa posicionada como foi descrito estaria sob sombra
durante todo o dia, excetuando-se o horéario entre 8n03min e 12h15min.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Esperamos que este trabalho sirva para mostrar que programas para construcoes de
graficos como o Winplot podem ser bastante Uteis na visualizacdo e solucdo de problemas,
especialmente na busca de solugbes de problemas envolvendo fungdes trigonométricas e suas
construcdes gréaficas, como também na resolucdo de equagdes.

No tratamento das equacdes, programas como o Winplot podem ser bastante praticos
em resolucdes que, muitas vezes a primeira vista, podem ter uma dificil analise puramente
algébrica dos dados numéricos expostos de forma explicita ou implicita. Programas como o
Winplot, com sua capacidade de traduzir graficamente informacdes numéricas, proporcionam
ao usuario uma boa interpretacdo dessas informacgdes e tornam mais facil a esse usuario a
capacidade de assimilacdo de quantidades anteriormente pouco palpaveis, por ndo fazerem
parte de seu cotidiano.

No célculo da altura da rampa, na primeira aplicacdo proposta neste trabalho e,
posteriormente de seu volume, a utilizagdo do programa de construcdo de graficos Winplot
mostrou-se uma ferramenta alternativa bastante Gtil e suficiente para obtencdo desses
resultados. Tal capacidade pode ser notada também no momento do calculo da quantidade de
cada material necessario a construcdo da rampa.

Assim como na proposta de aplicacdo da rampa, nas propostas de construcdo de
cobertura para estadios de futebol, a utilizacdo do programa veio a ser um auxilio bastante
importante, através da possibilidade de obtencdo dos valores desconhecidos de uma equagéo
utilizando interseccéo de graficos.

Finalmente, espera-se que este trabalho sirva como uma alternativa que possa
facilitar e ampliar o entendimento de func¢des trigonométricas e da resolucdo de equacdes,
especialmente aos alunos do PROEJA. Ampliando mais ainda as expectativas positivas a
respeito deste trabalho, também se espera que 0 mesmo possa tornar mais atrativo o ensino do
contelldo da matematica aos alunos ndo somente de cursos de ensino médio na modalidade
Educacéo de Jovens e Adultos, mas também podendo estender-se aos Ensinos Fundamental e

Meédio tradicionais.
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