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RESUMO

Esta dissertação tem como objetivo apresentar uma proposta de material didático dinâmico e
interativo no estudo da geometria euclidiana, em específico para polígonos regulares, prismas
regulares retos e pirâmides regulares retas, com o auxílio do software GeoGebra; oferecendo
a possibilidade do aluno estudar e conferir seus cálculos sem a presença de um professor para
mediá-lo. Além de apresentar um material de estudos voltado para alunos do Ensino Médio,
é também um material voltados para a formação continuada de professores, dando suporte
sólido para compressão dos conceitos de geometria euclidiana, bem como a forma como ela
será abordada em sala de aula. Pensando nisto, a dissertação traz um capítulo detalhando defi-
nições, postulados e proposições sobre a geometria euclidiana. A dissertação também aborda
uma análise da geometria euclidiana na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) listando
as habilidades a serem desenvolvidas, bem como, uma análise da abordagem feita por livros
didáticos. Para apresentação da proposta de material didático, foi criado um site pela plataforma
Google Sites, com seu funcionamento detalhadamente apresentado em um dos capítulos desta
dissertação.

Palavras-chave: Geometria euclidiana. Área. Volume. Polígonos regulares. Prismas. Pirâmides.



ABSTRACT

This master dissertation presents a proposal for a dynamic and interative teaching material in
the study of Euclidean geometry, specifically for regular polygons, right regular prisms and right
regular pyramids being assisted by GeoGebra software, offering the students the possibility of
studying and checking their calculations while not having a teacher to mediate them. Besides
being helpful for medium degree students, this teaching material is also aimed at the continuing
formation of teachers, providing solid support for understanding the concepts of the Euclidean
geometry, as well as the way it will be tackled in the classroom. Therefore, this work brings
a chapter detailing definitions, postulates and propositions related to the Euclidean geometry.
The work also has an analysis of the Euclidean geometry in the Common National Curriculum
Base (BNCC), listing the skills to be developed, as well as an analysis of the approach taken by
textbooks. To present the teaching material proposed in this work, a website was created using
Google Sites platform, whose operation is detailed in one of the chapters of this work.

Keywords: Euclidean geometry. Area. Volume. Regular polygons. Prisms. Pyramid.
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INTRODUÇÃO

A geometria euclidiana, plana e espacial, é um campo fundamental do conhecimento ma-
temático e desempenha um papel vital no desenvolvimento cognitivo dos alunos. É considerada
a ciência da ordem e da medida, da linha reta e do cálculo, e o famoso matemático Euclides
fazia uma análise da forma, tamanho, posição e propriedades dos objetos no espaço, fornecendo
uma base sólida para a compreensão dos princípios matemáticos fundamentais.

No entanto, apesar da importância da geometria euclidiana, seu ensino enfrenta frequen-
temente desafios significativos. Os alunos podem achar difícil visualizar e manipular formas
tridimensionais, compreender relações espaciais e aplicar conceitos geométricos no mundo real.
Essas dificuldades podem ser atribuídas a uma variedade de fatores, incluindo abstração de con-
ceitos geométricos, falta de conexões claras com outros tópicos matemáticos e falta de recursos
adequados para auxiliar no aprendizado.

De acordo com pesquisas como as apresentadas em (RABAB’H; VELOO, 2015; LO-
WRIE; LOGAN, 2023), abordar essas dificuldades enfrentadas pelos alunos é fundamental para
promover uma aprendizagem efetiva e significativa da geometria de planos e espaços. Estratégias
de ensino inovadoras, como o uso de tecnologias digitais, materiais manipuláveis e abordagens
baseadas em problemas, têm se mostrado promissoras na superação dessas barreiras. Além disso,
os professores precisam de suporte contínuo e treinamento adequado para capacitá-los a fornecer
um ensino de geometria sólido e envolvente.

Com base na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2018), esta disserta-
ção tem como objetivo apresentar uma estratégia por meio de um material didático interativo que
possa ajudar a superar as dificuldades encontradas por professores e alunos, afim de promover
uma aprendizagem mais significativa e prazerosa da geometria. Colocando nossas experiências
de sala de aula como ponto de reflexão, cada professor em determinadas realidades e circunstân-
cias encontra seus próprios desafios, como por exemplo, ter material adequado para trabalhar
mas não ter tempo disponível, ou ter tempo disponível mas não ter recursos adequados, ou ainda
mesmo ter a ausência de ambos. Acredita-se que esta pesquisa contribuirá para aprimorar as
práticas educacionais e fornecerá subsídios para a melhoria do ensino da geometria no contexto
educacional atual.

O primeiro capítulo apresenta uma análise do ensino da geometria euclidiana no Ensino
Médio do ponto de vista da BNCC e por alguns livros didáticos, enfatizando as dificuldades
encontradas pelos alunos. Os dois capítulos seguintes apresentam algumas definições, postulados
e proposições sobre a geometria euclidiana, para reforçar aos professores sobre os conteúdos
para um suporte sólido na compreensão de alguns conceitos. E por fim, um capítulo com a
apresentação da proposta de material didático dinâmico e interativo, explicando alguns tópicos
de seu funcionamento.
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1 GEOMETRIA EUCLIDIANA NO ENSINO MÉDIO

Neste capítulo, traremos uma análise da geometria euclidiana no Ensino médio e de
como ela é apresentada pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e por alguns livros
didáticos.

1.1 GEOMETRIA EUCLIDIANA NA BNCC

A BNCC é um documento oficial que estabelece os conhecimentos básicos e habilidades
que os alunos desenvolvem em seu treinamento básico. A geometria euclidiana é parte integrante
da BNCC, reconhecendo sua relevância para o desenvolvimento abrangente dos alunos.

A BNCC enfatiza a importância da geometria euclidiana como área de conhecimento
que contribui para a formação de cidadãos que compreendem e atuam no mundo de forma crítica.
Por meio da geometria, os alunos são incentivados a analisar, descrever e representar formas,
identificar propriedades, estabelecer relações espaciais e resolver problemas relacionados ao
espaço.

A BNCC enfatiza a interdisciplinaridade como estratégia para o ensino da geometria
euclidiana. Por meio de conexões com outras áreas do conhecimento, como ciências naturais
e artes, os alunos são estimulados a relacionar conceitos geométricos ao cotidiano, facilitando
uma aprendizagem mais significativa.

Apesar do reconhecimento da importância da geometria na BNCC, a implementação
efetiva desse componente do curso permanece desafiadora. Alguns desses desafios incluem a
falta de recursos didáticos adequados, a abstração de conceitos geométricos e a necessidade de
treinamento contínuo dos professores para encontrar métodos eficazes.

Diante da base, da abordagem e dos desafios encontrados e apresentados, a BNCC propõe
desenvolver competências específicas da Matemática e suas tecnologias por meio de habilidades
afim de fortalecer a interpretação e compreensão das unidades de conhecimento da própria área.
Dentro da unidade da Geometria para o Ensino Médio, temos as seguintes habilidades:

(EM13MAT201) Propor ou participar de ações adequadas às demandas da região, preferenci-
almente para sua comunidade, envolvendo medições e cálculos de perímetro, de área, de
volume, de capacidade ou de massa.

(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtenção da medida da área de uma
superfície (reconfigurações, aproximação por cortes etc.) e deduzir expressões de cálculo
para aplicá-las em situações reais (como o remanejamento e a distribuição de plantações,
entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT105) Utilizar as noções de transformações isométricas (translação, reflexão, rota-
ção e composições destas) e transformações homotéticas para construir figuras e analisar
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elementos da natureza e diferentes produções humanas (fractais, construções civis, obras
de arte, entre outras).

(EM13MAT308) Aplicar as relações métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou as
noções de congruência e semelhança, para resolver e elaborar problemas que envolvem
triângulos, em variados contextos.

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o cálculo de áreas totais e de
volumes de prismas, pirâmides e corpos redondos em situações reais (como o cálculo do
gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos sejam composi-
ções dos sólidos estudados), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT504) Investigar processos de obtenção da medida do volume de prismas, pirâmides,
cilindros e cones, incluindo o princípio de Cavalieri, para a obtenção das fórmulas de
cálculo da medida do volume dessas figuras.

(EM13MAT505) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou sem apoio de
aplicativos de geometria dinâmica, para conjecturar a respeito dos tipos ou composição de
polígonos que podem ser utilizados em ladrilhamento, generalizando padrões observados.

(EM13MAT506) Representar graficamente a variação da área e do perímetro de um polígono
regular quando os comprimentos de seus lados variam, analisando e classificando as
funções envolvidas.

(EM13MAT509) Investigar a deformação de ângulos e áreas provocada pelas diferentes pro-
jeções usadas em cartografia (como a cilíndrica e a cônica), com ou sem suporte de
tecnologia digital.

1.2 ANÁLISE DE LIVROS DIDÁTICOS

Para a análise de como a geometria euclidiana é abordada nos livros, pré e pós refor-
mulação da BNCC, foram analisados apenas os conteúdos abordados nesta dissertação, sobre
a unidade de conhecimento referente aos polígonos regulares, prismas e pirâmides. Dos livros
didáticos de matemática anterior à nova reformulação da BNCC, foram analisados os livros:

1. Matemática: ciência e aplicações (IEZZI, 2016a, 2016b);

2. Quadrante matemática (CHAVANTE; PRESTES, 2016);

3. Contato matemática (SOUZA; GARCIA, 2016);

4. Matemática: contextos e aplicações (DANTE, 2013);

5. e, Matemática: Ensino médio (SMOLE; DINIZ, 2013a, 2013b).
Dos livros didáticos de matemática posterior à nova reformulação da BNCC, foram

analisados os livros:



Capítulo 1. Geometria euclidiana no Ensino Médio 15

1. Multiversos Matemática (SOUZA, 2020);

2. Prisma Matemática (BONJORNO; JÚNIOR; SOUSA, 2020);

3. Conexões: Matemática e suas tecnologias (LEONARDO, 2020);

4. Matemática em Contextos (DANTE; VIANA, 2020);

5. e, Interação Matemática (LONGEN; BLANCO, 2020).
A distinção mais notável entre os períodos analisados é uma maior contextualização dos

conteúdos com o cotidiano, que anteriormente eram mais abordados nas aplicações e resoluções
de exercícios, e nas obras mais atuais apresentam também experimentos com o software de geo-
metria dinâmica, GeoGebra. Os livros mais atuais atendem as habilidades exigidas pela BNCC,
e nos dois grupos as demonstrações são apresentadas de uma forma acessível e simplificada.
Porém, ainda é perceptível uma deficiência quanto à visualização dos elementos geométricos.
Embora hajam instruções de desenvolvimento de construções dinâmicas, isso pode impossi-
bilitar o desenvolvimento da atividade àquele aluno que não tem tanta aptidão para explorar
softwares de geometria dinâmica.

Vários estudos ao longo dos anos têm corroborado a dificuldade que muitos alunos
enfrentam ao visualizarem objetos geométricos na Matemática. A habilidade de visualização es-
pacial é fundamental para compreender conceitos geométricos complexos e resolver problemas
relacionados à forma e ao espaço. De acordo com Rogenski e Pedroso:

"Verifica-se que os alunos têm amplas dificuldades, primeiramente com relação à
visualização e representação, pois reconhecem poucos conceitos da geometria básica
e, por conseguinte da geometria espacial. Também apresentam problemas de percepção
das relações existentes entre os objetos de identificação das propriedades das figuras
que formam os sólidos, dentre outros conceitos."(ROGENSKI; PEDROSO, 2009)

Essa dificuldade de visualização tem impacto negativo no desempenho dos alunos em
disciplinas relacionadas à geometria, e pode refletir em outras áreas do conhecimento que depen-
dem da habilidade de compreender estruturas tridimensionais e compreensão de propriedades
geométricas. Outro estudo relevante realizado por Pavanello diz que:

"Mesmo nos cursos superiores de matemática constata-se que os alunos apresentam
muita dificuldade em compreender os processos de demonstração ou são incapazes
de usá-los ou mesmo de utilizar qualquer tipo de representação geométrica para a
visualização de conceitos matemáticos."(PAVANELLO, 2017)

Compreender essas dificuldades é fundamental para o desenvolvimento de estratégias
pedagógicas mais concretas, podendo-se adotar abordagens que estimulem a visualização e a
manipulação de objetos geométricos, como o uso de recursos visuais, modelos físicos e softwares
interativos. Pensando nas contribuições a partir de novas práticas educacionais, Novak e Passos
aborda que:

"a adoção de uma prática pedagógica diferenciada possibilita integrar os conceitos
geométricos a uma estruturação concreta, auxiliando o educando a ter um aprendi-
zado mais relevante, ao mesmo tempo em que assume uma conduta mais ativa no
desenvolvimento das atividades propostas pelo docente."(NOVAK; PASSOS, 2007)

Pensando nisto, com base na análise do ensino da geometria euclidiana do ponto de
vista da proposta da BNCC e dos desafios e dificuldades encontrados no ensino da disciplina, os
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capítulos a seguir apresentam uma estrutura detalhada do ensino teórico voltado para professores,
afim de desenvolver uma aplicação detalhada e eficaz da geometria euclidiana, assim como um
ambiente virtual de visualização dinâmica e interativa, possibilitando uma melhor visualização
e compreensão dos conteúdos.

A abordagem da geometria euclidiana será dividida em etapas:
1. apresentação da geometria plana;

2. apresentação da geometria espacial;

3. apresentação de uma proposta de material didático como auxílio para aplicação do
ensino da Geometria Plana e Espacial.

As etapas 1 e 2 são voltadas ao preparo e embasamento teórico de professores, deta-
lhando axiomas, definições, proposições e demonstrações sobre os polígonos regulares, prismas
e pirâmides retas de bases regulares. Os assuntos foram escolhidos de acordo com os casos
mais estudados no ambiente escolar e mais aplicáveis no cotidiano. E, a etapa 3 é voltada à
apresentação do ambiente virtual destinado aos alunos, com definições e demonstrações em
uma linguagem matemática menos formal, assim como construções geométricas interativas e
dinâmicas com o auxílio do software GeoGebra, afim de auxiliar a visualização dos elementos
e objetos geométricos bidimensionais, e principalmente, tridimensionais.
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2 GEOMETRIA PLANA

Este capítulo foi desenvolvido como fundamentação teórica para a construção do material
didático proposto, e principalmente, destinado aos professores em processo de formação inicial
ou continuada, afim de dar suporte à construção e domínio do conhecimento geométrico.

Dentro do estudo da Geometria Plana, será abordado a estrutura dos polígonos regulares
e o cálculo de sua área. Para dar início à definição de um polígono regular, toda e qualquer defini-
ção anterior às apresentadas será baseada no volume 9 da coleção Fundamentos de Matemática
Elementar (DOLCE; POMPEO, 2013b).

2.1 POLÍGONOS

Definição 1 (Polígono). Dada uma sequência de pontos de um plano A1, A2, . . . , An, com n ≥ 3,

todos distintos, sendo que três pontos consecutivos não são colineares, considerando-se con-

secutivos An, A1 e A2, assim como An–1, An e A1, chama-se polígono a reunião dos segmentos

formados por um par de pontos consecutivos.

Figura 1 – Polígono de n lados

Denotaremos o polígono citado acima como A1A2 . . .An. Os pontos da sequência, chama-
remos de vértices. Os segmentos cujas extremidades são dois vértices consecutivos, chamaremos
de lados, ou arestas. E, os ângulos formados pelas semirretas

−−−→
AiAi–1 e

−−−→
AiAi+1, para i = 1,2, . . . ,n,

chamaremos de ângulos (internos)1 do polígono, e denotaremos, quando não houver ambigui-
dade, por Âi o ângulo (interno) Ai–1ÂiAi+1, para i = 1,2, . . . ,n.

Os elementos de um polígono de n lados são:

Vértices - A1, A2, A3, . . . , An.

Lados, ou arestas - A1A2, A2A3, A3A4, . . ., An–1An, AnA1.

Ângulos (internos) - Â1, Â2, Â3, . . ., Ân.

De acordo com o número n de arestas, n ≥ 3 os polígonos têm nomenclatura específica.
1 Aqui devemos tomar um certo cuidado. Consideramos nesta nomenclatura que o interior do polígono esteja

contido no interior do ângulo. Um possível problema aconteceria no caso em que algum dos ângulos do polígono
for maior do que 180 graus. O que não acontece com os polígonos regulares, foco do trabalho.
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Número de arestas Polígono
3 triângulo
4 quadrilátero
5 pentágono
6 hexágono
7 heptágono
8 octógono
9 eneágono

10 dodecágono
11 undecágono
12 dodecágono
...

...
20 icoságono

Tabela 1 – Nomenclatura dos polígonos

Definição 2 (Interior de um polígono). O interior de um polígono é a região limitada definida

pelo polígono.

Definição 3 (Polígono convexo). Um polígono é chamado de convexo se seu interior for uma

região convexa.

A caracterização de polígonos convexos a seguir não será demonstrada na dissertação
por não ser o foco principal.

Proposição 1. Um polígono é convexo se, e somente se, a reta determinada por dois vértices

consecutivos quaisquer deixa todos os demais vértices em um mesmo semiplano determinado

por esta reta.

Se um polígono não for convexo, diremos que ele é um polígono côncavo.

(a) Convexo (b) Côncavo

Figura 2 – Convexidade de um polígono

As definições a seguir relacionam polígonos com circunferências.

Definição 4 (Polígono inscrito). Um polígono é dito inscrito em uma circunferência quando

todos os seus vértices são pontos pertencentes a ela.

Quando um polígono é inscrito a uma circunferência, dizemos que a circunferência é
circunscrita ao polígono.
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Definição 5 (Polígono circunscrito). Um polígono é dito circunscrito a uma circunferência

quando todos os seus lados tangenciam esta circunferência.

Quando um polígono é circunscrito a uma circunferência, dizemos que a circunferência
é inscrita ao polígono.

Figura 3 – Inscrição e circunscrição de uma circunferência a um polígono

2.2 POLÍGONOS REGULARES

Como o objetivo desta dissertação é o estudo da geometria euclidiana no Ensino Médio,
pensando nas abordagens mais recorrentes, daremos ênfase aos polígonos regulares.

Definição 6 (Polígono regular). Um polígono convexo é regular se ele tem todos os lados

congruentes (equilátero) e todos os ângulos congruentes (equiângulo).

(a) Triângulo regular (b) Quadrilátero regular (c) Pentágono regular (d) Hexágono regular

Figura 4 – Alguns Polígonos Regulares

Veremos que dada uma circunferência, é sempre possível construir polígonos regulares
inscritos e circunscritos a essa circunferência.

Propriedades 1. Dividindo-se uma circunferência em arcos congruentes, sendo n ≥ 3, temos:

a) Todas as cordas determinadas por dois pontos consecutivos, que são extremidades dos

arcos, reunidas formam um polígono regular de n lados inscritos na circunferência;

b) Os segmentos tangentes traçados pelos pontos que são extremidades dos arcos consecuti-

vos determinam um polígono regular de n lados circunscritos à circunferência.

Demonstração. (a): Sejam A1, A2, A3, A4, . . . , An os n pontos que são extremidades dos arcos
congruentes na divisão da circunferência λ. O polígono A1A2 . . .An tem n lados e é inscrito, pois
todos os vértices pertencem à circunferência λ.
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Figura 5 – Polígono inscrito a uma circunferência

Como
⌢

A1A2≡
⌢

A2A3≡
⌢

A3A4≡ . . . ≡
⌢

An–1An≡
⌢

AnA1, (1)

temos que
A1A2 ≡ A2A3 ≡ A3A4 ≡ . . . ≡ An–1An ≡ AnA1, (2)

pois, numa mesma circunferência, arcos congruentes subentendem cordas congruentes.
Os ângulos Â1, Â2, Â3, . . ., Ân são congruentes, pois cada um deles é um ângulo inscrito

em λ e tem por medida a metade da soma de (n – 2) dos arcos congruentes em que ficou dividida.
De (1) e (2), concluímos que A1A2 . . .An é um polígono regular de n lados inscrito na

circunferência λ.
(b): Traçando retas tangentes à λ pelos pontos A1, A2, . . . , An–1 e An, extremos dos

arcos da divisão, os pontos de intersecção A′
1, A′

2, A′
3, . . . e A′

n destas retas formam o polígono
A′

1A′
2 . . .A

′
n de n lados e circunscrito à λ, pois todos os seus lados são segmentos tangentes à

circunferência.

(a) Construção do polígono circunscrito (b) Polígono circunscrito construído

Figura 6 – Polígono circunscrito

Os triângulos A′
1A1A2, A′

2A2A3, A′
3A3A4, . . . , A′

n–1An–1An, A′
nAnA1 são isósceles, pois

cada um dos ângulos Â1, Â2, Â3, . . ., Ân–1 e Ân têm medida igual à metade da medida de uma

das partes congruentes dos arcos
⌢

A1A2,
⌢

A2A3,
⌢

A3A4, . . . ,
⌢

An–1An,
⌢

AnA1 em que foi dividida a
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circunferência, são congruentes pelo caso ALA, pois A1A2 . . .An é um polígono regular, e os
lados A1A2, A2A3, A3A4, . . . , An–1An e AnA1 destes triângulos são congruentes.

Da congruência dos triângulos decorre que

Â′
1 ≡ Â′

2 ≡ Â′
3 ≡ . . . Â′

n–1 ≡ Â′n (3)

e, também que

A′
1A′

2 ≡ A′
2A′

3 ≡ A′
3A′

4 ≡ . . . ≡ A′
n–1A′

n ≡ A′
nA′

1 (4)

De (3) e (4), concluímos que A1A2 . . .An é um polígono regular de n lados circunscrito
à circunferência λ.

As duas próximas proposições mostrarão que para qualquer polígono regular, existe uma
circunferência circunscrita a ele, bem como, uma outra inscrita a ele.

Proposição 2 (Polígono regular inscritível). Dado um polígono regular, existe uma única cir-

cunferência que passa por seus vértices.

Demonstração. Seja A1A2 . . .An o polígono regular. Pelos pontos A1, A2 e A3 tracemos a cir-
cunferência λ de centro O circunscrita ao triângulo A1A2A3. Provemos que λ passa pelos vértices
A4, A5, . . ., An–1 e An do polígono.

Figura 7 – Polígono regular inscrito

Vamos provar que A4 ∈ λ. Consideramos os triângulos OA2A1 e OA3A4, sabemos que
A1A2 ≡ A3A4, OA2 ≡ OA3, pois o triângulo A2OA3 é isósceles, e como Â2 ≡ Â3, temos que
OÂ2A1 ≡ OÂ3A4. Logo, pelo caso de congruência LAL, temos que △OA2A1 ≡ △OA3A4 e,
então, OA1 ≡ OA4. Portanto, A4 ∈ λ.

Analogamente, Ai ∈ λ, para i = 5, 6, . . . , n. Portanto, o polígono A1A2 . . .An é inscrito a
λ. Da unicidade da circunferência que passa por A1, A2 e A3, tem-se a unicidade de λ passando
por A1A2 . . .An.

Proposição 3 (Polígono regular circunscritível). Dado um polígono regular, existe uma única

circunferência em que o polígono está circunscrito a ela.
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Demonstração. Sejam A1A2 . . .An um polígono regular e λ a circunferência, de centro O, cir-
cunscrita a ele. Os lados A1A2, A2A3, A3A4, . . ., An–1An e AnA1 são cordas congruentes de λ,
por isso equidistam do centro O.

Figura 8 – Circunferência circunscrita a um polígono regular

Sendo A′
1, A′

2, . . ., A′
n–1, A′

n os respectivos pontos médios dos lados A1A2, A2A3, . . .,
An–1An, AnA1, temos que OA′

1 ≡ OA′
2 ≡ OA′

3 ≡ . . . ≡ OA′
n–1 ≡ OA′

n, pois são as alturas dos
triângulos isósceles congruentes. Logo, O é o centro da circunferência λ′ que passa pelos pontos
A′

1, A′
2, A′

3, . . ., A′
n–1, A′

n.

Figura 9 – Circunferências inscrita e circunscrita a um mesmo polígono regular

Como OA′
1 ⊥ A1A2, OA′

2 ⊥ A2A3, OA′
3 ⊥ A3A4, . . ., OA′

n ⊥ AnA1, temos que os lados
do polígono A1A2 . . .An são tangentes à λ′.

Logo, o polígono regular A1A2 . . .An é circunscrito à circunferência λ′. E, se existisse
outra circunferência inscrita ao polígono A1A2 . . .An, ela passaria pelos pontos A′

1, A′
2, . . . , A′

n e
seria, então, coincidentes com λ′.

Diante das circunstâncias em que todo polígono regular é inscritível e circunscritível,
conseguimos denotar outros elementos geométricos que compõem um polígono regular. Chama-
mos estes de elementos do polígono regular, que serão muito importantes para a definição do
cálculo da área dos mesmos.
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Elementos do polígono regular

Para os polígonos regulares, nomearemos elementos particulares.

Centro (O): o centro de um polígono regular é o centro comum das circunferências inscrita e
circunscrita.

Apótema (a): qualquer segmento com uma extremidade no centro e a outra no ponto médio de
um lado. Ele é o raio da circunferência inscrita.

Raio (r): qualquer segmento com uma extremidade no centro e a outra no vértice do polígono
regular. Ele é o raio da circunferência circunscrita.

Ângulo cêntrico (âc): é o ângulo formado por dois raios que passam por vértices consecutivos
do polígono regular. Note que centro do polígono é o vértice desse ângulo.

Figura 10 – Elementos do polígono regular

Para todo polígono regular, conseguimos determinar sua aresta, apótema, raio, ângulo
cêntrico e ângulo interno. E, pelas demonstrações feitas anteriormente, conseguimos destacar
que todo polígono regular de n lados pode ser dividido em n triângulos isósceles congruentes,
como mostra a Figura 11.

Figura 11 – Decomposição de um polígono regular

Analisando apenas um desses triângulos, podemos perceber que dentro do triângulo
isósceles, temos um triângulo retângulo formado pelo apótema, o raio e a metade da aresta
do polígono. E, dois de seus ângulos internos correspondem às metades dos ângulos cêntrico e
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Figura 12 – Triângulos dentro de um polígono regular

interno do polígono regular. Sendo assim, podemos aplicar as relações métricas e trigonométricas
de um triângulo retângulo.

Definiremos algumas relações conhecendo apenas o número de lados n.

No polígono regular

Ângulo cêntrico:

âc =
360◦

n
(5)

Ângulo interno:

âi =
(n – 2) · 180◦

n
(6)

Aplicando o Teorema de Pitágoras, temos

r2 = a2 +
(
ℓ

2

)2
(7)

Aplicando as razões trigonométricas, temos

sen
(

âi
2

)
= cos

(
âc
2

)
=

a
r

(8)

e

tg
(

âc
2

)
=

ℓ
2
a

= cot
(

âi
2

)
(9)

Desenvolvendo e interligando cada uma dessas relações, podemos definir as medidas da
aresta, raio e apótema, um em função dos outros, de acordo com o número dos n lados.

Medida da aresta, da Equação (7)

ℓ =
√

4 · (r2 – a2), (10)

ou aplicando a equação (9), para reescrever apenas em função no número de lados

ℓ = 2a · tg
(

âc
2

)
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= 2a · cot
(

âi
2

)

= 2r · sen
(

âc
2

)

= 2r · cos
(

âi
2

)

= 2r · cos
(

(n – 2) · 90◦

n

)
(11)

Medida do apótema, da Equação (7)

a =

√
r2 –

(
ℓ

2

)2
, (12)

ou aplicando a Equação (8), para reescrever apenas em função no número de lados:

a = r · sen
(

âi
2

)

= r · cos
(

âc
2

)

=
ℓ

2 · tg
(

âc
2

)

=
ℓ

2 · tg
(

180◦

n

) (13)

Medida do raio, da Equação (7)

r =

√
a2 +

(
ℓ

2

)2
, (14)

ou aplicando a Equação (8), para reescrever apenas em função no número de lados:

r =
ℓ

2 · sen
(

âc
2

)

=
ℓ

2 · cos
(

âi
2

)

=
a

sen
(

âi
2

)

=
a

cos
(

âc
2

)

=
a

cos
(

180◦

n

) (15)
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2.3 ÁREA DOS POLÍGONOS

Trabalharemos com a parte axiomática da geometria plana, permitindo definir algumas
fórmulas para o cálculo da área de polígono regulares.

Axioma 1. Polígonos congruentes têm áreas iguais.

Axioma 2. Se um polígono é particionado em um número finito de outros polígonos, então a

área do polígono maior é a soma das áreas dos polígonos menores.

Axioma 3. Se um polígono contém outro (menor) em seu interior, então a área do polígono

maior é maior do que a área do polígono menor.

Axioma 4. A área de um quadrado de lado 1 é igual a 1.

Vamos determinar um método para calcular a área da região poligonal qualquer, asso-
ciando uma figura plana com um número real. Supondo, então, uma região poligonal arbitrária
R, de área AR, vamos determinar seu valor por aproximação, por falta ou excesso. Assumimos
então AE sendo a área da região poligonal E, que contêm R, e AF a área da região poligonal F

contida em R. Podemos considerar que AF é composta por regiões poligonais R1, R2, . . . , Rn,
já conhecidas e classificadas (ex.: retângulos, quadrados ou triângulos), cujo a soma de suas
áreas resultem em um número real positivo e cuja as aproximações por falta são as áreas dos
polígonos contidos em R .

Figura 13 – Área da superfície de um polígono qualquer

Além do método apresentado, também precisamos definir uma unidade de medida que
será utilizada para dimensionar a superfície poligonal. A unidade de medida a ser utilizada é
a região quadrangular unitária, ou seja, uma região formada por um quadrilátero regular (um
quadrado) cujo lado mede uma unidade de medida linear (u.m.l.).

Proposição 4. A área de um quadrado de lado ℓ (u.m.l.) é igual a ℓ2 (u.m.l.)2.

Esta proposição não será demonstrada, mas seguem algumas observações.
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Seja a região quadrangular de lado n, sendo n ∈ N, essa região pode ser dividida em n2

regiões unitárias. Sendo assim, temos a área da região Q é a soma das áreas dessas n2 regiões
unitárias, determinada por AQ = n2.

Agora, consideremos uma região quadrangular Q′ de lado
m
n

, sendo m, n ∈ N, e área

AQ′ . Decompondo a região unitária em n2 regiões de lado
m
n

por fila, em n filas, formando assim

um quadrado de lado
m
n
· n = m, sendo assim, área igual a m2. Como este quadrado está dividido

em n2, a sua área é igual a soma das áreas desses n2 quadrados. Logo AQ′ · n2 = m2 e, portanto,

AQ′ =
m2

n2 =
(m

n

)2
.

O caso em que o lado do quadrado é ℓ, com ℓ ∈ R+, usamos aproximações racionais ao
valor ℓ.

Partindo do princípio de que em uma superfície poligonal arbitrária R contém regiões
unitárias, ou subunitárias, é possível ter uma aproximação da área deste polígono. E quando
associamos os conceitos apresentados acima a polígonos em uma forma geral, pensar na estrutura
do cálculo de área de um polígono regular nos remete a uma aplicação mais específica, tendo em
vista que um polígono regular de n lados pode ser dividido em n triângulos congruentes. Basta
definir o cálculo da área deste polígono em específico.

Proposição 5. A área de um retângulo é o produto da sua base pela sua altura.

Demonstração. Seja b a base do retângulo e h a altura, temos:

Figura 14 – Retângulo

a) se b e h são comensuráveis:
Existe uma (sub)unidade u tal que b = m · u e h = n · u, sendo m,n ∈ Z+. Logo, R(b,h)

pode ser particionado em m · n quadrados de lados u.
Então,

AR = m · n · u2

= (m · u)(n · u)
= b · h (16)

b) se b e h são incomensuráveis:
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Figura 15 – Comensurabilidade das dimensões de um retângulo

Figura 16 – Incomensurabilidade das dimensões de um retângulo

Sejam (an) e (bn) sequências de números racionais que tendem a h, tais que | bn – an | <
1
n e anu < h < bnu.

De uma perspectiva geométrica, temos:

b · anu < AR < b · bnu (17)

Por outro lado, de uma perspectiva algébrica, temos

b · anu < b · h < b · bnu, (18)

pois anu < h < bnu.
Assim, temos

∣∣AR – b · h
∣∣ <

∣∣bn – an
∣∣ bu <

1
n

,∀n. (19)

Logo,
∣∣AR – b · h

∣∣ é menor do que qualquer valor positivo. Então,
∣∣AR – b · h

∣∣ = 0. Ou seja,
AR = b · h. Portanto, a área de um retângulo é o produto entre sua base e sua altura.

Proposição 6. A área de um paralelogramo ABCD é o produto da medida de um de seus lados

pela medida da altura relativa a este lado.

Demonstração. Seja um paralelogramo ABCD, de diagonais AC e BD, sobre a reta AB, traçamos
os pés das perpendiculares de C e D, denominados E e F, respectivamente, em que F ∈ AB.

Perceba que ΔADE ≡ ΔBCF, e com isto, definimos que AADE = ABCF. Então, temos

AABCD = AADF + ABFDC = ABCE + ABFDC = ACDFE. (20)
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Figura 17 – Paralelogramo

Note que, CDFE é um retângulo de altura DF = EC = h e base EF = FB + BE =
FB + AF = AB.

Portanto, a área de um paralelogramo ABCD é o produto da medida de um de seus lados
pela medida da altura relativa a este lado.

Determinaremos a área de um triângulo pela proposição.

Proposição 7. A área de um triângulo é a metade do produto da medida de um de seus lados

pela altura relativa a este lado.

Demonstração. Seja ABC um triângulo de alturas ha, hb e hc, respectivamente, relativas aos
lados a, b e c. Traçando uma reta paralela à reta BC passando em A, e uma reta paralela à reta
AB passando em C, temos como ponto de interseção dessas retas paralelas um novo ponto D.

Figura 18 – Triângulo

Então, ABC ≡ CDA pelo caso ALA, pois BÂC ≡ DĈA, CA é o lado comum e BĈA =
DÂC. Logo, AABC = ACDA.

Como ABCD é um paralelogramo de base a e altura ha, pela proposição anterior, temos

a · ha = AABCD = AABC + ACDA = AABC + AABC = 2 · AABC. (21)

Com isso, 2 · AABC = a · ha e, portanto,

AABC =
a · ha

2
. (22)

Visto como é realizado o cálculo da área de um triângulo, retomando a estrutura de de-
composição de um polígono regular de n lados medindo ℓ, em n triângulos isósceles congruentes,
a área do polígono regular será a soma das áreas destes n triângulos formados.
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Figura 19 – Decomposição da área de um polígono regular

Cada triângulo isósceles tem base igual ao lado do polígono, e altura (relativa à base) é
o apótema deste polígono. Calculando a área AT de um desses triângulos, temos:

AT =
ℓ · a

2
. (23)

Como o polígono é formado por n triângulos de área AT , a área do polígono Apol é igual a

Apol = n · AT = n · ℓ · a
2

=
n · ℓ · a

2
. (24)

Portanto,

Apol =
n · ℓ · a

2
. (25)
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3 GEOMETRIA ESPACIAL

Dentro do estudo da Geometria Espacial, abordaremos a estrutura dos sólidos geomé-
tricos: prisma regular reto e pirâmide regular reta, assim como suas respectivas áreas (lateral e
total) e volumes.

Assim como no capítulo anterior, as definições e resultados necessários anteriores aos
conceitos apresentados serão baseados no volume 10 da coleção Fundamentos de Matemática
Elementar (DOLCE; POMPEO, 2013a).

3.1 PRISMAS

Os prismas são sólidos geométricos limitados lateralmente por paralelogramos e por dois
polígonos congruentes e paralelos.

Definição 7 (Prisma). Sejam A1A2 . . .An um polígono convexo de n lados contido em um plano

α e um segmento MN não paralelo a α. A reunião de todos os segmentos paralelos e congruentes

a MN, com uma extremidade sobre a região poligonal de A1A2 . . .An e num mesmo semiespaço

determinado por α, chamaremos de prisma.

Figura 20 – Prisma

Da definição, temos que é determinado um polígono A′
1A′

2 . . .A
′
n congruente ao polí-

gono A1A2A3 . . .An, contido em um plano β paralelo ao plano α. As regiões poligonais de
A1A2A3 . . .An e A′

1A′
2 . . .A

′
n são chamadas de bases do prisma. A reunião de todos os segmen-

tos paralelos e congruentes a MN com uma extremidade sobre o polígono A1A2 . . .An será
chamada de superfície lateral do prisma. Já os segmentos paralelos e congruentes a MN, que
têm extremidades nos vértices dos polígonos das bases, chamamos de arestas laterais.

Temos, da definição, os paralelogramos AiA′
iA

′
i+1Ai+1, com i = 1,2, . . . ,n, considerando

An+1 = A1 e A′
n+1 = A′

1. As regiões poligonais desses paralelogramos, chamaremos de faces

laterais do prisma. Os segmentos entre vértices do prisma que não são arestas, nem diagonais
das bases e das faces laterais, serão chamados de diagonais do prisma.

Considerando o Prisma formado, temos:
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Vértices: A1, A2, A3, . . . , An–1, An, A′
1, A′

2, A′
3, . . . , A′

n–1, An.

Arestas (base e laterais): A1A2, A2A3, . . . , An–1An, AnA1, A′
1A′

2, A′
2A′

3, . . . , A1A′
1, A2A′

2, . . . ,
AnA′

n.

Faces (base e laterais): A1A2 . . .An, A′
1A′

2 . . .A′
n, A1A′

1A′
2A2, A2A′

2A′
3A3, . . ., An–1A′

n–1A′
nAn.

(a) Base do prisma (b) Prisma

Figura 21 – Convexidade de um polígono

Classificação

Iremos apenas trabalhar com o prisma regular, cuja base é um polígono regular. Podemos
ter o prisma reto, quando as arestas laterais são perpendiculares aos planos da base, e o prisma
oblíquo, quando as arestas são oblíquas aos planos das bases.

(a) Prisma oblíquo (b) Prisma reto

Figura 22 – Classificação de um prisma

Analisando o prisma regular reto, é possível formar um triângulo retângulo cuja hipote-
nusa é a diagonal do prisma, e os catetos são a diagonal da base e a aresta lateral. E como vimos
no capítulo anterior, uma diagonal da base de um polígono regular é congruente ao dobro do
raio (diâmetro) da circunferência que circunscreve este polígono.

Diante do triângulo retângulo, é possível aplicar relações métricas e trigonométricas, e
assim, relacionar medidas de apótemas, raios e lados do polígono da base, com demais arestas e
diagonais do prisma.

Sabendo sobre a composição do prisma e a relação entre o cálculo das medidas de
seus elementos, é possível também calcular a área da superfície. Então, decompondo a área da
superfície de um prima em retângulos e polígonos é possível definir sua área. Sabemos que a
área de um polígono regular de n lados é dada por

Apol =
n · ℓ · a

2
(26)
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(a) Quadrangular (b) Hexagonal

Figura 23 – Triângulos retângulos nos prismas

sendo n o número de lados do polígono da base (número de arestas da base), ℓ a medida da
aresta da base e a a medida do apótema da base.

Como o prisma tem 2 bases congruentes, temos que a área das bases (Ab) é dada por:

Ab = n · ℓ · a. (27)

Sabendo que as faces laterais são retângulos, a soma das faces laterais está associada ao
número de lados do polígono da base. Assumindo um polígono de n lados, para a área lateral
(Aℓ) temos que:

Aℓ = n · ℓ · h. (28)

Portanto, a soma das áreas das bases e a área lateral compõem a área da superfície do prisma
(APM) que é dada por

APM = Ab + Al = n · ℓ · a + n · ℓ · h = nℓ (a + h) . (29)

Sabendo que os sólidos geométricos apresentam 3 dimensões, é possível também calcular seu
volume.

3.2 VOLUME DO PRISMA

O volume de um sólido é um número real positivo associado ao sólido tal que:

1. sólidos congruentes têm volumes iguais;

2. se um sólido é particionado em um número finito de outros sólidos que não tem
pontos internos em comum, então seu volume é a soma dos volumes desses outros
sólidos;

3. se um sólido é um cubo de aresta 1 u.m., então seu volume é igual a 1 (u.m.)3.

Para a demonstração do cálculo do volume dos prismas, iremos partir do cubo e do
paralelepípedo retângulo, aplicando uma análise semelhante a já apresentada na Proposição 6
(área de um retângulo).

Teorema 1 (Volume do prisma). O volume de um prisma é igual ao produto da área da sua

base por sua altura.
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Demonstração. Seja um paralelepípedo P de dimensões a, b e c. Vamos estabelecer uma razão
de quantos cubos unitários mensuram as dimensões do paralelepípedo.

Figura 24 – Paralelepípedo qualquer e cubo unitário

Seja P definido por P(a,b,c) e o cubo unitário C por P(1,1,1), o volume pode ser dado
por

V =
P(a,b,c)
P(1,1,1)

=
a
1
· b

1
· c

1
= a · b · c. (30)

Figura 25 – Decomposição do prisma em cubos unitários

Essa decomposição de P em cubos unitários fornece algumas variações de paralelepí-
pedos retângulos em função das suas dimensões. Denotamos alguns deles para análise, como
P(a,b,c), P1(a,b,1), P2(a,1,1) e P(1,1,1).

Estabelecendo a razão entre esses paralelepípedos, temos

V1 =
P(a,b,c)

P1(a,b,1)
=

c
1

= c, (31)

V2 =
P1(a,b,1)
P2(a,1,1)

=
b
1

= b, (32)

V3 =
P2(a,1,1)
P(1,1,1)

=
a
1

= a. (33)

Podemos perceber que cada par de paralelepípedos analisados possuem bases congruen-
tes. Vejamos:

• em V1, os primas P e P1, têm bases congruentes (a,b);

• em V2, os primas P1 e P2, têm bases congruentes (a,1);
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• em V3, os primas P2 e C, têm bases congruentes (1,1).

Pela congruência de bases, ao calcular a razão entre os paralelepípedos, podemos perce-
ber que P é proporcional à P1, que P1 por sua vez é proporcional à P2, e que P2 é proporcional
à C. E desta forma, é perceptível a proporcionalidade entre os todos os paralelepípedos. Então,
multiplicando esses paralelepípedos decompostos, membro a membro, temos

V =
P(a,b,c)

P1(a,b,1)
· P1(a,b,1)

P2(a,1,1)
· P2(a,1,1)

P(1,1,1)
=

c
1
· b

1
· a

1
= c · b · a = a · b · c. (34)

Portanto, o volume de um paralelepípedo retângulo é igual ao produto de suas dimensões

V = a · b · c. (35)

Constatando que o polígono da base de um paralelepípedo retângulo é um retângulo, e
como visto no capítulo anterior, a área de um retângulo é dada pelo produto das suas dimensões,
podemos concluir que o volume de um paralelepípedo retângulo também pode ser representado
pelo produto da área da base pela medida da altura

V = a · b · c = (a · b) · c = Ab · h. (36)

Partindo do princípio de que um paralelepípedo retângulo pode ser decomposto em
outros paralelepípedos retângulos menores (de bases congruentes e uma altura menor), supomos
que existam uma quantidade de n desses paralelepípedos retângulos menores. Imaginamos duas
situações sobre um mesmo plano α e um mesmo semiespaço determinado por α:

1. todos estes paralelepípedos retângulos alinhados e sobrepostos, formando um parale-
lepípedo retângulo maior;

2. todos estes paralelepípedos retângulos desalinhados e sobrepostos, formando um
sólido irregular.

Figura 26 – Princípio de Cavalieri

Em ambas as situações, a união do volume de cada um dos paralelepípedos sobrepostos
é o mesmo.

Agora, se ambos os sólidos forem interseccionados por um plano β paralelo ao plano α

da base, a intersecção do plano β com ambos os sólidos são duas superfícies equivalentes, ou
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seja, de mesma área. Repetindo-se o processo em qualquer distância em relação à base desses
sólidos, teremos o mesmo caso, que nada mais é do que a aplicação do Princípio de Cavalieri:

“Dois sólidos, nos quais todo plano secante, paralelo a um dado plano, determina super-
fícies de áreas iguais (superfícies equivalentes), são sólidos de volumes iguais (sólidos equiva-
lentes).”

O Princípio de Cavalieri implica na organização distinta de sólidos com suas bases
coplanares e paralelas às seções de áreas congruentes. Iremos abordar os volumes dos prismas
cujas as seções de áreas são polígonos regulares.

Partindo do Princípio de Cavalieri, suponhamos que dois sólidos (sendo um eles um
paralelepípedo retângulo) em que suas bases são equivalentes e suas alturas congruentes, têm
bases em um mesmo plano α e um mesmo semiespaço determinado por α. Quando seccionados
por um plano β, paralelo a α, as seções formadas nos dois sólidos determinam áreas congruentes
as suas bases. Ou seja, pelo Princípio de Cavalieri, os dois sólidos possuem volumes iguais.

Como visto anteriormente que o volume de um paralelepípedo retângulo é dado por
V = Ab · h, estendendo o cálculo para uma base no formato de um polígono regular de n lados,
temos

V = Abase · h =
(

n · ℓ · a
2

)
· h =

nℓah
2

. (37)

Portanto,

V =
nℓah

2
. (38)

3.3 PIRÂMIDES

Baseado na construção estrutural feita nos prismas, iremos definir a estrutura das pirâmi-
des.

Definição 8 (Pirâmide). Considerando o polígono convexo A1A2A3 . . .An de n lados contido

em um plano α e um ponto P não pertencente ao plano α. A reunião de todos os segmentos com

uma das extremidades em P e a outra na região poligonal de A1A2A3 . . .An forma o sólido que

é chamado de pirâmide.

Figura 27 – Pirâmide
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O ponto P será denominado vértice da pirâmide. A região poligonal A1A2 . . .An, chama-
remos de base da pirâmide. Os vértice do polígono A1A2 . . .An serão chamados de vértices da

base.
Os lados do polígono da base serão chamados de arestas da base, e os segmentos com

extremidades no vértice da pirâmide e em um dos vértices da base serão chamados de arestas

laterais.
Os triângulos definidos pelo vértice da pirâmide e uma das arestas da base serão chama-

dos de faces laterais.
A distância entre o vértice P e o plano que contém a base é a altura h da pirâmide.
Considerando a pirâmide formada, usando a Figura 28 como auxílio, temos:

Arestas (base e laterais): A1A2, A2A3, . . . , AnA1, A1P, A2P, A3P, . . . , AnP.

Faces (base e laterais): A1A2A3 . . .An, A1A2P, A2A3P, A3A4P, . . . , AnA1P.

Figura 28 – Elementos da pirâmide

Classificação

Iremos apenas trabalhar com o pirâmide regular reta, cuja base é um polígono regular.
E, podemos ter a pirâmide oblíqua, quando a projeção ortogonal do vértice V sobre o plano da
base, não coincide com o centro da base.

Analisando a pirâmide regular reta, temos que suas arestas laterais são congruentes e
suas faces laterais são triângulos isósceles congruentes. E a altura dessas faces triangulares,
chamamos de apótema da pirâmide. Assim, é possível perceber que existem triângulos retângu-
los. Da ilustração apresentada a seguir (ver Figura 30), podemos tirar de imediato 4 triângulos
analisados nos seguintes casos:

1. cuja hipotenusa é a aresta lateral e os catetos são a altura da pirâmide e o raio da
circunferência que circunscreve a base (ver Figura 31a);

2. cuja hipotenusa é o apótema da pirâmide e os catetos são a altura da pirâmide e o
apótema da base (ver Figura 31b);
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(a) Pirâmide oblíqua (b) Pirâmide reta

Figura 29 – Classificação de uma pirâmide

3. cuja hipotenusa é a aresta lateral e os catetos são o apótema da pirâmide e a metade
da aresta da base (ver Figura 31c);

4. cuja hipotenusa é o raio da circunferência que circunscreve a base e os catetos são o
apótema da base e a metade da aresta da base (ver Figura 31d).

Figura 30 – Pirâmide regular reta

(a) Triângulo 1 (b) Triângulo 2 (c) Triângulo 3 (d) Triângulo 4

Figura 31 – Triângulos retângulos em uma pirâmide regular reta

Diante destes triângulos retângulos, é possível aplicar relações métricas e trigonométri-
cas, e assim, relacionar medidas de apótemas, raios e lados do polígono da base, com demais
arestas e apótemas da pirâmide.
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Ainda sobre a pirâmide regular reta, podemos perceber que suas bases são polígonos
regulares dos quais já foram apresentados no capítulo anterior, e as faces laterais são triângulos
isósceles cuja base é também a aresta da base e a sua altura é o apótema da pirâmide.

(a) Triangular (b) Quadrangular (c) Hexagonal

Figura 32 – Pirâmides regulares retas

Sabendo sobre a composição da pirâmide e a relação entre o cálculo das medidas de seus
elementos, é possível também se calcular a área da superfície. Para isso, decompõe-se suas faces
em polígonos regulares de n lados e n triângulos isósceles, dos quais já sabemos calcular suas
áreas.

Então, a área da superfície de uma pirâmide consiste na soma das áreas de suas faces.
Sabemos que a área de um polígono regular de n lados (área da base) é dada por

Apol = Ab =
n · ℓ · a

2
(39)

Sabendo que as faces laterais são triângulos isósceles, e que a área de um desses triângu-
los pode ser dada por

AT =
ℓ · ap

2
. (40)

A soma das áreas das faces laterais está associada ao número de lados do polígono da
base. Assumindo um polígono de n lados, temos que

Aℓ = n · ℓ · ap

2
. (41)

Portanto, a soma das áreas da base e a área lateral, compõem a área da superfície da
pirâmide (APD) que é dada por

APD = Ab + Aℓ =
n · ℓ · a

2
+

n · ℓ · ap

2
=

n · ℓ
2

(
a + ap

)
. (42)

Sabendo que os sólidos geométricos apresentam 3 dimensões, é possível também calcular
o seu volume.

3.4 VOLUME DA PIRÂMIDE

Como vimos no capítulo anterior, sabemos que todo polígono regular de n lados pode ser
dividido em triângulos isósceles congruentes. E como estamos analisando pirâmides regulares,
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podemos dividir uma pirâmide regular cuja base é um polígono de n lados, em n pirâmides cujas
bases são triângulos isósceles congruentes, isto é, em pirâmides cujo volume também serão
congruentes. Então, para determinar o volume de uma pirâmide regular de n faces, basta somar
o volume dessas pirâmides de base triangular (tetraedro).

Como base para o cálculo do volume de um tetraedro, iremos partir da decomposição de
um prisma de base triangular.

Teorema 2 (Volume da pirâmide). O volume da pirâmide é um terço do produto da área da

base pela medida da altura.

Demonstração. Seja o prisma triangular (de base triangular) ABCDEF, de volume VPM. Po-
demos decompor em 3 pirâmides triangulares (de base triangular e volume VPD), sendo eles
PD1 = ABCD, PD2 = CDEF e PD3 = ACDE.

(a) Prisma ABCDEF (b) Tetraedro ABCE (c) Tetraedro CDEF (d) Tetraedro ACDE

Figura 33 – Decomposição do prisma triangular em tetraedros

Então, temos
VPM = VPD1 + VPD2 + VPD3 . (43)

Analisando as pirâmides PD1 e PD2, podemos perceber que elas possuem bases ABC

e DEF, que também são bases do prismas ABCDEF, ou seja, são congruentes. Além disto,
possuem alturas iguais a altura do prisma ABCDEF. Assim, podemos concluir que são pirâmides
de mesmo volume. Então,

VPD1 = VPD2 . (44)

Analogamente, analisando as pirâmides PD2 e PD3, podemos perceber que elas possuem
bases CDF e ACD, que em conjunto formam o paralelogramo ACDF de diagonal CD, sendo
assim, podemos concluir que também são congruentes. E, a distância de ambas as bases até
o vértice E é a mesma, logo, tem mesmas alturas também. Assim, podemos concluir que são
pirâmides de mesmo volume. Então,

VPD2 = VPD3 . (45)

Como VPD1 = VPD2 e VPD2 = VPD3 , temos que VPD1 = VPD2 = VPD3 , e

VPM = VPD1 + VPD2 + VPD3
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VPM = 3 · VPD
VPM

3
= VPD

Abase · h
3

= VPD, (46)

ou seja, o volume de uma pirâmide é um terço do produto da área da base pela medida da altura

VPD =
Ab · h

3
. (47)
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4 PROPOSTA DE MATERIAL DIDÁTICO

Este capítulo traz a proposta de um material didático interativo, afim de contribuir para
uma melhor visualização e representação de objetos geométricos bidimensionais e tridimensi-
onais, além de, fugir um pouco da abordagem do uso de um grande números de fórmulas que
calculam as medidas dos elementos e espaços ocupados por esses objetos.

Com base na fundamentação teórica desenvolvida nos capítulos anteriores, o material
foi pensado para ser apresentado de forma clara, resumida e objetiva. Trazendo em seu corpo,
definições e exemplos apresentados de uma forma dinâmica e interativa, permitindo que tenha-se
uma visualização que não é possível nos livros didáticos usuais. Ainda, pensando nos momentos
em que o aluno estuda sem a presença do professor, foi desenvolvida uma calculadora para que
o aluno possa conferir os resultados dos seus cálculos. Foram desenvolvidos alguns modelos de
calculadoras que permitem obter os valores de elementos como: aresta, raio, apótema, área de
superfície e volume, diante da quantidade de lados deste objeto.

Visando uma otimização da proposta de criar uma material didático, inicialmente foi
pensado na abordagem apenas dos polígonos regulares, prismas regulares retos e pirâmides
regulares retas, devido à grande recorrência destes casos no ensino da Geometria na educação
básica. Permitindo, futuramente, uma continuidade e expansão para as circunferências, corpos
redondos e poliedros.

Para o desenvolvimento do material, foi criado um site usando a plataforma gratuita
do Google Sites (disponível em: https://sites.google.com/view/geometria-teste?usp=sharing),
contendo uma página inicial, (ver Figura 34), de apresentação da proposta de criação, objetivo e
justificativa, seguido de subpáginas separadas por blocos:

Geometria Plana: trabalhando com os polígonos regulares, calculadoras linear e de superfície
(ver Figura 35).

Geometria Espacial: trabalhando com os prismas regulares retos, pirâmides regulares retas e
calculadoras de superfície e volume (ver Figura 36).

Exercícios: propondo exercícios de Geometria Plana e Espacial (ver Figura 37).

Cada um deses blocos será apresentado a seguir mostrando sua estrutura.

Figura 34 – Página do site: Início



Capítulo 4. Proposta de material didático 43

Figura 35 – Página do site: Geometria Plana

Figura 36 – Página do site: Geometria Espacial

Figura 37 – Página do site: Exercícios

4.1 GEOMETRIA PLANA

A subpágina de Geometria Plana foi dividida em duas partes: Polígonos e Calculadora.
Apresentando-os:

4.1.1 POLÍGONOS

A subpágina sobre os polígonos inicia apresentando sua definição e classificação por
uma tabela e uma construção no GeoGgebra, que permite movimentar um controle deslisante
que modifica a imagem do polígono e sua classificação, de acordo com o valor correspondente
a quantidade de lados do polígono, ver Figuras 38, 39 e 40.

Figura 38 – Classificação de um polígono regular de 3 lados
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Figura 39 – Classificação de um polígono regular de 13 lados

Figura 40 – Classificação de um polígono regular de 20 lados

Em seguida, traz a definição de polígono convexo e não convexo, acompanhado de uma
construção no GeoGebra que permite movimentar as extremidades de um segmento contido no
polígono (nos dois casos), mostrando em que circunstância um polígono deixa de ser convexo.

Figura 41 – Teste de convexidade de um polígono

Figura 42 – Teste de convexidade de um polígono

Na sequência, iniciam-se os polígonos regulares inscritos e circunscritos, apresentando
sua definição e elementos. Na estruturação da representação dos elementos, também há uma
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construção do GeoGebra, também com o uso do controle deslisante permitindo alterar o número
de lados e sua classificação, além de conter os elementos como aresta, apótema, raio e ângulos,
e como se alteram de acordo com a quantidade de lados do polígono.

Figura 43 – Elementos de um polígono regular de 3 lados

Figura 44 – Elementos de um polígono regular de 6 lados

Figura 45 – Elementos de um polígono regular de 16 lados

Na sequência, de acordo com a visualização nas construções anteriores, nota-se a pre-
sença dos triângulos formados e seus elementos, nos quais são desenvolvidas e aplicadas as
relações métricas e trigonométricas para calcular a medida dos elementos do polígono. São
apresentados 3 exemplos resolvidos passo a passo, utilizando os 3 polígonos regulares mais
recorrentes no ensino da geometria na educação básica, são eles: o triângulo equilátero, o qua-
drado e o hexágono regular. Cada um salienta uma observação frequente para todos os polígonos
em uma determinada classificação.
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Figura 46 – Polígonos: exemplo 1

Figura 47 – Polígonos: exemplo 1 (continuação)

Após os exemplos resolvidos, são apresentadas as calculadoras lineares, com o propósito
de verificar a execução dos cálculos. São três calculadoras que associam os elementos com o
número de lados do polígono. Para utilizar a calculadora, basta inserir a quantidade de lados do
polígono junto à medida de algum elemento.

Na calculadora "Dado o Lado", ao inserir o número de lados do polígono e a medida
do lado, obtém-se as medidas do raio e apótema para aquele polígono. Na calculadora "Dado
o Raio", ao inserir o número de lados do polígono e a medida do raio, obtém-se as medidas do
lado e do apótema. E por fim, na calculadora "Dado o Apótema", ao inserir o número de lados
do polígono e a medida do apótema, obtém-se as medidas do raio e do lado.

Apresentadas as calculadoras, fechando o estudo das medidas lineares, abre-se o tópico
sobre as medidas de superfícies, apresentando a área de polígonos regulares com base na decom-
posição de um polígono em triângulos, dos quais anteriormente já foi apresentado como definir
e calcular suas medidas e elementos. A definição acompanha um construção no GeoGebra, tam-
bém com o uso do controle deslisante para definir o número de lados e sua classificação, porém
agora, decompondo o polígono em triângulos isósceles compostos por aresta, raios e apótema.
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Figura 48 – Calculadoras das medidas lineares

Figura 49 – Decomposição da área de um polígono regular de 9 lados

Figura 50 – Decomposição da área de um polígono regular de 12 lados

Com base nos exemplos resolvidos sobre as medidas lineares, amplia-se a resolução de
exemplos envolvendo o cálculo da área de polígonos.

E, seguindo a mesma estrutura apresentada para as calculadoras anteriormente, ampliam-
se as calculadoras também para obter a medida da área dos polígonos.

4.2 GEOMETRIA ESPACIAL

A subpágina de Geometria Espacial foi dividida em três partes: Prismas, Pirâmides e
Calculadora. Apresentando-os:
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Figura 51 – Decomposição da área de um polígono regular de 19 lados

Figura 52 – Calculadoras de medida de área da superfície

4.2.1 PRISMAS

A subpágina sobre os prismas inicia apresentando sua definição e seus elementos acom-
panhado de uma construção no GeoGebra de dois pontos de vista: o bidimensional apresentando
o polígono regular com controle deslizante (semelhante à construção apresentada na página so-
bre polígonos e sua classificação) e seus elementos; e o tridimensional apresentando o prisma
associado ao polígono da base, permitindo movimentá-lo em qualquer sentido.

(a) base (b) prisma

Figura 53 – Prisma hexagonal regular

Com base na estrutura apresentada sobre os prismas regulares retos e seus elementos,
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(a) base (b) prisma

Figura 54 – Prisma eneagonal regular

(a) base (b) prisma

Figura 55 – Prisma heptadecagonal regular

junto à ideia apresentada na página sobre polígonos e seu cálculo de área de superfície, apresenta-
se o cálculo de área de superfície dos prismas. A definição de como será abordado o cálculo
de áreas é acompanhado de uma construção no GeoGebra baseada na construção anterior (bidi-
mensional e tridimensional) com controle deslisante permitindo a escolha do número de lados
da base do prisma, acompanhado de um segundo controle deslisante que permite fazer a pla-
nificação do prisma (já decomposto em figuras planas conhecidas), e também possibilitando a
movimentação do prisma em vários sentidos.

(a) base (b) prisma planificado

Figura 56 – Prisma quadrangular regular

Na sequência, são apresentados 3 exemplos resolvidos passo a passo, utilizando os 3
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(a) base (b) prisma planificado

Figura 57 – Prisma decagonal regular

(a) base (b) prisma planificado

Figura 58 – Prisma pentadecagonal regular

prismas regulares retas mais recorrentes no ensino da geometria na educação básica, são eles: o
de base triangular, quadrangular e hexagonal. Cada um utilizará como auxílio os valores sobre
áreas encontrados nos exemplos (1), (2) e (3) apresentados nas páginas anteriores.

Figura 59 – Área do prisma: exemplo 1

Logo após os exemplos sobre área da superfície de um prisma, é apresentada a definição
do cálculo de volume de um prisma, também seguidos de exemplos contando também com o
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Figura 60 – Área do prisma: exemplo 1 (continuação)

auxílio os valores sobre áreas encontrados nos exemplos (1), (2) e (3) apresentados nas páginas
anteriores.

Figura 61 – Volume do prisma: exemplo 1

Figura 62 – Volume do prisma: exemplo 1 (continuação)

E, seguindo a mesma estrutura apresentada para as calculadoras anteriormente, ampliam-
se as calculadoras também para obter a medida da área da superfície (base, lateral e total) do
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prismas, assim como seu volume também.

Figura 63 – Calculadora de superfície e volume de um prisma

4.2.2 PIRÂMIDES

A subpágina sobre as pirâmides inicia apresentando sua definição e seus elementos
acompanhado de uma construção no GeoGgebra semelhante à construção apresentada na página
sobre prismas.

(a) base (b) pirâmide

Figura 64 – Pirâmide pentagonal regular

(a) base (b) pirâmide

Figura 65 – Pirâmide undecagonal regular

Com base na estrutura apresentada sobre pirâmides regulares retas e seus elementos,
junto à ideia apresentada na página sobre polígonos e seu cálculo de área de superfície, apresenta-
se o cálculo de área de superfície de pirâmides.
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(a) base (b) Pirâmide

Figura 66 – Pirâmide pentadecagonal regular

A definição de como será abordado o cálculo de áreas é acompanhado de uma construção
no GeoGgebra baseada na construção anterior (bidimensional e tridimensional) com controle
deslizante permitindo a escolha do número de lados da base da pirâmide, acompanhado de um
segundo controle deslizante que permite fazer a planificação da pirâmide (já decomposto em
figuras planas conhecidas), e também possibilitando a movimentação da pirâmide em vários
sentidos.

(a) base (b) pirâmide planificada

Figura 67 – Pirâmide quadrangular regular

(a) base (b) pirâmide planificada

Figura 68 – Pirâmide dodecagonal regular

Na sequência, são apresentados 3 exemplos resolvidos passo a passo utilizando as 3
pirâmides regulares retas mais recorrentes no ensino da geometria na educação básica, são elas:
a de base triangular, quadrangular e hexagonal. Cada um, utilizará como auxílio os valores sobre
áreas encontrados nos exemplos (1), (2) e (3) apresentados nas páginas anteriores.
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(a) base (b) pirâmide planificada

Figura 69 – Pirâmide hexadecagonal regular

Figura 70 – Área da pirâmide: exemplo 1

Figura 71 – Área da pirâmide: exemplo 1 (continuação)

Logo após os exemplos sobre área da superfície de uma pirâmide, é apresentada a defini-
ção do cálculo de volume de uma pirâmide, também seguidos de exemplos contando também
como auxílio os valores sobre áreas encontrados nos exemplos (1), (2) e (3) apresentados nas
páginas anteriores.

E, seguindo a mesma estrutura apresentada para as calculadoras anteriormente, ampliam-
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Figura 72 – Volume da pirâmide: exemplo 1

Figura 73 – Volume da pirâmide: exemplo 1 (continuação)

se as calculadoras também para obter a medida da área da superfície (base, lateral e total) do
prismas, assim como seu volume também.

Figura 74 – Calculadora de superfície e volume de uma pirâmide
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4.2.3 CALCULADORAS

Nesta subpágina, são apresentadas apenas as calculadoras de superfície e volume utiliza-
das para o cálculo com prismas e pirâmides regulares retas, em um único ambiente.

4.3 EXERCÍCIOS

Por fim, finalizando o site, nesta subpágina são apresentados anexos com listas de exer-
cícios sobre:

1. cálculo dos elementos (aresta, raio e apótema) de um polígono regular;

2. cálculo de área de superfície de polígonos regulares;

3. cálculo de área de superfície (área da base, área lateral e área total) de um prisma
regular reto;

4. cálculo de volume de um prisma regular reto;

5. cálculo de área de superfície (área da base, área lateral e área total) de uma pirâmide
regular reta;

6. cálculo de volume de uma pirâmide regular reta.
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5 CONCLUSÃO

A dissertação buscou explorar e abordar os desafios enfrentados no ensino da geometria
euclidiana, destacando sua importância na formação cognitiva dos alunos e reconhecendo as difi-
culdades frequentemente encontradas por professores e estudantes. Através da análise da BNCC
foi possível identificar a relevância da geometria euclidiana como uma área de conhecimento
que contribui para a formação crítica dos indivíduos.

Foi ressaltada a abordagem interdisciplinar proposta pela BNCC, enfatizando a conexão
da geometria com outras áreas do conhecimento e com situações do cotidiano. No entanto,
a implementação eficaz desse componente curricular enfrenta desafios, como a carência de
recursos didáticos adequados, a abstração de conceitos geométricos e a necessidade de formação
contínua dos educadores.

A análise de alguns livros didáticos anteriores e posteriores à reformulação da BNCC
revelou uma evolução na abordagem da geometria euclidiana, com uma maior contextualização
dos conteúdos e a incorporação de recursos visuais e tecnológicos para auxiliar a visualização e
compreensão dos conceitos geométricos.

Diante dessas constatações, foi desenvolvida uma proposta de material didático interativo
com o objetivo de superar os desafios identificados no ensino da geometria euclidiana. O ma-
terial busca proporcionar uma abordagem mais visual e prática, concentrando-se em polígonos
regulares, prismas regulares retos e pirâmides regulares retas. O uso de calculadoras interativas e
um ambiente virtual de aprendizado dinâmico foram incorporados para auxiliar na compreensão
e no cálculo de elementos geométricos.

Essa proposta visa atender tanto os educadores quanto os alunos, fornecendo um su-
porte sólido à abordagem e compreensão dos conceitos de geometria euclidiana. No entanto,
reconhecemos que a jornada de aprimoramento do ensino é contínuo, e a proposta apresentada re-
presenta um passo na direção de tornar o aprendizado da geometria euclidiana mais significativo
e envolvente.

Em suma, esta dissertação explorou os desafios e oportunidades no ensino da geometria
euclidiana, destacando a importância da visualização de figuras e sólidos geométricos. A pro-
posta de material didático interativo surge como uma alternativa promissora para enfrentar esses
desafios, contribuindo para a melhoria das práticas educacionais e o aprimoramento do ensino
da geometria euclidiana no contexto educacional atual.
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ANEXO C – LISTA DE EXERCÍCIOS - PRISMA REGULAR RETO: ÁREA

Lista de exerćıcios:
Prisma regular reto - área

1. Em um prisma hexagonal regular, a altura mede 8 cm e as arestas da base medem 2 cm. Calcule:

(a) a área da base;

(b) a área lateral;

(c) a área total.

2. Considere um prisma reto de altura igual a 12cm e a base quadrada de lado
√
2 cm. Calcule:

(a) a área da base;

(b) a área lateral;

(c) a área total.

3. Calcule a área da base, a área lateral e a área total dos seguintes prismas:

(a) prisma triangular regular cuja aresta da base mede 4 cm e aresta lateral mede 10 cm;

(b) prisma hexagonal regular cujo peŕımetro da base mede 36 cm e a altura mede 8cm;

(c) prisma octogonal regular cujo raio da base mede 10 cm, o apótema da base mede 8 cm e a sua
altura mede 25 cm.

4. Calcule a área lateral de um prisma hexagonal regular cuja área da base é 48
√
3 cm², sabendo que

a aresta lateral mede o dobro da aresta da base.

5. (Unicamp - Adaptada) A figura a seguir apresenta um prisma reto cujas bases são hexágonos
regulares. Os lados dos hexágonos medem 5 cm cada um e a altura do prisma mede 10 cm. Calcule
a área total deste prisma.

6. (Enem) O tampo de vidro de uma mesa quebrou-se e deverá ser substitúıdo por outro que tenha a
forma de ćırculo. O suporte de apoio da mesa tem o formato de um prisma reto, de base em forma
de triângulo equilátero com lados medindo 30 cm. Uma loja comercializa cinco tipos de tampos de
vidro circulares com cortes já padronizados, cujos raios medem 18 cm, 26 cm, 30 cm, 35 cm e 60 cm.
O proprietário da mesa deseja adquirir nessa loja o tampo de menor diâmetro que seja suficiente
para cobrir a base superior do suporte da mesa.

Considere 1, 7 como aproximação para
√
3.

O tampo a ser escolhido será aquele cujo raio, em cent́ımetros, é igual a

(a) 18.

(b) 26.

(c) 30.

(d) 35.

(e) 60.

7. (ITA - adaptada) Dado um prisma hexagonal regular, sabe-se que a sua altura mede 3 cm e que sua
área lateral é o dobro da área de sua base. Calcule a área da sua base.

1
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ANEXO D – LISTA DE EXERCÍCIOS - PRISMA REGULAR RETO: VOLUME

Lista de exerćıcios:
Prisma regular reto - volume

1. Em um prisma hexagonal regular, a altura mede 8 cm e as arestas da base medem 2 cm. Calcule
seu volume.

2. Considere um prisma reto de altura igual a 12cm e a base quadrada de lado
√
2 cm. Calcule seu

volume.

3. Calcule o volume dos seguintes prismas:

(a) prisma triangular regular cuja aresta da base mede 4 cm e aresta lateral mede 10 cm;

(b) prisma hexagonal regular cujo peŕımetro da base mede 36 cm e a altura mede 8cm;

(c) prisma octogonal regular cujo raio da base mede 10 cm, o apótema da base mede 8 cm e a sua
altura mede 25 cm.

4. Calcule o volume de um prisma hexagonal regular cuja área da base é 48
√
3 cm², sabendo que a

aresta lateral mede o dobro da aresta da base.

5. (UFPR) Ao se colocar 192 litros de água em um reservatório cujo interior tem a forma de um cubo
com uma das faces na horizontal, o ńıvel de água sobre 30 cm. Qual a capacidade desse reservatório?

(a) 512 litros.

(b) 640 litros.

(c) 768 litros.

(d) 576 litros.

(e) 384 litros.

6. Um prisma hexagonal regular tem a aresta da base medindo 4 cm e o volume igual a 360
√
3 cm³.

De acordo com esses dados, calcule a medida da área lateral desse prisma.

7. (UEPB) Se um prisma hexagonal regular de altura 6 cm possui volume igual a 1728
√
3 cm³, é

verdadeiro afirmar que

(a) a área lateral é igual à metade da área da base.

(b) a área lateral é igual à área da base.

(c) a área lateral é igual ao dobro da área da base.

(d) a área lateral é igual ao quádruplo da área da base.

(e) a área lateral é igual ao triplo da área da base.

8. O sólido da figura I foi obtido, retirando-se, de um prisma triangular regular, três prismas iguais,

também triangulares e regulares, cada um deles representado pela figura II. Se d =
5

8
x cm e o

volume de cada prisma retirado é
√
3 cm, então o volume desse sólido é igual a

(a) 12
√
3.

1
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ANEXO E – LISTA DE EXERCÍCIOS - PIRÂMIDE REGULAR RETA: ÁREA

Lista de exerćıcios:
Pirâmide regular reta - área

1. Em uma pirâmide quadrangular regular, a altura mede 5 cm e as arestas da base medem 12 cm.
Calcule:

(a) o apótema da base.

(b) o apótema da pirâmide.

(c) a aresta lateral.

(d) a área da base;

(e) a área lateral;

(f) a área total.

2. Considere uma pirâmide reta de altura igual a 12cm e a base quadrada de lado
√
2 cm. Calcule:

(a) a área da base;

(b) a área lateral;

(c) a área total.

3. O peŕımetro da base de uma pirâmide hexagonal regular é igual a 30
√
3 cm e a altura é igual a 5

cm. Calcule:

(a) a área da base;

(b) a área lateral;

(c) a área total.

4. Considere uma pirâmide triangular de altura 4 cm, e aresta lateral de 8 cm. Calcule:

(a) a área da base;

(b) a área lateral;

(c) a área total.

5. A área da base de uma pirâmide quadrangular regular mede 144 cm² e sua área lateral mede 240
cm². De acordo com essas informações, calcule a medida da altura dessa pirâmide.

6. Uma pedra de cristal foi lapidada na forma de uma pirâmide triangular regular com aresta da base
medindo 12 cm. Calcule sua área lateral, sabendo que a altura é de 1cm.

7. (Unicamp - Adaptada) A base de uma pirâmide é um triângulo equilátero de lado L = 6 cm e
arestas laterais das faces A = 4 cm.

(a) calcule a altura da pirâmide.

(b) calcule a área total da pirâmide.

1



8. (Fuvest) Um telhado tem a forma da superf́ıcie lateral de uma pirâmide regular, de base quadrada.
O lado da base mede 8 m e a altura da pirâmide 3 m. As telhas para cobrir esse telhado são vendidas
em lotes que cobrem 1 m². Supondo que possa haver 10 lotes de telhas desperdiçadas (quebradas e
emendas), o número mı́nimo de lotes de telhas a ser comprado é:

(a) 90.

(b) 100.

(c) 110.

(d) 120.

(e) 130.

9. Um objeto de decoração tem o formato de uma pirâmide hexagonal regular de 12 cm e apótema da
base de 5 cm. Assim, é correto afirmar que a área total desse objeto é

(a) 130
√
3 cm³.

(b) 150
√
3 cm³.

(c) 180
√
3 cm³.

(d) 120
√
3 cm³.

(e) 300
√
3 cm³.

10. (Unirio - Adaptada) Uma pirâmide está inscrita num cubo. Sabendo que a área total do cubo é 216
cm², determine a área total da pirâmide.

2
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