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RESUMO

Esta dissertacdo tem como objetivo apresentar uma proposta de material didatico dindmico e
interativo no estudo da geometria euclidiana, em especifico para poligonos regulares, prismas
regulares retos e piramides regulares retas, com o auxilio do software GeoGebra; oferecendo
a possibilidade do aluno estudar e conferir seus cdlculos sem a presenca de um professor para
medid-lo. Além de apresentar um material de estudos voltado para alunos do Ensino Médio,
¢ também um material voltados para a formacdo continuada de professores, dando suporte
sOlido para compressdo dos conceitos de geometria euclidiana, bem como a forma como ela
serd abordada em sala de aula. Pensando nisto, a dissertacdo traz um capitulo detalhando defi-
nicoes, postulados e proposicdes sobre a geometria euclidiana. A dissertacdo também aborda
uma andlise da geometria euclidiana na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) listando
as habilidades a serem desenvolvidas, bem como, uma andlise da abordagem feita por livros
didéticos. Para apresentagao da proposta de material didatico, foi criado um site pela plataforma
Google Sites, com seu funcionamento detalhadamente apresentado em um dos capitulos desta
dissertacdo.

Palavras-chave: Geometria euclidiana. Area. Volume. Poligonos regulares. Prismas. Pirimides.



ABSTRACT

This master dissertation presents a proposal for a dynamic and interative teaching material in
the study of Euclidean geometry, specifically for regular polygons, right regular prisms and right
regular pyramids being assisted by GeoGebra software, offering the students the possibility of
studying and checking their calculations while not having a teacher to mediate them. Besides
being helpful for medium degree students, this teaching material is also aimed at the continuing
formation of teachers, providing solid support for understanding the concepts of the Euclidean
geometry, as well as the way it will be tackled in the classroom. Therefore, this work brings
a chapter detailing definitions, postulates and propositions related to the Euclidean geometry.
The work also has an analysis of the Euclidean geometry in the Common National Curriculum
Base (BNCC), listing the skills to be developed, as well as an analysis of the approach taken by
textbooks. To present the teaching material proposed in this work, a website was created using
Google Sites platform, whose operation is detailed in one of the chapters of this work.

Keywords: Euclidean geometry. Area. Volume. Regular polygons. Prisms. Pyramid.
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INTRODUCAO

A geometria euclidiana, plana e espacial, € um campo fundamental do conhecimento ma-
temético e desempenha um papel vital no desenvolvimento cognitivo dos alunos. E considerada
a ciéncia da ordem e da medida, da linha reta e do calculo, e o famoso matematico Euclides
fazia uma andlise da forma, tamanho, posicdo e propriedades dos objetos no espago, fornecendo
uma base sélida para a compreensao dos principios matemdticos fundamentais.

No entanto, apesar da importancia da geometria euclidiana, seu ensino enfrenta frequen-
temente desafios significativos. Os alunos podem achar dificil visualizar e manipular formas
tridimensionais, compreender relacdes espaciais e aplicar conceitos geométricos no mundo real.
Essas dificuldades podem ser atribuidas a uma variedade de fatores, incluindo abstracdo de con-
ceitos geométricos, falta de conexdes claras com outros topicos matematicos e falta de recursos
adequados para auxiliar no aprendizado.

De acordo com pesquisas como as apresentadas em (RABAB’H; VELOO, 2015; LO-
WRIE; LOGAN, 2023), abordar essas dificuldades enfrentadas pelos alunos ¢ fundamental para
promover uma aprendizagem efetiva e significativa da geometria de planos e espacos. Estratégias
de ensino inovadoras, como o uso de tecnologias digitais, materiais manipuldveis e abordagens
baseadas em problemas, t€m se mostrado promissoras na superagao dessas barreiras. Além disso,
os professores precisam de suporte continuo e treinamento adequado para capaciti-los a fornecer
um ensino de geometria sélido e envolvente.

Com base na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2018), esta disserta-
cdo tem como objetivo apresentar uma estratégia por meio de um material didatico interativo que
possa ajudar a superar as dificuldades encontradas por professores e alunos, afim de promover
uma aprendizagem mais significativa e prazerosa da geometria. Colocando nossas experiéncias
de sala de aula como ponto de reflexdo, cada professor em determinadas realidades e circunstan-
cias encontra seus proprios desafios, como por exemplo, ter material adequado para trabalhar
mas ndo ter tempo disponivel, ou ter tempo disponivel mas nao ter recursos adequados, ou ainda
mesmo ter a auséncia de ambos. Acredita-se que esta pesquisa contribuird para aprimorar as
praticas educacionais e fornecerd subsidios para a melhoria do ensino da geometria no contexto
educacional atual.

O primeiro capitulo apresenta uma andlise do ensino da geometria euclidiana no Ensino
Médio do ponto de vista da BNCC e por alguns livros didaticos, enfatizando as dificuldades
encontradas pelos alunos. Os dois capitulos seguintes apresentam algumas defini¢des, postulados
e proposi¢Oes sobre a geometria euclidiana, para reforgar aos professores sobre os conteudos
para um suporte sélido na compreensao de alguns conceitos. E por fim, um capitulo com a
apresentacdo da proposta de material didatico dinamico e interativo, explicando alguns topicos

de seu funcionamento.
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1 GEOMETRIA EUCLIDIANA NO ENSINO MEDIO

Neste capitulo, traremos uma andlise da geometria euclidiana no Ensino médio e de
como ela é apresentada pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e por alguns livros

didaticos.

1.1 GEOMETRIA EUCLIDIANA NA BNCC

A BNCC ¢ um documento oficial que estabelece os conhecimentos bésicos e habilidades
que os alunos desenvolvem em seu treinamento bédsico. A geometria euclidiana é parte integrante
da BNCC, reconhecendo sua relevincia para o desenvolvimento abrangente dos alunos.

A BNCC enfatiza a importancia da geometria euclidiana como drea de conhecimento
que contribui para a formacgado de cidaddos que compreendem e atuam no mundo de forma critica.
Por meio da geometria, os alunos sdo incentivados a analisar, descrever e representar formas,
identificar propriedades, estabelecer relacdes espaciais e resolver problemas relacionados ao
espaco.

A BNCC enfatiza a interdisciplinaridade como estratégia para o ensino da geometria
euclidiana. Por meio de conexdes com outras areas do conhecimento, como ciéncias naturais
e artes, os alunos sdo estimulados a relacionar conceitos geométricos ao cotidiano, facilitando
uma aprendizagem mais significativa.

Apesar do reconhecimento da importancia da geometria na BNCC, a implementacdo
efetiva desse componente do curso permanece desafiadora. Alguns desses desafios incluem a
falta de recursos diddticos adequados, a abstracdo de conceitos geométricos e a necessidade de
treinamento continuo dos professores para encontrar métodos eficazes.

Diante da base, da abordagem e dos desafios encontrados e apresentados, a BNCC propde
desenvolver competéncias especificas da Matematica e suas tecnologias por meio de habilidades
afim de fortalecer a interpretagdo e compreensao das unidades de conhecimento da prépria érea.

Dentro da unidade da Geometria para o Ensino Médio, temos as seguintes habilidades:

(EM13MAT201) Propor ou participar de acdes adequadas as demandas da regido, preferenci-
almente para sua comunidade, envolvendo medic¢des e célculos de perimetro, de area, de

volume, de capacidade ou de massa.

(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencdo da medida da drea de uma
superficie (reconfiguracdes, aproximacao por cortes etc.) e deduzir expressdes de cdlculo
para aplicd-las em situacdes reais (como o remanejamento e a distribui¢do de plantacdes,

entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT105) Utilizar as noc¢des de transformacdes isométricas (translagao, reflexdo, rota-

cdo e composicdes destas) e transformagdes homotéticas para construir figuras e analisar
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elementos da natureza e diferentes produ¢des humanas (fractais, construgdes civis, obras

de arte, entre outras).

(EM13MAT308) Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou as
nog¢des de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas que envolvem

triangulos, em variados contextos.

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o cédlculo de dreas totais e de
volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situagdes reais (como o cédlculo do
gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos sejam composi-

¢oes dos solidos estudados), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MATS04) Investigar processos de obteng¢do da medida do volume de prismas, pirdmides,
cilindros e cones, incluindo o principio de Cavalieri, para a obtenc¢do das féormulas de

célculo da medida do volume dessas figuras.

(EM13MATS05) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou sem apoio de
aplicativos de geometria dindmica, para conjecturar a respeito dos tipos ou composi¢do de

poligonos que podem ser utilizados em ladrilhamento, generalizando padrdes observados.

(EM13MATS506) Representar graficamente a variagdo da drea e do perimetro de um poligono
regular quando os comprimentos de seus lados variam, analisando e classificando as

fun¢des envolvidas.

(EM13MATS509) Investigar a deformacao de angulos e areas provocada pelas diferentes pro-
jecdes usadas em cartografia (como a cilindrica e a c6nica), com ou sem suporte de

tecnologia digital.

1.2 ANALISE DE LIVROS DIDATICOS

Para a andlise de como a geometria euclidiana é abordada nos livros, pré e pos refor-
mulacdo da BNCC, foram analisados apenas os conteidos abordados nesta dissertagcdo, sobre
a unidade de conhecimento referente aos poligonos regulares, prismas e piramides. Dos livros
didaticos de matemadtica anterior a nova reformulacao da BNCC, foram analisados os livros:

1. Matematica: ciéncia e aplica¢des (IEZZI, 2016a, 2016b);

2. Quadrante matematica (CHAVANTE; PRESTES, 2016);

3. Contato matematica (SOUZA; GARCIA, 2016);

4. Matematica: contextos e aplicacdoes (DANTE, 2013);

5. e, Matematica: Ensino médio (SMOLE; DINIZ, 2013a, 2013b).

Dos livros didaticos de matemadtica posterior a nova reformulacio da BNCC, foram

analisados os livros:
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1. Multiversos Matematica (SOUZA, 2020);

2. Prisma Matematica (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA, 2020);

3. Conexdes: Matematica e suas tecnologias (LEONARDO, 2020);
4. Matematica em Contextos (DANTE; VIANA, 2020);

5. e, Interacao Matemdtica (LONGEN; BLANCO, 2020).

A distin¢do mais notdvel entre os periodos analisados € uma maior contextualiza¢ao dos
conteidos com o cotidiano, que anteriormente eram mais abordados nas aplica¢des e resolucdes
de exercicios, € nas obras mais atuais apresentam também experimentos com o software de geo-
metria dindmica, GeoGebra. Os livros mais atuais atendem as habilidades exigidas pela BNCC,
e nos dois grupos as demonstracdes sdo apresentadas de uma forma acessivel e simplificada.
Porém, ainda é perceptivel uma deficiéncia quanto a visualiza¢do dos elementos geométricos.
Embora hajam instrucdes de desenvolvimento de construcdes dindmicas, isso pode impossi-
bilitar o desenvolvimento da atividade aquele aluno que nao tem tanta aptiddo para explorar

softwares de geometria dinamica.

Virios estudos ao longo dos anos t€m corroborado a dificuldade que muitos alunos
enfrentam ao visualizarem objetos geométricos na Matematica. A habilidade de visualizagdo es-
pacial € fundamental para compreender conceitos geométricos complexos e resolver problemas
relacionados a forma e ao espaco. De acordo com Rogenski e Pedroso:

"Verifica-se que os alunos tém amplas dificuldades, primeiramente com relacdo a
visualizacdo e representacio, pois reconhecem poucos conceitos da geometria basica
e, por conseguinte da geometria espacial. Também apresentam problemas de percepcao
das relacdes existentes entre os objetos de identificac@o das propriedades das figuras
que formam os sélidos, dentre outros conceitos."(ROGENSKI; PEDROSO, 2009)

Essa dificuldade de visualizacdo tem impacto negativo no desempenho dos alunos em
disciplinas relacionadas a geometria, e pode refletir em outras dreas do conhecimento que depen-
dem da habilidade de compreender estruturas tridimensionais e compreensao de propriedades
geométricas. Outro estudo relevante realizado por Pavanello diz que:

"Mesmo nos cursos superiores de matemadtica constata-se que os alunos apresentam
muita dificuldade em compreender os processos de demonstra¢do ou sdo incapazes
de usd-los ou mesmo de utilizar qualquer tipo de representacdo geométrica para a
visualiza¢@o de conceitos matematicos."(PAVANELLO, 2017)

Compreender essas dificuldades € fundamental para o desenvolvimento de estratégias
pedagdgicas mais concretas, podendo-se adotar abordagens que estimulem a visualizacio e a
manipulacdo de objetos geométricos, como o uso de recursos visuais, modelos fisicos e softwares
interativos. Pensando nas contribui¢des a partir de novas praticas educacionais, Novak e Passos
aborda que:

"a adog@o de uma prética pedagégica diferenciada possibilita integrar os conceitos
geométricos a uma estruturagdo concreta, auxiliando o educando a ter um aprendi-
zado mais relevante, a0 mesmo tempo em que assume uma conduta mais ativa no
desenvolvimento das atividades propostas pelo docente."(NOVAK; PASSOS, 2007)

Pensando nisto, com base na andlise do ensino da geometria euclidiana do ponto de

vista da proposta da BNCC e dos desafios e dificuldades encontrados no ensino da disciplina, os
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capitulos a seguir apresentam uma estrutura detalhada do ensino tedrico voltado para professores,
afim de desenvolver uma aplicacao detalhada e eficaz da geometria euclidiana, assim como um
ambiente virtual de visualiza¢do dinamica e interativa, possibilitando uma melhor visualizacdo
e compreensao dos conteidos.

A abordagem da geometria euclidiana serd dividida em etapas:

1. apresentacdo da geometria plana;
2. apresentacdo da geometria espacial;

3. apresentacdo de uma proposta de material diddtico como auxilio para aplicacdo do

ensino da Geometria Plana e Espacial.

As etapas 1 e 2 sdo voltadas ao preparo e embasamento tedrico de professores, deta-
lhando axiomas, defini¢des, proposi¢des e demonstragdes sobre os poligonos regulares, prismas
e piramides retas de bases regulares. Os assuntos foram escolhidos de acordo com os casos
mais estudados no ambiente escolar e mais aplicdveis no cotidiano. E, a etapa 3 € voltada a
apresentacdo do ambiente virtual destinado aos alunos, com definicdes e demonstragdes em
uma linguagem matemadtica menos formal, assim como construgdes geométricas interativas e
dindmicas com o auxilio do software GeoGebra, afim de auxiliar a visualizacido dos elementos

e objetos geométricos bidimensionais, e principalmente, tridimensionais.
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2 GEOMETRIA PLANA

Este capitulo foi desenvolvido como fundamentacdo tedrica para a constru¢ao do material
didético proposto, e principalmente, destinado aos professores em processo de formagao inicial
ou continuada, afim de dar suporte a constru¢cdo e dominio do conhecimento geométrico.

Dentro do estudo da Geometria Plana, serd abordado a estrutura dos poligonos regulares
e o cdlculo de sua drea. Para dar inicio a definicdo de um poligono regular, toda e qualquer defini-
¢do anterior as apresentadas serd baseada no volume 9 da colecao Fundamentos de Matemética
Elementar (DOLCE; POMPEO, 2013b).

2.1 POLIGONOS

Definicao 1 (Poligono). Dada uma sequéncia de pontos de um plano A,A,, ...,Ay, comn > 3,
todos distintos, sendo que trés pontos consecutivos ndo sdo colineares, considerando-se con-
secutivos Ap, A e Ay, assim como A,_1,Ayn e Ay, chama-se poligono a reunido dos segmentos

formados por um par de pontos consecutivos.

Figura 1 — Poligono de n lados

Denotaremos o poligono citado acima como A A, . . . A,. Os pontos da sequéncia, chama-
remos de vértices. Os segmentos cujas extremidades sao dois vértices consecutivos, chamaremos
R ) — — )
de lados, ou arestas. E, os angulos formados pelas semirretas A;A;_1 e AjA; 1, parai =1,2,...,n,
chamaremos de angulos (internos)! do poligono, e denotaremos, quando nao houver ambigui-
dade, por A; o angulo (interno) A;_1A;A;y1, parai=1,2,... n.

Os elementos de um poligono de n lados sdo:

Vértices - A|,Ar,A3,...,Ap.

Lados, ou arestas - AjAj, AyA3, A3Ay, ..., Au_14n, AnAj.

~

Angulos (internos) - Al, Az, A3, . L Ap.

De acordo com o nimero n de arestas, n > 3 os poligonos t€m nomenclatura especifica.

' Aqui devemos tomar um certo cuidado. Consideramos nesta nomenclatura que o interior do poligono esteja

contido no interior do angulo. Um possivel problema aconteceria no caso em que algum dos angulos do poligono
for maior do que 180 graus. O que ndo acontece com os poligonos regulares, foco do trabalho.
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3 triangulo

4 quadrilatero
5 pentagono

6 hexdgono

7 heptagono

8 octégono

9 eneigono
10 dodecdgono
11 undecdgono
12 dodecagono
20 icosdgono

Tabela 1 — Nomenclatura dos poligonos

Definicao 2 (Interior de um poligono). O interior de um poligono é a regido limitada definida

pelo poligono.

Definicao 3 (Poligono convexo). Um poligono é chamado de convexo se seu interior for uma

regido convexa.

A caracterizacdo de poligonos convexos a seguir nao serd demonstrada na dissertagao

por ndo ser o foco principal.

Proposicao 1. Um poligono é convexo se, e somente se, a reta determinada por dois vértices
consecutivos quaisquer deixa todos os demais vértices em um mesmo semiplano determinado

por esta reta.

Se um poligono nio for convexo, diremos que ele é um poligono concavo.

-
-

-

(a) Convexo (b) Cbncavo

Figura 2 — Convexidade de um poligono

As defini¢Oes a seguir relacionam poligonos com circunferéncias.

Definicao 4 (Poligono inscrito). Um poligono é dito inscrito em uma circunferéncia quando

todos os seus vértices sdo pontos pertencentes a ela.

Quando um poligono € inscrito a uma circunferéncia, dizemos que a circunferéncia é

circunscrita ao poligono.
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Definicao S (Poligono circunscrito). Um poligono é dito circunscrito a uma circunferéncia

quando todos os seus lados tangenciam esta circunferéncia.

Quando um poligono € circunscrito a uma circunferéncia, dizemos que a circunferéncia

¢ inscrita ao poligono.

Figura 3 — Inscri¢do e circunscri¢do de uma circunferéncia a um poligono

2.2 POLIGONOS REGULARES

Como o objetivo desta dissertacdo € o estudo da geometria euclidiana no Ensino Médio,

pensando nas abordagens mais recorrentes, daremos €nfase aos poligonos regulares.

Definicao 6 (Poligono regular). Um poligono convexo é regular se ele tem todos os lados

congruentes (equildtero) e todos os dngulos congruentes (equidngulo).

(a) Triangulo regular (b) Quadrildtero regular (c) Pentdgono regular (d) Hexdgono regular

Figura 4 — Alguns Poligonos Regulares

Veremos que dada uma circunferéncia, € sempre possivel construir poligonos regulares

inscritos e circunscritos a essa circunferéncia.

Propriedades 1. Dividindo-se uma circunferéncia em arcos congruentes, sendo n > 3, temos:
a) Todas as cordas determinadas por dois pontos consecutivos, que sdo extremidades dos

arcos, reunidas formam um poligono regular de n lados inscritos na circunferéncia;

b) Os segmentos tangentes tracados pelos pontos que sdo extremidades dos arcos consecuti-

vos determinam um poligono regular de n lados circunscritos a circunferéncia.

Demonstragdo. (a): Sejam Ay, Ay, A3, Ay, ...,An 0s n pontos que sdo extremidades dos arcos
congruentes na divisdo da circunferéncia A. O poligono AA, . .. A, tem n lados e é inscrito, pois

todos os vértices pertencem a circunferéncia A.
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Figura 5 — Poligono inscrito a uma circunferéncia

Como
A1AYy=ArA3=A3A4= ... =A,_1An=AnAL, (D)

temos que

A1A2 = A2A3 = A3A4 =...= An—lAn = AnAl, (2)

pois, numa mesma circunferéncia, arcos congruentes subentendem cordas congruentes.
Os angulos Ay, Ap, Az, ..., Ay s@0 congruentes, pois cada um deles € um angulo inscrito
em A e tem por medida a metade da soma de (n—2) dos arcos congruentes em que ficou dividida.

De (1) e (2), concluimos que AjA5 .. .A, € um poligono regular de n lados inscrito na

circunferéncia A.
(b): Tragando retas tangentes a A pelos pontos Ay,Ap,...,A,_1 € A,, extremos dos
arcos da divisdo, os pontos de intersecgdo A", A}, A%, ... e Al destas retas formam o poligono

A’IA/2 ...A! de n lados e circunscrito a A, pois todos os seus lados sdo segmentos tangentes a

circunferéncia.

(a) Construgdo do poligono circunscrito  (b) Poligono circunscrito construido

Figura 6 — Poligono circunscrito

Os tridngulos A’1A1A2, Al A2A3, A3A3A4, e A:l 1An-14n, Al ApAq sdo is6sceles, pois
cada um dos angulos A, Ay, A3, .., A 1€ An tem medida 1gual a metade da medida de uma

das partes congruentes dos arcos A1A2, A2A3, A3A4, e An_lAn,AnAl em que foi dividida a
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circunferéncia, sdo congruentes pelo caso ALA, pois AjA; ... A, € um poligono regular, e os

lados A1Ay,ApA3,A3Ay, ..., A, 1A € AyA | destes tridngulos sdo congruentes.

Da congruéncia dos tridngulos decorre que

~ ~ ~ ~ ~

All = Alz = A,3 = .. 'A/n—l = A/n (3)

e, também que

I' Al — Al Al — Al A — — A/ — /
AlAL = AJAL = ALA) = . = A AL = ALA! 4)

De (3) e (4), concluimos que A{A, ... A, € um poligono regular de n lados circunscrito

a circunferéncia A. O

As duas préximas proposicdes mostrardo que para qualquer poligono regular, existe uma

circunferéncia circunscrita a ele, bem como, uma outra inscrita a ele.

Proposicao 2 (Poligono regular inscritivel). Dado um poligono regular, existe uma tinica cir-

cunferéncia que passa por seus vértices.

Demonstragdo. Seja AjA; . ..A; o poligono regular. Pelos pontos Ay, A, e A3 tracemos a cir-
cunferéncia A de centro O circunscrita ao tridngulo AjA»A3. Provemos que A passa pelos vértices

Ay, As, ..., A,_1 €Ay, do poligono.

Figura 7 — Poligono regular inscrito

Vamos provar que A4 € A. Consideramos os tridngulos OAyA| e OA3A4, sabemos que

A1Ay = A3Ay, OA) = OAj, pois o tridngulo Ap OA3 € isOsceles, e como 22 = 23, temos que
OZXEAI = OZ;A4. Logo, pelo caso de congruéncia LAL, temos que AOAA| = AOA3A, e,
entdo, OA; = OA4. Portanto, A4 € .

Analogamente, A; € A, parai = 5,6, ...,n. Portanto, o poligono A4, . .. A, é inscrito a
A. Da unicidade da circunferéncia que passa por A, A, e Az, tem-se a unicidade de A passando
porAjAs ... Ap. [

Proposicao 3 (Poligono regular circunscritivel). Dado um poligono regular, existe uma tinica

circunferéncia em que o poligono estd circunscrito a ela.
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Demonstrag¢do. Sejam A1A, . ..A; um poligono regular e A a circunferéncia, de centro O, cir-

cunscrita a ele. Os lados AjAj, ApA3z, A3Ay, ..., A,_1An € AjA| sdo cordas congruentes de A,

por isso equidistam do centro O.

Figura 8 — Circunferéncia circunscrita a um poligono regular

Sendo A, A}, ..., Al |, A} os respectivos pontos médios dos lados A1A;, AA3, ...,
Ap_1An, ApAy, temos que OA] = OA), = OA} = ... = OA] | = OA}, pois sdo as alturas dos

tridngulos isésceles congruentes. Logo, O € o centro da circunferéncia A’ que passa pelos pontos
/ / / !/ /
Al A5 Ay, AL L A

n-1°

Figura 9 — Circunferéncias inscrita e circunscrita a um mesmo poligono regular

ComoOT”1 J_m,OT”Z L%,OTJZ’ 1 A3Ay, ..., OAl 1 A,A;, temos que os lados
do poligono A{A, ... A, sdo tangentes a A’

Logo, o poligono regular AjA, ... A, é circunscrito a circunferéncia A’. E, se existisse
outra circunferéncia inscrita ao poligono AjA; . . . A,, ela passaria pelos pontos A", AL, ... Al e

seria, entdo, coincidentes com A’. OJ

Diante das circunstancias em que todo poligono regular € inscritivel e circunscritivel,
conseguimos denotar outros elementos geométricos que compdem um poligono regular. Chama-
mos estes de elementos do poligono regular, que serdo muito importantes para a defini¢dao do

calculo da area dos mesmos.
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Elementos do poligono regular

Para os poligonos regulares, nomearemos elementos particulares.

Centro (O): o centro de um poligono regular € o centro comum das circunferéncias inscrita e

circunscrita.

Apétema (a): qualquer segmento com uma extremidade no centro e a outra no ponto médio de

um lado. Ele € o raio da circunferéncia inscrita.

Raio (r): qualquer segmento com uma extremidade no centro e a outra no vértice do poligono

regular. Ele € o raio da circunferéncia circunscrita.

Angulo céntrico (a.): € o angulo formado por dois raios que passam por vértices consecutivos

do poligono regular. Note que centro do poligono € o vértice desse angulo.

¢

Figura 10 — Elementos do poligono regular

Para todo poligono regular, conseguimos determinar sua aresta, apotema, raio, angulo
céntrico e angulo interno. E, pelas demonstracdes feitas anteriormente, conseguimos destacar
que todo poligono regular de n lados pode ser dividido em #n tridngulos isdsceles congruentes,

como mostra a Figura 11.

Figura 11 — Decomposi¢do de um poligono regular

Analisando apenas um desses tridngulos, podemos perceber que dentro do tridngulo
isésceles, temos um tridngulo retangulo formado pelo apétema, o raio e a metade da aresta

do poligono. E, dois de seus angulos internos correspondem as metades dos angulos céntrico e
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L
2

Figura 12 — Tridngulos dentro de um poligono regular

interno do poligono regular. Sendo assim, podemos aplicar as relagdes métricas e trigonométricas
de um triangulo retangulo.
Definiremos algumas relagdes conhecendo apenas o nimero de lados .

No poligono regular

Angulo céntrico:

. 360°
de = (5)
n
Angulo interno:
. (n—2)-180°
4= (©6)

Aplicando o Teorema de Pitdgoras, temos

2
P =d*+ (é) (7

Aplicando as razdes trigonométricas, temos

sen (E)_COS (7)7 ®)
e(5)=2=cot(3 )

Desenvolvendo e interligando cada uma dessas relacdes, podemos definir as medidas da
aresta, raio e apétema, um em fungdo dos outros, de acordo com o nimero dos n lados.

Medida da aresta, da Equagdo (7)

0 = /4.2 -a?), (10)

ou aplicando a equacdo (9), para reescrever apenas em fun¢do no namero de lados

( = 2a~tg(%)
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a;
= 2q-cot| =
oo (2)
dc
= 2. zc
a
= 2r. el
rm(z)
((n—2) 90°>
= 2r-cos

Medida do ap6tema, da Equacao (7)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)
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2.3 AREA DOS POLIGONOS

Trabalharemos com a parte axiomdtica da geometria plana, permitindo definir algumas

férmulas para o cdlculo da drea de poligono regulares.
Axioma 1. Poligonos congruentes tém dreas iguais.

Axioma 2. Se um poligono é particionado em um niimero finito de outros poligonos, entdo a

drea do poligono maior é a soma das dreas dos poligonos menores.

Axioma 3. Se um poligono contém outro (menor) em seu interior, entdo a drea do poligono

maior é maior do que a drea do poligono menor.
Axioma 4. A drea de um quadrado de lado 1 é igual a 1.

Vamos determinar um método para calcular a drea da regido poligonal qualquer, asso-
ciando uma figura plana com um nimero real. Supondo, entdo, uma regido poligonal arbitraria
R, de area AR, vamos determinar seu valor por aproximacao, por falta ou excesso. Assumimos
entdo Ar sendo a drea da regido poligonal E, que contém R, e A a drea da regido poligonal F
contida em R. Podemos considerar que Ar é composta por regides poligonais R, Ry, ..., Ry,
jé& conhecidas e classificadas (ex.: retangulos, quadrados ou tridngulos), cujo a soma de suas
areas resultem em um nimero real positivo e cuja as aproximagdes por falta sdo as areas dos

poligonos contidos em R .

R,

R,

]

Figura 13 — Area da superficie de um poligono qualquer

Além do método apresentado, também precisamos definir uma unidade de medida que
serd utilizada para dimensionar a superficie poligonal. A unidade de medida a ser utilizada é
a regido quadrangular unitdria, ou seja, uma regido formada por um quadrildtero regular (um

quadrado) cujo lado mede uma unidade de medida linear (u.m.l.).
Proposicao 4. A drea de um quadrado de lado ( (u.m.l.) € igual a 0% (um.1)?.

Esta proposi¢@o nao serd demonstrada, mas seguem algumas observagdes.
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Seja a regido quadrangular de lado n, sendo n € N, essa regido pode ser dividida em n?

regides unitarias. Sendo assim, temos a drea da regido Q € a soma das areas dessas n?

unitdrias, determinada por AQ = n?.

regioes

. . m .
Agora, consideremos uma regiio quadrangular Q' de lado —, sendo m,n € N, e 4rea
n
 x s n m .
Ao Decompondo a regido unitdria em n? regides de lado — por fila, em 7 filas, formando assim
n

m . . . L g s qe
um quadrado de lado — - n = m, sendo assim, drea igual a m?. Como este quadrado estd dividido

n
em n2, a sua drea é igual a soma das dreas desses n? quadrados. Logo A¢y - n?=m?e, portanto,
A= m? o ym\2
o=z=(5)
O caso em que o lado do quadrado é ¢, com ¢ € R*, usamos aproximagdes racionais ao
valor .

Partindo do principio de que em uma superficie poligonal arbitraria R contém regides
unitdrias, ou subunitdrias, é possivel ter uma aproximacdo da drea deste poligono. E quando
associamos os conceitos apresentados acima a poligonos em uma forma geral, pensar na estrutura
do calculo de drea de um poligono regular nos remete a uma aplicacdo mais especifica, tendo em
vista que um poligono regular de n lados pode ser dividido em 7 tridngulos congruentes. Basta

definir o cdlculo da 4rea deste poligono em especifico.
Proposicao 5. A drea de um retdngulo é o produto da sua base pela sua altura.

Demonstragdo. Seja b a base do retangulo e & a altura, temos:

b
Figura 14 — Retangulo

a) se b e h sd0 comensuraveis:
Existe uma (sub)unidade u talque b =m -ue h =n - u, sendo m,;n € Zy. Logo, R(b,h)
pode ser particionado em m - n quadrados de lados u.

Entao,

AR = men-u?

(m - u)(n - u)

b-h (16)

b) se b e h sdo incomensuraveis:
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Ug\ Iu
b
Figura 15 — Comensurabilidade das dimensdes de um retangulo

by,

b

Figura 16 — Incomensurabilidade das dimensdes de um retangulo

Sejam (ay) e (by) sequéncias de ndmeros racionais que tendem a A, tais que | b, —a, | <
1

5 € anu < h < bpu.

De uma perspectiva geométrica, temos:

b-anu<Ap<b-byu (17)
Por outro lado, de uma perspectiva algébrica, temos

b-anu<b-h<b-byu, (18)

pois ayu < h < byu.

Assim, temos

AR—b-h‘<}bn—an|bu<%,Vn. (19)

Ar—b-h| = 0. Ou seja,

AR = b - h. Portanto, a 4drea de um retangulo € o produto entre sua base e sua altura.

Logo, [AR —b - h| € menor do que qualquer valor positivo. Entao,

O

Proposicao 6. A drea de um paralelogramo ABCD ¢é o produto da medida de um de seus lados

pela medida da altura relativa a este lado.

Demonstragdo. Sejaum paralelogramo ABCD, de diagonais AC e BD, sobre a reta AB, tracamos
os pés das perpendiculares de C e D, denominados E e F, respectivamente, em que F € AB.

Perceba que AADE = ABCF, e com isto, definimos que A4pr = Agcr- Entdo, temos

Aacp = AapF +ABrpc = ABCE + Aprpc = ACDFE- (20)
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Figura 17 — Paralelogramo

Note que, CDFE é um retangulo de altura DF = EC = h e base EF = FB + BE =
FB +AF = AB.
Portanto, a drea de um paralelogramo ABCD € o produto da medida de um de seus lados

pela medida da altura relativa a este lado. ]
Determinaremos a drea de um tridngulo pela proposicao.

Proposicao 7. A drea de um tridngulo é a metade do produto da medida de um de seus lados

pela altura relativa a este lado.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo de alturas hg, hy, € he, respectivamente, relativas aos
lados a, b e c. Tracando uma reta paralela a reta BC passando em A, e uma reta paralela a reta

AB passando em C, temos como ponto de interse¢ao dessas retas paralelas um novo ponto D.

Figura 18 — Tridngulo

Entdo, ABC = CDA pelo caso ALA, pois BAC = DCA, CA é o lado comum e BCA =
DAC LOgO, AABC = ACDA'
Como ABCD ¢ um paralelogramo de base a e altura A, pela proposi¢do anterior, temos

a-hg =Aspcp = AaBc +Acpa = AaBc Y AaBc =2 - AaBc- (21)
Com isso, 2 - Aggc = a - hy e, portanto,

a-h
Aapc =5 (22)

]

Visto como € realizado o célculo da drea de um triangulo, retomando a estrutura de de-
composicdo de um poligono regular de n lados medindo ¢, em n tridngulos isdsceles congruentes,

a drea do poligono regular serd a soma das dreas destes n tridngulos formados.
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Figura 19 — Decomposi¢do da drea de um poligono regular

Cada triangulo isdsceles tem base igual ao lado do poligono, e altura (relativa a base) é

o ap6tema deste poligono. Calculando a drea A7 de um desses tridngulos, temos:

l-a
Ar = — 23
=" (23)
Como o poligono € formado por n tridngulos de drea A, a area do poligono A,,,; € igual a
l-a n-l-a
Ap01=n~AT=n~T= ) . (24)
Portanto,

n-t-a

Apol = ) (25)
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3 GEOMETRIA ESPACIAL

Dentro do estudo da Geometria Espacial, abordaremos a estrutura dos s6lidos geomé-
tricos: prisma regular reto e piramide regular reta, assim como suas respectivas dreas (lateral e
total) e volumes.

Assim como no capitulo anterior, as defini¢des e resultados necessarios anteriores aos
conceitos apresentados serdo baseados no volume 10 da colecdo Fundamentos de Matematica
Elementar (DOLCE; POMPEOQO, 2013a).

3.1 PRISMAS

Os prismas sdo sélidos geométricos limitados lateralmente por paralelogramos e por dois

poligonos congruentes e paralelos.

Definicao 7 (Prisma). Sejam A|A, ... A, um poligono convexo de n lados contido em um plano
o e um segmento MN ndo paralelo a o. A reunido de todos os segmentos paralelos e congruentes
a MN, com uma extremidade sobre a regido poligonal de A{A, . .. A, e num mesmo semiespaco

determinado por o, chamaremos de prisma.

i

Figura 20 — Prisma

Da defini¢do, temos que € determinado um poligono A’lA’2 ... A}, congruente ao poli-
gono A1AyA3 ... Ay, contido em um plano 3 paralelo ao plano a. As regides poligonais de
A1ArAz .. Ay e AYAL .. A} sdo chamadas de bases do prisma. A reunido de todos os segmen-
tos paralelos e congruentes a MN com uma extremidade sobre o poligono AjA, ... A, serd
chamada de superficie lateral do prisma. J4 os segmentos paralelos e congruentes a MN, que

tém extremidades nos vértices dos poligonos das bases, chamamos de arestas laterais.

/

i+1
_ / _ / o~ . .

Apy1 = Ay e A, | = Aj. As regides poligonais desses paralelogramos, chamaremos de faces

Temos, da defini¢do, os paralelogramos A,-A;A Aji1,comi=1,2,...,n, considerando
laterais do prisma. Os segmentos entre vértices do prisma que nao sdo arestas, nem diagonais
das bases e das faces laterais, serdo chamados de diagonais do prisma.

Considerando o Prisma formado, temos:
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Vértices: Al,Az,A:),, C ,An_l,An,A, ,A, ,A/ P ,A/ An.

n—-1°

Arestas (base e laterais): AjAy, AyAs, ..., A, 1Ay, AyAL, ANAL ALAL, L ALAY L AGAL,
AnAL.

Faces (base e laterais): AjA; ... Ay, AJA) .. A}, AJATAL Ay, AJALALAS, .. Ay Al (AL A,

(a) Base do prisma (b) Prisma

Figura 21 — Convexidade de um poligono

Classificacao

Iremos apenas trabalhar com o prisma regular, cuja base € um poligono regular. Podemos
ter o prisma reto, quando as arestas laterais sdo perpendiculares aos planos da base, e o prisma

obliquo, quando as arestas sdo obliquas aos planos das bases.

(a) Prisma obliquo (b) Prisma reto

Figura 22 — Classificacao de um prisma

Analisando o prisma regular reto, € possivel formar um tridngulo retdngulo cuja hipote-
nusa € a diagonal do prisma, e os catetos sao a diagonal da base e a aresta lateral. E como vimos
no capitulo anterior, uma diagonal da base de um poligono regular é congruente ao dobro do
raio (didmetro) da circunferéncia que circunscreve este poligono.

Diante do tridngulo retangulo, € possivel aplicar relacdes métricas e trigonométricas, e
assim, relacionar medidas de apdtemas, raios e lados do poligono da base, com demais arestas e
diagonais do prisma.

Sabendo sobre a composi¢do do prisma e a relacdo entre o cdlculo das medidas de
seus elementos, € possivel também calcular a 4drea da superficie. Entdo, decompondo a area da
superficie de um prima em retangulos e poligonos é possivel definir sua drea. Sabemos que a
area de um poligono regular de n lados é dada por

A n-t-a

pol = ) (26)
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(a) Quadrangular (b) Hexagonal

Figura 23 — Tridngulos retangulos nos prismas

sendo n o nimero de lados do poligono da base (nimero de arestas da base), ¢/ a medida da
aresta da base e a a medida do apdtema da base.

Como o prisma tem 2 bases congruentes, temos que a drea das bases (Aj) € dada por:
Ap=n-{-a. 27

Sabendo que as faces laterais sdo retangulos, a soma das faces laterais estd associada ao
nimero de lados do poligono da base. Assumindo um poligono de n lados, para a area lateral
(Ap) temos que:

Ap=n-0-h. (28)

Portanto, a soma das dreas das bases e a drea lateral compdem a drea da superficie do prisma

(App) que é dada por
Apyy=Ap+Aj=n-L-a+n-{-h=nl(a+h). (29)

Sabendo que os sdlidos geométricos apresentam 3 dimensdes, € possivel também calcular seu

volume.

3.2 VOLUME DO PRISMA

O volume de um sélido é um nimero real positivo associado ao sélido tal que:

1. sélidos congruentes tém volumes iguais;

2. se um solido é particionado em um ndmero finito de outros sélidos que niao tem
pontos internos em comum, entdao seu volume € a soma dos volumes desses outros
sélidos;

3. se um s6lido € um cubo de aresta 1 u.m., entdo seu volume € igual a 1 (u.m.)3.

Para a demonstracdo do célculo do volume dos prismas, iremos partir do cubo e do
paralelepipedo retangulo, aplicando uma anélise semelhante a ja apresentada na Proposi¢do 6

(4rea de um retangulo).

Teorema 1 (Volume do prisma). O volume de um prisma é igual ao produto da drea da sua

base por sua altura.
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Demonstragdo. Seja um paralelepipedo P de dimensdes a, b e c. Vamos estabelecer uma razao

de quantos cubos unitdrios mensuram as dimensdes do paralelepipedo.

a 1

P(a.b.c) P(1,1,1)

Figura 24 — Paralelepipedo qualquer e cubo unitario

Seja P definido por P(a,b,c) e o cubo unitario C por P(1,1,1), o volume pode ser dado

por
Pabec) a b ¢
— =_._.2 =a-b-c. 30
PALL 1 1 1°97°°¢ (30)
E/
P P
N -
LA A1

Figura 25 — Decomposi¢ao do prisma em cubos unitarios

Essa decomposicdo de P em cubos unitarios fornece algumas variacdes de paralelepi-
pedos retangulos em func¢do das suas dimensdes. Denotamos alguns deles para andlise, como
P(a,b,c),Pi(a,b,1),Py(a,1,1)e P(1,1,1).

Estabelecendo a razio entre esses paralelepipedos, temos

P(a,b,c) c
Vi=———=—-=c¢, 31
Y= Piaby 1°° @D
Pi(ab,1) b
=—=—=b, 32
27 Pyal,) 1 (32)
Py(a,1,1
_Pall) _a_ (33)

3TPALLY 1
Podemos perceber que cada par de paralelepipedos analisados possuem bases congruen-

tes. Vejamos:

* em V{, os primas P e P, tétm bases congruentes (a,b);

* em V5, os primas P e P, ttm bases congruentes (a,1);
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* em V3, os primas P, e C, t€ém bases congruentes (1,1).

Pela congruéncia de bases, ao calcular a razdo entre os paralelepipedos, podemos perce-
ber que P & proporcional a Py, que P; por sua vez é proporcional a P,, e que P, € proporcional
a C. E desta forma, € perceptivel a proporcionalidade entre os todos os paralelepipedos. Entdo,

multiplicando esses paralelepipedos decompostos, membro a membro, temos

P(a,b,c) Pi(ab,1) Pral,l) ¢ b a
= . . =— .- — =c-b-a=a-b-c. (34)
Pi(a,b,1) Py(a,l1,1) P,1,1) 1 1 1

Portanto, o volume de um paralelepipedo retangulo € igual ao produto de suas dimensdes
V=a-b-c. (35)

Constatando que o poligono da base de um paralelepipedo retangulo € um retangulo, e
como Visto no capitulo anterior, a drea de um retangulo € dada pelo produto das suas dimensdes,
podemos concluir que o volume de um paralelepipedo retingulo também pode ser representado

pelo produto da drea da base pela medida da altura

V=a-b-c=(@@-b)-c=Ap-h. (36)
O

Partindo do principio de que um paralelepipedo retangulo pode ser decomposto em
outros paralelepipedos retangulos menores (de bases congruentes e uma altura menor), supomos
que existam uma quantidade de n desses paralelepipedos retangulos menores. Imaginamos duas
situagdes sobre um mesmo plano a e um mesmo semiespago determinado por a:

1. todos estes paralelepipedos retangulos alinhados e sobrepostos, formando um parale-

lepipedo retangulo maior;

2. todos estes paralelepipedos retdngulos desalinhados e sobrepostos, formando um

sOlido irregular.

Figura 26 — Principio de Cavalieri

Em ambas as situacdes, a unido do volume de cada um dos paralelepipedos sobrepostos
€ 0 mesmo.
Agora, se ambos os sélidos forem interseccionados por um plano 3 paralelo ao plano o

da base, a intersec¢do do plano 8 com ambos os sélidos sdo duas superficies equivalentes, ou
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seja, de mesma drea. Repetindo-se o processo em qualquer distancia em relagdo a base desses
solidos, teremos 0 mesmo caso, que nada mais € do que a aplicacdo do Principio de Cavalieri:

“Dois s6lidos, nos quais todo plano secante, paralelo a um dado plano, determina super-
ficies de dreas iguais (superficies equivalentes), sao s6lidos de volumes iguais (sélidos equiva-
lentes).”

O Principio de Cavalieri implica na organizacdo distinta de sélidos com suas bases
coplanares e paralelas as se¢des de dreas congruentes. Iremos abordar os volumes dos prismas
cujas as secoes de dreas sdo poligonos regulares.

Partindo do Principio de Cavalieri, suponhamos que dois s6lidos (sendo um eles um
paralelepipedo retangulo) em que suas bases sdo equivalentes e suas alturas congruentes, t€m
bases em um mesmo plano a e um mesmo semiespaco determinado por . Quando seccionados
por um plano f3, paralelo a a, as se¢des formadas nos dois sélidos determinam dreas congruentes
as suas bases. Ou seja, pelo Principio de Cavalieri, os dois sélidos possuem volumes iguais.

Como visto anteriormente que o volume de um paralelepipedo retangulo é dado por
V = Ay - h, estendendo o célculo para uma base no formato de um poligono regular de n lados,

temos

n-f-a nfah
V:Abase'h:(T)'h: 2 . (37)
Portanto, tah
V=”;. (38)

3.3 PIRAMIDES

Baseado na construcdo estrutural feita nos prismas, iremos definir a estrutura das pirami-

des.

Definicao 8 (Pirdmide). Considerando o poligono convexo A1A2A3 ... Ay, de n lados contido
em um plano o e um ponto P ndo pertencente ao plano a. A reunido de todos os segmentos com
uma das extremidades em P e a outra na regido poligonal de A{AyAsz . .. Ay, forma o sdlido que

é chamado de piramide.

Figura 27 — Piramide
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O ponto P serd denominado vértice da pirdmide. A regido poligonal AjA, ... A, chama-
remos de base da piramide. Os vértice do poligono AA; ... A, serdo chamados de vértices da
base.

Os lados do poligono da base serdo chamados de arestas da base, e os segmentos com
extremidades no vértice da piramide e em um dos vértices da base serdo chamados de arestas
laterais.

Os tridngulos definidos pelo vértice da piramide e uma das arestas da base serdo chama-
dos de faces laterais.

A distancia entre o vértice P e o plano que contém a base € a altura / da piramide.

Considerando a piramide formada, usando a Figura 28 como auxilio, temos:

Arestas (base e laterais): A{A), AyA3, ..., AsA1, AP, AP, A3P, ..., AyP.

Faces (base e laterais): AjAyA3...A;, A1AQP,ArA3P,A3A4P, ..., AyA 1 P.

Figura 28 — Elementos da piramide

Classificacao

Iremos apenas trabalhar com o piramide regular reta, cuja base € um poligono regular.
E, podemos ter a piramide obliqua, quando a projecdo ortogonal do vértice V sobre o plano da
base, ndo coincide com o centro da base.

Analisando a piramide regular reta, temos que suas arestas laterais sdo congruentes e
suas faces laterais sdo tridngulos isésceles congruentes. E a altura dessas faces triangulares,
chamamos de ap6tema da pirdmide. Assim, € possivel perceber que existem tridngulos retangu-
los. Da ilustracdo apresentada a seguir (ver Figura 30), podemos tirar de imediato 4 triangulos

analisados nos seguintes casos:
1. cuja hipotenusa é a aresta lateral e os catetos sdo a altura da piramide e o raio da

circunferéncia que circunscreve a base (ver Figura 31a);

2. cuja hipotenusa € o apdtema da piramide e os catetos sdo a altura da piramide e o

apotema da base (ver Figura 31b);
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(a) Piramide obliqua (b) Piramide reta

Figura 29 — Classificacao de uma piramide

3. cuja hipotenusa € a aresta lateral e os catetos sdo o apétema da piramide e a metade

da aresta da base (ver Figura 31c¢);

4. cuja hipotenusa € o raio da circunferéncia que circunscreve a base e os catetos sdo o

apdtema da base e a metade da aresta da base (ver Figura 31d).

Figura 30 — Piramide regular reta

(a) Triangulo 1 (b) Triangulo 2 (c) Triangulo 3 (d) Triangulo 4

Figura 31 — Triangulos retangulos em uma piramide regular reta

Diante destes tridngulos retangulos, € possivel aplicar relacdes métricas e trigonométri-
cas, e assim, relacionar medidas de apdtemas, raios e lados do poligono da base, com demais

arestas e apotemas da piramide.
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Ainda sobre a piramide regular reta, podemos perceber que suas bases sdo poligonos
regulares dos quais j4 foram apresentados no capitulo anterior, e as faces laterais sdo triangulos

1sOsceles cuja base € também a aresta da base e a sua altura € o apdtema da piramide.

[

(a) Triangular (b) Quadrangular (c) Hexagonal

Figura 32 — Piramides regulares retas

Sabendo sobre a composicdo da piramide e a relagdo entre o cdlculo das medidas de seus
elementos, € possivel também se calcular a drea da superficie. Para isso, decompde-se suas faces
em poligonos regulares de n lados e n tridngulos isdsceles, dos quais ja sabemos calcular suas
areas.

Entdo, a 4rea da superficie de uma piramide consiste na soma das areas de suas faces.

Sabemos que a drea de um poligono regular de n lados (4rea da base) € dada por

n-t-a
Apol:Ab: 5 (39)

Sabendo que as faces laterais sdo tridngulos isdsceles, e que a drea de um desses tridngu-

los pode ser dada por

2
A soma das areas das faces laterais estd associada ao nimero de lados do poligono da

Ar = (40)
base. Assumindo um poligono de n lados, temos que

g‘ap
Ap=n-—2. @1)

Portanto, a soma das dreas da base e a drea lateral, compdem a drea da superficie da
piramide (App) que é dada por
n-E-a+n-€-ap _n-l
2 2 2

Sabendo que os sdlidos geométricos apresentam 3 dimensdes, € possivel também calcular

App =Ap+Ay = (a+ap). (42)

0 seu volume.

3.4 VOLUME DA PIRAMIDE

Como vimos no capitulo anterior, sabemos que todo poligono regular de n lados pode ser

dividido em tridngulos is6sceles congruentes. E como estamos analisando piramides regulares,
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podemos dividir uma piramide regular cuja base € um poligono de n lados, em n piramides cujas
bases sdo triangulos isOsceles congruentes, isto €, em piramides cujo volume também serdao
congruentes. Entdo, para determinar o volume de uma piramide regular de n faces, basta somar
o volume dessas piramides de base triangular (tetraedro).

Como base para o célculo do volume de um tetraedro, iremos partir da decomposicdo de

um prisma de base triangular.

Teorema 2 (Volume da pirdmide). O volume da piramide é um terco do produto da drea da

base pela medida da altura.

Demonstragdo. Seja o prisma triangular (de base triangular) ABCDEF, de volume Vpy,. Po-
demos decompor em 3 piramides triangulares (de base triangular e volume Vpp), sendo eles
PD{ = ABCD, PD, = CDEF e PD3 = ACDE.

// .
/ 1 B &

(a) Prisma ABCDEF  (b) Tetracdro ABCE (c) Tetraedro CDEF (d) Tetraedro ACDE

Figura 33 — Decomposi¢ao do prisma triangular em tetraedros

Entao, temos
Vem = Vep, + Vep, + VpD;. (43)

Analisando as piramides PD; e PD,, podemos perceber que elas possuem bases ABC
e DEF, que também sdo bases do prismas ABCDEF, ou seja, sdo congruentes. Além disto,
possuem alturas iguais a altura do prisma ABCDEF. Assim, podemos concluir que sdo piramides

de mesmo volume. Entéo,
Vep, = Vpp,. (44)

Analogamente, analisando as piramides PD, e PD3, podemos perceber que elas possuem
bases CDF e ACD, que em conjunto formam o paralelogramo ACDF de diagonal CD, sendo
assim, podemos concluir que também sdo congruentes. E, a distincia de ambas as bases até
o vértice E € a mesma, logo, tem mesmas alturas também. Assim, podemos concluir que sao

piramides de mesmo volume. Entdo,

Vep, = VeD,- (45)

Como Vpp, = Vpp, € Vpp, = Vpp,, temos que Vpp, = Vpp, = Vpp,, €

Ve = Vpp, +Vpp, + Vpp,
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“//PM = 3-Vpp

PM

3 Vep

Abase “h

Chase "2 _ ypp, 46
3 PD (46)

ou seja, o volume de uma pirdmide é um terco do produto da drea da base pela medida da altura

Ap - h
Vep == (47)

]
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4 PROPOSTA DE MATERIAL DIDATICO

Este capitulo traz a proposta de um material didético interativo, afim de contribuir para
uma melhor visualizacio e representacdo de objetos geométricos bidimensionais e tridimensi-
onais, além de, fugir um pouco da abordagem do uso de um grande nimeros de férmulas que
calculam as medidas dos elementos e espacos ocupados por esses objetos.

Com base na fundamentacao tedrica desenvolvida nos capitulos anteriores, o material
foi pensado para ser apresentado de forma clara, resumida e objetiva. Trazendo em seu corpo,
definicdes e exemplos apresentados de uma forma dindmica e interativa, permitindo que tenha-se
uma visualiza¢@o que ndo € possivel nos livros diddticos usuais. Ainda, pensando nos momentos
em que o aluno estuda sem a presenca do professor, foi desenvolvida uma calculadora para que
o aluno possa conferir os resultados dos seus cdlculos. Foram desenvolvidos alguns modelos de
calculadoras que permitem obter os valores de elementos como: aresta, raio, apotema, area de
superficie e volume, diante da quantidade de lados deste objeto.

Visando uma otimiza¢do da proposta de criar uma material didatico, inicialmente foi
pensado na abordagem apenas dos poligonos regulares, prismas regulares retos e piramides
regulares retas, devido a grande recorréncia destes casos no ensino da Geometria na educagao
basica. Permitindo, futuramente, uma continuidade e expansao para as circunferéncias, corpos
redondos e poliedros.

Para o desenvolvimento do material, foi criado um site usando a plataforma gratuita
do Google Sites (disponivel em: https://sites.google.com/view/geometria-teste 7usp=sharing),
contendo uma pégina inicial, (ver Figura 34), de apresentacdo da proposta de criacdo, objetivo e

justificativa, seguido de subpdginas separadas por blocos:

Geometria Plana: trabalhando com os poligonos regulares, calculadoras linear e de superficie

(ver Figura 35).

Geometria Espacial: trabalhando com os prismas regulares retos, piramides regulares retas e

calculadoras de superficie e volume (ver Figura 36).

Exercicios: propondo exercicios de Geometria Plana e Espacial (ver Figura 37).

Cada um deses blocos serd apresentado a seguir mostrando sua estrutura.

geometria.euclidiana Inicio  GeometriaPlana v  GeometriaEspacial v  Brercicios = Q

Geometria

Euclidiana

Figura 34 — Pégina do site: Inicio
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geometria.euclidiana Inicio  GeometriaPlana v  GeometriaEspacial v Brercicios  Q

Poligonos

Calculadora

Geometria Plana

Figura 35 — Pégina do site: Geometria Plana

geometria.euclidiana Inicio  GeometriaPlana v  Geometria Espacial v Exercicios  Q
Prismas

Piramides

Geometria Espacie.

Figura 36 — P4gina do site: Geometria Espacial

geometria.euclidiana Inicio  GeometriaPlana v  Geometria Espacial v Exercicios =~ Q

Exercicios

Figura 37 — P4gina do site: Exercicios

4.1 GEOMETRIA PLANA

A subpégina de Geometria Plana foi dividida em duas partes: Poligonos e Calculadora.
Apresentando-os:

4.1.1 POLIGONOS

A subpégina sobre os poligonos inicia apresentando sua defini¢do e classificagdo por
uma tabela e uma constru¢do no GeoGgebra, que permite movimentar um controle deslisante
que modifica a imagem do poligono e sua classificagdo, de acordo com o valor correspondente
a quantidade de lados do poligono, ver Figuras 38, 39 e 40.

| Nimero de arestas |
Tridngulo 3
Quadril 4
Pentagono 5
Hexgono 6
Heptégono 7
Octégono 8
Eneagono 9
Dodecégono 10
Undecégono 1

Dodecégono 12

Icosagono 20

'y
..
:

Triangulo

Figura 38 — Classificacdo de um poligono regular de 3 lados
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| Nimero de arestas |

Tringulo 3
Quadrilitero 4
Pentdgono 5
Hexdgono 6
Heptégono 7
Octégono 8
Enedgono 9
Dodecégono 10
Undecégono 1
Dodecégono 12
n=13 Icoségono 20

Tridecagono

Figura 39 — Classificacdo de um poligono regular de 13 lados

| Nimero de arestas |

Tridngulo 3
Quadrildtero 4
Pentégono 5
Hexdgono 6
Heptagono 7
Octégono 8
Enedgono 9
Dodecigono 10
Undecégono 1
Dodecégono 12
n=20 Icoségono 20

Icosagono

Figura 40 — Classificacao de um poligono regular de 20 lados

Em seguida, traz a defini¢do de poligono convexo e ndo convexo, acompanhado de uma
constru¢cdo no GeoGebra que permite movimentar as extremidades de um segmento contido no

poligono (nos dois casos), mostrando em que circunstancia um poligono deixa de ser convexo.

~ —MOVA™S,_
/IUID‘.FA = - ‘ \ . n
MOVA \ ==
d MOVA o e /
\ \ - |
| - MOVA
! — o
<
Poligono Convexg Poligono No Convexo

ra
La

Figura 41 — Teste de convexidade de um poligono

"
P E “\, MOVA
/ N < y
/ \ "~
MOVA =0 /
< \ — |
" | 2 /
z, \ MOVA
)\ - &
—
-
Poligono Convexo Poligono N&o Convexo

Figura 42 — Teste de convexidade de um poligono

Na sequéncia, iniciam-se os poligonos regulares inscritos e circunscritos, apresentando

sua defini¢do e elementos. Na estruturaciao da representacdao dos elementos, também hd uma
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construcao do GeoGebra, também com o uso do controle deslisante permitindo alterar o niimero

de lados e sua classificagdo, além de conter os elementos como aresta, apdtema, raio e angulos,

e como se alteram de acordo com a quantidade de lados do poligono.

Triangulo

Figura 43 — Elementos de um poligono regular de 3 lados

Hexagono

Figura 44 — Elementos de um poligono regular de 6 lados

O—T-16

Hexadecagono

Figura 45 — Elementos de um poligono regular de 16 lados

Na sequéncia, de acordo com a visualizacdo nas construgdes anteriores, nota-se a pre-
senca dos triangulos formados e seus elementos, nos quais sdo desenvolvidas e aplicadas as
relagdes métricas e trigonométricas para calcular a medida dos elementos do poligono. Sao
apresentados 3 exemplos resolvidos passo a passo, utilizando os 3 poligonos regulares mais
recorrentes no ensino da geometria na educacao bdsica, sdo eles: o tridngulo equilatero, o qua-

drado e o hexdgono regular. Cada um salienta uma observacgao frequente para todos os poligonos

em uma determinada classificacao.



Capitulo 4. Proposta de material diddtico 46

geometria.euclidiana Infio  GeometriaPlana v  Geometria Espacial v Exercicios &,

EXEMPLOS

1) Dado um triangulo equilatero de apétema medindo 2 u.m., inserito em uma circunferéncia. Determine a medida do seu lado e de seu raio.

Figura 46 — Poligonos: exemplo 1

geometria.euclidiana Inicio  GeometriaPlana v  GeometriaEspacial v  Exercicios =~ Q

Solucédo:

Dividindo o tridngulo equildtero em 3 tridngulos isésceles, e analisando um desses tridngulos, temos:

. 2 1 2
sen3d0° = = = = = -~ = = du.m.
" " I\ . r 2
e —_ 2 -
C_so;~ 2_V3_4
v Ll AR e e
£ 2 3

Portanto, dado um tridngulo equilatero de ap6tema medindo 2 u.m.. inscrito em uma circunferéncia, tem seu raio e lado medindo, respectivamente, 4 um.e 6,9 um..

13|~

OBS.: Em todo tridngulo equilatero inscrito em uma circunferéncia temos que o raio € o dobro da medida do apétema.

Figura 47 — Poligonos: exemplo 1 (continuagao)

Apds os exemplos resolvidos, sdo apresentadas as calculadoras lineares, com o propdsito
de verificar a execugao dos cdlculos. Sdo trés calculadoras que associam os elementos com o
numero de lados do poligono. Para utilizar a calculadora, basta inserir a quantidade de lados do
poligono junto a medida de algum elemento.

Na calculadora "Dado o Lado", ao inserir o nimero de lados do poligono e a medida
do lado, obtém-se as medidas do raio e apdtema para aquele poligono. Na calculadora "Dado
o Raio", ao inserir o nimero de lados do poligono e a medida do raio, obtém-se as medidas do
lado e do apétema. E por fim, na calculadora "Dado o Apdtema", ao inserir o nimero de lados
do poligono e a medida do apdtema, obtém-se as medidas do raio e do lado.

Apresentadas as calculadoras, fechando o estudo das medidas lineares, abre-se o tépico
sobre as medidas de superficies, apresentando a drea de poligonos regulares com base na decom-
posicdo de um poligono em tridngulos, dos quais anteriormente j4 foi apresentado como definir
e calcular suas medidas e elementos. A definicio acompanha um constru¢ido no GeoGebra, tam-
bém com o uso do controle deslisante para definir o nimero de lados e sua classificacdo, porém

agora, decompondo o poligono em tridngulos isdsceles compostos por aresta, raios e apdtema.
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Dado o Lado

Insira um valor no campo "Nimero de lados', & um valor no campo

"Medida do lado”

Numere de lados 20

Medida do lado 1

Raio 3.2

Apotema 3.16

um

Dado o Raio

insira um valor no campo “Nimero de lados’, & um valor no campo
"Raio".

Nimero de lados 3

Raio 1 um.

Lado 1.73 um

Apbtema 0.5

Dado o Apétema

Insira um valor no campo *Hdmero de lados”, e um valor no

"Apotema’.

Niimero de lados 4

Apotema 1

Raio| 1.41

Lado 2

campo

Figura 48 — Calculadoras das medidas lineares

n=9

5@

Eneéagono

Figura 49 — Decomposi¢do da drea de um poligono regular de 9 lados

®

Figura 50 — Decomposi¢do da drea de um poligono regular de 12 lados

Dodecagono

Com base nos exemplos resolvidos sobre as medidas lineares, amplia-se a resolu¢do de
exemplos envolvendo o cdlculo da drea de poligonos.
E, seguindo a mesma estrutura apresentada para as calculadoras anteriormente, ampliam-

se as calculadoras também para obter a medida da drea dos poligonos.

4.2 GEOMETRIA ESPACIAL

A subpégina de Geometria Espacial foi dividida em trés partes: Prismas, Piramides e

Calculadora. Apresentando-os:
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Eneadecagono

Figura 51 — Decomposi¢do da drea de um poligono regular de 19 lados

Dado o Lado Dado o Raio Dado o Apétema
Insira um valor no campo "Nimero de |ados®, & um valor no campo Insira um valor no campo "Nomero de lados”, e um valor no campo Insira um valor no campo "Mamero de |ados”, & um valor no campo
"Medida do lada". "Raio” "Apstema”.
Numero de lados 20 Nimero de lados 3 Nimero de lados 4
Medida do lado 1 um Raio 1 um Apotema 1 um
Rain-32 um Lado |1.73 .u.m Raio 141 u.m.
Apbtema‘3,|6 . um. Apotema 0.5 um Lado |2 um
Area| 31.57 P Area"l.?: Areald

Figura 52 — Calculadoras de medida de 4rea da superficie

4.2.1 PRISMAS

A subpdgina sobre os prismas inicia apresentando sua defini¢@o e seus elementos acom-
panhado de uma constru¢@o no GeoGebra de dois pontos de vista: o bidimensional apresentando
o poligono regular com controle deslizante (semelhante a construcdo apresentada na pagina so-
bre poligonos e sua classificagdo) e seus elementos; e o tridimensional apresentando o prisma

associado ao poligono da base, permitindo movimenta-lo em qualquer sentido.

Hexagono

(a) base (b) prisma

Figura 53 — Prisma hexagonal regular

Com base na estrutura apresentada sobre os prismas regulares retos e seus elementos,
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Eneagono
(a) base (b) prisma

Figura 54 — Prisma eneagonal regular

n=17

T ._ B

Heptadecagono

(a) base (b) prisma

Figura 55 — Prisma heptadecagonal regular

junto a ideia apresentada na pagina sobre poligonos e seu calculo de drea de superficie, apresenta-
se o cdlculo de drea de superficie dos prismas. A definicdo de como serd abordado o cdlculo
de dreas € acompanhado de uma constru¢do no GeoGebra baseada na construcio anterior (bidi-
mensional e tridimensional) com controle deslisante permitindo a escolha do niimero de lados
da base do prisma, acompanhado de um segundo controle deslisante que permite fazer a pla-

nificacdo do prisma (ja decomposto em figuras planas conhecidas), e também possibilitando a
movimentac¢ao do prisma em vdrios sentidos.

A

®—

Quadrildtero
Mova

(a) base (b) prisma planificado

Figura 56 — Prisma quadrangular regular

Na sequéncia, sdo apresentados 3 exemplos resolvidos passo a passo, utilizando os 3
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n=10

Dodecagono
Mova

(a) base (b) prisma planificado

Figura 57 — Prisma decagonal regular

n=15

Pentadecagono
Mova

®
(a) base (b) prisma planificado

Figura 58 — Prisma pentadecagonal regular

prismas regulares retas mais recorrentes no ensino da geometria na educacdo bdsica, sdo eles: o
de base triangular, quadrangular e hexagonal. Cada um utilizard como auxilio os valores sobre

areas encontrados nos exemplos (1), (2) e (3) apresentados nas paginas anteriores.

geometria.euclidiana Inicio  GeometriaPlana v  GeometriaEspacial v Ex

Exemplos:

1) Dado um prisma triangular regular reto de altura medindo 10 u.m. e ap6tema da base medindo 2 u.m.. Determine sua area total.

Figura 59 — Area do prisma: exemplo 1

Logo apds os exemplos sobre drea da superficie de um prisma, é apresentada a definicao

do cdlculo de volume de um prisma, também seguidos de exemplos contando também com o
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geometria.euclidiana Inicio  GeometriaPlana v  Geometria Espacial v Exer

Solugéo:

De acordo com os valores encontrados anteriormente na resolucio do exemplo (1 - sobre 4rea dos poligonos), & possivel determinar a medida da érea do triangulo regular
(equilatero) de apotema medindo 2. Ao decompor a superficie de um prisma em todas suas faces (pensando em uma planificacdo), temos que o prisma triangular regular tem dois
tridngulos equilateros congruentes (érea da base) e 3 reténgulos congruentes (area lateral). Entdo basta calcular a drea de um dos retangulos formados e soma-los 2 drea dos
tridngulos. Logo:

Ar=2-Api+3: At
Ay=12-(20,7)+3-(£-h)
—— Avotal = 2+ Apase + Atateras  —> Ar=2-(20,7)+3-(6,9-10)

Ap=41,4+ 207

A, = 248, 4(u.m.)?

Figura 60 — Area do prisma: exemplo 1 (continuagio)

auxilio os valores sobre areas encontrados nos exemplos (1), (2) e (3) apresentados nas paginas

anteriores.

geometria.euclidiana Infcio  GeometriaPlana v  GeometriaEspacial v Exercicios Q4

Exemplos:

1) Dado um prisma triangular regular reto de altura medindo 10 u.m. e apétema da base medindo 2 u.m.. Determine seu volume.

Figura 61 — Volume do prisma: exemplo 1

geometria.euclidiana Inicio  GeometriaPlana v  GeometriaEspacial v  Exercicios Q0

Solugéo:

De acordo com os valores encontrados anteriormente na resolucéo do exemplo (1 - sobre rea dos poligonos), € possivel determinar a medida da érea da base do prisma. Sabendo
que o volume de um prisma € igual ao produto a drea da base pela altura, temos:

V=A,;-h
—_— Volume = Apg,. - altura —_ vV =20,7-10

V = 207(um.)?

Figura 62 — Volume do prisma: exemplo 1 (continuagao)

E, seguindo a mesma estrutura apresentada para as calculadoras anteriormente, ampliam-

se as calculadoras também para obter a medida da drea da superficie (base, lateral e total) do
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prismas, assim como seu volume também.

Lado Raio Apétema
Insira um valor no campo "Ndmero d lados”, & um valar no campa Insira um valor na campo "Ndmero de lados®. e um valor no campo Insira um valor no campo "Ndmero de lados”, & um valar no campo
"Medida do lada" "Raio". "Apétema®.
Namero de lados 3 Numero de lades 3 Numero de lados 6
Atura 1 i Altura 1 um Altura 1 um
Medida do lado 1 um Raio 1 um Apétema 1 um
Area da base 0.43 umy Area dabase 13 . wmp Area da base 3 46 wm
Ares lateral 3 wmj Area lateral 5.2 wmy Area lateral 6.93 (um.j
Area Total 3.43 (u.m.y® AreaTotal 65 (um.y Area Total f 10.39 (u.m.)?
Volume| 0.43 Heake ) Volume | 1.3 g2 Volume .3,46 Ll

Figura 63 — Calculadora de superficie e volume de um prisma

4.2.2 PIRAMIDES

A subpégina sobre as piramides inicia apresentando sua defini¢do e seus elementos
acompanhado de uma construcao no GeoGgebra semelhante a constru¢do apresentada na pagina

sobre prismas.

Pentagono
(a) base (b) pirdmide

Figura 64 — Piramide pentagonal regular

Undecagono

(a) base (b) pirdmide

Figura 65 — Piramide undecagonal regular

Com base na estrutura apresentada sobre pirdmides regulares retas e seus elementos,
junto a ideia apresentada na pagina sobre poligonos e seu cdlculo de drea de superficie, apresenta-

se o cdlculo de 4rea de superficie de piramides.



Capitulo 4. Proposta de material diddtico 53

n=15

- e

Pentadecagono

(a) base (b) Piramide

Figura 66 — Piramide pentadecagonal regular

A defini¢@o de como serd abordado o cdlculo de dreas ¢ acompanhado de uma construgao
no GeoGgebra baseada na construcao anterior (bidimensional e tridimensional) com controle
deslizante permitindo a escolha do ndmero de lados da base da pirdmide, acompanhado de um
segundo controle deslizante que permite fazer a planificagdo da pirimide (j4 decomposto em
figuras planas conhecidas), e também possibilitando a movimentagdo da piramide em varios
sentidos.

Quadrilatero
Mova

°
(a) base (b) piramide planificada

Figura 67 — Piramide quadrangular regular

P
A

n=10
Dodecagono
Mova

L

(a) base (b) piramide planificada

Figura 68 — Piramide dodecagonal regular

Na sequéncia, sdo apresentados 3 exemplos resolvidos passo a passo utilizando as 3
piramides regulares retas mais recorrentes no ensino da geometria na educacao bdsica, sdo elas:
a de base triangular, quadrangular e hexagonal. Cada um, utilizard como auxilio os valores sobre

areas encontrados nos exemplos (1), (2) e (3) apresentados nas paginas anteriores.
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n=16
Hexadecagono
Mova
@

(a) base (b) piramide planificada

Figura 69 — Piramide hexadecagonal regular

geometria.euclidiana Inicio  GeometriaPlana v  GeometriaEspacial v Exercicios  Q

Exemplos:

1) Dado uma piramide triangular regular reta de altura medindo 10 u.m. e apétema da base medindo 2 u.m.. Determine sua area total.

Figura 70 — Area da pirdmide: exemplo 1

geometria.euclidiana Inicio  GeometriaPlana ~  Geometria Espacial v Exercicios = Q

Solucéo:

De acordo com os valores encontrados anteriormente na resolucao do exemplo (1 - sobre érea dos poligonos), € possivel determinar a medida da area do triangulo regular
(equildtero) de ap6tema medindo 2. Ao decompor a superficie de uma pirdmide em todas suas faces (pensando em uma planificacio), temos que a pirdmide triangular regular tem
um tridngulo equildtero (drea da base) e 3 trisngulos is6sceles congruentes (drea lateral), dois quais sua base € congruente a aresta da base da pirdmide, e sua altura € congruente ao
ap6tema da piramide. Entao basta calcular a drea de um desses tridngulos isésceles formados e soma-los a drea do poligono da base. Para determinar o apétema da piramide, basta
aplicar as relacdes métricas no tridgngulo retangulo formado por apétema, apétema da base e altura da pirémide. Logo:

t= Apri +3 - Apri

-
A1:20,7+3-( 2‘”’)

6.9.10,2
> At = Apse + Ataterar —> A=20,T+3- (T)

A, = 20,7+ 105,57

A, = 126, 27(u.m.)*

Figura 71 — Area da pirdmide: exemplo 1 (continuago)

Logo ap6s os exemplos sobre drea da superficie de uma piramide, € apresentada a defini-
¢do do cdlculo de volume de uma piramide, também seguidos de exemplos contando também
como auxilio os valores sobre dreas encontrados nos exemplos (1), (2) e (3) apresentados nas

paginas anteriores.
E, seguindo a mesma estrutura apresentada para as calculadoras anteriormente, ampliam-
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geometria.euclidiana Inicio  Geometria Plana v

Geometria Espacial v

Exemplos:

1) Dado uma piramide triangular regular reta de altura medindo 10 u.m. e apétema da base medindo 2 u.m.. Determine seu volume.

Figura 72 — Volume da piramide: exemplo 1

geometria.euclidiana Inicio  Geometria Plana v

Geometria Espacial v
Solugéo:

De acordo com os valores encontrados anteriormente na resolucéo do exemplo (1 - sobre drea dos poligonos), € possivel determinar a medida da drea da base da piramide. Sabendo
que o volume de uma pirdmide é igual & terca parte do produto a drea da base pela altura, temos:

A+ F
Volume = 2%
20,7-10

Apoee - altura — Volume = 3

3

Volume =

Volume = 69(u.m.)*

Figura 73 — Volume da piramide: exemplo 1 (continuagdo)

se as calculadoras também para obter a medida da drea da superficie (base, lateral e total) do

prismas, assim como seu volume também.

Lado Raio Apétema
Insira um valor no campe "Mumero de lados”, & um valor no campo Insira um valor ne campo "Nadmero de lades”, & um valor no campe Insira um walor no campe "Mamero de fades”, € um valor no campo
"Medidado lado" "Raio" “Apétema’
Numero de lados 3 Numero de lados 3 Nimero de lados. 6
Altura 1 um Altura L um Altura 1 u.m
Medida do lado 1 u.m. Raio L um Apdtema 1 um
Area da base 0.43 (wmy Area da base /1.3 (wm) /Area da base/3 46 (umy
Area lateral 1.56 (umy Area lateral 2.9 (umy Area lateral 4.9 umy
Area Total | 1.99 (umy Area Total 42 (um.y Area Total 246 (um.y
Volume 0,14 ol Volume 043 iy Volume 115 iy

Figura 74 — Calculadora de superficie e volume de uma piramide
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4.2.3 CALCULADORAS

Nesta subpdgina, sdo apresentadas apenas as calculadoras de superficie e volume utiliza-

das para o cdlculo com prismas e piramides regulares retas, em um tinico ambiente.

4.3 EXERCICIOS

Por fim, finalizando o site, nesta subpédgina sao apresentados anexos com listas de exer-

cicios sobre:

1. céalculo dos elementos (aresta, raio e apétema) de um poligono regular;
2. calculo de area de superficie de poligonos regulares;

3. calculo de 4rea de superficie (drea da base, drea lateral e area total) de um prisma

regular reto;
4. célculo de volume de um prisma regular reto;

5. calculo de édrea de superficie (drea da base, drea lateral e drea total) de uma piramide

regular reta;

6. cdlculo de volume de uma pirdmide regular reta.
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5 CONCLUSAO

A dissertagcdo buscou explorar e abordar os desafios enfrentados no ensino da geometria
euclidiana, destacando sua importincia na formagdo cognitiva dos alunos e reconhecendo as difi-
culdades frequentemente encontradas por professores e estudantes. Através da andlise da BNCC
foi possivel identificar a relevancia da geometria euclidiana como uma area de conhecimento
que contribui para a formagao critica dos individuos.

Foi ressaltada a abordagem interdisciplinar proposta pela BNCC, enfatizando a conexao
da geometria com outras dreas do conhecimento e com situacdes do cotidiano. No entanto,
a implementacdo eficaz desse componente curricular enfrenta desafios, como a caréncia de
recursos didéticos adequados, a abstragdo de conceitos geométricos e a necessidade de formagao
continua dos educadores.

A andlise de alguns livros didéticos anteriores e posteriores a reformulagdo da BNCC
revelou uma evolucio na abordagem da geometria euclidiana, com uma maior contextualizagao
dos conteudos e a incorporacdo de recursos visuais e tecnoldgicos para auxiliar a visualizagdo e
compreensdo dos conceitos geométricos.

Diante dessas constatacdes, foi desenvolvida uma proposta de material didético interativo
com o objetivo de superar os desafios identificados no ensino da geometria euclidiana. O ma-
terial busca proporcionar uma abordagem mais visual e prética, concentrando-se em poligonos
regulares, prismas regulares retos e piramides regulares retas. O uso de calculadoras interativas e
um ambiente virtual de aprendizado dinamico foram incorporados para auxiliar na compreensao
e no célculo de elementos geométricos.

Essa proposta visa atender tanto os educadores quanto os alunos, fornecendo um su-
porte solido a abordagem e compreensdo dos conceitos de geometria euclidiana. No entanto,
reconhecemos que a jornada de aprimoramento do ensino € continuo, e a proposta apresentada re-
presenta um passo na direcao de tornar o aprendizado da geometria euclidiana mais significativo
e envolvente.

Em suma, esta dissertagao explorou os desafios e oportunidades no ensino da geometria
euclidiana, destacando a importancia da visualizacdo de figuras e s6lidos geométricos. A pro-
posta de material didético interativo surge como uma alternativa promissora para enfrentar esses
desafios, contribuindo para a melhoria das préticas educacionais e o aprimoramento do ensino

da geometria euclidiana no contexto educacional atual.
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ANEXO A - LISTA DE EXERCICIOS - POLIGONOS REGULARES: ELEMENTOS

Lista de exercicios:
Poligonos regulares - elementos

1. Calcule o ap6tema do quadrado inscrito em uma circunferéncia de raio 10 cm.
2. Calcule o raio de um hexdgono de apdtema 2 cm.

3. Calcule o lado de um triangulo equildtero de apétema 5 cm.

4. Calcule o raio de um pentdgono regular de lado 8 cm.

5. Calcule o apétema do heptdagono de raio 10 cm e apétema 8 cm.

6. Um triangulo equildtero de lado igual a 4 cm e um hexdgono regular estao inscritos em uma mesma
circunferéncia. Calcule o apétema do hexdgono.

7. Calcule o perimetro de um quadrado inscrito na mesma circunferéncia em que estd inscrito um
triangulo equildtero de apdtema igual a 6 cm.

8. (Unicamp) Um triangulo equildtero tem o mesmo perimetro que um hexdgono regular cujo lado
mede 1,5 cm. Calcule o comprimento de cada lado do triangulo.

9. (UFAL - Adaptada) Na figura abaixo, tem-se um quadrado inscrito em um circulo de raio 2 cm e
um quadrildtero obtido unindo-se os pontos médios dos lados desse quadrado. Determine o apdtema
deste novo quadrilatero formado pelos pontos médios.

10. (Epcar - Adaptada) Na figura abaixo, ABCDE é um pentdgono regular de lado 5 cm e AB = BC
= CD = DE = EA sao arcos de circunferéncia cujo raio mede 4,25 cm. Assim, determine a medida
do apd6tema.




ANEXO B - LISTA DE EXERCICIOS - POLIGONOS REGULARES: AREA

Lista de exercicios:
Poligonos regulares - area

. Calcule drea do quadrado inscrito em uma circunferéncia de raio 10 cm.
. Calcule a area de um hexdgono de apdotema 2 cm.

. Calcule a drea de um triangulo equildtero de apdtema 5 cm.

. Calcule area de um decdgono regular de lado 8 cm.

. Calcule a area do icosagono de raio 10 cm e apotema 8 cm.

. (ITA) A razdo entre as areas de um tridngulos equildtero inscrito numa circunferéncia e de um

hexdgono regular, cujo apétema mede 10 cm, circunscrito a essa mesma circunferéncia, é

@) 5
() 1
(@ 5
(@2

2
(e) 3

. (UEMA) Ache a razdo entre a drea de um quadrado circunscrito e a drea do quadrado inscrito no

mesmo circulo.
a)
b)
c)
d)

)

©

o~ TN e T
& [
o A

(UFSC) No livro A Hora da Estrela, de Clarice Lispector, a personagem Macabéa ¢é atropelada por
um veiculo cuja logomarca ¢ uma estrela inscrita em uma circunferéncia, como mostra a figura.

Se os pontos A, B e C dividem a circunferéncia em arcos de mesmo comprimento e a drea do
tridngulo ¢é igual a 27v/3 cm?, determine a medida do raio desta circunferéncia em centimetros.
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9. (Mackenzie) Na figura, se a drea do quadrildtero assinalado é 16v/3, entdo, a distancia do vértice A
do hexagono regular a distancia de BC é

c

(a) 4,5
(b) 5.5
(c) 6.5
(d) 5,
(€) 6,0

o

10. (Unirio - Adaptada) Um carimbo com o simbolo de uma empresa foi encomendado a uma fabrica. Ele
é formado por um triangulo equilatero que esta inscrito em uma circunferéncia e que e um hexagono
regular. Sabendo-se que o lado do tridngulo deve medir 3 cm, determine a area do hexdgono.




ANEXO C - LISTA DE EXERCICIOS - PRISMA REGULAR RETO: AREA

Lista de exercicios:
Prisma regular reto - area

. Em um prisma hexagonal regular, a altura mede 8 cm e as arestas da base medem 2 cm. Calcule:

(a) a drea da base;
(b) a drea lateral;

(c) a drea total.
. Considere um prisma reto de altura igual a 12cm e a base quadrada de lado v/2 cm. Calcule:

(a) a drea da base;
(b) a drea lateral;

(c) a drea total.
. Calcule a drea da base, a drea lateral e a drea total dos seguintes prismas:

(a) prisma triangular regular cuja aresta da base mede 4 cm e aresta lateral mede 10 cm;
(b) prisma hexagonal regular cujo perimetro da base mede 36 cm e a altura mede 8cm;

(c) prisma octogonal regular cujo raio da base mede 10 cm, o apétema da base mede 8 cm e a sua
altura mede 25 cm.

. Calcule a drea lateral de um prisma hexagonal regular cuja drea da base é 48v/3 cm?, sabendo que
a aresta lateral mede o dobro da aresta da base.

. (Unicamp - Adaptada) A figura a seguir apresenta um prisma reto cujas bases sdo hexdgonos
regulares. Os lados dos hexdgonos medem 5 cm cada um e a altura do prisma mede 10 cm. Calcule
a area total deste prisma.

. (Enem) O tampo de vidro de uma mesa quebrou-se e deverd ser substituido por outro que tenha a
forma de circulo. O suporte de apoio da mesa tem o formato de um prisma reto, de base em forma
de triangulo equildtero com lados medindo 30 cm. Uma loja comercializa cinco tipos de tampos de
vidro circulares com cortes ja padronizados, cujos raios medem 18 cm, 26 cm, 30 cm, 35 cm e 60 cm.
O proprietario da mesa deseja adquirir nessa loja o tampo de menor diametro que seja suficiente
para cobrir a base superior do suporte da mesa.

Considere 1,7 como aproximagcio para /3.

O tampo a ser escolhido serd aquele cujo raio, em centimetros, ¢é igual a

(a) 18.
(b) 26.
(c¢) 30
(d) 35.
(e) 60.

. (ITA - adaptada) Dado um prisma hexagonal regular, sabe-se que a sua altura mede 3 cm e que sua
area lateral é o dobro da area de sua base. Calcule a drea da sua base.
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10.

. (UFTM) Se a medida da diagonal de um cubo é m, e a drea total da superficie desse cubo, em

fungao de m, tem medida a

(a) 2 m2.
(b) 2v/2 m?2
(c) 2+/3 m>.
(d) 3v3 m>
(e) 6 m?.

. (UERJ) Uma embalagem em forma de prisma octogonal regular contém uma pizza circular que

tangencia as faces do prisma.

Desprezando a espessura da pizza e do material usado na embalagem, a razio entre a medida do
raio da pizza e a medida da aresta da base do prisma € igual a:

(a) 242,

o 22

0 VL

(d) 2(\/5—1).

(USF - Adpatada) Para se construir uma caixa de papeldo na forma de um prisma triangular regular
de aresta da base igual a 10 cm e altura igual a 20 cm. Determine a érea total desta caixa.



ANEXO D - LISTA DE EXERCICIOS - PRISMA REGULAR RETO: VOLUME

Lista de exercicios:
Prisma regular reto - volume

1. Em um prisma hexagonal regular, a altura mede 8 cm e as arestas da base medem 2 cm. Calcule
seu volume.

2. Considere um prisma reto de altura igual a 12cm e a base quadrada de lado v/2 cm. Calcule seu
volume.

3. Calcule o volume dos seguintes prismas:

(a) prisma triangular regular cuja aresta da base mede 4 cm e aresta lateral mede 10 cm;
(b) prisma hexagonal regular cujo perimetro da base mede 36 cm e a altura mede 8cm;

(c) prisma octogonal regular cujo raio da base mede 10 cm, o apétema da base mede 8 cm e a sua
altura mede 25 cm.

4. Calcule o volume de um prisma hexagonal regular cuja drea da base é 48v/3 cm?2, sabendo que a
aresta lateral mede o dobro da aresta da base.

5. (UFPR) Ao se colocar 192 litros de dgua em um reservatério cujo interior tem a forma de um cubo
com uma das faces na horizontal, o nivel de 4gua sobre 30 cm. Qual a capacidade desse reservatério?

(a) 512 litros.
(b) 640 litros.
(c) 768 litros.
(d) 576 litros.
(e) 384 litros.

6. Um prisma hexagonal regular tem a aresta da base medindo 4 cm e o volume igual a 360v/3 cm3.
De acordo com esses dados, calcule a medida da area lateral desse prisma.

7. (UEPB) Se um prisma hexagonal regular de altura 6 cm possui volume igual a 1728v/3 cm?, é
verdadeiro afirmar que

(a
(b

) a drea lateral é igual & metade da drea da base.

)
(c) a drea lateral é igual ao dobro da drea da base.
(d)

)

a area lateral é igual a area da base.

d

(e) a drea lateral é igual ao triplo da drea da base.

a area lateral é igual ao quadruplo da area da base.

8. O sélido da figura I foi obtido, retirando-se, de um prisma triangular regular, trés prismas iguais,
5
também triangulares e regulares, cada um deles representado pela figura II. Se d = gT cm e o

volume de cada prisma retirado é v/3 cm, entdo o volume desse sélido é igual a

(a) 12v/3.
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figura I

! figura II
3 1

x—&
2

T

(b) 14+/3.
(c) 15v/3.
(d) 16+/3.
(e) 19/3.
9. (UFPE) Um paralelepipedo reto de base quadrada deve ser construido de tal modo que a soma das

suas arestas seja 36 cm e a area total de sua superficie seja maxima. Qual o volume, em centimetros
cibicos, desse paralelepipedo?

Qual o volume do paralelepipedo?

(a) 29 em?®.
(b) 28 em®.
(c) 27 em?®.
(d) 26 em?®.

(e) 25 em?®.

10. (Uncisal) Um recipiente, na forma de um prisma reto de base quadrada, cuja drea lateral é igual

ao séxtuplo da area da base, contém um determinado medicamento que ocupa — de sua capacidade

total. Conforme prescricao médica, trés doses didrias desse medicamento, de 50 mL cada uma,
deverao ser ministradas a um paciente durante seis dias. Nessas condigoes, ¢ correto afirmar que,
para ministrar a quantidade total prescrita, o medicamento contido nesse recipiente sera



insuficiente, faltando 125 mL.

insuficiente, faltando 100 mL.

suficiente, nao faltando nem restando medicamento.
suficiente, restando ainda 125 mL.

suficiente, restando ainda 225 mL.



ANEXO E — LISTA DE EXERCICIOS - PIRAMIDE REGULAR RETA: AREA

Lista de exercicios:
Piramide regular reta - area

1. Em uma piramide quadrangular regular, a altura mede 5 cm e as arestas da base medem 12 cm.
Calcule:

(a
(b

) o apdtema da base.
)
(c) a aresta lateral.
)
)
)

0 apétema da piramide.

(d) a drea da base;
(e) a drea lateral,

f

a area total.

2. Considere uma piramide reta de altura igual a 12cm e a base quadrada de lado v/2 cm. Calcule:
(a) a drea da base;
(b) a drea lateral;
(c) a drea total.

3. O perfmetro da base de uma piramide hexagonal regular é igual a 30v/3 cm e a altura é igual a 5
cm. Calcule:

(a) a drea da base;
(b) a drea lateral;

(c) a drea total.
4. Considere uma piramide triangular de altura 4 cm, e aresta lateral de 8 cm. Calcule:

(a) a drea da base;
(b) a 4rea lateral;

(c) a drea total.

5. A 4rea da base de uma pirdmide quadrangular regular mede 144 cm? e sua 4rea lateral mede 240
cm?. De acordo com essas informacdes, calcule a medida da altura dessa piramide.

6. Uma pedra de cristal foi lapidada na forma de uma pirdmide triangular regular com aresta da base
medindo 12 cm. Calcule sua area lateral, sabendo que a altura é de lcm.

7. (Unicamp - Adaptada) A base de uma pirdmide é um tridngulo equildtero de lado L = 6 cm e
arestas laterais das faces A =4 cm.

(a) calcule a altura da piramide.

(b) calcule a drea total da pirdmide.
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10.

. (Fuvest) Um telhado tem a forma da superficie lateral de uma piramide regular, de base quadrada.

O lado da base mede 8 m e a altura da piramide 3 m. As telhas para cobrir esse telhado sdo vendidas
em lotes que cobrem 1 m?2. Supondo que possa haver 10 lotes de telhas desperdigadas (quebradas e
emendas), o nimero minimo de lotes de telhas a ser comprado é:

(a) 90.
(b) 100.
(c) 110
(d) 120.
(e) 130.

. Um objeto de decoragao tem o formato de uma piramide hexagonal regular de 12 cm e ap6tema da

base de 5 cm. Assim, é correto afirmar que a area total desse objeto é

(a) 130v/3 cm®.
(b) 150v/3 cm?.
(¢) 180v/3 cm?®.
(d) 120v/3 em?.
(e) 300v/3 cm?®.

(Unirio - Adaptada) Uma piramide estd inscrita num cubo. Sabendo que a drea total do cubo é 216
cm?, determine a drea total da pirdmide.
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ANEXO F - LISTA DE EXERCICIOS - PIRAMIDE REGULAR RETA: VOLUME

Lista de exercicios:

Piramide

regular reta - volume

. Em uma piramide quadrangular regular, a altura mede 5 cm e as arestas da base medem 12 cm.

Calcule seu volume.

. Considere uma piramide reta de altura
volume.

. O perimetro da base de uma piramide
cm. Calcule seu volume.

igual a 12cm ¢ a base quadrada de lado V2 cm. Calcule seu

hexagonal regular ¢ igual a 30v/3 cm e a altura é igual a 5

. Considere uma piramide triangular de altura 4 cm, e aresta lateral de 8 cm. Calcule seu volume.

. (UFSC - Adaptada) Em uma piramide

quadrangular regular a aresta lateral mede 5 cm e a altura

mede 4 cm. Determine se volume, em cm?®.

do tetraedro regular.

Se a aresta desse tetraedro mede 10 cm

(
(

a)
b
c

d
(e

25. (u.m.)2.
25v/3. (u.m.)2.
75. (um.)2.
504/3. (u.m.)2.
100. (u.m.)2.

—~

)
)
)
)

. (UFRGS) Na figura abaixo, os vértices do quadrilatero ABCD sido pontos médios das seis arestas

"n D e

, entao a area do quadrilatero ABCD é

7. (PUC - Campinas) Uma piramide regular de base hexagonal é tal que a altura mede 8 cm e a aresta

da base mede 2v/3 cm. O volume dessa

(a) 24v/3 cm®.
(b) 3v/3 em®.

(c) 484/3 cm®.
(d) 724/3 cm®.
(e) 1444/3 cm®.

piramide, em centimetros ctibicos, é



8. A drea da base de uma piramide quadrangular regular ¢ de 144 cm?, e sua altura é de 15 cm.
Determine sua capacidade em dm®.

9. Um octaedro regular é um poliedro constituido por oito faces triangulares congruentes entre si, como
mostra a figura a seguir.

(Cada aresta desse octaedro mede 4 em. Calcule o volume desse octaedro.

10. (UFPR) Sabendo que a aresta do cubo a seguir mede 6 cm, considere as seguintes afirmativas.

/
S

L. A drea do Tridngulo ACD ¢ 9 cm?
I1. O volume da piramide ABCD é % do volume do cubo.

[II. A altura do triangulo ABC relativa a qualquer um dos lados mede 3v2 em.

Assinale a alternativa correta.

(a) Somente a afirmativa I é a verdadeira.
(b) Somente a afirmativa II é a verdadeira.
(c) Somente as afirmativas I e II sdo verdadeiras.
(d) Somente as afirmativas I e III sdo verdadeiras.

(e) Somente as afirmativas II e III sdo verdadeiras.



	802fa857595735dbbf6c854c19aff50bdfac07e23ba9d6cdb72f571567948593.pdf
	Folha de rosto

	802fa857595735dbbf6c854c19aff50bdfac07e23ba9d6cdb72f571567948593.pdf
	802fa857595735dbbf6c854c19aff50bdfac07e23ba9d6cdb72f571567948593.pdf
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de figuras
	Sumário
	INTORDUÇÃO
	Geometria euclidiana no Ensino Médio
	Geometria euclidiana na BNCC
	Análise de livros didáticos

	Geometria Plana
	Polígonos
	Polígonos Regulares
	Área dos polígonos

	Geometria Espacial
	Prismas
	Volume do prisma
	Pirâmides
	Volume da pirâmide

	Proposta de material didático
	Geometria Plana
	POLÍGONOS

	Geometria Espacial
	PRISMAS
	PIRÂMIDES
	CALCULADORAS

	Exercícios

	Conclusão
	Referências
	Lista de exercícios - Polígonos regulares: elementos
	Lista de exercícios - Polígonos regulares: área
	Lista de exercícios - Prisma regular reto: área
	Lista de exercícios - Prisma regular reto: volume
	Lista de exercícios - Pirâmide regular reta: área
	Lista de exercícios - Pirâmide regular reta: volume


		2023-12-21T08:04:02-0300


		2023-12-21T12:55:23-0300




