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Resumo

O trabalho introduz uma abordagem para o ensino de Analise Combinatoria ao incorporar a
Geometria do Taxi. Esta geometria se destaca por sua capacidade de modelar as trajetorias
complexas dos cidadaos e veiculos que se deslocam entre quarteirées urbanos. Além disso,
explora simultaneamente a historia dessa geometria e sua relagao intrinseca com o quinto
postulado de Euclides. No ambito deste estudo, foi desenvolvida uma sequéncia didatica
voltada para alunos do Ensino Médio. A estratégia de ensino utilizada envolveu a criacao
de um jogo educacional como recurso didatico. O propdsito primordial é romper com a
abordagem tradicional do ensino de Matematica, frequentemente confinada ao uso rotineiro
de giz, quadro e livro didatico. Busca-se, acima de tudo, oferecer aos alunos uma imersao
em experiéncias de aprendizado vibrantes e genuinamente significativas. Este estudo
busca nao apenas enriquecer o entendimento dos alunos sobre Analise Combinatéria, mas
também conecté-la ao seu cotidiano, demonstrando como conceitos mateméaticos podem ser
aplicados de forma préatica e relevante. Ao explorar a Geometria do Taxi e sua trajetoria
histérica, os alunos terao a oportunidade de aprimorar habilidades analiticas e criticas.
Esta abordagem nao apenas oferece uma visao mais profunda das aplicagoes matematicas
na vida cotidiana, mas também promove um maior engajamento, permitindo que os alunos

explorem e apreciem a matematica de maneira pratica e aplicada.

Palavras-chave: Anéilise Combinatéria, Geometria do Taxi, Quinto postulado de Euclides.



Abstract

This work introduces an approach to teaching Combinatorial Analysis by integrating Taxi
Geometry. This geometry is notable for its ability to model the intricate trajectories
of citizens and vehicles navigating urban blocks. It also delves into the history of this
geometry while exploring its inherent connection to Euclid’s fifth postulate. Within this
study, a didactic sequence tailored for high school students was developed. The teaching
strategy involved creating an educational game as a didactic tool. The primary objective
is to depart from the conventional method of teaching Mathematics, often restricted to
the habitual use of chalk, board, and textbooks. The main aim is to immerse students
in vibrant and genuinely meaningful learning experiences. This study aims not only to
enhance students’ understanding of Combinatorial Analysis but also to relate it to their
everyday lives, illustrating how mathematical concepts can be practically and contextually
applied. By exploring Taxi Geometry and its historical trajectory, students will have
the chance to refine their analytical and critical thinking skills. This approach not only
provides a deeper insight into mathematical applications in daily life but also encourages
greater engagement, enabling students to explore and appreciate mathematics in a practical

and applied manner.

Keywords: Combinatorial Analysis, Taxi Geometry, Euclid’s Fifth Postulate.
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1 Introducao

A Matematica é uma ciéncia que esta presente em nosso cotidiano. No entanto,
as dificuldades no processo de ensino-aprendizagem desta disciplina, e em particular no
ensino de Geometria, tém sido o motivo de preocupacao para os educadores, pois apresenta
altos indices de reprovacao. E consenso entre os educadores que um dos problemas neste
processo é a forma expositiva que a disciplina é abordada, tornando o ensino mecanico,
sem conexao com os problemas do mundo real, corroborando para a falta de interesse do

aluno.

A evolugao da Geometria é uma jornada fascinante que nos leva de volta aos tempos
antigos, quando os matematicos gregos como Euclides estabeleceram os principios funda-
mentais da Geometria Classica. No entanto, foi justamente a tentativa de compreender e
modificar um dos postulados de Euclides que abriu as portas para o desenvolvimento de

outras formas de geometria, incluindo a Geometria do Téxi.

A Geometria Euclidiana, que floresceu ha mais de dois milénios, estabeleceu as
bases da Geometria Cléassica. No entanto, havia uma questao que intrigava os matematicos
da época: o quinto postulado de Euclides, que afirmava que, dadas uma reta e uma ponto
exterior a ela, havia apenas uma tnica reta paralela que passava por esse ponto. Varias
tentativas de demonstrar esse postulado a partir dos outros quatro postulados de Euclides

foram feitas, mas sem sucesso.

Essa questao levou a discussoes e tentativas de modificacao desse postulado. No
século XIX, matematicos como Nikolai Lobachevsky, Janos Bolyai e Carl Friedrich Gauss
questionaram a validade do quinto postulado e propuseram outras formas de geometria,
nas quais diferentes axiomas se aplicavam. O resultado foi o desenvolvimento da Geometria
Nao Euclidiana, que apresentou um novo mundo de possibilidades. Nela, as retas paralelas

nao eram unicas e podiam divergir.

A Geometria do Téxi, inspirada pela estrutura das cidades com ruas ortogonais, é
uma derivacao da Geometria Nao Euclidiana. Ela se concentra na medi¢ao de distancias
ao longo de trajetos restritos a movimentos ortogonais, ao invés de movimentos suaves
e euclidianos. Esta abordagem proporcionou um novo contexto para a resolucao de

problemas de deslocamento urbano, logistica e transporte.

Assim, ao longo da histéria da Matematica, vemos uma evolugao que nos leva da
Geometria Euclidiana a Geometria Nao Euclidiana e, finalmente, & Geometria do Téaxi. Essa
evolucdo representa nao apenas uma mudanca nas regras, mas também uma transformagao
na forma como abordamos o estudo da Geometria. Neste trabalho, exploraremos essa

evolugao e destacaremos como o estudo da Geometria do Téxi se torna um meio inovador
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e pratico de ensinar conceitos de Geometria, tornando o aprendizado mais acessivel e
envolvente, permitindo aos alunos resolver problemas de caminhos utilizando conceitos

basicos de analise combinatoria.

E para tornar isso ainda mais interessante, vamos usar uma plataforma virtual
chamada Scratch, que é como um jogo de montar blocos para criar coisas incriveis. Achamos
que essa abordagem ¢é importante porque hoje em dia usamos a tecnologia o tempo todo.
Entao, por que nao usar essa tecnologia também para aprender algo novo e divertido?
Com o Scratch, os alunos podem aprender de um jeito mais independente e ainda tém
um feedback instantédneo, o que é bem legal. Mas a gente também sabe que nem todas as
escolas tém computadores com internet o tempo todo. Por isso, adaptamos as atividades
para que elas possam ser feitas tanto no computador quanto na sala de aula, sem depender

da internet.
Esta dissertacao esta estruturada da seguinte maneira:

No Capitulo 2, a nossa jornada se inicia com uma breve revisao dos conceitos
fundamentais em geometria, incluindo os principais axiomas que servem como alicerce

para nossa compreensao deste campo da matematica.

No Capitulo 3, exploraremos a relevancia historica e contemporanea da geometria,
focalizando como as investigacdes em torno do Axioma das Paralelas impulsionaram
o surgimento das geometrias nao-euclidianas, bem como suas miiltiplas aplicagoes em

diversas disciplinas cientificas e tecnolégicas.

No Capitulo 4, adentraremos profundamente na geometria do taxi, compreendendo
sua esséncia, as distingoes em relacao a geometria tradicional e desvendando abordagens

alternativas para o calculo de distancias.

No capitulo 5, uniremos a Geometria do Taxi com conceitos introdutérios de
Analise Combinatéria. Discutiremos como a analise combinatoéria pode ser usada para
contar caminhos e resolver problemas praticos de deslocamento urbano. Mostraremos
como a combinacgao dessas areas pode tornar o aprendizado da Geometria mais interativo
e envolvente. Apresentamos o uso da plataforma Scratch para aplicar conceitos praticos
em geometria do téxi, incluindo atividades interativas e a criacao de um jogo educativo.
Além disso, introduzimos uma sequéncia diddtica que combina conceitos de anélise com a

geometria do taxi, proporcionando aos alunos uma experiéncia interdisciplinar e envolvente.

Ao final desta dissertacao, espera-se que os leitores tenham adquirido uma com-
preensao consistente da integracao da plataforma Scratch no ensino de matematica,
especificamente na Geometria do Téxi, tornando o aprendizado mais envolvente e esti-
mulando o pensamento critico. Além disso, esta pesquisa explora o estudo de alguns
problemas da analise combinatéria usando a Geometria do Téaxi, demonstrando como os

conceitos da Geometria do Taxi podem ser aplicados na resolucao de problemas complexos
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de contagem e arranjo, ampliando o campo de atuacao dessa disciplina matemaética e

contribuindo para o desenvolvimento do conhecimento e praticas educacionais inovadoras.
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2 Nocao da Geometria Euclidiana

Para a construgdo deste capitulo, usaremos as seguintes referéncias REIS (2019) e
MUNIZ (2013), antes de explorarmos as definigoes da Geometria nao-Euclidiana que sao
relevantes para este projeto, é crucial obtermos um entendimento da Geometria Euclidiana.
Neste contexto, vamos focar na Geometria FEuclidiana Plana, abordando-a de maneira
axiomatica, pois isso estabelecerd a base para a introducao da Geometria do Taxi Plana.
Vamos considerar alguns termos que sao considerados primitivos ou fundamentais, sem a

necessidade de defini¢oes detalhadas. Esses termos sao:

(a) Ponto;

(b) Reta.

O principal foco da Geometria Euclidiana Plana é o plano, um conjunto composto
por elementos que consistem em pontos e retas. As retas, por sua vez, sao subconjuntos de
pontos que pertencem ao plano. Nessa geometria, encontramos uma fun¢ao de distancia
“d” e outra funcao que mede angulos “m”. A seguir, apresentaremos os principais axiomas

dessa geometria, organizados em grupos.

2.1 Propriedades e Axiomas

2.1.1 Axiomas de Incidéncia

Sdo eles:

Axioma 1. Dois pontos tnicos definem uma reta exclusiva a qual eles pertencem.

A reta determinada pelos pontos distintos A e B é simbolizada como j@ .

A
&

L Jus]

Figura 1 —r = j@

Axioma 2. Para qualquer reta dada, existem pontos que estdo contidos na reta e

outros que nao estao.
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2.1.2 Axiomas de Ordem

O conceito de que um ponto esta situado entre outros dois pontos é uma relacao

que ocorre entre pontos em uma mesma reta e que satisfaz os seguintes axiomas:

Axioma 3. Considerando trés pontos distintos em uma reta, exatamente um deles

se encontra entre os outros dois pontos.

Figura 2 — O ponto esta entre A e C'

Axioma 4. Dados dois pontos distintos A e B, sempre existem: um ponto C' situado

entre A e B e um ponto D tal que B estd entre A e D.

Figura 3 — O ponto C' estd entre A e B, e o ponto B esta entre A e D

Comentario: De acordo com o axioma anterior, entre quaisquer dois pontos em

uma reta, uma infinidade de pontos se posiciona.
Passamos agora para o proximo axioma, apresentando as seguintes defini¢oes:

Defini¢ao 2.1.2.1: O conjunto composto por dois pontos A e B, juntamente com
todos os pontos que estao entre A e B, é chamado de Segmento e é representado por AB.

Os pontos A e B sao conhecidos como extremidades do segmento AB.

Definigao 2.1.2.2: Um subconjunto do plano é considerado convexo se o segmento

que une quaisquer dois de seus pontos esta inteiramente contido nele.

Axioma 5. Uma reta r divide o plano em dois subconjuntos adicionais, a; e o,

compostos por pontos que atendem as seguintes condigoes:

1. A intersecao entre oy e ap € vazia;
2. Os subconjuntos oy e @y Sa0 convexos;

3. Se um ponto A se encontra em «; e um ponto B se encontra em as, entao a intersegao

entre AB e a reta r é ndo vazia.

A Figura 4 ilustra o ponto de interse¢ao I entre o segmento AB e a reta r.
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A

Oy Oy

Figura 4 — ABNr = {I}

2.1.3 Axiomas de Mensuracao de Segmentos

Axioma 6. A cada par de pontos no plano esta associado um ntmero maior ou
igual a zero. Esse niimero é igual a zero quando os pontos sao coincidentes. O ntimero
relacionado a um par de pontos é denominado distancia entre os dois pontos, também
conhecido como comprimento do segmento formado por esses pontos. Usaremos a notagao

d(A, B) para representar a distancia entre A e B.

A d B

Figura 5 — [ustra a distancia d(A, B) = d

A nocao de distancia é fundamental na geometria e obedece a algumas propriedades,
tais como: quando A = B, d(A, B) = 0, portanto, d sempre assume um valor real maior

ou igual a zero. Além disso, a fungao d é simétrica, isto é, d(A, B) = d(B, A) = d.

Adicionalmente, a propriedade da desigualdade triangular é satisfeita: para trés
pontos distintos A, B e C' no plano, temos d(A,C) < d(A, B) + d(B, C), com igualdade

ocorrendo somente quando o ponto B pertence ao segmento AC'.

Axioma 7. Para qualquer reta r, existe uma correspondéncia biunivoca entre os
pontos nessa reta e os nimeros reais, de forma que o valor absoluto da diferenca entre
esses numeros (chamados de coordenadas dos pontos) corresponda a distancia entre os

pontos correspondentes na reta.
Esse axioma é conhecido como o “azioma da régua infinita”.

Em termos mais precisos, temos uma fung¢ao f :  — R (onde R representa o

conjunto dos niimeros reais) tal que
[F(A) = F(B)| = d(A, B).

Axioma 8. Se o ponto C esta situado entre os pontos A e B, entdao a soma de
d(A,C) e d(C,B) ¢igual a d(A, B), ou seja d(A,C) = d(A, B) +d(B,C).
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2.1.4 Axiomas de Medicdo de Angulos

Para os proximos axiomas, introduziremos as seguintes definigoes:

Definig¢ao 2.1.4.1: Quando temos os pontos distintos A e B, o conjunto composto
pelos pontos do segmento AB e todos os pontos C' onde B se encontra entre A e C, é
denominado semirreta com origem em A e contendo o ponto B. Representamos isso por

f@ . O ponto A é chamado de origem da semirreta.

Definicao 2.1.4.2: Seja s uma reta e P um ponto que nao pertence a s. O
conjunto formado pelos pontos de s e todos os pontos () onde P e () estao em um mesmo
lado da reta s é denominado semiplano determinado por s e contendo o ponto P. Uma
semirreta divide um semiplano quando esta contida nele e sua origem ¢ um ponto da reta

que o determina.

—
Na figura abaixo, o dngulo com vértice em O ¢é formado pelas semirretas OA e
O? , que sao chamadas de lados do angulo. Indica-se AOB ou BOA ou simplesmente O

(quando nenhum outro dngulo tem o mesmo vértice)

.
O B
Figura 6 — Angulo AOB ou BOA

— -
Sejam OA | O? e O? semirretas com a mesma origem. Quando o segmento AB
intersecta O? , dizemos que O? divide o angulo AOB.

Axioma 9. Todo angulo possui uma medida maior ou igual a zero, representada
pela letra “m”. O angulo tem medida zero somente quando é formado por duas semirretas
coincidentes. A medida do dngulo AOB é denotada por m(AOB).

Axioma 10. Existe uma correspondéncia biunivoca entre as semirretas com mesma
origem que dividem um determinado semiplano e os niimeros reais entre zero e 180°. A
diferenca absoluta entre esses nimeros (chamados de coordenadas das semirretas) ¢ igual
& medida do dngulo formado por essas semirretas. Na Figura 7 a medida de Angulo,
m(COD) = 85° e m(AOD) = 25°.
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155 C

180 4 e—10
A O B

Figura 7 — Medida de Angulo

Axioma 11. Se uma semirreta O? divide um angulo AOB, entdo m(A@B) =
m(AOC) +m(COB).

@
0 B
Figura 8 — Adigao de angulos

Axioma 12. Se A, B e C sao pontos colineares, isto é, estdao em uma mesma
reta com B entre Ae C,ese D & 1@, entdo m(ABD) + m(DBC) = 180° (Angulos
Suplementares). Isso significa que o suplemento de um angulo dado é o &ngulo adjacente

ao proprio angulo, obtido ao prolongar um dos seus lados.

A B c

Figura 9 — Angulos Suplementares.

Definicao 2.1.4.3: Chamamos de Angulo Reto o dngulo cuja medida é igual a
90°.
Quando duas retas se interceptam e um dos quatro angulos formados por elas for

reto, entao todos os outros angulos também serao retos e nesse caso diremos que as retas

sao perpendiculares.
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m

o
oD

Figura 10 — Reta r perpendicular a reta m

Definigao 2.1.4.4: Diremos que dois segmentos AB e C'D sao congruentes quando
eles tém a mesma medida, ou seja, AB = C'D, de forma similar diremos que dois angulos

AOA' ¢ BPB' sdo congruentes se eles tém a mesma medida.

AI
B!

B
0

(a)AB=CD (b) AOA’ = BPB'

Te

C

Figura 11 — Segmentos e Angulos Congruentes

2.1.5 Axioma de Congruéncia

Axioma 13. Quando dois tridngulos possuem dois lados e o angulo entre eles
congruentes aos seus correspondentes em outro triangulo, entao esses dois triangulos sao
congruentes. Esse axioma é conhecido como o caso de congruéncia Lado-Angulo-Lado
(LAL). A compreensao desse axioma requer familiaridade com a congruéncia de segmentos,

congruéncia de angulos e a correspondéncia biunivoca de lados e vértices entre dois
triangulos. Da Figura 12, temos AB = DE, BC' = EF ¢ B = E entao AABC = ADEF.

Antes de introduzirmos o proximo axioma, é importante ressaltar que o conjunto de

axiomas de 1 a 13 apresentado até aqui estabelece uma estrutura geométrica consistente.
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A D

B C E F

Figura 12 — Triangulos congruentes

Ao adicionar o tltimo axioma, o Axioma 14, teremos completado a defini¢ao da Geometria
Euclidiana Plana Axioméatica. No entanto, se substituirmos esse tltimo axioma por outro
que nega a unicidade das linhas paralelas, estaremos definindo a Geometria Hiperbdlica.
Essa geometria satisfaz os Axiomas 1 a 13 e o Axioma 14’ que é uma negagao do Axioma
14 apresentado a seguir. Por outro lado, a Geometria do Taxi obedece aos Axiomas 1 a
12 e ao Axioma 14, mas nao satisfaz o Axioma 13, conforme explicaremos nos préximos

capitulos.

2.1.6 Axioma das Paralelas Euclidiana

Axioma 14. Dada uma reta r e um ponto P fora dela, é possivel tragar uma tnica

reta que passa por P e é paralela a reta dada.

Este axioma é conhecido como o quinto postulado dos “Elementos” de Euclides.
Existem varias formulacoes desse axioma, e a que estamos utilizando aqui é uma apre-
sentacao mais moderna, creditada a John Playfair (1748-1819). Com esses 14 axiomas,
concluimos a definigdo da Geometria Euclidiana Plana Axiomatica. Abordaremos com

mais detalhe a histéria do referido axioma no Capitulo 3.

2.1.7 Axioma das Paralelas Hiperbdlica

Ao substituir o Axioma 14 acima por uma de suas negagoes, obteremos um novo
Axioma 14’, que se enuncia da seguinte forma: Dada uma reta r e um ponto P fora dela,

¢é possivel tracar pelo menos duas retas distintas passando por P e sendo paralelas a reta
dada.

Essa alteragdo promove uma perspectiva alternativa que abre caminho para a
exploracao da geometria hiperbdlica, um tema que serd investigado mais detalhadamente

no Capitulo 3.

2.1.8 O Plano Coordenado como Modelo da Geometria Euclidiana

Vamos considerar o conjunto R? de todos os pares ordenados de nimeros reais, ou
seja, R? = {(v,y); =,y € R}.
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Os pontos sao representados por pares ordenados (z,y) de nimeros reais, e as
retas sao definidas como conjuntos solugao de equacoes na forma ax + by + ¢ = 0, onde

a’ +1? # 0 (ou seja, a e b ndo podem ser ambos iguais a zero).

Este conjunto é visualizado geometricamente por meio de um sistema composto por
dois eixos perpendiculares que se cruzam no ponto O (origem). Esses eixos sao conhecidos
como eixo das abscissas ou eixo OX (horizontal) e eixo das ordenadas ou eixo OY (vertical).

Este sistema é denominado sistema OXY'.

Utilizando esse sistema de coordenadas, estabelecemos uma correspondéncia biu-
nivoca entre os pares ordenados de niimeros reais do conjunto R? e os pontos no plano
coordenado.

A origem do sistema de coordenadas, representada como ponto O, tem o par

ordenado (0,0) € R?, com ambas as coordenadas iguais a zero.

Figura 13 — Origem do sistema de coordenadas

Sejam x e y € R as coordenadas de um ponto P no plano 7 em relacao ao sistema
OXY, em que z ¢é a abscissa e y é a ordenada. Portanto, (x,y) € R? é o par ordenado

que representa o ponto P.

YA

Figura 14 — Par ordenado
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2.1.9 Funcao Distancia Euclidiana

Defini¢ao 2.1.10.1: Considere dois pontos P = (z1,¥1) e Q) = (z2,y2), definimos
a funcdo de distancia euclidiana, denotado por d(P,Q), como a raiz quadrada da soma

dos quadrados daa diferencgas entre as coordenadas,

d(P,Q) = \/(x1 — 22)* + (y1 — 1)

Geometricamente, pensando em um terceiro ponto R = (x2, 1), como na figura,
temos um tridngulo retdngulo PRQ), onde d(P, Q) representa a hipotenusa, e d(P, R) e
d(R, Q) sao os catetos. Com d(P, R) = |r1 — 23| e d(R, Q) = |y1 — 2|, aplicando o Teorema
de Pitagoras, chegamos a funcao de distancia:

d(P,Q)* = d(P,R)* + d(R, Q)*

d(PaQ)Z = (z1 — 532)2 + (y1 — 92)2
d(P,Q) = \/(x1 — 22)* + (y1 — 1)

73
Q
% —1
1
o= 3
P Y R
* 0 % ;

Figura 15 — Distancia euclidiana d(P, Q).

2.1.10 Ponto Médio

Definicao 2.1.11.1: Chamamos de ponto médio do segmento AB um ponto M
tal que, M pertence ao segmento AB e AM = BM.

Dados os pontos A = (z4,ya), B= (z5,ys) e M = (xp,yn), onde M é o ponto
médio do segmento AB, temos que:

M = (@ar, ynt) = <IA+93B yA‘*’yB)‘

2 7 2
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Figura 16 — O ponto M é o ponto médio do segmento AB

2.1.11 Mediatriz

Definicao 2.1.12.1: A mediatriz de um segmento é a reta perpendicular ao
segmento, passando pelo seu ponto médio. A figura a seguir, é a reta r representa a

mediatriz do segmento AB e M o ponto médio do segmento.

Figura 17 — Representacao da mediatriz euclidiana

2.1.12 Circunferéncia e suas Relacdes com o Interior e Exterior

A circunferéncia é definida como o conjunto de pontos P tais que a distancia entre
P e seu centro C seja igual ao raio r. Quando a distancia é menor que r, o ponto P estd
no interior da circunferéncia. Por outro lado, se a distancia é maior que r, P esta no

exterior da circunferéncia. Essas relagoes sao expressas da seguinte formas:

o Circunferéncia de Centro C' e Raio r: O conjunto de pontos P para os quais
d(P,C) =r.
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Figura 18 — d(P,C) = .

« Interior da Circunferéncia: Ponto P para o qual d(P,C) < r.

Figura 19 - d(P,C) <

« Exterior da Circunferéncia: Ponto P para o qual d(P,C) > r.

‘_Y

b
\ P({m,n)

Figura 20 — d(P,C) > r

Em notagao: Circ(C,r)={P |d(P,C)=r}
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3 A Evolucao da Geometria e o Axioma das

Paralelas

3.1 Uma Breve Visao da Vida e Obra de Euclides de Alexandria

Nesta secgao, comegaremos com uma breve visao da vida e obra do matematico

grego Euclides, em seguida exploraremos o quinto o postulado de Euclides.

Por fim, abordaremos o surgimento de outras geometrias como consequéncia desse

postulado. Para construcao deste texto, utilizaremos as seguintes referéncias Howard Eves
(2004), Hygino (2011), Bicudo (2009) e Boyer (2012).

Euclides de Alexandria, um matematico grego renomado que viveu por volta do ano
300 a.C., ocupa um lugar de destaque na histéria da matematica. Ele é frequentemente
chamado de “Pai da Geometria” devido as suas contribui¢des monumentais para o campo.

No entanto, sua influéncia transcendeu geracoes e ainda é sentida até hoje.

Nascido em Alexandria, uma cidade renomada por seu ambiente intelectual e
académico vibrante no Egito Antigo, Euclides emergiu como um estudioso meticuloso
e um autor prolifico. Sua obra mais famosa, “Os Elementos”, nao apenas consolidou e
organizou conhecimentos matemaéaticos existentes, mas também estabeleceu um padrao
para a apresentacao sistematica de teoremas e provas, que foi amplamente seguido por

matematicos e cientistas posteriores (Euclides, “Os Elementos”, Livro I).

“Os Elementos”, divididos em treze volumes, abrangiam uma ampla gama de
topicos matematicos, incluindo geometria, teoria dos niimeros e dlgebra. No entanto, é a
secao dedicada a geometria que se destaca como seu legado mais duradouro. Nesta parte
da obra, Euclides formulou e apresentou os cinco postulados, incluindo o famoso Axioma
das Paralelas, que desencadeou séculos de exploracao e debate matemético (Euclides, “Os

Elementos”, Livro I).

Euclides nao apenas estabeleceu principios fundamentais, mas também desenvolveu
um método rigoroso de deducao logica e prova que desde entao se tornou o padrao de
exceléncia na matematica. Sua abordagem metddica e sua énfase na deducao a partir de
postulados basicos desempenharam um papel crucial na criagdo do método axiomatico,
que influenciou matematicos posteriores, incluindo David Hilbert, que explorou a base

axiomatica da geometria em sua obra "Fundamentos da Geometria'de 1899.

Portanto, o legado de Euclides nao se limita apenas as suas realizagoes matematicas,
mas também a maneira como ele moldou o pensamento matematico, estabelecendo os

padroes de rigor e clareza que sao adotados pela matemética moderna . Sua influéncia
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ressoa nao apenas nos corredores das academias, mas também nas aplicagoes praticas que

a geometria e a matematica tém em nosso mundo contemporaneo.

3.2 O Quinto Postulado de Euclides

O Axioma das Paralelas, também conhecido como o quinto postulado de Euclides,
é um dos pilares fundamentais da geometria euclidiana e teve um papel fundamental na
evolugdo do pensamento matematico. Este axioma é um dos cinco postulados béasicos
apresentados por Euclides em sua obra monumental “Os Elementos”, escrita no século 111
a.C. Em sua esséncia, o Axioma das Paralelas estabelece uma relagdo fundamental entre
pontos, retas e paralelismo, servindo como base sobre a qual toda a geometria euclidiana é

construida .

Para entender a relevancia deste axioma, é necessario contextualiza-lo historica-
mente. Euclides de Alexandria, o renomado matematico grego, é reconhecido como seu
autor. Sua obra “Os Elementos” é um dos textos mais influentes e duradouras na histéria
da matematica, sendo o Axioma das Paralelas um dos marcos mais significantes dessa

obra .

O Axioma das Paralelas apesar de sua aparente simplicidade, exerce uma influéncia
profundamente significativa em toda a geometria euclidiana. Ele estabelece as bases para a
congruéncia de triangulos, a propriedade dos angulos alternos internos e externos e a no¢ao
de que a soma dos angulos internos de um triangulo ¢é igual a 180 graus. A partir dessas

premissas, uma extensa gama de teoremas e proposi¢oes geométricas foi desenvolvida.

O Axioma das Paralelas é uma regra crucial na geometria. No entanto, nao pode
ser provado através de uma dedugao légica. Enquanto os quatro primeiros postulados de
Euclides sao considerados ébvios e faceis de entender, o Axioma das Paralelas se destaca
por ser menos intuitivo. Isso levou muitas pessoas a acreditar que poderia ser demonstrado
usando os outros axiomas. Mas, ao longo da histéria, ficou claro que ele é um axioma por

si s6 e nao pode ser derivado dos outros principios geométricos.

Os quatro primeiros axiomas de Euclides tratam de conceitos geométricos funda-
mentais, como a existéncia de uma linha reta entre dois pontos, a igualdade de segmentos
de reta e a possibilidade de estender uma linha reta indefinidamente. Esses axiomas
pareciam tao intuitivos que sua aceitagdo era quase universal (Euclides, “Os Elementos”,

Livro I, Axiomas 1-5).
Sao eles,
1. Uma linha reta pode ser tragcada de um ponto a outro, escolhidos a vontade.
2. Uma linha reta pode ser prolongada indefinidamente.

3. Um circulo pode ser tracado com centro e raio arbitrarios.
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4. Todos os angulos retos sao iguais.

5. Se uma reta secante a duas outras forma angulos, de um mesmo lado dessa
secante, cuja soma ¢ menor que dois angulos retos, entao essas retas se prolongadas

suficientemente encontrar-se-ao em um ponto de mesmo lado.

A singularidade do Axioma das Paralelas era evidente: exigia a consideragao de uma
entidade adicional, a saber, as retas paralelas, e estabelecia uma propriedade especifica sobre
essas retas. Enquanto os quatro primeiros axiomas eram essencialmente diretrizes para a
construcao de figuras geométricas, o Axioma das Paralelas introduzia uma condi¢do mais
restritiva e aparentemente arbitraria que deveria ser satisfeita. Isso contrastava fortemente
com a simplicidade e a clareza dos outros axiomas. Essa distin¢ao notavel do Axioma das
Paralelas em relacao aos outros axiomas de Euclides deu origem a séculos de especulacao e
esforcos para demonstra-lo com base nos axiomas existentes. Matematicos notaveis, como
Saccheri, Lambert e Legendre embarcaram nesse empreendimento desafiador, buscando
encontrar uma demonstracao rigorosa para o Axioma das Paralelas a partir dos outros
quatro. No entanto, essas tentativas infrutiferas apenas intensificaram a percepcao de que

o Axioma das Paralelas era de fato diferente em sua natureza.

Essa distingao crucial entre o Axioma das Paralelas e os axiomas precedentes nao
apenas alimentou uma profunda compreensao das geometrias nao-euclidianas, mas também
ressaltou a complexidade subjacente da matematica e a necessidade de uma abordagem
rigorosa na formulagdo e compreensdo dos axiomas (Poincaré, “Science and Hypothesis”,
1902). Essa discussao revela a importancia critica do Axioma das Paralelas na histéria da

geometria e no desenvolvimento do pensamento matematico.

A busca para provar o Quinto Postulado de Euclides foi uma jornada longa e
envolveu matematicos renomados, cada um trazendo suas proprias ideias e métodos. Entre
esses matematicos estao Proclo e Saccheri, cujas tentativas de prova nos dao uma visao

valiosa sobre a complexidade deste postulado e seu papel na evolugao da geometria.

Proclo, um filésofo e matematico do século V d.C., foi um dos pioneiros a tentar
provar o Quinto Postulado. Em seus comentarios sobre os “Elementos” de Euclides, ele
explorou as nuances do Quinto Postulado e suas implicacoes. Ele analisou a relagao entre
os axiomas e as proposi¢oes derivadas, na esperanca de encontrar uma prova a partir dos

outros axiomas. No entanto, suas tentativas nao foram bem-sucedidas.

Giovanni Girolamo Saccheri, um eminente matematico italiano do século XVIII,
também fez contribuicoes significativas para as tentativas de provar o Quinto Postulado.
Em sua obra “Euclides Vindicatus” (1733), Saccheri explorou trés casos geométricos
diferentes em sua busca pela prova. Um desses casos, conhecido como “caso do triangulo
agudo”, levou a descoberta de que ¢é possivel tracar multiplas retas paralelas por um ponto

externo a uma reta dada, o que confrontava diretamente o Quinto Postulado.
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Esta descoberta abriu caminho para o entendimento das geometrias nao-euclidianas.
Embora Saccheri nao tenha reconhecido completamente as implicacoes de sua descoberta,
sua pesquisa serviu como base para matematicos posteriores como Lobachevsky e Bolyali,

que foram pioneiros no desenvolvimento das geometrias hiperbdlicas e elipticas.

Portanto, a histéria das tentativas de provar o Quinto Postulado é um testemunho
da complexidade deste axioma e de sua inter-relacao com os demais. Essas tentativas
nao apenas ilustram os desafios enfrentados pelos matematicos ao longo da historia,
mas também estabeleceram as bases para uma revolucao conceitual na matematica,

pavimentando caminho para a compreensao das geometrias nao-euclidianas.

3.3 Surgimento de Outras Geometrias

A tentativa de entender o Quinto Postulado de Euclides e suas implicagdes tem sido
um dos desafios matematicos mais fascinantes da histéria. Durante séculos, matematicos
renomados tentaram incessantemente provar o Quinto Postulado com base nos outros
axiomas da geometria euclidiana. No entanto, essas tentativas infrutiferas abriram caminho
para questionamentos profundos sobre a natureza dos axiomas matematicos e as restri¢oes

inerentes da geometria euclidiana.

As tentativas de provar o Quinto Postulado destacaram sua singularidade, eviden-
ciando que ele se distinguia dos outros quatro axiomas de Euclides, que eram considerados
intuitivos e evidentes por si mesmos. A incapacidade de provar o Quinto Postulado a partir
dos demais gerou uma sombra de incerteza sobre sua validade. Matematicos, notaveis,
entre eles Saccheri, Lambert e Legendre, dedicaram esforgos consideraveis na tentativa
de encontrar uma prova satisfatéria, mas todas essas tentativas acabaram por se revelar

infrutiferos.

Esses fracassos acumulados levantaram uma pergunta intrigante e provocativa:
Seria possivel substituir o Quinto Postulado por uma afirmagao diferente? Esta questao,
conhecida como o “Problema das Paralelas”, tornou-se uma das questoes matematicas
mais famosas e influentes da historia. A busca por alternativas ao Quinto Postulado levou
a uma exploracao profunda e inovadora das geometrias nao-euclidianas, que desafiaram as

premissas fundamentais da geometria euclidiana.

Essas geometrias nao-euclidianas, desenvolvidas por mateméaticos como Lobachevsky
e Bolyai, questionaram a premissa euclidiana de que apenas uma reta paralela pode ser
tracada por um ponto externo a uma reta dada. Em contraste, nas geometrias nao-
euclidianas, é possivel tragar varias retas paralelas por um ponto externo a uma reta
dada, ou até mesmo nenhuma, dependendo dos axiomas escolhidos. Essa revolucao na
compreensao das geometrias abriu novos horizontes e teve implicacoes profundas nao

apenas na matematica, mas também na fisica e na filosofia, como destacado em sua



Capitulo 8. A Evolugdo da Geometria e o Axioma das Paralelas 31

obra'Ciéncia e Hipotese'de 1902.

Portanto, a impossibilidade de demonstrar o Quinto Postulado com base nos outros
axiomas da geometria euclidiana nao representou um fracasso matematico, mas sim um
ponto de partida para uma exploragao fascinante e inovadora de alternativas geométricas.
Isso enriqueceu nosso entendimento da natureza dos axiomas matematicos e da propria

geometria.

O século XIX presenciou uma revolugao no pensamento matematico, desencadeada
pelas tentativas infrutiferas de provar o Quinto Postulado de Euclides. Essa revolucao
conduziu & descoberta de geometrias que divergiam significativamente da familiar geometria
euclidiana. Essas novas geometrias, chamadas de “geometrias nao-euclidianas”, rejeitaram

ou modificaram o Quinto Postulado, expandindo nossa compreensao das rela¢oes espaciais.

Um exemplo fundamental de uma geometria nao-euclidiana ¢ a Geometria do
Taxi, também conhecida como Geometria de Manhattan. Ela é assim chamada por sua
semelhanca com as malhas de ruas de Manhattan, onde os movimentos sao frequentemente
restritos a deslocamentos ao longo de eixos perpendiculares. Diferentemente da geometria
euclidiana, onde a distancia entre dois pontos ¢ medida ao longo de uma linha reta, na
Geometria do Taxi, a distancia entre dois pontos é medida ao longo de eixos perpendiculares,
somando as diferengas nas coordenadas ao longo desses eixos (Coxeter, “Introdugdo a
Geometria”, 1969).

Essa alteracao na métrica fundamental da distancia tem implicacoes profundas. Na
Geometria do Taxi, a noc¢ao de “menor distancia” difere daquela da geometria euclidiana,
resultando em propriedades geométricas tinicas. Por exemplo, o conceito de “circulo”
na Geometria do Taxi é representado por um conjunto de pontos equidistantes de um
ponto central, formando um padrao quadricular, em contraste com os circulos perfeitos da

geometria euclidiana.

A Geometria do Taxi tem aplicagoes significativas em areas como logistica, pla-
nejamento urbano e design de circuitos eletronicos, onde os deslocamentos em diregoes
perpendiculares sdo mais naturalmente representados. Além disso, ela ilustra vividamente
como a alteragao dos axiomas fundamentais da geometria pode resultar em sistemas
geométricos completamente diferentes e ainda matematicamente consistentes (Kaplan,

“Métricas e Curvatura dos Manifolds Riemannianos”, 2001).

Portanto, essa introdugao as geometrias nao-euclidianas, com foco na Geometria
do Taxi, destaca a riqueza das possibilidades geométricas que surgem quando o Quinto
Postulado é reinterpretado ou abandonado. Isso estabelece as bases para uma exploracao

mais profunda das geometrias nao-euclidianas e suas aplica¢des no mundo real.



Capitulo 8. A Evolugdo da Geometria e o Axioma das Paralelas 32

3.4 Principais Distincoes entre a Geometria do Taxi e os Axiomas

Euclidianos

A Geometria do Taxi, também conhecida como Geometria de Manhattan, é notavel
por uma série de caracteristicas tnicas que a distinguem dos axiomas da geometria
euclidiana segundo "Coxeter'(1969). Para construgao deste texto, utilizaremos as seguintes
referéncias Viana (2023) e Coutinho (2018).

1. Calculo de Distancia: Na Geometria do Taxi, a distdncia entre dois pontos
é calculada ao longo de eixos perpendiculares, formando um sistema de coordenadas
retangulares. Isso é bastante diferente da geometria euclidiana, onde a distancia ¢ calculada

ao longo de uma linha reta, conhecida como métrica euclidiana.

2. Angulos em Triangulos: Uma das diferencas mais marcantes entre a Geometria
do Taxi e a geometria euclidiana é a maneira como os angulos sao tratados em triangulos.
Na geometria euclidiana, a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo sempre
totaliza 180 graus. No entanto, na Geometria do Taxi, a soma das medidas dos angulos
internos de um triangulo pode ultrapassar 180 graus. Isso ocorre porque os triangulos na
Geometria do Taxi sao formados por segmentos de reta que seguem as vias retas das ruas

da cidade, criando angulos retos em cada esquina.

3. Representagao de Circulos: Enquanto na geometria euclidiana, um circulo
é definido como o conjunto de todos os pontos equidistantes de um ponto central, na
Geometria do Taxi, um circulo é representado por um conjunto de pontos que estao a
uma distancia fixa ao longo das vias retas, criando uma forma quadricular. Isso resulta
em circulos com bordas angulares, em contraste com os circulos perfeitos da geometria
euclidiana de acordo com "Menger'(1969). Essas diferencas fundamentais entre a Geometria
do Taxi e os axiomas euclidianos ilustram como uma mudanca na métrica fundamental
pode levar a propriedades geométricas completamente diferentes. A Geometria do Taxi
nao ¢ apenas um exercicio teérico, mas uma disciplina com aplica¢des préaticas que refletem
a realidade das cidades com suas ruas em grade, bem como o funcionamento de circuitos
eletronicos e sistemas de transporte que se baseiam em movimentos restritos ao longo de
eixos perpendiculares. Essa compreensao das diferencas essenciais entre as geometrias é
crucial para os avancgos em areas que dependem de representacoes geométricas precisas,

como engenharia, arquitetura e logistica.

A Geometria do Taxi, com suas diferencas fundamentais em relacao aos axiomas
euclidianos, surge como um campo de estudo fascinante que ultrapassa os limites tradi-
cionais da geometria. Ela nao apenas desafia nossas intuigoes geométricas arraigadas,
mas também oferece valiosos insights sobre como a geometria pode variar e se adaptar

dependendo dos axiomas escolhidos segundo “Coxeter”(1969).
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A escolha de explorar a Geometria do Taxi como objeto de estudo no préximo
capitulo é baseada na convic¢ao de que esse campo oferece uma oportunidade tinica para
examinar como a mudanca nos axiomas pode remodelar a estrutura fundamental da
geometria. Ao investigar as propriedades peculiares da Geometria do Taxi, estaremos
aptos a desvendar sua riqueza intrinseca e descobrir como suas peculiaridades se traduzem

em aplicagoes praticas e tedricas.

Na proxima secao, vamos nos aprofundar mais na Geometria do Taxi, explorando
suas propriedades matematicas, suas aplicagoes em varias areas e o impacto que teve
no desenvolvimento da matematica e da fisica de acordo com "Menger'(1969). Nossa
jornada nos levara a compreender como a Geometria do Taxi serve como uma ponte entre
a matematica pura e a matematica aplicada, oferecendo um terreno fértil para pesquisa e

inovagao.

Portanto, ao longo deste estudo, convidamos o leitor a embarcar conosco nesta
exploracao da Geometria do Taxi, uma jornada que promete ampliar nosso entendimento
sobre o mundo das geometrias nao-euclidianas e sua influéncia duradoura na ciéncia e na

sociedade.

O estudo das geometrias nao-euclidianas vai além do dominio puramente mate-
matico e adquire uma importancia significativa em um contexto mais amplo segundo
"Coxeter”(1969). Além de expandir nosso entendimento da geometria, essas geometrias
desempenham um papel crucial em diversas areas da ciéncia, tecnologia e engenharia,
moldando a maneira como percebemos o mundo ao nosso redor e influenciando descobertas

fundamentais.

Ao considerar o propésito e a relevancia de estudar geometrias nao-euclidianas,

destacam-se varias dimensoes de sua importancia:

1. Desenvolvimento da Fisica Moderna: Uma das aplicacbes mais notaveis das
geometrias nao-euclidianas estd na teoria da relatividade de Einstein. A geometria de
espagos curvos, como a geometria eliptica e a geometria hiperbélica, é fundamental para a
compreensao das implicagoes da relatividade restrita e geral. Essas teorias revolucionaram
nossa compreensao do espago-tempo, introduzindo conceitos como curvatura e distorgao,

que sao inerentes as geometrias nao-euclidianas.

2. Geometria de Computagao Grafica: Em aplicagoes praticas, a geometria nao-
euclidiana desempenha um papel vital na geometria de computacao grafica. A representacao
de objetos tridimensionais em ambientes virtuais muitas vezes envolve a utilizacao de
projecoes e transformagoes nao-euclidianas, permitindo a criagdo de mundos virtuais

realistas e interativos (Hearn and Baker, “Computer Graphics with OpenGL”, 2022).

3. Planejamento Urbano e Logistica: Na esfera da urbanizacao e logistica, a

Geometria do Taxi é uma ferramenta essencial. Ela modela com precisao as redes de
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ruas em cidades como Nova York, simplificando o planejamento de rotas e estratégias
de transporte. Além disso, a geometria nao-euclidiana desempenha um papel critico
em sistemas de GPS e mapas digitais, otimizando a navegacao em ambientes urbanos

complexos.

4. Exploracao Espacial e Cosmologia: Em escalas césmicas, as geometrias nao-
euclidianas tém relevancia na modelagem do universo. A geometria de Riemann, por
exemplo, é usada para descrever a expansao do universo em cosmologia, proporcionando
uma base matematica para a teoria do Big Bang e para a compreensao das propriedades

espaciais do cosmos.

5. Inovacao Matematica Continua: O estudo das geometrias nao-euclidianas ali-
menta a inova¢ao matematica continua. A exploracao de sistemas geométricos alternativos
nao apenas expande nosso conhecimento, mas também inspira novas teorias e aplica¢oes

em diversas disciplinas matemaéticas e cientificas.

Portanto, o estudo das geometrias nao-euclidianas vai muito além da curiosidade
académica. Essas geometrias desempenham um papel central na evolu¢ao do pensamento
cientifico e tecnoldgico, moldando nosso entendimento da realidade fisica e impulsionando
avancgos em uma ampla variedade de campos. A compreensao das propriedades e aplicagoes
das geometrias nao-euclidianas é essencial para uma visao completa e atualizada do mundo
cientifico e matematico, e é praticamente valiosa quando se busca apresentar aos alunos
do ensino médio uma introdugao as geometrias nao euclidianas e explorar novos caminhos

na compreensao do espaco e da realidade.
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4 A Geometria do Taxi - a Métrica do Taxista

A Geometria do Téxi ¢ uma variante nao-Euclidiana que guarda muitas semelhancas
com a geometria abordada no Capitulo 2. Ela oferece propriedades semelhantes e é
facilmente compreensivel, apresentando diversas aplica¢oes praticas na vida diaria. Isso
a torna particularmente interessante para o aprendizado dos alunos. Para a construcgao

deste capitulo, usaremos as seguintes referéncias REIS (2019) e Wanderley(2002).

Nesta abordagem, que trata do plano coordenado como um modelo da Geometria
Euclidiana Plana, os conceitos de plano, pontos e retas permanecem os mesmos. A Unica

diferenca é a funcao de distancia, que agora é diferente.

Nessa geometria no plano, também utilizamos um sistema de coordenadas car-
tesianas com dois eixos ortogonais, horizontal e vertical. Aqui, a distdncia taxi segue
o percurso das linhas, semelhante ao trajeto que um taxi deve seguir, ao passo que a

distancia euclidiana nao possui tais restrigoes.

Conforme destacado por Wanderley(2002), a distancia taxi aproxima-se mais das
situagoes cotidianas em relagao a distancia entre locais. Seus trajetos percorrem ruas em
trajetos horizontais e verticais, respeitando as estruturas fisicas das construgoes e evitando
percursos por meio de quarteirdes ou sobre edificios, ao contrario da distancia calculada na
Geometria Euclidiana. Isso faz da distancia taxi uma abordagem mais realista e pratica

para certas aplicagoes.

4.1 Funcao distancia - Comparacao Entre as Distancias Euclidiana
e Taxi

"Geometria do Taxi"e sua formalizacao matematica podem ser atribuidos a Her-
mann Minkowski, um matematico alemao do final do século XIX, que desempenhou um
papel importante no desenvolvimento da geometria de espaco-tempo usada na teoria da
relatividade especial de Einstein. Minkowski desenvolveu o conceito de "espaco métrico"que
¢ fundamental para a geometria do taxi e outras geometrias nao euclidianas. Portanto,
enquanto os principios subjacentes a geometria do taxi tém uma longa histéria, a formali-

zagao matematica moderna pode ser creditada a Minkowski e suas contribui¢oes no final
do século XIX.

No Modelo do Taxista, a representacao de pontos e retas ocorre de maneira similar

ao modelo cartesiano, no entanto, a funcao distancia é distinta.

Definicao 4.1.1: A distancia entre os pontos A = (z1,y1) e B = (23, ¥2), denomi-
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nada “d,.(A, B)”, é definida da seguinte forma:

d (A, B) = |1 — o] + 1 — 2]

Na ilustracao abaixo, além da representacao visual dos pontos A e B, é mostrado
o triangulo ABC'. Os lados horizontais AC' e vertical BC' possuem medidas de |z — xo| €
ly1 — 2|, respectivamente. Imagine ruas paralelas ao eixo Ox e avenidas paralelas ao eixo
Oy em uma cidade. Para ir de A a B, um taxista percorre o trecho AC' em uma rua e o
trecho C'B em uma avenida, pois o itinerario direto AB nao esta acessivel. Essa metafora
ilustra que, abstratamente, a distancia de A a B é a soma de AC' com BC. Com essa
interpretacao, percebe-se que a distancia do taxista entre A e B é maior que a distancia
cartesiana entre esses mesmos pontos. Elas se igualam quando os pontos estao alinhados

horizontal ou verticalmente.

Y1

o — T

Iy €Ig

Figura 21 — Distancia do taxista

Pelo resultado acima podemos observar que a distancia entre dois pontos calculada
na Geometria Euclidiana é menor que a distancia calculada na Geometria do Taxi. Podemos
verificar que isso sempre acontece, ou seja, que a distancia euclidiana é sempre menor do

que ou igual a distancia taxi.
Sejam os pontos A = (z4,y4) € B = (rp,ys), e consideremos a desigualdade
0<2|za—5llya —ysl.
Somando (x4 — x)* + (ya — ys)* aos dois membros da desigualdade, obtemos
(za —2p)° + (ya —yp)* < (w4 — 25)* + (ya — yp)* + 2|za — z5|lya — ysl.

Logo,
(a—zp)*+ (ya —ys)* < (lxa — z5| + lya — ys|)*.
Como os dois membros da desigualdade acima sao maiores do que ou iguais a zero, podemos

extrair a raiz quadrada dos dois membros e ainda serd verdadeira. Assim,

V(@a—28)? + (ya —yp)? < /(Jta — 25| + ya — ya))2,
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e portanto

\/(xA — )+ (Ya —ys)? < |va — x|+ [ya — ysl.
Desse modo, mostramos que a distancia euclidiana entre os pontos A e B é menor ou igual
a distancia de téxi, ou seja, d.(A, B) < d.(A, B).

Para demonstrar que o Modelo do Taxista atende ao Axioma da Régua, é necessario
definir um sistema de coordenadas f, para cada reta r, a fim de satisfazer a igualdade
presente no enunciado do axioma. O leitor podera verificar que as fungoes abaixo sao

sistemas de coordenadas associados a funcao distancia “d,.”:

(a) Quando r é uma reta vertical de equacao r = a:
frla,y) =y
(b) Quando 7 é uma reta nao-vertical de equacao y = mx + b:

[, y) = a(1 +[ml)

4.2 Circunferencia no Modelo do Taxista

Vamos considerar uma circunferéncia com centro C' = (0,0) e raio 1 no modelo do
taxista. Para um ponto P = (z,y), a distdncia do taxista de P a C' é d.(P,C) = |x| + |y|.

Portanto, a equagao da circunferéncia é |z| + |y| = 1.

A fim de simplificar a equacdo e se livrar dos médulos, é til dividir o plano Oy

em quatro regioes:
Regiao (I): 2 >0,y > 0 - Equagao: z+y =1
Regido (II): x >0, y < 0 - Equagdo: z —y =1
Regiao (III): x < 0,y > 0 - Equacao: —z+y =1

Regiao (IV): 2 <0,y <0 - Equagao: —z—y =1

Figura 22 — Circumferéncia no Modelo de Taxista.
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O ponto P destacado na figura é um elemento da circunferéncia. Qual é a distancia

do ponto P até o centro C7 Como podemos calcular essa distancia?

Podemos calcular a distancia de P até C' usando o modelo do taxista: d,.(P,C) =
|x — 0| + |y — 0] = |z| + |y| Uma vez que P pertence a circunferéncia, suas coordenadas

satisfazem a equagdo da circunferéncia |z| + |y| = 1. Portanto, d,.(P,C) = 1.

Qual é o perimetro da circunferéncia? Podemos calcular o perimetro da circunferén-
cia encontrando o comprimento (no modelo do taxista) dos lados do quadrado, utilizando
o modelo do taxista. Por exemplo, d.(A, B) =1+ 1 = 2. Os outros lados do quadrado

também tém esse mesmo comprimento. Assim, o perimetro é 4 x 2 = 8.

Uma outra abordagem para calcular d,.(A, B) é utilizar um sistema de coordenadas
f» para a reta r formada por A e B. A equagao da reta é y = —x + 1, entdo m = —1.
Portanto, a expressao para f,. ¢ f.(x,y) = x(1 4+ |m|) = 2x. Isso nos leva a f.(A) =
fr(1,0) =2e f.(B) = f,(0,1) = 0. Assim, |f,(A) — f,(B)| = ]2 —0] = 2, que ¢ a distancia

de A até B de acordo com o modelo do taxista.

4.3 Mediatriz Taxi

Nos conceitos apresentados até o momento, ¢ viavel estabelecer a nocao de mediatriz
de um segmento dentro do contexto da geometria do taxi. Essa mediatriz do segmento AB

é composta pelos pontos P nos quais a distancia de P a A é igual a distdncia de P a B:

Definicao 4.3.1: A mediatriz do segmento AB é o conjunto de pontos P para os
quais a distancia de d,.(P, A) = d,(P, B).

Na geometria do taxi, a mediatriz pode adotar diferentes configuracoes, dependendo

das posicoes de A e de B. Seja W = A%, com W = (wy, wsy), podemos observar:

 Se w for horizontal (ou seja, wy = 0), a mediatriz é dada por uma reta vertical;

Figura 23 — Mediatriz representada por uma linha vertical.
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« Se 0 for vertical (ou seja, w; = 0), a mediatriz é uma reta horizontal;

o Se w for inclinado, a mediatriz serda uma reta diagonal, cuja inclinacao e posicao

especificas dependerao dos valores de (wy, wy).

Essas variagoes na forma da mediatriz na geometria do taxi destacam a influéncia das

posicoes de A e B na natureza e orientacao da mediatriz associada ao segmento AB.

JA

B

Figura 24 — Mediatriz representada por uma linha horizontal.

Quando o vetor w nao segue uma direcao estritamente horizontal ou vertical,

diferentes cenarios se apresentam:

e Se |wy| = |wy|, indicando um declive de 1 ou -1 na reta AB, a mediatriz é composta
por duas areas infinitas e um segmento de reta formando um angulo de 45° em

relacao a linha horizontal.

Figura 25 — Mediatriz formando um angulo de 45°
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Figura 26 — Mediatriz formando um angulo de 45°

o Quando |wq| # |ws|, a mediatriz consiste em um segmento de reta que forma um
angulo de 45° em relagdo a horizontal, além de duas semi-retas. Essas semi-retas sdao

verticais caso |we| < |wy| e horizontais se |ws| > |wy|.

Figura 27 — Linhas horizontais quando |ws| > |wy].
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Figura 28 — Linhas verticais quando |ws| < |w|

Observa-se que conforme os pontos A e B se afastam, a mediatriz compartilha
um segmento cada vez mais extenso com a mediatriz euclidiana. Esse comportamento
é previsto considerando a relacao entre a distancia de A a B na geometria do taxi e a
distancia euclidiana, e como essa relacdo se modifica com o aumento da separacao entre A
e B.

4.4  Triangulos em Taxi

No modelo cartesiano, o axioma de congruéncia de triangulos ¢ integralmente
atendido. Nesse cendrio, a correspondéncia entre trés elementos (lados ou dngulos) de um
triangulo e trés elementos correspondentes de outro triangulo, quando aplicado a casos
especificos de congruéncia de triangulos, implica na congruéncia desses triangulos. Os casos
de congruéncia de triangulos desempenham um papel fundamental ao possibilitar uma
substancial simplificacao no processo de comprovacao da congruéncia entre dois triangulos.
Em vez de abordar exaustivamente todas as igualdades entre angulos e lados em dois
triangulos separadamente, podemos empregar esses casos para agilizar as demonstragoes,
alcancando de maneira mais eficiente a conclusdo de congruéncia. O exemplo subsequente

ilustra as consideracoes apresentadas.

Na figura a seguir, apresentamos um contraexemplo que ilustra essa situagao. No
modelo do taxista, os angulos sao medidos da mesma forma que no modelo cartesiano.
Considere os triangulos ANAOB e APOQ, que possuem um angulo reto, AOB = 90° e
POQ = 90° dois angulos de 45° e os catetos OA = OB = QP = OP = 0Q = 1. No
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entanto, as hipotenusas sao diferentes: AB =2 e QP =1 e vamos considerar A = (1,0),
B=1(0,1), P=(1/2,1/2), Q = (—1/2,1/2) e O = (0,0).
Isso evidencia que o modelo do taxista nao atende ao axioma de congruéncia de

triangulos.

Figura 29 — Triangulos em taxi
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5 Embarcando na Jornada de Aprendizado

Neste capitulo, convidamos vocé a explorar a interseccao entre a geometria do taxi
e a analise combinatoria, guiados por uma sequéncia didatica estruturada. Inicialmente,
ressaltaremos a importancia dessa abordagem metodoldgica, reconhecendo a sequéncia
didatica como um pilar essencial no processo de ensino-aprendizagem. Esta metodolo-
gia proporciona uma progressao logica, facilitando a assimilacao gradual de conceitos

complexos.

Dentro desse contexto, abordaremos conceitos fundamentais de analise combinatoria,
destacando sua relevancia para enriquecer a compreensao dos alunos na geometria do taxi.
A analise combinatéria ndo apenas aprimora a abordagem tedrica, mas também fomenta o
desenvolvimento de habilidades de raciocinio légico e resolugao de problemas, aspectos

essenciais para a formacao académica abrangente.

Ao longo de cinco etapas interconectadas, esta trilha cuidadosamente planejada
serd a base para a exploracao integrada desses conceitos. Utilizando o Scratch como
ferramenta facilitadora, buscamos tornar os conceitos da analise combinatéria e geometria
do taxi mais tangiveis e interativos. Esta abordagem visa proporcionar uma experiéncia
educacional envolvente, integrando teoria e pratica de forma inovadora e dinamica para os

alunos da Educagao Basica.

5.1 A Importancia da Sequéncia Didatica no Ensino da Geometria

do Taxi, Analise Combinatéria e o Uso do Scratch

A sequéncia didatica, uma abordagem pedagdgica amplamente defendida por
tedricos e educadores, desempenha um papel fundamental no aprimoramento do ensino
da matematica. Essa importancia se estende ao ensino de conceitos complexos, como
a Geometria do Téaxi e a andlise combinatéria, quando combinadas com a utilizacao do
Scratch. No contexto brasileiro, diversos autores e pesquisadores reforcam a relevancia

dessa abordagem.

Zabala (1998), destacado pedagogo espanhol, ressalta a importancia da sequéncia
didatica ao considerar a necessidade de superar uma educacao fragmentada e centrada na
mera transmissao de informacoes. Ele defende que uma abordagem sequencial, envolvendo
diferentes etapas, contribui para a internalizacao dos conteiidos pelos alunos, permitindo

que eles se apropriem do conhecimento de forma ativa e autonoma.

A Geometria do Taxi é um conceito mateméatico desafiador que, a primeira vista,
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pode parecer complexo para alunos da Educacao Basica. No entanto, a sequéncia didatica
se apresenta como um caminho claro para desmistificar esse tépico, tornando-o acessivel
e envolvente Lima (1999), destaca a importancia da sequéncia didatica no ensino da
matematica. Essa abordagem permite a estruturagao de conceitos mateméaticos de maneira
sequencial, partindo dos mais simples e progredindo para conceitos mais complexos, como

a Geometria do Taxi.

A Geometria do Taxi envolve o calculo de distancias em uma grade retangular, onde
os movimentos ocorrem ao longo das arestas da grade. A sequéncia didatica desempenha
um papel crucial ao apresentar progressivamente os conceitos, partindo de movimentos em
grades e avancando para topicos mais complexos, como o célculo de distancias em varias
dimensoes, como Machado (2023), enfatizam a importancia de abordagens sequenciais
na aprendizagem da matematica. Essa abordagem sequencial permite que os alunos
construam uma base sélida de compreensao, capacitando-os a aplicar seu conhecimento na

analise de problemas do mundo real.

A andlise combinatéria é outra area desafiadora da matematica, que lida com
a contagem e a organizagao de elementos em conjuntos, como Coelho e Scheid (2012),
ressaltam a importancia de abordagens sequenciais na construcao de uma compreensao
solida. A sequéncia didatica é fundamental para a apresentacao progressiva dos conceitos
de andlise combinatoria, partindo da contagem de possibilidades em cenarios simples
para a analise de problemas mais complexos. Essa abordagem permite que os alunos
desenvolvam habilidades de resolucao de problemas e pensamento critico, fundamentais

na matematica.

O Scratch, uma plataforma de programacao visual, oferece uma ferramenta poderosa
para o ensino da andlise combinatéria e da Geometria do Téaxi. Autores brasileiros,
como Oliveira (2013), destacam a importancia da integragao de tecnologia no ensino da
matematica, especialmente em um contexto onde os alunos estao totalmente inseridos no
ambiente virtual. O Scratch permite que os alunos experimentem, visualizem e resolvam

problemas matematicos de forma pratica e interativa, promovendo a aprendizagem ativa.

No contexto da Educacao Bésica brasileira, a sequéncia didatica emerge como uma
ferramenta essencial para orientar os alunos passo a passo em dire¢do a compreensao
profunda da Geometria do Taxi e da analise combinatéria. Ela torna o processo de apren-
dizado mais administravel ao fragmentar o contetido em etapas progressivas, permitindo

que os alunos construam conhecimento de maneira logica e estruturada.

Em sintese, autores brasileiros e estrangeiros ressaltam a importancia da sequéncia
didatica no ensino da matematica. Essa abordagem sequencial promove a construcao ativa
do conhecimento, permitindo que os alunos enfrentem desafios matemaéticos de maneira
mais eficaz e envolvente. O entendimento e a aplicacdo desses principios sao fundamentais

para o aprimoramento do ensino da matematica e da computagao no contexto da Educacao



Capitulo 5. Embarcando na Jornada de Aprendizado 45

Basica no Brasil.

5.2 Desvendando o Potencial do Scratch na Educacao

Agora, vamos mergulhar no fascinante mundo do Scratch, uma plataforma que
transcende o ensino convencional. O Scratch nao é apenas uma ferramenta, mas um
ambiente onde a criatividade floresce e o aprendizado se transforma em uma jornada
divertida. Sua histéria remonta a 2004, quando foi concebido pela primeira vez, mas s se
tornou amplamente disponivel em 2007. A plataforma foi idealizada por Mitchel Resnick
e faz parte do Media Lab do MIT, o renomado Instituto de Tecnologia de Massachusetts.
Curiosamente, o Scratch evoluiu da linguagem LOGO, criada na década de 1960 por

Seymour Papert, um dos pioneiros do MIT.

O Scratch transcede sua identidade como mera ferramenta tecnologica. Ele re-
presenta uma janela que se abre para que os alunos nao sejam meros consumidores de
conteido digital, mas se tornem criadores ativos. Sua interface amigavel, baseada em
blocos logicos, torna a programacao acessivel até mesmo para os estudantes mais jovens.
No Scratch, os alunos podem dar vida as suas ideias, criar historias interativas, jogos e
animagoes. Além disso, é um espaco colaborativo onde os alunos podem nao apenas exibir
suas criagoes, mas também se inspirar nos projetos de outros estudantes e trabalhar juntos

em projetos colaborativos.

oo

Figura 31 — Fantasias na criagao de atividades no Scratch
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Quando se trata de ensinar matematica, o Scratch desempenha um papel central e
inovador. Ele ndo apenas facilita o ensino de conceitos matematicos, mas também estimula
a criatividade e o pensamento logico - habilidades essenciais para qualquer aluno. A medida
que os alunos desenvolvem projetos no Scratch, eles aplicam conceitos matematicos de
maneira pratica e significativa. Eles experimentam, cometem erros e resolvem problemas
- tudo isso enquanto se divertem. Isso torna o aprendizado da geometria do taxi uma

experiéncia envolvente e memoravel.

A combinacao da sequéncia didatica com o Scratch desempenha um papel crucial na
transformacao do ensino da geometria do taxi. A sequéncia didatica fornece a estrutura e
progressao necessarias para o aprendizado efetivo, enquanto o Scratch oferece a plataforma
criativa onde os alunos podem aplicar e explorar os conceitos matematicos de maneira
pratica. Essa abordagem nao apenas torna a matemaéatica mais acessivel aos alunos, mas
também os inspira a se tornarem criadores ativos e solucionadores de problemas eficientes.
A geometria do taxi nao é mais um topico intimidante - ela se transforma em uma jornada
emocionante de aprendizado. Portanto, a relevancia dessas abordagens no ensino da
matematica é inegavel, e elas abrem caminho para um futuro brilhante e préspero para

nossos alunos.

5.3 Principios Basicos de Analise Combinatoria

A anélise combinatéria é um campo matematico que se destaca pela habilidade
de quantificar e descrever as miltiplas maneiras pelas quais eventos, arranjos ou escolhas
podem se desenrolar. Essa abordagem desempenha um papel fundamental na resolucao de
uma variedade de problemas, abrangendo desde contagens simples até desafios matematicos
complexos. Na Geometria do Téaxi, a combinacao de arranjos e permutacoes se torna
fundamental para calcular o nimero de trajetos distintos entre dois pontos, A e B. O
problema do menor caminho, frequentemente encontrado em cenarios de navegacao e
otimizacao de trajetos, pode ser enfrentado com a analise combinatéria. Imagine, por
exemplo, determinar o nimero de trajetos minimos entre dois pontos em uma rede de
Geometria do Taxi, incluindo pontos intermediarios. Para solucionar esse desafio, é possivel
aplicar permutacoes para calcular quantas maneiras existem de organizar os movimentos
‘direita’, 'cima’ e ’esquerda’ a fim de alcangar os pontos intermediarios e, por fim, o destino
final. Essa abordagem possibilita a determinacao do ntimero total de trajetos que atendem
aos critérios dos pontos intermediarios em Geometria do Téaxi, constituindo uma aplicagao
pratica da andlise combinatoria que impacta diretamente a resolucao de problemas do

mundo real.

Na geometria do taxi, a distancia entre dois pontos é medida pelo nimero de quadras

percorridas no trajeto. Essa distancia pode ser menor ou igual a distancia euclidiana entre
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OS IMesmos pOHtOS.

Uma questao relevante na geometria do taxi ¢ o nimero de caminhos possiveis entre
dois pontos com a mesma distancia. No modelo euclidiano, existe apenas um caminho
entre dois pontos com uma distancia dada. No entanto, na geometria do taxi, pode haver
varios caminhos possiveis entre dois pontos com a mesma distancia. Entre as abordagens
utilizadas, destaca-se o Principio Fundamental da Contagem como um método relevante

para investigar e compreender esses multiplos trajetos possiveis.

Suponha que tenhamos um conjunto com n elementos e desejamos realizar uma
selecao desses elementos, independentemente da ordem em que eles sao escolhidos. Podemos
imaginar cada selecdo como se fosse uma caixa, onde precisamos colocar um elemento de

em cada caixa.

Para a primeira caixa, temos n possiveis elementos para escolher. Apds selecionar
um elemento, restam (n — 1) elementos para serem escolhidos para a segunda caixa.
Seguindo esse raciocinio, podemos distribuir as possibilidades para cada caixa da seguinte

maneira:

| caixat | | caixa2 |

n n—1 n—2 n—(p—1)

No entanto, conforme o Principio Fundamental da Contagem, o niimero total de
maneiras de fazer essas escolhas é dado por n! =1-2-3-...-(n—1)-n. Que denotaremos
por P(n), uma permutagiao de n elementos. A ideia intuitiva previamente discutida sobre

o numero de permutagoes de um conjunto com n elementos sera agora demonstrada.
Proposicao 5.3.1: Dado um conjunto finito de elementos
A = {&1,&2,&3, N ,an}
, 0 numero de permutagoes dos elementos desse conjunto, corresponde ao ntimero de
ordenacao dos mesmos, isto é P(n) = nl.

Demostragao: Para provar a férmula da permutagdo P(n) = n! por inducao,

seguimos os passos da prova por indugao:
Base da Indugao (n=1)
Para n = 1, a férmula se torna P(1) = 1!

Isso é verdade, pois ha apenas um elemento, e a inica maneira de organiza-lo é ele

mesmo, que é 1! Portanto, a base da inducao é verdadeira.
Hipétese da Inducgao: Suponha que a féormula seja verdadeira para n = k,

ou seja, P(k) = k!
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Passo de Inducao:

Vamos provar que a formula também é verdadeira para n = k + 1.
Paran =k + 1, temos: P(k+1)=(k+1)!=(k+1)-kl=(k+1)- P(k).
Usando a hipétese de indugao, sabemos que, P(k) = k!.

Portanto, P(k+1) = (k+1) - k! = (k+ 1)!

Assim, provamos que a férmula da permutacao é valida por inducao para todos os
valores inteiros positivos de n. Com esta notacao, o nimero de possibilidades pode ser

. !
escrito na forma —*.
(n—p)!

. , | s .
Assim, o niimero ﬁ é chamado de arranjo dos n elementos de A, tomados de

p a p, e denotado por A(n,p).

Ao fixar as caixas, a sequéncia na qual fazemos as escolhas gera diferentes possibi-
lidades. No entanto, como 0 nosso interesse nao esta na ordem, mas sim em selecionar
simplesmente p elementos de A, é necessario excluir as opgoes que contém os mesmos
elementos. Para isso, basta dividir o nimero obtido pelo nimero de posi¢des que podemos

atribuir a cada caixa.

Seguindo a mesma linha de raciocinio, temos p caixas destinadas a primeira posicao,
(p— 1) caixas destinadas & segunda posigao e assim por diante, restando apenas uma caixa

para ocupar a ultima posigao.

posicao 1 posicao 2 posicao 3 posicao p
p p—1 p—2 1

Assim, o niimero de posigoes que podemos atribuir a cada caixa é p-(p—1)- (p —

2)-...-1=7pl e, portanto, o nimero de possibilidades de escolher p elementos entre os n

n!
(n—p)!-p!”

elementos, sem considerar a ordem como fator distintivo, é

, ! , . ~
O ntimero ﬁ ¢é chamado de combinacao dos n elementos de A, tomados de

n—p)

p a p, e denotado por C(n,p).

5.4 A sequéncia didatica

Nesta se¢ao, iremos explorar a sequéncia didatica, delineando cuidadosamente cinco
atividades que abrangem tanto a Geometria do Taxi quanto a Anélise Combinatoéria. Para
a realizagdo dessas atividades, utilizamos as seguintes referéncias como base: Oliveira
(2020) e Neto (2013). Ao seguir este roteiro estruturado, os leitores serao guiados por uma

jornada educacional que visa proporcionar uma compreensao abrangente e interconectada
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desses dois fascinantes campos matematicos. Prepare-se para mergulhar em experiéncias de
aprendizado envolventes e construtivas, projetadas para desmistificar conceitos e promover

uma apreciacao mais profunda da Geometria do Taxi e da Analise Combinatoéria.

A pesquisa na geometria do taxi nos conduz a uma andalise minuciosa do calculo
do ntmero de trajetos possiveis entre dois pontos, A e B, em uma grade. Esse estudo
envolve a combinagao cuidadosa de métodos provenientes da analise combinatoéria e da
expressividade criativa oferecida pela linguagem de programacao Scratch. Em adicao,
desenvolvemos uma sequéncia didatica abrangente, meticulosamente elaborada com uma

variedade de atividades destinadas a aprimorar a compreensao desses conceitos complexos.

Na geometria do taxi, a mensuragao da distancia entre dois pontos nao é apenas
uma contagem de unidades euclidianas, mas sim a contagem do nimero de quadras
percorridas ao longo do trajeto. Este valor pode ser menor ou igual a distancia euclidiana

entre os mesmos pontos, introduzindo uma perspectiva tnica.

Uma questao de grande relevancia nesta pesquisa é a determinagao do niimero
de caminhos possiveis entre dois pontos, mantendo constante a distancia. Enquanto, no
modelo euclidiano, apenas um caminho existe para uma dada distancia entre dois pontos,
na geometria do taxi, miltiplos caminhos podem ser tragados para a mesma distancia,

resultando em uma complexidade adicional na analise de trajetos.

A estratégia adotada para abordar esta questao envolve a aplicacao profunda dos
principios da andlise combinatéria, destacando especialmente o conceito de permutacao
com repeticao. Este método é integrado em uma sequéncia didatica que se estende por
diversas atividades, proporcionando uma compreensao abrangente e aprofundada desses

conceitos especificos na geometria do taxi.

O modelo do taxi oferece a possibilidade de multiplos caminhos entre dois pontos
com a mesma medida de distdncia. Gragas a andlise combinatoria que nos auxilia na
determinacao do niimero de caminhos possiveis com base nos deslocamentos verticais e

horizontais.

Em suma, esta secao da dissertacao oferece uma exploracao detalhada e abrangente
da geometria do taxi, indo além da simples contagem de trajetos para estabelecer uma
compreensao sélida e fundamentada nos principios da analise combinatoéria, enriquecida

pela aplicagdo pratica no ambiente Scratch.

Atividade 1: Explorando Destinos com Servigos de Transporte por

Aplicativo

Nesta primeira atividade, utilizamos uma atividade adaptada de Oliveira (2020,
p.43) e vocé e Paulo vao explorar juntos o conceito de distdncia do téxi e entender para
que ele é utilizado. Vamos embarcar nessa jornada? Na Figura 32, vocé pode ver duas

telas do Scratch que mostram como a Atividade 1 funciona.
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Figura 32 — Atividade 1 no Scratch

Piblico Alvo:

o Alunos do Ensino Médio.
Pré-requisitos:

o O que é distancia euclidiana.
Tempo Estimado:

» Aproximadamente 10 minutos.
Recursos Necessarios:

o Um computador ou tablet com acesso a internet. O ideal é que cada aluno tenha o
seu proprio dispositivo, mas se nao for possivel, o professor pode organizar grupos

para compartilhar os equipamentos disponiveis.
Objetivos:

o Entender o conceito de distancia do taxi;

o Identificar as diferencas entre a distancia do téxi e a distancia euclidiana.

Desenvolvimento da Atividade:

O Que Vamos Fazer: Antes de comegarmos, o professor pode relembrar com vocés
o que ¢ a distancia euclidiana e como ela ¢é calculada. Em seguida, vamos partir para a
Atividade 1: Explorando Destinos com Servigos de Transporte por Aplicativo, que esta
disponivel em: https://scratch.mit.edu/projects/884569345.
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Vamos 14, embarque nessa atividade e vamos descobrir juntos mais sobre a distancia
do taxi!

Atividade 2: Explorando Distancias: Uma Aventura na Medigao de Taxi

Nesta atividade, utilizamos uma atividade adaptada de Oliveira (2020, p.44), Paulo
convida os alunos a ajudarem a descobrir uma maneira de calcular a distancia do taxi.
Nas etapas da atividade, os alunos vao explorar conceitos como o plano cartesiano, valor

absoluto, distancia euclidiana, e até mesmo permutagao com repeticao. A Figura 33

mostra duas telas do projeto no Scratch, criadas para guiar os alunos durante a atividade.

y Y

3 3

Figura 33 — Atividade 2 no Scratch

Publico Alvo:

e Alunos do Ensino Médio.

Pré-requisitos:

Conhecimento bésico de plano cartesiano.
o Compreensao do conceito de valor absoluto.

Familiaridade com distancia euclidiana.

e Nocoes de permutacao com repeticao.

Tempo Estimado:

o Aproximadamente 10 minutos.

Recursos Necessarios:
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« Computadores ou tablets com acesso a internet. Se disponiveis, é recomendado um
dispositivo por aluno, mas é possivel agrupar os alunos em casos onde o nimero de

equipamentos é limitado.
Objetivos:

 Identificar situagoes onde a distancia euclidiana coincide com a distdncia do taxi.
o Calcular o nimero de caminhos possiveis entre dois pontos.

o Desenvolver a formula para a distancia do taxi.
Contetdos Abordados:

» Conceito de distancia euclidiana.
« Uso de valor absoluto.

o Introducao a distancia do taxi.

« Exploracao de fatorial.

o Compreensao de permutacao com repetigao.

Desenvolvimento da Atividade:

O Que Vamos Fazer: Antes de iniciar a atividade, é recomendado que o professor
reforce os conceitos de permutagao com repeticao, preparando os alunos para as etapas

que se seguern.

A Atividade 2, ¢ Explorando Distancias: Uma Aventura na Medicao de Taxi”, esta
disponivel em https://scratch.mit.edu/projects/884572594.

Atividade 3: Numero de trajetos na Geometria do Taxi.

Para abordar essa questao, recorremos aos conceitos da analise combinatoria,
principalmente o conceito de permutacao com repeticao. Essa abordagem nos permite
calcular de maneira eficaz o nimero de caminhos distintos entre os pontos, levando em

conta a distancia de taxi igual entre eles.
Mas para isso, considere as notacoes:
o V: Representa o movimento na direcao vertical.
o H: Representa o movimento na dire¢do horizontal.

o v: Quantidade de movimentos verticais entre dois pontos.
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e h: Quantidade de movimentos horizontais entre dois pontos.
o n: Distancia total entre os pontos, ou seja, n = v + h.

o N: Numero de caminhos possiveis entre dois pontos, cuja distancia do taxi seja igual

an.

Para encontrar o nimero de caminhos possiveis entre dois pontos, depende dos deslocamen-
tos verticais (v) e horizontais (h) disponiveis entre esses pontos. Isso pode ser encontrado
através das combinagoes e comparado a encontrar o nimero de anagramas de uma palavra
composta por repeti¢oes de “v” (v vezes) e “h” (h vezes). Para isso, vamos utilizar o

conceito de permutagdao com repeticao:

|
_ U7h _ n.
V=R =
Publico Alvo:
e Alunos do Ensino Médio.

Pré-requisitos:

e plano cartesiano;
e Permutacao com repetigao;

« distancia do taxi.
Tempo Estimado:

e 50 minutos.
Recursos Necessarios:

o folha de atividades;

« malha quadriculada.
Objetivos:

e construir o conceito da quantidade de caminhos que podemos trilhar entre dois

pontos, considerando a menor distancia taxi .

Conteudos explorados:
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transformacao de unidades de medidas;

plano cartesiano;
« distancia euclidiana;

« distancia do taxi;

Permutacao com repetigao;

Desenvolvimento da Atividade:

O Que Vamos Fazer: Primeiro, vamos utilizar "GeoGebra Classic", que esta

disponivel em:
https : | Jwww.geogebra.org/classic?lang = ptpT.
Agora marque os pontos A = (1,1), B=(2,3) e C = (3,6).

Exemplo: Conforme a Figura,

Resolva:

a) Quantos sdo os caminhos possiveis, passando pelas linhas da malha, entre os pontos
Ae B?

b) Quantos sdo os caminhos possiveis, passando pelas linhas da malha, entre os pontos

AeC?

¢) Quantos sdo os caminhos possiveis, passando pelas linhas da malha, entre os pontos

A e C, passando por B?

Solucgao:
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a) Entre os pontos a e b, ha trés opgoes:

e com os movimentos H -V — V.
e com os movimentos V — H — V.

e com os movimentos V — V — H.

b) Entre os pontos a e ¢, ha vinte e uma opgoes:

Para encontrar o nimero de caminhos possiveis entre dois pontos, depende dos
deslocamentos verticais (v) e horizontais (h) disponiveis entre esses pontos. Isso pode ser
encontrado através das combinagoes e comparado a encontrar o nimero de anagramas de

uma palavra composta por repeticoes de “v” (v vezes) e “h” (h vezes).

Para isso, vamos utilizar o conceito de permutagao com repeticao:

n!

_ pv,h "7
N=Fr"= vlh!

No item b), em que

temos: - . 6.5
N=PF=_——=_-———

= = = 21.
5120 2.1.5!

No item c¢), a quantidade de trajetos minimos entre A e C, passando por B, envolve
a quantidade trajetos minimos entre A e B e a quantidade trajetos minimos entre B e C,

da seguinte maneira:
34!

o 2.1 3,1____
N=Fh _mnmu_S

Atividade 4: A circunferéncia de taxi.

Essa atividade pode causar alguma estranheza pelos alunos. Pois, aceitar que um

"quadrado"é uma circunferéncia nao é facil & um primeiro momento.

Publico Alvo:
e FEstudantes do Ensino Médio.
Pré-requisitos:

Conceito de plano cartesiano;

o Areas de figuras planas;
« Distancia euclidiana;

o Distancia do taxi;
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e Nocoes de circunferéncia euclidiana;

o Entendimento da circunferéncia do taxi.
Tempo Estimado:

» Aproximadamente 50 minutos.
Recursos Necessarios:

o Folha de atividades;
« Malha quadriculada;

Nota: Todos esses recursos serao fornecidos pelo professor.
Objetivos:
« Explorar o conceito de circunferéncia do taxi.
Conteidos Abordados:

e Conversao de unidades de medida;

o Coordenadas no plano cartesiano;

o Célculo de areas de figuras planas;

« Distancia euclidiana;

« Distancia do téaxi;

e Conceito de circunferéncia euclidiana;

o Aplicacao da circunferéncia do taxi.

Desenvolvimento da Atividade:

O Que Vamos Fazer: Esta atividade é recomendada para ser realizada apds os
estudantes terem concluido as Atividades 1 e 2 no Scratch, e a Atividade 3 em sala de
aula. O tempo estimado para a conclusao é de cerca de 50 minutos, mas esse intervalo

pode ser ajustado conforme a necessidade e o progresso dos alunos.

Cada estudante recebera o roteiro da atividade no inicio da aula, e o professor
estara disponivel para responder a quaisquer duvidas que possam surgir. Ao final da
atividade, o professor conduzird a corre¢ao, discutindo com os alunos sobre o conceito de

geometria do taxi.
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Roteiro da Atividade para os Alunos:

Utilizando o software GeoGebra, considere uma circunferéncia com centro em
C'(0,0) e raio r = 4, onde os pontos da circunferéncia interceptam os eixos coordenados.
A essa circunferéncia, dé o nome de "Circunferéncia de Taxi". Agora, para uma melhor

visualizacao:

a) Ligando esses pontos, que figura obtemos? Explore o GeoGebra para unir os pontos
da circunferéncia. O que vocé observa ao conectar esses pontos? Que tipo de figura

¢é formada?

b) Desenhe quatro raios, um em cada quadrante, dessa "circunferéncia'. Qual é a
medida do comprimento dessa circunferéncia?Utilize o GeoGebra para desenhar
raios que partem do centro para cada ponto onde a circunferéncia intercepta os
eixos coordenados. Em seguida, analise e determine a medida do comprimento da

"circunferéncia de Taxi". Como essa medida se relaciona com o raio da circunferéncia?

¢) Qual o valor de 7 na geometria do téaxi? Apds realizar as construgoes acima, observe
as medidas obtidas. Como essas medidas se comparam com o conceito tradicional de

77 Determine o valor de m na geometria do taxi e compare com o valor convencional.

Atividade 5: Otimizacgao na Instalagcdo de Orelhoes: Uma Abordagem

Geométrica do Taxi

Uma companhia telefénica etd encontrando muitos problemas com a intalagao de

orelhdes em uma cidade e utilizaremos a geometria do taxi para solucionar esse problema.

Publico Alvo:
e Alunos do Ensino Médio.
Pré-requisitos:

o Plano cartesiano;

« Distancia euclidiana;

o Distancia do taxi;

o Circunferéncia euclidiana;

e Circunferéncia do taxi.
Tempo Estimado:

¢ 50 minutos.
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Recursos Necessarios:

o Folha de atividades;

o GeoGebra;
Objetivos:

o Consolidar os conhecimentos adquiridos nas atividades anteriores.
Conteidos Abordados:

o Conversao de unidades de medida;
o Distancia euclidiana;

« Distancia do téaxi;

o Circunferéncia euclidiana;

o Circunferéncia do taxi;

o Figuras planas.

o Areas de figuras planas;

Desenvolvimento da Atividade:

O Que Vamos Fazer: Esta atividade deve ser conduzida apds os alunos terem
realizado as atividades anteriores. Adaptacoes podem ser feitas conforme a disponibilidade

de recursos da escola. O professor deve auxiliar os alunos e, ao final, discutir as solugoes.
Roteiro da atividade:

Uma companhia telefonica deseja instalar orelhdes em uma cidade, seguindo a
condi¢ao de que toda pessoa que more a menos de 12 quarteiroes do centro da cidade deve
caminhar, no maximo, 4 quarteiroes para encontrar um orelhao. Utilizando a geometria

do taxi:

a) Qual é o nimero minimo de orelhdes necessarios para atender a essa condigao?

b) Indique a localizagao desses orelhdes em uma malha quadriculada(Utilize o GeoGe-
bra).
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6 Consideracoes Finais

A geometria do taxi é uma abordagem geométrica que reflete as trajetorias reais
realizadas nas cidades e é facilmente compreendida pelas pessoas. Introduzir esse conceito
na sala de aula permite aos alunos associa-lo a situagoes praticas do cotidiano. Com essa
perspectiva em mente, desenvolvemos uma sequéncia didatica para introduzir a geometria

do taxi no contexto da Educacao Basica.

Durante esse processo, abordamos a teoria subjacente a geometria do taxi, explo-
rando o conceito de métrica e fornecendo resultados relevantes para os topicos tratados
nas atividades. Além disso, discutimos a natureza da geometria do taxi como uma forma

de geometria nao euclidiana e apresentamos diferentes abordagens dessa classificagao.

Nossa sequéncia didatica foi cuidadosamente planejada e aplicada. A aplicacao da
"geometria do taxi'nao s6 proporcionou aos alunos uma perspectiva tnica da geometria,
mas também demonstrou ser eficaz na integracao de conceitos de analise combinatoria.
A interligacdo entre essas duas areas da matematica revela-se particularmente valiosa,
ampliando a compreensao dos estudantes e ressaltando a interdisciplinaridade intrinseca a

esses temas.

A utilizagdo da plataforma Schatch adicionou um elemento adicional a eficacia
da aprendizagem, tornando-a mais envolvente, divertida e dindmica. Ao incorporar essa
ferramenta, os alunos puderam explorar os principios da geometria do taxi e da analise
combinatoria de uma maneira interativa, contribuindo para um aprendizado mais efetivo e

prazeroso.

Permitindo assim que os alunos descubram os principios da distancia do taxi e, a
partir desse entendimento, explorem outros conceitos matematicos. As atividades foram
desenhadas para concentrar-se na introdugao a geometria do taxi, a partir da compreensao
da distancia, permitindo que os alunos solidifiquem esses conceitos por meio da pratica.

Para implementar as atividades, utilizamos recursos como o ambiente virtual Scratch e o

GeoGebra.

Como sugestao para trabalhos futuros, estamos considerando reestruturar as Ativi-
dades 3, 4 e 5 para serem realizadas com o auxilio do ambiente virtual wordwall. Além
disso, temos o plano de desenvolver um jogo no ambiente virtual Scratch, abordando o
tema da geometria do taxi, visando sua aplicacao na Educacao Basica. Essas iniciativas
podem contribuir para tornar o aprendizado da geometria do taxi mais envolvente e

acessivel aos alunos.
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APENDICE A - Atividades no Scratch

No apéndice, adentramos ao intrigante universo da geometria do taxi, explorando
nao so seus fundamentos matematicos, mas também suas aplicagoes praticas através da
plataforma Scratch. Este apéndice oferece uma perspectiva visual e pratica das atividades
realizadas pelos alunos durante a pesquisa de mestrado. Com o auxilio do Scratch, as
imagens aqui apresentadas ilustram a execucgao e exploragao dos conceitos da geometria
do taxi pelos alunos, fornecendo uma visao detalhada de suas interacoes e aprendizados
enquanto utilizavam essa ferramenta de programacao visual. Ao observar estas imagens,
¢ possivel nao apenas compreender a aplicacao dos conceitos geométricos, mas também
testemunhar a experiéncia pratica dos alunos ao explorar e aplicar os principios da

geometria do taxi em um ambiente digital interativo como o Scratch.

Figura 34 — Alunos executando ativida-

Figura 35 — Alunos executando ativida-
des no Scratch

des no Scratch
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Figura 36 — Alunos executando ativida- Figura 37 — Alunos executando ativida-
des no Scratch des no Scratch

Figura 38 — Alunos executando ativida- Figura 39 — Alunos executando ativida-
des no Scratch des no Scratch
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Figura 40 — Alunos executando ativida- Figura 41 — Alunos executando ativida-
des no Scratch des no Scratch



