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Resumo

A Conjectura F de Hardy-Littlewood, proposta em 1922, afirma que certas funcoes
quadraticas geram infinitos nimeros primos e fornece uma relacao assintética para a funcao
contagem de numeros primos. O presente trabalho expoe a Conjectura 41, que afirma que a
fungao contagem de primos—41, gerados pelo polinomio de 2° grau vy (x) = 2% + 81z + 412,
obtido através do n-quadrado Zeta e calculos computacionais, é assintoticamente igual
A& TmaTh- Verificou-se que esta conjectura é um caso particular da Conjectura F, e
trabalhou-se nela, obtendo resultados importantes sobre a infinitude dos niimeros primos
do polinomio vy;.

Palavras-chave: Numeros Primos, Conjectura F, n-quadrado Zeta, Polinomio v4;, Conjec-
tura 41.



Abstract

The F Conjecture by Hardy-Littlewood, proposed in 1922, states that certain quadratic
functions generate infinitely many prime numbers and provides an asymptotic relation
for the prime number counting function. This paper presents Conjecture 41, which
asserts that the prime counting function —41, generated by the quadratic polynomial
v41(z) = 22 +812+412, obtained through the n-square Zeta and computational calculations,
is asymptotically equal to z1-7=5. It has been verified that this conjecture is a particular
case of Conjecture F, and efforts have been made to work on it, yielding significant results
regarding the infinitude of prime numbers for the polynomial v,;.

Keywords: Prime Numbers, Conjecture F, Zeta n-square, Polynomial v4;, Conjecture 41.
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1 Introducao

Considerados como “tijolos” da matemaética (AVILA, 2010), a partir dos quais
seria possivel construir todos os outros niimeros, os niimeros primos tiveram sua primeira
observagao na Escola Pitagérica, através do filésofo grego Filolau de Crotona (470 -
385 a.C.), que classificou os nimeros em primos e compostos (BOYER; MERZBACH,
2012). Entretanto, o fascinante estudo dos niimeros primos teve sua génese com a Teoria
dos Numeros, de Euclides de Alexandria (330 - 277 a.C.), em "Os Elementos”, na qual
demonstrou a Infinitude dos Nimeros Primos (EUCLIDES, 2009). Outra contribuigao
significativa foi elaborada pelo filésofo grego Eratdstenes de Cirene (276 -194 a.C.), que
estabeleceu um critério de determinacao, "Crivo de Eratdstenes”, para encontrar todos os
numeros primos até um valor n (AVILA, 2010).

Como se percebe, o estudo dos nimeros primos é longo e contou com a contribuicao
de muitos filésofos e matematicos, tais como Marin Mersenne (1588-1648), Pierre de Fermat
(1601-1665), Leonhard Paul Euler (1707-1783), Adrien-Merie Legendre (1752-1833), Johann
Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), dentre outros, que buscaram compreender
melhor seu comportamento (WIKIPEDIA, 2023).

Apesar dos progressos, ainda existem muitos questionamentos quanto ao compor-
tamento dos niimeros primos, fato que os torna fascinantes. A analise de primalidade, a
distribuicao e a infinitude dos niimeros primos, sao exemplos desses questionamentos.

O estudo sobre o comportamento dos niimeros primos atravessa geragoes, €, no
que toca ao comportamento assintético, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) conjecturou,
ainda na adolescéncia (SAUTOY, 2007), a primeira versao do que hoje conhecemos
como Teorema dos Numeros Primos - TNP. Quase um século depois, Jacques Hadamard
(1865-1963) e Charles-Jean de La Vallée Poussin (1866-1962), de modo independente,
demonstraram o TNP conjecturado por Gauss (KOUKOULOPOULOS, 2020), através da
férmula w(z) ~ z/Ilnz.

Acerca da distribuicao dos nimeros primos nao existe, atualmente, uma férmula
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que a descreva e isso se deve, em parte, a aleatoriedade da disposicao dos nimeros primos
dentro do conjunto dos niimeros naturais. Entretanto, desde que obedecidos aos critérios
estabelecidos, alguns estudos corroboram para a identificacao de formas especiais de
geragao de nuimeros primos.

Nesse sentido, o matematico russo Viktor Bunyakovsky conjectura, em 1854, o

seguinte:

“Qualquer fungao polinomial de grau m > 1 gera infinitos
numeros primos, desde que se satisfaca as seguintes duas
condigoes: (i) os coeficiente da polinomial devem verificar
que o mdc(coeficientes) = 1; (i) a polinomial tem que ser
irredutivel, ou seja, nao deve ser divisivel por qualquer outra
polinomial de grau d com 0 < d < m”(DELOIN, 2016, p. 3).

Ja em 1922, Godfrey Harold Hardy e John Edensor Littlewood expoem, em sua
Conjectura F, que “A fungao quadrética f(n) = an® + bn + ¢ de varidvel inteira positiva,
com coeficientes inteiros positivos, gera infinitos nimeros primos, desde que a, b e ¢ sejam
primos relativos” (HARDY; LITTLEWOOD, 1923, p. 48), além de fornecer uma férmula
assintética para a funcao contagem de primo. Embora essa conjectura seja um caso
particular da conjectura de Bunyakovsky quando m = 2, ela vai além, pois expressa uma
formula assintética andloga a apresentada pelo TNP.

A partir da andlise das conjecturas de Bunyakovsky e Hardy-Littlewood e da
analogia ao TNP, percebemos que o Polinomio vy, (AVILA; MOREIRA; GUIMARAES,
2022), que é gerado através de um arranjo especial de distribui¢cao dos nimeros primos
dentro do n-quadrado Zeta, obedece a tais conjecturas. Dessa forma, o n-quadrado Zeta
fornece-nos o conjunto dos primos—41, denotado por V4. Esses ntimeros primos sao
gerados pela funcao polinomial de segundo grau vy (k) = k? + 81k + 412

Neste trabalho propomos uma férmula assintética para a funcao contagem de
primos-41, 74 (), mais especificamente, enunciamos a Conjectura 41, que afirma que
Ty (x) ~ Tmagp- Verificaremos que se esta conjectura 41 for verdadeira, o conjunto
V41 serd infinito. Além disso, obteremos, numericamente, aproximagoes para as férmulas

assintoticas das conjecturas F e 41, quando sejam aplicados aos primos—41.
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2 Resultados Preliminares

No presente Capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados preliminares;

alguns deles foram retirados de (AVILA; MOREIRA,; GUIMARAES, 2022).
Conjunto dos Nimeros Naturais: N = {1,2,3,...}

Defini¢ao 2.1 (Numero Primo). Seja p € N, p > 1. Dizemos que p é um nimero primo se

ele tem como unicos divisores positivos o 1 e ele mesmo.
Conjunto dos Nimeros Primos: P = {2,3,5,7,11,13,17,19,23,... }
A sequéncia ordenada de ntimeros primos é dada por: P = {p;,ps,ps, ...}, onde

p1:2ap2:37p3:57"'

2.1 A Funcao Contagem de Niumeros Primos

Defini¢ao 2.2 (Igualdade Assintética). Sejam f e g fungoes reais de uma varidvel real

x. Dizemos que f(x) é assintoticamente igual a g(z), denotado por f(x) ~ g(x), se

im f@)
e = -
Simbolicamente,

f(x) ~ glx) <= lim f(z)/g(x) = 1 (2.1)

Definicao 2.3 (“grande O”). Sejam f e g fungoes reais de uma variavel real x. Dizemos
que f(z) é “grande O” de g(z), denotado por f(z) = O(g(x)), se existe uma constante

C >0eum xg € R tal que
|f(2)] < Clg(z)], V= wo.

Definigao 2.4 (Integral Logaritmica).
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Defini¢ao 2.5 (Funcao Contagem de Primos). Definimos a func¢ao contagem de primos,
denotado por 7(z), a fungdo m que associa a variavel real x > 0, a quantidade de nimeros
primos até z.

Assim, podemos dizer que a funcao 7 é dada por

m(z)=#{peP:p<Lz}, >0

onde, # denota o cardinal de um conjunto.

Na Tabela 2.1 apresentamos alguns valores de 7(x), x = 10¥, k =12,...,9. Na

Figura 2.1 apresentamos o gréfico de m(x).

Tabela 2.1: Funcio Contagem de Primos 7(z), * = 10¥, k=12,...,9.

kE z=10F m(x)
1 10 4
2 102 25
3 103 168
4 10* 1.229
5 10° 9.592
6 106 78.498
7 107 664.579
8 108 5.761.455
9 10° 50.847.534

Fonte: Os autores (2023).

Figura 2.1: Gréfico da fungao contagem de primos 7(z).

5,
168}
4r 139+
3k 109F
of 78
461
1F
25+
2 4 6 8§ 10 12 100 200 400 600 800 1000
(a) 0 <z <12 (b) 0 < 2 < 1000

Fonte: Avila et al. (2022).

Teorema 2.1 (Teorema dos Nimeros Primos (TNP)): Seja  um niimero real positivo.
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Entao,

m(x) ~z/Inx (2.3)

A relacao assintética (2.3) é equivalente a

lim m(2)
z—oo z/Inx

—1 (2.4)

A demonstragao do TNP se deve aos matematicos Hadamard(HADAMARD, 1896)
e de La Valle Poussin(POUSSIN;, 1896) que em 1896 apresentaram, de modo independente,

uma prova nao elementar do TNP.

Observagao 2.1. O Teorema da Infinitude dos Nimeros Primos, provado por Euclides,

implica que:
lim 7(z) = o0 (2.5)

Notacao 1.

m(z) =Y 1 (2.6)
onde, p € P.

2.2 As Funcoes de Chebyshev

A seguir definiremos a primeira e segunda fungao de Chebyshev.

Definigao 2.6 (Primeira Fun¢ao de Chebyshev). Seja a fun¢ao ¢ : Rt — R, definida por:

9(x) = Inp (2.7)

p<x

onde, p € P.

Definigao 2.7 (Segunda Fungao de Chebyshev). Seja a fungao i) : RT — R é definida por:

v(z) = An) (2.8)

n<x
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onde,

Inp, se n=p™, para algum primopem > 1
An) =

0, caso contrario

¢ a funcao de von Mangoldt.

Definigao 2.8 (Quociente da divisao de a por b). Sejam a,b € RT.

a . , . a
{BJ ¢ o maior inteiro do ntiimero racional 7 (2.9)

Observagao 2.2.

(a) Podemos reescrever a definigao de ¢ (x) da seguinte maneira:

w(x):ZA(n) Z Inp = Z Inp = ZUE—;J Inp

n<x p" <z p< 21/m p<zT
m>=1

Notamos que a soma sobre p é vazia se z'/™ < 2. ou seja, se m > logsx. Assim,

podemos escrever

)= > Y lp

m<logy x p<al/m

(b) A funcao ¢ (x) pode ser reescrita em termos da funcao J(x):

Y(x)= Y I (2.10)

m<log,

Exemplo 1. Vamos calcular ¢(10) e ¢(12). Desse modo,
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»(10) = Z Inp = Z Inp+ Z Inp+ Z Inp+ Z Inp

p <10 p! <10 p2 <10 p3 <10 pt <10
=In2+m3+mn5+In7 (param =1)

+In2+4+1Imn3 (param = 2)

+1In2 (param = 3)

+0 (param =4)

=3In2+2n34+1nd5+1In7
= 17,8320
P(12) = Z Inp= Z Inp+ Z Inp+ Z Inp+ Z Inp
pm <12 pl <12 p? <12 p3 <12 pt<12

=In2+mIn3+mn5+In7+1Inll (param =1)
+In2+1mn3 (param = 2)

+In2 (para m = 3)

+0 (param =4)
=3n2+2n3+mn5+In7+1Inll

= 10,2299

Note que, para célculos de ¥ (z), podemos utilizar também o seguinte:

Ou seja,
In12
P(12) =) LEJ Inp
p<12
Inl12 Inl12 Inl12 Inl12 In12
= {EJ In2 + LEJ In3 + {EJ Inb+ {FJ In7+ {EJ Inl1

= 3In2 + 2In3 + Inb5 + In7 + In11

= 10,2299

Defini¢ao 2.9 (Fungao Aritmética). Uma fungao f : N — K, onde K é o corpo dos reais

ou dos complexos, é chamada funcao aritmética.

O seguinte teorema e sua demonstracao encontra-se em (APOSTOL, 1976, p. 65).
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Teorema 2.2: Seja F(x Z f(n), onde f(n) é uma funcdo aritmética. Entao,
n<T
x x
> f@ =3 | =3 F () (211)
n<x Mn n<x n n<e n
Um resultado importante deste Teorema é como segue: Seja F(x) = (x) e
f(n) = A(n). De (2.8) temos que ¢(z) = >  A(n). Dessa forma, pelo Teorema 2.2, temos
n<x
que

() -T2 o

n<x n<x

Como o termo do lado direito de (2.12) é igual a: xlogx — z + O(logx), veja
(APOSTOL, 1976, p. 67). Logo,

Zw (%) =zlogx —x + O(log z). (2.13)

n<e

Mais alguns passos estaremos demonstrando a famosa Féormula Assintética de Selberg:

logm—i—ZA ( )—2x10gw+0( ) (2.14)

n<e

Esta formula é a base fundamental para a demonstracao elementar do Teorema dos
Ntumeros Primos (TNP).

Os seguintes resultados envolvem as duas funcoes de Chebyshev que ajudam,
também, a provar a Férmula Assintética de Selberg, mas ela expressada em termos da 1
funcao de Chebyshev.

O seguinte teorema foi retirado de (APOSTOL, 1976, p. 76).

Teorema 2.3: Para x > 0, temos que

@) 9) _ (nay

0< <
x x 2\/xIn2

Demonstragao. De (2.10), segue que

0<y(x) D)= > I@/m)

2<m<log,z

Além disso, pela defini¢do de ¥(z), temos imediatamente a desigualdade
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Assim,

0< P —d(x)< Y. 2/

2<m<log,«
= 2Y2na'? 4 2 PP + L+ x1/10g2”” lnxl/logﬂ
< 2Plnx'? + 22z + .+ 22 Ing!/?
= (2Y2Inz'/?)(log,x — 1)
< (2 Inz?)log,x

VE(na)?

2In2

Dividindo essa desigualdade por z, segue o teorema.

[ |
Observagao 2.3.
Como lim 23%11)22 = 0, segue do critério de comparacao que lim <w5f) — @) =0
T—00 T—>00

Proposigao 2.1: (MARTINEZ et al., 2018, p.429)

Demonstracao. Sabemos que o nimero natural (2:) ¢é divisivel por todos os primos no

intervalo (n, 2n] (HEFEZ, 2016b, p. 86). Suponha que existem s nimeros primos nesse

()
i)

pl().

intervalos. Entao,
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Como (p;, pj) =1, i # j, temos que [] p; | (2:) Assim, [[ p;i < (2:) ou, em outra notacao,
=1 i=1

1=

e (2)

n<p<2n

2n

Por outro lado, i Cy=C+0C)+...+ () +... (2. Entao, ") < X (*1) =

n

(1+ 1)*12—10 = 22" Assim, temos
n<p<2np N n 1=0 U N '

Aplicando logaritmo natural, temos

Z Inp < 2nln2.

n<p<22n

Seja n = 2871 entdo

Z Inp < 2¥In2.

2k—l<p2k

Avaliando para alguns valores de k = i,

i=1= Y Inp=h2<2'n2

20<pg2!

i=2= > Inp=In3<2’In2
21<pg22

1=3= Z Inp=In5+In7<2%n2
22<pg23

Somando membro a membro, temos

k
d lp<) 2m2=(2""-1)n2 < 2" n2.
1

p<2k i=

%
1=0

(2.15)
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Seja k um inteiro positivo tal que

2kt < < 28 (2.16)
Entao,
d Inp< ) Inp<2n2=(4n2)2"" < 4zn2. (2.17)
p<T p<2k
Para m > 1 fixo temos
Z Inp = Z Inp <212 = (41n2) 2™, (2.18)
pm<x pg.’zl/m
Agora, se para algum m > 1 existe um primo p tal que p™ < x, entao teremos que 2™ < .

Assim,

=> Inp+ > (Z lnp)

p<z m>=2 ML
—Zlnp+21np+21np+ +Zlnp;
p<x p2<z p3<x pP<x

onde 2° < z, dessa forma 3 = |2£]. Logo,

:Zlnp+ Z Inp+ Z Inp+...+ Z Inp

psT p<x1/2 pg;gl/:3 pgxl/ﬁ

De (2.17) e (2.18), temos

Y(r) <4zln2+ (4ln2) 2?2+ (4In2) z'? + ...+ (41n2) z/P

<dzln2+ (4In2)zY2 + (4In2) 22 4+ ... + (41In2) 2!/

B
= (4In2)z +4In?2 (Z x1/2> = (4In2)z + (4In2)(8 — 1)z'/?

< (4In2)z + (4In2)z'? < (4In2)z + 4(Inx)z/?
<(4In2)z+4(lnz)r < (4In2)z+4k(In2)xz De (2.16)

< Kz, onde K =4In2+4kIn2=41In2(k+1). (2.19)




21

Lema 2.1. As fungoes de Chebyshev obedecem a seguinte relagao:
9(z) < ¥(x). (2:20)

Demonstracao. De fato,

W(x) = Z Inp = Zlnp—i— Z Inp > Zlnp = ¥(z)

m L p<x m22,pm < x p<T

Lema 2.2. A 12 func¢iao de Chebyshev é “grande O” de z, isto &,

Y(z) = O(x) (2.21)

Definigao 2.10 (Funcao Geradora de Nimeros Primos). Dizemos que f : Z — Z é uma

funcao geradora de nimeros primos se f(n) € P, para algum n € Z.

Observagao 2.4. Neste trabalho escreveremos, simplesmente, funcao geradora quando nos

refiramos a uma funcao geradora de nimeros primos.

Definigao 2.11 (Quantidade de Primos de uma Funcdo Geradora). Sejam k, n € N.

Definimos a quantidade de primos de 1 até n de uma funcao geradora f, por
mrn)=#{peP: f(k)=p, 1 <k<n} (2.22)

Exemplo 2. O polinomio de Euler: pg(n) = n*> —n + 41, n = 1,2,3,... é uma fungao
geradora de niimeros primos. Na Tabela 2.2 apresentamos alguns valores da quantidade

de primos da funcao geradora pg(n), n = 10*, k=1,2,3,...

Definigao 2.12 (Densidade Natural de um Conjunto). Sejam A e B conjuntos, B C A.

Definimos a densidade natural de B, por

o(B) = lim #{n:ne ANB,n<z}

2.2
T—00 #{n;n€A7n<x} ( 3)
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Tabela 2.2: 7,,(n): Quantidade de primos de pg(n), n = 10%, k =

1,2,...,9.
k n=10% Tpg (1)
1 10 10
2 102 86
3 103 581
4 10* 4.149
5 10° 31.985
6 106 261.081
7 107 2.208.197
8 108 19.132.652
9 10° 168...

Fonte: Os autores (2023).

Exemplo 3. Seja A =Ne B =P. A densidade natural dos niimeros primos é

o(P) = Tim T gy T8 < ! > —0 (2.24)

T—00 I oo z/Inx \Inz

pois, pelo TNP, temos que lim 7(z)/(z/Inz) = 1.

T—00

A seguir obteremos o célculo de algumas integrais. Para t € (0,1) U (1,00), temos

bt 1 1
- -~ 2.2
/a tIn’t Ina Inbd (2:25)

Se t > 1, temos

b dt
/ — <00 (2.26)

Int

Seja f : (1, + 00) —= (0, + 00) dada por f(t) = . Como f(t) é continua para todo ¢ > 1

temos, pelo Teorema do Valor Médio para integrais, que existe ¢ € [2, z] tal que

/w a1 g 2 (2.27)

In’t Inc In?¢

Definigao 2.13 (Quociente da Divisao de a por b). Sejam a, b € N.

al C e . , . a
[—} ¢ o maior inteiro no maior que o numero racional —. (2.28)

b b
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2.3 O Simbolo de Legendre

Definigao 2.14 (Simbolo de Legendre). Sejam a € Z e p € P.

1 se a é residuo quadratico médulo p
a
(—) =4 —1 se a nao é residuo quadratico modulo p

0 se a=0 mod p.
A seguinte proposigao foi retirada de (HEFEZ, 2016a, p. 248).
Proposigao 2.2: Sejam a, b € Z e p € P tal que mdc (a, p) = mdc (b, p) = 1. Tem-se que
(i) a=b modp — (%) = (%)
(ii) oz = (%) mod p

W (9)-() ()

A seguir enunciaremos algumas consequéncias dessa proposicao. Da Proposigao 2.2

(ii), segue o seguinte corolério.

Corolério 2.1:

(__1) = (-1)=. (2.29)

Da Proposigao 2.2 (iii) e do Coroldrio 2.1, segue o seguinte corolario.

5)-cv7()

A seguinte proposicao foi retirada de (HEFEZ, 2016a, p. 258).

Corolario 2.2:

Proposi¢ao 2.3: Sejam a € N e p € P tal que mde (a, p) = 1. Pondo p/ = 2= e
K = [9} + [2_a] +...+ [%}, temos que

(g) = (—1)" (2.31)
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De (2.30) e (2.31), temos que

(__a) = (=)= = (-1 (2.32)

p

Exemplo 4. Sejam a = —163 e p = 3. Logo, p' = 7%1 =1,eovalorde s = [12] =54. O

3

valor de

(%) = (=1)PHe = —1,

Exemplo 5. Sejam a = —163 e p = 5. Logo, p' = 551 =2, e o valor de k = [@} + [w} =

5
2 5
32+ 65 =97. O valor de

<$) = (=)t = 1.

Na Tabela 2.3 apresentamos alguns valores dos simbolos de Legendre <%i63) i €

P, i=23,...,9, que foram obtidos usando o Software Mathematica.

Tabela 2.3: Os simbolos de Legendre (%).

i o (S8) = (-
1 2 -
2 3 -1
3 5 —1
4 7 -1
o 11 —1
6 13 -1
717 —1
8 19 —1
9 23 —1

Fonte: Os autores (2023).
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3 Deducao da Conjectura 41

No presente Capitulo focaremos o estudo no Polindmio v4; e nas preliminares para

a formulagao da Conjectura 41.

3.1 O Polinomio vy

No n—quadrado Zeta! encontra-se o caminho vertical Vy;(n), mas como n limitava
o comprimento do caminho, preferiram estudar-lo fora do n—quadrado Zeta. Assim, o

caminho vertical V,;, agora independente de n, é dado pelo seguinte conjunto:
Vi = {1763,1847,1933,2021,2111, ...} (3.1)
Todo elemento de Vy; é gerado pelo polinomio vy (k)?, definido por
v (k) = k* + 81k + 1681, k=123,... (3.2)

Esse polinomio de 2° grau é uma funcao geradora de ntimeros primos.

10 n-quadrado Zeta é um quadrado formado por n? casas que sdo preenchidas de forma nio aleatéria,

seguindo padroes especiais de distribuigdo de ntimeros primos. O arranjo de formacao dos nimeros
dentro do m-quadrado zeta, segue alguns passos: i - casas da diagonal principal - sao preenchidas,
nessa ordem, pelos quadrados perfeitos: 1,4,9,...,n%; ii - casas da j-ésima coluna superior - para cada

j. 2<j <n,temos a sequéncia: ((j —1)24+1, (j—1)%+2, (j—1)?+3, .., j(j—1)) que possui
(j — 1) casas; iii - casas da i-ésima linha inferior - para cada i, 2 < i < n, temos a sequéncia:
(i(i—1)+1, ii—1)+2, i(s—1)+3, ... , (¢—1)(i+1)), que possui (i — 1) casas. O termo Zeta

advém dos quatro primeiros nimeros que formam a letra Z, que no alfabeto grego seria o "Zeta”. No
n-quadrado Zeta podemos encontrar caminhos retilineos, que sao sequéncias de casas com pelo menos um
primo. Foram estudados quatro caminhos partindo da diagonal principal, quais sejam, diagonal, vertical,
perpendicular inferior e perpendicular superior. O caminho retilineo vertical 41 é assim denominado em
razao de sua localizacao dentro do n-quadrado Zeta, ou seja, no caminho vertical e na coluna 41: Vy;.
(AVILA; MOREIRA; GUIMARAES, 2022)

2Para cada caminho retilineo diagonal e vertical no n-quadrado Zeta existe um polinémio quadratico
associado a ele. Quanto ao caminho vertical V41 temos um polinémio que descreve os valores das casas do
caminho vertical: v;(k) = k% + (25 — 1)k + 5%, Vk =1,2,3,... .(AVILA; MOREIRA; GUIMARAES, 2022)
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Observacgao 3.1.

(a) Note que o caminho vertical Vy; é a imagem do polinomio vy, ou seja,
V41 = Im(v41) = {U41(k’) ck € N}

Na Tabela 3.1, segunda coluna, mostramos os 10 primeiros valores de vy (k), k =
1,2,3,...

(b) A quantidade de elementos, de 1 até k, de Vy é k.

(¢) A solugdo da equagao: x* 4 81z + 1681 = a é: x = 1 (=81 — /=163 + 4a) ¢ x =
% (—81 + /=163 + 4a). Obtém-se solucoes reais e positivas z > 0 se a > 412 = 1681.

Definigao 3.1 (Conjunto de Numeros Primos 41). Define-se o conjunto dos niimeros primos

41 pelo conjunto V4 NP e denotamos por,
Va1 = {1847, 1933, 2111, 2203, 2297, 2393, 2591, ...}

A sequéncia ordenada de nimeros primos 41 é dada por: V4 = {p1, p2, p3,...},
onde p; = 1847, p, = 1933, p3 = 2111, ... Na Tabela 3.1, terceira coluna, mostramos os 7

primeiros ntimeros primos 41.

Tabela 3.1: Os 10 primeiros valores de vy (z).

k wviu(k) pi€Va mu(k)
1 1763 0
2 1847 m 1
3 1933 . 2
4 2021 2
5 2111 3 3
6 2203 Pa 4
7 2297 s 5
8 2393 e 6
9 2491 6
10 2591 r 7

Fonte: Os autores (2023).
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Observagao 3.2. Da Definicao 3.1, segue que V4 C P.

Definigao 3.2 (Fungao Contagem de Primos 41). Para todo = > 1, definimos

m(x) =#{p e Vu: p<un()}; (3.3)

onde, # denota o cardinal de um conjunto.

Alguns valores de my () sao: mg(1) = 0,741(1.5) = 0,m1(2) = 1,m41(2.2) =

1,7m41(3) = 2. Na Figura 3.1 apresentamos o gréfico de my;(z),1 < x < 12.

Figura 3.1: Gréfico da fungao 7y (z), 1 <z < 12.

10

Fonte: Os autores (2023).

Densidade Natural de V,;. Da Definicao 2.12, temos que dados os conjuntos V4 e Vyq,

onde V4 C V4 obtemos a densidade natural de Vg, por

#{n:neVynVyn<a}

Vi) = L 3.4
pu(Van) v #{n:ne€Vy,n<x} (34)
. #{nineVy,n<a}
_a:h—g}o #{n:neNmn<z} (35)
i @) (3.6)
T—00 €T

Definicao 3.3 (Densidade discreta dos primos—41). Seja k& € N. Definimos a densidade

discreta dos primos—41, por

pa1 (k) = Mlk(k)- (3.7)

Com a finalidade de trabalhar com densidades avaliadas em poténcias de 10,
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considere-se a seguinte fungao 7' : R™ — R* definida por z = T'(y) = 10¥, sendo que

y = log z. Assim, a composicao de fungoes p41 é definida por
pa1(y) = (pa o T)(y) = pur[T(y)] = pa1(10Y) = par (). (3.8)

Por exemplo, p41(3) = p41(10%) = 0.559.

3.2 Preliminares para a Formulacao da Conjectura 41

Considerando os calculos computacionais da Tabela 3.2 podemos observar que na
ultima coluna e, especificamente, nas trés ultimas linhas, a diferenca dos inversos das

densidades p4; podem ser aproximados por In 2, isto é,

1/pa(y) —1/pu(y — 1) = In2. (3.9)

Tabela 3.2: Padrao da diferenga dos inversos das densidades pg;.

y 10° 7T41(10y) pa1 (y) 5411(9) ﬁ411(y) _ ﬁ41(?1J—1)
1 10 7 0,7 1,428571429

2 102 74 0,74 1,351351351 -0,077220077
3 103 559 0,559 1,788908766 0,437557414
4 10* 4.123 0,4123 2,425418385 0,636509619
5 10° 31.957 0,31957  3,129204869 0,703786484
6 106 261.051 0,261051 3,830669103 0,701464234
7 107 2.208.165 0,2208165 4,528647089 0,697977986
8 108 19.132.617 0,19132617 5,226676518 0,698029429
9 10° 168.806.706 0,168806706 5,923935273 0,697258755

In2 = 0,693147181

Fonte: Os autores (2023).

Observe, também, que podemos escolher y = 4 como sendo uma “boa” aproximacao

inicial da diferenca dos inversos em (3.9). Assim,

1/pai(y) = 1/par(y — 1) + In2

1/pa(y —1) =~ 1/pn(y —2) +1In2

1/pa(4) = 1/pa(3) +1n2
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Efetuando,

1/par(y) = 1/pn(3) + (y — 3) In2 (3.10)

Logo,

1
T yIn2+1/ps(3) —In8

par(y) (3.11)

Usando (3.8), temos

1
~ 12
pu(r) logzIn2+1/p4(103) —In8 (3.12)
1
~ (In2/In10)Inx + (1/p4(103) — In8)
_ (3.13)
 Alnz+ B '

onde, A = 12 ~0,301030 ¢ B = 1/pn(10*) — In8 = 1/0,559 — In8 ~ —0,290533. De

(3.7), temos que

T (x) = m (3.14)
3.3 A Conjectura 41
Com as informagoes anteriores podemos enunciar a Conjectura 41.
Conjectura 41 Para todo z > e(1~5)/4 temos
Ty () ~ ﬁ; (3.15)

_ In2 _ 1 o
onde, A= %5 e B = 3559 In 8.

Observacgao 3.3.

A-B)/A

(a) = = el ~ 7,13583 é um ponto de minimo da fungao z/(Alnz + B). Sendo o

valor minimo, aproximadamente, 23,7046.

(b) z = e B/ = 2.62513 é uma assintota vertical da funcio x/(Alnz + B).




30

(c) A relagao assintética (3.15) é equivalentemente a

lim a1 ()
z—o0 z/(Alnz + B)

~1 (3.16)

Se a Conjectura 41 fosse verdadeira, tem-se os seguintes resultados:

Proposicao 3.1: A densidade natural de V,; é nula, isto é,

(Vi) = lim T8 _ (3.17)
T—00 €T
Demonstracgao.
. Ty () . a1 () 1
Va)=1 =1 = 0
pu(Vay) roe T 200 (:v/(Alnx+B) Alnz+ B ’
pois, o limite do primeiro fator é 1, devido a (3.16), e do segundo fator é 0. |

Proposigao 3.2: A fungao contagem de primos 41 é assintoticamente igual a 1/A vezes a

funcao contagem de primos, isto é,

7T41(33') ~ ZT('(.Z') (318)

onde, 1/A = 3,32193...
Demonstracao.

() . a1 () T

lim ——==A41

oo Ir(z) " eb x/(Alnz + B) n(x) (Alnz + B)

. 41 () ] 1
= A lim [
a=o0 |z/(Alnz+ B)| 4 [;;(l?x} B [@]
De (3.16), (2.4) e (2.24), temos
7T41(£L‘) .

(3.19)

Z—00 %71—(;5)
Assim, 7y (z) ~ $7(2). [

Teorema 3.1 (Infinitude de vy (x)): O polindomio vy () gera infinitos niimeros primos.
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Demonstragao. A demonstracao serd por Absurdo. Suponhamos que vy (z) gera um
ndmero finito de nimeros primos, ou seja, lim 7y (z) = k, para algum k € N. Calculemos
Tr—00

lim —7:41(26) = A lim ()

s Tn(z) ~ " anoo (a)

De (2.5), temos que m(x) — 0o, quando z — oo. Logo, lim g (z)/%7(x) = 0, mas isto
T—00

contradiz (3.19). Assim, v41(x) gera infinitos nimeros primos. |
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4 As Conjecturas F e 41

Neste Capitulo abordaremos o estudo da fungao contagem de niimeros primos

obtidas por ambas conjecturas: F e 41.

Conjectura 4.1 (Conjectura F de Hardy-Littlewood, 1922): Sejam a, b, ¢ € Z,a > 0,
mdc (a, b, ¢) =1, A = b* — 4ac nao é um quadrado e, a + b e ¢ nao sao ambos pares.

Entao, existem infinitos nimeros primos da forma f(n) = an? + bn + ¢. Além disso,

71(n) ~ Cev/mf(Valnn) (4.1)

onde,

CIGEMESE)

p>2 p>2
pla A plb pfa

A
(—) : denota o simbolo de Legrendre
p

1/2, se 2fa+b;

1, de outro modo.

Observagao 4.1. A Conjectura F, publicada pela primeira vez por Hardy e Littlewood
(HARDY; LITTLEWOOD, 1923, p. 48) tem sido reescrita. Jacobson e Williams (JACOB-
SON; WILLIAMS, 2002) mudaram, unicamente, a equagao (4.1) por

m¢(n) ~ eCLi(n) (4.3)

Com essa notacao a Conjectura F também pode ser estudada como um caso particular
da Conjectura de Bateman-Horn, melhores informagoes em (ALETHEIA-ZOMLEFER;
FUKSHANSKY; GARCIA, 2020, p. 440). Este trabalho seguiréd a igualdade assintética
(4.3).
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4.1 O Polinémio v4; e a Conjectura F

O polindmio vy (n) satisfaz a hipdteses da Conjectura F. De fato,
va(n) = n® + 81n + 1681

sendo a = 1,b =81 e ¢ = 1681.
(i) a>0
(i) mde (1, 81, 1681) = 1
(iii) A =0? — 4ac = 81%> — 4(1)(1681) = —163 nao é um quadrado perfeito.
(iv) a+ b= 82 ¢ ¢ = 1681 nao sdo ambos pares.

Logo, vy satisfaz a conjectura.
Segundo a Conjectura F, o polindmio vy, gera infinitos niimeros primos. Além

disso,
ma1(n) ~ eCLi(n) = C Li(n); (4.4)

onde e =1 e C vira C, sendo

ézﬂ[l—pil_l (_1§3>}. (4.5)

Célculo de C: Para os 4 primeiros primos impares, sendo py = 11, temos

] R S Sy
= (14 1/2)(1 + 1/4)(1 + 1/6)(1 + 1/10)

3 5 7 11
==X - X=X —

2 4 6 10
= 77/32
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Calculo de C: Para os 10° primeiros primos impares (Usou-se o Software Mathematica).

Ciros — [1 _ 3_#1(—1)} {1 _ 5%1(—1)} [1 - pm:_ (-1)

onde, pigs = 1.299.709 e (ﬁ) — 1.

109

Pelo grafico exposto na Figura 4.1, podemos considerar o seguinte Valor aproximado para

~

C, isto é,
C =~ Cip5 = 3,3204 (4.6)

Outro valor pode ser encontrado em Jacobson e Williams (2002), isto é,

~

C = 3,3197732 (4.7)

Figura 4.1: Calculo da constante C. Em cor azul o grafico de 6105
aproximando-se a reta horizontal y = 3,3204. A reta horizontal y =
3,3197732 representa o valor de C'(A).

3.335

3.330

3.325
H/N,\/\‘MA‘YMM_M_ T A, e e el i

3.320 L] inadihanh el o e i

i ] 3.3204

108

3.315

3.31977¢

3.310

3.305
0 20000 40000 60000 80000 100000

Fonte: Os autores (2023).
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4.2 A Funcao Contagem de Primos—41 nas Conjecturas F e

41

Na Tabela 4.1 apresentamos alguns valores da fungao contagem dos primos—41 para
n = 10,102,...,10°. A segunda coluna apresenta os valores reais de m4;(n). A terceira
coluna apresenta o célculo da férmula assintética a(A)Li(n), onde a(A) = 3,3197732,
da Conjectura F. A quarta coluna exibe o calculo de 6105Li(n), onde 6105 = 3,3204 foi
obtido pelos autores deste trabalho. A quinta coluna mostra a aproximagao de my;(n)

pela féormula assintética proposta na Conjectura 41. A sexta e ultima coluna

_n__
Alnn+B’
apresentam o erro relativo que se comete ao aproximar my;(n) pelas férmulas assintéticas
das conjecturas F e 41, respectivamente. Observamos que o erro na Conjectura F cai mais
rapidamente, com relagdo ao erro da Conjectura 41. Para o célculo da funcao Li(n) foi

usado o Software Mathematica.
Tabela 4.1: Valores da fungao contagem de primos—41 para n =

10,102, ...,10% calculo das férmulas assintéticas das conjecturas F e
41, e erros relativos devido a aproximacao.

A |w41 (n)—C(A)Li(n)]| Ima1(n)— g B

n w41 (n)

C(A)Li(n)

é105 Li(n)

n
Alnn+B

[741(n)] [741(n)]
10 7 20,5 20.5 24,8 1,92405600 2,54823725
102 74 100,0 100,0 91,3 0,35151294 0,23325308
103 559 589,6 589,7 559,0 0,05478315 0,00000000
104 4.123 4.136,9 4.137,7 4.028,9 0,00336962 0,02281881
10° 31.957 31.968,8 31.974,8 31.494,0 0,00036868 0,01448671
106 261.051 261.025,6 261.074,9 258.508,1 0,00009718 0,00974090
107 2.208.165 2.207.378,3 2.207.795,1 2.192.262,5 0,00035627 0,00720167
108 19.132.617 19.129.228,3 19.132.840,0 19.030.782,5 0,00017712 0,00532256
109 168.806.706 168.807.927,5 168.839.799,8 168.129.622.8 0,00000724 0,00401100

Fonte: Os autores (2023).
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O Resultados que Apontam a Veracidade
da Conjectura 41

Como j4 foi dito na Observacao 3.3(c), a Conjectura 41 serd provada se

i T (z)(Alnz + B) _1 (5.1)

T—00 xX

Tendo em conta a demonstracao elementar do Teorema dos Nimeros Primos (TNP),

trataremos de fazer, de forma andloga, o que foi feito no TNP para com os primos—41.

O seguinte teorema oferece uma férmula para fungoes com valores inteiros e a

integral, esta formula é conhecida como a Identidade de Abel, cuja demonstracao encontra-

se em (APOSTOL, 1976, p. 77).

Teorema 5.1 (Identidade de Abel): Sejam a(n) uma funcado aritmética, A(z) = > a(n) e

f € C'y,x]. Entao, vale a férmula

y<n<zx

Observacgao 5.1. Seja n = 1,2,3,... Na Identidade de Abel, se y = 1 temos

dFW)+ S aln)f(n) = A(x) f(z) — / " AW f (t)dt

l<n<z

a(1)F(1) +a(2)F(2) +aB)fB) + ... + ale)f(z) = A(x)f(z) - / " AW f (t)dt
S a(n) f(n) = A(x) f(x) - / " AW f (.
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5.1 Aplicacao da Identidade de Abel nas Funcoes de
Chebyshev

Usando a Identidade de Abel se demonstrou a seguinte proposi¢ao (APOSTOL,
1976, p. 78).

Proposicao 5.1: Para x > 2 e pela identidade de Abel, temos que:

(i) A Primeira fungao de Chebyshev satisfaz

Y (z) =7m(x)Inz — /j @dt. (5.3)

(ii) A fungao Contagem de Primos satisfaz

r(z) = 2 / FO) gy (5.4)

 Inx tin%t

Demonstracao.

(i) De fato, para n € N definamos,

1, se nelP
a(n) = (5.5)

0, em outro lugar.

Considere f(z) = In(z), = > 0; sua derivada é: f'(z) = 1/z. Assim, f € C'[b, z],b > 0.
Seja A(z) = 7(x), onde

W z) = Zlnp: Za(n) Inn = Z a(n)Inn

p<z n<x 2<n<x
Pela Identidade de Abel,

_ “(t)
Z a(n)lnn—7r(:1:)lna:—7r(b)lnb—/b Tdt

b<n<zx
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Se b = 2, entao

Z a(n)lnn =n(z)lnx — m(2)In2 — /m @dt

2<n<x

Tt
Z a(n)lnnzﬂ(:p)lnx—/ Malt
2<n<z 2 t

Hzx) =n(x)Inz — /; 7T—t)dt.

t

(ii) Para n € N, definamos

Inn, se nelP

b(n) =
0, em outro lugar.

Considere f(z) = =

Inzx?

Clle, z],¢ > 0. Seja A(z) = J(z), onde

W(z) = Zlnp = Zb(n) = Z b(n)

p<L n<x 2<n<z

x > 0; sua derivada é: f'(z) =

1
> b(n)—.

2<n<x

mx)=> 1= waﬁ —

p<z n<e

Pela Identidade de Abel,

Se ¢ = 2, entao

1 1 1 ()
b(n)— =v(x)— —9(2)— —
2;33 (n>lnn <x>lnx ( )ln2 +/2 tln?¢
1 €T
Z b(n)— = MJF/ &?dt
s Inn  Inx 9 tln“t
_ U(x) 0(t)

+ dt.
/2 tln?¢

© ()
—dt.
+/c tn?¢

dt

1

zln?z’

O seguinte teorema estabelece formulas equivalentes que envolvem as fungoes




39

contagem de nimeros primos e as duas fungoes de Chebyshev (APOSTOL, 1976, p. 79).

Teorema 5.2: As seguintes relagoes sao equivalentes:

()
(8) xh—>nc>1<> r/lnz !

(b) lim ) =1

O L)

T—r00 €T

=1

Demonstragao. A equivaléncia entre (b) e (c¢) é consequéncia do Teorema 2.3.

Basta entao provar a equivaléncia entre (a) e (b).

(a) = (b): Da equagao (5.4), obtemos

Supondo a validade de (5.9), temos que 7(t)/t = O(1/Int), e assim,

0o (L[ )
T Jy x )y Int

Além disso,

T dt Vet At Jr x—+T
— = —4 ) =<X+
5 Int o Int  Jgzlnt " In2  Inyz
O que implica em
1 [* dt

lim — — =
z—oo x fo Int

Esse fato, juntamente com a equagao (5.12) implica em (5.10).

(5.12)

(b) = (a): Assumindo (5.10) temos, pela aplicacao da Identidade de Abel definida em

(5.4), que

i T T

m(r)Inz  J(x) N Inx /x V(t) 0t
2 thl2t ‘

Desse modo, para obtermos (5.9), é suficiente mostrar que

1 T
fim 20 [ 20)
oo T fy tln"t

dt = 0.

Como estamos assumindo (5.10), é imediato que ¥(t) = O(t) e por consequéncia,

(5.13)
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1 T (t 1 Todt
nx/ (Q)dt:0<nx/ 2).
T Jo tin“t x Jo In“t

No entanto

T dt /ﬁdt /’“’dt<\/5 e
2

o Int B n?t  JzInt " In®2  In®yx

que implica em

lim 2 / g~ o,
x—=00 I 9 In*t
comprovando (5.13). Portanto, (5.10) implica em (5.9). |

5.2 As Funcoes Theta-41 e Psi-41

Notacao 2. Para todo p € Vyy,

ma(r)= Y L (5.14)

p < va1(x)

Definigao 5.1 (Fungao Theta-41). Para todo p € V,

Iu(x)= Y Inp. (5.15)
p < a1 (x)
Definigao 5.2 (Fungao von Mangoldt-41).
Inp, se w4 (n)=p™ para algum m € Nep € Vyy

Ay (n) = (5.16)
0, em outro lugar.

Tabela 5.1: Alguns valores da Funcao de Mangoldt-41.

n= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
vg1(n) = 1763 1847 1933 2021 2111 2203 2297 2393 2491 2591
Ayi(n) = 0 In(1847) 1In(1933) 0 In(2111) 1In(2203) In(2297) In(2393) 0 In(2591)

Fonte: Os autores (2023).

Definigao 5.3 (Funcgao Psi-41). Para todo = > 1,

Yo (x) = Z Agi(n). (5.17)

n<x
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Observagao 5.2. Usando a definigado da Fungao 4 (), temos

Yy (z) = ZA41(n) = Z Inp = Z {%J Inp. (5.18)

n<x m><1I p<1}41(x)
mz

Exemplo 6.

77/141(10) = Z lnp

p™ < 2591
= In 1847 4+ In 1933 + In 2111 + In 2203 + In 2297 4 In 2393 4+ In 2591  (para m = 1)
+0 (para m = 2)

= 53.82010...

Agora, queremos obter um resultado analogo a férmula (2.12), para isso consideremos

a seguinte proposicao.

Proposicao 5.2:

Z Y <%> = Z A (n) L%J (5.19)

Demonstracao. Seja F'(z) = 4 (z) e f(n) = Agi(n). Da defini¢do da Funcao 14 (z), temos
que g1 (z) = > Agi(n), ou seja, F(z) = > f(n). Logo, pelo Teorema 2.2

S (5) = Aum)| (5.20)

Exemplo 7. Para z = 10, temos um exemplo da férmula (5.19).
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Z Yy (%O) = ¥41(10/1) 4+ 141(10/2) + 1041(10/3) + 141 (10/4) + 41 (10/5)

n<10

+ 41(10/6) + 141 (10/7) + 141 (10/8) 4 1041 (10/9) + 104, (10/10)
= 141(10) + Y41(5) + Y41 (3) + Ya1(2) + Y1 (2)
+ P41(1) + a1 (1) + a1 (1) + Yar (1) + (1)

= 41(10) + ¥41(5) + a1 (3) + ¥u1(2) + Y41 (2)

= (In 1847 + 1n 1933 4 In 2111 + In 2203 4 In 2297 + In 2393 + In 2591)

+ (In 1847 + 101933 4+ In 2111) + (In 1847 4 In 1933) + (In 1847) + (In 1847)
= 5101847 4 3101933 + 2102111 + In 2203 + 1n 2297 4 In 2393 + In 2591

= In 1847° + In 1933% 4 In 21117 + In 2203 + In 2297 + In 2393 + In 2591

= In (1847°- 1933 - 2111% - 2203 - 2297 - 2393 - 2591)

= 106,69394625228.

ZAM(n)m Agt(1)[10/1] + At (2)[10/2] + Aur(3)[10/3] + At (4) [ 10/4] + At (5)[10/5]

+ Ay1(6)[10/6] + Agn(7)|10/7] + A1 (8)[10/8] + Ay1(9)[10/9] + A4 (10)[10/10]
= A (1)(10) + Ana (2)(5) + A (3)(3) 4+ Aar(4)(2) + Aur (5)(2)

+ A1 (6)(1) + Aaa(7)(1) 4+ Aaa(8)(1) 4 Aar(9)(1) + Aur (10)(1)

= Au(2)(5) + A (3)(3) + Awr(5)(2)

+ Ay (6)(1) + Ayr(7)(1) + Ay (8)(1) + Ay1(10)(1)

=5In1847 +3In 1933 + 2In 2111 4 In 2203 + 1In 2297 + In 2393 + In 2591

= In (1847%- 1933 - 2111% - 2203 - 2297 - 2393 - 2591)

= 106,69394625228.

5.3 Resultados para Elucidar a Conjectura 41

Resultados computacionais, dados na Tabela 5.2, relacionam os valores das fungoes

V() e Vg1 ().
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Tabela 5.2: Os 10® primeiros valores de ¥(x) e 41 (z).

x I(x) Va1 ()
10 5,3 53,8
102 83,7 656,0
103 956,2 6.680,4
104 9.896,0 66.843.8
10° 99.685,4 664.686,6

106 998.484,2 6.641.187,8
107 9.995.179,3  66.421.533,1
108 99.987.730,0 664.071.595,6

Fonte: Os autores (2023).

Os dados computacionais mostrados na Tabela da Figura 5.1 ajudam a formular
hip6teses sobre a demonstracao da Conjectura 41. Por exemplo, a 3% coluna expressa os
valores de 7y () para valores de = de acordo com a 2 coluna. Também, abaixo da Tabela,

mostramos os graficos da 8 coluna e 9% coluna.

Figura 5.1: Dados Computacionais obtidos com: Excel, Python e
Wolfram Mathematica.

107K X Pi_41(x) Theta(x) Thetad1(x) Theta/x Thetad1/x |(A/2)Thetad1(x)/x|(A/2)Pi_41(x)In v41(x)/x| Pi41(x)(Alnx+B)/x
1 10 7 53 53,8 0,534711 0,8281123596 0,2818300832
2 100 74 83,7 656,0 0,837284 1,101834972 0,810863573
3 1000 559 956,2 6.680,4 0,95624527 1,169091767 1
4 10000 4123 9.896,0 66.843,8 0,989599138 1,143640005 1,023351667
5 100000 31957 99.685,4 664.686,6| 0,9968538927 1,107584176 1,014699663
6 1000000 261051 998.484,2 6.641.187,76 0,998484175 1,08568377 1,009836716
7 10000000| 2208165 9.995.179,32 66.421.533,10591020| 0,9995179318 1,07140861 1,00725391
8| 100000000| 19132617| 99.987.730,01801| 664.071.595,563377000 | 0,9998773002 1,060937586 1,005351039
9] 1000000000 168806706 1,053071033 1,00402715
5
1
) /
s @ A/2*Thetadl/x (II) A/2*Pi41Inva1/x
05
0,2
0

10 100 1000 10000 100000 1000000 10000000 100000000 1000000000

Fonte: Os autores (2023).
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De acordo com esses graficos podemos formular, computacionalmente, que

éﬁ;ll (l‘) < éﬂ41(l‘) In V41 (l’)

< 5.21
2 =z 2 T ( )
Assim, esta ultima desigualdade gera a seguinte proposicao.
Proposicao 5.3:

Va1(x) < mg1(2) In vy (). (5.22)

Demonstracao. Observe que:

Vi (z) = Z Inp

p <41 ()

=Inpi +Inpo+ -+ Inpr, ) < Inog(@) +nog(z)+ -+ Inwvg(z)

= mq1(z) Invg (). |

A 7% coluna da Tabela da Figura 5.1 gera, computacionalmente, a seguinte desi-

gualdade: Para todo z < 108, tem-se

1941 ([E)

xz

~ 6,64386. (5.23)

<

NI

Esse resultado é importante porque sugere que ¥4 (z) = O(z) (isso é um desafio!). Mas,

s6 temos mostrado que Y41 (7) = O(2?) conforme indica a seguinte proposicao.

Proposigao 5.4:

I (@) = O(a?). (5.24)
Demonstracao. Observe que:
(2.20) (2.19)
dn(r)= Y Ip< DY Inp = dou() < ¢al) < Kol
p;é%/l;f) pé;gp(fc)

Logo, ¥41(x) = O [vg;(z)]. Portanto, 941 (z) = O(x?). [
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Alguns resultados imediatos.

Vo >1, vy(z)=2"+8lz+ 1681 >z <

Ve>1, vy(r)=2x+81 > 0

Va1 (z) < Yar(x) < ma(x) Invg ().

5.4 Aplicacao da Identidade de Abel nas Funcoes-41

Usando a Identidade de Abel se demonstra a seguinte proposicao.

Proposigao 5.5:

(i) A fungao Theta—41 satisfaz
Vg1 () = m41(x) Infog ()] — /: T (t)d [ Infvg (2)]].

(ii) A funcao Contagem de Primos—41 satisfaz

41 (SL’)

Oute) [ P04l )]
+ .

- Infvg ()] In?[vg (t)]

Demonstracao.

(i) Para n € N definamos,

1, se wvy(n)€Vy
a(n) =

0, em outro lugar.

(5.25)
(5.26)
(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

Considere f(z) = In[vg (z)], = > 0; sua derivada é: f'(z) = %—EZ; Assim, f € Cb, x],b >

V41(T
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0. Seja A(z) = my1(z), onde

Ty (x) = Z 1= Za(n) = Z a(n)

p<v41(x) n<e 2<n<x

Uy (z Z Inp = Z ) Infvy (n)] = Z a(n) Infvg (n)].

p<va1 () n<x 2<n<x

Pela férmula de Abel,

Z a(n) Infvg (n)] = 741 (2) Infvg (2)] — 741(0) Infvg1 (b)) — /JU Mdt

ben<a b V41 (t)

Se b = 2, entao

Z a(n)Infvg (n)] = m41(x) Infog ()] — m41(2) Infvy(2)] — /: 741 (t)d [ Infva (¢)]]

Z a(n)Infvg(n)] = 74 (x) Infog ()] — /; 7T41(t)d[ln[v41(t)ﬂ
Vg1 () = ma1(x) Infog (x)] — /j Ta (t)d[ln[un (t)H (5.34)
[ |

(ii) Para n € N, definamos

Infvg(n)], se wvg(n) € Vy
b(n) = (5.35)
0, em outro lugar.
Considere f(z) = m, x > 0; sua derivada é: f'(z) = —#ﬁ&m. Assim,

f € CYeyx],c > 0. Seja A(x) = J41(x), onde

da(r)= > Inp=> bn)= > bn)

p<va1(x) n<x 2<n<z

a1 (x Zl—Zb

p<x n<T

Z b(n ol

U
41 2<n<x
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Pela Identidade de Abel,

1 B T 1 _ c 1 r 1941(15)11111(25)
Z b(n) —?941( )— ?941( >—+/C v41(t) 1n2[v41(t)]dt'

c<n<x

Se ¢ = 2, entao

1 B 1 1 x 1941 (t)d[ln[uu(t)ﬂ
I o R I R Al e e ey

n 1 . " 1 r 1941 (t)d[ln[wd (Zf)H
> b(n) = Vs ( )—(x)] +/2

2<n<z Infv41n)] In[vg In?[v4 (t)]
() = ’&41 (.T) * ’1941 (t)d[ln[vﬂ (t)H
n(r) = o (2] + /2 @] (5.36)

|
A seguir apresentamos um teorema que mostra que os limites que envolvem as

fungoes w41 () e Y41 (x) sdo iguais ao quociente 2/A.

Teorema 5.3:

. 7T41((L’) 111[1)41(1‘)] . 2 . 1941($) . 2
b s 37

Demonstracao.
(=). De (5.31), temos que
Vur(2) = mar(2) Infoa (2)] 1 /w 741 (t)d [ Infvg (2)]] (5.38)

T T T

Da definicao de limite no infinito temos que para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que, se x > 9§

entao M < e+2. Logo, existe k = e+2 > 0 tal que MIT(QC) <k <;> Vo > 6.

In[va1 (z)]
1
741(1') < k <1[—> ,VI‘ > 0.
n

V41 () va1 ()]

De (5.28), temos que

Da Definicao 2.3, temos que

() _ (ﬁ) . (5.39)

v (t) Va1 (t)]
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ou, equivalentemente,

Mzo( 10 )

V41 (t) 1Il[’U41 (t)]

Entao,

/;m(t)d[ln[ml(t)]] =0 (/2 %dt) 5 <

ou, equivalentemente,

T

T va1 () ”
%/2 w0 nfon ()] = O (1/ du

.1 (2) ln u

v.

Agora,

var(@) - gy var(@) - gy v gy
/ _— = / _— = / _— = LI[U41(JZ)] — LI[U41(2)]
) 2 2

a(2) Inu B Inu Inu

dessa forma essa integral é limitada. Assim,

1 [0@ gy
lim — —
r—00 I v41(2) Inu

=0.
Logo, em (5.42), temos

T

lim l 7r41(t)d[1n[v41(t)H =0

T—00 T Jo
e como por hipétese

T (z) Infog (7))

T—00 x

o

Portanto,

. Up(r) 2
lim 24 2
she x A

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)
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(<). De (5.32), temos que

a1 () Infvg ()] _ V1 () + In[vy ()] /x 1941(t)d[1n[v41(t)]] (5.46)

x x x In*[v41 (1))

Da definicao de limite no infinito temos que para todo € > 0 existe § > 0 tal que, se x >

entao ’9417(9”) < e+ %. Logo, existe k = € + % > 0 tal que 19417(93) < k,Vx > 6. De (5.28),
temos que
0
L )
Vg1 ()

Da Definicao 2.3, temos que

In(t) .
on (0 =0(1); (5.47)
ou, equivalentemente,
Var (t) vy (1) _ vy (1)
o1 () In[ug (8)] © (ln2 [v41 (t)]) ' (5.48)

Disso, segue que:

/2”” 1941(?31625[[?]12[8431](75)]} —0 (/j %dt) =0 (/U::;) %) ;o (5.49)

ou, equivalentemente,

Infvg ()] /m U1 (t)d | In[vg (¢)]] —0 <M /@41(1) du ) . (5.50)

T In? [v41(t)] x 2) In%u

41

De (2.27), temos que existe ¢ € [v41(2),v41 ()]

v41 () d
/ v vale) (5.51)
o2 In"u In"c
Por outro lado
| In[x? 1 1681
lim nfvy ()] ~ lim n[z® + 81z + 1681]
r—>00 €T T—00 s
2 1

= lim r+8 (L’Hospital)

z—o0 12 4+ 81z + 1681
=0.




20

Assim,

i Blva ()] /W du

T—00 x 11(2) an Uu

e como por hipdtese

m Q941(l‘> - 2

00 I A

Concluimos, que

lim ma1 (2) Infog (2)] E
T—00 €T A

Proposicao 5.6: Cumprem-se as seguintes igualdades assintoticas:

x x

7T41 (Qj) ~J —A ~ —_—

~—— £ Infvg ()] Alnx + B
@) 2 ——

) (i47)

Demonstracgao.
(1) ~ (ii). Segue do Teorema 5.3.
(13) ~ (i17). De fato,

. % Inf[va1 (2)] . Alnz + B
lim *—/—— = lim —«——
L0 Alnz+B Troo 2 ln[/U41 (.CL')]
) Inz? +2B/A
lim
z—oo In(2? + 81z + 1681)
2

= lim
Tr—r0o0

| (L’Hospital)
z24-81x+1681

. 22+ 8lx + 1681
= lim

z—oo g2 4 (81/2):15

=1

(1) ~ (7i1) é imediato pela transitividade dos dois itens anteriores.

(5.52)

(5.53)

(5.54)

Note que demonstrar diretamente o limite dado em 5.1 nao sera possivel, pois

nao conhecemos explicitamente a fungdo my (), por isso foi necessario construirmos
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formas equivalentes para poder calcular esse limite. Se demonstramos uma dessas formas
equivalentes teremos, imediatamente, a demonstracao do limite desejado.

Vejamos, se mostrassemos a Proposicao 5.7 entao teriamos mostrado que

lim 7T41($) 1D[U41($>] _ z
T—00 X A

devido ao Teorema 5.3. Agora, este ultimo limite implica que 74 () é assintoticamente

igual a e, pela Proposicao 5.6, teremos que
5 Infvy (7))
~——

(i7)

T

() ~ Alnx + B’

Ou seja, o limite dado em (5.1) estaria demonstrado.

Proposicao 5.7:

lim 2@ _ 2 (5.55)

T—r00 X A

A demonstragao dessa proposicao é um desafio!
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0 Consideracoes Finais

O Polindmio vy (x), um polindémio de 2° grau gerado pelo caminho vertical V,; do
n-quadrado Zeta, satisfaz a hipétese da Conjectura F de Hardy-Littlewood (que é um
caso particular da Conjectura de Bunyakovsky), segundo a qual o polinémio vy (x) gera
infinitos nimeros primos e, além disso, m4;(z) segue uma férmula assintética.

Partindo do fato de que a demonstracao da Conjectura de Hardy-Littlewood nao
é uma tarefa facil e para simplificar problemas que sua demonstracao possa acarretar,
passamos a trabalhar com um polindémio particular, isto é, com o vy (z). A partir da
demonstracao desta conjectura, aplicado a este polinomio, poderiamos utilizar a mesma
técnica para o caso geral. Para isso, comecamos gerando niimeros primos, em poténcias de
10, com a fungao 41 (x) e observamos que eles seguiam um padrao, isto é, se comportavam
como In 2, conforme visto na Tabela 3.2. Depois de algumas manipulacées encontramos
uma nova férmula assintética para my (), a qual chamamos de Conjectura 41.

A férmula assintética dada pela Conjectura 41 mostrou-se diferente da proposta
por Hardy e Littlewood. Para saber se essas duas férmulas assintéticas aproximavam os
valores de my () foram criados c6digos computacionais usando o Software Mathematica,
conforme resultados apresentados na Tabela 4.1, com os erros relativos convergindo para
zZero.

O passo seguinte era provar a Conjectura 41, pois com sua validade provariamos
imediatamente a infinitude de ntiimeros primos do polinémio vy ().

Observamos que uma forma possivel de provar a Conjectura 41 seria trabalharmos
analogamente com o que foi feito na prova elementar do Teorema dos Niumeros Primos.
Nesse sentido, utilizamos as fungoes de Chebyshev, as quais implicam que ¥(z) é “grande

2 embora

O” de z. Entretanto, s6 conseguimos provar que ¥4 (x) é “grande O” de =
os testes numéricos, mostrados na Figura 5.1, apontem que ¥4 () é “grande O” de =x.
Ademais, os dados da Figura 5.1 nos permitiram elucidar um caminho que nos possibilite

encontrar a prova da Conjectura 41, através das proposicoes e teoremas do Capitulo 5.
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Ressaltamos que os esfor¢os empenhados no presente trabalho buscaram encontrar
uma possivel solucao para a prova da Conjectura 41, isso porque, sua prova, além de
confirmar a infinitude dos primos-41, também corrobora com a veracidade da Conjectura F,
uma vez que até esse momento nao existe nenhum resultado verdadeiro acerca da infinitude
de ntimeros primos de qualquer polinomio de 2° grau.

Por fim, o estudo por analogia com a prova elementar do TNP nao foi suficiente
para provar a Conjectura 41, e percebemos que deve criar-se outra abordagem para essa

prova.
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