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Resumo

A transformacao circular, conhecida pelo nome de inversao circular é um assunto
pouco conhecido por muitos professores que trabalham no dia a dia no ensino basico,
ela é muito voltada para a resolugao de problemas olimpicos e na sua grande maioria
dificeis. Em geral é uma técnica avancada que é utilizada em larga escala nas olimpiadas
de matematica. As competicoes olimpicas, na busca de novos talentos, tém a caracteristica
de ser uma competicao intelectual, utilizando para isto problemas desafiadores que exigem
do aluno a sua capacidade criativa na resolucao dos mesmos, e a inversao ¢ uma importante
ferramenta que auxilia nesta tarefa. Em geral, se nao houver uma preparacao especifica,
deparamo-nos com varias barreiras que estao escondidas nas teorias. Este fato pode
ser comum tanto ao discente quanto ao docente e, principalmente, nas fases finais das
olimpiadas. Um sentimento de frustracao nos abrange quando nao sabemos de que forma
devemos enfrentar tais obstaculos. Desta forma, o fim deste trabalho é diminuir a distancia
que ocorre com matematica nas escolas basicas e as competicoes olimpicas. A dindmica
dessa proposta foi baseada em experiéncias no preparo de alunos para as olimpiadas e de
alguma forma tentando mostrar como podemos crescer teoricamente através dos problemas
envolvidos. Por isso, os problemas aqui possuem a resolucao detalhada, alguns autorais
e outros com a devida referéncia. Buscamos através da resolucao de alguns problemas
escolhidos tracar algumas estratégias interessantes para a resolucao dos mesmos utilizando
pouca teoria. Em tais resolucoes fazemos comentarios dessas estratégias e de possiveis
dificuldades que o aluno e/ou professor possam se deparar. Esta experiéncia indicou que
ha varios problemas que estimulam os jovens a gostar de matematica e se interessar pelos
problemas olimpicos, bastando para isso, desenvolver o raciocinio dele através de assuntos

que possuem facilidades na aprendizagem.

Palavras-chave: Geometria, Inversao Circular, Olimpiadas.



Abstract

The circular transformation, known as circular inversion is a subject little known to
many teachers who work on a daily basis in basic education, it is very focused on solving
olympic problems and the vast majority of them are difficult. In general, it is an advanced
technique that is used on a large scale in mathematics olympiads. Olympic programs in
the search for new talents have the characteristic of being an intellectual competition,
using challenging problems that require the student’s creative ability to solve them, and
inversion is an important tool that helps in this task. In general, if there is no specific
preparation, we are faced with several barriers that are hidden in theories. This fact
may be common to both students and teachers and, especially, in the final stages of the
olympics. A feeling of frustration shrouds us when we don’t know how we should face such
obstacles. Thus, the author brings here a proposal in an attempt to reduce the gap that
occurs with mathematics in basic schools, and olympic competitions. The dynamics of this
proposal were based on experiences in preparing students for the olympics, and in a way,
trying to show how we can grow theoretically through the problems involved. Therefore,
the problems here in detailed resolution, some copyright, and others with due reference.
We seek, through the resolution of some chosen problems, to outline a few interesting
strategies for resolving them using little theory. In such resolutions, we comment on
these strategies and possible difficulties that the student and/or teacher may encounter.
This experience indicated that there are several problems that encourage young people
to enjoy mathematics and become interested in olympic problems, simply by developing

their reasoning through subjects that are easy to learn.

Keywords: Geometry, Circular Inversion, Olympics
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Introducao

Este trabalho teve sua motivacao inicial quando, na época, o Coordenador do
PROFMAT de 2017 até outubro de 2023, "Vinicius Rispoli", e professor da UnB, orientou
o Autor a escrever algo que fosse mais seu dia a dia, quando na intencao inicial, o Autor
queria escrever sobre "Prevenindo dificuldades em matematica", logo a ideia foi aceita e

comecgalrnos a escrever sobre este assunto.

E por que este assunto? Na verdade, como professor do ensino médio e de turmas
olimpicas e militares, o Autor percebeu que o assunto era pouco conhecido, tanto pelos
professores e amigos de profissao, como pelos alunos. A inversdo abre uma possibilidade
de, ao enfrentar um problema de geometria que teria uma solugdo muito trabalhosa, atuar

como uma espécie de facilitadora tornando a solucao muitas vezes mais elegante.

O tema é aplicado nas olimpiadas de matematica, as questdes propostas sdo,
em geral, desafiadoras, instigantes, renovadoras e, como a competicao tem um carater
intelectual, as resolugoes exigem do candidato a capacidade de abstracgao, criatividade e
um raciocinio que, em geral, depende, de um treinamento. Os proprios sitios na internet
das Olimpiadas destacam que um dos objetivos é estimular o jovem a estudar Matematica,

além da busca de novos talentos.

O objetivo do Autor é propiciar aos professores e alunos uma visao diferenciada a
respeito da geometria, que nao ¢ ensinada nos livros didaticos brasileiros. E também tem a
intencao de mostrar que o tema inversao circular nao é nenhum bicho de sete cabegas, por
isso separamos 51 problemas, todos com resolu¢ao para que o leitor possa primeiramente
tentar resolver do jeito tradicional e logo na sequéncia tentar por inversao, podendo ele

mesmo fazer a comparacao.



Desta forma, temos como objetivos

1) Objetivo geral:

Apresentar a importancia do assunto para resolucao de problemas considerados

dificeis em geometria, dando mais confianca ao professor de um modo geral.

2) Objetivos especificos: Mostrar varias formas diferentes de atacar os problemas de
geometria usando a inversao, e posteriormente abrindo a curiosidade para o leitor
se aprofundar em outros temas como homotetia, inversao usando esferas, polos e

polares, geometria projetiva, verdadeiras maquinas de resolugdo de problemas.

Motivacao e justificativa

Alguns leitores impacientes talvez queiram ir direto para os problemas e suas
resolugoes. Para os demais, quero mostrar os seguintes problemas, sendo o primeiro, o

conhecido como Teorema de Ptolomeu:

Problema 1: Seja ABCD um quadrildtero inscrito em uma circunferéncia. Prove

que a soma dos produtos de seus lados opostos € igqual ao produto de suas diagonais:

|AB|-|CD| + |AD| - |BC| = |AC| - |BD|

Existem varias provas do teorema de Ptolomeu; por exemplo, provas usando
trigonometria, construgoes geométricas extras e semelhancga de triangulos, via niimeros
complexos, e outras. Entretanto, nenhuma delas é simples e elegante como a que usa

inversao e transforma a circunferéncia em uma reta, que serda mostrada no desafio 15.

Problema 2: As circunferéncias ki, ko e k3 sdo tangentes dois a dois, e sdo
tangentes a uma reta £. Uma quarta circunferéncia k € tangente a ki, ko e ks, de tal modo
que k e £ nao se intersectam. Supondo que o raio de k € igual a 1, encontre a distancia d

do centro de k a /.

Nesse problema a informagao dada parece insuficiente: sabendo apenas o raio de k,

deve-se encontrar o comprimento do segmento tracejado na figura. Variando os raios ki, ko




Figura 0.1: Segundo problema demonstrativo

A1

Fonte: o Autor

e ks, ndo produziria infinitas possibilidades para o comprimento desejado? E possivel que

haja apenas uma possibilidade? E como encontra-la?

Se vocé tem uma certa familiaridade com geometria analitica, escolha um sistema
de coordenadas e escreva 9 equacoes quadraticas expressando as 9 tangéncias entre as

figuras geométricas. Veja se vocé consegue resolvé-las.

Resolver um sistema de 9 equacoes é geralmente chato. Mesmo que consiga, o
leitor nao tera uma ideia clara de porque estes longos calculos funcionam e nem porque a
resposta foi obtida. Diferentemente, nosso método de inversao na resolucao do DESAFIO
35 transforma o problema em uma situacao simples. Portanto, entender a resolucao do

Autor requer alguns conhecimentos de preservacao de angulos.

O Autor espera assim que esses dois problemas e suas prometidas solugoes tenham
instigado o leitor a continuar aprendendo sobre inversao no plano, que é uma ferramenta
eficaz e profunda para resolver problemas duros. E, quando usada sabiamente, pode

também criar problemas duros e interessantes.

E em um proximo trabalho, podemos explorar a inversao no espago, mas isso fica

para um trabalho posterior mais profundado.

Esta dissertagao ficou dividida em 7 capitulos, da seguinte forma:




Na introducao sao apresentados, dentro do contexto do PROFMAT, os objetivos

do trabalho, a motivacao e a justificativa do tema.

No primeiro capitulo é abordado um referencial teérico onde se faz comparacgao
com outros livros brasileiros de outros autores e a proposta desse trabalho, além de colocar
a metodologia utilizada no trabalho, bem como os programas e softwares utilizados para a

criacao das figuras.

No capitulo 2, sao apresentadas as nocoes basicas de inversao circular bem como

algumas dicas de quando utilizar.

No capitulo 3, sdao apresentados os problemas introdutorios e os avancados, seus
enunciados, tentando ser fiel a ordem de dificuldade, empregando menos conceitos tedricos

possiveis.

No capitulo 4, sdo apresentadas as respectivas solu¢oes passo a passo de cada

problema, com suas respectivas fontes bibliogréaficas e algumas solugoes autorais.

No capitulo 5, é feita uma discussao dos desafios geométricos e comentérios perti-

nentes sobre cada um deles.

No capitulo 6, é apresentado uma série de problemas propostos com dicas de

solugoes para o leitor,

No capitulo 7, sdo feitas as consideracoes finais do Autor a respeito do trabalho

realizado, e, por fim, as referéncias bibliograficas consultadas.




Capitulo 1

Referencial Teodrico

No Brasil, encontramos poucos trabalhos que trazem uma abordagem aprofundada
sobre inversao circular e como se usa essa ferramenta para resolver problemas. Tem-se
Geomeria II (A. C. Morgado, E. Wagner, M. Jorge; 1990), que traz muitos assuntos
diferentes do que geralmente sao trazidos em um livro de geometria plana normal do ensino

fundamental, o qual apresenta, bem no final do livro, uma passada rapida sobre o assunto.

Também conseguimos encontrar hoje alguns artigos e materiais com exercicios,
porém muito restritos e voltados somente para os alunos que irao fazer olimpiadas de
matematica, como por exemplo o artigo A inversao que nao muda (Shine, 2016) o assunto
de inversao nem sequer é comentado nas salas de aula, e por vezes pela falta de bibliografia

que traga passo a passo do que se trata e de como se usa o assunto inversao circular.

Neste trabalho pretende-se trazer da melhor forma possivel o assunto de inversao
circular, como se usa, onde se usa, quais as melhores situagoes em que se pode utilizar
de forma clara e objetiva para que o professor possa nas suas aulas ensinar aos seus
alunos e contribuir para um melhor conhecimento desta tdo maravilhosa matéria chamada

geometria.

Desta forma, com esse trabalho o Autor pretende mostrar muitos problemas resol-
vidos de inversao circular que nao sao encontrados com facilidade em livros brasileiros. No
livro francés Exercicios de geometria, complementos (Caronneth, 1960), podemos ver a

aplicagdo de alguns conceitos que nao aparecem com frequéncia na literatura brasileira. O



livro tem a data de sua edigao por volta de 1965, e nos traz uma colecao de 9 volumes, dos
quais o tema de inversao e de homotetia sao trazidos no ultimo volume do qual o Autor

d& o nome de complementos.

No Japanese Temple Geometry problems (San Gaku, 1989), que nao é editado no
Brasil, o leitor consegue encontrar uma aplicacao bem direta de inversao para a resolugao
de um belo problema que se encontra neste trabalho no desafio 51 elaborado pelo Autor.
Neste livro podemos também encontrar uma grande variedade de problemas de geometria

onde se divide o assunto de forma bem didatica.

E no livto A matemadtica do ensino médio, volume 3 (Lages, 2016) podemos
também encontrar o tema deste trabalho, com uma abordagem um pouco diferente usando
complexos, pois o livro no capitulo 5 aborda o tema nimeros complexos e no final o
Autor traz a aplicacdo dos complexos na inversao circular, porém nao necessariamente
uma aplicacao de inversao para a resolucao de problemas. Sendo assim, neste trabalho a
proposta do Autor segue com aplicagoes e lemas para a resolugao de problemas olimpicos

ou nao, utilizando a ferramenta de inversao circular de forma direta e didatica.

Para atingir o objetivo desejado, este trabalho foi desenvolvido mediante a seguinte

metodologia:

Foi realizado uma pesquisa bibliografica em livros, sites e artigos especializados em
inversao circular indicados nas referéncias, assim foi realizada uma selecdo dos problemas

que se encaixassem de forma didatica para melhor compreensao do assunto.

Muitos problemas aqui sdo autorais e muitas resolucoes e figuras também. O Autor
procurou ao longo do trabalho apresentar os textos e resolugoes de maneira bem simples,
muitas vezes fugindo das formalidades tedricas, a fim de facilitar a compreensao do tema e

indo direto ao ponto.

As figuras utilizadas para apoiar as demonstragoes dos lemas, teoremas e corolarios,
bem como das solugoes dos problemas, foram elaboradas pelo Autor com o auxilio do

recurso computacional de Matematica dinamica chamado GeoGebra 6.0 versao online.




Capitulo 2

Nocoes basicas sobre inversao circular

O Autor traz neste capitulo uma abordagem teérica que pode ser aprofundada
nos livros: Exercicios de geometria, complementos (Caronneth, 1960) e A matematica do

ensino médio, volume 3 (Lages, 2016).

Assim como a homotetia é uma transformacao, um pouco mais antiga da geometria
utilizada por Tales de Mileto para diversos fins tanto pacificos quanto bélicos, muitos
séculos depois aparece uma transformacao mais original, a inversao, praticamente criada ou
descoberta por Jakob Steiner (1796-1863), um personagem bem interessante cuja biografia
pode ser encontrada em Gemas Matematicas I (Honsberger, 1976). A ideia de inversao

pode ser vista nesta figura 2.1.

Como vocé pode verificar existe uma pessoa segurando uma esfera (o proprio Escher)
e a imagem dessa pessoa foi "invertida" e colocada dentro de uma esfera em uma imagem
virtual claramente menor do que a pessoa original. Essa obra foi pintada pelo artista M.C.

Escher, e sua biografia pode ser encontrada no seu préprio site [Escher].

Definigao: seja k um niimero positivo e seja O a origem do sistema de coordenadas.
A inversdo de centro O e poténcia k? é uma transformacio do plano (com origem excluida)
nele mesmo, que a cada ponto P associa o ponto P’ tal que P’ e P sdo colineares com O

(P’ e P na mesma semireta de origem O) e |OP| - |OP'| = k?



Figura 2.1: Exemplo introdutoério de Inversao

Fonte: IM.C. Escher

2.1 Coordenadas

Se P(z,y), as coordenadas de P’ serao da forma (tz,ty), com ¢t > 0. Como

|OP| - |OP'| = /a2 4+ y? - /1222 + t2y2,

[OP|-|OP'| = /a2 +y? - P22 + 22 = - (2 +3%) = K,

2
entdo temos t = ———. Logo, se P(z,y), entao:

x4+ y?
P’( k2x K2y )
2 .2 20 .2)"
Tt +yc xt+y

A figura 2.2 mostra a transformacao por uma inversao com polo O do tridngulo

ADE. Podemos perceber que o ponto mais afastado do polo, F, foi transformado em E’ e
o ponto mais préximo do polo, A, foi transformado em A’. Ainda, notamos que a distancia

de E’ ao polo é menor que a de A" ao polo.

Exemplo 1. Na inversao de centro na origem e poténcia 1, o inverso do ponto

2 3)
2 e — — .
(2,3) é o ponto (13,13



https://th.bing.com/th/id/OIP.CrW8uZJAOIBH389yb-Ia9wHaKY?pid=ImgDet&rs=1

Figura 2.2: Inversao de AED

Fonte: O Autor

2.2 Numeros complexos e inversao

1 —yi k2 k2 k2
Sez:x+yi,f:7$ yze = * 4
z

Portanto, a funcao f(z) = — transforma cada complexo z no seu inverso (centro
z

de inversao O e poténcia de inversao k?).

2.3 Preservando retas e circunferéncias

Teorema. O inverso de uma circunferéncia que contém o centro de inversao é uma

reta perpendicular a reta que contém o centro da circunferéncia e o centro de inversao.
Prova:

Adotando um sistema de coordenadas em que o eixo dos x seja a reta que contém
o centro de inversao e o centro da circunferéncia, se r é o raio da circunferéncia, o centro
da circunferéncia serd (r,0). A circunferéncia é formada pelas imagens dos complexos z

tais que |z —r| =7r.

k2
Seja w o complexo cuja imagem ¢é o inverso da imagem de z. Sabemos que w = —.
Z
2
Dai, resulta z = — e o inverso da circunferéncia sera formado pelas imagens dos

w




Figura 2.3: Preservando retas e circunferéncias

\

2r

Fonte: O Autor

complexos w tais que

/{32

—_— T
w

:7”

ou seja,

|k* — rw| = r|w|.

Elevando ao quadrado e lembrando que, para todo complexo z, |z|> = z - Z, obtemos
(k* —rw)(k* — rw) = r’ww.

Que, simplificando, teremos

k? k?
w+wW=— = Re(w)= —,
z (w) 2r
que ¢ a equacao de uma reta perpendicular ao eixo dos . [ |

Corolario: O inverso de uma reta que nao contém o centro de inversao ¢ uma
circunferéncia em que um dos diametros tem como extremidades o centro de inversao e o

inverso do pé da perpendicular baixada do centro de inversao a reta.
Prova:

Adotando um sistema de coordenadas em que a origem seja o centro de inversao e o

eixo dos x seja perpendicular a reta, a equagao da reta serd x = a, com z # 0O(figura 4.4).
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Figura 2.4: Corolério

\AS

Fonte: O Autor

2
Tomando r = 2q° © teorema mostra que o inverso da reta é a circunferéncia de
a

centro (r,0) e raio r, que é uma circunferéncia que contém o centro de inversao (0,0)
e na qual o ponto (2r,0) é a outra extremidade do didmetro que contém (0,0). Como

2r -a = k*, o ponto (2r,0) é o inverso do ponto (a,0). [

A demonstracao acima é somente de uma propriedade que acontece
quando usamos a inversao (transformar circulos em retas e retas em circu-
los), porém, existem muitas propriedades que deixarei a cargo do leitor a

demonstragao.

2.4 Propriedades da Inversao

P1) A transformagao (M, M'), assim definida, é chamada de inversao e resulta da defini¢ao

de que toda inversdo é reciproca (involugao).

P2) Dois pares de pontos inversos, (A, A") e (B, B'), pertencem a um mesmo circulo. Trés
pares de pontos inversos, (A4, A"), (B, B’) e (C,C"), nao situados no mesmo plano,
pertencem a uma mesma esfera. (O assunto em 3 dimensées pode ser abordado em

um outro trabalho!)
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P3)

P4)

P5)

P6)

P7)

PS)

P9)

P10)

P11)

P12)

Duas figuras, F”’ e F”, inversas de uma terceira, I, em relacao a um mesmo polo
) ) ) ) )

sao homotéticas.

Se numa inversao, de polo O e de poténcia k, tivermos respectivamente AB e A'B’

N A o o . 7 / / k2 ) |AB|
a distancia entre dois pontos inversos serd |A'B’| = |0A]-|0B|

Se uma curva, C, admitir uma tangente, 7', em A, a sua inversa (C’) admitird uma

tangente, 17, em A’, e, T e T" serdo simétricas em relacado ao plano perpendicular ao

meio de AA’.

Numa inversao, os dngulos entre curvas sao conservados. (angulos de duas retas, de

uma reta com uma superficie, ou entre duas superficies.)

A figura inversa de uma reta que passa pelo polo, é a propria reta. A figura inversa
de uma reta, que nao passe pelo polo, é uma circunferéncia que passa pelo polo e

reciprocamente. (Provado acima)

No plano, uma circunferéncia e uma reta podem ser consideradas, geralmente,

inversas entre si.

A figura inversa de uma circunferéncia C' em relacao a um ponto O, de seu plano e

nao pertencente a ela, é uma circunferéncia C”.

Duas circunferéncias coplanares podem ser consideradas, geralmente, como inversas

entre si.

Se dois circulos sao ortogonais, a inversao cujo polo é um ponto de um dos circulos
transforma estas figuras num circulo e numa reta que passa pelo centro deste.

(Conservagao de dngulos)

A inversao esta também relacionada com Geometria Projetiva e usa-se o conceito
de POLO E RETA POLAR, veja: Dados uma circunferéncia S, de centro O e raio
R, e um ponto A, distinto de O, definimos A’ tal que |OA| - |OA'| = R?, e esta
transformacao é chamada de inversdo. A reta a que é perpendicular & OA’, passando
por A’, é chamada de reta polar de A em relacao a S, e o ponto A é chamado de

polo de A em relagao a S.

Observe as principais propriedades dos polos e seus polares:

12



a) A polar de um polo que esté dentro do circulo de referéncia esté totalmente fora do

circulo.
b) A polar de um polo no circulo é tangente ao circulo no polo.

¢) A polar de um polo que esta fora do circulo de referéncia cruza o circulo em dois

pontos.
d) As linhas que unem os pontos ao polo sao tangentes ao circulo.

e) Se o ponto A estd na polar do ponto B, entdo o ponto B estd na polar do ponto A.

(Teorema de La Hire.)
f) O polo de uma linha que passa por dois polos esta na intersecgao de seus polares.

g) A polar de um ponto que é a interseccdo de duas polares é a linha que passa pelos

polos correspondentes.
h) Os polares de trés pontos colineares sdo concorrentes.

i) Os polos de trés linhas simultaneas sao colineares.

Teorema 1: Dados uma circunferéncia S no plano e pontos A e B, sejam a e b
suas respectivas polares em relacao a S. Temos, entao, que se B pertence a a, entdo A

pertence a b.

Prova: Tome B € a e seja B’ € OB tal que AB’ 1 OB. Temos que AOAB' ~
AOBA’ pelo critério AA,

oAl _ OB

= B|-|OB'| = |0OA|-|0A'| = R?
" 0B = joa] — |0BI-10B|=04]- 04| = R,

se, e somente se, B’ é o inverso de B em relagdo a S e, como AB" 1. OB, temos A €b. B

Corolario 1: Para um ponto pertencente a prépria circunferéncia, sua reta polar é

tangente a circunferéncia por ele.

Corolario 2: Se A é exterior a circunferéncia, sejam B e C os pontos de contato

das tangentes tracadas a circunferéncia por A. Entao a reta polar de A passa por B e C.
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Figura 2.5: Teorema 1

Fonte: o Autor

Prova: Temos que A pertence as polares de B e C, e logo B e C devem pertencer

a polar de A. [}

14



Capitulo 3

Problemas geométricos circulares

Esse capitulo esta dividido em duas partes: uma com 26 problemas introdutérios
e outra com 25 problemas mais avancados. Aconselho o leitor a tentar fazer primeiro o
problema com as ferramentas, sem usar a inversao e depois usando a transformagao, antes

de olhar a resolucao, pois vai perceber a magica que a inversao circular nos garante.

Para melhor aprofundamento o leitor pode consultar a fonte: Circulo mateméatico

de Berkeley, a experiéncia americana (Rike, 2020) de onde foram retiradas essas dicas.

NAO COMECE A RESOLVER SEM ANTES LER ESSAS DICAS!

Dica 1) Apés aplicar apropriadamente inversao, traduza o problema original para um pro-
blema mais simples. Resolva o novo problema. Aplique a mesma inversao novamente

e traduza de volta os resultados para o problema original.

Dica 2) Transforme, o méximo possivel, circunferéncias em retas, deste modo simplificando
o problema original. Esta é uma das ideias mais bésicas e poderosas em resolugao
de problemas usando inversao. Quando for aplicar esta dica, o leitor precisa escolher
sabiamente o centro de inversao: o leitor tem em suas maos o poder de escolher
0 que ¢ mais vantajoso para sua solugao. Em geral, o ato de escolher o centro e
o raio de inversao é muito parecido com a escolha de um sistema de coordenadas

apropriado. Uma boa escolha pode fazer um problema muito mais simples.

Dica 3) Como vocé pode transformar uma circunferéncia k& em uma reta?



Dica 4)

Dica 5)

Dica 6)

Dica 7)

Dica 8)

Dica 9)

Dica 10)

Apenas colocando o centro O em k. Para transformar simultaneamente duas cir-
cunferéncias em retas, vocé precisa escolher um de seus pontos de interse¢do como
centro de inversao. O raio de inversao escolhido, como veremos, ¢ frequentemente

irrelevante na solucao.

Desenhe a figura inversa separadamente da figura original: isto evitard uma confusao
de varios objetos num mesmo lugar. Se por um lado é essencial desenhar corretamente
0s objetos inversos tais como retas e circunferéncias, e indicar claramente como elas
se intersectam (ou nao) com cada outra, é frequentemente exagerado tentar desenhar
uma figura inversa totalmente "precisa" seguindo a defini¢ao de inversao, linha por

linha.

Portanto, encorajamos o leitor dispensar um desenho "exato" das figuras inversas
e, em vez disso, aplica sua imaginagao para construir o esquema geral correto das

figuras.

Aproveitando a semelhanca de tridngulos. Depois de estabelecer que dois tridangulos
sao semelhantes — presumivelmente verificando que alguns de seus angulos corres-
pondentes e razoes entre seus lados sao iguais — concluimos e usamos o fato que os

angulos e razoes entre lados restantes sao iguais.

Como centro de inversao, tente um ponto de tangéncia de vérias circunferéncias e/ou
retas: estas figuras serao invertidas para retas paralelas. Depois rearranje a figura

invertida de maneira simétrica e ordenada.

Manipule algebricamente equagoes até que elas adquiram significado geométrico,
semelhanca por exemplo, até que elas apontem para algumas plausiveis ou congruéncia

de triangulos.

Reduza o problema para problemas previamente resolvidos. Aplique quaisquer

teoremas, proposigoes, propriedades e outros enunciados que ja tenham sido provados.

Em cada passo da solugao, mantenha em mente o que precisa ser provado ou
encontrado. Quando provando férmulas, preste atencido nas quantidades que devem
ser eliminadas, e introduza na discussao todas as quantidades que devem aparecer

na férmula final.
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Dica 11) Um verdadeiro matemético questiona sempre a necessidade de cada condigdo em um
teorema, tentativa de generalizar ou fortalecer o teorema. Isto ndo apenas aprofunda
o entendimento do teorema, mas também leva a criacao de novos, melhores e maiores

teoremas.

Dica 12) Para se ter um entendimento completo de um problema, em geral é til descobrir de

onde veio o problema, isto é, como ele foi criado.

Dica 13) A férmula de distancia pode ser usada de maneira reversa: aplicamos inversao (O, )
uma segunda vez e expressamos qualquer distancia prévia | XY | em termos das novas

distancias:
7,,2 . ’lel‘

XY|=—_"" 1
| | |OX'| - |OY"|

3.1 Problemas desafios introdutérios geométricos

Os desafios introdutérios abaixo seguem do 1 ao 26, estes, por sua vez, foram
classificados assim pela quantidade de lemas e teoremas neles envolvidos. Nao exigindo do
leitor tanto conhecimento para a resolugdo dos mesmos. Desta forma, a sugestao do Autor
¢é que o leitor tente primeiramente resolvé-los sem olhar a resolucao. Tentar uma, duas
ou mais vezes até conseguir e somente depois consultar a resolucao. E nao se esqueca de

fazer sempre uma boa figura.

Desafio 01, extraido de Exercicios de geometria, complementos (Caron-
neth, 1960).
Se transformarmos, por inversao, 4 pontos, A, B, C' e D, que constituem uma divisao

harménica, sendo B o conjugado de A, tendo o ponto A como polo e k? a poténcia de
|B'C"|

inversao. Sendo B’, C' e D' os inversos de B, C' e D. Determine a razao 5D

Desafio 02, extraido de Exercicios de geometria, complementos (Caron-
neth, 1960).
Considere um quadrilatero ABC'D. Prove que se os circulos circunscritos aos tridngulos

ABC e ADC forem ortogonais, os circulos circunscritos aos triangulos ABD e CBD
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também serdo, e a soma dos quadrados dos produtos dos lados opostos serd igual ao

quadrado do produto das diagonais.

Desafio 03, extraido de Exercicios de geometria, complementos (Caron-
neth, 1960).
Considere trés pontos fixos e alinhados, A, B e C. Por A, B e um ponto mével, E, sobre
a mediatriz D, de AB, faz-se passar uma circunferéncia; C'E encontra essa circunferéncia

num segundo ponto M. Achar o Lugar geométrico de M, quando E descreve D.

Desafio 04, o Autor.

Onde se encontra o inverso do centro C' de um circulo w, nas seguintes situagoes:

a) O polo se encontra no circulo w.
b) O polo estd no interior do circulo w.

c¢) O polo esta no exterior do circulo w.

Desafio 05, O Autor.
Seja um triangulo ABC' com ortocentro H e alturas AD, BE, C'F. Se transformarmos,
por inversao com polo em C e raio W , onde cada um dos seis pontos (A, B,
C, D, E, F) estarao localizados?

Desafio 06, extraido de Euclidean Geometry in Mathematical Olympiads
(Chen, 2016).
Seja um triangulo ABC' com circuncentro O. Se transformarmos por inversao com polo C'
e raio 1, qual a relagao entre O', C', A’, e B'? (obs.: O, A’, B’ sdo os inversos de O, A, e

B)

Desafio 07, extraido de Euclidean Geometry in Mathematical Olympiads
(Chen, 2016).
Dado um tridngulo ABC' e seu circuncirculo 7, considere também, o incirculo de ABC e
seus pontos de contato com os lados AB, AC' e BC, sendo F, F e D. Transformando, por
inversao com polo no incentro de ABC' e raio igual ao raio do incirculo de ABC', em qual

figura se transforma o circuncirculo 77

18



Desafio 08, extraido de Euclidean Geometry in Mathematical Olympiads
(Chen, 2016).
Considere um quadrilatero ABC'D de diagonais perpendiculares e que se interceptam
em FE. Ao fazermos a reflexdo do ponto E em relacao aos lados AB, BC, CD e DA,
obteremos os pontos W, X, Y e Z. Mostre que o quadrilatero formado por X, Y, Z e W

¢ inscritivel.
Desafio 09, o Autor.
Na figura 3.1, |AB| = |AC| =12 e |AE| = 10, determine |DE)|.

Figura 3.1: Desafio 9
A

B \j/C
D
Fonte: o Autor

Desafio 10, extraido de problems.ru.
No triangulo ABC' na figura 3.2, a bissetriz AD é tracada. Os pontos M e N sao projecoes
dos vértices B e C em AD. Um circulo com um didmetro de M N cruza BC nos pontos

X eY. Prove que ZBAX = ZC'AY.

Desafio 11, o Autor.
Na figura 3.3, |AB| = ¢, |AC| = b e |BC| = a cm. Determinar o raio do circulo que

tangencia os lados do tridangulo ABC em E e H, e tangencia a circunferéncia maior

(circuncirculo de ABC) em [.
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Figura 3.2: Desafio 10

Fonte: o Autor

Figura 3.3: Desafio 11

Fonte: o Autor

Desafio 12, o Autor.
Na figura 3.4 AB, AC e BC' sao diametros das trés circunferéncias e v é a circunferéncia
de centro O tangente aos trés semicirculos de didmetros AC, CB e AB. Sendo a distancia

do centro O a reta AB igual a 1, encontre o didmetro do circulo 7.

Desafio 13, extraido de The IMO Compendium (Djukic, 2011).
Dados I'y, T'y, I'3 e I'y circulos distintos tal que I'; e I's sdo tangentes externamente em P,
I's e I'y sao tangentes externamente no mesmo ponto P. Supondo que I'y e I'y; 'y e I's; '3

e I'y; I'y e I'y se encontram em A, B, C e D, respectivamente, e todos esses pontos sao
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|AB| - |BC| B |PB|?
|AD|-|DC|  |PD|*

diferentes de P, prove que

Figura 3.4: Desafio 12

yr

clp B

Fonte: o Autor

Desafio 14, extraido de The IMO Compendium (Djukic, 2011).
Considere um ponto P no interior de um tridngulo ABC' tal que ZAPB — /C = ZAPV —
/ZB. Se D e FE sao os incentros dos tridngulos APB e APC respectivamente, mostre que

AP, BD e C'E se encontram um unico ponto.

Desafio 15, extraido de imomath.
(Desigualdade de Ptolomeu) Prove que, para quaisquer pontos A, B, C' e D, |AB]| -
|CD| + |BC|-|DA| > |AC| - |BD| e a igualdade ocorre, se, e somente se, A, B, C'e D
estiverem na circunferéncia ou em uma reta, nesta ordem.
Uma generalizagao desta desigualdade é o teorema de Viviane que veremos nos problemas

avancados.

Desafio 16, extraido de imomath.
Seja p o semiperimetro de um tridngulo ABC'. Os pontos E e F' sdo marcados na linha AB
tal que |CE| = |CF| = p. Prove que o circuncirculo de EFC' é tangente ao ex incirculo

de ABC' correspondente a AB.
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Desafio 17, o Autor.
Trés circunferéncias de raios R, r; e r sao tangentes duas a duas (vide figura 3.5). Qual é
o comprimento da corda formada na circunferéncia de raio R pela tangente comum interna

as circunferéncias de raios r e r1?

Figura 3.5: Desafio 17

Fonte: o Autor

Desafio 18, extraido de eAulas da USP.
(O problema dos circulos gémeos de Archimedes) Dados trés circulos de didmetros
BC, BE e EC tangentes dois a dois (Figura 3.6), e a perpendicular GH pelo ponto de

tangéncia E, mostrar que os circulos p e p’ possuem mesmo raio.

Figura 3.6: Desafio 18
G

H
Fonte: o Autor
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Desafio 19, o Autor.
Na figura 3.7 AB =5 cm, BC =7 cm e AC' = 8 cm, sendo M, N e GG pontos de tangéncia

e O o circuncentro do tridngulo ABC'. Encontrar o raio do circulo menor.

Figura 3.7: Desafio 19

Fonte: o Autor

Desafio 20, extraido de Survey Of Geometry (Eves, 1972).
Suponha que uma inversao no circulo ¢ (Figura 3.8) leva o circulo d para o circulo d’. Assim,
considere um ponto B € ¢, mostre que em qualquer inversao com centro B transforma d e

d’ em circulos iguais.

Desafio 21, extraido de In Polya’s Footsteps: Miscellaneous Problems
and Essays (Honsberger, 1997).
(O problema de Stanley Rabinowitz) Na figura 3.9, temos um circulo de centro A e
uma corda F'G perpendicular ao didmetro C'H. Um circulo ¢ de centro E ¢ tracado de

forma que B e D sejam pontos de tangéncia. Mostrar que C'; D e B sao colineares.
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Figura 3.8: Desafio 20

&

Fonte: o Autor

Figura 3.9: Desafio 21

B

H

F/
) G

A

C

Fonte: o Autor

Desafio 22, extraido de Exercicios de geometria, complementos (Caron-
neth, 1960).
Prove que o circulo de Euler (Circulo dos nove pontos) é tangente ao incirculo e aos trés

ex incirculos.
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Desafio 23, extraido de A new mixtilinear incircle adventure I (AYME,
2010).
Seja I' o circuncirculo do triangulo ABC. Chame o circulo que tangencia os lados AB,
AC e I' internamente em P por I'4 e o circulo que tangencia os lados AB, BC' e tangencia
I' internamente em ) por I'g e o circulo que tangencia os lados AC, BC e tangencia I’

internamente em R por I'c. Prove que os segmentos de reta AP, BQ), C'R sdo concorrentes.

Desafio 24, extraido de Interactive Mathematics Miscellany and Puzzles.
Dado quatro circulos (Figura 3.10), Sy, Sa, S3 e Sy, cada um tangente ciclicamente aos seus
vizinhos, de modo que Sy de centro A toque Sy de centro B e Sy de centro D, Sy também
toque S de centro C', e este dltimo toque S;. Prove que os quatro pontos de tangéncia
formam um quadrilatero inscritivel, quando estes circulos sao exteriores conforme figura

abaixo, ou seja, estao em um circulo.

Figura 3.10: Desafio 24

Fonte: o Autor

Desafio 25, extraido de In Polya’s Footsteps: Miscellaneous Problems
and Essays (Honsberger, 1997).
Mostre que a inversdo em relacao ao incirculo do tridngulo ABC' (Figura 3.11) transforma
as retas que contém os lados em trés circulos de mesmo raio e que o quarto circulo que
passa pelas suas intersecoes H, I e J também possui o mesmo raio, assim formando quatro

circulos iguais.
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Figura 3.11: Desafio 25

A P B

Fonte: o Autor

Desafio 26, O Autor.
Encontrar a distancia entre o circuncentro O e o ex-incentro £ de um triangulo ABC' em
fungao dos raios do circuncirculo (R) e do raio do circulo ex-inscrito relativo ao lado AB

rc, conforme a figura 3.12.

Figura 3.12: Desafio 26

B )

D

C

Fonte: o Autor

3.2 Problemas desafios avancados geométricos

Os desafios avancados abaixo seguem do 27 ao 51, estes, por sua vez, necessitam

de uma boa nogao geométrica para serem resolvidos, pois nao basta apenas a teoria, por
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isso sao postos como avangados. A dica aqui se mantém a mesma que da se¢ao anterior:

tentar uma, duas ou mais vezes até conseguir e somente depois consultar a resolucao.

Desafio 27, extraido de A inversao que ndo muda (Shine, 2016).
Seja €2 o circuncirculo do tridangulo ABC'. O circulo w é tangente aos lados AC' e BC' e
internamente a 2 em P. Uma reta paralela a AB e que corta o interior do triangulo ABC'

é tangente a w em (). Prove que ZACP = ZQCB.

Desafio 28, extraido de Euclidean Geometry in Mathematical Olympiads
(Chen, 2016).
Seja AH a altura do triangulo acutangulo ABC, e sejam os pontos K e L as projegoes
H nos lados AB e AC'. O circulo circunscrito €2 ao triangulo ABC' intercepta a reta KL
nos pontos P e (), e a reta AH nos pontos A e T. Prove que o ponto H ¢ incentro do

triangulo PQT.

Desafio 29 , extraido de Euclidean Geometry in Mathematical Olympiads
(Chen, 2016).
Seja w o circuncirculo de ABC'. O circulo v é tangente as retas AB e AC nos pontos P e

(Q respectivamente e ao circulo w no ponto S. As retas AS e PQ se cortam em T". Prove

que /BTP = /CTQ.

Desafio 30, extraido de problems.ru.
As diagonais do quadrilatero inscrito ABC'D se cruzam no ponto M. O circulo w diz
respeito ao segmento M A no ponto P, ao segmento M D no ponto () e ao circulo descrito
2 ABCD quadrilatero no ponto X. Prove que X se encontra no eixo radical dos circulos

descritos wg e wp dos tridngulos ACQ) e BDP.

Desafio 31, extraido de problems.ru.
Prove que para dois circulos que nao se intersectam R; e Ry, uma cadeia de n circulos
tangentes entre si (porisma de Steiner) existe, se, e somente se, o dngulo entre os circulos T}
e Ty que tangenciam R; e Ry em sua intersec¢ao com a linha reta, conectando os centros,

o

é igual a um multiplo inteiro do 4ngulo de —— (Figura 3.13).
n
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Figura 3.13: Desafio 31

Fonte: o Autor

Desafio 32, extraido de problems.ru.
Cada um dos seis circulos toca quatro dos cinco restantes (Figura 3.14). Prove que para
qualquer par de circulos que néo se intersectam (destes seis) os raios e a distancia entre os
centros estdo relacionados pela razao d? = r} + r3 £ 6ryry (usando o sinal de mais + se os

circulos nao sdo interiores, e usa-se o sinal de menos — caso contrario).

Figura 3.14: Desafio 32

L

Fonte: o Autor
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Desafio 33, extraido de Euclidean Geometry in Mathematical Olympiads
(Chen, 2016).
O quadrilatero ABC D esta inscrito num circulo S. Seja X o ponto de interseccao entre
os lados AB e C'D, e W o ponto de interseccao entre os lados AD e BC. As tangentes

tracadas por X intersectam S em Y e Z. Prove que W, Y e Z sao colineares.

Desafio 34, extraido de Euclidean Geometry in Mathematical Olympiads
(Chen, 2016).
Seja H o ortocentro do triangulo acutangulo ABC'. As tangentes tracadas por A ao circulo

de didmetro BC' intersectam o circulo em P e (). Prove que P, ) e H sao colineares.

Desafio 35, extraido de Circulo matematico de Berkeley, a experiéncia
americana (Rike, 2020).
As circunferéncias ki, ko e ks sdo tangentes dois a dois, e sdo tangentes a uma reta ¢
(Figura 3.15). Uma quarta circunferéncia k é tangente a kq, ko e k3 de tal modo que k e ¢

nao se intersectam. Supondo que o raio de k é igual a 1, encontre a distancia d do centro

de k al.

Figura 3.15: Desafio 35

Fonte: o Autor

Desafio 36, o Autor.

Construir uma circunferéncia tangente a outras trés que sao tangentes entre si.
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Figura 3.16: Desafio 36

>

Fonte: o Autor

Desafio 37, extraido de The IMO Compendium (Djukic, 2011).
Seja AB o didmetro da circunferéncia v e um ponto C' € ~, diferente de A e de B. Seja o
ponto D a projecao de C' em AB. Considerar trés outras circunferéncias v, 72 e 3 com
AB como tangente comum: -, inscrita no tridngulo ABC| e v, e 73 tangentes ao segmento

CD e a v (ambos). Provar que 71, 7, e 43 tém duas tangentes comuns.

Desafio 38, extraido de Seven Problems in Equilateral Triangle.
Dado um tridngulo equilatero ABC', prolonga-se a base AB no sentido de B para A até o
ponto B’ tal que |AB'| = |AB|. B'E e B'F sao tangentes ao circuncirculo de ABC'. Prove

que EF passa pelo ponto médio de AC' (Figura 3.17).

Figura 3.17: Desafio 38

Fonte: o Autor

30


https://www.cut-the-knot.org/triangle/SevenProblems-1.shtml

Desafio 39, extraido de Aventuras matemaéticas (Guzman, 1991).
Construir uma circunferéncia que seja tangente a outras duas e a um ponto P dado

conforme a figura 3.18.

Figura 3.18: Desafio 39

Fonte: o Autor

Desafio 40, extraido de The IMO Compendium (Djukic, 2011).
A circunferéncia inscrita no tridngulo ABC' é tangente aos lados BC', CAe ABem D, E
e F, respectivamente. X, Y e Z sao pontos médios de EF, F'D e DFE, respectivamente.
Provar que os centros do circulo inscrito e das circunferéncias circunscritas de XY Z e

ABC sao colineares.

Desafio 41, extraido de Japanese Temple Geometry problems (San Gaku,
1989).
Seja um circulo S com centro O e didmetro AC e o ponto B em AC (Figura 3.19). Forme
o circulo G com centro P e didmetro AB e um triangulo isésceles BC'E com E no circulo
S. O circulo W com centro () esta inscrito no triangulo curvilineo formado pelos circulos

S e G e pela linha BE. Prove que QB é perpendicular a AC'.

Desafio 42, O Autor.
Sabemos que se temos dois circulos um dentro do outro, ndo concéntricos, nenhuma
homotetia podera transformar em circulos concéntricos, mas é possivel achar uma inversao

que as transforme em circunferéncias concéntricas? Se sim como fariamos isso?
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Figura 3.19: Desafio 41

E

Fonte: o Autor

Desafio 43, extraido de Math Magazine (Woo, 1998).
Seja PQ um didmetro de um circulo, com A e B dois pontos distintos no circulo do mesmo
lado de PQ (Figura 3.20). Seja C' a interseccao das tangentes ao circulo em A e B. Deixe
a tangente ao circulo em (Q encontrar PA, PB e PC em A’, B’ e (', respectivamente.

Prove que C’ é o ponto médio de A'B’.

Figura 3.20: Desafio 43

Fonte: o Autor

32



Desafio 44, extraido do Teorema de Viviani.
Marque um ponto M no arco entre os vértices A; e A, do circuncirculo de poligono regular

A1As ... A,. Seja d;, a distdncia de M a Ay, com k=1, 2,..., n. Mostre que

(R S SN SR
didy  dyds  dsdy dprd, — did,’

Desafio 45, extraido de Geometry (Brannan, 1967).
Trés circulos, digamos, P, ), R, concorrem no ponto O e se encontram em outros trés
pontos D, F e F', conforme ilustrado na figura 3.21. Os seguintes conjuntos de pontos sao
colineares: A, O, D; B, O, E; C, O, F. Prove que se OA é um didmetro de (P); OB ¢é

um didmetro de (Q), entao OC' é um didmetro de (R).

Figura 3.21: Desafio 45

Fonte: o Autor

Desafio 46, extraido de The American Mathematical Monthly (Sakmar,
2013).
Dado um circulo C'(O) e dois pontos A e B fora de C'(O), dé uma construgao euclidiana
para encontrar um ponto P em C(O) tal que se @ e S sao as segundas intersegoes com
C(O) de AP e BP respectivamente, entdao QS é perpendicular a AB. (Configuragoes

especiais, incluindo o caso em que A, B e o centro de C'(O) sdo colineares, sdo excluidas.)

33



Figura 3.22: Desafio 46

Fonte: o Autor

Desafio 47, extraido de Japanese Temple Geometry problems (San Gaku,
1989).
Em um tridngulo ABC com |AB| = |AC/ inscreve-se um circulo de centro / (incirculo de
ABC'), e M é o ponto médio de BC' (vide a figura 3.23). O circulo de centro H tangencia
AM e MC' e o circuncirculo de ABC'. Mostre que eles possuem o mesmo raio.

Figura 3.23: Desafio 47
A

Fonte: o Autor

Desafio 48, extraido de Geometric Transformations (Yaglom, 1967).
Quatro circulos Sy, Sa, S3, Sy se interceptam nos pontos Ay, As, Az, Ay e By, Bo, B3, By,
onde Sl M SQ = {Al,Bl}7 SQ N 83 = {AQ,BQ}, Sg N 54 = {Ag,Bg}, S4 M Sl = {A4,B4}.

Suponha que os pontos A;, i = 1,2,3,4 sao conciclicos. Mostre que os pontos B;,
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i =1,2,3,4 também sao conciclicos. (Os circulos envolvidos podem ter raio infinito, ou

seja, ser linhas retas.)

Figura 3.24: Desafio 48

Fonte: o Autor

Desafio 49, extraido de Seven Problems in Equilateral Triangle.
Trés circulos se tangenciam externamente e um circulo maior w internamente. Trés circulos
adicionais cada um tangencia externamente dois dos vizinhos e internamente w. Os pontos

Ay, Ay, As, Ay, As, Ag s@o os pontos de tangéncia mostrados.

Desafio 50, extraido de A inversdo que ndo muda (Shine, 2016).
Seja ABC' um triangulo acutangulo inscrito em um circulo I' de centro O. Seja D o pé da
altura relativa ao vértice A. Sejam E e F' pontos sobre I' tais que |AE| = |AD| = |AF.
Sejam P e () os pontos de intersecao da reta FF' com os lados AB e AC, respectivamente.
Seja X o segundo ponto de intersecao de I' com o circulo circunscrito ao tridngulo APQ.

Mostre que as retas XD e AO encontram-se em um ponto que esta sobre I'.

35


https://www.cut-the-knot.org/triangle/SevenProblems-1.shtml

Figura 3.25: Desafio 49

6,
S

Fonte: o Autor

Desafio 51, o Autor.
Na figura 3.26 AB é um diametro e O o seu centro, OD é o didmetro do circulo de centro
O, e OD = AO = OB =12 cm. A partir destes dois circulos, construimos uma cadeia de

circulos tangentes aos outros. Determine o raio do circulo de centro Oy.

Figura 3.26: Desafio 51

Fonte: o Autor
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Capitulo 4

Solucao dos problemas propostos

4.1 Solucoes dos problemas introdutérios

Desafio 01, solucao do Autor.

Como A, B, C' e D formam uma divisao harmonica, entao temos por hipétese, que

2 _ 1 1
|AB| — |AC|  |AD|’

e, como
|AB| x |AB'| = |AC| x |AC"| = |AD| x |AD'| = k?,
entao
1 |AB'| 1 |AC| 1 |AD|
= = e =
|AB| k? 7 JAC| k2 |AD| k2
Substituindo na primeira relacao, teremos 2|AB| = |AC’| + |AD'|, o que prova que B’ ¢é

meio de C'D’, portanto, a razao pedida é 1. [ |

Desafio 02, solugao do Autor.
Transformemos a figura, por inversio, tomando A como polo e uma poténcia arbitraria, k2,
os circulos circunscritos aos tridngulos ABC, ADC', ABD e C'BD admitem como inversos

as retas B'C", C'D', B'D’ e o circulo C'B’'D’. Ver propriedade [P7].

Da hipétese, concluimos que B'C’ e C'D’ sdo perpendiculares, logo, o circulo
C'B'D' tem B'D' por didmetro e é ortogonal a este didmetro. Dessa forma, os circulos

CBD e ABD sao ortogonais, pois os angulos sdo conservados [P5]. Figura interativa aqui.


https://www.geogebra.org/m/htmykzn9

Sejam a, b, ¢, d, x e y os lados e as diagonais do quadrilatero. Teremos, pela

propriedade [P3], que

k2'b C/D/:kQ'C B/D/:kQ'y.
ar ’ dr '’ ad '’

B/C/ —

Porém |B'C’|> +|C'D'|? = |B'D'|?. Vir4, entdo, apds substitui¢des nesta tltima igualdade,

b2 C2 yQ

+ -
a?x?  d?x? a?d?

S UPdR 4P = atyt

Desafio 03, solugdao do Autor.

Temos |CE| x |CM| = |CA| x|CB], logo, na inversao de polo C' e de poténcia |CA| x |C'B|,

M é o inverso de F, e o lugar geométrico de M é a figura inversa de (D), sendo (D) a

mediatriz de AB, propriedades [P7] e [P§], isto é: a circunferéncia de didmetro C'O’, sendo

O’ o inverso de O. Figura interativa aqui. [ |

Desafio 04, solugao do Autor.

Usando as propriedades [P7], [P8] e [P9] vamos mostrar as trés alternativas abaixo:

a)

Como sabemos, o inverso do circulo w, onde o polo O se encontra na circunferéncia,
é uma reta. Portanto, basta verificar que sendo P o ponto diametralmente oposto a

O em w,

|OC|-|0C'| = |OP|-|OP'| =2R-|OP'|,

logo, |OC’| = 2-|OP'|, onde P’ é a intersecao de OC e w’ (Transformacao de w).

Figura interativa aqui. |

Quando o polo O esta no interior do circulo w, note que AO sendo o raio da inversao
e AC’ sendo tangente ao circulo de inversao, |OC| - |OC’| = |OA|? (Figura 4.1),

figura interativa aqui. [ |

Neste caso, quando o polo O de inversao estd fora do circulo de centro C', entao
pela inversdao de angulos teremos ZOHC = ZOC H' = 90° (Figura 4.2). Figura

interativa aqui. |
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Figura 4.1: Solugao Desafio 04-b

Fonte: o Autor

Figura 4.2: Solucao Desafio 04-c

Fonte: o Autor

Desafio 05, solugdao do Autor.
Na figura 4.3 podemos ver que os tridngulos CDH e C'BF sao semelhantes, logo,

|ICH| |CD|

= CH|-|CF|=|CD|-|CB| =k
Bl = [CF = 1CH1-10F| = |0DI-|0B| = i,

portanto, é facil verificar que uma inversao com raio k = /|CH| - |C'F|, os pontos trocam
de lugar: H com F, D com B, A com E. Nessa prova, utilizamos a propriedade [P5].

Figura interativa aqui. |

Desafio 06, solugao do Autor.
Como |AO| = |OB| = |OC], entao pela inversao dos dngulos, teremos ZCBO = ZCO'B’,
mas ZCBO = ZBCO = ZCO'B’, portanto, |CB'| = |B'0O'|, e, da mesma forma, mostra-se
que |CA'| = |A'O'|, dai, é facil ver que O’ é o simétrico de C' em relagdo ao segmento A'B’.

Figura interativa aqui. [ |
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Figura 4.3: Solucao Desafio 05
B

A E C

Fonte: o Autor

Desafio 07, solugdao do Autor.
Como |[E| = |IF| e |AF| = |AE|, o segmento Al intercepta o segmento F'E no ponto
médio S de FFE. E ainda também temos o angulo ZAET = 90°, dai, podemos através da
relagao [IE|? = |IS| - |[IA|, como o circuncirculo 7 serd transformado em outro circulo 7/,
é facil ver que o ponto S é o inverso de A, ou seja, o circulo 7 se transforma no circulo de

9 pontos do triangulo DEF'. Figura interativa aqui. |

Desafio 08, solugdao do Autor.
Na figura 4.4, podemos construir os 4 circulos centrados em A, B, C' e D, e com raios,
AFE, BE, CE e DFE, claramente podemos ver que eles serao ortogonais, e tomando uma
inversao com polo em F, os 4 circulos se transformam em 4 retas que formam um retangulo,
portanto, a figura formada pelos pontos W, X, Y e Z é ciclica pela inversao dos angulos.

Figura interativa aqui. |

Desafio 09, solugao do Autor.
Considere uma inversao com centro em A, e de poténcia igual a |AB|?. Pela defini¢io vista
nas propriedades, a reta BC' se transforma em um circulo que passa por A, e, portanto,
passa por B e C, BC se transforma no arco BC|, portanto, |DE| = T Figura interativa

aquil. H
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Figura 4.4: Solucao Desafio 08

Fonte: o Autor

Desafio 10, solugao do Autor.
Sejam B’, C’, X', Y’ pontos simétricos B, C, X, Y em relacao a bissetriz M N. Entao
BB'CC" é um trapézio equilatero cujas diagonais se cruzam no ponto L, inverso A em
relagao a um circulo com um didmetro de M N. No mesmo ponto, as diagonais do trapézio
equilatero X X’ > Y'Y inscritas neste circulo se cruzam. Os lados deste trapézio se cruzam
no polo do ponto L, que passa por A e é paralelo as bases do trapézio. Em virtude da
simetria, este ponto de interseccao dos lados coincide com A, que é equivalente a afirmacao

do problema (ver Figura 4.5). Figura interativa aqui. |

Figura 4.5: Solucao Desafio 10
A

C C

XL)(/

Fonte: o Autor
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Desafio 11, solugao do Autor.
Na figura 4.6, vamos tomar uma inversao com centro em A e raio AO, sendo O o incentro
de ABC. Teremos |AE| - |AE’'| = |AO|?, portanto, o tridngulo AOE é retangulo em O.
Desta forma, O se torna ponto médio de EH, pois como E’ é ponto de tangéncia, OE’ se
torna o raio do incirculo de ABC'.
Figura 4.6: Solucao Desafio 11
A

I

Fonte: o Autor

Sendo P o centro do circulo que passa por E, H e I, podemos aplicar uma

|AE'| 7 ) :
—, onde r é o raio do

semelhanca nos tridngulos AOE’ e APE, dai teremos AE| =
x

incirculo de ABC e x o raio procurado.

Ainda, temos que |AE'| = p — a, assim,
_rAB | 1AOF | 1A0F
AR JARR T (p—a)?

r é conhecido através do radical de Heron e

oY
7N

w

@D

=13
o[y
N——

)

|AO| - sen — . |AO| = T = a=r

2 seng (P—a> '

Porém, como

wnA_ =D —0)

2 be ’
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temos

r
NEEUTEG
bc
e (p—a)
B ber?
T -0 —)p—ap
Figura interativa aqui. |

Desafio 12, solugao do Autor.
Vamos inverter o diagrama para o problema em algum circulo com o centro C' (escolheremos
seu raio mais tarde). Os inversos dos semicirculos AC' e BC' sao os raios que comegam nos
pontos A’ e B’ na linha AB (inversos de A e B) e perpendiculares a esta linha, e o inverso
do semicirculo AB é o semicirculo com didmetro A’B’. O circulo em questdo, v, inverte-se
em um circulo 7/ tocando os dois raios e o semicirculo A’B’. E claro que o didmetro de /
é igual a A’B’, e por isso é igual & distancia do centro de 4" a A’B’. Mas podemos escolher
o raio do circulo de inversao para que 7y se inverta em si mesmo! (Basta torna-lo igual ao
comprimento da tangente de C' a . Entao +' coincide com =, e o didmetro de v é igual a

1. Figura interativa aqui. |

Desafio 13, solugao do Autor.
Na figura 4.7, vamos aplicar uma inversao de raio r com centro em P. Sendo X’ a imagem

de X, os circulos I'y, Iy, I's, I'y serdo transformados em 4 retas I'}, I, I', 2’2 como I'} || T
r

e I'h || Iy, entdo A’B'C'D’ é um paralelogramo. Além disso, |AB| = A [PB| |A'B'|
2
e |PB|= | PT B etc. Assim, a expressdo que se quer provar se torna:

|PDI|2 |A/BI| . |BICI| — IPD/|2
[PBP JAD|- DT |PB

que vale porque |A'B'| = |C"D’| e |B'C'| = |D'A'| (figura 4.8). Figura interativa aqui. W
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Figura 4.7: Solucao Desafio 13-1

Fonte: o Autor

Figura 4.8: Solucao Desafio 13-2

e

C
C/

A/

)

Desafio 14, solucao do Autor.

Fonte: o Autor

Aplicando a inversdo com centro em A e raio r (vide figura 4.9). Dentro das condigbes

dadas a + ZB = 8 + ZC teremos £LB'C'P' = ZC'B'P’, ou seja, |B'P'| = |P'C'|. Mas

= - Fi interati i, n
|AP| . ‘AB" ‘AB‘ ’PB‘ 1gura mterativa aqul
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Figura 4.9: Solucao Desafio 14
C

.‘

Fonte: o Autor

Desafio 15, solugao do Autor.

Figura interativa aqui. Tomando uma inversao de centro A e raio r, teremos usando a

2 2
iedade [P3 B(C =—————-|BC|, |BD|=————-|BD|e D'C' =
proprle a e[ ]que |AB|'|AC| | |7| | |AB||AD| | |e
2
|AD|T|AC’| -|DC| e que pela desigualdade triangular teremos |B'D'| < |B'C'| + |C'D/| e,
portanto,
2 2 2
— . |BD| < ———— - |BC|+ ——— - |DC
B -1ap] PP1= [agrqae) P9 A qag 1PC!
- |AC|-|BD| <|AD| - |BC|+ |AB| - |DC|.
|
Figura 4.10: Solugao Desafio 15
A
D
B
B/
D/

C/

Fonte: o Autor
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Desafio 16, solugao do Autor.
Tomando uma inversao com centro em C' e raio p (figura 4.11), usando as propriedades [P4],
[P5] e [P7], assim fica facil ver que a reta AB se transforma na circunferéncia cinscunscrita
ao triangulo ECF, e, como o ex circulo de ABC em relacao a AB tangencia AB em M’,

também tangenciara o circulo maior em M. Figura interativa aqui. |

Figura 4.11: Solugao Desafio 16

Fonte: o Autor

Desafio 17, solugao do Autor.
Este problema pode ser resolvido sem usar transformacao de uma maneira relativamente

tranquila, contudo, vamos usar a inversao para sermos fiel ao trabalho.

Vamos aplicar uma inversiao de centro C' e raio |CI| = 2r. Dai, |CM|-|CM'| = 4r?,

2r? |CS| R 4r-ri - R

CM'| = =, |CS|-|CS| = 4 = logo, [CS]P = ———
oo = 22 jos -l = art e ook = T hogo, fosp = T

r1

, COMO

2 2
IP'KL 2 =27 - 2 entdo 2| P'K,| = 47y /.
] &

Usando a distancia entre os pontos inversos, teremos que

472 - | PO|

P/ / —
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Figura 4.12: Solugao Desafio 17

1 J’
c P P/ Kl 94
R/O
o
M
S/
M’ K’

Fonte: o Autor

mas
[COl-|CP| =|CSP,
portanto,
AR\/T -
pO| = VI
r+nr
Figura interativa aqui. [ |
Desafio 18, solucao do Autor.
Vamos aplicar uma inversao com centro em B e raio BG, logo, |BE| - |BC| = |BG|?,

portanto, pelas propriedades [P7] e [P4] teremos que o circulo ¢ se transforma em uma reta
perpendicular & BC' pelo ponto E (¢’) e o circulo r se transforma em uma reta perpendicular
a BC passando por C, (1), e pela propriedade [P4], o circulo ¢; se transforma no circulo

p’ (um dos circulos gémeos).

Assim, vamos calcular o raio do circulo p’. Para isso, vamos chamar |BE| de 2a e

|CE| de 2b, portanto |[BA| =a+be como |[TV]|=b,e |CV|=2y/(a+Db) b, mas
|BG|* = 2a(2a + 2b) = |BE| - |BC| = |BW| - |BD,|,
dai, aplicando dois Pitagoras nos triangulos BT D, e BFT, teremos que

|BD\|* + |TD,|> = |FT|* + |BF|?,
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ou, ainda,

|BD1|* +b* = 4b(a + b) + (2a + b)?,

que nos da

|BD;|? = 4b® + 8ab + 4a”.
E, da inversao, temos |BW |- |BD;| = 4a(a + b), mas,

BW| =z — 4da(a+b) =w
[BDi| b [BDi* b

_ 4ab(a+b)  ab
© 4(a+b)?  a+b

Para mostrar que o raio do outro circulo é o mesmo, basta aplicar outra inversao no ponto

C e raio CG, assim, o procedimento sera analogo. Figura interativa aquil [ |

Figura 4.13: Solugao Desafio 18
D

C1

4N

Fonte: o Autor
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Desafio 19, solugao do Autor.

Alguns fatos que ajudam a resolver o problema:

Fato 1: na inversao +/ac, os pontos A e C' sao levados aos pontos A" e C’; como se
trocassem de lugar, sendo assim o circuncentro O é levado ao simétrico de B com relagao

ao segmento A'C’. Veja a figura 4.14.

Figura 4.14: Solugao Desafio 19-1

Fonte: o Autor

Como |BA|-|BA'| = |BO|-|BO'|, entao os triangulos ABO e BA’O’ sdo semelhantes,
e por isso o angulo ZBAO = ZBO'A’ = ZABO e, portanto, |[A'B| = |A'O|, dai O’ é

simétrico de B em relagao ao segmento A'C".

Fato 2: O inverso do circulo que passa por A, C e O ira passar por A', C' e O,
logo se construirmos BA”C” semelhante ao tridngulo A’BC” de razao 2, teremos A’ e C’
como pontos médios dos lados BA” e BC"”, e O’ como o pé da altura relativa ao lado

A"C", veja figura 4.15.

Assim o inverso do circulo que passa por A, O e C é levado ao circulo dos 9 pontos

do tridngulo BA”C", pois passa por A" e C' e O’ (Pontos médios e pé da altura).

Agora, precisamos de um circulo que tangencia o circulo dos nove pontos de Euler,
e podemos usar a prova do teorema do desafio 22, o teorema de Feuerbach, que diz

que o B-excirculo de BA”"C"” tangencia o circulo dos 9 pontos, faremos o seu inverso e
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Figura 4.15: Solugao Desafio 19-2

Fonte: o Autor

encontraremos o circulo menor procurado do problema inicial.

Figura 4.16: Solugao Desafio 19-3

Fonte: o Autor

No triangulo A” BC” inicial, o perimetro serd 2p = 10+ 14+ 16 = 40, ou p = 20. E

20



como sabemos por Heron que a drea vai valer

S=vplp—a)lp—b)(p—c)=v20-10-6-4=40V3 = (p— by,

dai,
40V/3 = 4r,
sy =10V3
Mas, por outro lado |BT| - |BJ| = 35, mas Eﬂ = lgﬂ, e também teremos |BJ| = 20
ST| 7 V3

7
cm, logo |BT| = T Assim —, portanto o raio procurado sera s Figura

10v/3 80
interativa aqui. [ |

Desafio 20, solugao do proprio site.
Um circulo através do centro da inversao B é transformado em uma reta. Assim, o circulo
¢ torna-se uma linha reta sob inversao com o centro B. Os circulos d e d’ sdo transformados

nos reflexos um do outro nessa linha, que sao, portanto, iguais. Figura interativa aqui. H

Figura 4.17: Solugao Desafio 20

Fonte: o Autor
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Desafio 21, solucao do Autor.
A solugao é bem imediata usando as propriedades [P4] e [P7]. Basta tomar uma inversao
com centro C' e raio CG (vide figura 3.9), assim o circulo de centro em A se transforma na
reta F'G e o circulo ¢ de centro E se transforma nele mesmo, logo o ponto B se transforma

no ponto D. Figura interativa aqui. |

Desafio 22, solugao do Autor
Sejam o tridngulo ABC, os meios A’, B’, e C' de seus lados e A”, B”, e C” os pontos de
contato dos lados com o circulo inscrito. Consideremos o triangulo A’B’C” inscrito no
circulo de Euler do tridngulo ABC'; as raizes quadradas das poténcias de seus vértices em
relacdo ao circulo inscrito sdo os comprimentos das tangentes A’A”, B'B" e C'C". Agora

é preciso mostrar que um dos trés produtos
|B'C’'| x |A'A"|, |C"A'| x |B'B"| ou |A'B'| x |C'C"|
é igual a soma dos outros dois. Apreciemos esses produtos. Teremos:
’B/C/|:g |C/A/| :é |A/B/| :E
2’ 2’ 2’

e, depois,

I Al / " a
A" = ||BA| = |BA"|| = |5 — (p—b)

.|14/A/4//|:‘b_c
.. 2 Y
e, analogamente,
c—a a—>b
B'B"| = revn)
= |5 clee=|"5
isto é, supondo a > b > c,
—c a—c a—2b
A/A/I — BIB/I — C/C” — )

a b c .,
Os produtos em questao se escrevem, entao, Z(b —0), Z(a —c), Z(a —b). E evidente que

o segundo ¢ igual a soma dos outros dois.

Suponhamos agora que A”, B” e C” designem os pontos de contato dos lados de

ABC' com o ex-inscrito no angulo A; teremos:

AA"| = |BA"| = |BA|| = |p—c— 5| =
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b
|B,B//|:lAB//|—‘AB/|:p—§: CL+C;

a+b
c'c’| = .
e =
Entao, supondo b > ¢, os produtos |B'C’| x |[A’A"|, |C'A’| x |B'B"| e |A'B'| x |C'C"| terao

b
por valores %(b —c), Z(a + ¢), 2

Circulo de Euler de ABC' é tangente ao circulo ex-inscrito considerado e igualmente aos

(a+0b). O segundo é igual a soma dos outros dois, logo o

outros dois. Figura interativa aqui. [ |

Desafio 23, solugao do Autor.
Seja f, a inversdo tendo A por polo e |AB| - |AC| por constante. Como f,(B) = B’,
fa(C) = (', entao existe o triangulo AB'C’ que é reflexo de ABC' sobre a bissetriz de
ZBAC, e fu(T'4) é 0 ex incirculo oposto a A de AB’C’. Entao f,(I'4) toca B'C' em P’ -
que é f,(P). Dado o circulo oposto a A de ABC' tocar BC' em A;. Fécil de provar que
A; é o reflexo P’ sobre a bissetriz de ZBAC. Isso significa que AP reflete AA; sobre a
bissetriz de ZBAC'. Provando que BQ é reflexo de BB; sobre a bissetriz de ZABC e CR
é reflexo de C'C sobre a bissetriz de ZBC'A entao sao iguais. Observe que AA;, BB; e
C'C sao concorrentes, entdao usando o teorema de ceva (a forma trigonométrica) temos

que AP, BQ, CR também sao concorrentes. Figura interativa aqui. [ |

Desafio 24, solugao do Autor.
A prova desse problema pode ser realizada facilmente usando angulos de segmento, ao
contrario de muitos problemas aqui. Acredito que o método nao usando transformacao
nesse caso seria mais "facil". Porém, vamos utilizar uma prova usando inversao circular,

que é o tema deste trabalho.

Suponhamos que realmente tenhamos uma cadeia de quatro circulos, cada um
tocando dois de seus vizinhos. Faca uma inversao com um ponto de tangéncia como centro.
Dois circulos tangentes nesse ponto serao transformados em duas retas paralelas. Os outros
dois circulos sao transformados em circulos tangentes, cada um tocando uma das retas
paralelas. (Devido a propriedade de preservacao do dngulo [P5], as curvas tangentes sdo

mapeadas em curvas tangentes.)

1. Duas retas paralelas sao homotéticas com qualquer ponto no plano (mas nao nas

retas) como um centro legitimo de homotetia.
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2. Dois circulos tangentes sao homotéticos com o ponto comum da tangéncia como

centro.

Isso significa que toda a configuragao (invertida) é homotética com o centro de
homotetia no ponto de tangéncia dos dois circulos (invertidos). Necessariamente os pontos
de tangéncia dos circulos com as retas paralelas sao imagens uns dos outros sob essa
homotetia, de modo que os trés pontos de tangéncia sao colineares. Pela inversao em
questao, a reta em que esses pontos estao é transformada em um circulo que passa pelo

centro da inversao.

A prova pode agora prosseguir da seguinte forma. Utilizou-se um dos pontos de
tangéncia dos circulos S, S, S3 € S; como centro da inversao. Os outros trés pontos sao,
naturalmente, conciclicos. Estando esses pontos no circulo S. Sob a inversao, as imagens
dos trés pontos sao colineares. Portanto, esse circulo S passa pelo centro da inversao - o

quarto ponto da tangéncia. Figura interativa aqui. [ |

Figura 4.18: Solugao Desafio 24

Fonte: o Autor
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Desafio 25, solugao do Autor.
R. Honsberger credita a Arnold Emch (1916) a seguinte observagao (vide figura 3.11):

Para um dado AABC, interessa-nos a inversao em seu incirculo. As retas laterais
(sendo tangente ao incirculo) invertem-se nos circulos que passam pelo incentro D e ainda
tangente aos lados nos mesmos pontos K, N e P de tangéncia. Esses circulos tém PD,

ND e KD como seus diametros. Os trés sao, portanto, iguais.

Seus segundos pontos de interseccao correspondem pela inversao aos vértices de
AABC. Segue-se que o circulo através desses trés pontos é a imagem inversa do circuncir-
culo de AABC. Como sabemos, ele tem o mesmo didmetro que os outros trés circulos.

Agora temos um bom resultado:

Sob inversao no circulo interno de um tridngulo, as linhas laterais e o circuncirculo

sao transportados em quatro circulos iguais. Figura interativa aqui. [

Desafio 26, solucao do Autor.
Observe a figura 4.19. Conforme no desafio 25, mostramos que os quatro circulos possuem
0 mesmo raio, assim podemos tracar a reta que contém O e E e na mesma inversao com

polo em F e raio r¢ obtendo

|EL| x |[EL| = 1% ¢ |EM| x |EM'| = 12,

mas |[EM'| — |EL'| = r¢, desta forma, podemos escrever
2 2
rc rc

[EM| " EL] @
porém |EM| =|OE|— R, e |EL| = |OE| + R, o que nos da a seguinte equagao

111
OE|— R [OE|+ R rc

. |OE| = /R + 2Rre.

Figura interativa aqui. [
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Figura 4.19: Solugao Desafio 26

Fonte: o Autor

4.2 Solucoes dos problemas avancados

Desafio 27, solugao do Autor.
Sejam I e O os respectivos centros de w e 2. Seja D o segundo ponto de interse¢cao de C'P
com w, e seja dada a reta ¢ (tangente a w em D), que encontra AC em S. Dai ID L /.
Por construcao, P, I, O estao alinhados e, portanto, os triangulos isésceles PID e POC
sao semelhantes. Em particular, segue que OC' L ¢, entao C' é o ponto médio do arco
de Q definido pelos pontos de intersecao de ¢ com Q. E facil ver que isso implica que
/DSC = ZABC. Através da reflexdao na bissetriz C'I de ZC, ¢ é transformado em uma
tangente a w paralelo a AB e interceptando o interior de ABC, ja que w é transformado
para si mesmo sob esta reflexao (Isso pode ser provado usando a inversao com centro em C'
e raio \/m) Em particular, D é mapeado para () e, portanto, ZQCB = ZACD.

Figura interativa aqui. |
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Figura 4.20: Solugao Desafio 27

¢
D
O
I
A
P

Fonte: o Autor

Desafio 28, solucao do préprio site.
Seja O o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC'. Dos tridngulos retangulos
AK AC
ABH e ACH, temos |AK| - |AB| = |AH|* = |AL| - |AC|, ou seja, ’]AL\‘ = ;AB}'
Portanto, os tridngulos ALK e ABC sao semelhantes, ou seja, ZAKL = ZACB. Como
ZOAB = 90° — ZACB, OA 1L KL. Assim, a OA é uma mediatriz da corda PQ e,

portanto, |[AP| = |AQ)|. Portanto, a AT é a bissetriz do angulo PT'Q) (ver figura 4.21).

Figura interativa aqui. Assim, o centro I do circulo inscrito do tridngulo PQT encontra-se

no T'A. Além disso, AI = A(Q). Resta verificar se AH = AP.

Primeiro caminho
Sejam D e N - os pontos de intersec¢ao de AO com KL e Q (circulo circunscrito de ABC),
respectivamente, e r é o raio de . De um tridngulo retangulo AQN, |AQ|? = 2r - |AD|.
Note que AH é o didmetro do circulo circunscrito ao tridngulo AK L, o que significa que a
razao de semelhanca dos tridngulos AKL e ABC é f;f Os segmentos AD e AH sao as
alturas correspondentes nesses triangulos, entao

|AD|  |AH]|
|AH| — 2r
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Figura 4.21: Solugao Desafio 28
A

Fonte: o Autor

ou

AH? =2r - |AD| = |AQ|?* - t.

O segundo caminho

Em uma inversdo com o centro A e o raio AQ), a reta PQ e o circulo €2 se transformam

um no outro, de modo que os pontos B e K também passam um para o outro. Portanto,
|AQI* = |AB| - |AK| = |AH|*.

[ |
Desafio 29, solugao do Autor.
Por uma inversao de polo em A e raio Al, transformaremos o incirculo do tridngulo ABC

no circulo 7y (vide figura 4.22), dai, é facil ver que I se torna ponto médio de PQ). Marcando

alguns angulos podemos mostrar que os triangulos SBP e SI() sao semelhantes,

BP| _ (|SP|>2 _|PT|
Q¢ ~\1sql) T rar

Figura interativa aqui.
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Figura 4.22: Solugao Desafio 29
A

gl

/V

N

Fonte: o Autor

Desafio 30, solugao do Autor.

Solucgao 1
Na inversao com o centro no ponto X, as retas AC e BD passarao para os circulos wy e wa,
cruzando-se nos pontos X e M’, o circulo w numa reta que toca esses circulos nos pontos
P', (), respectivamente, e o circulo 2 numa reta, paralela a P'Q)’', cruzando w; nos pontos
A’ C" e wy nos pontos B, D’ (ver figura 4.23). Uma vez que M esté no eixo radical dos
circulos wg e wp, a afirmagao do problema é equivalente ao fato de que o eixo radical dos

circulos wg: e wpr dos tridngulos A'C'Q)" e B'D'P’ coincide com a linha reta XM’

Seja K o ponto de intersec¢ao de XM’ e A'D'. Desde |A'K|-|KC'| = | XK|-|KM'| =
|B'K'| - |KD'|, o ponto K encontra-se no eixo radical dos circulos wg e wpr. Além disso,
o circulo wg cruza P’ uma segunda vez em um ponto simétrico ) em relacao a P’, e um
circulo wpr se cruza em um ponto simétrico P’ em relagao a ). Portanto, P'Q’ é dividido

ao meio pela reta X M'. Figura interativa aqui. [

Solucgao 2
Deixe a tangente ¢ no ponto X ao circulo de ) cruzar AC' no ponto S e BD no ponto T

Entao SM ¢é o eixo radical de € e wg, ST é o eixo radical de 2 e w. Assim, S é o centro
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Figura 4.23: Solugao Desafio 30

Fonte: o Autor

radical dos circulos de 2, wg e w, ou seja, SQ é o eixo radical dos circulos wg e w (uma
vez que @) estd em ambos os circulos). Da mesma forma, TP é o eixo radical dos circulos
wp e w. Portanto, o ponto G da intersecao de SQ) e T'P é o centro radical dos circulos wg,
wp e w. Por outro lado, M ¢é o centro radical dos circulos wg, wp e w, ou seja, MG é o
eixo radical dos circulos wg e wp. Resta notar que MG passa por X, uma vez que G é o

ponto de Gergone externo do triangulo M ST |

Desafio 31, solugdao do Autor.
O centro da inversao que converte os circulos R; e Ry em concéntricos, mentiras (ver
solu¢do do problema [28.6) na linha de seus centros. Portanto, fazendo essa inversao
e considerando que o angulo entre os circulos e o toque for preservado, reduziremos as

evidéncias ao caso circulos concéntricos R; e Ry com centro O e raios ry e ro. Desenhar

; . () . . . .
um circulo S com o centro P do raio , relativa a R; a partir do interior e a Ry

1+ 7o

externamente, e a dois circulos S’ e S” de raio com os centros A e B, relativos
a Ry e Ry nos seus pontos de intersec¢do com a linha OP (figura 4.24). Seja OM

e ON tangentes a S extraido de O. Obviamente, a cadeia dos n circulos relativos a

(o}

Ry e R, existe se e somente se ZMON for (neste caso, os circulos da cadeia
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vezes correm em torno do circulo Rs). Portanto, resta provar que o angulo entre os
circulos S’ e §” é ZMON. Mas o angulo entre S’ e S” é igual ao angulo entre eles.

Raios desenhados no ponto de intersecgao C. Além disso, ZACO = ZPON (uma vez
Aol = D2n o), PN = D5 = - B0 oy
/ZPNO = ZAOC = 90°). Portanto, ZACB = 2/ACO = 2/PON = ZNOM. Figura

que |OP| = r; —

interativa aqui. [ |

Figura 4.24: Solugao Desafio 31

Fonte: o Autor

Desafio 32, solugcao do proprio site.

Seja R; e Ry qualquer par de unidades nao comprometedoras Circulos. Os quatro
circulos restantes formam uma cadeia, portanto, de acordo com o problema anterior, os
circulos S" e S” relativos a R; e Ry nos pontos de sua interse¢do com a linha de centros

se cruzam sob angulo reto (figura 4.25). Se Rj estiver dentro de Ry, entdo os raios 7’
T1—|—T2+d o 7’1+T2—d
2 2

d =2ry —r;y —ry =11 —ry. O angulo entre S’ e S” é igual ao dngulo entre os seus raios,

, e a distancia entre seus centros

e r" dos circulos S’ e S” sao

desenhado no ponto de interseccao, portanto (d')? = (r')% + (r"")? ou, apds as conversoes,
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d*> =1} + 13 — 6ryre.

No caso de R; e Ry nao se encontrarem um no interior do outro, dos raios os

r—ry d—(rl—r2)
2 ° 2

ri+re+d— (1 +715) =1y +ry. O resultado é d* = r? + r2 + 6ryry. Figura interativa

circulos S’ e S” sao d + , e a distancia entre os centros d’ =

aqui. [ |
Figura 4.25: Solugao Desafio 32
SII

Fonte: o Autor

Desafio 33, Solugao por Helder Oliveira de Castro, Sao Paulo.

Antes de resolver o problema vamos ter que enunciar e provar um lema.

Lema: Se por um ponto M exterior a um circulo S tragarmos secantes que o
intersectam nos pontos A, B, C' e D (vide figura 4.26), e se tomarmos {P} = ABNCD e
{Q} = AC N BD, entao a polar de M em relagdo a S serd a reta PQ).

Prova: Tome as retas polares de A, B, C' e D como a, b, ¢ e d que, como vimos,
sdo tangentes a S nos seus respectivos polos. Defina {R} = bNce {T} =and A
reta polar de R serd BC' e a reta polar de T serd AD. Pelo Corolario 2, e pelo Teorema
1, teremos que a polar de M sera a reta RT. Basta provar entao que RT passa por P
e (), ou melhor, que R, P, Q e T sao colineares. Considere o hexdgono ABB'CC'D,
no qual B' = B e ' = C (vamos usar aqui a estratégia proposta em Exercicios de
geometria, complementos (Caronneth, 1960): fazer vértices de um hexdgono coincidirem

para obtermos novas relagoes). Pelo Teorema de Pascal, P, R e @) sdo colineares (os
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Figura 4.26: Solugao Desafio 33-1

2

A D

Fonte: o Autor

3 pontos de encontro dos 3 pares de lados opostos do hexdgono devem ser colineares).
Analogamente no hexdgono AA’'BCDD’, com A’ = Ae D' = D, teremos que P, Q e T

sao colineares. Segue que R, P, () e T sao colineares. Figura interativa aqui. [

Agora vamos atacar o problema: Note que podemos fazer uma certa analogia entre
o problema e o Lema. O ponto W corresponde ao ponto M do Lema, e o ponto X ao
ponto P. Temos entao que a reta polar de W passa por X = a reta polar de X passa
por W. Mas a reta polar de X passa por Y e Z, pelo Corolario 2 =— W, Y e Z sao

colineares, finalizando o problema. [ |
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Figura 4.27: Solugao Desafio 33-2
X

D

Fonte: o Autor

Desafio 34, Solugao por Helder Oliveira de Castro, Sao Paulo.
Tome S € TH tal que T'S L AS. Sabemos que AHTO ~ AHSA (AA), entao

|HS|  [HO|

= HS|-|HT|=|AH|-|H
S| = (] = 1S T = | AH| - HO)

Como visto na figura 4.28, vamos usar Geometria Analitica. Assim teremos as seguintes

coordenadas:

A=(0,a); B=(=b,0); C=(c,0); e T = (C;a,o),

em que 1" é ponto médio de BC'. Temos que

h b
BH 1 AC <= mpyg -mac = —1 < g-i:—l — h:—c.
—c a
Vamos considerar também as seguintes medidas:
b+c
r= ,
2
sendo r o raio do circulo que passa por B e C,
2-b
AH|=a—h=2""°
a
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Figura 4.28: Solucao Desafio 34

A
A
S
P H
Q
| | y |
Fonte: o Autor
HO = h=",
2 2 2
ITH|? = h? + (C_b) — |THP! = (bc> + (C_ b) .
2 a 2

Assim, teremos

ITH|-|TS|=|TH|-(|TH|+|HS|) = |TH|>+ |TH|-|HS| = |TH|* + |AH| - |HO|
(b—c)? + 4bc <b+c>2 9
= =T
4 2
=— S = H', onde H é o inverso de H = A € polar de H =— H € polar de

|TH|-|TS|=

A = H € PQ. Figura interativa aqui. [ |

Desafio 35, solugao do Autor.
A chave para resolver o problema esta em pensar na possibilidade de uma das circunferéncias
¢i, por exemplo c3, ser uma reta paralela com £. A tangéncia entre c3 e £ acontece no infinito.
A construgao inicial é feita no espago inverso e com uma simetria que a circunferéncia cj

transforma-se na reta cs. Isto facilita as contas.
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Figura 4.29: Solugao Desafio 35-1
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Fonte: o Autor

Seja f uma reta perpendicular a ¢ que passa pelo centro de c. Marcar o ponto
K = fNn/{. Existe um ponto magico Y € f tal que uma circunferéncia de inversao i,
centrada em Y, mapeia ¢ e £ em duas circunferéncias concéntricas ¢’ e ¢/, de centro comum

Z e com ¢ no interior de ¢. A figura 4.29 mostra uma constru¢ao geométrica inicial.

Construir as circunferéncias ¢, tangentes externamente com ¢’ e internamente com ¢,
todas com o mesmo raio. Construir ¢ de tal forma que ¢;N¢' =Y. Com isso Inv(c, i) = c3
é uma reta paralela com ¢. Aplicando a inversao aos outros elementos obtém-se a imagem

da figura 4.30

Sejam Oy, H e x = |O1H| o centro da circunferéncia c;, a interse¢ao das circunfe-
réncias c¢; e ¢y e a distdncia entre os dois pontos anteriores, respectivamente. Como o raio

de ¢ é R, no triangulo retangulo O1 HO, pelo Teorema de Pitdgoras, vale:

2+ (z — R)? = (z + R)*

Segue que x = 4R e a distancia de O até L é |OK| = TR. Figura interativa aqui. |
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Figura 4.30: Solucao Desafio 35-2

Fonte: o Autor

Desafio 36, solugao do Autor.

Esse problema na verdade possui duas construgoes, vamos ver a primeira:

A circunferéncia de inversao 7 foi colocada com centro em F', ponto de tangéncia
das circunferéncias ¢ e d. A inversao transforma X em X’ ¢ X’ em X. Como ¢ e d sdo
tangentes, e passam pelo centro de inversao, entao ¢ e d’ sdo retas paralelas. Como a
circunferéncia f é tangente com c e d, mas nao passa pelo centro de inversao, transforma-se

numa circunferéncia f’ tangente com ¢’ e d’. A inversao preserva localmente os angulos.

Sao construidas as circunferéncias ¢’ e h' tangentes com ¢, d’ e f’. As inversas g e

h serao tangentes com ¢, d e f. Agora veremos a figura 4.32:

O problema é um caso particular do problema de Apolonio. [ |
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Figura 4.31: Solugao Desafio 36-1

Fonte: o Autor
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Figura 4.32: Soluc¢ao Desafio 36-2

Desafio 37, solugao do Autor.
Neste caso utiliza-se a transformacao de inversao e a tese serd provada para pontos

arbitrarios A, B, C' € 7. Seja v (o incirculo do AABC') a circunferéncia de inversao.

Denota-se Inv(X,v) = X'.

Pela inversao, as retas BC', CA e AB, que nao passam pelo centro Oy, sao transfor-
madas nas circunferéncias a’, b’ e ¢, respectivamente. Os pontos de tangéncia do incirculo
com os lados do AABC' séao fixos. Com isto d’, b’ e ¢ passam por O; e tém didmetros

iguais ao raio de v;. Sejam P, (Q e R os centros de a’, b’ e ¢, respectivamente.

A reta C'D é transformada na circunferéncia k&’ que passa por C’ e O; e é ortogonal
com ¢’ . Portanto, o centro C} estd na intersecao da tangente a ¢ em O; e a reta PQ

(mediatriz de C"O;). A figura 4.33 mostra uma construgao geométrica inicial para a
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segunda resolucao.

Figura 4.33: Solugao Desafio 37-1

Fonte: o Autor

Construir o ponto O de tal forma que RO;CjyO seja um paralelogramo e 74 e 745 as
circunferéncias com centro em O e tangentes a k'. 75 e ~4 também sdo tangentes a ¢, pois
OR e OCj, tém comprimentos iguais aos raios de k' e ¢/, respectivamente. Logo, v} e 74

sao as inversas de v, e 3.

Adicionalmente, como QA'OC), e PB'OC}, sao paralelogramos e @), P e Cj sdo
colineares, segue que A’, B’ e O também sao colineares. Consequentemente, os centros de
Y1, Y2 € 73 sao colineares e estao sobre a reta O;0. A figura 4.34 mostra uma construgao

geométrica da segunda resolucao. Figura interativa aqui. [ |
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Figura 4.34: Solugao Desafio 37-2
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Fonte: o Autor

Desafio 38, solugcao do proprio site.
Trace o segmento de reta B'C' e teremos que AB’ = AC, entdo o tridngulo B'AC é
isosceles, com /B'AC = 120°. Assim, o angulo /B'CA = 30° = ZOBA, onde O é o
circuncentro do tridngulo ABC. Se D é o ponto diametralmente oposto de B, entao o
angulo /DCA=/DBA = /0BA, mas /DCA = /B'CA e portanto, D é a interse¢ao
de B'C' e o circuncirculo de ABC.

Seja R o raio de (ABC). Temos |OM| = |MD| = ]2% O polar do ponto M em
relagao a (ABC') é perpendicular ao OM e passa pelo ponto H que satisfaz |OH |- |OM| =
R%. Conclui-se que |OH| = 2R. Como |OM| = S, temos também |HM| = ?;PL =
|BM |, tornando os triangulos BH B’ e BM A semelhantes (mesmo angulo em B e lados
proporcionais). Assim, B'H | BH e B'H é o polar do ponto M. Pelo teorema de La

Hire, o polar de B’ passa por M, mas isso é exatamente EFF. Figura interativa aqui. W
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Figura 4.35: Solugao Desafio 38
C

F

Fonte: o Autor

Desafio 39, solugao do Autor.
Como nao sabemos nada sobre a circunferéncia pedida, mas sabemos que tem que passar por
P, sendo assim vamos chama-la de y. Tome P como centro de inversao com R = 1. Apds
inverter, ¢ e d se transformam em outras circunferéncias, ¢ e d’. Assim a circunferéncia y
que era tangente a c e d, se transforma em uma reta ¢, que ainda nao se conhece, mas que
deve ser tangente a ¢’ e d’. Uma vez que encontrada essa reta £, constrdi-se y por inversao

de ¢. Assim, o problema reduziu-se ao seguinte:

Dadas duas circunferéncias ¢ e d’, achar uma reta ¢ tangente as duas. (Esse

problema é mais simples, deixo a prova para o leitor)

Assim o problema se torna mais simples. Veja a figura 4.36, podemos tracar 4 retas
tangentes aos circulos ¢’ e d’. E agora vamos inverter essas 4 retas que nos fornecerao as 4

situagoes procuradas. Veja a figura 4.37. Figura interativa aqui. [ |

Obs: Essa construcao é o caminho para se resolver o problema de Apolénio do
século III. Steiner, o inventor da inversao quase 2000 anos depois, deve ter ficado muito
contente quando reparou que a sua transformacao resolvia de maneira muito simples o

problema de Apolonio.
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Figura 4.36: Solu¢ao Desafio 39-1
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Desafio 40, solugao do Autor.
Veja a figura 4.38.

Figura 4.38: Solucao Desafio 40

Fonte: o Autor

Seja I o centro do incirculo k do triangulo ABC. Como AF = AE e FX =XFE
tem-se que X F é altura no AAFEI, retangulo em E. Utilizando uma das relagoes métricas

segue |[IX|-|[A| = |IEJ?.

Da equacao anterior, uma inversao em relacao a k leva o ponto A para a posicao
do ponto X. Analogamente, B para Y e C para Z. Isto é, sendo d e f os circuncirculos

dos tridngulos ABC' e XY Z, chega-se a f = Inv(d, k).

Como o centro de uma circunferéncia é colinear com o centro da sua inversa e o
centro de inversdo, conclui-se que O (centro de d), J (centro de f) e I sdo colineares.

Figura interativa aqui. |

Desafio 41, solucao do Autor.
Vamos usar inversao. Denotarei o inverso de qualquer objeto pelo nome desse objeto
seguido por um ’. Primeiro, observe que o problema equivale a mostrar que o circulo com

centro na perpendicular a B e tangente a BE e a G também é tangente a S. Assim vamos
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chamar esse circulo de W. Inverta em relacdo a B, ou seja, em um circulo centrado em B
e com algum raio r, digamos.

Figura 4.39: Solucao Desafio 41

Fonte: o Autor

C'BE'’ sera semelhante a EBC' e portanto isésceles. Isto ocorre porque |BC| -

|BC| _ |BE] . 1BC _ |CE|
|BC'| = k* = |BE| - |BE'], tal que BE| = BC| Segue-se que também 122 = BE|
mas em DBCE temos |CE| = |BE|. Dai, S’ serd o circulo em A'C" como didmetro e

G’ a tangente a ele em A’. Agora, seja U a intersecao de G’ com E’'B. Entao o angulo
LAUE = g—AUBA’ - g—AE/BC” - g—éC’E’B — LUE'A', entdo A'UE' & isosceles.
Seja V o centro de W’. Como W’ é tangente a G’ e BE’, V esta na bissetriz de ZA'UB.
Entao ZVUB = ZA'UV = ZBVU e também BV U é isosceles. Seja L o centro de S’ e

chame o raio deste circulo de R. Chame de r o raio de W’. Existem angulos retos em
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todos os lugares, entao podemos usar pitagoras.

ILV|* = |LB|* + |BV|?

= (R — |A'B|)? + |BU|?
R—7)*+|AB)?+ |A'U?
R

— )2

— )+ r? 4+ |AE
R—r)?+1r*+ |AC)? — |E'C
— )2

= (
= (
= (
= (

=

r)? 4+ r* +4R* — |BC'|?
=(R—7)?+7r*+4R* -~ 2R —1)?
= R* 4 2Rr + 17

=(R+7r)%
Portanto, W’ é tangente a S’ e W é tangente a S. Figura interativa aqui. |

Desafio 42, solugao do Autor.

Vamos supor que ¢; e ¢y estdo como na figura 4.40, onde |PO;| = d e |0105] = S.

Figura 4.40: Solugao Desafio 42

C2
1 1
L d s. \E
. 0 O B
T2

Fonte: o Autor

Precisamos encontrar um ponto P sobre a reta |O;0s que une os centros e um
nimero R tais que a inversao de centro P e poténcia R? transforme as circunferéncias c; e

¢y em ¢ e ¢, com os centros destas coincidentes. Nao sabemos onde P vai estar, nem que
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numero sera I, mas chamemos d a distancia, desconhecida, de P a O; e de S a distancia

conhecida entre O; e O,.

Os raios 71 e ro também sdao conhecidos. De acordo com as férmulas para achar
R2d

o centro H de ¢}, sabemos que H estard sobre PO, e |[PH| = 5. Analogamente, o
1

Q2 _
R*(d+ S
centro J de ¢ estard sobre POy e |PJ| = (d—f-(S;—)T% Como queremos que os centros
coincidam, tera de ser |[PH| = |PJ| e, portanto,
R%d R*(d+ S)

d2—r? (d+8)2—r3%
Daqui, teremos que resolver depois a equagao do segundo grau o valor de d e assim acaba

o problema. Figura interativa aqui. Uma construcao alternativa se encontra aqui. |

Desafio 43, Math Magazine (1999).
O segredo é fazer uma inversao com centro P e raio PQ (vide a figura 3.20). O ponto
() permanece invariante; o circulo dado inverte em sua tangente em (). O circulo com
centro em C' e raio AC, que é ortogonal ao circulo dado, inverte em um circulo ortogonal
a essa tangente. Na inversdo, A’ e B’ sdo as imagens de A e B, respectivamente. O tnico
circulo que passa por A’, B’ ortogonal a tangente tem seu centro no ponto médio de A’B’.

Portanto, |A'C’| = |B'C’|. Figura interativa aqui. |

Desafio 44, solugao do Autor.
Basta aplicarmos uma inversao f com centro M e raio 1. Seja f(Af) =B;, j=1,...,n.
Em seguida, pela féormula da distancia:

[AjAjn| e
|MA|IMA; | didjyy’

|BjBj 1| =

onde a é a medida do lado do poligono dado. Os pontos B sao todos colineares que se
estendem sucessivamente de By a B, implicando que |ByBy| + |ByBs| + -+ - + | B,_1By,| =
|B1B,|. A substituicao agora da a identidade desejada. Observe que para n = 3, podemos

multiplicar pelo produto d;dsds para obter ds 4+ d; = ds. Figura interativa aqui. [ |

Desafio 45, solugao do Autor
Invertendo todos os trés circulos tomando o circulo de centro O como referéncia. Os
circulos (P), (@), (R) sao transformados em retas que formam um tridngulo com vértices

D', E', F' que sao respectivas imagens de D, E, I'. As retas AD, BE, CF que passam
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pelo centro O de inversao sao transformadas nelas mesmas e, portanto, sdo cevianas em

AD'E'F' que coincidem em O.

Cada diametro de um circulo é perpendicular a um circulo, ou seja, as tangentes em
suas extremidades. Assim, por exemplo, AD L (P). Devido a propriedade de preservagao
do dngulo de inversdao, D'A" 1. E'F’, o que significa que D' A’ é uma altura em AD'E'F".
O mesmo, claro, vale para E'B’. As duas alturas D'A’ e E'B’ em AD'E’F’ encontram-se
no ortocentro O, o que mostra que a terceira ceviana - F'C’ - também é uma altura.
Como tal, F'C’" L D'E’, enquanto suas imagens inversas, ou seja, F'C' e (R) também sao

perpendiculares. Assim, OC' é de fato um didmetro de (R). aqui. |

Desafio 46, Solugao por Robert A. Russel, New York.
Em geral, o problema tem duas solugoes. Estes sao os dois pontos de interseccao do circulo
dado C(O) com o circulo que passa por A e B perpendicular a C(0O). A inversdo no
circulo C'(O) preserva pontos em C(O), linhas que passam por seu centro O e os circulos
ortogonais a C'(0). Se C(F') é o circulo que passa por A e B ortogonal a C'(O), entao as
imagens A’ e B’ de A e B estao em C(F'). Segue-se que C'(F') pode ser construido como o
circulo circunscrito de, digamos, AABA’. Seja P uma das intersecgoes dos dois circulos.

(A prova refere-se a figura 4.41).

Figura 4.41: Solugao Desafio 46

Fonte: o Autor
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No diagrama existem varios pontos auxiliares: GG é a interseccao de AB e OP; J a
intersecao de AB e SQ); I e H sao pontos F'P nos dois lados de P. Por outro lado, o centro
F' do circulo construido nao é mostrado. Como os dois circulos sdo ortogonais, OP 1 F'P
e OP é tangente a C'(F') enquanto F'P é tangente a C(O). Assim, podemos utilizar as
propriedades dos angulos inscritos e dos angulos formados por uma tangente e uma corda.

Observe que /BPG = /BAP = /JAQ e /BPH = /IPS = /PQS = /AQJ.

Agora, /BPH+/BPG = /ZGPH = 90°. Segue-se que também £/ JAQ+ /AQJ =
90°. Portanto, em AAJQ, LAJQ = 90°. Figura interativa aqui. |

Desafio 47, solugao do Autor.
Esse problema pode ser resolvido usando inversao de 3 formas diferentes, mas perceba que
quando se aplica uma inversao de centro A e raio Al, o circulo pedido se transforma nele

mesmo, dai a conclusao é imediata. Figura interativa aqui. Veja figura 4.42. |

Figura 4.42: Soluc¢ao Desafio 47

A

Fonte: o Autor
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Desafio 48, solugao do Autor.
O problema poderia ser abordado de forma diferente (mudando a notagao): Sejam duas
quadruplas de pontos conciclicos {A;}, {B;}, i = 1,2,3,4. Sabe-se que os pontos A;, By,
Bs, As sao conciclicos e também os pontos As, By, Bs, Az e As, Bs, By, A4. Prove que os
pontos Ay, By, By, A; também sdo conciclicos. Nesta maneira de ver, o problema admite
uma generalizagdo: Sejam dois conjuntos de n pontos conciclicos, cada um {A4;}, {B;},
i=1,...,n, onde n é um nimero inteiro par. Sabe-se que os pontos A;, B;, Bii1, A1
sao conciclicos para ¢ =1,...,n — 1. Prove que os pontos A,, B,, B, A; também sao
conciclicos. Isto é especialmente ébvio quando os circulos circunscritos dos pontos {A;} e
{B;} sdo conciclicos. Neste caso, os quadrilateros A;B;B; 1 A;+1 sdo trapézios isésceles e,

para n par, A,B,B;A; também o é.

Figura 4.43: Solugao Desafio 48

Fonte: o Autor

Uma vez que cada par de circulos que nao se intersectam podem ser invertido
em circulos conciclicos, a afirmacao é validada para quaisquer dois circulos que nao se

intersectam. Figura interativa aqui. [ |
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Desafio 49, solugao do Autor.
Usando o Lema do desafio 20: Suponha que a inversao no circulo ¢ mapeia o circulo ¢;
para o circulo ¢;. Entao, para qualquer ponto X € ¢, qualquer inversao com centro X

mapeia ¢ e ¢ em circulos iguais. Figura interativa aqui.

Figura 4.44: Solugao Desafio 49

C1

Fonte: o Autor

Denote o circulo Gy, G, G, digamos G = (AgA1), Go = (A343), Gz = (A4As5).
Os circulos G, G4 sao iguais ou ndao. Caso contrario, encontre uma inversao que mapeie um
sobre o outro (isto seria uma inversao em um circulo centrado em seu centro de semelhanga
e passando por seu ponto de tangéncia) e, seguindo o lema, outra que os mapeie em

circulos iguais. Toda a configuracao sera invertida em uma configuracao essencialmente a

mesma, mas com dois circulos Gy, G4 iguais.

Qualquer inversao centrada na tangente comum de G, G2 (ou seja, seu eixo radical)
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mantera suas imagens iguais. Se G5 for igual aos outros dois, terminamos. Caso contrario,
encontre uma inversao que mapeie GG1, GG3 um no outro. Trata-se de uma inversao do
circulo centrada no centro de semelhanca e passando pelo ponto de tangéncia. Este circulo
estd obrigado a cruzar o eixo radical de G, Gy porque é aqui que - devido a simetria
adquirida - G3 esta agora centrado. Use o ponto de intersec¢ao para inverter todos os trés

circulos em circulos iguais.

Numa configuracao onde todos os trés circulos verdes sao iguais, os seis pontos Ay,
Ag, Asz, Ay, As, Ag sdo conciclicos devido a simetria da configuracao. Realizar a sequéncia

de inversoes de tras para frente mostra que o mesmo se aplica a configuracao original.

Desafio 50, solugao do Autor.
O problema é equivalente a mostrar que ZAXD = ZADX’ = 90°. Considere a inversao
I(A, AD). Analisamos o que acontece apés a inversdao: os pontos E, D e F' se mantém.
(ABC') contém A e intersecta o circulo de inversao (EFDF') em E e F, portanto seu inverso
¢ uma reta que intersecta (EFDF) em E e F, ou seja, a reta EF. Assim concluimos que
B'= ABNEF = P e P' = B. Analogamente, )’ = C. (APQX) contém A, portanto, seu
inverso é a reta P'Q)’ = BC, portanto, X' € BC — /ADX' = /ZAXD = 90°. Figura

interativa aqui. |

Figura 4.45: Solugao Desafio 50
A

X' B

Fonte: o Autor
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Desafio 51, solugao do Autor.
Basta aplicarmos uma inversao com centro (polo) em D e raio 1/|DO| - |DZ|. Desta forma
o circulo de centro O; se transforma em uma reta que passa por Z e é perpendicular a
DZ e o circulo de centro O se transforma em uma reta que contém o didmetro AB e os
circulos menores sao levados aos trés circulos tangentes entre si e as duas retas conforme a

figura.

Figura 4.46: Solu¢ao Desafio 51-1

v %4 R
M
N P
W T s

Fonte: o Autor

Agora vamos aos calculos. Para finalizarmos esse problema, precisaremos de algumas
medidas, tais como, |[ZW| = 2y/12-6 = 12v/2, |DD;| = 18 ¢ | ZS| = 24 + 12y/2. Agora

vamos fazer uma semelhanca de D B0, para o triangulo DA;C', onde By e A; sdo pontos

N |DB1| x . .
de tangéncia, portanto, = —, onde z é o raio procurado.
|[DA:| 6
Da inversao, temos que |DB| - |DA;| = 288 e, ainda do Pitdgoras, temos que
6 —3v2
|DA;|*> + 6% = 182 + | ZS|?. Dali, depois de uma continha, teremos z = 2\/_, o que
finaliza o nosso problema. Figura interativa aqui. |
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Figura 4.47: Solugao Desafio 51-2

Fonte: o Autor
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Capitulo 5

Discussao dos desafios geométricos

Caro leitor, neste capitulo sao feitos comentarios com as dicas relevantes em cada
problema, os teoremas e lemas utilizados, e quais passos foram assim mais importantes

para a resolu¢ao dos mesmos.

Tabela de discussoes dos problemas

DESAFIOS teoremas, lemas, Comentarios e técnicas
propriedades que foram | utilizadas
utilizados

DESAFIO 1 Divisao Harmonica e lema | Nesse desafio o leitor precisa
relacionado. ter o conhecimento prévio do

que é uma divisao harmonica e
provar um lema relacionado
que aparece no livro.

DESAFIO 2 Teorema de Pitagoras, Este é realmente um problema
distancia entre pontos incrivel, pois a resolugao do
inversos, conservacao de mesmo via geometria plana
angulos, transformacao de | tradicional, sem usar
retas em circulos. transformacoes deixa o

problema realmente muito
trabalhoso, dificil de terminar,
mas com o uso da inversao ele
fica simples.

DESAFIO 3 Definigao de inversao, Neste problema, foi escolhido o
transformacao de reta em polo no lugar certo, trata-se de
circulo. um desafio de lugar

geométrico, talvez se a solugao
fosse feita por analitica
também seria solucionada,
mas novamente a inversao
tornou o problema simples.




DESAFIO 4 Relagoes métricas na Neste "desafio", nao se trata
circunferéncia e no muito de um desafio, mas
triangulo retangulo, como se encontra nos
defini¢ao de inversao e problemas introdutérios, o
conservacao de angulos. desafio é para que o leitor

possa se aprofundar mais no
assunto e posteriormente
aplicar em outros problemas os
3 itens, como lema.

DESAFIO 5 Ortocentro, semelhanca de | Assim como no desafio 4, esse
triangulos, definicao de "desafio" sera utilizado em
inversao. outros problemas como lema.

DESAFIO 6 Circuncentro, definicao de | Também utilizaremos o desafio
inversao. 6 como lema, e nesse problema

usamos a propriedade que
inverte os angulos.

DESAFIO 7 Relagbes métricas no Essa é sem duvida uma
triangulo retangulo, inversao bem interessante, e do
definicao de inversao, qual serd utilizada mais pra
circulo dos 9 pontos, frente na resolucao de outros
incentro e circuncentro. problemas.

DESAFIO 8 Transformacao de circulo Neste desafio poderia ser feito
em reta e quadrilatero também facilmente utilizando
ciclico angulos na circunferéncia,

como angulos de segmentos,
mas a inversao deixou o
problema mais elegante e
trivial.

DESAFIO 9 Definicao de inversao Este desafio pode ser resolvido
circular. usando propriedades métricas

na circunferéncia e usando
também o teorema de
Ptolomeu, mas novamente a
inversao transforma o
problema em uma continha
bem simples.

DESAFIO 10 | Defini¢ao de inversao, Nesse desafio, com a escolha

reflexao, trapézio isdsceles,
simetria e paralelismo.

certa do Polo de inversao o
problema teve sua resolucao de
forma bem simples, sem usar
muitas ferramentas para
obtenc¢ao da prova.
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DESAFIO 11 | Incentro, semelhanca de O desafio 11 faz parte de um
tridngulos, seno da metade | desafio sangaku, que recebe o
de um angulo, nome de incirculo miztlinear.
circunferéncias. Existe solucao por geometria

plana, mas a ideia do trabalho
¢ realmente mostrar ao leitor a
importancia de conhecer a
inversao, pois o problema
apesar de mesmo com a
inversao usar muitas contas e
conceitos, sem ela o trabalho
seria triplicado.

DESAFIO 12 | Definicao de inversao, Perceba que neste desafio a
conservacao dos pontos de | primeira ideia foi escolher bem
tangéncia. o polo (centro) de inversao,

para posteriormente escolher o
raio do qual foi escolhido para
que o circulo se tornasse ele
mesmo.

DESAFIO 13 | Paralelogramos, A resolugao deste problema
transformacao de retas em | seria um pouco mais
circulos, distancia entre trabalhosa sem usar a inversao
pontos inversos. como ferramenta.

DESAFIO 14 | Distancia entre pontos A escolha do polo como sendo
inversos, conservacao de o vértice A, facilitou na
angulos. resolucao do problema onde os

angulos foram conservados
dando ao problema uma
solugao pequena.

DESAFIO 15 | Desigualdade triangular, O teorema e a desigualdade de

distancia entre pontos
inversos, defini¢ao de
inversao, transformacgao de
circulo em reta.

Ptolomeu raramente sao
citados para os estudantes de
ensino médio no Brasil.
Conhecer este teorema é
importante para resolver
problemas olimpicos. O
objetivo principal é combinar a
desigualdade de Ptolomeu com
a relagao de Stewart para
mostrar que o baricentro é o
ponto que minimiza a soma
dos quadrados das distancias
aos vértices.
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DESAFIO 16 | Propriedades de Trata-se de um problema
conservacao de angulos, e muito interessante, com
retas que sao levadas a certeza existe uma solucao sem
circunferéncia. usar a inversao, porém

escolhendo-se o centro e o raio
da inversao como sendo p, o
problema ficou imediato.

DESAFIO 17 | Semelhanca de triangulos, O Autor escolheu o ponto C
Pitagoras, definicao de como polo de inversao para
inversao e distancia entre que os dois circulos se
pontos inversos. transformassem em duas retas

paralelas de forma a facilitar
as contas.

DESAFIO 18 | Teorema de pitagoras, Nesse problema o Autor pegou
semelhanca de triangulos, novamente o ponto em que
defini¢ao de inversao a passavam dois circulos para
transformacao de circulos que eles fossem transformados
em reta. em retas, mas nessa resolucao

existe uma interacao bem
importante onde da para
perceber que os dois mundos
sempre se conectam (com
inversao e sem inversao). Esse
tipo de resolugao em geral
resolve a grande maioria dos
problemas onde se tem muito
circulos tangentes.

DESAFIO 19 | Semelhanca de triangulos, Meu Deus, que problemal
formula de Heron, conceito | Inicialmente o Autor pensou
provado no desafio 22, em colocar na parte dos
circulo dos 9 pontos, avancados, mas acabou ficando
teorema de Feuerbach, no final ali dos introdutérios.
inversao +/ac A questao é que a solucao do

Autor envolveu muitos
teoremas, mas o leitor deve
tentar fazer depois uma
solugao propria talvez com
uma técnica mais simples.

DESAFIO 20 | Definicao de inversao e Trata-se de um problema
transformacao de circulos simples que usaremos como
em retas. lema mais pra frente no

desafio 49.
DESAFIO 21 | Defini¢ao de inversao e Problema bem tranquilo

conservacao de angulos.

utilizando o centro e raio
corretamente escolhidos.
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DESAFIO 22

Poténcia de ponto, circulos
e retas tangentes.

Esse desafio trata-se do
teorema de Feuerbach.
Feuerbach, independentemente,
demonstrou, em um trabalho
publicado em 1822, que o
circulo que passa pelos pés das
alturas de um triangulo passa
também pelos pontos médios
dos lados, e acrescentou: este
circulo é tangente
internamente ao circulo
inscrito e tangente
externamente aos trés circulos
ex-inscritos do triangulo —
"talvez o mais belo teorema da
Geometria Elementar que
tenha sido descoberto desde o
tempo de Euclides". E por isso
que o circulo dos nove pontos
¢ também conhecido como
circulo de Feuerbach, apesar
de o Autor ter localizado
apenas seis de seus pontos.

DESAFIO 23

Definigao de inversao e
teorema de Ceva,
trigonométrico.

Esse desafio envolve incirculos
mixtlineares, mas de qualquer
forma a inversao ajudou a
chegar na conclusao usando o
teorema de Ceva. A ideia de
usar Ceva é normalmente
utilizada para mostrar a
concorréncia em alguns
desafios.

DESAFIO 24

Transformacao de circulos
em retas, definicao de
Inversao.

A prova desse problema pode
ser realizada facilmente usando
angulos de segmento. Ao
contrario de muitos problemas
aqui, acredito que o método
nao usando transformagao
nesse caso seria mais "facil".
Porém, o Autor utilizou uma
prova usando inversao circular,
que é o tema deste trabalho.
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DESAFIO 25

Inversao de retas em
circulos, angulos do
paralelogramo e losango,
circuncirculo.

Este belissimo problema vai
ajudar a resolver outros dois
proximos desafios. Foi omitida
a prova do raio igual do quarto
circulo, que é facilmente vista
quando se liga os centros dos
circulos menores aos pontos de
intersecao.

DESAFIO 26 | Definicao de inversao, O desafio 26 se tornou um
distancia entre pontos desafio bem complicado ao
inversos, lema do desafio 25. | tentar resolvé-lo sem usar essa

grande sacada do desafio 25,
daria um grande trabalho, mas
a inversao facilitou e muito o
problema.

DESAFIO 27 | Semelhanca de triangulos, Nesse problema, se o leitor
relacoes métricas no insistir em resolver por
triangulo retangulo, ferramentas tradicionais,
defini¢ao de inversao e depois de alguns tracados tera
técnica /|CA| - |CB| sucesso, mas, o problema ainda

se torna trabalhoso e mesmo
com a inversao percebe-se que
sao muitos detalhes.

DESAFIO 28 | Semelhanca de triangulos, Assim como esse problema,
relacoes métricas no existem muitos bons
triangulo retangulo, problemas na Olimpiada de
conservagao de angulos, Geometria em homenagem a
bissetriz, mediatriz, [.F. Sharygin, de onde foi
definicao de inversao. retirado esse desafio, e que

exigem do candidato alguns
conceitos extras como inversao,
homotetia, geometria projetiva,
tratando-se de uma
competicao bem avancada com
problemas originais e bem
criativos.

DESAFIO 29 | Angulos na circunferéncia, | Novamente a ideia de incirculo

semelhanca de tridngulos,
lei dos senos, defini¢ao de
inversao.

mixtlinear. Nessa resolugao o
Autor omitiu a prova final
onde foi utilizada a lei dos
senos, de modo proposital para
que o leitor possa tentar.
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DESAFIO 30

Transformacao de circulo
em reta, definicao de
inversao, conservagao de
angulos, eixo radical.

Na solucao 2 para este
problema foi utilizado a ideia
do ponto de Gergone, que usa
o conceito de incentro e
concorréncia. Para a resolugao
deste problema via inversao,
foi necessario alguns
conhecimentos prévios como o
conhecimento de eixo radical e
suas propriedades, além dos
conceitos de inversao
tradicionais.

DESAFIO 31

Definigao de inversao,
preservacao de angulos,
transformacao de circulo em
reta.

Esse problema tem parte
resolvida pelo Autor e parte
pela fonte. A parte resolvida
pelo Autor foi o inicio da
resolucao onde procuramos um
melhor centro para
transformar dois circulos em
circunferéncias concéntricas,
logo em seguida a solucao
seguiu dentro do tema do
trabalho.

DESAFIO 32

Definicao de inversao,
transformacao de circulos,
teorema de Pitagoras.

Neste problema foram
utilizados conceitos do
problema anterior da mesma
fonte problems.ru, apenas
circulos transformados em
circulos e conservagao dos
pontos de tangencia.

DESAFIO 33

Polo, polares, inversao,
geometria projetiva,
hexagrama de pascal,
colinearidade.

Neste desafio, diferente dos
outros, o Autor utiliza o
conceito de geometria
projetiva, juntamente com o
conceito de inversao. Na
verdade os conceitos nao se
separam, estao atrelados um
ao outro.

DESAFIO 34

Geometria analitica,
inversao, polos e polares,
semelhanca de triangulos,
teorema de Pitagoras.

Neste problema, a resolucao
proposta pelo Autor,
percebe-se que o uso da
geometria analitica foi uma
novidade nesse trabalho para a
resolucdo do mesmo. E claro
que, a resolucao poderia passar
por, somente geometria plana
usando transformagoes sem
passar por analitica.
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DESAFIO 35

Inversao, circulo em reta,
Pitagoras, semelhanca,
conservacao de tangéncia e
angulos.

Este desafio apareceu a prova
mais dificil de matematica do
nivel médio do mundo,
considerada assim pelos
professores da area em geral.
Ele foi o problema comentado
no inicio do trabalho como
motivacao inicial para que o
leitor possa compreender a
importancia de conhecer a
inversao e saber bem as
técnicas de como aplicar.

DESAFIO 36

Definicao de inversao e a
transformacao de circulo em
reta, conservagao de
angulos.

Esse desafio é um caso
particular do problema de
Apolonio. Segundo Papo de
Alexandria, o problema foi
proposto e resolvido por
Apoldnio de Pérgamo numa
obra em dois volumes, hoje
perdida, chamada Sobre
tangéncias. Nao se sabe qual o
método empregue por
Apoldnio na sua resolucao do
problema.

DESAFIO 37

Inversao de retas em
circulos, paralelogramos,
colinearidade, construcao
geométrica e conservacao de
angulos.

Com o auxilio das cores,
pode-se perceber melhor os
tragos, porém deve existir uma
solugao mais simples para
resolver o problema. Considere
que a inversao se desenvolve
apos a escolha do centro e do
raio e da forma como se "ataca'
o problema, portanto uma
outra escolha pode, sim, deixar
o problema mais simples.

DESAFIO 38

Inversao, e geometria
projetiva.

Na resolucao foi citado um
teorema de "La Hire", que se
trata de um teorema simples
da geometria projetiva onde se
usa polos e polares.
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DESAFIO 39 | Transformagao de retas em | Obs: Essa construgao é o
circulos, construcao caminho para se resolver o
geométrica, definicao de problema de Apolonio do
inversao, conservacao de século III. Steiner, o inventor
angulos. da inversao quase 2000 anos

depois, deve ter ficado muito
contente quando reparou que a
sua transformacao resolvia de
maneira muito simples o
problema de Apolénio. Foi
utilizado, na construcao da
figura, o raio da inversao sendo
1 e, com auxilio desse excelente
software GeoGebra, foram
feitas todas as 4 construgoes
possiveis do problema.

DESAFIO 40 | Conceito de inversao, Nesse problema foi usado
relacoes métricas na também a ideia de que os
circunferéncia, conservagao | centros dos circulos
de angulo. transformados estao sempre

alinhados.

DESAFIO 41 | Teorema de Pitagoras, Esse desafio, é um “sangaku”.

inversao de circulo em reta,
conservagao de angulos.

Sangakus sao tabuas
comemorativas, em madeira,
oferecidas a pequenos
santuarios Japoneses, como
forma de agradecer aos deuses,
provavelmente, a resolugao de
um problema matematico. Os
primeiros Sangakus que se
conhecem datam do século
XVII. Existem milhares de
problemas como esse e em sua
grande maioria envolvem
circulos, dois ou trés e até
elipses e esferas. Sao
verdadeiros desafios, e este foi
usado a inversao para
resolvé-lo, que acabou
tornando o problema
novamente mais simples.
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DESAFIO 42

Inversao, distancia entre
pontos inversos.

O Autor nesse desafio deciciu
criar um probleminha a fim de
mostrar uma transformacgao
que a homotetia nao consegue
resolver, que em muitos casos
quando existem dois circulos
interiores, podemos
transforma-los em circulos
concéntricos.

DESAFIO 43

Inversao, circulos
ortogonais, conservagao de
angulos.

Simplesmente incrivel como
um problema dificil como este
se resolve facilmente utilizando
inversao circular. Basta ter o
conhecimento de como se
comporta o circulo ortogonal
quando é invertido.

DESAFIO 44

Transformacao de circulo
em reta, distancia entre
pontos inversos.

O problema de Viviane é uma
generalizacao do teorema de
Ptolomeu, que inclusive é

)
provado na sessao de
problemas introdutorios.

DESAFIO 45

Transformacao de retas em
circulos e preservagao
angular.

O desafio poderia ser resolvido
usando propriedades de
poténcia de ponto. Nao seria
muito dificil demonstrar sem
utilizar a inversao, porém para
mostrarmos a solucao foi
utilizado o conceito do
trabalho.

DESAFIO 46

Inversao de reta em circulo,
preservacao angular.

Como no desafio 43, a ideia de
circulos ortogonais e
preservacao angular deixou o
problema mais interessante,
com duas possiveis solugoes.
Trata-se de um problema de
construcgao geométrica que
muitas vezes seria bem
complicado utilizando
ferramentas "basicas".

DESAFIO 47

Definigao de inversao,
conservacao de angulos de
tangeéncia.

A escolha certa do centro no
vértice A e a transformacao
com raio Al, deixou o
problema trivial.

DESAFIO 48

Inversao, quadrilateros
inscritiveis.

A inversao, nesse caso meio
imperceptivel, nao citada, foi
utilizada para a resolugao do
mesmo.
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DESAFIO 49

FEixo radical, inversao,
semelhanca.

Agora foi a hora de utilizar o
lema do desafio 20, utilizando
também uma nova técnica
colocando o centro de inversao
no centro de semelhanca.

DESAFIO 50

Preservagao angular, retas
em circulos, conceito de
inversao.

Problema da OBM, que foi
aplicado ao Nivel 2, esse nivel
nao ¢ exigido do candidato o
conceito de inversao, mas
vimos que o problema ficou
elegante ao uséa-la.
Normalmente no nivel 2 é
utilizado conceitos triviais e no
maximo homotetia.,
quadrilateros inscritiveis,
semelhanca.

DESAFIO 51

Transformagao de retas em
circulos, preservacao
angular, teorema de
Pitagoras, semelhanca.

Neste desafio é possivel fazer
uma generalizacao, e criar uma
formula para encontrar o raio
do circulo n, numerando os
circulos. O que tornaria o
problema bem mais
sofisticado.

Fonte: o Autor
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Capitulo 6

Problemas propostos para o leitor

Agora que o leitor ja revisou todas as técnicas importantes para a resolucao dos
problemas, propomos aqui 19 problemas retirados do artigo A inversao que ndo muda
(Shine, 2016) utilizado na semana olimpica. Juntos com os problemas, o Autor coloca a

dica para a resolucao dos mesmos.

Problema 01

Sejam O o circuncentro e I o incentro do triangulo ABC. Um circulo tangencia o lado
AB em K, olado BC em L e o circuncirculo de AOC' externamente. Prove que a reta
K L passa pelo ponto médio de BI.

Dica: faga a "inversao" \/ac; A e C trocam de lugar, O vai para o simétrico de B em
relagdo a AC; sejam A’ e C” os simétricos de B e com relacao a A e C, respectivamente.
O circuncirculo de AOC' vai para o circulo dos nove pontos de A’BC’; ai o problema
essencialmente segue do fato do circulo dos nove pontos ser tangente ao B-exincirculo e de

uma conta com a inversao.

Problema 02
Seja O o circuncentro do tridangulo acutangulo ABC'. O circuncirculo de BOC' e o circulo
que passa por A e C' e é tangente a AB se cortam em T # A. As retas TO e BC se
cortam em K. Prove que AK é tangente ao circuncirculo de ABC.
Dica: Mesma ideia do problema anterior. Defina B’ e C’ de modo andlogo ao problema
anterior; BOC' é levado ao circulo de nove pontos de AB'C’; encontre a imagem de T

(pense na inversao!), encontre T' (AT é uma reta especiall) e use projetiva para terminar.



Problema 03 (Russia 2009)
O triangulo ABC' tem bissetriz interna D, com D sobre AC. A reta BD corta o circun-
circulo Q2 de ABC em FE # B. O circulo w com didmetro DFE corta 2 novamente em F'.
Prove que BF' ¢é simediana do triangulo ABC.

Dica: f troca D e E, o circulo w se mantém por simetria e F' é levado ao ponto médio de

AC.

Problema 04
Sejam w o circuncirculo de ABC' e r a reta tangente a w que passa por A. Os circulos w;
e wy tangenciam r, a reta BC' e w externamente. Sejam D e E os pontos de tangéncia de
w1 e we em BC. Prove que os circuncirculos de ABC e ADFE sao tangentes.
Dica: f troca w; e wy de lugar! Ai, f(D) pertence a AE, f(F) pertence a AD e a reta
que liga f(D) e f(E) é paralela a BC, acabando o problema.

Problema 05

Seja ABC' um triangulo acutangulo com circuncentro O e altura BE. Seja w o circulo
de centro F e raio BE. O circuncirculo de AOC' corta ABem P # Ae BC em Q # C.
Prove que P, Q e E sdo colineares se, e somente se, o circuncirculo de AOC' é tangente a
w.

Dica: Mesma ideia do primeiro problema. Considere A’ e C’ como 14; o circuncirculo de
AQOC vai para o circulo dos nove pontos de A’ BC’, O vai para o simétrico de B com relagao
a AC e F vai para o ponto By diametrialmente oposto a B no circuncirculo de ABC'; w
vira a perpendicular » a BO por O; Pe () viram pés de alturas de A’BC’. A reta P() vira o
circulo de didmetro BH’, sendo H' o ortocentro de A’BC’. Ai, sendo N’ o centro do circulo
dos nove pontos de A’BC’, queremos provar que d(N',;r) = R <= ZH'B0B = 90°, o

que é bem facil.

Problema 06 (RMM 2011)
O tridngulo ABC' estd inscrito no circulo w. Uma reta varidvel ¢ paralela a BC' corta
os segmentos AB e AC' em D e E, respectivamente, e corta w em K e L, sendo que D
estd entre K e E. O circulo 7, é tangente aos segmentos KD e BD e a w; o circulo v, é
tangente aos segmentos LFE e C'E e a w. Determine o lugar geométrico, ao variarmos /¢,

dos pontos de intersecao das tangentes comuns internas de v, e s.
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Dica: A transformagdo leva a figura a outra homotética a original; como tem a reflexao, o

lugar geométrico esta contido no eixo de reflexdo, que é a bissetriz de ZBAC.

Problema 07

O incirculo do triangulo ABC toca os lados BC, CA e AB em P, () e R, respectivamente.
Suponha que as retas PQ) e AB se cortam em D e as retas QR e AC se cortam em F.
Sendo I o incentro de ABC, prove que os circuncirculos de PQFE, PRD e AIP tém dois
pontos em comuim.

Dica: Faga uma "inversao" ,/qr, por P! I vira o simétrico de P com relagao a QR, A vai
para um ponto na mediana por P (PA é simediana de PQR); esse ponto é o simétrico da
intersegdo da mediana por P em PQR com relagdo ao ponto médio de QR (use poténcia
de ponto para ver por qué). Os pontos D e E para as intersegoes do circulo tangente por
Pa QR em ) com PR e do circulo tangente por P a QR em R com P(@). Em seguida,
tente provar que a reta por f(I) e f(A) é simediana de f(I)QR, e ai deve terminar.

Problema 08

Seja P um ponto sobre o circuncirculo de ABC. A reta PA corta BC em A;, a reta PB
corta AC' em B; e PC corta AB em (7. Uma inversdo no circuncirculo leva A;, By e (4
a As, By e (5, respectivamente. Prove que as retas AAs, BB, e C'Cy concorrem em um
ponto cujo conjugado isogonal pertence ao circulo dos nove pontos de ABC.

Dica: Faca a "inversao" v/bc (pois é, perdemos simetria). O importante é que A, é levado
ao simétrico de Q = f(A;) (que estd no circuncirculo) com relagao a BC. Temos que AQ
é isogonal a AP, logo A, é levado a Aj, simétrico de P com relagdao ao ponto médio de BC'
(pois d(As, BC) = d(Q, BC) = d(P, BC) e As e P estao em semiplanos opostos com rela¢ao
a BC - e AQ e AP sdo isogonais). Além disso, AA; e AAz sdo isogonais. Em termos de
vetores, A3 = B+C — P e todo ponto de AAs; é da forma tA+(1—t)(B+C—P). Tomando
t =1/2, obtemos o ponto U = (A+B+C — P)/2 = (3G — P)/2, que nao depende de A, B
ou C, e portanto pertence a AA3z, BB3; e CCs; além disso, 2U+ P = 3G <— QG_(} = ﬁ,
o que mostra que U é obtido a partir de P através de uma homotetia inversa de razao -
1/2 - a que leva o circuncirculo ao circulo dos nove pontos! Com isso, AAz, BB3 e CC3 sdo

concorrentes no circulo dos nove pontos e é s6 tomar conjugados isogonais para terminar.

Problema 09
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No triangulo ABC, AD é uma altura e M é o ponto médio de AD. Sejam X e Y as
projecoes ortogonais de D sobre CM e BM, respectivamente. As retas BX e CY se
cortam em Z. Prove que o circuncirculo XY Z e o circulo de didmetro AD sao tangentes.
Dica: Faca uma "inversao' ,/ry no tridngulo DXY. M vai para o pé da altura por D,
X e Y trocam de lugar, e X, Y, f(C) e f(B) formam um retdngulo! Para provar isso,
encontre f(BC) e f(MY), por exemplo. O circulo de didmetro AD vira a mediatriz de D
e f(M). f(Z) é mais chato de achar, mas vendo a figura s6 com f (nem sempre vale a
pena manter tudo), temos o seguinte problema: seja UW XY um retdngulo e D um ponto
sobre o lado UW; os circuncirculos de UDX e W DY se cortam em K = f(Z); prove que
o centro O do retangulo, K, Z e Y sdo conciclicos, o que resolve o problema (por qué?).
Para resolver esse problema, veja que O esta no eixo radical dos dois circulos, e faga um
arrastao para ver que, sendo L a outra interse¢ao dos dois circulos, LA bissecta Z X LY .

Isso acaba o problema.

Problema 10
Seja €2 o circuncirculo do triangulo ABC. O circulo w é tangente aos lados AC' e BC' e
internamente a 2 em P. Uma reta paralela a AB e que corta o interior do triangulo ABC'
é tangente a w em €). Prove que ZACP = ZQCB.

Dica: Vocé fez esse problema em um dos exercicios!

Problema 11
Seja w o circuncirculo de ABC'. O circulo v é tangente as retas AB e AC nos pontos P e
@ respectivamente e ao circulo w no ponto S. As retas AS e PQ) se cortam em T'. Prove
que ZBTP = /ZCTQ.

Dica: O ponto médio de PQ ¢é o incentro I. Com um arrastaozinho, prove que SBP ¢é

BPI_ (IPI_IPT]
Qcl ~\[sq) ~ Q)

semelhante a SI1(Q, e com a semelhanca andloga, prove que

termina com outra semelhanca.

Problema 12
Sejam Oy e O, os centros dos exincirculos mixtilineares referentes a B e C, respectivamente.
Esses circulos tangenciam o circuncirculo em R e S, respectivamente, e a reta BC' em D e

E, respectivamente; O,S e O.R se cortam em X e OyFE e O.D se cortam em Y. Prove

que Z/BAX = ZCAY.
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Dica: Primeiro vamos eliminar os centros O, e O, do problema. Considere as inversoes
0y, 0. no B-exincirculo mixtilinear e no C-exincirculo mixtilinear, respectivamente. Sejam
D' =o0.D) e E' = 0,(FE). Entdo, com um arrastdao, D'EDE’ é inscritivel, e uma poténcia
de ponto mostra que Y estd no eixo radical dos circuncirculos wy de ADD' e w, de AEE'.
Seja T' a outra intersecao desses circulos, e podemos trocar Y, Oy FE e O.D por T, wy € w,.
Para terminar, faca a "inversao" v/be. Os pontos R e S véo para E e D, respectivamente,
e Op e O, vao para 0.(A) e o,(A) (prove isso!); assim, RO, vai para o circulo que passa por
A, E e op(A), que também passa por £’ (ou seja, w). Logo X vai para T e o problema

acaba.

Problema 13
O incirculo de um tridngulo escaleno ABC' tem centro I e toca o lado BC em D. O
ponto X pertence ao arco BC circuncirculo de ABC que nao contém A e tem a seguinte
propriedade: se F/ e F' sao as projecoes ortogonais de X em Bl e C'I, e M ¢é o ponto médio
de E'F, entao |M B| = |MC|. Prove que ZBAD = ZCAX.
Dica: O ponto X tem que ser o ponto de tangéncia do A-exincirculo mixtilinear no

circuncirculo. Primeiro note que se |BM| = |[MC|, entao as projegoes de E e F' sobre BC

El
|CF|
E em direcao a I, F' também vai em direcao a I e vice-versa, e X se move para o interior

sao equidistantes do ponto médio de BC'. Ou seja, ¢ constante; entao se movermos

(ou interior do dngulo opv, se for no sentido oposto) do angulo ZEX F'. Isso mostra que X

é tnico. E s6 provar que o ponto de tangéncia tem essa propriedade: se I, é o A-exincentro,
|BE|  sen/Bl,X  |Bl,|  cosvy

|ICF|  sensZCI,X  |Cl,]  cosf
é facil terminar, pois isso prova que as proje¢oes de BE e C'F sobre BC' tém a mesma

mostre que (simedianas estao envolvidas!). Dal

medida.

Problema 14
Seja ABC' um triangulo com circuncentro O e incentro I. O circulo w é tangente a AC' em
E,a AB em F e internamente a w em D. Sejam M e N os circuncentros dos tridngulos
ADE e ADF, respectivamente. As mediatrizes de AC' e AB cortam a reta BC em S e
T, respectivamente. Sejam P e ) pontos sobre a mediatriz de Al tais que SP || AC e
TQ || AB. Prove que MP, NQ e AO tém um ponto em comum.
Dica: Primeiro lidamos com os pontos P e (), que sao bem estranhos. Considere os

circulos wp e wg de centros P e ) que passam por A (e I). Seja K a intersegao de wp e
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o circuncirculo de ADE. Note que M P é a mediatriz de AK; defina L analogamente; a
intersecao de M P e N( é entao o circuncentro de AK L; basta provar que os circuncirculos
de AKL e ABC sao tangentes. Outro ponto em wp é o simétrico U de C' com relagdo a S.
Defina wg e V' analogamente.

Fazemos a "inversao' v/bc. wp vai para a reta que passa por f(I) = I, e f(U), intersecio
de AV com o circuncirculo, que é o ponto By diametralmente oposto a B. w vai para o
A-exincirculo wy, D vai para o ponto de tangéncia K, de wq em BC, E para o ponto de
tangéncia K, em AB, F para o ponto de tangéncia K, em AC. Precisamos provar que
BC || YZ, em que Y é a intersecao de I,By e K,K. e Z é a intersecao de 1,Cy e K, K.

Mas isso sai rapidinho com uma conta.

Problema 15

Seja ABC' um triangulo dado. Seja X um ponto variavel sobre o arco BC' do circuncirculo
2 de ABC' que nao contém C', e sejam Oy e Oy os incentros do triangulos CAX e CBX.
Prove que o circuncirculo de XO;0 intersecta o circulo €2 em um ponto fixado.

Dica: Esse sai fazendo uma inversao simples em C' e um pouquinho de conta, mas fazer
a 'inversao' Vbc e usar a estrela da morte evita as contas: seja M o ponto médio do
arco AC' que nao contém A, e considere f(M); defina N analogamente. Entao é facil de
mostrar que o ponto de contato do C-exincirculo com AB é o ponto médio de f(M) e

f(N). Sendo T o ponto de tangéncia entre 2 ¢ o C-incirculo mixtilinear, desfazendo a

|TM| |CM| |MO,| .
= = TO\M e TO;N lhant
TN| ~ [ON| ~ [NOy| e TO1M e TOyN sao semelhantes, e

T é o centro de roto-homotetia que leva 0105 a M N, e X, intersecao de MO, e NOs,

inversao isso significa que

estd no circuncirculo de T'0O;Os.

Problema 16

Seja M um ponto qualquer sobre o circuncirculo de ABC'. Suponha que as tangentes ao
incirculo de ABC' que passam por M cortem BC' em X; e X,. Prove que o circuncirculo de
M X1 X5 corta o circuncirculo de ABC' novamente no ponto de tangéncia com o A-incirculo
mixtilinear.

Dica: Inverta pelo incirculo de ABC' (para as tangentes serem menos feias). Considere os
pontos de tangéncia D, E, F' do incirculo sobre BC', CA, AB. A’, B’ e (' sdo os pontos
médios de EF, DF, DFE, e o circuncirculo vai para o circulo dos nove pontos wg de DEF

(ele vai ser o tridngulo de referéncia agora). E o ponto 7" de tangéncia com o A-incirculo
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mixtilinear? Usamos o fato de que ele esta sobre IM,, em que M, é o ponto médio do
arco BAC para mostrar que ele é o ponto diametralmente oposto a A’ em wg, também
conhecido como ponto médio de DH, sendo H ortocentro. M’ é um ponto qualquer de wy,
e ponto médio do segmento que liga os pontos de tangéncia T} e T, das retas que passam
por M ao incentro de ABC' (agora circuncentro de DEF'). X| e X/} sdo os pontos médios
de DT, e DT,. Para terminar, a homotetia com centro D e razao 2 leva X{X,T"M' para
T\ToHD', em que D' é o simétrico de D com relacao a M’, e a simetria com relagdo a M’
leva TYToHD' para TyT\H'D, em que H' é a imagem de M’ na homotetia que leva wg ao

circuncirculo.

Problema 17

Seja ABC' um triangulo escaleno com circuncirculo 2 e suponha que o incirculo de ABC
tangencia BC' em D. A bissetriz interna de ZA corta BC' em F e 2 em F. O circuncirculo
de DEF corta o A-exincirculo em Sy e Sy, e Q em T # F. Prove que a reta AT passa por
Sy ou Ss.

Dica: Um problema perfeito para uma "inversiao' vbe! T é o ponto de contato de
com o A-incirculo mixtilinear, entdo 1" vai para o ponto de contato K do A-exincirculo
com BC. FE e F trocam de lugar; o circuncirculo de DEF vai para o circuncirculo de
KEF. Para acabar, veja que |AT|- |AK| = |AB|-|AC| = |AE| - |AF|. Entao considere
o simétrico K’ de K com relacao a bissetriz de ZA. K’ estd no A-exincirculo pois ele é

fixado pela reflexao, esta sobre AT pois AT e AK sao conjugados isogonais e estd sobre o

circuncirculo de DEF pois |AT| - |AK'| = |AE| - |AF).

Problema 18

Seja ABC um triangulo com circuncirculo €2 e incentro I. A reta que passa por [ e é
perpendicular a CI corta o segmento BC' em U e o arco BC de €2 que nao contém A
em V. A reta que passa por U e é paralela a Al corta AV em X e a reta que passa
por V e é paralela a Al corta AB em Y. Sejam W e Z os pontos médios de AX e BC,
respectivamente. Prove que se I, X e Y sao colineares entao I, W e Z também sao
colineares.

Dica: Comece com arrastao e semelhanca para mostrar que BY IV é ciclico e IY 1 Al,
ou seja, Y é o ponto de contato de AB com o A-incirculo mixtilinear 4. O circuncirculo

de IY B entao corta {2 no ponto de contato V' de 2 e 2,. Agora, IZ é paralelo a reta que
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liga A ao ponto de contato E do A-exincirculo com BC. Um arrastaozinho (lembre, AIX

é triangulo retangulo) e conjugado isogonal termina o problema.

Problema 19

Seja ABC um triangulo e D, E e I os pontos de tangéncia do incirculo de ABC' com os
lados BC, CA e AB, respectivamente. A reta EF corta o circuncirculo I' de ABC em
X e Y. Além disso, seja T' o segundo ponto de intersecao do circuncirculo de DXY com
o incirculo. Prove que a reta AT passa pelo ponto de tangéncia entre I' e o A-incirculo
mixtilinear.

Dica: Inverta pelo incirculo de novo. A’ é o ponto médio de EF. Sabemos que a reta
que liga A ao ponto de contato do A-exincirculo com BC' passa pelo oposto Dy de D
no incirculo. Vamos provar que ZIAT = /DyAl <— /ZITA = ZIDyA’. Na verdade,
provaremos que A’, Dy e T sao colineares, e o problema sai. Para fazer isso, usamos
poténcia de ponto e centro radical: seja P a intersecao de T'D, eixo radical do incirculo
com o circuncirculo de DXY, e XY, eixo radical de I' com o circuncirculo de DXY.
Assim, P esta no eixo radical de I' com o incirculo, e basta provar que a poténcia de P
com relagao ao circulo dos nove pontos de DEF' é também |PL| - |PA’|, sendo L o pé da
altura por D em DEF, pois ai LA'DT é ciclicoe ZA'TD =90° = ZDyTD e Dy, A’ e T
sao colineares. Em outras palavras, temos que provar que o incirculo de ABC, o circulo
dos nove pontos de DEF', e o circuncirculo de ABC sao coaxiais. Mas isso vem do fato

de os dois 1ltimos serem inversos com relagao ao primeiro prova exatamente isso.
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Capitulo 7

Consideracoes finais

Com o avango da geometria e dos softwares como GeoGebra, muitos novos problemas
vao sendo criados e muitas solugoes diferentes vao surgindo, e as olimpiadas de matematica

cada vez mais divulgadas no nosso meio.

As olimpiadas ganharam espaco nos tltimos 10 anos, e cada vez mais programas
vao surgindo com o intuito de valorizar o bom estudante dando bolsa para medalhistas em
olimpiadas. E possivel hoje em dia apresentar este “mundo” das olimpiadas de matemdtica
aos estudantes desde cedo, hoje por exemplo temos na OBMEP varios niveis, Nivel 1,2 e 3 e
além da criacao recente do nivel mirim que envolve segunda e terceira série do fundamental.
Dando a chance de um estudante comecar desde cedo, o que facilita o desenvolvimento

cognitivo e raciocinio logico.

Além das olimpiadas, o conceito de homotetia pode ser encontrado em alguns livros
do fundamental, mas, o de inversao nao é encontrado facilmente, portanto a ideia desse
trabalho foi mostrar ao leitor a importancia de conhecer a ferramenta, e como que ela
transforma um problema de geometria que seria de fato muito dificil para resolver somente

com os conceitos do ensino fundamental em um problema elegante.

Portanto, o Autor ndo vé impedimentos para que o conceito seja ensinado ainda
no ensino fundamental e em sala de aula, uma vez que a ideia por de tras nao envolve
raciocinios mirabolantes, e, neste trabalho nao foi envolvido outros conceitos de inversao

como as aplicagoes em geometria espacial, e nao foi aprofundada também dentro dos



ntmeros complexos, onde a inversao se encaixa de forma surpreendente na esfera e em outros
sOlidos, mas esse assunto pode ser abordado em um proximo trabalho mais aprofundado

no futuro.
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