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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar uma proposta que servira de ferra-
menta no auxilio dos estudos das sequéncias numéricas, assunto visto em praticamente todo
ensino basico da Matematica. O docente, através dos conceitos e da proposta apresentada neste
trabalho, ird aproveitar todo o cotidiano do aluno para a construgao das resolugoes de proble-
mas, que sera de forma recursiva, que envolvam sequéncias numéricas. Esta abordagem sera
apresentada em tres partes: primeiramente abordaremos o estudo das sequéncias numéricas
através da Historia da Matemaética; em seguida, apresentaremos exemplos do cotidiano, da
natureza e curiosidades que envolvam sequéncias numéricas, que sao resolvidos de forma re-
cursiva; por ultimo, apresentaremos definicoes e propriedades das progressoes aritmética e
geomeétricas e da sequencia Fibonacci. A proposta do trabalho é fazer o uso de recorréncia nas
resolucoes de problemas que envolvam sequéncias numéricas no ensino basico. Acreditamos
que esta nova abordagem no estudo das sucessoes numéricas ajudard professores a realizar
um trabalho mais contextualizado e fara com que alunos tenham melhor motivacao e menos

dificuldades no aprendizado dos assuntos citados

Palavras-chave: Sequéncias numéricas. Recorréncia. Sequéncia de Fibonacci. Progressao

Aritmética e Progressao Geométrica.



ABSTRACT

The objective of this paper is to present a proposal which will serve as a tool helping in
the study of numerical sequences, a common subject among basic mathematics studies. The
teacher, through the concepts and the proposal presented in this paper, will take the advan-
tage of all the students? everyday life situations and create solution for their problems, which
are recursively, and engage in numerical sequences. This approach will be presented in three
parts: the first approach is the study of numerical sequences through the history of mathe-
matics, subsequently present examples of everyday life, from nature and curiosities relating
numerical sequences, which are solved recursively, and finally, it is presented definitions and
properties of arithmetic and geometric progressions and the Fibonacci sequence. The purpose
of this work is to make use of recurrence in problem solving involving numerical sequences in
basic education. We believe this new approach in the study of numerical sequences will help
teachers to conduct a more contextualized work and students will be more motivated and feel

less difficulty in learning the mentioned subject.

Keywords: numerical sequences, recurrence, Fibonacci sequence, Arithmetic Progression and

Geometric Progression.
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INTRODUCAO

Ao longo dos anos o ensino de sequéncias numéricas no ensino médio, em alguns casos, es-
teve ligado ao ato de decorar férmulas. Tal procedimento tem tornado o ensino da Matematica
a uma condi¢cao momentanea, provisoria, levando ao esquecimento do uso das sequencias e suas
propriedades.

O presente trabalho tem como objetivo mostrar que o ensino da Matematica deve privilegiar
o conhecimento de mundo do aluno, levando em consideracao que o discente consegue ter um
raciocinio légico para entender a construcao de uma sequéncia numérica com referéncia no seu
dia-a-dia.

Atividades de sequéncias numéricas com Historia da Matematica, uso de jogos e curiosida-
des tornam o aprendizado mais prazeroso e eficaz, pois a proposta nao leva ao esquecimento
das construcoes das sucessoes numéricas.

Este trabalho estd dividido em quatro partes: a primeira, nos mostra a fundamentacao
tedrica referente a este processo; a segunda, uma abordagem histérica de sequéncias numéricas;
a terceira, sequéncias numeéricas que envolvem o dia-a-dia, curiosidades e elementos da natu-
reza; a ultima, destina-se a defini¢do de sequéncias(de um modo geral) e aos conceitos e
propriedades das progressoes aritméticas e geométricas e sequéncia Fibonacci.

A importancia deste trabalho se volta ao ensino de sequéncias numéricas no ensino médio,
proporcionando ao professor um caminho para modificar a assimilacao de tais contetidos pelos
alunos, construindo uma proposta para alguns professores de escolas piblicas, um instrumento
para a melhoria do ensino de sequéncias numéricas no final do ensino béasico. Além disso, esse
procedimento serve como pré-requisito para os estudos de Matematica em cursos superiores.

O ensino de Matematica no ensino médio, em muitos lugares esteve voltado a assimilacao
de regras e formulas que em muitos casos tem sido o causador de tormentos e inquietacoes
em relacao ao aprendizado. O elemento motivador talvez esteja ligado a desassociacao dos
contetudos com a realidade dos alunos. Deste modo, é importante lembrar que o aprendizado

deve estar ligado ao prazer de aprender para o melhor entendimento dos contetidos e um passo



importante é o professor relacionar os contetidos de ensino ao cotidiano dos alunos.
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1 CONSIDERACOES HISTORICAS

1.1 PAPIRO DE RHIND

Algumas das contribuicoes egipcias para a matemdtica sao encontradas em um certo
nimero de papiros egipcios, que de algum modo resistiu ao desgaste do tempo por mais de
trés e meio milénios. O mais extenso dos de natureza mateméatica é um rolo de papiro com
cerca de 0,30m de altura e 5m de comprimento, que estd agora no Museu Britanico. Foi
comprado em 1858 numa cidade a beira do Nilo, por um antiquario escocés, Henry Rhind;
por isso é conhecido como Papiro de Rhind (ou Papiro de Ahms em homenagem ao escriba

que o copiou por volta de 1650 A.C.).

Figura 1.1: Papiro de Rhind

Parmencr do Papine de Rhing

Fonte: Disponivel em < http://www:clubedegeometria.blogspot.com.br>. Acesso em 20 abr. 2013

1.1.1 PROBLEMA 40 (PAPIRO DE RHIND)

Entre cinco pessoas, foram repartidas cem medidas de trigo, de tal modo que a segunda

recebeu, a mais que a primeira, tanto quanto coube, a terceira mais que a segunda, a quarta
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mais que a terceira e a quinta mais que a quarta. Além disso, as duas primeiras obtiveram

sete vezes menos que as trés restantes. Quanto coube a cada uma?
Solugao:

Denotemos = a quantidade que recebeu a primeira pessoa e por y a quantidade recebida a

mais, como citado no problema. Entao, teremos:

Parte da primeira pessoa — x
Parte da segunda pessoa— x + y
Parte da terceira pessoa— = + 2y
Parte da quarta pessoa— x + 3y

Parte da quinta pessoa — x + 4y

De acordo com as premissas do problema, podemos colocar essas duas equagoes:

4+ (x+y)+ (x+2y) + (z+3y) + (z +4y) = 100
Tz + (x +y)] = (x+2y) + (v + 3y) + (z + 4y).
Uma vez simplificada, a primeira equacao se transforma em
x4 2y = 20,

e a segunda em
11z = 2y.

Resolvendo-se o sistema, obteremos

5 5h)
xrT = —. = —

3 YT %

Logo, as particoes das medidas do trigo é a sequéncia dada por

ou seja,

Parte da primeira pessoa

+
=&

Parte da segunda pessoa

Parte da terceira pessoa

+
w

Parte da quarta pessoa

+
W

Parte da quinta pessoa

W CTW| CTW| CTw| T | Ot
_|_
o|GolGol &
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1.1.2 PROBLEMA 79 (PAPIRO RHIND)

Muitos dos célculos no Papiro Rhind sao evidentemente exercicios para jovens estudantes.
Embora uma grande parte deles seja de natureza pratica, em algumas ocasioes o escriba parece
ter tido em mente enigmas ou recreacoes matematicas. O problema 79, por exemplo, cita
apenas “sete casas, 49 gatos, 343 ratos, 2041 espigas de trigo, 16 807 hectares”. O problema
descreve a sequéncia 7, 49, 343, 2041, 16807, que pode ser vista como 7, 72,73, 7, 7° que sao
os termos de uma progressao geométrica. E presumivel que o escriba estava tratando de um
problema bem conhecido, em que uma das sete casas havia sete gatos, cada um deles come
sete ratos, cada um dos quais havia comido sete espigas, cada uma delas teria produzido sete
medidas de grao. O problema evidentemente nao pedia uma resposta pratica, que seria o
numero de medidas de graos poupadas, mas a nao-pratica soma dos nimeros de casas, gatos,
ratos, espigas e medidas de grao, que seria soma dos termos da progressao geométrica 7,

27T T

1.2 GAUSS E A SOMA DOS TERMOS DE UMA SEQUENCIA

No inicio do século XIX o maior matematico da época, talvez de todos os tempos, se
chamava Carl Friendrich Gauss (1777-1855) foi crianca prodigio, seu pai era um trabalhador
esforcado de Brunswick, teimoso em seus pontos de vista, que tentou evitar que seu filho
recebesse instrucao adequada; mas sua mae, mesmo sem instrugao, encorajou o filho nos seus
estudos e orgulhou-se grandemente do seu sucesso. Carl frequentou a escola local, onde o
professor era muito exigente.Um dia, para manter a classe ocupada, o professor mandou que
os alunos somassem todos os nimeros de um a cem. Quase que imediatamente Gauss colocou
sua lousa sobre a mesa, dizendo, ai esta; o professor olhou para ele com pouco caso enquanto
que os outros trabalhavam insistentemente. Quando o mestre finalmente, depois de certo
tempo, olhou os resultados, a lousa de Gauss era uma das Unicas a exibir a resposta correta,
5050, sem nenhum céalculo. O menino de dez anos evidentemente calculava de cabeca a soma
da seguinte sequéncia 142+ 3+4+ ...+ 97+ 98 + 99 + 100. Como seria de esperar, Gauss

teve que explicar ao espantado professor como é que tinha obtido aquele resultado:
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Entao,
1+100 = 101,
2499 = 101,

3498 = 101,

e por ai em diante, até finalmente

49452 = 10le

50 +51 = 101.

Isto d&a um total de 50 pares de ntimeros cuja soma da 101. Portanto, a soma total é 50-101 =

5050.

Figura 1.2: Carl Friendrich Gauss

Fonte: Disponivel em < http://www.commons.wikimedia.org/wiki/File>. Acesso em 20 abr. 2013

1.2.1 OUTRA MANEIRA DE CALCULAR A SOMA DOS
TERMOS DE UMA SEQUENCIA DO TIPO z,2 +y, 2 + 2y, -+ ,2 + ny
COM z E y FIXOS En €N

A soma dos termos da seguinte sequéncia 142+ 3+4+- - -4+97+98+994100, calculada por

Gauss, aos 10 anos de idade, pode ser deduzida por um modo simples, a saber, graficamente,



18

usando como material, apenas papel quadriculado. Neste caso, qualquer sequéncia do tipo
r,r+y,xr+2y,---,x+ny, comx ey fixos e n € N, pode ser representada por meio de

uma figura descrita em forma de escada. Por exemplo, a figura ABCD, acima, representa a

Figura 1.3: Soma dos termos de uma sequéncia

EnlEEEREEEERER

mmnas BIEEERIEER
ST o [ [ [ e[

Fonte: Autor, 2013

sequéncia

2;5;8;11; 14.

Onde a; = 2 representa a area de um retangulo 2 x 1, as = 5 representa a area de um
retangulo 5 x 1 e assim por diante.

Para detrminarmos a soma dos termos, completamos o desenho até formar o retangulo
ABGE, assim obtendo duas figuras iguais, ABDC e DGEC. As areas de uma e outra repre-
sentam a soma dos termos da sequéncia dada. Portanto, o dobro dessa soma serd igual a area

do retangulo ABGE, ou seja

(AC + CE).AB.

Ora, AC + CE exprime a soma do 1°5° termos da sequéncia; AB representa o nimero de

termos da sequéncia dada, portanto, o dobro da soma S. Entao,
2S = (a soma do primeiro e do tltimo termos).(ntimero de termos)

ou,
(primeiro termo + ultimo termo).(nimero de termos)

5= 2
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1.3 FIBONACCI

Leonardo Fibonacci (Leonardo filho de Bonaccio, ¢. 1175-1250), que viveu no século XIII,
era considerado o matematico mais talentoso da Idade Média. Também chamado como Le-
onardo de Pisa (Leonardo Pisano), Fibonacci nasceu em Pisa, centro comercial importante,
onde seu pai era ligado aos negocios mercantis. Muitas das grandes cidades comerciais italia-
nas daqueles tempos mantinham entrepostos em vérias partes do mundo mediterraneo. Esse
foi o caminho que levou Fibonacci a receber parte de sua educacao em Bejaia, norte da Africa,
onde seu pai desempenhava uma funcao alfandegaria. As atividades do seu pai despertaram
rapidamente no garoto um interesse por aritmética que se canalizou, posteriormente, para
extensas viagens para o Egito, a Sicilia, a Grécia e Siria, onde pode entrar em contato direto

com os métodos matematicos orientais e arabes. Fibonacci estava muito convencido da supe-

Figura 1.4: Leonardo Fibonacci

Fonte: Disponivel em < http://www.educ.fe.ul.pt/icm/icm99/icm41/quemefib.htm>. Acesso em 20 abr.

2013

rioridade pratica dos métodos indo-arabicos de calculo que em 1202, logo depois de retornar a
sua cidade natal, publicou sua obra mais famosa intitulada Liber Abaci. Uma segunda versao
do Liber Abaci surgiu em 1228, e é através dela que conhecemos esse trabalho. O trabalho
se ocupa de aritmética e algebra elementar, embora em esséncia, uma pesquisa independente,
mostra a influéncia das algebras de al-Khowarizmi e Abtt Kamil. O livro ilustra com profusao
e defende a notacao indo-arabica, muito se devendo a ele pela introdugao desses numerais na
Europa. O livro traz quinze capitulos que tratam de varios assuntos, e contém ainda uma

farta colecao de problemas que, durante séculos, serviu de inspiracao a autores de textos. Um
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problema intessante dessa colecao, provavelmente oriundo de um problema muito mais antigo
do papiro de Rhind, e o seguinte: Ha sete senhoras idosas na estrada de Roma. Cada senhora
tem sete mulas; cada mula transporta sete sacos; cada saco contém sete paes; com cada pao ha
sete facas; para cada faca ha sete bainhas. Entre mulheres, mulos, sacos, paes, facas e bainhas,
quantos estao na estrada de Roma?”. Outros problemas, como: ”"Quantos pares de coelhos
serao produzidos num ano, a partir de um tnico casal, se cada casal procria a cada més um
novo casal que se torna produtivo depois de dois meses?”, deu origem a importante sequéncia
de Fibonacci (1,1,2,3,5,8,--- ,x,y,2 + vy, -+ ) que produzida comegando-se pelo nimero 1 e
somando os dois niimeros anteriores apds os dois primeiros.

Na natureza, a sequéncia de Fibonacci aparece com grande frequéncia criando alguns
tipos de desenhos, incluindo grande variedade de espirais (dois conjuntos de espirais distintos,
desenvolvendo-se nos sentidos horario e anti-horario, cada conjunto formado de um nimero
predeterminado de espirais). Por exemplo: as margaridas tem 21 espirais no sentido horario e
34 no sentido anti-horario, na casca do pinheiro conico 5 em um sentido e 8 em outro, na casca
do abacaxi 8 e 13 e nas folhas de intiimeras arvores. Esses niimeros de espirais descritos acima
(dois a dois) corresponde a dois nimeros adjacentes de sequéncia de Fibonacci. A sequéncia
de Fibonacci, além de estar curiosamente relacionada com a Botanica, também exerce forte
influéncia na arte e na Arquitetura. A relacao entre quaisquer dois nimeros adjacentes de
Fibonacci, depois do 3, é de cerca de 1:1,6. Essa é a chamada relagao de ouro, ou secao de
ouro, que tem uma ligacao, curiosamente, com a estética. A relacao, mais precisamente igual

1+v5
2

a , ¢ encontrada no cotidiano, desde os edificios da Grécia antiga até as obras primas de

arte.
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Figura 1.5: Margaridas e espirais

[L/
prrsiss

Fonte: Disponivel em < http://www. britton.disted.camosun.bc.ca >. Acesso em 20 abr. 2013

1.4 PARADOXO DE ZENAO

O filésofo Zenao de Eléia (c.450 a. C.) chamou a atengao dos seus companheiros da época
com os seus paradoxos—uma proposicao que, embora valida logicamente, desafia o bom senso.
Zenao era fascinado pela ideia do infinito. Sentia que a ciéncia nao podia adequar-se a realidade
sem levar em conta os modos pelos quais o infinito parece surgir em toda parte da natureza.
Propos um paradoxo hoje famoso, a respeito de um simples problema de movimento: como
pode um ponto mével passar por um ntmero infinito de posi¢oes num tempo finito? Se o veloz
Aquiles'disputa uma corrida com uma tartaruga(animal considerado muito lento), dando-
lhe ao menos um palmo de vantagem, como poderd (pela rigorosa légica grega) alcancé-la?
Quando Aquiles tiver corrido um palmo, a tartaruga também avancou, digamos, um décimo de
palmo. E quando Aquiles cobrir esse décimo de palmo, a tartaruga terda novamente avangado

mais um pouquinho.

L( Guerreiro mitolégico grego, que tinha o poder da invulnerabilidade, ou seja, nada penetrava o corpo de

Aquiles, her6i da guerra de Tréia)
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Figura 1.6: Aquiles e a Tartaruga

Fonte: Disponivel em < http://www.projetophronesis.com >. Acesso em 20 abr. 2013

Zenao confundiu seus companheiros argumentando que o heréi Aquiles, por mais rapido
que fosse, nao conseguiria ultrapassar a lenta tartaruga que partira a sua frente, pois quando
atingisse o ponto de partida da tartaruga, A, esta ja se deslocara para B. Quando ele alcangasse
B, a tartaruga ja haveria avangado para C. Dessa forma, dizia Zenao, a tartaruga estaria
sempre a frente, mesmo que fosse por uma distancia minima. Considere que o veloz Aquiles
comece a corrida dez metros a frente da lenta tartaruga. Em pouco tempo, Aquiles atinge
a marca dos 10 m, mas neste intervalo de tempo a tartaruga caminhou 1 m. Em seguida,
Aquiles percorre esse metro adicional, mas a tartaruga nao estd mais 14, pois percorreu mais

de metro. Quando Aquiles cobre este g de metro adicional, a tartaruga esté 155 100 m a frente.

1

TooosM ete. Sendo assim, segundo Zenao, Aquiles nunca

E dep01s ——m a frente, e depois

’ 1000

alcancaria a tartaruga, pois ela estaria 10m, lm, =m, —m, - - - a sua frente.

’ 10 ) 100 ) 10"

1.5 NUMEROS POLIGONAIS

Os Pitagoricos tinham por hébito atribuir propriedades geométricas aos nimeros naturais.
Isto deu origem ao conceito de sequéncias de niimeros figurativos, que sao nimeros naturais
provenientes da contagem de pontos em certos arranjos geométricos.

Um numero é dito poligonal se ele pode ser representado por um arranjo geométrico regular

de pontos igualmente espagados. Se o arranjo der forma a um poligono regular, o nimero é
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chamado de ntimero poligonal, ou seja, um ntimero que pode ser arranjado como um poligono
regular. Os matematicos antigos descobriram que os nimeros poderiam ser arranjados em
determinadas maneiras quando foram representados por pedras, seixos ou por sementes. Serao

apresentados alguns tipos de niimeros poligonais.

1.5.1 NUMEROS TRIANGULARES

Um numero triangular, notado por 7},, ¢ um nimero figurativos que pode ser representado
por fileiras de pontos formando triangulos da seguinte maneira: a primeira fileira contém um
unico elemento, a segunda fileira contém dois elementos, e assim sucessivamente, de maneira
que cada fileira subseqliente contém um elemento a mais do que a precedente. Os numeros

triangulares estao representados geometricamente pelos padroes a seguir: Podemos observar,

Figura 1.7: Nameros Triangulares

Fonte: Autor, 2013.

com clareza, que:

T =1

Pois s6 temos apenas uma fileira, logo um sé ponto;

To=14+2=3

Pois temos duas fileiras, uma com um ponto e a outra com dois pontos;

1. De maneira andloga, temos que:
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Ty = 1+2+43=6;

Ty = 14243+4=10;

15 14+24+3+4+5=15;

n(n+1)'

T,
2

1+2+434+4+ - +n=

Verifica-se que o nimero de pontos em cada uma destas formagoes triangulares é, eviden-
temente, a soma dos termos de uma sequéncia numérica que pod ser deduzida da forma de
Gauss. Assim, os (n) primeiros ntimeros triangulares sao <1, 3,6,10,15,--- ,w> Como
um numero triangular ¢ um nimero obtido, adicionando-se todos os inteiros positivos até o

n-ésimo termo, logo, a soma parcial de n termos da sequéncia (1,2,3,4,5,--- ,n) representa

o numero triangular.

1.5.2 NUMEROS QUADRADOS

Um numero quadrado, chamado também quadrado perfeito e denotado por @), pode ser
representado por uma grade quadrada de pontos e podem ser representados geometricamente

pelos padroes a seguir: Podemos observar, de acordo com a figura, que:

Figura 1.8: Nimeros Quadrados

Fonte: Autor, 2013.

Q=1=1

pois temos somente um ponto;
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Qy=1+3=4=2

Pela figura, vemos que para completar o quadrado precisamos do ponto ja dado e mais
trés pontos;

Qs =1+34+5=9=23

Temos os quatro pontos dados mais cinco que formam o quadrado;

Analogamente,

Qi = 1+3+5+7=16=4%
Qs = 14+3+5+7+9=25=5%
(14+2n—1)n 5

Qn = 14+34+54+7+..+2n—-1)= 5 =n”.

O numero de pontos em cada uma dessas formacoes quadradas é, também, a soma dos ter-

mos de uma sequéncia numérica. Assim, os primeiros nimeros quadrados sao: (1,4,9, 16,25, ...).

1.5.3 NUMEROS PENTAGONAIS

Os numeros pentagonais sao numeros figurativos que representam pentagonos, denotados

por P,, e podem ser expressos conforme a figura abaixo. Podemos observar, de acordo com a

Figura 1.9: Ndmeros Pentagonais

Fonte: Autor, 2013.
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figura, que:
Pl = 1,
Py = 14+4+7=12
P, = 1444+7+104+13+ ...+ (3n—2)
A soma parcial de n termos da sequéncia (1,4,7,13,--- ,(3n — 2)) ;resulta num nimero

pentagonal P,, e a sua soma fornece a férmula geral dos ntimeros pentagonais:

P _ n(l+3n—-2) n(3n-1)
n - 2 - 2 .
Assim os primeiros n nimeros pentagonais sao (1, 5,12,22, .-, W) :

1.5.4 NUMEROS HEXAGONAIS

Os numeros hexagonais, denotados por H,, podem ser expressos conforme a figura abaixo.

De forma andloga, aos ntimeros anteriores, a sequéncia de numeros hexagonais é tal que

Figura 1.10: Nimeros Hexagonais

Fonte: Autor, 2013.

qualquer nimero ¢ a soma dos termos de uma progressao aritmética de razao 4, como a
seguir: (1,5,9,13, (4n — 3)). Uma vez que o n-ésimo termo da progressao aritmética acima é
(4n — 3), a soma dos primeiros n termos é:

Hn:n(1+(4n—3)):n(4n—2) Cn@n—1).
2 2
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Assim os primeiros n nimeros hexagonais sao (1,6,15,28,--- ;n(2n —1)).

Podemos generalizar os niimeros poligonais, com uma férmula que se aplica a poligonos de
qualquer nimero k de lados. As sequéncias de nimeros poligonais sao infinitas, mas podemos
determinar qualquer um de seus termos por meio de simples substituicoes. Para deduzirmos
a formula, basta perceber que as seqiiéncia de nimeros poligonais formam uma progressao
aritmética. A tabela a seguir mostra os niimeros poligonais ja obtidos acima, entre outros, e

também mostra a expressao geral do n-ésimo nimero k-gonal.
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Tabela 1.1: Ntmeros Poligonais

Numero poligonal Termo Geral: Soma dos termos :
an=a1+ (n—1)r S, = latan)n
i _ _ n(n+1)
Triangular ap ="n S, = Mol
7’12 n
Tym) = "5
Quadrado a, =2n—1 S, =n?
Qi) =1
_ _ n(3n—1)
Pentagonal ayp = 3n — 2 S, = =l
3n2—n
Psm) = 5
Hexagonal a, = 4n — 3 S, — ndn=2)

Heptagonal a, =5n—4 S = n(5n—3)

Octagonal a, =6n—>5 S, =

Nonagonal a, =Tn —6 S — n(7n—>5)

Decagonal a, =8n—17 S, = n(8n

k- gonal an = (k—2)n— (k—3) S, = nlte=2n—(k=4)]
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2 EXEMPLOS DE SEQUENCIAS NUMERICAS

Neste capitulo apresentaremos alguns exemplos e problemas que envolvam sequéncias, com
as respectivas resolugoes, sem o uso de formulas.Usaremos um método recursivo, partindo dos
casos mais simples, para chegar no padrao da sequéncia. Usaremos também o método de Gauss
para resolver somas de sequéncias do tipo x,x+y,z+2y, - -- ,x +ny e um outro método para

resolver somas de sequéncias do tipo x, xy, xy?, - - - xy™.

2.1 CURIOSIDADES

2.1.1 A TORRE DE HANOI

| il

Fonte: Disponivel em < http://www.puzzlemuseum.com >. Acesso em 20 abr. 2013

Torre de Handi, também conhecida como torre de Braminismo, um jogo criado pelo ma-
tematico francés Edouard Lucas(1883), foi inspirada de uma Lenda Hindu. A lenda antiga
relata que no grande templo de Benares, cidade Santa da fndia, debaixo da ctupula que marca

o centro do mundo, ha uma placa de bronze sobre a qual estao fixadas trés hastes de diamante.
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Em uma destas hastes, o deus Brama, no momento da criagao do mundo, colocou 64 discos de
ouro puro, formando uma torre, de forma que o disco maior ficasse sobre a placa de bronze e
os outros decrescendo até chegar ao topo. A atribuicao que os monges, que viviam no templo,
receberam foi de transferir a torre, de uma haste para outra, usando a terceira como auxiliar
com as restricoes de movimentar um disco por vez e de nunca colocar um disco maior sobre
um menor. Os monges deviam trabalhar com eficiéncia noite e dia e quando terminassem o
trabalho o templo seria transformado em pd e o mundo acabaria.

Vamos ver o que acontece se o nimero de discos for n. Seja a,, o nimero minimo de
movimentos para transferir a torre de uma haste para outra.

Para n = 0, é facil ver, que ag = 0, pois se nao temos discos nao temos movimentos. Pela

figura vemos, claramente, que para um disco teremos apenas um movimento, isto é,

Paran =1 temos a; =1

Ainda, de acordo com as figuras, temos:

Figura 2.12: Torre de Hanéi com um disco

Pk
—
\N-“/
N y

Fonte: Autor, 2013

<y

Para n = 2 temos ay = 3 = 2a; + 1;
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Figura 2.13: Torre de Hanéi com dois discos

Al

"

Fonte: Autor, 2013

n=3—a3="7=2a+1;

Note que para n = 3 primeiramente movemos dois discos, fazendo trés movimentos, em

Figura 2.14: Torre de Hanéi com trés discos

Fonte: Autor, 2013

seguida movemos o terceiro disco somando mais um movimento e por fim movemos os dois
primeiros discos, somando assim mais trés movimentos e perfazendo um total de 2 vezes os
movimentos para dois discos mais um. Agora, tomemos uma torre com n discos. Imagine que

sabemos resolver o problema com n — 1 discos.



Figura 2.15: Torre de Hanéi com n discos

0 Q

1 discos

Fonte: Autor, 2013

Podemos mover os n — 1 discos para uma haste vazia:

Figura 2.16: Torre de Hanéi com n discos

.

Fonte: Autor, 2013

Depois movemos o disco maior para a outra haste vazia:
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Figura 2.17: Torre de Hanéi com n discos

(& ]
[ &

T
et | St

Fonte: Autor, 2013

Por fim, movemos os n — 1 discos para a haste com o disco maior: Assim, para resolver

Figura 2.18: Torre de Hanéi com n discos

.

Fonte: Autor, 2013

o problema com n discos teremos duas vezes a quantidade de movimentos para n — 1 discos

mais um . Recursivamente temos que:

Ay = 20,1+ 1
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E ainda que,

[ 20,1 + 1,
as = 2a9+1;
ay, = 2a3-+1;

an = 2an_1+1

Multiplicando a primeira equagio por 2”2, a segunda por 273, .- a (n — 1) — ésima por

2 e an — ésima por 2° e depois somando ambos os membros da igualdade obtida , teremos:
a, = 2n71a1 4 (20+21 +22+ +2n72)

Precisamos determinar a soma da sequéncia acima dada por 2° + 2! + 22 4 ... 4 2772

Usaremos o seguinte método. Seja
S=20+42" 422+ ... 4272
multiplicando ambos os membros por 2 temos,
28 =2 22 ... g2 ol
fazendo agora 25 + (—9), isto é,
26 — S =2 422 ... g2 ot 90 ol _92_ ... _9gn—2
Dai,
S=2""1—1.
Comoa; =1eS=2"1—-1 logo
a, = 2"N142" -1

a, = 22"t _1=9"_1.

O que prova a expressao
a, = 2" — 1.

De acordo com a lenda , os sacerdotes precisariam de 2% — 1 movimentos para finalizar
o trabalho. Mesmo se eles fizessem um movimento por segundo, eles precisariam de 86400
movimentos por dia, 31536000 movimentos por ano, isto resultaria em mais de 500 bilhoes de

anos para realizar o trabalho.
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2.2 SITUACOES DO COTIDIANO

2.2.1 ACRECIMOS SUCESSIVOS

O saldrio em uma certa empresa aumenta 3% ao ano. Entao, para n > 1, temos recursiva-

mente:

SQ = 1,0351;
Sg = 1,0352;
Sy = 1,03Ss;

Sn—l = 1703571—2;
Sn = 1703Sn71;

O salario \S,,, de um funcionario, no n—ésimo ano sera igual ao salario .S,,_; do ano anterior
mais o aumento do saldrio, que é igual a 3% do saléario S,_;. Multiplicando membro a membro

as (n — 1) equagoes acima, obteremos:
S, = (1,03)"715,.

s . ;. ;. n—1 . . .
Concluimos que o saldrio no n — ésimo ano é igual a (1,03)" " vezes o saldrio no primeiro
ano. Desta forma, para saber o salario de um funcionario no n — ésimo ano de trabalho basta

saber seu salario inicial e o numero de anos de trabalho.

2.2.2 A REGA DA HORTA

Numa horta héa 40 canteiros, cada qual com 16m de comprimento por 2m de largura. Para
rega-lo, o hortelao carrega baldes com dgua do poco, situado a 14m da extremidade da horta
(vide figura), rodeando o canteiro pelo sulco de separacao. A &dgua que o hortelao carrega,
da pra regar somente um canteiro. Qual o comprimento do caminho percorrido pelo hortelao
para regar a horta toda? Para regar o primeiro canteiro, o hortelao tem que fazer um caminho
igual a

ap =14+16+2+16+ 2+ 14 = 64

Para regar o segundo, percorre

ap=144+2+16+2+16+24+2+14=64+4=a; +4
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Figura 2.19: A rega da horta

Fonte: Autor, 2013

Para regar o terceiro, percorre
a3 =14+2+24+16+24+16+24+2+2+14=064+4+4=ax+4

Recursivamente, temos:

ay = az+4;
as = aq+4;
ag = as+ 4;
p-1 = Qp—2+ 4a
a, = Gp_1+4.

Somando membro a membro as n equagoes acima e fazendo as devidas simplificagoes obteremos

a, = 64 + 4n.
Dai, para regar a horta toda, o hortelao tem que percorrer
Si = a1+ az+ -+ asyg + as
Que pelo método de Gauss, ja apresentado, temos:

S40 = (a1 —+ CL40) -20 = (64 —+ 224) - 20 dai,

Sy = 5760m.
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2.2.3 CORRIDA DE TAXI

Uma pessoa deseja viajar de taxi de uma cidade A para uma cidade B, durante o dia,
no estado de Alagoas. Sabendo que durante o dia o taximetro cobra bandeira 1, o valor por
quilometro rodado é R$1,84 e que a bandeirada custa R$3,35. Qual o valor a ser pago por
essa pessoa?

Solugao: seja n o nimero de quilometros rodados, a, o valor a ser pago pela rodada e
considere que (hipoteticamente) o carro nao tenha interrupgoes, pois existe uma taxa adicional
de R$11,05 por hora (tempo parado).

Paran=1,2,3,4,--- ,m temos:

Paran = 1temosa; =3,35+1-1,84
Paran = 2temosay;=3,35+2-1,84=a;+1,84

Paran = 3temosa3=3,30+3-1,84=ay+ 1,84

Paran = m temos a,, = a,,—1 + 1,84
ou seja,
ap = 3,30+ 1,84

Ay = CL1+1,84

as = a2—|—1,84

Uy = QApm-1 +1,84.

Somando membro a membro as m equacoes e fazendo as devidas simplificagoes temos,

am =3,35+1,84-m

o valor a ser pago por m quilometros rodados.

Suponha agora que a pessoa citada queira ir da cidade de Coruripe-AL para Universidade
Federal de Alagoas(UFAL-A.C.Simbes). Sabendo que o taxista vai rodar cerca de97,6km o
valor a ser pago sera:

Q97,6 = 3, 35 + 1, &4 - 97, 6 = 182, 95

Veja a simulacao do trajeto
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Figura 2.20: Trajeto do taxi

Flenewas

Fonte: Disponivel em < http://www.Google Maps/Google Earth>. Acesso em 20 abr. 2013

2.2.4 A LENDA SOBRE O JOGO DE XADREZ (ADAPTADO DO LIVRO

DE MALBA TAHAN)

Figura 2.21: Xadrez

Fonte: Disponivel em < http://www.Fonte:gunstaxl.com>. Acesso em 20 abr. 2013

Em um reino muito distante havia um rei que estava muito triste. Sua vida era mondtona.
Um dia, afinal, o rei foi informado de que um rapaz da época solicitava uma audiéncia ha
um bom tempo. Como estivesse, no momento, com boa disposi¢ao de animo, mandou o rei
que trouxessem o desconhecido a sua presenca. E o jovem comecou a falar :— No lugar em
que eu vivia chegou a noticia de que o nosso bondoso rei vivia os dias em profunda tristeza,
amargurado pela perda de um filho na guerra. Deliberei, pois, inventar um jogo que lhe desse
alegria novamente. E é isto que me traz aqui. Como era muito curioso, nao aguentou para

saber o que o jovem sabio lhe trouxera. O que o jovem trazia ao rei consistia num grande
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tabuleiro quadrado, dividido em sessenta e quatro quadradinhos, ou casas, iguais. Sobre esse
tabuleiro colocavam-se, nao arbitrariamente, duas colecoes de pecas que se distinguiam, uma
da outra, pelas cores branca e preta, repetindo porém, simetricamente, os engenhosos formatos
e subordinados a curiosas regras que lhes permitiam movimentar-se por varios modos. O jovem
explicou pacientemente ao rei e cortesaos que rodeavam, em que consistia o jogo, ensinando-
lhes as regras essenciais. Depois de aprender e gostar do jogo o rei chamou o jovem e disse-lhe:—
Quero recompensar-te, meu amigo, por este maravilhoso presente, que de tanto me serviu para
o alivio de velhas angustias. Diz-me o que queres, qualquer das maiores riquezas, que te sera
dado.

— Rei poderoso, nao desejo nada. Apenas a gratidao de ter-te feito algum bem que basta,
respondeu o jovem.

-Por favor, diga-me o que pode ser-te dado. Ficarei magoado se nao aceitar.

— Entao, o invés de ouro, prata, palacios, desejo em graos de trigo. Dar-me-as um grao de
trigo pela primeira casa, dois pela segunda, quatro pela terceira, oito pela quarta, dezesseis
pela quinta, e assim sucessivamente, até a sexagésima quarta e ultima casa do tabuleiro.

Todo mundo ficou espantado com o pedido. Tao pouco!- Insensato, chamou-lhe o rei,
donde ja se viu tanto desamor pelos bens materiais 7 Chamou entao, o rei, os algebristas mais
habeis da corte, e ordenou-lhes que calculassem o valor. Apds muito tempo, voltaram:— Rei
magnanimo! Calculamos o niimero de graos de trigo que constituird o pagamento e obtivemos
um numero cuja grandeza é inconcebivel para a imaginacao humana. O jovem abriu mao de
seu pedido, mas mostrou ao rei uma nova maneira de pensar.

Vamos resolver o problema. Seja n o nimero das casas do tabuleiro e a, o nimero de

graos. Dal,
_ 0.
a; = 2,
1.
a9 = 2,
_ 2.
as = 2,
a, = 2n—1

Somando membro a membro, temos:

Sp=a1+ay+ - +a,=2"+2"+... 42!
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Como vimos em exemplos anteriores, que:
20+21+_’_2n71:2n_1

logo, teriamos

S, =2m 1.

De acordo com o problema, teriamos
Seq = 204 — 1

Depois de um trabalhoso calculo, na época, chegariamos ao seguinte resultado: S =
18446744073709551616 — 1 = 18446744073709551615. Esse ntimero gigantesco, de vinte al-
garismos, exprime o total de graos de trigo que impensadamente o lendario Rei prometeu, em
ma hora, ao nao menos lendario jovem inventor do jogo de xadrez. Sabendo que um grao de
trigo pesa 0,00526 gramas, entao 24 — 1 graos de trigo pesa aproximadamente 97 bilhoes de
toneladas, e que a produgao mundial de trigo em 2013(projecao) é de aproximadamente 695
milhoes de toneladas o rei demoraria aproximadamente 139 anos, doando toda a produgao

mundial(em valores atuais), para pagar o jovem.

2.2.5 O PROBLEMA DOS COELHOS

Este problema sugere uma situacao, onde os coelhos sao colocados numa area em que
nenhum coelho, externo ou interno, pode entrar ou sair do cercado; os coelhos nao morrem de
velhice, fome ou doenca. Para que um par de filhotes possa procriar, é necessario que se passe
um mes apos o seu nascimento e cada par de coelhos da a luz a um tnico par de filhotes a
cada mes. Estes serao aptos a procriar no préximo més. Sendo assim, no primeiro meés, o mes
inicial, terfamos um par de coelhos (ainda filhotes). No meés seguinte ainda apenas um par
de coelhos (agora adultos), no terceiro meés teremos o par inicial mais o seu par de filhotes.
Ao quarto meés o par inicial d4 a luz ao seu segundo par de filhotes, ficando um total de trés
pares de coelhos (o par inicial, o primeiro par de filhotes, agora adultos, e o segundo par de
filhotes). Podemos notar que no préximo meés, o quinto, o nimero de pares de coelhos serd a
somado numero de pares de coelhos do més atual, mais o nimero de pares de coelhos do més
anterior. Pois serao estes que irao contribuir com o acréscimo do nimero de coelhos para o
proximo mes, ja que quando chegar o quinto més estarao aptos a procriar. Logo, o quinto meés
tera cinco pares de coelhos: os trés pares presentes no quarto meés, mais dois pares de filhotes,

um par gerado pelo par inicial e o outro pelo primeiro par de filhotes que o par inicial teve.
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A figura ilustra os primeiros cinco meses. Os pares de coelhos filhotes sao representados pelos

quadrados com a letra F e os adultos pelos quadrados com a letra A. Tomando como ponto

Figura 2.22: Reproducao de coelhos

1'"Més|FHF
2-Més| p HiA
ews[ 1] ] Wl
ol PUEE B [OF

Fonte: Autor, 2013

de partida a figura. Seja n o numero do referente més e a,, o nimero de par de coelhos do

referente més. Entao,

a = 1
ay = 1,
as = 2:a1+a2;
ay = 3=ay+as;
as = 5:a3—|—a4_

Sendo assim, temos recursivamente que:
Qpi2 = Qpy1 + Gy

coma, =a,=1enéeN

isto ¢, o nimero de coelhos de um determinado meés ¢ igual a soma do ntimero de coelhos

dos dois meses anteriores (Sequéncia Fibonacci). Que depois de algumas contas, teriamos:

a12 = 144 pares de coelhos.
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2.3 NA NATUREZA

2.3.1 A COLMEIA DE ABELHAS [ARVORE GENEALOGICA DE UMA ABE-

LHA MACHO (ZANGAO)]

Na reproducao das abelhas, quando um évulo nao é fertilizado ele gera uma abelha macho,
e quando ocorre a fertilizacao, gera uma abelha fémea. Assim, uma abelha macho sempre tera
como pais apenas uma abelha fémea, ao passo que a abelha féemea terd um casal de abelhas
como pais. Logo, se analisarmos a arvore genelégica de um zangao, teremos que seu gerador
¢ sempre apenas uma abelha féemea. Esta, por sua vez, tem um pai e uma mae gerados por
uma abelha fémea e um par de abelhas macho e fémea, respectivamente. De acordo com a
figura e considerando que a letra Z é a abelha macho (zangdo) e a letra F é a abelha fémea,

determinamos o numero de abelhas de cada geracao: Sendo assim, sejam n o niimero referente

Figura 2.23: Arvore genealdgica ascendente do zangio

1* Geracgao z

2° Geragdo F

3* Geragdo z F

4* Geragio F z F

5° Geragio z F F 4 F

Fonte: Autor, 2013



a geracao e a, o numero de abelhas na respectiva geracao, daf:

ap = 1,
a, = 1,
as = 2,
ay, = 3;
as = 5,
Qpt2 = Apy1+ Gy

Temos portanto a sequéncia Fibonacci, que ja foi estudada em exemplos anteriores.

43
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3 SEQUENCIAS

As sequéncias (padroes e regularidades) sdo bastante tteis para o estudante na sua vida,
no seu cotidiano e para prosseguimento de seus estudos. Os padroes e as regularidades de-
sempenham um papel importante no ensino da matematica. Em nosso dia-a-dia é freqiiente

encontrarmos conjuntos cujos elementos estao dispostos numa certa ordem.

Exemplo 3.1. :

1. A relacao dos nomes de alunos em um diério classe;
2. Os numeros das casas de uma determinada rua;
3. A relagao das notas musicais (dé ré mi fa sol 1a si );

4. Os dias da semana e os meses do ano, entre outros.

Se observarmos as coisas ao nosso redor, descobriremos intimeros tipos de seqiiéncia.

Definigao 3.1 (Sequéncia). Sempre que estabelecemos uma ordem para os elementos de um

conjunto, descrita pelos niimeros naturais, temos assim uma seqiiéncia.

Definigao 3.2 (Sequéncia Numérica). Quando os elementos dessa seqiiéncia sao formados

de nuimeros reais, da-se o nome de seqiiéncia numérica, .

Em uma seqiiéncia, o primeiro elemento ¢ indicado por a;, o segundo por as, o terceiro
por as,..., 0 vigésimo por asg, ..., 0 enésimo elemento por a,. Podemos representar um
sequéncia numérica da seguinte forma (ay,as,as, ..., an_9,an_1,a,) . Existem diferentes tipos
de sequéncias numéricas, porém, para nosso estudo sao de grande importancia as seqiiéncias
cujos elementos (termos) obedecem a uma determinada lei de formagao. Assim daremos uma

atengao maior para as sequéncias do tipo:

1. Progressao Aritmética;
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2. Progressao Geométrica;

3. Sequeéncia de Fibonacci (Nimeros de Fibonacci).

As defini¢oes e propriedades destas sequéncias serao dedas a seguir.

3.1 PROGRESSAO ARITMETICA

Progressao aritmética é toda sequéncia numérica de ntmeros (ai,as,ag, -+ , @y, -+) Na
qual, a partir do segundo termo, a diferenca de um termo com o seu antecessor é uma constante,
isto ¢, a, — ap—1 =1 = a, = a,—1 +r (em particular ay = a; + r). Esta diferenga constante

(r) é denominada razao da progressao aritmética.

3.1.1 CLASSIFICACAO
Quando a razao das progressoes aritméticas é :
1. Positiva os termos crescem constantemente e a progressao aritmética diz-se crescente;

2. Negativa os termos decrescem constantemente e a progressao aritmética diz-se decres-

cente;

3. Nula os termos nem crescem nem decrescem e a progressao aritmética diz-se constante.

A progressao aritmética (aq, ag, as, ..., a,, ...) é limitada quando é composta de um nimero

finito de termos e ilimitada quando é composta de um nimero infinito de termos.

3.1.2 ENESIMO TERMO

Seja a progressao aritmética (aq, ag, as, ..., ay,, ...) cuja razao é r. De acordo com a definigao

de progressao aritmética, podemos escrever:

a = a1+7r

as = ag+7r

as = asz-+r
Ap—1 = Qp—2+7T

Ay = Qp_1+7T
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Adicionando as (n — 1) igualdades, membro a membro, obtemos

an+ (ag+as+...+a,1) =a1+(ag+az+...+a,1)+(n—1)r

Somando [—(az + az + ... + a,—1)] em ambos os membros da igualdade, teremos

ap=a;+(n—1)r

Expressao do primeiro termo:

ap=a, —(n—1)r

Expressao da razao:

Qp — a1
r = ——
n—1
Expressao do niimero de termos:
Qp — 1
n=——+1
r

Numa progressao aritmética limitada a soma de dois termos equidistantes dos extremos é
igual a soma dos extremos.

Prova: Seja a progressao aritmética (ay, as, as, ..., a,) limitada. Consideremos os termos
ay € a,—(k—1), que sao equidistantes dos extremos.

Temos, pois:

ap = CL1+<I€—1)T

Un—(h-1) = an—(k—=1)r

Adicionando membro a membro estas iguldades, obtemos:

ay + ap = ap + An—(k—1)-

Consequéncia: Numa progressao aritmética de nimero impar de termos, o termo do meio ¢é

a média aritmética dos extremos (ou dois termos quaiquer equidistante dos extremos).
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3.1.3 SOMA DOS TERMOS DE UMA PROGRESSAO ARITMETICA

LIMITADA (ay,as,as, ..., a,)

A soma dos termos de uma progressao aritmética limitada é igual ao produto da semi-soma

(a14an)n

dos extremos pelo ntimero de termos, isto é, 5

Prova: Seja a progressao aritmética (ay, as, as, ..., a,).

Designando a soma dos n termos por .S, vem:

Sn:a1+a2+a3+...+an_2+an_1+an

Como a ordem das parcelas nao altera a soma, temos:

Sy = Qp + Qpeq + Qo+ ... +az +as + a1

Adicionando membro a membro estas igualdades, obtemos:

25, = (a1 + an) + (as + an_1) + (a3 + an_2) + ... + (an_2 + a3) + (an_1 + az) + (a, + a1)

Mas pelo teorema anterior

(a1 + an) = (ag + an1) = (a3 + ap2) = ... = (ap-2 + a3) = (an1 + a2) = (a, + a1)

E ainda, o niimero de somas é n, temos:

25, = (a1 + ap)n

Logo,
(a1 + a,)n

S =

Observacgao 3.1.1. Sendo a,, = a; + (n — 1) 7, temos:

a1 +a;+(n—1)r|n

Sy = 5

Logo,

241 + (n — 1)r]n‘

Sp = 5
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3.1.4 INTERPOLACAO ARITMETICA

Inserir m meios aritméticos entre dois niimeros, a e b, é formar a progressao arimética, cujo
primeiro termo € a, o ultimo é b, e que tem m termos entre a e b. A resolucao do problema

consiste em calcular a razao da progressao que tem m + 2 termos. Conhecida esta, escreven-se

an—ai

2=t para n = m + 2, obtemos:

os m ternos entre os nimeros a e b. A plicando a formula r =

Ay — A1
m+1"

T =

3.2 PROGRESSAO GEOMETRICA

Progressao geométrica é toda sequéncia de nimeros diferentes de zero (aq, as, as, ..., an, ...),
na qual é constante o quociente de cada termo, a partir do segundo termo, com o seu antecessor,
isto é,

a2 a3 Qp,

a1 a2 Ap—1

Este quociente (¢) é chamado de razao da progressao geométrica.

3.2.1 CLASSIFICACAO
Nas progressoes geométricas de termos positivos, diz-se que a progressao é:
1. Crescente quando a razao for maior que a unidade, isto é, ¢>1;
2. Decrescente quando a razao for menor que a unidade, isto é, ¢<1;

3. Estacionéria quando a razao for igual a unidade, isto é, ¢ = 1.

Dizemos que a progressao geométrica (a, ag, ag, .., @y, ...) € limitada quando é composta de

um numero finito de termos e ilimitada quando é composta de um ntmero infinito de termos.

3.2.2 PROPRIEDADE

Cada termo de uma progressao geométrica, a partir do segundo, é a média geométrica

entre o termo procedente e o seguinte:

ap = \2/ (p—1-Apt1
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Prova: Seja (a1, a9,a3,...,a,-2,0n_1, Gy, ...) uma progressao geométrica. Pela definigao
de progressao geométrica temos:

An+1 o ap,

Qn Apn—1

Multiplicando ambos os membros da igualdade por (a,.a,_1) , obtemos;

2
a, = Qp41-Ap—1

Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros, temos:

ap = \2/ Ap—1-Ap41-

3.2.3 ENESIMO TERMO

Considere a seguinte progressao geométrica (ay, as, as, ..., Gp_9, Gp_1, Gy, -..). Por defini¢ao,

temos

Az = @194
az = @29
ay = a3q
Ap—-1 = Qap—29
ap = QAap-19q

Multiplicando-se membro a membro as (n — 1) igualdades acima, temos que:

- obtemos:
o

n—1
an = a1.9q .
Expressao do primeiro termo:
Qn
ar = n—1
q
Expressao da razao (q):
g= "¢ n



50

Teorema 3.2.1. Numa progressao geométrica limitada, o produto de dois termos equidistan-

tes dos extremos ¢é igual ao produto dos extremos.

Prova: Considere a seguinte progressao geométrica (a1, ag, ag, ..., Api1y ooy Gppy -vy Gpe2y Gp—1, Q)
na qual os termos ap41 € a,—, sao equidistantes dos extremos, visto haver p termos antes de
a,+1 € n termos depois de a,_,.Consideremos a progressao geométrica (a, as, as, ..., ap41). De

acordo com a férmula a, = a;.¢" !, temos:
apy1 = ar.q” ()

Seja agora a progressao geométrica (Api1, ..., An—p, ...y Gn—2, An—1, Gy) CUjo primeiro termo é

(p—p € 0 Ultimo termo € a,,.

Aplicando a férmula a, = a;.¢" ! , vem:

an
ap = 6Ln—l-qp — Qp—1 = E (**)
Multiplicando, membro a membro, as igualdades (%) e (xx), obtemos:

Apy1.Ap—p = A1.0p.

Consequéncia: Numa progressao geométrica de nimero impar de termos, o termo do

meio é a média geométrica dos extremos (ou dois termos quaiquer equidistante dos extremos).

3.2.4 PRODUTO DOS TERMOS DE UMA PROGRESSAO

GEOMETRICA

Considere a progressao geométrica (ay, as, as, ..., a,_2,ay_1,a,) . Denotando por P o pro-

duto dos termos da progressao geométrica, isto é,
P=a-ay-az - ano-ap1-an
ou, como a ordem dos fatores nao altera o produto, podemos escrever;
P=a, ap1-ay2---az-ay-a
Multiplicando, membro a membro, as igualdades acima, vem que:
P?=(ay-a,) (az-an_1)- (a3 an—2) - (an-o-az) (an_1-as)- (a,-a).
Como os produtos entre parénteses sao iguais, ou seja,

(a1 -ap) = (ag-an_1) =(ag-ap o) =++=(an_2-0a3) = an_1-as = (a, - ay).
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temos que;

Donde;

3.2.5 INTERPOLACAO GEOMETRICA

Dados dois nimeros, a; € a,, inserir entre eles m meios geométricos ¢ formar uma progressao
geométrica com (m + 2) termos, na qual a; é o primeiro termo e a,, o ultimo termo, ou seja,
ai e a, sao os extremos da progressao geométrica. A progressao geométrica tendo m + 2
dois termos e sendo conhecido o primeiro termo, basta calcular a razao (¢). Substituindo na

formula

n por m + 2, teremos:
q — m+1 a_n
ay

3.2.6 SOMA DOS TERMOS DE UMA PROGRESSAO

GEOMETRICA

i) A soma dos termos de uma progressao geométrica limitada é calculada por meio da férmula

seguinte:
ap-4 — a1
Sp=——
q—1
ou pela férmula:
" —1
Sn = (11.—<q )
qg—1

Prova: Seja (aq, a9, a3, ..., 4n_2, 0,1, a,) Uma progressao geométrica e
Sp=a1+ay+az+---+a, o+ a,_1+ay

a soma dos termos da progressao geométrica.

Multiplicando S,, por ¢, obtemos:
q-Sp =¢q.a1 +q.az +q.az+ -+ q.an2+ q.0n1 + .0y

Dai,
Q'Sn:a2+a3+"'+an—2+an—l+an+an+1
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Fazendo a subtragao

Temos ainda que,

e finalmente

ii) A soma dos termos de uma progressao geométrica decrescente e ilimitada é dada pela

formula seguinte:

Prova: Basta fazer n — oo em Sn. Neste caso
lim ¢" =0, pois |q| <1.
n—oo

Logo, temos que:

1-0
lim S, = a; ,
n—00 1—gq
isto é,
lim S,, = il .
n—00 1—g¢q

3.3 SOMA TELESCOPICA
Em matematica, a soma telescépica é uma soma da seguinte forma:
(ay —ay) + (a3 — az) + (ag — az) + ... + (an, — ap_1)
Esta soma pode ser simplificada:
(ag —ay) + (a3 —az) + (ag — az) + ... + (@, — ay_1) = a,, — aq.

Podemos escrever essa soma do seguinte modo

n

> (an = ano1) = an — ay,

k=1

n
Prova: Desenvolvendo o somatoério g (an — an—1), obtemos a soma
k=1

(ag — ay) + (a3 — az) + (ag — az) + ... + (@n_1 — an_2) + (An — Ap_1)
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associando os termos de forma diferente, obtemos,
an + (ag — az) + (az — az) + (ag — ag) + ... + (ap—1 — an_1) + (An—2 — an_2) — ay,

donde concluimos a férmula. c.q.d.

Naturalmente qualquer sequéncia de termos b,, pode ser escrita como uma soma telescopica:

bn — b1 —|— (bg - b1> —|— (bg - bg) + —|— (bn - bnfl) .

3.4 RECORRENCIA LINEAR

Muitas sequéncias sao definidas por uma relagao de recorréncia, ou seja, recursivamente.
Definir recursivamente é criar uma expressao que permite determinar qualquer termo da
sequéncia em fungao do(s) antecessor(es) imediatos. A rela¢do de recorréncia aparece em
todo tipo de aplicagao. Para achar uma expressao fechada para alguma aplicacao, teremos

trés etapas:

i. Considerar casos simples, para melhor compreender o problema;

ii. Determine uma expressao matematica e prove sua validade (essa expressao é a relacao de

recorréncia onde um termo depende dos antecessor(es) imediatos;

iii. Determine uma forma fechada para expressao matematica (essa forma fechada é a solugao

da relagao de recorréncia).

3.4.1 RECORRENCIA LINEAR DE PRIMEIRA ORDEM

E uma relagao de recorréncia linear onde cada termo depende apenas do seu antecessor
imediato.

Vamos separar a recorréncia linear de primeira ordem, em trés partes:

1. Do tipo

Top = a

Tpy1 =T, +k(n), onde k(n) =bn+c,neNeb,ceR.

Para resolver uma equacao desse tipo seguimos de tal modo:
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Tomamos n =0,1,2,3,4,...,n — 1, isto é,

1

X2

T3

Tn

= Io+ k‘(O),
= 1z + k(1);

= x,1+k(n—1);

Somando membro a membro as n equacoes, obtemos;

T4+ xo+ -ty =0+ + o+ 2 FE(0)+ -+ k(n—1)

Somando [— (zq + 22 + -+ + x,_1)] em ambos os membros da igualdade, temos

Tp=x0+k(0)+- - +k(n—1)

Se b =0, logo

T, = a+ nc, pois rg = a.

Caso contrario, &k (0) + k(1) + ---

numérica, isto é,

+ k(n—1) é asoma de n termos de uma sequéncia

E(1) = b+c

E(2) = 2b+c

kn—1) = (n—1)b+c

Ecomok(0)+k(1)+...+k(n—1)= etn=Dbten _, o — g 4 (=LbtZon

2 2

Observacao 3.4.1. Se no tipo de recorréncia acima tivermos k (n) = b" + ¢ teremos

entao que:

1) b=0— z, = a+ nc, como ja tinhamos visto;

2)b#£0e c=0—z,=20+k(0)+.+k(n—1) =2z, =a+"+b" +-- -+ —

_ 0bn—1
Ty =a+ 05+
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2. Relacao de recorréncia do tipo

Top=a

Tpi1 = bx,, com a,b e R.

Para determinar a solugao de uma equacao desse tipo, seguimos o processo:

Tome n=0,1,2,3,...,n — 1, isto é,

Ty = bwo;
Ty = by
r3 = buy;
T, = br,_y;

Multiplicando membro a membro as n equacgoes e depois dividindo ambos os membros

por (z1.29.23.....2,_1) obtemos:

z, = b"xg
Mas z¢ = a (dado), logo
z, = b"a
3. Relacao de recorréncia do tipo
To—a
Tpi1 = b, + ¢, com a,b,ceR.
Tome n =10,1,2,3,...,n — 1, logo
r1 = bxg+c
Ty = bxy+¢
r3 = bry+c
Tpa = bl‘n—2 + ¢
r, = bxr, |+c

Multiplicamos a primeira equacao por "2 | a segunda por b" 3 ...a (n — 1) — ésima
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por b e an — ésima por b°, obtendo

by = bl + b
0Py = 0"y 4+ e
b ey = 0wy + b
b1 = b’T,_o+ cb;
T, = br,_1+c

Somando membro a membro as n equagoes acima e fazendo as devidas simplificacoes,
obtemos

T =g+ (0 + b 4.+ 7

Sabemos que B° + bt + - 4+ b2 = 1bnl:1’1 e o = a, logo

!

n:bnfl
x a—+c b1

3.4.2 RECORRENCIA LINEAR DE SEGUNDA ORDEM

Estudaremos somente as recorréncias lineares de segunda ordem homogénias, com coefici-
entes constantes, que sao sequéncias recursivas onde cada termo depende de dois antecessores
imediatos, isto é,

Unt2 + Pans1 + qa, = 0,com q # 0.

Se ¢ = 0, a recorréncia ¢é , na verdade, uma recorréncia linear de primeira ordem.

Recorréncia desse tipo ¢é associada a equacao do segundo grau,
24 pr4+qg=0

determinada de equagao caracteristica. Como ¢ # 0 nao teremos 0 (zero) como raiz da equagao

caracteristica.

, ) . ~ 5 _
Teorema 3.4.1. Se as raizes de 2°+pr+q = 0 sa0 x1 e £ com 1 # 9, entao a,, = Cra}+Chah
é solucao da recorréncia a,.o + pa,+1 + qa, = 0, para quaisquer valores constantes de ' e

Cy.

Prova: Substituindo a,, = Ci2} + Cyxl na recorréncia a, o + pa,+1 + qa, = 0, obtemos
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Clljlﬂ_Z + CQZ'EH_Q + P (01$711+1 + 021.;1-‘1-1) + q (Cl.fE?f + CQ.%T;) =
Cixl (23 + pry + q) + Caly (25 + pra + q)
Mas 22 + gr1 +q =0 e 23 + qguy + g = 0, logo:

C’lx’fO -+ OQZL’;LO =0 C.q.d.

Teorema 3.4.2. Se as raizes de 2?+pr+q = 0 sao iguais 7, = 29 = x, entdo a,, = C 2" +Cona"
é solucao da recorréncia a,.o + pa,+1 + qa, = 0, para quaisquer valores constantes de C e

Cy.

Prova: Se as raizes sao iguais entao, pela relagao da soma das raizes, v = —5.

Substituindo a,, = Ci2™ 4+ Conz™ na recorréncia a,.o + pan.+1 + qa, = 0 obtemos,
Cra" 2 + Cy(n + 2)2" 2 + p[Cra™™ + Co(n + Da™ ™ + ¢ (Cra™ + Cona™) =

Cia" (2° + pr + q) + Cona™ (2 + pr + q) + Coz™ " (22 + p)

Mas 22 +pr+q=0ex = -2 = 22 = —p , logo:

)

C12™.0 + Conz™.0 4+ Cox™ ™ (—=p + p) = 0 c.q.d.

3.4.3 PRINCIPIO DA INDUCAO MATEMATICA

E uma forma geral de provar que alguma afirmagao (propriedades) sobre o natural n é
valida para todo n > 1. Primeiro provamos a proposi¢ao para o menor valor de n, 1; este
¢ o primeiro passo da inducao. Depois provamos a afirmacao para n > 1, supondo que ela
ja foi provada para todos os valores naturais entre 1 e (n — 1), inclusive; este segundo passo
é a inducao propriamente dita. Em outras palavras, seja P (n) uma propriedade relativa ao

numero natural n. Agora suponha que
1. P(1) é valida ;

2. Para todo valor do ntmero natural n, a validade de P (n) acarreta a validade de
P(n+1).
Entao, pelo principio da indugao matematica, P (n) é vélida para qualquer nimero

natural n.



o8

Com efeito, se chamarmos de X o conjunto dos niimeros naturais n para os quais P (n)
é valida, veremos que 1 € X em virtude de 1) e que n € X em virtude de 2). Logo, pelo

principio da inducao matematica, concluimos que X = N.

Relagoes de recorréncia sao ideais para usar o principio da indugao matematica.

3.5 SEQUENCIA FIBONACCI

A seqiiéncia dos numeros de Fibonacci é definida por meio de uma simples recorréncia.
Denotaremos F,, como o n-ésimo numero de Fibonacci. A partir de dois termos iniciais
(Fy=0e Fy = 1) os termos subseqiientes sao obtidos pela soma dos dois termos imediata-
mente anteriores. Assim, como F; = 1 e Fy = 1, segue que F3 = Fi1 + F, =1+1 = 2.
Genericamente, a lei de recorréncia para a seqiiéncia de nimeros de Fibonacci é escrita por

F, =F,_1+ F,_, isto é, sao simples nimeros inteiros definidos pela relacao de recorréncia

Fl == 1,
F2 = 1,

F, = F, 1+ F,_5, paran > 1.

Os primeiros termos da seqiiéncia de Fibonacci sao:

n B|1[2[3]4,/5/6(7 |8 |9 |10[11]12 |13 |14
Fnﬂl123581321345589144233377.

A simplicidade desta regra-a relacao de recorréncia mais simples possivel na qual cada
nimero depende de dois prévios- é reponsavel pelo fato de os niimeros de Fibonacci aparecerem

em uma ampla variedade de situagoes.

3.5.1 PROPRIEDADES DA SEQUENCIA FIBONACCI

A seguir, apresentam-se alguns resultados e/ou propriedades relacionados com a Sequéncia
de Fibonacci. Comega-se com uma propriedade referente a soma dos n primeiros niimeros da

Sequéncia de Fibonacci:

Teorema 3.5.1. A soma S, n > 1, dos n primeiros nimeros da Sequéncia de Fibonacci é
dada por

Sn = ap+y2 — 1.
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Prova: Tem-se que

a;+ax = asz— a; = as — ao
s +as = a4 — ax = a4 — as
as + a4 = a5 — a3 = a5 — A4
Ap + Ap1 = Gpi1 —> Ap1 = Apy1 — Ay
Ap+1 +a, = Ap42 = Ap = Apy2 — Qpyl

Somando membro a membro as igualdades e simplificando termo a termo todas essas igual-
dades, obtém-se

Sp=a1+ay+az3+ -+ ap_1 + ap = Ay — L.

A préxima propriedade refere-se a soma dos quadrados dos n primeiros nimeros de Fibo-

nacci:

Teorema 3.5.2. A soma S,2 dos quadrados dos n primeiros nimeros de Fibonacci é dada
por

Sn2 = AnGnt1

Prova: Temos que a; = as = 1, dai tem-se que
2 —_—
(al) = 1049
e, para k > 1,
_ _ _ 2
A1 — Qp—10f = Qg (Qpg1 — Ap—1) = agag = (ax) (*)

ja que, pela identidade ay = apy1 — ag_1.Fazendo-se k = 2,3,4,...,n na igualdade (%),

obtém-se que

(&1)2 = aiaz

(as)* = asaz — ajas

(a3)2 = a3a4 — Q20a3
(an—1)2 = Qp—1Gp — Ap—20p—1

(an>2 = ApQp41 — Qp—10ayp
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Somando membro a membro todas as n igualdades e simplificando a expressao resultante,

tem-se

Sz = (a1)® + (a2)* + (a3)” + (a4)” + ... + (@n—2)” + (@0-1)” + () = An@ns1.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo mostrar que as sequéncias numéricas podem ser
trabalhadas de forma nao conteudistas no ensino médio, sem o uso necessario de féormulas e
regras tao comuns no ensino de Matematica nas escolas publicas. A maneira diferente como
sao trabalhadas essas sequencias caracterizam um ensino motivador que contribuird para o
sucesso no ensino da Matematica.

Essa proposta é importante pois incentiva o professor trabalhar a realidade dos alunos,
ensinando-os a desenvolver habilidades com o seu cotidiano de maneira ludica e diferente,
assim, permite aos alunos a criticidade, tao diferente da abstracao. Saber trabalhar essas
questoes é de fundamental importancia para o sucesso no ensino de sequéncias numéricas no
ensino médio.

Mostramos aqui que com algumas defini¢oes e com o uso de Recorréncia, podemos
resolver varios problemas de sequéncia numeérica.

Acreditamos que esta pesquisa contribuira para uma melhor reflexao das praticas
pedagdgicas de muitos profissionais envolvidos com o ensino da Matematica e servirda para
discutimos qual o melhor caminho para fazer com que os alunos eliminem as dificuldades do
ensino desta disciplina e que essas propostas os incentive-os a gostar de aprender com o seu

cotidiano.
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