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Resumo

As abordagens e discussoes apresentadas nesta dissertacao possuem como objetivo central
mostrar aos professores e estudantes um recurso de demonstragao formal para férmulas
apresentadas na educagao basica. O recurso escolhido para a execugao das demonstracoes
formais foi o intitulado Principio de Inducao Finita (P.I.F.). Portanto, vale ressaltar que
o tema escolhido neste trabalho possui relevancia no que tange ao estudo da importancia
das demonstragoes de féormulas que sao apresentadas na Educacao Bésica e, em especial,
ao método intitulado P.ILF. Trata-se de um método matematico que envolve o conjunto
dos nimeros naturais (IN) muito utilizado nas disciplinas de teoria do ntmeros, geome-
tria, analise combinatéria, etc. O matematico Giuseppe Peano (1858-1932) estabeleceu
0s axiomas necessarios para que pudéssemos descrever o conjunto dos nimeros IN. Neste
trabalho, o leitor encontrara algumas variagoes para a escrita destes quatro axiomas.
De um modo especial, abordaremos o quarto axioma de Peano que também é conhe-
cido como axioma de inducao e que servird como base para o método da demonstracao
pelo P.ILF. A organizacao em que os temas sao apresentados ao leitor segue uma ordem
didaticamente escolhida para que o contetiddo possa ser bem compreendido tanto pelos
professores quanto pelos estudantes que eventualmente venham a realizar a leitura deste
trabalho. Apresenta-se ao leitor tépicos relacionados a: um pouco a respeito do conjunto
dos IN e também de Giuseppe Peano; a legislagao que incentiva o uso de métodos que
levam o desenvolvimento do pensamento critico; demonstracoes por meio do P.I.F. apli-
cadas ao ensino médio; aplicagdes do P.I.F. mediante uso de material concreto e, por fim,

apresentacao do questionario aplicado aos professores e andlise dos resultados.

Palavras-chaves: Inducao. Peano. Demonstragao. Educacao Bésica.






Abstract

The approaches and discussions presented in this dissertation have as their central aim
to show teachers and students a formal demonstration resource for formulas presented in
Basic Education. The resource chosen to carry out the formal demonstrations was the
Finite Induction Principle (P.ILF.). Therefore, it is worth highlighting that the theme
chosen in this work is relevant when it comes to studying the importance of demonstra-
tions of formulas that are presented in Basic Education and, in particular, the method
entitled P.LF. It is a mathematical method that involves the set of natural numbers (IN)
widely used in the disciplines of number theory, geometry, combinatorial analysis, etc.
Mathematician Giuseppe Peano (1858-1932) established the necessary axioms so that we
could describe the set of numbers IN. In this work, the reader will find some variations for
writing these four axioms. In a special way, we will address Peano’s fourth axiom, which
is also known as the axiom of induction and which will serve as the basis for the method
of demonstration by P.LF. The organization in which the themes are presented to the
reader follows a didactically chosen order so that the content can be well understood by
both teachers and students who may eventually read this work. The reader is presented
with topics related to: a little about the set of IN and also Giuseppe Peano; legislation
that encourages the use of methods that lead to the development of critical thinking;
demonstrations through P.I.F. applied to high school; applications of P.I.LF. through the
use of concrete material and, finally, presentation of the questionnaire applied to teachers

and analysis of the results.

Key-words: Induction. Peano. Demonstration. Basic Education.
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Introducao

Iniciaremos o discurso das primeiras ideias desta dissertacao reportando as pala-
vras que Pitdgoras ! teria afirmado: “todas as coisas sdo niimeros”. Esta afirmacio, apesar
de sua estrutura gramaticalmente simples e de sentido rapido e completo, guarda uma
enorme profundidade no que tange nao apenas a capacidade de identificacdo da matema-
tica em nosso cotidiano, mas a consciéncia de que sua presenca é capaz de dar sentido ao
novo, buscar a ordenacao dos dados de fenomenos por meio de padroes e, ainda, tabular
valores correspondentes a eventos do passado, observar precisamente o presente e buscar
demonstracoes de fatos que, por vezes, sao essenciais a compreensao do futuro. Ao citar
uma frase que possivelmente foi dita por Pitagoras, estamos nos reportando aproxima-
damente ao ano 570 a.C. de modo que, hoje, no ano de 2023, ainda se faz necessario o
despertar acerca da importancia em perceber que a frase supostamente dita por Pita-
goras permitird aos homens contemporaneos uma melhor compreensao das coisas que o0s

circundam.

O ato de perceber a matematica nas coisas é um exercicio que excede a mera
contemplacao de leis matematicas que regem fendmenos, mas faz com que o homem se
torne personagem critico e participativo da compreensao e prospeccao de sua historia.
Apesar da matematica, por meio de seus axiomas, lemas, teoremas, corolarios, proposigoes
e todas mais suas formalizagoes, buscar descrever padroes e demonstragoes que possam
auxiliar a compreensao do mundo em que se vive, ressalta-se a importancia da iniciativa

do préprio homem em buscar estas demonstragoes.

E, de um modo especial, quando se tratar de um ambiente educacional, estas de-
monstragoes precisam estar acessiveis aos estudantes. Por este motivo, nesta dissertacao
realizaremos uma discussao que buscara apresentar ao leitor alguns recortes de documen-
tos oficiais de modo a deixar claro a necessidade do uso de recursos que viabilizem a
aplicacao do Principio de Indugao Finita (P.I.F.), a formalizacao deste principio, a apre-
sentacao de alguns exemplos e a identificacao de situagoes presentes na educagao basica

que podem ser demonstradas pelo P.L.F.

O P.LF. apresenta-se como uma poderosa ferramenta matematica de demonstra-

cao para algumas formulas que sdo apresentadas aos estudantes na educacao basica.

Os aspectos apresentados terao uma relevancia significativa tanto para professores

quanto para estudantes, visto que, durante a educagao basica, a demonstracao de algumas

L "Pitdgoras foi um fildsofo, matematico, astrénomo e musico grego pré-socratico. Nasceu na ilha de

Samos no ano aproximado de 570 a.C. e morreu, provavelmente, em 496 a.C.. Passou boa parte
de sua vida na antiga regido da Magna Grécia (atual territério italiano) e 14 fundou a sua escola
filoséfica".(PORFIRIO, 2020)
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formulas sao deixadas de lado e é dado énfase a apresentacao de féormulas fechadas com

aplicagao em exercicios diversos.

Os fatores como: a necessidade do cumprimento de toda a grade curricular que é
apresentada pelas instituicoes em um curto prazo de tempo; falta de envolvimento dos
estudantes em atividades que exijam uso mais apurado do raciocinio légico; falta de pré-
requisitos que permitam o entendimento do P.ILF. e seus possiveis desdobramentos no
que se refere a realizacao de contas de aritmética e algebra, serao analisados quanto a
sua existéncia ou mesmo a sua gravidade por meio da andlise das respostas obtidas no
questionario aplicado a um grupo de 37 professores no intuito de verificar se processos
de demonstracao como, por exemplo, P.I.F. sao ou nao utilizados corriqueiramente como

uma ferramenta de demonstracao formal.

Comumente, os professores se deparam com a situagao em que o estudante, por
meio de conjecturas, deduzem a lei de formacgao de uma sequéncia ou mesmo uma férmula
que descreva determinado padrao que foi observado em dado intervalo. Estas conjecturas,
que sao realizadas por alguns estudantes, normalmente, sao embasadas pela observagao
de alguns poucos exemplos que confirmam a validade da proposicao e, por meio daquilo
que foi observado, conclui-se que esta férmula cabe a todos os nimeros naturais. Gera-se
neste caso, no estudante, uma certa leviandade no que tange a capacidade de indagar e
questionar de modo matematico se determinada conjectura ¢ valida para todos os niimeros
naturais® (IN). Ao se permitir que o estudante conclua as férmulas fechadas por meio de
uma simples observagdo de um padrao notado em dado intervalo, incorre-se no risco de
concluir erroneamente a formula ou mesmo privar o estudante de artificios simples, mas

extremamente poderosos na utilizacao de demonstragoes.

Portanto, o P.I.LF. é uma alternativa a necessidade de demonstrar formalmente a

validade de uma conjectura.

Ainda, segundo Hefez (2009), o P.ILF. é uma grande ferramenta para a exploracao
da ideia de infinito e aprimoramento e compreensao das propriedades que circundam os

numeros IN.

Se alguém me perguntasse o que é que todo estudante de Ensino Médio
deveria saber de matematica, sem sombra de divida, o tema Indugao
figuraria na minha lista. E com o conceito de Inducio que se estabelece
o primeiro contato com a nogao de infinito em Matematica, e por isso
ele é muito importante; porém, é, ao mesmo tempo, sutil e delicado.

(HEFEZ, 2009, p.3)

Para fins de escrita deste trabalho adotaremos o 1 como sendo o menor elemento do conjunto IN. Deste
modo, quando desejarmos que o zero seja o menor elemento do conjunto IN, utilizaremos a seguinte
escrita: INU{0}. Caso o professor regente utilize este trabalho como material de apoio em suas aulas,
considera-se a possibilidade de realizar os devidos ajustes de modo a contemplar as necessidades
impostas pelas realidades de cada Unidade Escolar.
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Com isso, este trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 1, a pri-
meira secao consta de uma abordagem relacionada ao conjunto dos nimeros IN e as
contribui¢oes de Giuseppe Peano na formalizacao de seus axiomas e, na segunda secao,
apresentaremos ao leitor uma série de recortes e abordagens de documentos oficiais no
intuito de explicitar e respaldar que a inser¢ao de atividades, praticas pedagogicas e acoes
que permitam aos estudantes a conjecturacao e demonstragao de fatos matematicos é de
extrema importancia e se mostra um ato contemporaneo e embasado legalmente. no Ca-
pitulo 2, o processo do P.I.LF. é detalhado por meio de alertas a respeito da importancia
e cuidados de uma conjectura, da formalizagdo do axioma de inducao e, ainda, alguns
exemplos; no Capitulo 3, uma sequéncia de demonstragoes estao organizadas de modo a
propiciar aos professores e estudantes um material teorico para estudo do P.I.F. aplicado
a férmulas matemdaticas que sao trabalhadas na educacao basica; no Capitulo 4, ha de-
monstragoes em que os professores e estudantes possam se valer de materiais concretos
no auxilio e compreensao das conjecturas e demonstracao; por fim, o Capitulo 5 consta de
um questiondrio e a resposta de seus respectivos itens que foram aplicados a professores
da educagao basica no intuito de levantar dados a respeito do conjunto dos nimeros IN
e os meios e a frequéncia em que sao feitas as demonstragoes em sala de aula. Por fim,
o apéndice é composto pelo questiondrio aplicado aos professores, sugestoes de ativida-
des que fomentem situagoes em que o P.I.LF. pode ser utilizado e algumas demonstragoes

extras.
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1 Os nimeros naturais e o pensamento cri-

tico

1.1 O conjunto dos Ndmeros Naturais

1.1.1 Enumerabilidade

O conjunto dos nimeros naturais, mesmo que por alguns nao seja conhecido de
maneira formal e circundada de termos matematicos, é aquele em que mesmo os leigos em
assuntos matematicos se arriscariam a enumera-lo e muito provavelmente a citar exemplos

em que sua aplicabilidade pudesse ser demonstrada.

Trata-se de um conjunto conhecido pela sua capacidade de enumerar objetos que
podem ser facilmente encontrados em nosso cotidiano. Ainda, é aquele conjunto que pri-
meiro ensinamos as criancas durante a fase de alfabetizacdo. A crianca, por meio de
estimulos, durante o processo de alfabetizacao, inicia uma jornada em associar a quanti-
dade de objetos a um som especifico e também a um simbolo. Por exemplo, a quantidade
de trés objetos é aos poucos associada pela crianca ao da prontuncia da palavra "trés'e
a grafia do simbolo "3". E deste modo, de niimero em ntmero, a crianca ird realizando
a assimilacao entre o som a ser pronunciado, a quantidade a ser associada e a grafia do
simbolo que representara esta quantidade. Com isso se tornara o conjunto utilizado para
inicializacao de uma crianga com a ideia de quantidade, escritas dos niimeros e contagem
de objetos. Tomamos o conhecimento da existéncia destes nimeros de uma forma tao
ludica e homeopatica que aos poucos ela passa a fazer parte de nosso cotidiano e se torna
um instrumento visto e utilizado diariamente em nosso cotidiano. Como, por exemplo,
a0: observar as horas em um reloégio, buscar por um canal na televisao, digitar o nimero
de telefone, realizar contas em um supermercado, entre outros. Assim, de tdo presente
em nosso cotidiano, o conjunto dos niimeros naturais se torna, em alguns momentos, im-
perceptivel aos olhos de quem vé nas realizacoes dos afazeres diarios, entretanto guarda
a tarefa essencial de quantificar, valorar e criar possibilidade de comparacao. Este belo
conjunto se torna parte de nossa rotina a ponto de nao conseguirmos imaginar como seria
nossas vidas sem ele, alias, temos dificuldade em ao menos realizar este exercicio mental.

De acordo com Bezerra (2021), professora de Histéria, os nimeros como conhece-
mos hoje é legado do trabalho de muitas geragoes, veja:

Os numeros surgiram hd mais de 30 mil anos quando os seres humanos
tiveram que contar objetos e animais.

Quando sentiam necessidade de contar aquilo que cagcavam ou pescavam,
os homens e mulheres primitivos desenhavam animais nas paredes para
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indicar sua quantidade.

Com o passar do tempo, as pessoas foram vivendo em grupos maiores,
as tribos, e cada uma delas desenvolveu um modo de contar. Por isso, os
numeros nao foram inventados por uma s pessoa, mas sim por varios

povos. (BEZERRA, 2021)

A citacao de Bezerra (2021) demonstra a validade da afirmagao de que o conjunto
dos niimeros naturais surgiu da necessidade de se realizar a contagem de objetos e é fruto

do legado de diversas geragoes.

Os algarismos indo-arabicos sdo a forma de escrever que utilizamos atu-
almente. Foi criado pelos hindus e espalhado pelo mundo ocidental pelos
arabes. Por isso, ele é chamado indo-ardbico.

Os hindus desenvolveram um sistema onde cada ntmero era um sim-
bolo e néo era preciso escrever um sinal diferente para indicar cada
agrupamento de objetos, como tinham feitos os egipcios. Assim como
os babil6énios, os algarismos ocupavam diferentes posi¢oes de acordo com
o valor que possufam. (BEZERRA, 2021)

Ainda, os nimeros naturais carregam a simplicidade em sua escrita utilizando-se

do valor posicional dos algarismos do sistema indo-arabico.

Um conjunto de uma simplicidade singular e que ao mesmo tempo guarda uma
série de propriedades que bem aplicadas possuem um enorme poder em demonstrar formu-
las matemadticas, como veremos no Principio de Indugéo finita (P.I.F.) que é um método
de prova matematica usado para demonstrar a validade de uma proposicao. O conjunto

dos nimeros naturais, convencionado pelo simbolo IN!, é infinito.

Definicao 1.1.1. Conjunto finito
Um conjunto X ¢é dito finito se € vazio ou se existe n, tal que f : In — X € uma bijecao,
I, ={1,2,3,...,n}.

Definicao 1.1.2. Conjunto infinito
Um conjunto X € dito infinito se X é nao vazio e para todo n, f:In — X nao é uma
bijecao, I, = {1,2,3,....,n}.

O conjunto dos ntimeros naturais (IN) é infinito, bem como os conjuntos dos ni-
meros inteiros % (Z), racionais *(Q) e irracionais *(I), e que por vezes é interpretado de
modo erréneo. Por exemplo, é muito comum observarmos nos livros didaticos e também

nos quadros de alguns professores o seguinte diagrama:

! Adotamos neste trabalho que: 0 ¢ IN

O conjunto dos nimeros inteiros é formado pelo conjunto dos ntimeros naturais adicionados aos seus
opostos aditivos e ao zero.

O conjunto dos niimeros racionais é formado por todos os elementos que podem ser escritos na forma

de fracdo P onde p,q€E€Zeq#0.
q

3

4 O conjunto dos nimeros irracionais é composto pelas dizimas nao periédicas e as raizes nio exatas
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R
N Z @ Real

Racionais

Natural Inteiros

Figura 1 — Modelo do diagrama de Venn comumente apresentado pelos livros didaticos.
Fonte: (RIZZO, 2020)

No diagrama apresentado na Figura 1, a area ocupada pelo conjunto dos nimeros
naturais ¢ significativamente menor que a dos demais conjuntos e este fato pode gerar
a impressao ao estudante que o conjunto dos nimeros naturais, apesar de ser infinito
como o conjunto dos nimeros inteiros, possui um ntimero menor de elementos quando
comparado ao conjunto dos numeros inteiros. Ainda, sugere que existem nimeros reais
que nao sao racionais e nem irracionais. Esta impressao erronea podera ser comprovada

por meio da andlise dos dados obtidos no questionério aplicado aos professores.

Segue abaixo, conforme Figura 2, uma sugestdo para a representagdo de R de
modo a tentar minimizar a ideia de que o conjunto IN possui um ntimero significativamente
menor de elementos quando comparado com o conjunto Z, e também evitar transmitir
a ideia de que existem numeros reais que nao sao racionais ou irracionais. Porém, vale
ressaltar que o diagrama representado na Figura 2 nao representa de modo inteiramente
adequado relagao de cardinalidade dos conjuntos, mas por uma facilidade didatica podera

ser apresentado aos estudantes seguido de suas devidas explicacoes.

R

Z.

N I

Figura 2 — Diagrama do conjunto dos nimeros Reais

Fonte: Elaborada pelo autor
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Para a discussao seguinte utilizaremos o conjunto NU{0}, isto é, NU{0} = {0,1,2,3, ...}
Vejamos, um conjunto pode ser finito ou infinito. Caso seja finito, sua cardinalidade sera
o niamero de elementos que compoem este conjunto. Caso o conjunto seja infinito, como
sdo os casos dos conjuntos dos nimeros naturais (IN), o conjunto dos ntimeros inteiros
(7)), o conjunto dos ntimeros racionais (Q), o conjunto dos nimeros irracionais (I) e o
conjunto dos nimeros reais (R) devemos buscar uma relagdo de bijegao. Isto é, quando
dois conjuntos finitos X e Y possuem uma relacao em que cada elemento de X corres-
ponde a um 1nico elemento de Y, e vice-versa, podemos concluir que ha uma relagao de
correspondéncia biunivoca entre estes dois conjuntos, isto é, dois conjuntos finitos que
possuem uma relagao biunivoca possuem o mesmo nimero de elementos e, deste modo, a
mesma cardinalidade. Agora, em conjuntos infinitos, é necessario que seja possivel notar
uma relagao de correspondéncia biunivoca entre estes conjuntos para que conclua-se que

eles possuem a mesma cardinalidade.

Vejamos, por exemplo, o caso do conjunto IN e o conjunto Z, analisaremos para
que possamos chegar a uma conclusao a respeito da cardinalidade destes conjuntos, um

em relagdo ao outro.

Tomaremos a funcao

f*IN — Z

n / 7
—, se n é um numero natural par.

f(”) = B (n2+ 1

) , se n é um numero natural impar.

deste modo obtemos as relagoes:

N A A

w N =

Assim, quando ha uma correspondéncia biunivoca, isto é, uma relagao de bijecao

entre o conjunto IN e um conjunto qualquer C' dizemos que o conjunto C' é enumeravel.



1.1. O conjunto dos Numeros Naturais 31

Portanto, observando o comportamento da relagdo da fungao f(n) apresentada acima,
concluimos que o conjunto IN e o conjunto Z possuem a mesma cardinalidade. Em uma
discussao deste tipo em sala de aula, provavelmente um estudante perguntaria se o mesmo
ocorreria com o conjunto dos nimeros racionais ou mesmo com o conjunto dos nimeros
reais. Entao, seria o momento de apresentar ao estudante o fato de o conjunto @ possuir
a mesma cardinalidade de o conjunto IN, porém o conjunto R nao possui uma relacao
de bijecao com o conjunto N, isto é, ndo possui e mesma cardinalidade do conjunto IN.

Ainda, mostrar ao estudante que existem diferentes tipos de infinito.

E de grande contribuicio para o estudo dos niimeros naturais o fato de, ao explicar
este conteido em sala, o professor nao reduzir o conjunto IN aquele que possui unicamente
a fungao de contar objetos. Ressalta-se a importancia de aproveitar a oportunidade para
trabalhar a ideia de antecessor (investigar qual natural ndo possui antecessor) e sucessor;
trabalhar a ideia de atribuir a um nimero natural qualquer a varidvel n, ao sucessor

s(n+ 1) e ao antecessor s(n — 1).

1.1.2  As contribuicoes de Giuseppe Peano

O processo de axiomatizacao para a definicdo do conjunto IN foi feita em 1889,
por meio da publicacao do livro: "Arithmetices Principia: Nova Methodo Exposita', pelo
matematico italiano Giuseppe Peano (1858-1932). Neste livro, foram enunciados alguns
axiomas sobre os niimeros naturais, que ficaram posteriormente conhecidos como os Axi-

omas de Peano.

Peano caracteriza o conjunto IN por meio dos seguintes axiomas, isto é, o conjunto
dos ntimeros naturais possuem quatro propriedades basicas e estas foram propriedades-

conhecidas por “Axiomas de Peano”.

(A1)’: Todo nimero natural tem um tnico sucessor, que também é um nimero

natural;
(A2)’: Numeros naturais diferentes tem sucessores diferentes;

(A3)’: Existe um unico ntiimero natural, designado por 1, que nao é sucessor de

nenhum outro;

(A4)’: Seja X um conjunto de ntimeros naturais, isto é, X C IN. Se 1 € X e se,

além disso, o sucessor de cada elemento de X ainda pertence a X, entao X = IN.

Usando o fato de que o sucessor de um ntmero n pode ser escrito da forma
s(n) = n+ 1 e que essa é uma notagao viabilizada pela definicdo de adigdo em N, fato
que rigorosamente nao impede o estabelecimento dos axiomas, podemos escrevé-los do

seguinte modo:

Axioma 1.1.1. Aziomas de Peano
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(A1): Todo nimero natural n tem um unico sucessor, representado por n + 1.
(A2): Sem+1=n+1, entdo m = n.

(A3): Eziste um tunico nimero natural, designado por 1, tal que n+ 1 # 1, para
todo n € IN.

(A4): Seja X um conjunto de nimeros naturais, isto é, X C IN. Se 1 € X e se,
além disso, n+1 € X | para cada n € X, entao X = IN.

O matemadtico Lima (1988), sugere uma forma mais rebuscada matematicamente

de reescrever os axiomas de Peano, veja:

“Um matematico profissional, em sua linguagem direta e objetiva, diria
que o conjunto IN dos niimeros naturais é caracterizado pelas seguintes
propriedades:

(Al): Existe uma funcdo s : IN — IN, que associa a cada n € IN um
elemento s(n) € IN, chamado o sucessor de n.

(A2): A funcdo s: IN — IN é injetiva.

(A3): Existe um tnico elemento 1 no conjunto IN, tal que 1 # s(n) para
todo n € IN.

(A4): Se um subconjunto X C IN é tal que 1 € IN e s(X) C X (isto é,
n € X = s(n) € X), entdao X = IN. (LIMA, 1988, p.27)

Observe que, como estamos chamando de IN o conjunto dos niimeros naturais, a
notagdo n € IN significa que n é um nimero natural. A notagao s(n) é proviséria. Com a

defini¢do da adicao, a escrita s(n) podera ser substituida por n + 1.

O A3, terceiro axioma de Peano, estabelece o niimero 1 como sendo o inico niimero
natural que ndo é sucessor de nenhum outro, isto é, o 1 é menor elemento do conjunto IN.
Mas, principalmente, no ensino fundamental e ensino médio é comum adotar o nimero 0

(zero) como sendo o menor elemento do conjunto dos nimeros naturais.

1.2 Recortes da Legislacao Educacional quanto a construcao de

um raciocinio légico

Veremos ao longo desta se¢ao que as publicagdes em documentos oficiais mais re-
centes no que tange ao papel educativo de uma Unidade Escolar (UE) deve contemplar
em seu curriculo praticas que favorecem a problematizacao, instrumentalizacao e o apri-
moramento na capacidade de elaborar e discutir temas que permitam a conjecturacao,
demonstracao e analise de resultados. A busca pela criacao e modelagem de problemas
matematicos desenvolvem no estudante a capacidade de mensuragao e andlise de da-
dos coletados, deste modo, tornando-o mais critico e participativo na construgao de sua

prépria histéria.
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Por exemplo, o ato de conjecturar possiveis padroes observados em sequéncias
numéricas é capaz de despertar no estudante uma série de questionamentos como: este
padrao que observei esta correto? existe outro padrao que descreva esta mesma sequéncia?
sequéncias distintas podem ser descritas pelo mesmo padrao? em qual conjunto numérico
estou trabalhando? posso demonstrar formalmente isto que estou conjecturando? pergun-
tas como estas possibilitam que uma grande variedade de conceitos sejam revisitados ou

mesmo inseridos ao longo das discussoes.

A partir do marco temporal em que evidencia-se de modo expresso, por meio de
documentos oficiais, a necessidade de que os contetidos embarcados nos curriculos da UE,
bem como outros documentos como o projeto politico pedagdgico possam levar, ou ao
menos contribuir, para a formacao de um sujeito critico, ativo e participativo quanto a
construcao da escrita de sua propria histéria, temos a atribuicao de contribuir e facilitar
o processo de construcao da autonomia do estudante. De um modo especial, proporcionar
ao estudante situacoes diversas que permitam a conjecturacao e demonstracao de padroes
e modelos mateméaticos por meio de conteuidos e atividades adequadas de modo a atender

a demanda da comunidade escolar.

O P.ILF., apesar de nao fazer parte da grade curricular do ensino médio atual-
mente, mostra-se como uma poderosa ferramenta a ser explorada de modo a propiciar
aos estudantes um momento de conjectura e demonstragao de férmulas matematicas,
contribuird para o desconstrucao da ideia de que as formulas matematicas estao prontas
e acabadas nao cabendo qualquer tipo de questionamento ou mesmo a necessidade de

demonstragoes.

Lancar mao de demonstragoes utilizando o P.I.F. permitird aos estudantes o com-
bate a ideia que de nao ha necessidade de demonstrar formulas matematicas e, ainda, de
que para se provar formulas matematicas basta realizar o teste para alguns niimeros que
corrobore com o desejado. O P.ILF. auxiliara no trabalho educativo que, segundo Saviani
(1995), o trabalho educativo é o ato de produzir, direta e intencionalmente, em cada in-
dividuo singular, a humanidade que é produzida histérica e coletivamente pelo conjunto

dos homens.

Assim, a exploracao do método de Inducgao serd permeado pela intencionalidade
em buscar novas formas de demonstragoes de férmulas matematicas, aprimoramento da

construcao de um raciocinio mais légico e nao homogéneo.

1.2.1 O que diz a Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional

A Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (LDBEN) disciplina o sistema
educacional brasileiro, do ensino infantil até o superior, assegurando, dessa forma, os

direitos aos estudantes brasileiros.
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art. 22: "A educacdo, dever da familia e do Estado, inspirada nos princi-
pios de liberdade e nos ideais de solidariedade humana, tem por finali-
dade o pleno desenvolvimento do educando, seu preparo para o exercicio
da cidadania e sua qualificagdo para o trabalho", trata-se de uma Lei que
visa assegurar as condi¢des minimas para que a educagao possa ser or-
ganizada de modo a atender as necessidades dos estudantes levando-os a
uma formacao integral que faca-os alcangar o pleno desenvolvimento, as

condigoes para o exercicio da cidadania e a qualificacdo para o trabalho.
(BRASIL, 1996)

Faz-se relevante a reflexao acerca dos temas abordados nas UEs de modo que esses
possam auxiliar no alcance dos termos que sao apregoados na LDBEN, isto é, as UEs
devem seguir uma organizacgao curricular que seja capaz de atender as demandas trazidas
pelos estudantes e criar oportunidades de reflexao e discussao de temas relevantes para a
formacao integral ® do estudante. Acrescenta-se que a abordagem de temas matematicos
relacionados a educagao basica que possam ser demonstrados pelo P.ILF. sao de valia
quanto a contribui¢ao da composi¢ao de uma organizagao curricular que possa contribuir
com a formacao integral do estudante, visto que tal principio propicia momentos de

reflexdo acerca de padroes mateméaticos que envolvem diversos conceitos e conjecturas.

A LDBEN, em seu art. 35, III, mantém consonancia com o exposto no CM ao
expressar a necessidade do ensino médio em contribuir com o aprimoramento do edu-
cando como pessoa humana. Ainda, nesse inciso, ressalta de forma expressa o desenvolvi-
mento da autonomia intelectual e do pensamento critico, ou seja, abre caminhos a serem
abordados que tratem da insercao, ou mesmo da manutencao, de contetidos que possam

aprimorar a capacidade critica dos estudantes.

Art. 35. O ensino médio, etapa final da educagdo bésica, com dura-
¢ao minima de trés anos, terd como finalidades: I - a consolidacao e o
aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no ensino fundamental,
possibilitando o prosseguimento de estudos; II - a preparagao bésica
para o trabalho e a cidadania do educando, para continuar aprendendo,
de modo a ser capaz de se adaptar com flexibilidade a novas condigbes
de ocupacao ou aperfeicoamento posteriores; III - o aprimoramento do
educando como pessoa humana, incluindo a formacao ética e o desen-
volvimento da autonomia intelectual e do pensamento critico; IV - a
compreensdo dos fundamentos cientifico-tecnologicos dos processos pro-
dutivos, relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada disci-
plina. (BRASIL, 1996)

No art.35, 111, da LDBEN, é atrelado o aprimoramento do educando como pessoa

humana ao desenvolvimento do pensamento critico. O pensamento critico deve ser um

®  Na chamada formacéo integral, ha um esforco por parte do colégio em trabalhar o social, o psicolégico,

o pedagdgico e o afeto do estudante; ja na educagao em tempo integral, a preocupagdo maior é com o
nimero de horas que a crianca ou o adolescente passa dentro da instituicdo de ensino, independente
de receber ou ndo uma formacao integral. Fonte: (ESCOLA MELHOR, 1988)
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processo racional e consciente que permita aos estudantes uma melhoria em sua quali-
dade de vida e formacao de seu carater. Atividades que incentivem o pensamento critico
e logico, como é o caso das demonstragoes que utilizam o P.ILF., possuem uma série
de vantagens como por exemplo: incentivar a curiosidade por meio de questionamen-
tos e observagoes; motivar a discussao de temas matematicos e defini¢bes; desenvolver
a capacidade de lideranca diante da necessidade de se posicionar e defender suas con-
jecturas; entre outras. O P.I.F. auxilia o estudante quanto a compreensao de defini¢oes
e na identificagdo de etapas e processos de demonstragao que estao viciados por algum
tipo de inconsisténcia matematica. Portanto, a insercdo do P.ILF. como ferramenta de
demonstracao na educacao basica é uma ac¢ao que contribuird para o alcance de umas das
finalidades do ensino médio. No inciso I, a LDBEN apresenta uma finalidade que pode
ser alcancada com o auxilio de demonstragoes obtidas pelo P.I.F., pois a consolidacao
dos conhecimentos apresentados no ensino fundamental poderao ser retomados de modo

mais aprofundado no ensino médio e seguido de demonstragoes e reflexdes tedricas.

O pensamento critico faz-se um importante processo a ser almejado para o alcance
das finalidades descritas na LDBEN. Francis Bacon ¢, em uma de suas frases, deixa bem

claro qual é conceito do pensamento critico. veja:

Pensar criticamente é ter o desejo de procurar, a paciéncia de duvidar,
a propensdo para meditar, a lentidao para afirmar, a vontade de consi-
derar, o cuidado de por em ordem e o 6dio a todo o tipo de imposicoes.
(IBERDROLA, 2020)

O P.LLF. é um processo de demonstragao da validade de uma proposicao que por
seu procedimento © é capaz de proporcionar aos estudantes o desejo de buscar e investigar

se tal proposicao é valida mediante o exercicio do pensamento critico.

1.2.2 O que diz a Base Nacional Curricular Comum

A Base Nacional Curricular Comum (BNCC), ressalta a importéancia de que alguns
aspectos de relevancia sejam desenvolvidos, sao eles: desenvolvimento relativo ao processo
de investigacao, atinge-se este aspecto por meio da propositura de situagoes e problemas
que desafiem os estudantes a investigar, justificar e explicar os caminhos adotados e as
motivacoes para o exercicio de tal procedimento bem como a capacidade de organizacao e
registro dos calculos e ideias concatenadas; construcao de modelos, um aspecto que exige
a capacidade de identificar padroes matematicos e, por meio de observagoes, levantar

conjecturas a respeito da veracidade e validade de suas proposicoes, bom como aplicar

6 Francis Bacon (1561-1626) foi um filésofo, politico inglés e um dos fundadores do método indutivo

de investigacdo cientifica, o qual estava baseado no Empirismo. Seus estudos contribuiram para a
histéria da ciéncia moderna.(TODA MATERIA, 2023)

T O Principio de Inducéo Finita é composto por duas etapas sendo elas: caso base e passo indutivo.
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agoes ja conhecidas na comprovacao da validade das proposi¢oes apresentadas; resolugao
de problemas, que de acordo com a BNCC, este aspecto deve contemplar os mais diversos

contextos e situacoes, inclusive lancar mao do uso de tecnologias computacionais.

Para que esses propdsitos se concretizem nessa area, os estudantes de-
vem desenvolver habilidades relativas aos processos de investigacao, de
construcao de modelos e de resolucao de problemas. Para tanto, eles de-
vem mobilizar seu modo proprio de raciocinar, representar, comunicar,
argumentar e, com base em discussoes e validagoes conjuntas, aprender
conceitos e desenvolver representagoes e procedimentos cada vez mais
sofisticados. (BRASIL, 2018)

Ainda observamos, na citagao anterior, que a BNCC ressalta a necessidade do
uso de representacoes e procedimentos cada vez mais sofisticados que visam atender
as demandas relacionadas ao processo investigativo. O método de ensino baseado no
processo investigativo é composto por uma abordagem que promova o planejamento, o
questionamento, a escolha de evidéncias, as explicagdes com bases em evidéncias . Ainda,

segundo Nunes (2021), o ensino por investigagao envolve tarefas multifacetadas como:

1. a realizagao de observacoes;

2. a colocagao de questoes;

3. a pesquisa em livros e outras fontes de informagao;

4. o planejamento de investigacoes;

5. a revisao do que ja se sabe sobre a experiéncia;

6. a utilizacdo de ferramentas para analisar e interpretar dados;
7. a exploragao;

8. a previsao e a resposta a questao;

9. a comunicacao dos resultados.

Ressalta-se que essas tarefas que foram listadas sao tragos comuns a metodologia

de resolucao de problemas e a metodologia de modelagem matematica.

Por fim Nunes (2021) apresenta que outras caracteristicas do ensino por investiga-
¢ao sao: o envolvimento dos alunos em questoes cientificas, dando prioridade as evidéncias
para responder as questoes; o uso de evidéncias para desenvolver explicagoes, promovendo
a ligacdo dessas com o conhecimento cientifico; e a comunicacao e justificacdo das suas

explicagoes.
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Diante do exposto, o P.I.LF. apresenta-se, novamente, como um importante ins-
trumento que poderd auxiliar o professor no processo investigativo de modo a mobilizar
os estudantes a fim de que as habilidades relacionadas aos processos de investigacao, de
construcao de modelos e de resolucao de problemas sejam abordados em um contexto

matematico e, ainda, aprimorados e revisitados ao longo do ano.

Ainda, a BNCC apresenta em suas competéncias especificas de matematica e suas
tecnologias para o ensino médio cinco itens que descrevem competéncias que se completam
e visam o desenvolvimento da cognicao, atitudes de autoestima e de perseveranca na
busca de solugoes. Apesar destas competéncias especificas ndo apresentarem uma ordem
preestabelecida e, juntas, formarem um todo, destacaremos um item dentre os cinco
que nos servira de incentivo para a defesa do uso e inclusdo do P.I.LF. em atividades da

educacao basica.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos
e propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como
observacao de padrdes, experimentacoes e diferentes tecnologias, iden-
tificando a necessidade, ou nao, de uma demonstragdo cada vez mais
formal na validagio das referidas conjecturas. (BRASIL, 2018, p.531)

A arte de conjecturar e investigar os conceitos e propriedades matematicas sao
etapas importantes e indispensaveis para a construcao de uma vida escolar madura e que
possa permitir o prosseguimento dos estudos. Por isso, faz-se de grande importancia o uso
de procedimentos matematicos que sejam capazes de propiciar aos estudantes momentos
de reflexdo e demonstragoes matematicas. Ao longo dos contetidos abordados nos ensino
fundamental e médio, hé diversas situagoes em que o ato de investigar e conjecturar
podem ser trabalhados e, de um modo muito especial, em demonstragoes de propriedades
matematicas. Quanto as demonstragoes, a BNCC ressalta a importancia da validagao de
uma conjectura por meios formais, isto é, rompe-se a ideia, comumente apresentada pelos
estudantes (conforme veremos dados apresentados no resultado do questionéario) de que
a conjectura ¢ uma forma de demonstracao suficiente e capaz de garantir integralmente
a validade de uma propriedade. Ainda, conforme a Figura 3, desde o 1° ano do ensino
fundamental, a BNCC destaca a importancia da observagao de padroes matematicos por

meio de figuras e também por sequéncias.
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Algebra Padraes figurais e numeéricos: investigacao de
regularidades ou padrdées em sequéncias

Sequéncias recursivas: observacao de regras
usadas utilizadas em seriacdes numéricas (mais
1, mais 2, menos 1, menos 2, por exemplo)

Figura 3 — Unidade tematica e objetivos de conhecimento - 1° Ano.

Fonte: (BRASIL, 2018), Pag. 278. A esquerda, refere-se a unidade tematica. A direita, refere-se aos

objetivos de conhecimento - Anos Iniciais - 1° ano.

1.2.3 O que diz o Curriculo em Movimento da Educacdo Basica

O Curriculo em Movimento da educacao basica da Secretaria de Educacao do
Distrito Federal (CM) é um documento norteador quanto as agoes que devem ser adotadas
no ambito da Secretaria de Estado de Educagao do Distrito Federal (SEEDF), mas pelo
seu formalismo e contemporaneidade se torna um ttil arcabougo pedagogico a todas as
instituicoes educacionais, sejam piiblicas ou privadas. Este documento esta pautado em

agoes que possuem como referencial as ideias exploradas na pedagdgica Histérico-Critica.

O processo pedagdgico deve possibilitar aos educandos, através do pro-
cesso de abstracdo, a compreensao da esséncia dos contetidos a serem
estudados, a fim de que sejam estabelecidas as ligacoes interna especifi-
cas desses contetidos com a realidade global. Com a totalidade da pra-
tica social e histérica. Este é o caminho por meio do qual os educandos
passam do conhecimento empirico ao conhecimento tedrico-cientifico,
desvelando os elementos essenciais da pratica imediata do contetdo e
situando-o no contexto da totalidade social (GASPARIN, 2005, p.7)

De acordo com a pedagogia Histérico-Critica, o aluno deve compreender sua rea-
lidade e se apropriar do conhecimento historicamente elaborado pela humanidade, assim
a pratica social inicial serd o ponto de partida. Ainda, o CM apresenta um esquema que
exemplifica as etapas da construcao do conhecimento. Vale ressaltar que o P.ILF. é um

método de demonstracao que mostra-se aberto a contemplar todas estas etapas.

Pratica Social Problematizacio Instrumentalizacao Catarsee
dos Estudantes : Tedrica Sintese

b PRATICA SOCIAL FINAL J

Figura 4 — Processo de construcao dos conhecimentos.
Fonte: (SEEDF, 2018a).
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De acordo com a Figura 4, podemos ter uma ideia das etapas do processo de
construcao dos conhecimentos. A pratica social deve ser entendida como o ponto de
partida (prética social inicial ou pratica social dos estudantes) e também o de chegada
(pratica social final) de modo que a pratica social final de uma agao anterior se tornara a
pratica social inicial de uma nova agao que seja posterior aquela aplicada. A pratica social
inicial é comum a professores e estudantes e conterd o conjunto de saberes e experiéncias
que foram vivenciadas e construidas durante a vida do estudante e sdo imprescindiveis
para que os temas que venham a ser trabalhados possam fazer sentido. Em seguida, a
problematizacao que é um ato intencional e deliberado; tem a tarefa de identificacao
de situagoes problemas na pratica social inicial. Apés esta etapa, a instrumentalizacao
que é propriamente dito a apropriacao de instrumentos técnicos, tedricos e praticos que
auxiliarao na solugao da problematizacao desencadeada pela pratica social inicial, ou
seja, a instrumentalizacao é fruto da mediagao do professor. Entao, chegamos a catarse /
sintese que ¢é a incorporacao dos instrumentos, vale ressaltar que esta etapa podera nao
ocorrer em todas as aulas. Por fim, ocorre a pratica social final que nada mais é que o

aprimoramento de uma visdo mais ampla e transformadora do problema e de sua solucao.

“A humanidade se desenvolve a partir dos conhecimentos que elabora
para compreender o mundo em que vive. Dessa forma, todo saber é ela-
borado considerando resolucao de situagoes-problema que emergem das
relacoes do individuo com o mundo e a busca de sua transcendéncia. A
Matemaética, como conhecimento, surge das necessidades do ser humano
de cada época, que constréi conceitos e procedimentos para obter novos
significados e novas respostas em contextos historicos, culturais, geogra-
ficos, politicos e econdmicos determinados. (SEEDF, 2018b, p.151)

Este documento deixa claro que ha uma relacao direta entre o desenvolvimento
dos conhecimentos que sao elaborados e a compreensao do mundo a qual nos fazemos in-
seridos, ou seja, os contetidos trabalhados nas UEs devem comunicar com as necessidades
reais dos estudantes e, de modo direto e intencional, auxilid-lo na tomada de decisoes e na
construcao do senso critico. O P.I.F., conforme veremos nos capitulos seguintes, basea-se
em encontrar um valor que seja valido para determinada proposi¢ao (ponto de partida
do principio que chamaremos de caso base) e, também, demonstrar a validade de uma
implicacao (ideia de continuidade da validade que serd demonstrada em uma etapa cha-
mada de passo indutivo). Curiosamente, a tomada de decisoes cotidianas e a construgao
de um sujeito ativo sao permeadas pela validade de diversas implicagoes visto que, bem

como na matematica, a construcao do sujeito depende de etapas validas e intencionais.

Ao longo da histéria da humanidade o ensino tem passado por modificagoes e
atualizagoes que sao direcionadas pelas necessidades e contextos historicos de cada época.
Estes ajustes sdo necessarios para que o ensino apresentado nas institui¢oes educacionais

sejam, ao menos, minimamente significativo aos estudantes e possam surgir os efeitos
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desejados em cada contexto histérico. Porém, segundo Tarouco, Silva e Silva (2016), esta

mudanga demanda tempo e nao ocorre de forma rapida.

Entretanto, essa mudanca nao ocorreu de maneira repentina, ainda hoje,
nota-se que o ensino da matematica possui caracteristicas didaticas vol-
tadas para transmissao, com pouca énfase em atividades que levem os
sujeitos a refletirem sobre seu significado. (TAROUCO; SILVA; SILVA,
2016)

As mudancas na organizacao da disposicao dos conteudos, por exemplo, visa aten-
der as novas demandas que surgiram com o advento de novos recursos tecnoldgicos e,
também, as exigéncias do mercado de trabalho. Segundo Tarouco, Silva e Silva (2016), as
mudancas relacionadas ao processo educativo nao ocorre de forma repentina. Este fato se
da pelo motivo de que a construgao do conhecimento exige esforco, paciéncia e dedicagao
quanto a compreensao do mundo a nossa volta. O P.ILF. nos faz compreender melhor a
ideia de implicacao ligada a validade de uma proposicao que permanecera valida infini-
tamente e este ato de validar e o tornar perpétuo circunda as nog¢oes de construgao do

conhecimento.

Ainda, de acordo com o CM, o conhecimento mateméatico é imprescindivel & hu-
manidade, por meio dele somos capazes da construcao de uma sociedade critica e ativa
diante das situagoes do dia a dia. Os conhecimentos matematicos devem ser instrumen-
talizados a favor da habilidade de desenvolvimento do raciocinio logico-dedutivo. Estes
conhecimentos devem favorecer a tomada de decisdes que envolvam a necessidade da uti-
lizagdo do raciocinio légico de modo a contribuir com a melhoria da qualidade de vida
do individuo e, consequentemente, a insercao e o reconhecimento dele na sociedade como
alguém capaz de estruturar seus conhecimentos matematicos a servigo de si proprio e do

bem comum.

“O conhecimento matematico é imprescindivel & humanidade e ao de-
senvolvimento de cada sujeito dentro e fora da escola. Os contetdos
propostos e a forma como esses serdo tratados em sala de aula darao
condicoes para o cidadao resolver problemas de seu dia a dia e desenvol-
ver o raciocinio 16gico-dedutivo. Assim, a Matematica é compreendida
também como uma ferramenta e um elemento de inclusao social.” (SE-
EDF, 2018b, p.152).

Portanto, fica explicito que a pratica pedagbgica é permeada pela intencionalidade
das agoes pedagogicas e ela deve ser pensada de modo concatenado com o exposto no
Projeto Politico Pedagégico (PPP) da escola. E; ainda em consonancia com o CM, o PPP
¢ um documento politico no sentido de ser permeado de intencionalidade antes, durante
e apos a sua execucao. Ainda, por meio da leitura e reflexdo dos trechos citados nesta

subsecao, é possivel estabelecer uma relacao entre as necessidades e almejos do CM em
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relacdo a preocupagao em aplicar aos estudantes atividades e vivéncias que possam fazer
sentido e, consequentemente, auxiliar na melhoria das condi¢oes de vida como sujeito. O
P.LLF. surge como uma ferramenta capaz de trazer a tona pontos que podem contribuir
com os objetivos explicitos no CM. Portanto, pode ser entendido como uma base legal
norteadora para a construcao de demonstragoes que, intencionalmente, possam levar os
estudantes ao exercicio do aprimoramento da construgao de um raciocinio mais légico e

nao homogéneo.

Diante dos recortes legais expostos neste capitulo, vale ressaltar que o P.L.LF. se
apresenta como uma forte ferramenta que visa na contribuicdo do pensamento critico,
l6gico e nao homogéneo dos estudantes por meio da validagao de diversas féormulas estu-
dadas ao longo de sua vida escolar. Este principio langa mao de um novo olhar a respeito
da validacao das conjecturas realizadas pelos estudantes. Ainda, apresenta-se como uma
ferramenta que vem a corroborar com as féormulas que até entdo sdo apresentadas as

estudantes da educacao basica.
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2 O Principio de Inducao Finita

Apresentaremos neste capitulo a formalizagao do P.I.LF. conforme Axioma 2.2.1 e

duas variagoes deste principio, conforme os Axiomas 2.3.1 e 2.3.2. Ainda, as formaliza¢oes

foram seguidas de exemplos e comentarios de modo a explicitar ao leitor as particulari-

dades deste principio.

2.1 Importancia e cuidados de uma conjetura

Iniciaremos esta discussao apresentado algumas ideias de Lima (1988), onde ele

chama a atencao no trecho citado para a importancia da demonstracao de uma conjectura

aplicada aos nimeros naturais e nao apenas o teste de tal conjectura para um determinado

intervalo de ntimeros reais.

O perigo de fazer generalizacbes apressadas relativamente a assercgoes
sobre nimeros naturais fica evidenciado com o seguinte exemplo:
Exemplo 7. Considere o polinémio p(n) = n* —n + 41 e a afirmacio "o
valor de p(n) é sempre um primo para “n = 0,1,2,3,...”. Embora isso
seja verdadeiro para n = 0,1,2,3,...,40 temos p(41) = 412 — 41 4 41 =
412 nio é primo, logo a afirmacdo nao é verdadeira.

Semelhantemente, a expressao g(n) = n% — 79n + 1601 fornece primos
paran = 1,2,3,...,79, mas ¢(80) = 802 — 79.80 + 1601 = 1681 nao é
primo, pois é divisivel por 41. (LIMA, 1988, p.3),

A fim de ilustrar melhor as tentativas que foram realizadas em rela¢ao as conjectu-

ras de que o polindémio p(n) =n

? —n 441 ou mesmo o polindémio ¢(n) = n* — 79n + 1601

pudesse ser uma férmula fechada®! para determinarmos os nimeros primos, seguem as

Figuras 5 e 6 que expressam algumas tentativas para um determinado intervalo de n.

1

Férmula fechada: uma expressao é dita ser uma expressao de forma fechada se, e somente se, pode

ser expressa analiticamente em termos de um ntimero delimitado de certas fun¢des bem conhecidas.
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Figura 5 — Conjectura para p(n) = n* — n + 41, n € NU{0}

n pin) n pin)
o 41 21 461
1 41 22 503
2 43 23 547
3 a7 29 593
4 53 25 641
5 61 26 691
3 71 27 743
7 83 28 797
g 97 29 853
9 113 30 911
10 131 31 971
11 151 32 1033
12 173 33 1087
13 197 34 1163
14 223 35 1231
15 251 36 1301
16 281 37 1373
17 313 38 1447
18 347 39 1523
19 383 40 1601
20 421 41 1681

Fonte: Elaborada pelo autor

Conforme a Figura 5, a conjectura da validade de p(n) = n* —n+41, n € NU{0}
¢é valida até n = 40 e nao ¢ valida para n = 41. Este fato se torna facil de observar ao
gerar um quadro, por exemplo no Excel, como foi feito. Porém, os estudantes, em sala
de aula, no intuito de provar a validade de tal proposicao, caso realizassem a conjectura
para alguns poucos nimeros de n incorreriam em um erro. Este é um exemplo claro de

que a conjectura pode levar o estudante a uma conclusao falsa.

Figura 6 — Conjectura para q(n) = n* — 79n + 1601, n € N

n pin) n pin) n pin) n pin)
1 1523 21 383 41 43 61 503
2 1447 22 347 42 47 62 547
3 1373 23 313 43 33 63 593
4 1301 24 281 44 61 64 641
5 1231 25 251 45 71 65 691
3] 1163 26 223 46 83 66 743
7 1097 27 157 47 97 67 797
8 1033 28 173 48 113 68 853
9 971 29 151 49 131 69 911
10 911 a0 131 50 151 70 971
11 853 31 113 51 173 71 1033
12 797 32 97 52 197 72 1097
13 743 33 83 33 223 73 1163
14 691 34 71 54 251 74 1231
15 641 35 61 35 281 75 1301
16 593 36 53 56 313 76 1373
17 547 37 47 37 347 77 1447
18 503 38 43 58 383 78 1523
13 461 39 41 39 421 79 1601
20 421 40 41 60 461 20 1681

Fonte: Elaborada pelo autor
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O exemplo exposto na Figura 6 exige ainda mais cuidado do estudante pois,
conforme apresentado, o caso é valido até n = 79 e nao é valido em n = 80, isto é,
caso o estudante realizasse o teste da validade de ¢(n) = n® — 79n + 1601, n € IN para
determinar um polindmio capaz de descrever os nimeros primos, provavelmente incorreria
em um erro. Vale ressaltar que, caso o estudante considerasse o zero como sendo natural,

ainda assim obteria o primo 1601.

Cuidado, o exercicio de observar padroes por meio de conjecturas ¢ um ato de
grande importancia no que tange o desenvolvimento da habilidade de investigagao. Po-
rém, deve-se atentar ao fato de que a conjectura de uma proposicdo em um determinado
intervalo conhecido nao ¢ suficiente como prova de demonstracao da validade desta pro-
posicao para todos os niimeros naturais. Para que a conjectura de uma proposicao p(n)
seja vista como prova de demonstracao da validade deve ser seguida do calculo de todos
os valores de p(n) para todos os valores de n o que torna impossivel para n infinito e

inviavel para valores com diversas casa decimais.

Ainda, segundo Lima (1988) a demonstracao deve apoiar-se em métodos que asse-
gurem a validade das etapas percorridas e, ainda, sejam permeadas de defini¢oes validas

e bem definidas. Veja abaixo um exemplo.

Exemplo 5. Todo ntimero natural é pequeno.

Ora, 1 certamente é pequeno. E se n é pequeno, n+1 néo vai subitamente
tornar-se grande, logo também é pequeno. (O erro aqui consiste em que
a no¢ao "ntimero pequeno'nao é bem definida.) (LIMA, 1988, p.38)

Veja que Lima (1988) chama a atengdo em dizer que o erro da demonstragao
de que “Todo nuimero natural é pequeno” esta no fato de que a definicdo do que seria
um nimero pequeno nao estd bem elaborada e por este motivo incorreriamos em uma
demonstragao equivocada, isto é, o fato do exemplo nao se apoiar em uma definicao clara
e bem elaborada fez com que obtivéssemos uma conclusao erronea de que todo nimero

natural é pequeno.

Por fim, Lima (1988) adverte que a demonstragao deve atentar-se para o fato de

que a validade deve ser comprovada para todos os niimeros naturais.

A moral da histéria é: S6 aceite que uma afirmacao sobre os niimeros
naturais é realmente verdadeira para todos os naturais se isso houver
de fato sido demonstrado! (LIMA, 1988, p.38)

2.2 Principio de Inducao Finita

A demonstragdo por inducao pode gerar em alguns estudantes, durante o inicio

dos estudos deste tema, um certo desconforto em pensar que ha uma falha no processo
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pelo fato de, na hipdtese durante o passo indutivo, estar sendo suposto como valida

exatamente aquilo que se quer demonstrar.

Para habituar-se com o método de demonstracao por inducao é pre-
ciso pratica-lo muitas vezes, a fim de perder aquela vaga sensacdo de
desonestidade que o principiante tem quando admite que o fato a ser
provado é verdadeiro para n, antes de demonstra-lo para n+ 1. (LIMA,
1988, p.39)

Elon Lages Lima, em uma de suas observacoes, refor¢a a afirmacao em dizer que
a exercitagao de demonstracoes que envolvam o P.LLF. leva o estudante a seguranca em

nao pensar que esteja realizando um demonstracao supostamente viciada.

Abaixo, iniciaremos algumas discussoes de modo a tornar claro o P.ILF. e, ainda,
apresentar ao leitor alguns exemplos que possam exemplificar e diferenciar as atenuagoes

deste poderosissimo processo de demonstragao.

Desejamos determinar uma férmula para a soma: — + — + ... + —.

) P 12 23 n(n + 1)
comum iniciar-se pela exploragao de sua estrutura e validagao para alguns valores de n
no intuito de determinar um padrao. Em sala de aula, os estudantes possuem o habito
de, diante de alguma férmula, realizar o teste com alguns niimeros no desejo da validagao

do que se quer provar. Veja:

Paraun:l:i:1
12 2
b L L, 1 1.1 3+41 4 2
aman == 1o%93 3766 ~6 3
1 1 1 2 1 841 9

3
27237327 3" 2 12 1 1
p _4'1 1 1 r 3 1 15+1 16 4
A=t e Te3 T s T w20 20 5
Ao analilsar os valores 1obtidos em um nimero especifico de tentativas, conjectura-
n

1
se que: E+§+"'+n.(n+1) R

A observacao de padroes auxilia na elaboragao de conjecturas que possam levar

a proposicoes que sejam capazes de exprimir uma férmula fechada que descreva estes
padrdes. O P.I.F. baseia-se em uma propriedade fundamental dos nimeros naturais que

foi listada por Giussepe Peano.

O quarto axioma ? de Peano que também ¢é chamado de Axioma de Inducao servira
de arrimo para o axioma escrito abaixo que intitularemos de Principio de Indugao Finita

(P.LLF.) ou Principio de Indugao Matematica.

2 Conforme exposto no Capitulo 1, abreviamos o quarto axioma de Peano por (A4). De modo que (A4):

Seja X um conjunto de niimeros naturais, isto é, X C IN. Se 1 € X e se, além disso, n+1 € X | para
cada n € X, entdao X = IN.
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Axioma 2.2.1. Seja p(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n. Supo-

nhamos que:
1. p(1) € vdlida;
2. Para todo n € N, a validez de p(n) implica a validez de p(n + 1).

Entao, p(n) € vdlida para todo n € IN.

Observemos que a validagao, em 1), corresponde a 1 pertencer ao conjunto dos
nimeros naturais para os quais a propriedade é verdadeira. Deste modo, ao provar que
p(1) é verdadeira, mostramos que 1 € X, onde X é um conjunto de niimeros naturais,
isto ¢, X C IN.

Em 2) chamaremos de “passo de indugao” que seré constituido de hipétese, tese

e demonstracao da implicacgao.

Observemos que, em 2), temos a demonstragao da implicagdo p(n) = p(n + 1),
istoéne X =s(n)=n+1eX.

Entéo, o passo de inducdo possui a finalidade de mostrar que p(n) = p(n + 1)

para todo n € IN.

Por uma questao didatica, ao longo deste trabalho, as demonstrac¢oes por inducgao
serdao organizadas da seguinte forma: inicialmente, serd definida a propriedade p(n) que
se deseja provar a validade. Em seguida, a validagao do caso base. Entao, apos a demons-
tracdo da validade do caso base para um determinado n, normalmente ® para n = 1,
partiremos para o passo indutivo que sera constituido de hipdtese que, em geral, associa
valida p(n); tese que, em geral, busca demonstrar a validade de p(n + 1) e por fim a

demonstra¢ao da implica¢ao p(n) = p(n + 1) para todo n € IN.

Ret jectura d Lo ! " Enta
etornaremos a conjectura de que — + — + ... = . Entéo
) 12793 nn+1) n+l ’
faremos a demonstracao utilizando o P.I.F.
E lo 2.2.1. Inicialmente, defi '”()1+1++ !
xemplo 2.2.1. Inicialmente, definamos a proposicio p(n) : —+—+...+ ——= =
P ’ Proposteao Pt = 179793 n(n+1)

n
——— para todo n € N.
n+1 p

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para n = 1.

3O valor a que o caso base serd iniciado dependera da particularidade imposta pelo proposicio a que

se quer provar.
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—_
[\
DN | = = [\
+ |~
[u—

Portanto, p(1) € vdlida.
Hipdétese: vamos supor valida p(n) para algum n € IN.
1 1

1 n
— = , 1 eN
12 a3t T LD I

p(n):

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é vdlida.

11 1 1 n+1
— o+t + =

pint )5+ 53 nn+1)  (n+1)(n+2) n+ 2

Demonstracgao:
1

(n+1)(n+2)

Somaremos aos dois lados da hipotese o termo:

11 1 1 o 1
2 T T ) T e D+ ntl mEDm+2)
nn+2)+1
(n+1)(n+2)
n®+2n+1
(n+1)(n+2)
(n+1)2
(n+1)(n+2)
n+1
n+2

Portanto, p(n+1) também é verdadeira, ou seja, para todon € N, p(n) = p(n+1).
Logo, por indugao p(n) vale para todo n € IN.

2.2.1 A importancia da validade do caso base

Vale ressaltar a importancia da verificagao da validade do caso base pois o passo

de indugao trata-se da demonstragao de uma implicacao (=).

Exemplo 2.2.2. Inicialmente, definamos a proposicao p(n) : Todo nimero natural é

tqual ao seu sucessor, para todo n € IN.
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Hipétese: vamos supor vdlida p(n) para algum n € IN.

p(n):n = n+ 1,para algum n € N

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é vdlida.

pin+1):n+1 = n+2

Demonstracao:

Observe que a demonstragao apresentada no exemplo 2.2.2 teve a validade do caso
base ignorada, mas nao teve a demonstragao da implicagao p(n) = p(n + 1) prejudicada.

Agora, verificaremos, em separado, a validade do caso base em p(n)

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para n = 1.

p(1):1 = 141
1

Obtivemos um absurdo (1 = 2). Portanto, o exemplo 2.2.2 deixa claro ao leitor
que ¢ possivel demonstrar, em alguns casos, a validade da implicacdo de uma proposicao
mesmo que ela seja falsa. O P.ILF. fundamenta-se na valida¢ao do caso base e de p(n) =
p(n+1).

Ainda, evidencia-se que uma implicacdo, por exemplo, p = ¢ s6 é falsa no caso

em que p é verdadeira e ¢ é falsa, veja o Quadro abaixo:

Quadro 2.1 — Valor logico da implicacao

lplalp=ad]
VIV V
VIF F
|V Vv
F|F V
Fonte: Elaborada pelo autor
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O Quadro 2.1 com os valores 16gicos da implicacdo(=>) evidencia que em p = ¢
sempre que p for falso a implicacao tera seu valor 16gico verdadeiro. Assim, o caso em
que deve ser analisado com cautela é a situagdo em que p é verdadeira, pois neste caso a
implicacao s6 sera verdadeira se ¢ também for verdadeira. Por isso atribuimos, momen-
taneamente, a hipdétese o valor logico verdadeiro e buscamos mostrar que a implicagao
sera verdadeira, isto é, se atribuirmos p verdadeira e demonstrarmos que a implicacao

p(n) = p(n + 1) também é verdadeira, concluimos que a tese ¢ também é verdadeira.

Deste modo, o fato de o passo de indugao p(n) = p(n + 1) ser verdadeiro nao
depende diretamente da propriedade p ser verdadeira, isto é, é perfeitamente possivel
demonstrar o passo de indu¢ao em uma propriedade que nao seja verdadeira. O passo
de inducao mostra a validade da implicagdo em uma propriedade p e nao a validade
da propriedade em si. Por isso, ressalta-se, a extrema importancia da verificacdo, em
um primeiro instante, da validade do caso base. Pois se o caso base é comprovadamente
verdadeiro e, em seguida, prova-se a implicagdo p(n) = p(n + 1), entende-se o caso
base como sendo um inicio valido para entao desencadear os sucessores validos. O passo
de inducao estd supondo temporariamente que a propriedade é valida para um certo n
para entao demonstrar que também é valida para o seu sucessor n + 1. Para sinalizar a
importancia da verificacdo do caso base, mostraremos um exemplo em que o caso base se

nao verificado, podera levar o estudante ao erro.

Assim consideraremos a seguinte conjectura:

1 1 1 2n+1
'(n): — + — + ... = todo n € IN.
pn) 1.24_2.3jL +n(n+1) n—i—l’para odon
Lemb b d lidade de: p(n) + ! +...+ !
embre-se que acabamos de provar a validade de: p(n) : —+—+..+——< =
a P U 19793 n(n+1)
i para todo n € IN no exemplo 2.2.1. Portanto, sabemos que a proposicao p'(n) :
n
1 2 1
E—i— 23 + ...+ n(n+ 1) = ?;L_:_l , para todo n € IN nao é valida.
1 1 1 2 1
Exemplo 2.2.3. Definamos a proposi¢io p'(n) : 19 + 33 + ..+ CESY = ::_1 ;

para algum n € IN.

Faremos primeiramente o passo indutivo, isto é, propositalmente ignoraremos a

verificacao da validade do caso base.

Hipdtese: vamos supor vdlida p'(n) para algum n € N,

PRI ntl l €N
— = , para atgum mn .
12 23 n(n+1)  ny1 PEH

ﬂ@%AL

Tese: devemos mostrar que p'(n + 1) também é vdlida.
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1) b oy ! nts ! eN
n — 4 — 1+ .. = ara algum n .
b 12 23 nn+1)  (n+Dmn+2) nt2 P
Demonstracao:
1

Somaremos aos dois lados da hipdtese o termo: )
p (n+1)(n+2)

11 1 1 2+l 1
2 ey T 12 T nrl s )n+2)
2n+1)(n+2)+1
(n+1)(n+2)
2n* +4n+n+2+1
(n+1)(n+2)
2n* +5n+3
(n+1)(n+2)
(2n+3)(n+1)
(n+1)(n+2)

_ 2n+3
o2
Entao, se p'(n) € verdadeira para n € W, entdo p'(n + 1) também é, ou seja,
1
demonstramos que a implicagio p'(n) = p'(n+1) no caso em que p'(n) : Tatoz Tt
1 2n+1 ' .

nnt1) . nrl para algum n € N € verdadeira.

Agora, observe que o fato da implicagdo p'(n) = p'(n + 1) ser verdadeira nao
depende necessariamente da propriedade ser verdadeira pois, conforme o Quadro 2.1, a
implicacao p = ¢ pode ser verdadeira mesmo quando p é falso. Isso nos evidencia que
apenas demonstrar a validade da implicagao nao nos garante a validade da proposicao.
Para isso, se faz necessario a verificacao da validade do caso base. Veja, a verificacao da
implicacao apenas nos garante que se a propriedade é valida para algum nimero natural,
entao ela valera para o seu sucessor. Porém, enquanto nao for verificada a validade do
caso base, ndo podemos garantir que tal propriedade ¢é valida para algum nimero natural

n.

Em resumo, o caso base prova que a propriedade p é valida para algum ntimero
natural n. Em seguida, o passo indutivo busca mostrar que se a propriedade é valida para

um certo valor n entao também o sera para n + 1.

1 1 1
Finalizand 1l ito d iedade p'(n) : —+—+.. 4+ —— =
inalizando a andlise a respeito da propriedade p’(n) 15 + 53 +...+ D+ 1)
2 1
nil , faremos a verificacao da validade do caso base, isto é, verificaremos se p'(1) é
n
valida.

Caso base: demonstraremos a validade de p'(n) para n = 1.
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1 1 2n+1 214+1 3
(1) — = = don=14¢ = .
P g =g ey qundon=18&=77m =5
1 1
Veja, o caso base p'(1) nao foi validado na proposicao p'(n) : 19 + 73 + ...+
1 2 1 . .
nn 1) = ::_1 , ou seja, este fato impede que consideremos p'(n) vélida para todo
n € IN.

Deste modo, concluimos que o exemplo 2.2.3 satisfez a condi¢ao 2 do axioma 2.2.1,

mas nao satisfez a condicao 2.

Exemplo 2.2.4. Vejamos uma questao que estd presente no livro Matemdatica Discreta.

Diga onde estd o erro da sequinte demostragdo da afirmativa
14+2+4+8+...+2"=2"H

A propriedade € trivialmente vdlida para n = 1. Suponhamos que seja vdlida
paran, ou seja, 142+4+8+... 42" = 2" Entdo 14+24+4+84... 4274271 =
2n+1 + 2n+1 — 2.2n+1 — 2n+2‘

Portanto, a propriedade também € vdlida para n + 1. Logo, pelo Principio de
Indugio Finita, 1+2+ 448+ ... +2" = 2" para todon € N. (MORGADO;
CARVALHO, 2015)

Veja que neste exemplo 2.2.4, o autor do livro deseja que o erro seja indicado.
Entao, diante da analise dos calculos apresentados no passo indutivo, nao encontramos
erro algum. Para melhor esclarecer, reescreveremos o passo indutivo descrito pelo autor

utilizando o formato adotado neste trabalho para a apresentagao da aplicacao do P.L.F..
Hipétese: vamos supor valida p(n) para algum n € IN.
p(n) :1+2+4+8+...+2"=2""
Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é valida.
p(n+1):1+24+4+8+ ... 42" 2" = 2nF2,

Demonstracao:

14+244+8+4 ... +27 4 onftl — ontl ontl

= 297t
2n+2

Conclusdo: 1 +2 44+ 8+ ... + 2" 4 2ntl — gn+2

Portanto a implicagao p(n) = p(n-+1) é valida em p(n) : 14+2-+4-+8+...+2" = 2"
para algum n € IN.

Agora, verificaremos a validade do caso base:
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Caso base: p(1) : 14+2' =3 #£ 2" =4
Portanto, o erro se encontra na verificacao da validade do caso base, isto é, a propriedade
p(n):1+2+44+8+ ...+ 2" =2"" njo é vélida para quando n = 1.

Vale a pena ressaltar que o caso base deve ser validado para um valor de n que
atenda as condigoes do problema, isto é, nao é necessario a obrigatoriedade do caso base
ser verificado para n = 1 ou mesmo n = 0. A seguir, o leitor observara duas variagoes do

P.ILF., conforme os Axiomas 2.3.1 e 2.3.2.

2.3 Variacoes do Principio de Inducao Finita

Caso base para naturais diferentes de 1.

Axioma 2.3.1. Considere ny um inteiro nao negativo. Suponhamos que, para cada
inteiro n > ng, seja dada uma proposi¢io p(n) na qual se podem verificar as se-
guintes propriedades:

(a) p(ng) € verdadeira;

(b) se p(n) é verdadeira entao p(n+ 1) também é verdadeira, para todo n > ny.

Entao, p(n) é verdadeira para qualquer n > ng.

Vejamos um exemplo de uma propriedade (nimero de diagonais de um poligono

convexo) que poderd ser verificada utilizando a variacao citada acima, Axioma 2.3.1

A féormula do nimero de diagonais d de um poligono convexo pode ser obtida

utilizando combinacao simples. Veja:

Consideraremos um poligono convexo de n lados, a combinagao de n elementos
tomados 2 a 2 resultara em um valor que correspondera ao nimero de diagonais acres-
centado ao niamero de lados deste poligono. Entao, para obtermos apenas o nimero de
diagonais de um poligono de n lados faremos d,, = C, 2 — n, onde d,, ¢ o numero de
diagonais de um poligono de n lados, d,; é o nimero de diagonais de um poligono de
n+1lados e C, 2 é a combinacao de n tomados 2 a 2. No apéndice B, o leitor encontrara
uma sugestao para atividade investigativa que o auxiliara, junto com seus estudantes, na

conjectura da formula que descreva o niimero de diagonais de um poligono convexo.
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n(n — 3)

dn = Cnyg—n
n!
~ m—2y2 "
~ n(n—1)(n-2)!
= m-2t.2.1 "
_ n(nQ— 1) .
~ n(n—1)—2n
N 2
B n*—mn—2n
N 2
_ n* —3n
N 2
n(n —3)
n 2

Agora, utilizando o P.I.LF., realizaremos a demonstracao da validade de d, =

para todon € N, n > 3.

Exemplo 2.3.1. Inicialmente, definamos a proposicao

-3
p(n):dn:n(nQ)pam todon € N, n > 3.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para n = 3. (o caso do triangulo)

3(3—3)
9
p3) = 0

Hipdtese: vamos supor vilida p(n) para algum n € N, n > 3.
n(n —3
p(n):dnzi( 5 )
Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é vdlida.
(n+1)(n —2)

2

Observe que na demonstragdo ocorrerd: d, representa o numero de diagonais de

, para algum n € N, n > 3.

p(n + 1) tdpy =

um poligono de n lados; no momento em que o poligono passou a ter n+1 lados, o termo

7 4+ 17 surge pelo fato de que o segmento que ligava o vértice 1 ao vértice de niumero

n deiza de ser contado como sendo um lado e passa a ser contado como uma diagonal

(segmento em vermelho na Figura 7); e por fim, (n + 1 — 3) representa o nimero das

novas diagonais que passaram a existir no momento em que o poligono passou a ter n—+1

lados (segmentos em verde na Figura 7).
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3 4

1 n+1 n

Figura 7 — Poligono de n lados que passou a ter n + 1 lados.
Fonte: Elaborada pelo autor

Demonstragao:

dpy1 = dp+14+(n+1-3)

= d,+1+(n—2)

n.(n—3)+g+2n—4
2 2 2

n?—3n+2+2n—4

2
B n?—2n+n-—2
N 2
~ n(n—=2)+1(n—-2)
N 2
(n+1)(n—2)
dnJrl 2
Conclusdo: d, 11 = (n + 1)2(n —2) )
(n+1)(n —2)

Desta forma, mostramos que d,.1 =
p(n+ 1) para todon € N, n > 3.

5 , ou seja, que p(n) implica

n(n — 3)

Portanto, pelo P.I.F., d,, = 5

, para todon € N, n > 3.

Vejamos agora um outro exemplo em que também utilizaremos o Axioma 2.3.1.

Exemplo 2.3.2. Mostre que para todo nimero n € N, n > 3, vale que 2" < nl.
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Admitiremos a proposicao p(n) : 2" < n!, para todo n € N, n > 3.
Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para n = 4.
p(4):2' =16 <4 =4.321=24

Portanto o caso base é vdlido pois p(4) : 2* < 4!.

Hipétese: vamos supor vdlida p(n) para algum n € N, n > 4.
p(n) : 2" < n!

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é vdlida.
p(n+1):2"" < (n+1)!

Demonstracgao:

Inicialmente utilizaremos a sequinte desiqualdade para nos auziliar: 2 < n + 1,

pois n > 3.

Agora, partindo da hipdtese, multiplicaremos o lado direito por 2 e o lado esquerdo

porn+ 1. Como 2 <n+1 a desigualdade presente na hipétese nao se alterard.

2" < nl
2"2 < nl(n+1)
2" < (n+1)!

Portando 2" < (n 4 1)!

Observamos entao que ha situagdes em que o caso base pode ser, por uma con-
dicdo imposta pela natureza da questao, ser calculado em um valor distinto de, como ¢

corriqueiramente utilizado, zero ou um.

Ainda, observamos na demonstracao acima que o P.ILF. foi utilizado para a de-

monstracao de uma desigualdade.
P.I.F. na demonstracao de identidades

Vale ressaltar que, quando o P.I.F. é utilizado para a demonstracao de identidades
que se compoem por meio da igualdade entre termos, a demonstragdo, comumente, ¢é

obtida por meio de:
a) manipulagao direta dos termos da hipdtese de modo a demonstrar a implicagao;

b) ou mesmo, manipulando um dos membros da tese para com a utilizacao da

hipdtese conseguirmos demonstrar o outro membro da tese.
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Vejamos abaixo a demonstragao exemplificando as situagoes a) e b) em um mesmo

exemplo. Para isso utilizaremos a seguinte proposicao p(n) : 1.2+2.3+3.4+...4n(n+1) =
n(n+1)(n+2)
3

para todo n € IN.

Exemplo 2.3.3. Demonstragio da proposicio p(n) : 1.2 +23+34+ ... +nn+1) =
n(n+1)(n+2)
3

para todo n € N wutilizando a situagdo a), veja:

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para n = 1.
1I(1+1)(1+2) 123

3 3
Hipétese: vamos supor vdlida p(n) para algum n € IN.

n(n+1)(n+2)

p(l):1.2= 1.2

p(n): 124234344+ ... +n(n+1)=

para algum n € IN.

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é vdlida.

p(n) :1.24+23 434+ .. +nn+1)+(n+1)(n+2) = (”"‘1)(71—;2)(714—3)'

Demonstragdo: Partindo da hipotese, somaremos em ambos os lados o termo
(n+1)(n+2)

nn+1)(n+2) N

1.2423+34+...+nn+1)+n+1)(n+2) = (n+1)(n+2)

n(n+1)(n+2)+3(n+1)(n+2)
3
(n+1)(n+2)(n+3)
3

Exemplo 2.3.4. Agora, demonstracio da proposicao p(n) : 1.242.3+3.4+...4+n(n+1) =
nn+1)(n+2)
3

para todo n € N utilizando a situagdo b), veja:

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) paran = 1.

L 10+ +2) 123
p(1):1.2 = : =3~ =

Hipdétese: vamos supor valida p(n) para algum n € IN.
n(n+1)(n+2)

1.2

p(n):12423+34+...+n(n+1)=

para algum n € IN.

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é vdlida.

p(n) 1 1.2+23+34+ . +n(n+1)+ (n+1)(n+2) = (”“)(”;2)("”).
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Demonstragdo: Utilizaremos o lado esquerdo da igualdade apresentada na tese.

nn+1)(n+2) N

1.2423+34+...+nn+1)+n+1)(n+2) = (n+1)(n+2)

nn+1)(n+2)+3(n+1)(n+2)
3
(n+1)(n+2)(n+3)

3

Deste modo, apresentamos duas possiveis formas para que sejam realizadas as
manipulagoes na demonstragao da implicagao p(n) = p(n+1) em um processo de indugao

finita quando trata-se de uma igualdade.
P.I.F. na demonstracao de desigualdades

Agora, quando se tratar de uma desigualdade, a demonstracao da implicacao pelo
P.ILF., nem sempre, é demonstrada de forma direta, isto é, normalmente a demonstragao
da implicagdo em uma desigualdade exige o uso de outras desigualdades, como foi o caso

que vimos no exemplo 2.3.2, ou mesmo o uso do Teorema 2.3.1.
Faremos a demonstragao do teorema da Transitividade pois ele sera utilizado em

demonstragoes que estao contidas logo a frente.

Teorema 2.3.1. (Transitividade) Se m <n en < p, entao m < p.

Demonstracgao:

Sem<nen<p,entdon =m+kep=n+r,rek € N.Logop=(m+k)+r=
m + (k + r), portanto m < p.
Exemplo 2.3.5. Demonstraremos a sequinte proposicao p(n) : 2" > n para todo n € IN.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para n = 1.

p(1) : 28 > 1. Logo, p(1) ¢ vdlida pois 2 > 1.

Hipdotese: vamos supor vilida p(n) para algum n € IN.

p(n) : 2" > n para algum n € IN.

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também ¢é vdlida.

p(n): 2" >n 41

Demonstracao:

Partiremos da hipotese e multiplicaremos ambos os lados da desigualdade por 2.
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2"2>2n

Considerando que para todo n natural, temos que 2n > n + 1.
Pela transitividade da desigualdade temos: 2" > 2n > n + 1

Portanto 2" > n + 1.

P.I.F. na demonstracao de divisibilidades

Ainda, o P.ILF. apresenta-se como uma grande ferramenta na demonstracao de

problemas de divisibilidade conforme demonstragao em seguida.

Exemplo 2.3.6. Demonstraremos que, para todo n € IN, 4" + 6n — 1 € divisivel por 9.

Para isso definiremos a proposi¢io p(n) : 4" + 6n — 1 € divisivel por 9 para todo
n € IN.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para n = 1.
p(1):4'+61—-1=4+6—-1=9 9 ¢ divisivel por 9.
Hipdétese: vamos supor valida p(n), para algum n € IN.
p(n) : 4" + 6n — 1 é divisivel por 9, para algum n € N.
Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é vdlida.
p(n+1): 4" 4 6(n+ 1) — 1 € divisivel por 9.
Demonstragao:

Como, por hipotese, 4" +6n—1 € divisivel por 9, escreveremos a sequinte igualdade
4" +6n —1 =9k, onde k € Z.

4" 4+6n—-1 = 9k
4" = 9k —-6n+1

A seguir em determinado momento da manipulagao, faremos algumas operagoes,
como por exemplo: multiplicaremos ambos os lados por 4; somaremos 6(n + 1) — 1 em

ambos os lados; colocaremos o 9 em evidéncia;
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4" 4 = 4.(9k —6n+1)
4" = 36k —24n + 4

4" L 6(n+1)—1 = 36k —24n+4+6(n+1)—1
4" 4 6(n+1)—1 = 36k —24n+4+6n+6—1
4" 4 6(n+1)—1 = 36k—18n+9
4" 4 6(n+1)—1 = 94k —2n+1)

Por fim, tomaremos 4k —2n-+1 = d, sendo d € Z. Teremos 4" +-6(n+1)—1 = 9d.

Portanto, 4"t + 6(n + 1) — 1 é divisivel por 9.

Caso base para um conjunto nao-unitario ou sequéncia finita em IN.

Axioma 2.3.2. Seja p(n) uma sentenca aberta relativa ao natural n. Suponhamos
que:

i) p(1), p(2), p(3), ...,p(ng) sdo verdadeiras;

it) Para todo n € IN,a validez de p(n), p(n+1), p(n+2), ..., p(n+mng — 1) implica
a validez de p(n + ng).

Entdo, p(n) € valida para todo n € IN.

Ha ainda uma outra variante do principio de inducao finita, nesta verifica-se, no

caso base, a validade paran =1,2,3,...,ng. Veja:
Exemplo 2.3.7. Veja o exemplo abaizo:
Seja (F,) definida por

Fi=F=1
Fn:Fn—1+Fn—2

,Vn € IN.

n—2
Provaremos que F,, > <2> , para todo n € IN.

3 n—2
Antes, definamos a proposi¢ao p(n) : F, > (2> , para todo n € IN.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) paran =1 en = 2.

p(1): F =1 >§ @)—1 _ (2>1_2

Temos que: 1 > —

Wl N
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p2):F=1> (2)0 _ <§>2_2

Temos que: 1 > 1

Hipétese: vamos supor valida p(n — 1) e p(n), para algum n € IN.

3 n—1-2 3 n—3
pn—1):F,_1 > <2> = (2) , para algum n € N

p(n): F, > (;)H

Tese: devemos provar a validade de p(n + 1).

3 n+1-2 3 n—1
D :F,> | = ==
plnt1): Fuy 2 <2> (2>

Demonstracgao:

Fun= Fut By >
Rz (3700
raz ()76 6) ]

3\" 10
F.o1> (= —
= (2) 9
10 3\"! 10 3\ !
Como 9 > 1, temos <2> g9 > (2) .

3 n—1
oo o 2 (2)

Neste capitulo o leitor pode ser apresentado a formalizacao seguida de exemplos
do P.ILF., conforme Axioma 2.2.1, e suas duas variagoes, conforme os Axiomas 2.3.1 e
2.3.2. Agora, no capitulo seguinte, o leitor tera a oportunidade de observar a aplicacao

do P.LLF. em féormulas que sao trabalhadas na educacgao bésica.
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3 Demonstracoes por meio do Principio de
Inducao Finita aplicadas a Educacao Ba-

sica

Neste capitulo, abordaremos diversas formulas que sdao apresentadas ao longo do
Ensino Médio aos estudantes e que por vezes carecem de demonstracao formal ou mesmo
que quando raramente demonstradas, utilizam processos distintos ao realizado pelo P.I.F..
Assim, apresentamos neste capitulo uma sequéncia de férmulas matematicas que podem
ter sua validade demonstrada por meio do P.I.LF. e que em cada uma delas estao indica-
dos o caso base e o passo indutivo (hipdtese e tese) que é composto por: tese, hipétese e
demonstragao. Portanto, o leitor observara que, neste capitulo, as demonstracgoes priori-
zaram o P.ILF. com excecao da relacao de Stifel que foi demonstrada pela manipulagao

de termos.

Esta organizagao se da para que o conteido deste capitulo possa ser utilizado
pelos professores da educacao basica em suas aulas. Portanto, tornando-se assim um
auxilio pedagogico para que o P.ILF. possa fazer parte dos planejamentos de aula dos
professores. Ainda, proporcionando aos estudantes um momento que, segundo os recortes
de documentos oficiais aqui apresentados no capitulo 1, possa auxiliar no desenvolvi-
mento do raciocinio légico-dedutivo, na capacidade de conjecturagao, no aprimoramento
do processo de investigacao, na aplicacao das propriedades mateméaticas, no emprego de
estratégias de resolugao e desenvolvimento dos calculos, no desenvolvimento da capaci-
dade de observar padroes e realizar conjecturas seguras do ponto de vista matemaético,
no desenvolvimento da capacidade de realizar experimentacoes para que se possa analisar
a validade de tal conjectura de modo a nao ferir algum principio matematico ou mesmo
no incentivo do uso de recursos tecnolégicos para observacao e comprovacao de padroes

observados.

3.1 Soma de n primeiros nlimeros naturais

Nesta secao apresentaremos a demonstragao das formulas para a soma dos n pri-
meiros nimeros impares e para a soma dos n primeiros nimeros pares utilizando o Axioma

2.2.1 . Ainda, realizaremos previamente a conjectura de suas formulas.
Soma dos n primeiros niimeros impares

E possivel a partir de um quadrado unitario, formar quadrados maiores, acrescen-
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N\

%/ %%
A Y A U

1 1+3=4=22 1+43+5=9=32 1+3+5+7=16=42

N

Figura 8 — Conjectura para soma dos n primeiros nimeros impares
Fonte: Rampazzo (1988)
tando progressivamente outros quadrados unitarios, conforme Rampazzo (1988).

Observando a Figura 8 podemos conjecturar que a soma dos n primeiros nimeros

fmpares pode ser obtida por meio da expressdao n’.

Exemplo 3.1.1. Inicialmente definamos a proposi¢io p(n) : 1+3+5+...+(2n—1) = n?
para todo n € IN.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) paran =1 .

De fato, o caso base é vdlido em p(1).

Hipdétese: vamos supor valida p(n) para algum n € IN.
p(n):1+3+5+ ..+ (2n — 1) = n? para algum n € N
Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é vdlida.
pn+1):1+34+5+..+2n—1)+2n+1)=(n+1)*
Demonstragao:

Partiremos da manipulacao da expressio 1 +3+5+ ..+ 2n—1)+2n+1), ¢

nesta expressao substituiremos 1+ 3 +5+ ... 4+ (2n — 1) por n* de acordo com a hipdtese.

= 14+34+5+...+2n—-1)+(2n+1)
= 2+ (2n+1)

= n’+2n+1

= (n+1)?
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Conclusdo: 1 +3+5+ ...+ 2n—1)+(2n+1) = (n+ 1)
Portanto, pelo P.LF., 1 +3+5+ ...+ (2n — 1) = n*® para todo n € IN.

Soma dos n primeiros nimeros pares

Assim como realizado na conjectura do exemplo 3.1.1, observaremos o padrao que
se pode criar por meio de figuras compostas por quadrados unitarios. Agora, utilizaremos

retangulos que podem ser decompostos em quadrados unitarios conforme a Figura 9.

GH%%7

Z] Z

777

2+ 4 2+ 44+ 6 24 446 4+ 8

N

%%

N
NN

N

[

Figura 9 — Conjectura para soma dos n primeiros niimeros pares
Fonte: Rampazzo (1988)

Podemos conjecturar que a soma dos n primeiros niimeros pares pode ser obtida

por meio da expressao n(n + 1), pois observando a Figura 9, temos:

2 = 1(1+1)
6 = 2(2+1)
12 = 3(3+1)

Exemplo 3.1.2. Inicialmente definamos a proposi¢io p(n) : 2+4+6+...4+2n = n(n+1)
para todo n € IN.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) paran =1 .

De fato, o caso base é vdlido em p(1).
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Hipétese: vamos supor vdlida p(n) para algum n € IN.
p(n):24+4+6+..+2n=n(n+1) para algum n € N
Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é vdlida.
pn+1):24+44+6+...+2n+2(n+1)=(n+1)(n+2)
Demonstracgao:

Partiremos da manipulagio da expressio 2+ 4+ 6+ ... +2n+2(n+ 1), e nesta

expressao substituiremos 2+ 4+ 6 + ... + 2n por n(n + 1) de acordo com a hipdtese.

= 24446+ .. +2m+2n+1)
= nn+1)+2(n+1)
= (n+1)(n+2)

Conclusao: 2+4+6+...+2n+2(n+1)=(n+1)(n+2).
Portanto, pelo P.ILF., 24+ 4+ 6+ ...+ 2n =n(n+ 1) para todo n € IN.

3.2 Sequéncia de Fibonacci

Sendo a sequéncia de Fibonacci' definida por F, o = F, 11+ F,, com F} = F, = 1

uma recorréncia® de 22 ordem?, a esta recorréncia temos a equacio caracteristica r? —r —

;o 14+v5 ., 1-45
—er = —-

1 = 0, cujas raizes sao r = . Com isso a solugdo da equacgao de

recorréncia é da forma a, = Cir" + Cyr”, onde C; e (5 sdo determinadas pelos termos

iniciais F} = 1 e F5 = 1, conforme descrito a seguir.

Utilizando a equacdo caracteristica 72 + pr 4+ ¢ = 0, onde (q # 0), teremos:

rP—r—1=0

A=(-1)?-41.(-1)=5

Leonardo Fibonacci, também conhecido como Leonardo de Pisa, Leonardo Pisano ou ainda Leonardo
Bigollo, (Pisa, c. 1170 — Pisa, c¢. 1250) mais reconhecido como Fibonacci, foi um matemético italiano
nomeado como o primeiro grande matemético europeu da Idade Média. E considerado por alguns
como o mais talentoso matemético ocidental da Idade Média. Ficou conhecido pela divulgacdo da
sequéncia de Fibonacci e pela sua participagao na introducédo dos algarismos arabicos na Europa.
Relagéo de recorréncia (ou passo recorrente) é uma técnica matemdtica que permite definir sequéncias,
conjuntos, operacdes ou até mesmo algoritmos partindo de problemas particulares para problemas
genéricos.

Relagao de Recorréncia de Segunda Ordem: Quando aparece na equacao de recorréncia um termo em
funcao de seus dois antecessores imediatos.
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(-5
’ 2.1
o146
2
. 1—+5
’]" g
2
Solucao: a = C4 (1 +2\/5> + 5 <1 _2\/5>

Agora, vamos determinar C; e Cs conhecendo Fi e Fj:

F1:01.<1+\/5>1+02<1_\/3>1:1 (a)

2 2
2 2
1 5 1—+5
F2:C1-< +\/_> +Cz< \/_> =1 (b)

2 2

Manipulando (a), temos: 2 = C4 (1 + \/5) + Cy (1 - \/5)
2-Cy(1-+5

Logo: C = ’ ( )

1+V5
Manipulando (b), temos: 4 = C (6 + 2\/5) + O (6 — 2\/5)
Substituindo (a) em (b):

N EECUE ) DA

4(14V5) =2(6+2v5) — Ca (1 - v5) (6+2V5) + 2 (6 — 2v5) (1 + V5)

4+ 4v5 =12+ 4V5 — 60y — 2055 + 605 + 1005 + 6Cy + 6Cov5 — 205V5 — 10C,

—8 =8C,V5

Cyp=—

Sl
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Substituindo o valor encontrado de C na manipulacio de (a): 2 = C} (14+v/5)+Cy(1—v/5),

temos:

2 = C(1+V56)— \/_(1—\/5)

2:@0%@—%+1
25 = C1(v5+5)—1+V6
VE+1 V51

C, = .
' V5+5 V51
B 5-1

- 5-54+5/5-5
4
45
1
C, = —
' V5

Concluimos que a sequéncia de Fibonacci é descrita por:
1+ﬁy 1C—ﬁ

ﬂ:ﬁ<2 IRV

) , para todo n € IN.

3.2.1 Demonstracao da sequéncia de Fibonacci

Mostraremos, utilizando o P.I.LF. por meio do Axioma 2.3.2, que o termo geral da

sequéncia de Fibonacci é dada por:

f( ) 15 (12ﬁ>
: -9

V5

, para todo n € IN,

conforme encontrado anteriormente por recorréncia.

e
! V5

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) paran =1en = 2.

Inicialmente, definamos a proposicao p(n) :
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() (%)
V5
1+v5—1+5
2v/5

=1

LY
V5
1+2v5+5—(1—2V5+5)

45

45
45

=1

Hipétese: vamos supor valida p(n) e p(n + 1) para algum n € IN.

L -

= ,para algum n € IN

1+¢5"ﬁi>1—v%”“
) - (5Y)

2
pin+1): Fyy = ,para algum n € IN

V5

Tese: devemos mostrar que p(n + 2) também ¢é vélida.

1+f¢5)"+2__<1—-v%>"+2

2

p(n+2): Fp =

Demonstracgao:

Por defini¢ao, temos que a sequéncia de Fibonacci é obtida por meio de F, 1o =

Fo+ Fopr.

Pela hipétese, temos que
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Fot o — (12%)” ( ) (1%) ﬁ( ooy
_ <1+2ﬁ>n ( ) 4 Czﬁ);g (L) (1) (1)
(7)) ( SOWINEG
) (50 ( B (324)

e b 0

625

() (23)- (5 (28
V5

Agora, usaremos o fato de que: (1 + \/5)2 = (6 + 2\/5) e também (1 — \/5)2 =
(6 —2v5).

) () (5 ()

NG
1+v5\"™ (1B

I i

a V5

= Fio
1+\/g n+2 1_\/5 n+2
) (50 L

Desta forma, mostramos que Fj, o = , Ou seja, que

V5
p(n) e p(n + 1) implica p(n + 2), para todo n € IN.

1+\/3>”_<1—\/5>"

< 2 2
Portando, pelo P.LLF., F,, =

para todo n € IN.

V5
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3.2.2 Propriedade na sequéncia de Fibonacci
Demonstraremos a seguinte propriedade na Sequéncia de Fibonacci:

F{ = FoFen + (D)

Levando em consideracao que a sequéncia de Fibonacci é descrita por:

R o=
F, =
Fy =
Fy =

co ot W N ==

F o= 13

w5 5

E possivel conjecturar que ao tomar um elemento Fj de modo que k£ € N, k > 2

e eleva-lo ao quadrado (F?) temos que Fj_;.Fj1 + (—1)*71. Veja a conjectura:

1=F? = F.F3—1
4=F} = FF+1
9=F} = F3.F5—1
25=F2 = F.Fs+1

F} = F1.Fe + (1)1

Inicialmente, definamos a proposi¢ao
pk) : Ff=F 1. Fop + (=)' keN, k>2

Caso base: demonstraremos a validade de p(k) para k = 2.

p(2): Fy = F.F3+(—1)?
= 1.2+ (-1)*!
= 12-1
=1
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Hipétese: vamos supor valida p(k) para algum k € N, k > 2.
p(k) : Ff = Fyy . Foa + (1)1

Tese: devemos mostrar que p(k 4+ 1) também é vélida.
plk+1): F2 = Fy.Frya+ (—1)F

Demonstracgao:

F2.i = B Fin
= Fpp1(Fi + Freoy)
F2oy = Fip Fi+ Fop By

Agora, manipulando a hipétese, temos:

F = Fy1.Fo+ (-1
Fo1.Fep = FP—(—1)F!

Substituiremos esta manipulagdo em F,fH = Fy1.Fy + Fy1.F 1. Veja:

F2oy = Fio Fi+ Fro F
Ffy = Fen B+ FE— (=D

Ainda, faremos uma outra substituicdo, —(—1)*"! = (=1)".
—1)*
Pois: —(—1)"! = — [( 1) ] = (—1)".

Entao, continuando a demonstragao temos:

Fiy = BB+ Ff — (=1
= Fog.Fy+ F2+(=1)F
= F(Fppr + F) + (1)
Fl, = FoFpo+ (—1)"

Concluimos que F?,; = Fy.Fj 12 + (—1)" para todo k € N, k > 2.

k

Desta forma, mostramos que F¢,, = Fy.Fy2 + (—1)¥, ou seja, que p(k) implica

p(k+ 1) para todo k € N, k > 2

Portanto, pelo P.LF., p(k) : F? = Fy_1.Fpy1 + (=1)*7!, para todo k& € IN tal que
k> 2.
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3.3 Propriedades dos coeficientes binomiais

3.3.1 Relacdo de Stifel

A relagao de Stifel ¢ uma identidade envolvendo coeficientes binomiais, e também
utilizada para facilitar a construcdo do triangulo de Pascal * pois para encontrar um
termo, basta realizar a soma do termo que estd na linha acima dele e na mesma coluna
com o termo que esta na coluna e linha anteriores a ele. Ainda, ela servira de apoio as

demonstragoes deste secao.

Lfnha 0: [g]

G

I

A I Y I /I

B o v N B A

e ) ) ) ) G )

ST N R o <+ R
S % I % I A % I % IR S IR+ R e B % I

Figura 10 — Relacao de Stifel no tridangulo de Pascal.

Fonte: Elaborada pelo autor

Na Figura 10, temos uma indicagao dos binomiais que estao sendo generalizados

pela relacao de Stifel.
Demonstraremos a relacao de Stifel por meio de manipulagoes algébricas.
Relagio de Stifel: C? + CPH = CP*

Nesta etapa utilizaremos a notacao C,, ,+Cy, 41 = Crq1p41, onde C,, , Tepresenta a
combinagao de n elementos tomados p a p; Cy, 11 representa a combinagao de n elementos
tomados p+1a p+ 1 e C,y1 41 representa a combinacao de n 4 1 elementos tomados
p+lap+1.

Realizaremos a manipulacao do primeiro membro: C), , + C), ,4+1 de modo a apli-

carmos a féormula da combinatéria simples.

Portanto,

Blaise Pascal (1623-1661) foi um importante cientista francés do século XVII que realizou grandes
contribuicoes para a fisica e a matematica. Inventou uma das primeiras calculadoras mecanicas, e era
reconhecido por sua grande erudi¢do. Converteu-se ao jansenismo, e dedicou os tltimos anos de sua
vida ao estudo da teologia e filosofia.(SILVA, 2021)
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n! n!

P —p)! " (ot Diln—p— 1!

n! n!

P —p)n—p— 1! (p+ Dplln—p— 1!
nl(p+ 1) +nl(n —p)

(p+1pl(n —p)(n—p—1)!
nl[(p+1) + (n — p)]

(p+ p!(n —p)(n—p—1)!

Cn,p + Cn,erl =

nl(n+1)
(p+ l(n—p)!
(n+1)!
(p+1!(n—p)!
- Cn+1,p+1-
3.3.2 Teorema das Linhas
Linha 0: [{]]
'01.
Lfnha 1: [{1]] H) B
ez o) () )
R
thess o) 8 ()
g I i M Ry N I
Linha n n n n n n n n n n
B 1 I 4 N 4 I 1 R 4 O 0 B A I 4

Figura 11 — Teorema das linhas no triangulo de Pascal.

Fonte: Elaborada pelo autor

Demonstraremos o teorema das linhas utilizando o P.I.F.. Para isso, em determi-

nado momento, nos reportaremos a Relagao de Stifel.

Mostraremos utilizando o processo de inducao que C, o+ Cpq + ... + Cypp = 2",
para todo n € INU {0}.

Inicialmente, definamos a proposigao p(n) : Cho+ Cp1 + ... + Cppy = 27

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para n = 0.
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p<0) Cn,O
nl
0l
- 1
p(0) = 2°

Hipdtese: vamos supor valida p(n) para algum n € N U {0}.

p(n) : Cho+Cp1+ ...+ Cpy, = 2" para algum n € NU{0}

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é valida.

p(n+1): Cri10+ Crsi1+ oo+ Crsin + Crgrngr = 2°1

Demonstracgao:

Partindo da hipotese e realizando a multiplicacao por 2, temos:

Cro+Chi+...+Cy, =
2.(Cho+Cra+ ... +Cphp) =
Cn,O + Cn,O + Cn,l + Cn,l + Cn,2 + Cn,Q + Cn,S + ...+ Cn,nfl + Cn,nfl + Cn,n + Cn,n =

Usaremos a relacao de Stifel para substituir alguns termos, por exemplo:

Cho+Chi = Chyia
Ch1+Cho = Chii2
Cho+Chs = Chiis

Cn,n—1+cn,n = Cn+1,n

Ainda, faremos as seguintes substituicoes C), o por Cy110 € Cyp POr Chpgnt1.

Assim obteremos:

2n
2".2
2".2
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Cn,O + Cn,O + On,l + Cn,l + Cn,2 + Cn,Q + Cn,B + ...+ Cn,nfl + Cn,nfl + Cn,n + Cn,n = 2"2
Cr10+Cny1i1 +Chiio+ ..+ Chpin + Chgingr = ontl

Desta forma, mostramos que Cy 110+ Cry11 + oo + Cniin + Criimpr = 2", ou

seja, que p(n) implica p(n 4 1) para todo n € INU {0}.
Portanto, pelo P.IF., Cy, 0+ Cy1 + ... + Cy,, = 2", para todo n € INU {0}.

3.3.3 Teorema das colunas

Demonstraremos o teorema das colunas utilizando o P.I.F. Para isso, em determi-

nado momento, nos reportaremos a Relagao de Stifel.

Mostraremos, utilizando o processo de inducao, que

1 2 1
<n>+<n+ >+<n+ >+"'+<n+p>:<n+p+ ),paratodonelNU{O}.
n n n n n+1

Linha 0: [0]
0
Lfnha 1: [(1)] H) |
Linha 2: [é] ﬁ) *i
inha 3: (3 (31 f
N B v B I
inha 4: (4] (4]
Hnes 13) {_i) 13 (I
inh;.n— (n—1\ n— (n—1\ (n—1\ n
- \ S s T v T e T s v TR s IO vy O iy
Linha n n n n n' (] " nlo ... [ nl
. [0] [1] 2) [3] 4) ip) p+1) {_n—l,) { )
Linha n+1 n+ (n+ n+ n+ n+ (rm+1] n e [ne1] n+ n+
" 1. \ 1) + b + Y + ' + pll) *p+1) {_n—]]-_. { nl) n+1
Linha n+2 n+ [n+ n+ n+ n+ vee [m+2) n v [ne2) n+ n+ n+
O e e e el A e e 5 B
Linha n+3 n+ [n+ n+ n+ n+ ve. [m+3) n+ v [ne3) n+ n+ n+ n+3|
" 3, S A I e B i I e e I oy iy B o I o R
S o T G T G TN O T T e TR e N IO e N e O e R o
“”h_“”’ i"”’, 1"’”“") 1"”’, 1"”’, 1"”’, % T (Il s (") ',Zii’ ’,Zi"é ’,Zié" () (re)
By (o) (reret) (Bt () () - '["””1] isen "'["””1]1"””1 (";ffl)[_";’iill[";f§1]1";’if)1";f;1)[
Figura 12 — Teorema das colunas no tridngulo de Pascal.
Fonte: Elaborada pelo autor
Inicialmente, definamos a proposicao
n n+1 n -+ 2 n—+ n+p+1
p(n):()—i—( )—i—( >+...+< p>:< b >,paratod0
n n n n n+1
n € NU{0}.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para n = 0.

nep+l)
n+p+1)
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p(0): Cop = (g)
0!

0l0!

1
0) =
p(0) (J
Hipdtese: vamos supor valida p(n) para algum n € NU{0}.

n n+1 n+ 2 n+p n+p+1
p(n) : + + + ...+ = , para algum
n n n n n+1

n € NU{0}

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também ¢ valida.

o () () () () () - ()

Demonstracgao:

n+p+1
n

Partindo da hipotese, somaremos em ambos os lados o termo <

() (e (2 (2

<n+p+1> <n+p+1>
= +
n—+1 n

1 1 2
Pela relacao de Stifel temos que nrpt + ntptl)y _(ntpt
n+1 n n+1

Conclusio:

) () () e () () = (10)

1 2 1
Desta forma, mostramos que <n>+<n—|— >+<n+ >+m+<n+p>+<n+p+ ) =
n n n

n n
n+p+2
n—+1

1 2 1
Portanto, pelo P.L.F., (n) + <n—|— ) + <n+ ) R <n—|—p> _ <n+p+ )7

para todo n € INU{0}.

), ou seja, que p(n) implica p(n + 1) para todo n € INU{0}.
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3.3.4 Teorema das diagonais

Lfnha 0: [g]

Lfnha 1: [{111 1,

Lfnha 2: [3] .1) 2) .

R T

S M I Y 2) (I

e ) -

A ) B 4 I R4 O 1 N I % Il P B

Linha n+1 +n+1, (n;l] +n+1, +n+1, +n+1, +n+1, [Ej +n+1, *n;l, *2:1,

Linha n+2 {'mz', +"n+2', (n;z) {n+2', {'mz', {'mz') [Ei 1"+1, {:n;z) {2:‘3:’ +ﬂ+2,

L-inhan+3 [n+3] [n+3. {'n+3', [n;3J +n+3, +n+3, [Zi +"+1, 1";3, 12:?, +ﬂ+2, +2:§, _
B Y Ny A Iy e e g e e e e
ovene (ree)(m) () () () L () () () (e () () ()

Linha n+p+1)(n+p+l)[n+p+l](I’.I+p+1)(n+p+1 ... [n+p+1 [|1+p+1] ..[ﬂ+p+1](n+p+l)(n+p+l n+p+1‘](n+p+1 I'.I+p+1 n+p+1)[n+p+1]
n+pel ( p ) . p+1 Lon—1 ]| n+1 n+2 n+3 n+d n+p [\n+p+1)

Figura 13 — Teorema das diagonais no tridngulo de Pascal.

Fonte: Elaborada pelo autor

Demonstraremos o teorema das diagonais utilizando o P.I.F. Para isso, em deter-

minado momento, nos reportaremos a Relagao de Stifel.

Mostraremos, utilizando o processo de inducao, que

1 2 1
n + n+ + n+ 4o+ n+p = npt , para todo n € INU{0}.
0 1 2 p p

Inicialmente, definamos a proposicao

oo ()-()- 1) ()

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para n = 0.

p(0) : Cop = (8)
0!

00!

p(0) = (;)

Hipdtese: vamos supor valida p(n) para algum n € IN U {0}.
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n n+1 n+ 2 n+p n+p+1
p(n) : + + + ...+ = , para algum
0 1 2 P P

neNU{0}

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é valida.

(n+1) n n n+1 n n+ 2 - n+p i n+p+1 n+p+2
n : =

b 0 1 2 p p+1 p+1
Demonstracgao:

n+p+1
p+1 )

n n—+1 n+2 n—+p n+p+1 n+p+1 n+p+1
+ - 4+ + = +
0 1 2 P p+1 p p+1

1 1 2
Pela relacao de Stifel temos que ntp + nhp+l) _ (mhpt
p p+1 p+1

_ n n+1 n+ 2 n+p n+p+1 n+p+2
Conclusao: + + +..+ + =
0 1 2 p p+1 p+1

1 2 1
Desta forma, mostramos que " + nt + nt +...+ ntp + ntp =
0 1 2 P p+1

n+p+2
p+1

1 2 1
Portanto, pelo P.ILF., NN + (" t oo (" +p\_ (ntp+ 7
0 1 2 P P

para todo n € INU {0}.

Partindo da hipdtese, somaremos em ambos os lados o termo (

), ou seja, que p(n) implica p(n + 1) para todo n € INU{0}.

3.3.5 Binomio de Newton

para todo n € IN.

Inicialmente, definamos a proposicao p(n) : (z +a)" =Y _ (n) a"Pab.

p=0 p

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) paran = 1.

p(1): (z+a) = i (”).xn—P.ap

p=0 p

1 1
= <0> 217040 + <1> a2 hat

p(1)= z+a

Hipétese: vamos supor valida p(n) para algum n € IN.
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n

p(n): (z+a)"=> <n> 2" P.aP para algum n € N
D

p=0

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também ¢é vélida.

n+1 1
pn+1):(z+a)" =" (n—i— ) nHLP P
p=0 p

Para a demonstracao utilizaremos o fato de que:
(z+a)"=(@+a)" (r+a)=(r+a)" -2+ (z+a)"a

Demonstracgao:

(z+a)"™ = (z+a)"- (z+a)

Utilizando a hipotese, temos:

(z+a) (z+a) — [(;) @ .m”_p.ap) (z+a)
)3

Abrindo o somatério:
g) ntlg0 4 (1>$na1 i (Z)xn—1a2 N (nﬁ 1>I2an—l i (Z)l_lan + (g)mna1 i

-
@ e ( ) T I (nﬁl)xlau ()
A AU Ul SVRC

¢

0 n+1

Faremos as seguintes substituigoes:

R
3 S
~_—
()
3
t
e}
o
=
R
S S
+ +
—_ =
~__—
(e
3
£
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Ainda, utilizando a relagdo de Stifel, faremos as seguintes substituicoes:
n n n n+1
or
o) " \1)? 1
n + n n+1
r
1) T \e) PR o
( - > <n> (n . 1)
+ por
n—1 n n

Assim, obtemos:

1 1 1 1 1
— (M e (P et (T e (T e o (T ) a0t
0 1 2 n n+1

n+1
= > (n N 1>.x”+1p.ap
p=0 p
Conclusdo: (z +a)"' =>" (n + >_xn+1p - aP
p=0 p

n+1 L (n+l n+l—p p :
Desta forma, mostramos que (x + a) = Z X .a”, ou seja, que

p=0 p

p(n) implica p(n + 1) para todo n € IN.

Portanto, pelo PLF., (x4 a)" =) <n> 2" P.aP, para todo n € IN.
p

3.4 Progressdo aritmética (PA)

3.4.1 Termo geral de uma PA

PA é toda sequéncia de nimeros na qual a diferenca entre cada termo (a partir
do segundo) e o termo anterior é constante. A essa diferenca r damos o nome de razao.

Deste modo a sequéncia (ay, as, ag, ..., ay, ...) é¢ uma progressao aritmética quando:

az = ayp+r
a3 = as+r=a+r+r=a+2r

ags = az+r=a+2r+r=a;+3r

a, = apitr=a+nm—-2r+r=a+Mn—-1r
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Desta forma, podemos concluir que o termo geral a,, pode ser escrito como a, =

a; + (n—1)r, para todon € IN .
Inicialmente, definamos a proposicao p(n) : a, = a; + (n — 1)r para todo n € IN.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para n = 1.

p(1):ar = a4+ (1—=1)r
= a; +0.r
p(l) =

Hipétese: vamos supor valida p(n) para algum n € N, n > 3.
p(n) : a, = a; + (n — 1)r, para algum n € N

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também ¢é vélida.
p(n+1):ap1 =a; +nr

Demonstracao:

Ap+1 = ap+7
= ag+n—1r+r
= a+nr—r+r

Ap+1 = a1 +nr

Conclusao: a,.+1 = a; + nr.

Desta forma, mostramos que a,+1 = a; + nr, ou seja, que p(n) implica p(n + 1)

para todo n € IN.

Portanto, pelo P.L.LF., a, = a; + (n — 1)r , para todo n € IN.

3.4.2 Soma dos termos de uma PA

Quanto a soma dos termos de uma PA, antes, faremos algumas ponderacoes.
Veja:
Observamos que em uma PA: ay,, = a; + ¢r e sendo:

A1y .oy Qpy ooy Gy, yGponde p—1 =ken—q=k.
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a, =ay +k.r

ag = a, — kr

Somando os termos de cada um dos membros do sistema acima: a, +a, = a1 +a,.
Agora, conhecendo essas questoes, analisaremos a soma dos termos de uma PA.
N S,=a1+ay+az+ ..+ a,
Sn:a1+a2+a3+...—i—an
Somando ambos os termos:
25, = (a1 + ap) + (ag + apn—1) + ... + (ap_1 + a2) + (a, + a1).
Considerando que:
(a1 + an) = (ag + 1) = ... = (ap_1 + a2) = (a, + ay)
temos:

25, = (a1 + an).n

Logo,
+ n .
g — (@ tan)n
2
. - (a1 + an).n
Inicialmente, definamos a proposicao p(n) : S, = 5 para todo n € IN.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) paran = 1.

ar +ap).1

p(l): 51 = (ot )l 21>
_
2
p(l) = a

Hipdtese: vamos supor valida p(n) para algum n € IN.

o (ar4an)n
p(n): S, = —

Tese: devemos demonstrar que p(n + 1) também é vélida.

(a1 + aps1).(n+ 1)
2

, para todon € IN

pn+1):Sp1 =
Demonstracgao:

Durante a demonstragdo, usaremos o fato de que a,.1 = a, + r, isto é, a, =

an.+1 — 7. Ainda, o fato de que a; = a, 11 — nr, isto é, —nr = a; — a,41.
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Sn+1 = Sn + Apy1
a; +ap)n
= Q + apt1
2
a; + api1 — 1N
= ( ! ;1 ) + Qnt1
(a1 F apg)n — nr 4 20,41
N 2
(@ apg)n a1 — ang1 + 20541
B 2
(a1 Fapp)n+ar + anp
B 2
(a1 + any1)(n+1)
Sn+l 9

(a1 + apy1)(n+ 1)'

Conclusao: S, = 5

(a1 + apy1)(n+1)
2

Desta forma, mostramos que S,41 =
p(n + 1) para todo n € IN.

, ou seja, p(n) implica em

(a1 + ay)n

Portanto, pelo P.LF., S, = 5

, para todo n € IN.

3.5 Progressdo geométrica (PG)

3.5.1 Termo geral de uma PG

Por definigdo, uma PG é uma sequéncia de ntimeros reais (a,) tal que a; é dado
e, para todo n € IN, tem-se que a,,1 = a,q onde ¢ é um nimero real fixo, diferente de 0

e de 1, chamado de razao.

Utilizaremos da recorréncia para obter a termo geral da PG. Veja:

a2 = aiq
az = a2q
as = asq
an, = 0anp-19q

Multiplicando ambos os membros de cada uma das igualdades:

a2.03.A4...0p, = 114.02¢.03(¢...0np_149
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Simplificando os termos semelhantes:

n—1
ap = aiq

Deste modo, por recorréncia, identificamos o termo geral de uma progressao geo-

métrica.
Inicialmente, definamos a proposicdo p(n): a, = a1¢" ' para todo n € N.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para n = 1.

Hipdtese: vamos supor valida p(n), para algum n € IN.
p(n) : a, = a;q" "', para algum n € IN

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também ¢ valida.
p(n+1): a1 =a1q"

Demonstracao:

Pela definicao de progressao geométrica, temos que a,11 = a,q. Entao:

Ap+1 = Qapq
n—1
= mq q
n
Upt1 = a1q

Conclusao: a,;1 = a1¢".

Desta forma, mostramos que a,1 = a1q", ou seja, que p(n) implica p(n + 1) para
todo n € IN.

Portanto, pelo P.I.F., a, = a;¢""" , para todo n € IN.
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3.5.2 Soma dos termos de uma PG finita

Para determinar a soma dos termos de uma PG finita utilizaremos o fato de que:

a2 = a1q
_ _ 2
as = Q29 = a1q
_ _ 3
ay = azq = a1q
_ _ n—1
(7% - ap—14 = 14

Por defini¢do temos que:

S, = a+a+as+as+..+a,

Realizando algumas substituigoes, temos:
Sp=ar+aiq+amq® +ag® +aq' + ...+ ag"? +aid" " (1)
Multiplicaremos ambos o membros por q.

490 = mq + g’ + ag’ + arg' + .. + a1 + aig" (2)

Fazendo a subtragao de (1) por (2):

Sp=qSy = ai+aq+ad®+ ..+ ad" P +a " = (g + ad® + .o+ ad” + ag”)
Sp—qS, = a; —aq"
Sp(l—q) = a(1—4q")

1 _ n
Sn = a d
l—q
-1
Sn = alq
qg—1
" —1
Portanto : S,, = alq .
qg—1
n—1
Agora, utilizando o P.ILF., demonstraremos a validade de S, = alq para

todo n € IN.

n

Inicialmente, definamos a proposicao p(n) : S, = alq

1 para todo n € IN.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para n = 1.
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Hipétese: vamos supor valida p(n) para algum n € IN.

n

q
n):S,=a
p(n) 1q—

T para algum n € IN

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é valida.

n+1
q —1

+1): S, =a—————
p(n+1) +1 = a1 -1

Demonstracao:

Temos que S, 11 = S, + a,41, entao:

|
Sn+1 = alqi
qg—1
" —1

= a
lq—l

+ Ap+1

+ anq

a1(¢" — 1) + (¢ — 1)ang

Sn+1 -

Como a,, = a;¢" "', temos:

qg—1

a(¢" = 1)+ (¢ — Darg" g

Sh =
+1 (-1
_ oa(g" 1)+ (g —Darg"
qg—1
_ (@ =D+ ag" —ag
qg—1
o ow"—a+ " —ag”
— p—
—ap+a g™t
= P
n+1
a(¢" —1
Spt1 = 1(61—1 )
n+l 1
Conclusao: S, = M.
q—1
n+1

Desta forma, mostramos que S, 11 = a;

para todo n € IN.

n

Portanto, pelo P.I1.F., S, = alq 1
q —

p(1): m+(n+1)=(m+n)+1.

-1
q—1

, ou seja, que p(n) implica p(n+1)

1
, para todo n € IN.
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3.6 Divisibilidade

3.6.1 Caso (a —b) divide (a" — b"), para todo natural

Inicialmente, definamos a proposicao p(n) : (a — b)|(a™ — b") para todo n € IN.

Nota 3.6.1. Como este trabalho se destina ao estudo e demonstracoes do P.I.F. aplicado
a situagoes que podem ser encontradas na educacao basica, vela a pena, ressalvar o sig-
nificado da notagdo afb jd que, comumente, esta notagio nao € utilizada neste segmento.
Ainda, caso o professor considere mais conveniente, poderd rescrever os passos aqui de-
monstrados utilizando-se da maneira escrita “ a divide b por exemplo ao invés de afb. De

qualquer forma, afb significa que a divide b,ou seja, que existird q € 7 tal que b = a.q.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para p = 1.
p(1): (a—b)|(a’ —b")

Hipétese: vamos supor valida p(n) para algum n € IN.
p(n): (a—b)|(a" —b"), para algum n € IN

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também ¢é vélida.
p(n+1) : (a - b))(@™ - b

Demonstracgao:

an—l—l . bn—l—l — an-l—l — ab® + ab® — bn—l—l

= a(a"—0b")+0"(a—0b)

Por hipétese, (a — b)|(a"™ — b"). Ainda, temos que (a — b)|(a — b).
Portanto: (a — b)|[a(a™ — b") + b"(a — b)].
Conclufmos que (a — b)|a™™! — b1,

an—l—l _ bn+1

Desta forma, mostramos que(a — b)| , ou seja, que p(n) implica p(n+ 1)

para todo n € IN.

Portanto, pelo P.LF., (a — b)|a™"" — b"™ | para todo n € IN.

3.6.2 3 divide n(n + 1)(n + 2), quando n inteiro ndo negativo

Vamos mostrar que o nimero 3 é capaz de dividir o produto de trés ntmeros
naturais consecutivos, isto é 3|n(n + 1)(n + 2). Ainda, equivale a dizer que o produto de

trés nimeros naturais é multiplo de 3.
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Inicialmente definamos a proposigao p(n) : 3|n(n+1)(n+2) para todo n € NU{0}.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) paran =0 .

p(0) : 3]0(0+1)(0+2)
300.1.2
p(0) : 30

De fato, o caso base é valido em p(0) pois 3|0 (3 divide 0).
Hipdtese: vamos supor valida p(n) para algum n € IN U {0}.
p(n) : 3|n(n+1)(n+ 2), para algum n € NU {0}

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é valida.
p(n+1):3|(n+1)(n+2)(n+3)

Demonstracgao:

Faremos a seguinte consideragao, utilizando a hipétese: 3|n(n + 1)(n + 2) temos

que existe um ¢ tal que 3.¢ = n(n + 1)(n + 2), onde g € Z.

3.¢ = n(n+1)(n+2), onde g€ Z.
= (0 +n)(n+2)
= nd+ 2%+ n?+2n

3¢ = n*+3n”+2n

Agora, manipularemos a expressao: (n + 1)(n + 2)(n + 3).

n+Dn+2)(n+3) = (R*+2n+n+2)(n+3)

= (n*+3n+2)(n+3)

= n*+3n*+2n+3n*+9In+6
(n+Dn+2)(n+3) = n*+3n*+2n+3(n*+3n+2)

Usando o fato de que 3.g = n® + 3n? + 2n, onde ¢ € Z, temos:
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(n+D(n+2)(n+3) = n*+3n*+2n+3(n*+3n+2)
= 3.q+3(n*+3n+2)
m+1)(n+2)(n+3) = 3(g+n*+3n+2)

Conclusio (n+1)(n+2)(n+3) = 3(g+n*+3n+2). Isto é: 3|(n+1)(n+2)(n+3).

Desta forma, mostramos que 3|(n+1)(n+2)(n+3), ou seja, p(n) implica p(n+1)
para todo n € INU {0}.

Portanto, pelo P.LF. p(n) : 3|n(n + 1)(n + 2) para todo n € INU {0}.

3.7 Desigualdades

3.7.1 n! é maior que 3", para todo natural a partir de 6

Inicialmente definamos a proposi¢ao p(n) : n! > 3" para todo n € IN tal que
n>"T.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) paran =7 .

p(7) : 7'=5040 > 3" = 2187
p(7) : T'> 2187

De fato, o caso base é valido em p(7) pois 7! > 2187.

Hipdtese: vamos supor valida p(n) para algum n € N tal que n > 7.
p(n) : n! > 3" para algum n € N, tal que n > 7

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também ¢ valida.

p(n+1): (n+1) > 3"

Demonstracgao:

nl > 3"

(n+1n! > 3"(n+1)



3.7. Desigualdades 91

Considerando que n + 1 > 3 para n > 7, temos:
(n+1)!'>3"(n+1)>3"3

Pelo Teorema 2.3.1 (n + 1)! > 3"
Conclusdo (n + 1)! > 3",

Desta forma, mostramos que (n + 1)! > 3" ou seja, p(n) implica p(n + 1) para
todon € IN, tal que n > 7.

Portanto, pelo P.LF., p(n) : n! > 3" para todo n € N tal que n > 7.

3.7.2 n?>n+1, para todo natural a partir do um

Inicialmente definamos a proposicdo p(n) : n* > n + 1 para todo n € N tal que
n > 2.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) paran =2 .

De fato, o caso base é valido em p(2) pois 4 > 3.

Hipétese: vamos supor valida p(n) para algum n € N tal que n > 2.
p(n) :n* > n + 1 para algum n € N, tal que n > 2

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é vélida.
pn+1):(n+12>m+1)+1

Demonstracao:

Partindo da hipétese, temos que n? > n+ 1. somando (+1) em ambos os membros
da desigualdade temos: n® +1 > n + 2.

Comon?+2n+1>n*+1,temosn*+2n+1>n’+1>n+2=(n+1)+1
Pelo Teorema 2.3.1: (n + 1) > n + 2
Conclusdo (n+1)*> > (n+1) + 1.

Desta forma, mostramos que (n+1)? > (n+1) + 1, ou seja, p(n) implica p(n + 1)
para todo n € IN, tal que n > 2.

Portanto, pelo P.LF., p(n) : n* > n + 1 para todo n € IN tal que n > 2.
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4 Aplicacoes do Principio de Inducao Finita

mediante uso de material concreto

A inducdo finita como é trabalhada normalmente deixa para o aluno a impressao
de algo puramente algébrico e sem aplicabilidade. No entanto, problemas envolvendo
geometria ou jogos com o auxilio do uso de materiais concretos podem ser abordados
no trabalho com o método de inducao finita. Como exemplo, tem-se o problema de se
determinar a relacao entre o nimero de diagonais de um poligono convexo com o ntmero
de lados desse poligono e o problema de se determinar a soma dos angulos internos de
um poligono convexo de n lados. (SAVIOLI, 2006)

Em cada secao deste capitulo, o leitor encontrara uma situacdo em que o P.ILF.
pode ser aplicado de modo a aproximar a formalizacao de uma demonstracao matematica

e uma situacao que pode ser descrita por meio de material concreto em sala de aula.

No apéndice B, o leitor encontrara sugestoes de atividades para auxiliar na con-

jectura das férmulas que serdao demonstradas nesta secao.

4.1 Torre de Handi

Material concreto necessario: Torre de Hanoi!

Este jogo constitui-se em uma base com trés pinos, na posi¢ao vertical em relacao a
base. No pino de uma das extremidades, ha uma sequéncia de discos de ordem crescente
de diametro, de cima para baixo. O objetivo do jogo é passar todos os discos para o
terceiro pino, conseguindo completar a transferéncia com o niimero minimo possivel de
movimentos, com o detalhe de que no momento da passagem, os discos que possuem maior
didmetro, nunca fiquem sobre os de menor didmetro. Normalmente, esse jogo encontra-se
contendo trés discos, mas a quantidade pode aumentar, tornando o grau de dificuldade

mais elevado de acordo com o nimero de discos utilizados, conforme Ferreira (2016).

Problema: Qual niimero minimo de movimentos necessarios para resolver o pro-

blema da Torre de Handéi com n discos?

Apbs observar o comportamento das pecas e realizarmos, com o auxilio do Quadro

4.1, a contagem dos movimentos para um determinado nimero de discos, podemos chegar

! Torre de Hanéi é um jogo criado pelo matemético francés Edouard Lucas em 1883 (BRITO; BRITO,

2018).
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a seguinte conjectura: n(d) = 2% —1 onde, d é o ntimero de discos e n(d) o niimero minimo

de movimentos necessarios.

O apéndice B, consta de uma atividade de investigacao que poderd ser conduzida
pelo professor de modo a incentivar e auxiliar os estudantes no preenchimento de duas
tabelas que facilitard a obtencao de uma féormula que possa descrever o nimero minimo
de movimentos para n discos. Os valores observados no Quadro 4.1 podem ser obtidos

por meio da atividade investigativa presente no apéndice B.

Quadro 4.1 — Numero minimo de movimentos necessarios para resolver o problema da
Torre de Handi com n discos

| n [ n(d) | Reescrita para n(d) |
1 1 1=2"—-1
21 3 3=22_-1
3| 7 7T=23-1
4| 15 15=2"-1
5| 31 31=2°—1
6 | 63 63=2°—-1
7| 127 127=2"-1
8 | 255 255 =28 — 1
n n(d) =27 -1

Fonte: Elaborada pelo autor

Inicialmente, definamos a proposicao p(n) : n(d) = 2% — 1 para todo d € IN.

Caso Base: demonstraremos a validade de p(n) para n = 1.

Hipétese: vamos supor valida n(d) para algum n € IN
p(n) :n(d) = 2% — 1, para algum n € IN.

Tese: devemos mostrar que n(d + 1) também é valida.
p(n+1):n(d+1)=24" -1

Vamos considerar uma torre com n + 1 discos numerados como 1 o menor disco
e n + 1 o maior disco. Para remover o disco n + 1 é preciso tirar todos de cima, ou seja,
tirar todos os n discos (por hipdtese, remover n discos levara n(d) movimentos) que estao
acima dele colocando-os em uma das hastes, feito isso, mova o disco n + 1 para a haste
restante. Agora mova de acordo com as regras os n para a haste que se encontra o disco
n+ 1.
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Demonstracgao:

n(d+1) = 2n(d)+1
= 212" -1)+1
= 2" 241

nd+1) = 2" —1

— 2n+1

Desta forma, mostramos que n(d + 1) — 1, ou seja, n(d) implica n(d + 1)

para n € IN.

Portanto, pelo P.L.LF., fica demonstrada a validade de n(d) = 24 — 1, para todo
n € IN.

4.2 Nuimero maximo de regioes determinadas pela linha poligonal

Material concreto necessario: Folha A4 e régua.

Problema: Qual é o nimero maximo de regioes determinadas pela linha poligonal?

Considere uma linha poligonal ? formada por 2 semirretas e por n segmentos de

reta. A Figura 14 ilustra a situagdo para n = 2.
O objetivo é investigar e encontrar um conjectura e provar sua validade.

Encontre uma féormula para o nimero maximo de regioes determinadas pela linha

poligonal e demonstre que sua formula esta correta utilizando o P.LF.

Figura 14 — Nimero méaximo de regides determinadas por 2 semirretas e 2 segmentos.

Fonte: Elaborada pelo autor

Linha poligonal é formada por segmentos de reta consecutivos que nao possuem a mesma
dire¢cdo. Por exemplo, a linha poligonal A;AsAsA4...A,_14, ¢é formada pelos segmentos
Ay Ag, As Az, AsAy, AyAs, ..., A1 A, Ainda; pode ser linha poligonal aberta: quando pontos ex-
tremos ndo sao iguais; linha poligonal fechada: quando pontos extremos sdo iguais; linha poligonal
simples: quando nao hé interseccao entre dois segmentos consecutivos; ou linha poligonal nao-simples.
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Em sala de aula, o professor poderd solicitar aos estudantes que, na folha A4,
possam desenhar algumas simulagoes, conforme a Figura 15 com o intuito de obter o
numero maximo de regides determinadas pela linha poligonal para alguns casos ou mesmo

a generalizagao da formula.

Inicialmente, faremos o esboco dos casos para n = 1,2, 3, conforme Figura 15,
para que possamos visualizar melhor a relagao entre o niimero de segmentos e o niimero

de regioes geradas.

coo

1 segmento é 2 segmentos séo g3 segmentos sdo0
capaz de gerar capazes de gerar capazes de gerar 8
2 regioes. 5 regides. regides.

Figura 15 — Nimero méaximo de regioes determinadas por 2 semirretas e 1, 2, 3 segmentos,
respectivamente.
Fonte: Elaborada pelo autor

Apresentaremos duas formas de se obter a formula que descreva o niimero maximo
de regides determinadas pela linha poligonal. Porém, vale ressaltar que alguns estudan-
tes que vierem a estudar para a OBM, OBMEP ou outros exames poderao utilizar do
conceito de PA de segunda ordem apds observar o padrao existente. Apenas para fins de
aprofundamento, apresentaremos um Quadro mostrando que os valores obtidos para o

numero maximo de regides estao descritos por uma PA de segunda ordem.

Quanto a PA de segunda ordem, temos que o operador A (ou de diferenga) para
uma sequéncia a,, é definido por Aa,, = a,41 — a,. Ainda, uma sequéncia (a,,) é¢ uma pro-
gressao aritmética se, e somente se, (Aa,) é uma sequéncia constante. Ainda, utilizaremos

a proposicao abaixo:

Proposicao 4.2.1. a,, € uma progressao aritmética de sequnda ordem se, e somente se,

a, ¢ um polinomio de sequndo grau em n.
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Quadro 4.2 — Dedug¢ao do nimero méaximo de regioes formadas por n segmentos usando

PA.
[ n [ p(n) [ Ap(n) [ A%p(n) |

1] 3 2 1
21 5 3 1
31 8 4 1
i 12 5 1
5 17 1

1
n .. 1

Fonte: Elaborada pelo autor

Entéo, os valores obtidos em p(n) formam um PA de segunda ordem. Portanto, a
proposicao 4.2.1 nos indica um caminho de que a formula que descreva tal situacao é um

polinémio do segundo grau p(n) = an® + bn + c.

Na primeira solugao apresentada, espera-se que apos o estudante desenhar algu-
mas situagdes para facilitar a contagem do nimero de regioes, como mostra o Quadro
4.2, tente buscar um padrao. Vale ressaltar que como a PA de segunda ordem nao é
trabalhada no ensino médio e para que nao haja um desestimulo em relagdo a resolu-
¢ao do problema, pede-se que o professor insira ao final da questao a seguinte sugestao:
ainda, considere que a férmula procurada pode ser escrita da forma p(n) = an® + bn + c.
Deste modo, espera-se que o estudante desenhe e observe ao menos para trés valores de

n e entao aplique estes valores na sugestao dada pelo professor. Conforme faremos abaixo:
Solucgao 1

De acordo com o esquema abaixo, observamos que:

1 segmento — 3 Regioes
2 segmentos — 5 Regioes

3 segmentos — 8 Regioes
Agora, aplicaremos estes valores observados na sugestao dada pelo professor:
p(l) = 3

al?+bl+c¢ = 3
a+b+c = 3
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p(2) =5
a2’ +b2+c¢c = 5
da+2b+c = 5

p3) = 8
a3’ +b3+¢c = 8
9a+3b+c = 8

a+b+c=3 (1)
4a+2b+c=5 (2) fazendo (2) — (1) e (3) — (2), temos:
9a+3b+c=8 (3)

3a+b=2 (4 1
@) fazendo (5) — (4), temos a = —.
Sa+b=3 (5) 2
o 1 1
Substituindo a = 5 em (4), temos b = 5
1
Substituindo a = 5 e b= 5 em (1), temos ¢ = 2.
2
Entédo, concluimos que a férmula é descrita por p(n) = 5 + 3 + 2 ou p(n) =
n*+n+4
—
Solucgao 2

Na segunda solucao apresentada, espera-se que o estudante, apds desenhar algu-
mas situagoes para facilitar a contagem do niimero de regioes, escreva os valores de forma

recursiva ® de modo a tentar observar um padrao, conforme faremos abaixo:

3 Recursividade: propriedade daquilo que se pode repetir um nimero indefinido de vezes.
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Quadro 4.3 — Deduc¢ao do nimero méaximo de regioes formadas por n segmentos usando

recursividade.
Fato observado Onde a; é o numero de o
) N Substituindo a; = 3 por 2+ 1
na Figura 15 regides para k segmentos
1 segmento
o a; = 3 a; = 2+1
forma 3 regides
2 segmentos
o 02:a1+2 a2:2+1+2
formam 5 regides
3 segmentos
o a3:a2+3:a1+2+3 a3:2+1+2+3
formam 8 regides
4 segmentos
o ag=a3+4=a1+2+3+4 a4 =2+1+2+3+4
formam 12 regioes
n segmentos Ay = Ap_1+N
& i = n—l an=2+142+3+..4n
formam a,, regides =a1+2+3+...+n
n + 1 segmentos a =a,+(n+1
& " n1 = an + ) g1 =2+14+243+ .. +n+(n+1)
formam a,4+; regioes | = a1 +2+3+...+n+(n+1)

Fonte: Elaborada pelo autor

Usaremos a férmula da soma dos termos de uma PA finita S(n) = M,

onde S(n) é a soma dos termos de uma PA, a; é o primeiro termo da PA, a,, é o tltimo
termo da PA e n o nimero de termos da PA. Entao, faremos a soma dos termos da PA
1+2+3+...+n.
1 . 1 .
S(n) = m, isto 6, 1 +2+3+..+n= H;)n

Substituiremos em a,,:

a, = 2+14+24+3+..+n
(14+n).n

2
n?+n+4

2

= 2+

Deste modo, apresentamos duas formas distintas de obter a férmula que descreva

o numero maximo de regioes formadas por 2 semirretas e por n segmentos de reta.

2
4
Agora, utilizando o P.ILF., demonstraremos a validade de a,, = n—i—2n+ para
todo n € IN.
2 4
Admitiremos a proposi¢ao p(n) : a, = n+2n+ para todo n € IN.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para n = 1.
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Hipétese: vamos supor valida p(n) para algum n € IN.
- nP4n+4
2
Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também ¢é vélida.
n?+3n+6
2

p(n) : ap para algum n € IN

p(n+1): a1 =
Demonstracao:

Partiremos da hipdtese e somaremos (n + 1) em ambos os lados. Ainda, pela

recursividade apresentada no Quadro 4.3, realizaremos a seguinte substituigao a, +(n+1)

POr ap1-

n?+n+4
a, = ——
2
n?+n+4
a, +(n+1) = #Jr(nﬁtl)
n?+n+4
any1 = f+(n+1)
onP4n+4+2n+2
B 2
n?+3n+6
pyg = ————
+1 9
, n?+3n+6
Concluimos que a,+1 = —
243 6
Desta forma, mostramos que a, 1 = 71—{—2714—’ ou seja, que p(n) implica p(n+1)
para todo n € IN.
n?+n+4

Portanto, pelo P.L.LF., a, = , para todo n € IN.

2

4.3 Pizza de Steiner

Material concreto necessario: Folha A4 e régua.

Este ¢ um classico problema e um problema investigativo mais simples pode ser
o de encontrar o (maior) nimero de partes em que n (n € IN) cortes retilineos divide

uma pizza grande e fina, conhecido como Pizza de Steiner (equivalente ao problema de
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quantas regides n retas dividem um plano) mais facil de visualizar e de fazer tentativas,

experimentos, conjecturas, erros e acertos, segundo Salvador (2020).

Dentre as formas de realizar a pergunta para este problema "Qual é o niimero
maximo de regides em que o plano pode ser dividido por n retas?”'ou "Qual é o nimero

méximo de pedacos® em que uma pizza pode ser dividida por n cortes retilineos?"

Problema: Qual é o nimero maximo de pedagos em que uma pizza pode ser dividida

por n cortes retilineos?

O apéndice B apresenta uma sugestao de atividade investigativa que auxiliara
o estudante a conjecturar a féormula de qual é o nimero maximo de pedagos em que
uma pizza pode ser dividida por n cortes retilineos. Para isso, a atividade apresenta trés
situagoes em que os cortes poderao ser realizados de modo a levar o estudante a conclusao

de qual situagao ¢ mais viavel para a construcao da conjectura.

Inicialmente obteremos de trés modos® distintos a férmula que descreve o ntimero
maximo de pedacos a,, em que uma pizza pode ser dividida por n cortes retilineos, para

s6 entdao comprovarmos a sua validade por meio do P.L.F.
Solucgao 1 - Por conjectura

A figura 16 ilustra o nimero maximo de regioes para 0 corte, 1 corte, 2 cortes e 3

cortes.

Utilizaremos o termo "pedagos'como sendo um sinénimo de "regices".
Por uma questao didatica, chamaremos de solugdo 1, solucao 2 e solucao 3



102 Capitulo 4. Aplicagées do Principio de Inducio Finita mediante uso de material concreto

e @

0 corte e 1 regiao 1 corte e 2 regides

2 cortes e 4regides 3 cortes e 7 regides

Figura 16 — Numero méaximo de regides ao realizar cortes retilineos.

Fonte: Elaborada pelo autor

Entao, por meio da observacao e conjectura, podemos elaborar um Quadro que
descreva a possivel relacao entre o nimero de cortes e o nimeros maximo de pedagos que

podem ser gerados. Para isso, observemos o Quadro 4.4.

Quadro 4.4 — Conjectura do nimero maximo de pedacos formados por n cortes retilineos.

’ n cortes \ a, Tegioes ‘
0 1
1 =1+1
2 4=1+1+2
3 T=1+14+243
4 11=1+1+2+3+4
2 16=1+1+24+34+4+5
n a,=14+14+2+34+4+5+...4+n

Fonte: Elaborada pelo autor

Ainda, pelo Quadro 4.4 observamos que a,, = 1+1+2+3+4+5+...+n. Neste
momento, a expressao 1 + 2 + 3 + ... + n substituiremos pela soma dos termos de uma

PA, obtemos entao:
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ap, = 1+14+24+3+4+5+...+n

1+4+n).
2
B n®+n+2
2
Portanto, o niimero méaximo a, de pedacgos em que uma pizza pode ser dividida
. , . . . n?+n-+2
por n cortes retilineos é descrito por meio da conjectura a, = —

Solucgao 2 - Por P.A. de segunda ordem

Quadro 4.5 — Deduc¢ao do niimero maximo de pedacos formados por n cortes retilineos.

\n retas \ ay, T€gIOes ‘
0 1
1 2=1+1
2 4=2+2
3 T=4+43
4 11=7+4
) 16=11+5
n Ay, = Ap_1+N
n+1l | ap1=a,+ (n+1)

Fonte: Elaborada pelo autor

Ao observar o Quadro 4.5, podemos concluir que a,y1 = a, + (n + 1). Isto é

Api1 — ap = (n+1).

Teorema 4.3.1. Se a diferenca a, 1 — a, é uma funcio do 1° grau, entdo a sequéncia é

uma progressao aritmética de sequnda ordem.

Portanto, considerando o Teorema 4.3.1, vale a pena calcular a,, onde: a,, = an®+

bn + c.

Usando os valores presentes na primeira, segunda e terceira linha, respectivamente,
do Quadro 4.5 temos:

1=a.0’+b0+c
2=a+b+c
4=4a+2b+c

1 1

Ao resolver o sistema, obtemos: a = —,b = 3 ec=1.

Substituindo os valores de a, b e ¢ em a, = an® 4+ bn + ¢ concluimos que a, =
n®> n n®+n+2

?‘i‘g‘i‘l,ist()é,an: 2
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Solucao 3 - Por Recorréncia

Ainda, ao observar o Quadro 4.5 podemos observar que a,, = a,,_1 + n. Portanto:

a, = ag+ 1
a, = a1+ 2
as = az+3
as = az-+ 4
Ap = Gp_1+MN

Somando cada um dos termos em cada um dos membros da igualdade, temos:

a1 +as+a3+...+a, = a+1l+a+24+a+3+a3+4+...+a,_1+n

ap, = a+1+24+3+...+n
(1+n)n
2
2 +n+n?
2
n?+n+2
2

= 1+

2
n*+n-+2
Agora, faremos a demonstragao da validade de a, = ntnd e , tal que n €

INuU{0} ’
n?>+4+n+2

Inicialmente, definamos a proposicao p(n) : a, = — tal que n € NU{0}.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) paran =0 .

0P +0+2

p(0) : a, 5

De fato, o caso base ¢ valido em p(0).

Hipdtese: vamos supor valida p(n) para algum n € N U {0}.

2
2
p(n) :a, = n—|—2n—|—7 para algum n € INU {0}

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é valida.
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(n+1)*+(n+1)+2

pin+1):a,+1= 5

Demonstracgao:

,(n+1) novas
regioes

k—> Corte de

ndamero (n+1)
1 2 3 n

Figura 17 — Numero de novas regioes ao fazer o (n + 1) corte.

Fonte: Elaborada pelo autor

Conforme mostrado na imagem 17, ao fazer o corte (n + 1) precisard cortar todas
as retas anteriores para que se tenha o nimero maximo de novas regioes.
n?+n+2

Com o corte (n+ 1), passamos a ter as regides que ji existiam, isto é, 5 :

adicionadas as novas regioes que sao (n + 1), ficamos com:

n?4n+2
anpr = 5+ (n+ 1)
o onP4n+242n+2
B 2
P2+ 1)+ (n+1)+2
B 2
(n+1)%2+(n+1)+2
Ap+1 = 9

(n—|—1)2—|—(n+1)+2.

Conclusao a1 = 5

(n+1)24+(n+1)+2

Desta forma, mostramos que a,y1 =
implica p(n + 1), para todo n € NU {0} .

2
2
Portando, pelo P.I.F., a, = n+2n+ para todo n € INU {0}.

, ou seja, que p(n)
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4.4 Soma dos angulos internos de um poligono convexo

Problema: A soma dos angulos internos de um poligono é expressa por S,, = (n —
2) - 180°

A soma dos angulos internos S,, de um poligono convexo de n lados, onde n > 3,
pode ser conjecturada utilizando a decomposicao de figuras em tridngulos e para isso
basta ser conhecido que a soma dos angulos internos de um triangulo é de 180°. Veja a

conjectura abaixo:

’ Figura \ n? de lados \ Pode ser decomposto em \ Soma dos angulos internos

A 3 lados 1 tridngulo S3=1-180°
4 lados 2 triangulos Sy =2-180°
5 lados 3 triangulos S5 = 3-180°
6 lados 4 triangulos Sg =4 -180°
n laldos n—2 tr.iéngulos Sn = (n — 2) - 180°

Quadro 4.6 — Soma dos angulos internos de um poligono de n lados
Fonte: Elaborada pelo autor

O valores obtidos no Quadro 4.6 poderao ser trabalhados em sala de aula por meio

da atividade investigativa que consta no apéndice B.

Agora, realizaremos a demonstragao da validade de S,, = (n — 2) - 180° para todo
n € N, n > 3, onde S, é a soma dos angulos internos de um poligono convexo de n lados

e Sp11 € a soma dos angulos internos de um poligono de n + 1 lados.

Inicialmente, definamos a proposi¢ao p(n) : S, = (n — 2).180° para todo n € NN,
n > 3.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para n = 3.

p(3):5; = (3—2)-180°
Sy = 180°
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Hipétese: vamos supor valida p(n) para algum n € N, n > 3.
p(n) : S, = (n—2)-180°, para algum n € IN sendo n > 3
Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é valida.
p(n+1): S, =(n—1)-180°

Demonstracgao:

Sps1 = Sy 4 180°
= (n—2)-180° + 180°
— 180°n — 360° + 180°
= 180°n — 180°

Sps1 = (n—1)-180°

Conclusao: S,+1 = (n—1) - 180°

Desta forma, mostramos que S,;1 = (n — 1) - 180°, ou seja, que p(n) implica
p(n + 1) para todo n € N, n > 3.

Portanto, pelo P.ILF., S,, = (n — 2) - 180° , para todo n € N, n > 3.

4.5 Particao de quadrados

Trata-se de um problema de existéncia, isto é, utilizaremos o P.I.F. para demons-

trar a existéncia da situacao imposta pelo problema. Vejamos:

Problema: Prove que todo quadrado pode ser subdividido em n quadrados, para
todon > 6

Um fato curioso é que para n = 4 é possivel que a particao seja realizada, como
mostrado na Figura 18. Porém, para n = 5 nao é possivel que a particao seja realizada.

Por este motivo, a restricio da demonstracao respeitara n > 6.
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1 quadrado 4 quadrados
Figura 18 — 1 quadrado pode ser subdividido em 4 quadrados

Fonte: Elaborada pelo autor

Observagao 4.5.1. Ainda, a Figura 18 permite observar que ao subdividir 1 quadrado
em 4 quadrados, houve um acréscimo de 3 quadrados em relagdo a situacdo anterior d
subdivisao, ou seja, ao realizar a particao mostrada na figura, temos um total de quadrados
acrescentados igual a expressio numérica (4—1), onde 4 foi o total de quadrados formados

pela subdivisao porém a estes exclui-se o quadrado jd existente.

Uma conjectura inicial nos permite mostrar que é possivel realizar a subdivisao

de 1 quadrado em 6, 7 e 8 quadrados, respectivamente, como mostra a Figura 19.

6 quadrados 7 quadrados 8 quadrados
Figura 19 — Subdivisao de 1 quadrado em 6, 7 e 8 quadrados

Fonte: Elaborada pelo autor

Usando a Figura 19, no caso de 6 quadrados, combinada com o fato exposto
na observacao 4.5.1, podemos conjecturar o padrao observado na Figura 20, ou seja,

obteremos a subdivisao do quadrado inicial em 3%k quadrados, para k£ € IN, & > 2.

-

6 quadrados 9 quadrados 12 quadrados

Figura 20 — Conjectura da subdivisao do quadrado inicial em 3k quadrados

Fonte: Elaborada pelo autor
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De modo analogo, usando o caso para 7 quadrados da Figura 19, obteremos a
subdivisao do quadrado inicial em 3k + 1 quadrados, para k € IN, k£ > 2 conforme Figura
21.

7 quadrados 10 quadrados 13 quadrados

Figura 21 — Conjectura da subdivisao do quadrado inicial em 3k + 1 quadrados
Fonte: Elaborada pelo autor

Ainda, usando o caso para 8 quadrados da Figura 19, obteremos a subdivisao do

quadrado inicial em 3k + 2 quadrados, para k € N, k > 2 conforme Figura 22.

-

8 quadrados 11 quadrados 14 quadrados

Figura 22 — Conjectura da subdivisao do quadrado inicial em 3k + 2 quadrados
Fonte: Elaborada pelo autor

Inicialmente, definamos as proposigoes: p(k) : 3k; p'(k) : 3k + 1 e p”(k) : 3k + 2
onde k > 2 e p(k), p'(k) e p”(k) sao, respectivamente, o ntimero de quadrados n, n + 1 e

n + 2 onde n > 6.

Caso base: demonstraremos a validade de p(k) : 3k; p'(k) : 3k+1ep”(k) : 3k +2
onde k = 2.

p(2):32 = 6
p(2):3241 = 7
p’(2):324+2 = 8

Hipdtese: vamos supor vélida p(k) : 3k; p'(k) : 3k+1 e p”(k) : 3k+2, para algum
keN, k> 2.
p(k) : 3k;
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p'(k):3k+1;
p (k) : 3k + 2.
Tese: devemos mostrar que p(k + 1), p'(k+ 1) e p”(k + 1) também sao validas.
p(k+1): 3k +3;
p(k+1):3k+4;
p’(k+1):3k+5.
Desenvolveremos a demonstracao utilizando as ideias apresentadas na observagao

4.5.1 e na hipdtese.

Demonstracao:

pk+1) @ p(k)+(4—1)
3k +4—1
pk+1) : 3k+3

plk+1) « pk)+(4-1)
Jk+1+4-1
p(k+1) : 3k+4

prk+1) : pi(k)+(4-1)
3k+2+4-1
p'(k+1) @ 3k+5

Desta forma, mostramos a validade de p(k+1), p'(k+1) e p”(k + 1), ou seja, que
p(k) implica p(k + 1); p'(k) implica p'(k + 1) e p”(k) implica p”(k + 1); para todo k € N,
k> 2.

Portanto, pelo P.L.F., p(k) : 3k; p'(k) : 3k + 1 e p”(k) : 3k + 2, para todo k € IN,
k> 2.

Este problema, em especial, guarda uma sutileza em apresentar ao leitor o fato de
que a demonstracao da validade do problema inicialmente proposto para n € N, n > 6
depende da validacao de trés proposigoes, p(k), p'(k) e p”(k), para todo k € IN, k > 2, isto
¢, juntas, estas trés proposigoes sao capazes de cobrir, ou melhor, assegurar a validade a

que se queria demonstrar para os naturais.

Neste capitulo, o leitor pode encontrar atividades que, por meio do uso de materi-
ais concretos, possam levar seus estudantes a obtencao e investigacao de uma conjectura

e, ainda, realizar a demonstracao por meio do P.ILF. De acordo com os recortes dos
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documentos apresentados no capitulo 1, essas atividades podem promover o desenvolvi-
mento da arte de elaborar conjecturas e procurar demonstragoes por meios cada vez mais

formais.
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5 Proposta Metodologica do levantamento
de dados

Por meio de aplicativos de mensagens, o questiondrio (presente em anexo) foi
disponibilizado em formato do formulario Google e ficou disponivel para preenchimento
entre os dias 18/09/2023 e 24/09/2023, por meio do link <https://forms.gle/XT2GsL
WZbMNriMXy6>. Possui como objetivo a coleta de informagoes para o levantamento
de impressoes de voluntarios escolhidos por conveniéncia. Neste periodo, foram coletadas
37 respostas de professores de matematica que atuam na educacao basica distribuidos
entre ensino fundamental e médio do ensino regular. Ainda, a pesquisa possui o objetivo
de realizar uma verificagdo a respeito de como os niimeros naturais e as demonstracoes
de féormulas matematicas estdo sendo tratados na educacao basica pelos professores e,
também, verificar a frequéncia com que as demonstracoes vém sendo feitas bem como

saber se o P.I.F. é utilizado em sala de aula.

1. Atualmente, o(a) senhor(a) leciona na rede:

a) particular.
b) publica.

c) ambas.

Objetivo: Realizar o levantamento percentual do nimero de professores que atuam
exclusivamente na rede publica em comparacao com aqueles que atuam na rede particular
de ensino.

Levando em conta que os apontamentos realizados neste trabalho visam a discus-
sao da utilizacdo do P.I.LF. em todos os contextos da educagao basica, isto é, refiro-me
a instituicoes publicas e privadas. Por este motivo, a pesquisa procurou abranger os
profissionais que atuam em ambos segmentos.

@ publica.
® particular.
ambas.

Figura 23 — Questionario aplicado ao professor: resultado do item 1.

Fonte: Elaborado pelo autor


https://forms.gle/XT2GsLWZbMNriMXy6
https://forms.gle/XT2GsLWZbMNriMXy6
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Podemos observar que 63,2% dos entrevistados estao atuando na rede publica de
ensino, deste modo espera-se que a realidade das marcagoes e respostas discursivas
apresentadas nesta pesquisa retratem de modo mais proximo as condi¢oes encon-
tradas na rede publica de ensino. Porém, as respostas obtidas pelo percentual de
31, 6% referente aos entrevistados que estao lecionando na rede particular de ensino
sao de grande relevancia para o conhecimento dos dados e de suas condigoes referen-
tes aos aspectos ligados ao conjunto dos ntimeros naturais. Observou-se um baixo
percentual, 5,3%, de profissionais que estdo atuando em ambas as redes, publica e

privada.

2. Ha quantos anos exerce a profissao?

a) A menos de 5 anos.
b) Entre 5 e 10 anos.
c¢) Entre 10 e 15 anos.

d) A mais de 15 anos.

Objetivo: Realizar o levantamento percentual do tempo de atuacao na profissao

dos profissionais que responderam ao questionario.

® A menos de 5 anos.

@ Entre 52 10 anos.
Entre 10 e 15 anos.

® A mais de 15 anos.

Figura 24 — Questionério aplicado ao professor: resultado do item 2.

Fonte: Elaborado pelo autor

Constatamos que 51,4% dos professores que participaram da entrevista possuem
mais de 15 anos de experiéncia, isto é, espera-se que os dados apresentados no
questiondrio estejam embasados em profissionais considerados, ao nosso ver, de
longa experiéncia em sala de aula. Ainda, 24,3% dos entrevistados possuem entre

10 e 15 anos de experiéncia em sala de aula. Presume-se, entao, que pelo fato de mais
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de 75% dos entrevistados possuirem longa experiéncia em sala de aula, os dados
apresentados relatam uma realidade madura e, desde modo, possuem validacao para
sua andlise. Vale ressaltar que os percentuais de 10,8% e 13,5% que corresponde
aos entrevistados que exercem a profissao a "menos de 5 anos'ou "entre 5 e 10 anos'
respectivamente, também possuem enorme relevancia na analise dos dados, pois

estes profissionais estdo em processo de construgao de sua identidade em sala.

O conjunto dos niimeros naturais é um conjunto conhecido e reconhecido pela mai-

oria dos estudantes da educacgao béasica?
a) Sempre
b) As vezes

¢) Raramente

d) Nunca

Objetivo: Realizar o levantamento acerca da identificacdo dos ntimeros naturais
por parte dos estudantes segundo uma visao do professor, isto é, identificar, ao mi-
nistrar uma aula introdutoria de conjuntos numéricos, aquilo que o professor espera

que o estudante saiba em relacao ao conjunto dos niimeros naturais.

Caso o professor tenha consciéncia de que seus estudantes possuam os conheci-
mentos suficientes para a identificagdo e reconhecimento dos elementos do conjunto
IN, poderéa seguir a diante com a conceituacao dos outros conjuntos. Caso contrario,

devera tratar inicialmente das propriedades do conjunto dos ntimeros naturais.

20

1
e .
0

Sempre Asvezes Raramente Munca

Figura 25 — Questionario aplicado ao professor: resultado do item 3.

Fonte: Elaborado pelo autor

Em torno de 40% dos entrevistados afirmaram que seus estudantes sempre reco-

nhecem quais sao os nimeros naturais e que aproximadamente 51% as vezes re-
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conhecem o conjunto dos ntimeros naturais. Desta forma, aproximadamente 91%
dos estudantes, segundo os entrevistados, sao capazes de reconhecer o conjunto dos
nimeros naturais mesmo que as vezes. Este dado possui relevancia pelo fato de que
hé a necessidade do reconhecimento e entendimento por parte do estudante quanto
as propriedades do conjunto dos niimeros naturais para que se possa cogitar um

trabalho que envolva o P.I.F.

4. Os estudantes acreditam que o conjunto dos niimeros naturais possui uma quanti-

dade menor de elementos quando comparado ao conjunto dos ntimeros inteiros?

a) Sempre
b) As vezes
c) Raramente

d) Nunca

Objetivo: Identificar se o professor reconhece que alguns estudantes acreditam que
o conjunto dos nimeros naturais possui um nimero menor de elementos quando

comparado ao conjunto dos niimeros inteiros.

20

1
0 I

Sempre As vezes Raramente Munca

Figura 26 — Questionario aplicado ao professor: resultado do item 4.

Fonte: Elaborado pelo autor

Aproximadamente 46% dos entrevistados identificam que seus estudantes acreditam
que o conjunto dos nimeros naturais possui um nimero menor de elementos quando
comparado com o conjunto dos niimeros inteiros. Acredito que esse fato é reforcado
pelo fato do conjunto dos niimeros naturais ser subconjunto dos niimeros inteiros e,

ainda, no diagrama de Venn ' a area reservada ao conjunto dos niimeros naturais,

"O diagrama de Venn, também conhecido como diagrama de Venn-Euler, é uma maneira de representar
graficamente um conjunto, para isso utilizamos uma linha fechada que ndo possui auto-intersecgao
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normalmente, ¢ significativamente menor que a area reservada ao conjunto dos

numeros inteiros.

5. O(a) senhor(a) possui o habito de demonstrar formalmente as formulas apresentadas

aos estudantes?

a) Sempre
b) As vezes
¢) Raramente

d) Nunca

Objetivo: Identificar a frequéncia com que os professores demonstram as féormulas

matematicas em sala de aula.

0

Item 5

20

15

10

9
5
0 :
Sempre As vezes Raraments

MNunca

Figura 27 — Questionério aplicado ao professor: resultado do item 5.
Fonte: Elaborado pelo autor

Aproximadamente 48% dos entrevistados dizem as vezes demonstrar as férmulas

matematicas em sala de aula. Dentre os entrevistados aproximadamente 27% rela-

tam sempre realizam as demonstracoes das féormulas matematicas que sdao apresen-

tadas. Ainda, fica evidente que ha um percentual de entrevistados que nunca ou

raramente realizam demonstragoes matematicas (aproximadamente 24%). O per-

centual de entrevistados que sempre realizam demonstragoes matematicas se iguala

a soma dos percentuais daqueles que raramente ou nunca realizam demonstracoes.

e representamos os elementos do conjunto no interior dessa linha. A ideia do diagrama é facilitar
o entendimento nas operagoes basicas de conjuntos, como: relagdo inclusdo e pertinéncia, unidao e

interseccao, diferenga e conjunto complementar."(LUIZ, 2009)
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6. A organizacao dos conteudos curriculares propicia momentos de demonstragao de
formulas matematicas?
a) Sempre
b) As vezes
c) Raramente
d) Nunca
Objetivo: Diante das discussoes relacionadas as alteragoes na BNCC e alteragoes

recentes na LDBEN, identificar se elas propiciaram momentos de demonstragoes de

formulas matematicas.

15

Sempre As vezes Raramente Munca

Figura 28 — Questionério aplicado ao professor: resultado do item 6.

Fonte: Elaborado pelo autor

Apenas 13,5% dos entrevistados acreditam que a organizacao dos contetdos curri-
culares propicia momentos de demonstracao de formulas matematicas, isto é, con-
seguem realizar as demonstracoes utilizando a organizacao curricular existente. Por
outro lado, mesmo diante das constantes alteraces na BNCC e LDBEN, ainda
h& uma porcentagem de entrevistados que percebem a necessidade na reorganiza-
¢ao dos conteudos, como é o caso daqueles que marcaram a opc¢ao "as vezes'ou
"raramente". Ainda, aproximadamente 10,8% dos entrevistados relataram nunca
perceber que a organizacgao dos conteidos curriculares possam auxilia-los na tarefa

de demonstragao de férmulas matematicas.

7. Os estudantes cobram do professor que as férmulas apresentadas sejam demonstra-
das?

a) Sempre
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b) As vezes
¢) Raramente

d) Nunca

Objetivo: Identificar por meio de um depoimento dado pelo professor se os estu-

dantes cobram que as formulas apresentadas em sala sejam demonstradas.

20

0

Sempre hs veras Raramente Nunca

Figura 29 — Questionario aplicado ao professor: resultado do item 7.

Fonte: Elaborado pelo autor

A imagem acima explicita que a maioria dos estudantes, segundo relato dos entre-
vistados, estdo concentrados entre "raramente" exigirem demonstracoes de férmulas
matemaéticas, aproximadamente 43%, ou "nunca', aproximadamente 43%, exigirem
demonstragoes matematicas. Dentre os entrevistados, nao houve marcagao rela-

tando que existem estudantes que sempre cobram as demonstracoes.
Os contetudos de matematica que sao apresentados na educagao basica permitem
que os estudantes desenvolvam o pensamento critico?

a) Sempre b) As vezes c¢) Raramente d) Nunca

Objetivo: Identificar o nivel de contribuicao dado pela disposi¢ao e escolha dos
contetidos matematicos apresentados aos estudantes para que se possa desenvolver

o pensamento critico durante as atividades escolares.

20

Sempre As vezes Raramente Munca

Figura 30 — Questionério aplicado ao professor: resultado do item 8.

Fonte: Elaborado pelo autor
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10.

O maior percentual de marcacoes se concentrou, aproximadamente 51, 3%, em afir-
mar que as vezes os conteudos auxiliam no desenvolvimento do pensamento critico.
As recentes modificagoes na BNCC tiveram como pauta a reorganizacdo e rema-
nejamento de contetdos de modo a propiciar o desenvolvimento do pensamento
critico. Porém, mesmo diante das constantes modifica¢oes, os entrevistados ainda

nao relatam uma melhora em relagao ao tema.

Os estudantes, de acordo com a grade curricular apresentada pelos 6rgaos oficiais,

sao levados a exercitarem o ato de conjecturar e estruturar padroes mateméaticos?
a) Sempre
b) As vezes

c) Raramente

d) Nunca

Objetivo: Identificar o nivel de contribuicao dado pela disposicao e escolha dos
conteudos matematicos apresentados aos estudantes de modo que sejam levados
a exercitarem o ato de conjecturar e estruturar padroes matematicos durante as

atividades escolares.

20

Sempre hs veras Raramente Nunca

Figura 31 — Questionario aplicado ao professor: resultado do item 9.

Fonte: Elaborado pelo autor

Os dados obtidos neste item mostram que a grade curricular apresentada pelos
orgaos Estaduais e Distritais, segundo os entrevistados, na maioria das vezes nao

propicia o ato de conjecturar e estruturar padroes matematicos.

Em sala de aula, caso tivesse que realizar a validacao, a pedido de um estudante,
da formula da soma dos n primeiros niimeros impares, qual caminho possivelmente

o senhor utilizaria?
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A soma de n numeros impares

Soma de 1 numero impar 1=1
Soma de 2 numeros impares 1+3=2°
Soma de 3 numeros impares 143+ 5=3’
Soma de 4 numeros impares 14+3+5+7 =4°

Soma de n numeros impares 1+3+5+7+...+(2n—1]=n2

Figura 32 — Soma dos n nimeros impares.

Fonte: Elaborada pelo autor

a) Testaria / mostraria a validade da férmula para alguns valores conforme a

imagem acima.

b) Utilizaria algum outro artificio de demonstragao.

Objetivo: Identificar a postura do professor, ao ser indagado por um estudante em
uma situacao hipotética, de como se portaria para mostrar a validade da féormula

da soma dos n primeiros nimeros impares.

A marcagao do primeiro item mostra que a validacao da férmula estd sendo reali-
zada pela conjectura da validade da formula apenas para alguns niimeros naturais.
Enquanto, a marcacdo do segundo item mostra a preocupacao da escolha de um
outro método de validacao que nao seja a conjectur validade para um intervalo

isolado de valores.

@ Teastaria / mostraria a validade da
férmula para alguns valores conforme a
imagem acima.

@ Utilizaria algum outro artificio de
demonstracéo.

Figura 33 — Questionario aplicado ao professor: resultado do item 10.

Fonte: Elaborado pelo autor
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De acordo com os entrevistados, aproximadamente 67%, para realizarem a validacao
da formula apresentada para a soma dos n primeiros niimeros impares, fariam o teste
da féormula para um determinado intervalo de niimeros. Sabe-se que tal pratica, nao
atesta a validade de uma proposicao, ou seja, caso se deseje elaborar a demonstragao

da validade desta féormula, deve-se buscar um método de demonstracao formal.

Ainda, é necessario cuidar para que a conjectura da validade de uma féormula para
um determinado intervalo de niimeros nao seja confundida como sendo uma de-
monstracao formal. De acordo com a experiéncia do autor desta pesquisa, ¢ muito
comum que os estudantes apenas testem a validade para um ou dois valores e ja
afirmem que servird em qualquer situagdo. Temos ai, entdo, uma boa oportuni-
dade para mostrar aos estudantes a diferenca entre conjectura e demonstragao de

fé6rmulas matematicas.

11. Das formas de demonstracao apresentadas abaixo, qual é a mais utilizada pelo(a)

senhor(a) em sala?

a) Demonstragao direta

b) Demonstracao por contrapositiva

¢) Demonstragao por redugdao ao absurdo

d) Demonstrac¢ao pelo Principio Indugao Finita

e) Nao realizo ou raramente realizo demonstragoes em sala

Objetivo: Identificar quais os métodos mais utilizados para a demonstragao de
férmulas matematicas e, de um modo especial, levantar o dado se algum dos entre-

vistados escolheria o P.L.F.

@ Demonstracéo direta

® Demonstracéo por contrapositiva
Demonstracdo por reducio ao absurdo

® Demonstracéo pelo Principio de
Inducéo Finita

@ Mao realizo ou raramente realizo
demonstracdes em sala

Figura 34 — Questionario aplicado ao professor: resultado do item 11.

Fonte: Elaborado pelo autor

De acordo com os entrevistados, 60% utilizam o método de demonstracao direta em

sala. Este é um método que em diversas situagoes pode ser utilizada sem grandes
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complicagoes para a demonstracao de férmulas matematicas que sao apresentadas
na educacao basica. Demonstragoes por contraposicao ou mesmo por absurdo ja
incidiram com um percentual menor 7,5% e 2, 5%, respectivamente. Quanto a utili-
zagao do P.I.LF., ndo houve marcagao, isto é, dos entrevistados nenhum recorreria ao
P.ILF. Os resultados obtidos neste item podem refletir alguns aspectos como: tipo
de formacao inicial do docente, realidade em que o colégio esta inserido, exigéncias

apresentadas pela comunidade entre outros.

Caso o senhor(a), no item anterior, tenha selecionado a opgao "Nao realizo ou rara-
mente realizo demonstragoes em sala', peco, gentilmente, que justifique brevemente
os motivos que desmotivam o professor em realizar demonstra¢oes matematicas em

sala de aula.

Objetivo Obter o relato dos entrevistados de modo a justificarem o motivo pelo

qual nao realizam as demonstragoes de formulas matematicas em sala de aula.

Dos 37 professores que responderam ao questionario, 19 deixaram registrado neste
item alguns motivos que desencorajam o professor em realizar demonstra¢oes ma-

tematicas em sala de aula. Sao eles:

a) "OS ALUNOS (NA SUA GRANDE MAIORIA) NAO SE INTERESSAM PE-
LAS DEMONSTRACOES E SIM PELO USO DIRETO DAS FORMULAS
E OU CONCEITOS."

b) "Pois acredito que os alunos ndo tem base de conhecimento para compreen-

derem as demonstragoes."

c) "Nosso estudantes ( fundamental 1) tém dificuldade de entender e/ou nao se

interessam."

d) "Um dos motivos é o desinteresse dos estudantes, pois a demonstragao exige
alta capacidade de argumentacao e linguagem propria. O estudante que nao

se esforcar, dificilmente ird entender o que foi explicado."

e) "Trabalho com 6° e 7° anos. A maior parte do conteido é conceituacao.
Quando da para demonstrar, prefiro de forma direta, por causa minha au-

diéncia."

f) "Trabalhando com o Ensino Médio, vejo que, infelizmente, o contetido exigido
pelo PAS é demais para a carga horaria da disciplina. Muitas vezes temos
que cortar alguns conteidos, ou pelo menos nao aprofundar tanto. Assim, é
praticamente inviavel fazer as demonstragoes. Geralmente, consigo mostrar as
demonstragoes em horario alternativo, para um ou outro aluno que demonstre

interesse."
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Os alunos nao gostam de demonstracao e na maioria dos casos é porque eles
nao compreendem os caminhos. Os estudantes ficam confusos, acham chato e
sofrem com falta de pré-requisitos para entender o que o professor apresenta.
Nesse sentido, é desmotivador tentar tentar demonstrar a origem de férmulas

e conceitos matematicos."

g) "Os alunos do ensino fundamental para o qual leciono sdo muito desmotivados
e estao mais preocupados em como usar determinada férmula ao invés de como
surgiu ou como foi descoberta. Além disso o curriculo é muito extenso e sobra
pouco tempo para demonstragoes formais. Acredito que no Ensino Médio as
demonstragoes sejam melhores aproveitadas pelos alunos, ja que eles estao um

pouco mais maduros e questionadores sobre o porqué das féormulas."

h) "Discrepancia entre a bagagem /base de conhecimento dos estudantes, tempo

de aula e interesse'

i) "O planejamento pedagdgico que esté enraizado na BNCC. Nao temos tempo

habil para tais demonstragoes.”

j) "O conhecimento dos alunos, em maioria das vezes, é tao baixo que tentar
demonstrar algo a um aluno ¢ algo quase que impossivel, visto que em boa

parte das vezes a falta de pré requisito é o que ha!'

Os relatos acima expostos evidenciam que existem aspectos que impedem a uti-
lizacao de demonstragoes em sala da aula. Dentre eles, a falta de interesse dos
estudantes; a falta de pré-requisito para que se chegue a compreensao do proce-
dimento adotado durante as demonstragoes; planejamento engessado pela BNCC,;
alguns estudantes nao gostam de demonstragoes mateméaticas. Vale ressaltar que os
topicos mais frequentes sao a falta de interesse dos estudantes por demonstragoes

e a falta de pré-requisito.
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Consideracoes Finais

Apébs decorrido os capitulos que compoem esta dissertacao, torna-se disponivel
aos professores e estudantes da educacao basica um material sucinto, porém completo
para que o P.ILF. possa ser um método de demonstracao que seja inserido na grade
curricular dos professores de modo a propiciar a toda a comunidade escolar um contato,

possivelmente o primeiro, com uma poderosa ferramenta de demonstracgao.

As informagoes contidas no primeiro capitulo desta dissertacao, servirao de enorme
ajuda no trabalho de conscientizacao e aprendizado dos estudantes no que se refere as
respostas obtidas no questionario do professor: resultado do item 4 onde aproximada-
mente 45% dos entrevistados identificam que seus estudantes acreditam que o conjunto
dos ntimeros naturais possui um nimero maior de elementos quando comparado com o
numero de elementos do conjunto dos niimeros inteiros. Este fato, conforme observamos

nas respostas aos questionarios, é comum e deve ser alertado aos estudantes.

Uma importante contribuicao dada por este trabalho, foi a exposicao dos trechos
de trés dos principais documentos norteadores da educacao brasileira no que tange a

necessidade do uso de métodos que fomentem o desenvolvimento do pensamento critico.

Foi apresentada uma sequéncia de demonstracoes utilizando o P.I.LF. de modo a
contemplar as principais férmulas apresentadas na educacao bésica, dentre elas a férmula
de Fibonacci, teorema das linhas, colunas e diagonais, dentre outros, isto ¢, demonstragoes
que podem ser aplicadas aos estudantes de forma didatica e concatenadas com o conteudo

a ser trabalhado em cada etapa do ensino médio.

Ainda, foram apresentados alguns problemas que podem ser exemplificados de
modo pratico em sala de aula, como sao os casos da Torre de Hanoi, o nimero maximo
de regioes determinadas pela linha poligonal, pizza de Steiner e a soma das medidas
dos angulos internos do triangulo. Estes problemas podem ser inseridos em atividades
praticas de sala de aula de modo que o material concreto possa auxiliar na conjecturacao

da féormula e no P.ILF. durante a demonstracao formal.

Com base nos dados obtidos pelas respostas dos questionérios, evidenciou-se que o
P.ILF. se apresenta como uma ferramenta desconhecida no segmento da educacao basica,
porém capaz de atender as demandas apresentadas no préprio questionario na medida
em que, por meio da aplicacdo deste principio, os professores e estudantes possam por
exemplo: retomar os conteudos que sao pré-requisitos e nao foram assimilados no periodo
em que foram vistos em sala de aula, experienciar uma nova forma de demonstragao

formal para as conjecturas realizadas em sala ou se sentirem capazes de buscar novos
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caminhos, como ¢é o caso do P.I.F., para a realizacdo de demonstragoes.

Por fim, todos os temas e problemas abordados ao longo desta dissertacao serao
reavivados em estudos e pesquisas posteriores e, para isso, o apéndice B contribuiu com

a apresentacao de atividades investigativas.



127

Referéencias

BEZERRA, J. Historia dos numeros: origem e evolugio dos numero. 2021. Disponivel
em: <https://www.todamateria.com.br/historia-dos-numeros-origem-e-evolucao-dos-n
umeros/>. Acesso em 27/09/2023. Citado 2 vezes nas paginas 27 e 28.

BRASIL. Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional. 1996. Disponivel em: <https:
//www.planalto.gov.br/ccivil_03/leis/19394.htm>. Acesso: 28/09/2023. Citado na
pagina 34.

BRASIL. Base Nacional Comum Curricular. Ministério da Educagdo. 2018. Disponivel
em: <http://basenacionalcomum.mec.gov.br>. Acesso: 28/11/ 2022. Citado 3 vezes
nas paginas 36, 37 e 38.

BRITO, M.; BRITO, A. Biblioteca de objetos matemdticos da UFPA - Projeto PROINT.
2018. Disponivel em: <https://www.aedi.ufpa.br/bom /images/pdf/hanoi.pdf>. Acesso:
06/11/2023. Citado na péagina 93.

ENSINO, A. C. de. Indu¢io Matemdtica - Topicos Adicionais. 2000. Disponivel em: <ht
tps://cdnportaldaobmep.impa.br/portaldaobmep /uploads/material /wdjtvu7tk5wow.pd
f>. Acesso: 26/05/2023. Nenhuma citacdo no texto.

ESCOLA MELHOR. Entenda a diferenca entre educagdo integral e educagcio em tempo
integral. 1988. Disponivel em: <https://www.melhorescola.com.br/artigos/entenda-a-d
iferenca-entre-educacao-integral-e-educacao-em-tempo-integral#:~:text=Na%20cham
ada%20forma%C3%A7T%C3%A30%20integral%2C%20h % C3%A1,independente%20de
%20receber%200u%20n%C3%A30>. Acesso em 29/09/2023. Citado na pagina 34.

FERREIRA, L. B. P. TORRE DE HANOI: UM RECURSO PEDAGOGICO PARA A
EDUCAQAO BASICA. 2016. Disponivel em: <http://www.sbembrasil.org.br/enem2016
Janais/pdf /5794 2982 ID.pdf>. Acesso: 06/11/2023. Citado na pégina 93.

FOMIN, D.; GENKIN, S.; ITENBERG, 1. Circulos matemdticos - A experiéncia Russa.
1. ed. Rio de Janeiro, RJ: IMPA, 2012. Nenhuma citagdo no texto.

FRIEDMANN, C. V. P.; SANTOS, J. N. dos; ESQUINCALHA, A. da C. POSSIBILI-
DADES PARA O PRINCIPIO DA INDUCAO MATEMATICA NO CONTEXTO ES-
COLAR. 2016. Disponivel em: <https://www.sbem.com.br/enem2016/anais/pdf/526
4 2368 ID.pdf>. Acesso: 26/06/2023. Nenhuma citagado no texto.

GASPARIN, J. L. Uma Diddtica para a Pedagogia Historico—Critica. 7. ed. Campinas,
SP: Autores Associados, 2005. Citado na pagina 38.

HEFEZ, A. Indug¢io Matemdtica. 2009. Disponivel em: <https://www.obmep.org.br/d
ocs/apostilad.pdf>. Acesso em 04/04/2023. Citado na pégina 24.

HEFEZ, A. Ezercicios resolvidos de Aritmética. 1. ed. Rio de Janeiro, RJ: SBM, 2016.
Nenhuma citagao no texto.


https://www.todamateria.com.br/historia-dos-numeros-origem-e-evolucao-dos-numeros/
https://www.todamateria.com.br/historia-dos-numeros-origem-e-evolucao-dos-numeros/
https://www.planalto.gov.br/ccivil_03/leis/l9394.htm
https://www.planalto.gov.br/ccivil_03/leis/l9394.htm
http://basenacionalcomum.mec.gov.br
https://www.aedi.ufpa.br/bom/images/pdf/hanoi.pdf
https://cdnportaldaobmep.impa.br/portaldaobmep/uploads/material/wdjtvu7tk5wow.pdf
https://cdnportaldaobmep.impa.br/portaldaobmep/uploads/material/wdjtvu7tk5wow.pdf
https://cdnportaldaobmep.impa.br/portaldaobmep/uploads/material/wdjtvu7tk5wow.pdf
https://www.melhorescola.com.br/artigos/entenda-a-diferenca-entre-educacao-integral-e-educacao-em-tempo-integral#:~:text=Na%20chamada%20forma%C3%A7%C3%A3o%20integral%2C%20h%C3%A1,independente%20de%20receber%20ou%20n%C3%A3o
https://www.melhorescola.com.br/artigos/entenda-a-diferenca-entre-educacao-integral-e-educacao-em-tempo-integral#:~:text=Na%20chamada%20forma%C3%A7%C3%A3o%20integral%2C%20h%C3%A1,independente%20de%20receber%20ou%20n%C3%A3o
https://www.melhorescola.com.br/artigos/entenda-a-diferenca-entre-educacao-integral-e-educacao-em-tempo-integral#:~:text=Na%20chamada%20forma%C3%A7%C3%A3o%20integral%2C%20h%C3%A1,independente%20de%20receber%20ou%20n%C3%A3o
https://www.melhorescola.com.br/artigos/entenda-a-diferenca-entre-educacao-integral-e-educacao-em-tempo-integral#:~:text=Na%20chamada%20forma%C3%A7%C3%A3o%20integral%2C%20h%C3%A1,independente%20de%20receber%20ou%20n%C3%A3o
http://www.sbembrasil.org.br/enem2016/anais/pdf/5794_2982_ID.pdf
http://www.sbembrasil.org.br/enem2016/anais/pdf/5794_2982_ID.pdf
https://www.sbem.com.br/enem2016/anais/pdf/5264_2368_ID.pdf
https://www.sbem.com.br/enem2016/anais/pdf/5264_2368_ID.pdf
https://www.obmep.org.br/docs/apostila4.pdf
https://www.obmep.org.br/docs/apostila4.pdf

128 Referéncias

IBERDROLA. O walor do pensamento critico na sociedade atual. 2020. Disponivel em:
<https://www.iberdrola.com /talentos/o-que-e-pensamento-critico-como-desenvolver>.
Acesso em 11/10/2023. Citado na pagina 35.

LIMA, E. L. O Principio da indugdo. 1988. Disponivel em: Revista Eureka, n. 3, p. 26-41,
2 maio 1988 (Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM)). <https://www.obm.org.br
/content /uploads/2017/01/eureka3.pdf>. Acesso em 26/05/2023. Citado 4 vezes nas
paginas 32, 43, 45 e 46.

LUIZ, R. Diagrama de Venn. 2009. Disponivel em: <https://brasilescola.uol.com.br/ma
tematica/diagrama-de-venn.htm>. Acesso em 17/10/2023. Citado na pdgina 117.

MORGADO, A. césar; CARVALHO, P. cezar pinto. Matemdatica Discreta. 2. ed. Rio de
Janeiro, RJ: Sociedade Brasileira de Matematica, 2015. Citado na pagina 52.

NUNES, T. O que € ensino por investiga¢io? 2021. Disponivel em: <https://pontodid
atica.com.br/o-que-e-ensino-por-investigacao/?doing_ wp_ cron=1696245779.28719210
62469482421875# :~:text=0%20ensino%20por%20investiga%C3%A7%C3% A30%20%C3
%A9%20aquele%20capaz%20de,a%20partir%20de%20problema%20reais%20e%20cultu
ralmente%20relevantes>. Acesso em 02/10/2023. Citado na pagina 36.

OLIVEIRA, K. irraciel martins; FERNaANDEZ adan josé corcho. Iniciacio a Matemdtica:
um curso com problemas e solugoes. 2. ed. Rio de Janeiro, RJ: SBM, 2012. Nenhuma
citacao no texto.

PORFIRIO, F. Pitdgoras. 2020. Disponivel em: Brasil Escola. <https:brasilescola.uol.c
om.br/filosofia/pitagoras- 1.htm#:~:text=Pit % C3%A1goras%20f0i%20um%20fi1% C3%
B3sofo%2C%20matem%C3%A1tico%2C%20astr%C3%B4nomo%20e%20m%C3%BAsic
0%20grego%20pr%C3%A9,fundou%20a%20sua%20escola%20filos % C3%B3fica%20>.
Acesso em 08/10/2023. Citado na pagina 23.

RAMPAZZO, L. Progressoes Aritméticas na 6.a série? 1988. Disponivel em: Revista Pro-
fessor de Matematica). <https:/rpm.org.br/cdrpm/13/10.htm>. Acesso em 18/12/2023.
Citado 2 vezes nas paginas 64 e 65.

RIZZO, M. L. A. Nuameros reais. 2020. Disponivel em: <https://www.preparaenem.co
m/matematica/numeros-reais.htm>. Acesso em 07/10/2023. Citado na pagina 29.

SALVADOR, J. A. Cortando bolo, pizza e grissini. 2020. Disponivel em: Revista Ele-
tronica da Sociedade Brasileira de Matematica. <https://pmo.sbm.org.br/wp-conte
nt/uploads/sites/16/2020/01/art1_vol8 2020 _SBM_PMO_ final.pdf>. Acesso em
07/10/2023. Citado na péagina 101.

SAVIANI. Pedagogia historico-critica: Primeiras aprozimagdes. [S.1.: s.n.], 1995. Citado
na pagina 33.

SAVIOLI, A. M. P. das D. Uma Reflexdo sobre a Inducao Finita: relato de uma experi-
éncia. 2006. Disponivel em: <https://www.periodicos.rc.biblioteca.unesp.br/index.php/
bolema/article/view/1247>. Acesso em 11/10/2023. Citado na pagina 93.

SEEDF. CURRICULO EM MOVIMENTO DA EDUCACAO BASICA - PRESSUPOS-
TOS TEORICOS. 2018. Disponivel em: <https://www.educacao.df.gov.br /wp-conteud


https://www.iberdrola.com/talentos/o-que-e-pensamento-critico-como-desenvolver
https://www.obm.org.br/content/uploads/2017/01/eureka3.pdf
https://www.obm.org.br/content/uploads/2017/01/eureka3.pdf
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/diagrama-de-venn.htm
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/diagrama-de-venn.htm
https://pontodidatica.com.br/o-que-e-ensino-por-investigacao/?doing_wp_cron=1696245779.2871921062469482421875#:~:text=O%20ensino%20por%20investiga%C3%A7%C3%A3o%20%C3%A9%20aquele%20capaz%20de,a%20partir%20de%20problema%20reais%20e%20culturalmente%20relevantes
https://pontodidatica.com.br/o-que-e-ensino-por-investigacao/?doing_wp_cron=1696245779.2871921062469482421875#:~:text=O%20ensino%20por%20investiga%C3%A7%C3%A3o%20%C3%A9%20aquele%20capaz%20de,a%20partir%20de%20problema%20reais%20e%20culturalmente%20relevantes
https://pontodidatica.com.br/o-que-e-ensino-por-investigacao/?doing_wp_cron=1696245779.2871921062469482421875#:~:text=O%20ensino%20por%20investiga%C3%A7%C3%A3o%20%C3%A9%20aquele%20capaz%20de,a%20partir%20de%20problema%20reais%20e%20culturalmente%20relevantes
https://pontodidatica.com.br/o-que-e-ensino-por-investigacao/?doing_wp_cron=1696245779.2871921062469482421875#:~:text=O%20ensino%20por%20investiga%C3%A7%C3%A3o%20%C3%A9%20aquele%20capaz%20de,a%20partir%20de%20problema%20reais%20e%20culturalmente%20relevantes
https://pontodidatica.com.br/o-que-e-ensino-por-investigacao/?doing_wp_cron=1696245779.2871921062469482421875#:~:text=O%20ensino%20por%20investiga%C3%A7%C3%A3o%20%C3%A9%20aquele%20capaz%20de,a%20partir%20de%20problema%20reais%20e%20culturalmente%20relevantes
https:brasilescola.uol.com.br/filosofia/pitagoras-1.htm#:~:text=Pit%C3%A1goras%20foi%20um%20fil%C3%B3sofo%2C%20matem%C3%A1tico%2C%20astr%C3%B4nomo%20e%20m%C3%BAsico%20grego%20pr%C3%A9,fundou%20a%20sua%20escola%20filos%C3%B3fica%20
https:brasilescola.uol.com.br/filosofia/pitagoras-1.htm#:~:text=Pit%C3%A1goras%20foi%20um%20fil%C3%B3sofo%2C%20matem%C3%A1tico%2C%20astr%C3%B4nomo%20e%20m%C3%BAsico%20grego%20pr%C3%A9,fundou%20a%20sua%20escola%20filos%C3%B3fica%20
https:brasilescola.uol.com.br/filosofia/pitagoras-1.htm#:~:text=Pit%C3%A1goras%20foi%20um%20fil%C3%B3sofo%2C%20matem%C3%A1tico%2C%20astr%C3%B4nomo%20e%20m%C3%BAsico%20grego%20pr%C3%A9,fundou%20a%20sua%20escola%20filos%C3%B3fica%20
https:brasilescola.uol.com.br/filosofia/pitagoras-1.htm#:~:text=Pit%C3%A1goras%20foi%20um%20fil%C3%B3sofo%2C%20matem%C3%A1tico%2C%20astr%C3%B4nomo%20e%20m%C3%BAsico%20grego%20pr%C3%A9,fundou%20a%20sua%20escola%20filos%C3%B3fica%20
https:/rpm.org.br/cdrpm/13/10.htm
https://www.preparaenem.com/matematica/numeros-reais.htm
https://www.preparaenem.com/matematica/numeros-reais.htm
https://pmo.sbm.org.br/wp-content/uploads/sites/16/2020/01/art1_vol8_2020_SBM_PMO_final.pdf
https://pmo.sbm.org.br/wp-content/uploads/sites/16/2020/01/art1_vol8_2020_SBM_PMO_final.pdf
https://www.periodicos.rc.biblioteca.unesp.br/index.php/bolema/article/view/1247
https://www.periodicos.rc.biblioteca.unesp.br/index.php/bolema/article/view/1247
https://www.educacao.df.gov.br/wp-conteudo/uploads/2018/02/1_pressupostos_teoricos.pdf
https://www.educacao.df.gov.br/wp-conteudo/uploads/2018/02/1_pressupostos_teoricos.pdf
https://www.educacao.df.gov.br/wp-conteudo/uploads/2018/02/1_pressupostos_teoricos.pdf

Referéncias 129

o/uploads/2018/02/1__pressupostos__ teoricos.pdf>. Acesso: 27/06/ 2023. Citado na
pagina 38.

SEEDF. CURRICULO EM MOVIMENTO DA EDUCACAO BASICA - PRESSUPOS-
TOS TEORICOS. 2018. Disponivel em: <https://www.educacao.df.gov.br/wp-conte
udo/uploads/2018/02/Curriculo-em-Movimento-Ens-Fundamental 17dez18.pdf>.
Acesso: 17/10/2023. Citado 2 vezes nas paginas 39 e 40.

SILVA, D. neves. Blaise Pascal. 2021. Disponivel em: <https://mundoeducacao.uol.com.
br/biografias/blaise-pascal.htm>. Acesso em 03/10/2023. Citado na pégina 73.

SILVA, L. A. da et al. Os conjuntos dos nimeros naturais e dos inteiros possuem o mesmo
“numero de elementos” 2023. Disponivel em: <https://ciencia.bambui.ifmg.edu.br/ind
ex.php/arquivos/arquivo/janeiro-2023/os-conjuntos-dos-numeros-naturais-e-dos-inteiro
s-possuem-o-mesmo-numero-de-elementos>. Acesso: 28/09/2023. Nenhuma citagdo no
texto.

TAROUCO, V. L.; SILVA, G. de P.; SILVA, A. C. da. Marcas do ensino tradicional sobre
a compreensdo da operacao de multiplicacdo em professores dos anos iniciais do Ensino
Fundamental. 2016. Disponivel em: <https://www.sbem.com.br/enem2016/anais/pdf/5
884 3173 _ID.pdf>. Acesso em 26/05/2023. Citado na pégina 40.

TODA MATERIA. Francis Bacon. 2023. Disponivel em: <https://www.todamateria.co
m.br/francis-bacon/>. Acesso em 11/10/2023. Citado na pagina 35.


https://www.educacao.df.gov.br/wp-conteudo/uploads/2018/02/1_pressupostos_teoricos.pdf
https://www.educacao.df.gov.br/wp-conteudo/uploads/2018/02/1_pressupostos_teoricos.pdf
https://www.educacao.df.gov.br/wp-conteudo/uploads/2018/02/1_pressupostos_teoricos.pdf
https://www.educacao.df.gov.br/wp-conteudo/uploads/2018/02/1_pressupostos_teoricos.pdf
https://www.educacao.df.gov.br/wp-conteudo/uploads/2018/02/Curriculo-em-Movimento-Ens-Fundamental_17dez18.pdf
https://www.educacao.df.gov.br/wp-conteudo/uploads/2018/02/Curriculo-em-Movimento-Ens-Fundamental_17dez18.pdf
https://mundoeducacao.uol.com.br/biografias/blaise-pascal.htm
https://mundoeducacao.uol.com.br/biografias/blaise-pascal.htm
https://ciencia.bambui.ifmg.edu.br/index.php/arquivos/arquivo/janeiro-2023/os-conjuntos-dos-numeros-naturais-e-dos-inteiros-possuem-o-mesmo-numero-de-elementos
https://ciencia.bambui.ifmg.edu.br/index.php/arquivos/arquivo/janeiro-2023/os-conjuntos-dos-numeros-naturais-e-dos-inteiros-possuem-o-mesmo-numero-de-elementos
https://ciencia.bambui.ifmg.edu.br/index.php/arquivos/arquivo/janeiro-2023/os-conjuntos-dos-numeros-naturais-e-dos-inteiros-possuem-o-mesmo-numero-de-elementos
https://www.sbem.com.br/enem2016/anais/pdf/5884_3173_ID.pdf
https://www.sbem.com.br/enem2016/anais/pdf/5884_3173_ID.pdf
https://www.todamateria.com.br/francis-bacon/
https://www.todamateria.com.br/francis-bacon/




131

APENDICE A - Questionario aplicado aos

professores

A.1 Questionario aplicado aos professores

1. Atualmente, o(a) senhor(a) leciona na rede:

a) particular.
b) publica.

c) ambas.
2. Ha quantos anos exerce a profissao?

a) A menos de 5 anos.
b) Entre 5 e 10 anos.
c) Entre 10 e 15 anos.

d) A mais de 15 anos.

Professor, de acordo com sua experiéncia de sala de aula, marque a alternativa que

melhor represente sua resposta em cada item.

3. O conjunto dos niimeros naturais € um conjunto conhecido e reconhecido pela mai-

oria dos estudantes da educagao basica?
a) Sempre
b) As vezes

c) Raramente

d) Nunca

4. Os estudantes acreditam que o conjunto dos nimeros naturais possui uma quanti-

dade menor de elementos quando comparado ao conjunto dos ntimeros inteiros?

a) Sempre

b) As vezes
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c) Raramente

d) Nunca

5. O(a) senhor(a) possui o habito de demonstrar formalmente as férmulas apresentadas

aos estudantes?

a) Sempre
b) As vezes
c) Raramente

d) Nunca

6. A organizagao dos conteudos curriculares propicia momentos de demonstragao de

formulas matematicas?

a) Sempre
b) As vezes
c) Raramente

d) Nunca

7. Os estudantes cobram do professor que as féormulas apresentadas sejam demonstra-
das?

a) Sempre
b) As vezes
c) Raramente

d) Nunca

8. Os contetidos de matematica que sdo apresentados na educagao basica permitem

que os estudantes desenvolvam o pensamento critico?
a) Sempre
b) As vezes

c) Raramente

d) Nunca
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9. Os estudantes, de acordo com a grade curricular apresentada pelos 6rgaos oficiais,

sao levados a exercitarem o ato de conjecturar e estruturar padroes matematicos?

a) Sempre
b) As vezes
c) Raramente

d) Nunca

10. Em sala de aula, caso tivesse que realizar a validacao, a pedido de um estudante,
da formula da soma dos n primeiros niimeros impares, qual caminho possivelmente

o senhor utilizaria?

A soma de n numeros impares

Soma de 1 numero impar 1=1°
Soma de 2 numeros impares 1+3=2"
Soma de 3 numeros impares 1+3+5=3"
Soma de 4 numeros impares 143+5+7 =4°

Soma de n numeros impares 1+3+5+7 +...+(2n—1]=n2

Figura 35 — Soma dos n ntimeros impares.

Fonte: Elaborada pelo autor
a) Testaria / mostraria a validade da férmula para alguns valores conforme a
imagem acima.

b) Utilizaria algum outro artificio de demonstragao.

11. Das formas de demonstracao apresentadas abaixo, qual é a mais utilizada pelo(a)

senhor(a) em sala?

a) Demonstracao direta

b) Demonstracao por contrapositiva

¢) Demonstragao por redugao ao absurdo

d) Demonstrac¢ao pelo Principio de Inducao Finita

e) Nao realizo ou raramente realizo demonstragoes em sala
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12. Caso o senhor(a), no item anterior, tenha selecionado a opgao "Nao realizo ou rara-
mente realizo demonstragoes em sala", peco, gentilmente, que justifique brevemente
os motivos que desmotivam o professor em realizar demonstra¢oes matematicas em

sala de aula.



APENDICE B - Atividade investigativa

B.1 Torre de Handi

Atividade de investigacao

Estudante:

Turma:

Torre de Hanoi

Caro estudante, o objetivo do jogo é transportar os discos do pino 1 para o pino 3. Em cada
movimento é permitido deslocar apenas 1 disco por vez. Em todos os movimentos, em cada pino, o
tamanho dos discos deve ser decrescente, de baixo para cima. Busque utilizar o minimo de
movimentos possiveis para completar a tarefa.

Objetivo da atividade: Dedugio da formula que descreva o numero minimo de jogadas de modo a
transportar os discos do primeiro pino para o terceiro.

d: numero de discos

n(d): numero minimo de movimentos

Ul | Wl | =

6

Estudante, inicie a observagdo utilizando apenas 1 disco. Em seguida, faga o exercicio utilizando 2 discos e,
deste modo, procure chegar a ter 6 discos em seu jogo. Lembre-se sempre de anotar, em cada situagdo, qual foi o
niimero minimo de movimentos necessdrios para completar a tarefa.

Coluna 1 Coluna 2 Coluna 3 Coluna 4 Coluna 5 Coluna 6

d: n(d): nimero | Escreva o Escreva o Escreva o valor Compare 0s
numero minimo de | valor obtido |resultado da coluna| obtido na coluna 4 | valores obtidos nas
de discos| movimentos | nacoluna2 | 3 em forma de subtraido de 1 colunas2 e 5

adicionado | poténcia de base 2 unidade
de 1 unidade

1

2

3

4

5

6

Apos ter preenchido toda a tabela acima, discuta com seus colegas um possivel nimero minimo de
jogadas para um numero n de discos.

Férmula obtida:
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B.2 Soma dos angulos internos de um poligono

Atividade de investigacao

Estudante: Turma:

SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DE UM POLIiGONO CONVEXO

Objetivo: Deduzir a féormula que descreva a soma dos angulos dos angulos internos de um
poligono convexo.

Materiais: Papel colorido, tesoura, cola bastao e régua.

1) Desenhe um tridngulo pequeno na folha branca, recorte-o e, em seguida, pinte seus
angulos, sendo cada angulo de uma cor. Recorte com a mdo os trés angulos. Cole os angulos
de maneira que eles fiquem consecutivos. Observe a figura formada e complete a frase
abaixo.

A soma dos dngulos internos de um tridngulo qualquer mede

2) Cada integrante do grupo deve recortar poligonos com diferentes quantidades de lados.
Escolher um dos vértices (somente um em cada figura) e liga-lo a todos os outros vértices
ndo adjacentes. Colar estes poligonos na parte inferior desta folha ou em seu verso. Observe
as figuras que foram coladas e complete o Quadro abaixo.

Ntimero Figura Quantidade de Soma dos angulos internos
de lados triangulos obtidos

Observe atentamente os valores obtidos para a soma dos dngulos internos de cada um dos
poligonos e busque fazer uma generalizacdo para um poligono de n lados.

A soma dos dngulos internos de um poligono convexo é descrita por S(n)=
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B.3 Nuimero de diagonais de um poligono

Atividade de investigacao

Estudante: Turma:

Numero de diagonais de um poligono

Objetivo: Encontrar uma férmula para o nimero de diagonais de poligonos a partir da
observacao e registro de regularidades numeéricas.

Materiais: Régua.

Nas figuras abaixo, escolha 1 vértice em cada uma, e descubra quantas diagonais partem desse
vértice, comparado ao numero de lados do poligono. Use cores diferentes para tragar as

diagonais.

Poligono 1 Poligono 2 Poligono 3 Poligono 4

Nome do poligono
Nidmero de lados
Ntimero de diagonais
ligando cada vértice
Assim podemos generalizar que em um poligono de n lados, para cada vértice deste poligono
havera diagonais partindo dele.

Poligono| Numero de |Numero de vértices| Numero de diagonais |Numero total de diagonais
lados ligando cada vértice

1
2
3
4

Para um poligono de n lados, teremos n vértices. Cada um sera ligado aos demais vértices ndo
consecutivos, ou seja, n—3 diagonais. O total de ligacOes seria entdo o produto de n por n-3.
Entretanto, dois vértices sdo ligados apenas uma vez entre si, ndo podendo ser contado duas vezes.

Assim podemos generalizar que um poligono de n lados possui d diagonais:
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B.4 Pizza de Steiner

Atividade de investigacao
Turma:

Estudante:

A Pizza de Steiner

O grande gedmetra alemdo Jacob Steiner (1796-1863) propds e resolveu, em 1826, o seguinte problema: Qual é o
maior nimero de partes em que se pode dividir o plano com n cortes retos?

Situacgdo 1

Numero de cortes 1 2 3 4
paralelos entre si
Quantidade de regides
formadas
regioes.

Assim podemos generalizar que se todos os n cortes retilineos forem paralelos entre si, teremos

Situacgao 2

Numero de cortes
contendo o centro

Quantidade de regides
formadas

Assim podemos generalizar que se todos os n cortes retilineos distintos forem concorrentes no mesmo ponto central,

teremos regioes.

Situacgdo 3

Numero de cortes ndo
paralelos entre si e ndo
contendo o centro
Quantidade de regides
formadas

Assim podemos generalizar que o caso mais geral com n cortes lineares de uma pizza ndo tendo dois paralelos e nem
trés deles concorrentes num mesmo ponto, teremos regioes.
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APENDICE C — Demonstracdes

C.1 Caso (a+b)|(a®™ — b*")

Inicialmente, definamos a proposicio p(n) : (a + b)|(a*" — b*") para todo n € IN.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para p = 1.

p(1) : (a+0)|(a® =%
p(1) : (a+Db)|(a+b)(a—Db)

Hipétese: vamos supor valida p(n) para algum n € IN.
p(n) : (a+b)|(a* — b*"), para algum n € IN

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é valida.
pn+1) : (a+0)|(a*** - 0*"*?)

Demonstracao:

a2n+2 o b2n+2 a2n+2 . a2b2n 4 a2b2n . b2n+2

— a2<a2n o an) + an(a2 o bQ)

Por hipétese, (a+0b)|(a*" —b*"). Ainda, temos que (a-+b)|(a* —b*) pois (a+b)|(a+
b)(a —b).

Portanto: (a + b)|a*(a®* — b*") + b*"(a® — b?).

Concluimos que (a + b)|(a**™? — p*"*2).

m+2 b2n+2)

Desta forma, mostramos que(a + b)|(a , ou seja, que p(n) implica

p(n + 1) para todo n € IN.

Portanto, pelo P.LF., (a + b)|(a® — b*") , para todo n € IN.

C.2 Caso (a+b)|(a®t! 4 v*"t1)

Inicialmente, definamos a proposicio p(n) : (a + b)|(a®" ™ + b* ™) para todo
a,b € Z e n € NU{0}.
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Caso base: demonstraremos a validade de p(n) para p = 1.

p(0) : (a+b)[(a®* +60)
p(0) : (a+b)|(a+b)

Hipdtese: vamos supor valida p(n) para algum n € NU {0}.

p(n) : (a+ b)|(a®* ' 4+ v*"*1), para algum n € NU {0}

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é valida.

p(n+1) : (a+b)|a?™ I+ L 2D+ Histo & p(n + 1) @ (a + b)|(a® 2 + b*F3)
Demonstracao:

2n+3 4 b2n+3 2n+3 4 a2b2n+1 o CL2b2n+1 4 b2n+3

a

a2n+3 4 b2n+3 — a2(a2n+1 4 b2n+1) 4 b2n+1(b2 _ CL2)

a

Por hipétese, (a + b)|[(a®"™ + b**™1). Ainda, temos que (a + b)|(b* — a?), pois
(a+0)|[(b+a)(b—a).

Portanto: (a+b)|a*(a** " 4+0*"t1) +6*" 1 (b* — a?). Concluimos que (a—b)|(a*" ">+
b?n+3) ]

Desta forma, mostramos que(a+b)|(a?"+D 2D oy seja, que p(n) implica
p(n + 1) para todo n € NU{0}.

Portanto, pelo P.LF., (a + b)|(a® + v*"*1), para todo n € NU{0}.

C.2.1 2|n(n+1) para todo n € N U {0}.

Vamos mostrar que o nimero 2 é capaz de dividir o produto de dois ntimeros
naturais consecutivos, isto é 2|n(n + 1). Ainda, equivale a dizer que o produto de dois

nimeros naturais é maltiplo de 2.
Inicialmente definamos a proposicao p(n) : 2|n(n + 1) para todo n € N U {0}.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) paran =0 .

p(0) : 2[0(0+1)
210.1
p(0) : 2[0
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De fato, o caso base é valido em p(0) pois 2|0 (2 divide 0).
Hipétese: vamos supor valida p(n) para algum n € N U {0}.
p(n) : 2In(n + 1) para algum n € NU {0}

Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também é valida.
p(n+1):2/(n+1)(n+2)

Demonstracao:

Inicialmente faremos a seguinte consideragao, utilizando a hip6tese: 2|n(n + 1)

temos que existe um ¢ tal que 2. = n(n + 1), onde ¢ € Z, isto é, 2¢ = n* + n.
Ainda, consideraremos a seguinte manipulacao: (n+1)(n+2) = n* +2n +n + 2.

Usando a hipotese, temos:

(n+1)(n+2) = n*+n+2n+2
= 2q+2n+2
= 2q+2(n+1)

mn+1)(n+2) = 2(¢+n+1)

Conclusdo (n+1)(n+2) =2(q +n+1). Isto é 2|(n + 1)(n + 2).

Desta forma, mostramos que 2|(n + 1)(n + 2), ou seja, p(n) implica p(n + 1) para
todo n € NU{0}.

Portanto, pelo P.LLF. p(n) : 2|n(n + 1) para todo n € IN U {0}.

C.3 9n*+ (n+1)* + (n +2)° para todo n € N U {0}.

Vamos mostrar que o nimero 9 é capaz de dividir a soma dos cubos de trés
nimeros naturais consecutivos, isto ¢ 9|n® + (n + 1)* + (n + 2)®. Ainda, equivale a dizer

que a soma dos cubos de trés naturais ¢ multiplo de 9.

Inicialmente definamos a proposicao p(n) : 9|n* + (n + 1)* + (n + 2)* para todo
n e NuU{0}.

Caso base: demonstraremos a validade de p(n) paran =0 .
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p(0) 90+ (0+ 1)+ (0+2))
9|0 + 1° 4 2°

De fato, o caso base é valido em p(0) pois 9|9 (9 divide 9).
Hipétese: vamos supor valida p(n) para algum n € N U {0}
p(n) : 9n® + (n +1)* + (n + 2)° para algum n € N U {0}.
Tese: devemos mostrar que p(n + 1) também ¢é vélida.
p(n+1):9|(n+1)° + (n +2)° + (n + 3)°

Demonstracao:

Inicialmente faremos a seguinte consideracio, utilizando a hipdtese: 9|n® + (n +

1)? + (n + 2)? temos que existe um ¢ tal que 9. = n® + (n + 1)* + (n + 2)*, onde ¢ € Z.

9.9 = n*+(n+1)°+ (n+2)° onde q € Z.
= n®+n*+3n*+3n+1+n*+6n>+12n+8
99 = 30+ 9+ 15n+9

Agora, manipularemos a expressao: (n + 1)* 4+ (n +2)* + (n + 3)%.

n+1P+n+2°2+m+3)° = n*+3n* +3n+1+n’+6n°+12n+8+n® +9In® +27n + 27
= 3n®+9n? + 150+ 9+ 9n® + 27n + 27
= 9.g+9(n*+3n+3)

n+12*+n+2°*+n+3)° = 9.(¢+n*>+3n+3)

Conclusdo (n+1)* + (n+2)* + (n+3)* = 9.(¢ + n* + 3n +3). Isto é: 9|(n+1)* +
(n+2)* + (n + 3)°.

Desta forma, mostramos que 9|(n+1)* + (n+2)* + (n+3)°, ou seja, p(n) implica
p(n + 1) para todo n € N U {0}.

Portanto, pelo P.LF. p(n) : 9|n® 4+ (n 4+ 1)° + (n + 2)* para todo n € N U {0}.
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