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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um pouco da histéria de Pitdgoras e, consequentemente, do famoso
Teorema de Pitadgoras e expomos uma breve consideracdo acerca da importancia das construgdes
geométricas e do uso das tecnologias no ensino. Apresentamos também cinco demonstragdes
distintas para o Teorema de Pitdgoras, incluindo sua reciproca, uma generaliza¢do e uma extensao

para o espaco. Ao final, sdo descritas trés construcdes geométricas no software GeoGebra.

Palavras-chave: Teorema de Pitagoras, Constru¢des Geométricas, GeoGebra.






Abstract

In this article, we present a little of Pythagoras’s history, consequently the well known Pythagorean
Theorem and we present a brief consideration about the importance of geometric constructions
and the use of technologies in teaching. We also present five distinct proofs for the Pythagorean
Theorem, including its reciprocal, a generalization and an extension to space. To conclude, three

geometric constructions are described using the GeoGebra software.

keywords: Pythagorean Theorem, Geometric Constructions, GeoGebra.
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Introducao

O Teorema de Pitdgoras é reconhecido e admirado por matematicos como talvez um dos mais
belos teoremas, a ponto de acumular centenas de demonstracdes. Muito trabalhado e falado entre os
alunos do ensino fundamental e médio, mas pouco explorado dentro do leque de possibilidades de
abordagem que oferece. Os alunos tém uma grande dificuldade em utilizar o Teorema de Pitdgoras
como uma ferramenta nas aplicacdes, compreensao de conceitos ou resolugao de problemas. Para
que possamos, enquanto professores de Matemadtica, remediar as hesitagdes encontradas pelos

alunos, faz-se necessario um amplo conhecimento sobre o assunto.

Neste sentido, visando mostrar diferentes caminhos para se demonstrar o Teorema de
Pitagoras, nesta dissertacdo, apresentamos cinco demonstracdes desse teorema, bem como, uma
prova para a sua reciproca. Além disso, mostramos também uma extensao desse resultado para o

espaco e uma das suas generalizacoes.

Além de diferentes caminhos para se demonstrar o Teorema de Pitdgoras, esse trabalho
apresenta algumas construgdes geométricas utilizando comandos do software de geometria dindmica
GeoGebra. Acreditamos que as constru¢cdes geométricas apresentadas nesta dissertagdo podem ser
trabalhadas em sala de aula. Sendo assim, o propdsito é simular, no ambiente virtual, a sequéncia
didatica das construcdes geométricas de forma que, mesmo a distancia, o professor consiga desen-
volver esse conteido com seus alunos levando-os o mais proximo possivel das reais constru¢des

geométricas, isto €, das construcdes feitas apenas com uma régua nio graduada e um compasso.

No Capitulo 1, apresentamos um pouco da histéria do Teorema de Pitdgoras, a importancia
das contrucdes geométricas, bem como o uso de tecnologias no ensino e uma apresentagdo do layout
do GeoGebra Classico que utilizamos nas contrucdes criadas nesse trabalho. No Capitulo 2, pontua-
mos os conceitos basicos como defini¢des, teoremas e coroldrios, que embasam as demonstragdes
apresentadas no capitulo seguinte. No Capitulo 3, apresentamos cinco demonstragdes distintas do

Teorema de Pitdgoras, baseadas principalmente nas referéncias [2], [10], [11], [13] e [18]. Para
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finalizar, no Capitulo 4, apresentamos algumas constru¢des geométricas envolvendo o Teorema de

Pitdgoras, no software GeoGebra
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CAPITULO

Um pouco de historia, construcoes
geomeétricas e tecnologias no ensino

1.1 Um pouco sobre a historia do Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitdgoras € um dos resultados mais conhecidos e fundamentais na matematica
e tem uma histodria rica e interessante. Ele recebe o nome do matematico e fildsofo grego Pitdgoras
de Samos, que viveu por volta do século VI a.C. e é frequentemente creditado por sua descoberta. No
que segue, expomos um breve relato sobre a historia do Teorema de Pitdgoras, consequentemente,

sobre Pitdgoras, baseados principalmente nas referéncias [1], [3], [15], [17] e [19].

Nascido na ilha grega de Samos, provavelmente por volta de 570 a.C., Pitdgoras de Samos foi
educado em tradi¢des matematicas, filosoficas e cientificas da época, viajando pela Grécia, Egito e,
possivelmente, para a Babilonia, onde teve contato com conhecimentos matematicos e astrondmicos
avancados (DA SILVA, 2014).

Ap6s suas viagens, Pitdgoras criou a famosa Escola Pitagérica em Crotona, na Magna Grécia
(atual Itdlia), onde ensinou uma filosofia que combinava matematica, religido e ética (BOYER,
1996). A escola ganhou prestigio e influéncia, atraindo seguidores e estudiosos interessados em suas

ideias inovadoras.

Embora muitos ensinamentos sejam associados a Pitdgoras, € dificil determinar com precisao
quais descobertas sdo, de fato, de sua autoria (ou da Escola Pitagérica), uma vez que os registros
sobre sua vida foram escritos anos apds sua morte. Esse fato € um dos motivos pelos quais, até hoje,
historiadores se questionam sobre a relacdo entre a Escola Pitagorica e suas reais contribuicoes,
inclusive, o Teorema de Pitdgoras (DA SILVA, 2014).

Mesmo associado a Pitdgoras e a Escola Pitagorica, hé indicios de que civilizacdes antigas,
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como os babilonios e os egipcios, jd usavam o Teorema de Pitdgoras (BOYER, 1996). Na Mesopota-
mia, os Babil6nios utilizavam ternos pitagoricos, isto é, uma terna de nimeros inteiros positivos
que safistazem a igualdade a® = b* + ¢? (por exemplo, o terno pitagérico (3,4, 5)), para realizar
medicdes precisas em suas construgdes e em estudos voltados a astronomia. Os egipcios também
conheciam a relagdo entre os lados de um tridngulo retdngulo, no entanto, o mérito atribuido a

Pitagoras € o de demonstrar o teorema de maneira geral e sistematizada (LUNAR, 2019).

O Teorema de Pitdgoras € um testemunho da interconexao entre a matemadtica, a filosofia e a
cultura na Grécia Antiga. Sua associacdo com a Escola Pitagdrica contribuiu para sua disseminagdo
e permanéncia ao longo da histdria, tornando-o um dos resultados mais conhecidos e fundamentais

na matemadtica e nas ciéncias aplicadas (MATTEI, 2000).

No livro "Elementos", o matemético grego Euclides de Alexandria (300 a.C.), apresentou
uma prova para o Teorema de Pitdgoras baseada em constru¢des gemométricas, usando rearranjos
de quadrados para ilustrar a relag@o entre as areas dos quadrados formados pelos lados do tridngulo

retangulo. No entanto, outras provas algébricas sobreviveram ao longo dos séculos (DINIZ, 2020).

O Teorema de Pitagoras influenciou a evolu¢do da prova matemética. Sua histéria exemplifica
como ideias matematicas podem ser refinadas, aprimoradas e aplicadas em diferentes contextos
culturais e histéricos. Além disso, esse resultado transcende as fronteiras da matemadtica pura, sendo
uma ferramenta fundamental em diversas areas cientificas e aplicadas. Sua compreensao € essencial
para abordar problemas geométricos, trigonométricos e algébricos, além de fornecer insights para a

solucdo de questdes praticas em outras ciéncias.

A histéria do Teorema de Pitdgoras é um testemunho da interconexdao do conhecimento
humano ao longo das civilizagdes. O papel da Escola Pitagérica na sua promogao e o reconhecimento
global das relagdes numéricas reforcam a importancia duradoura desse teorema na matematica e

além dela.

A jornada do teorema através da historia nos inspira a continuar explorando, questionando e
descobrindo, na esperanca de que cada novo passo traga a iluminagdo matemadtica e a compreensao

mais profunda que caracterizaram o legado do préprio Pitdgoras (LUNAR, 2019).

1.2 Construcoes Geométricas no ensino de matematica

Nesta secao, baseados principalmente nas referéncias [6] e [9], apresentamos alguns aspectos

que julgamos importantes acerca das constru¢cdes geométricas no ensino de matematica.

As construgdes geométricas podem ser vistas como o processo de criar figuras e formas
usando regras especificas e instrumentos geométricos, como régua (ndo graduada) e compasso. Essa

técnica envolve a aplicacdo de alguns principios e padrdes para construir elementos como pontos,
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segmentos de reta, angulos, poligonos e outras formas.

Executadas seguindo um conjunto de passos definidos que incluem a utilizacao de técnicas
como tracar retas perpendiculares, retas paralelas, bissetrizes, encontrar o ponto médio de um
segmento, dentre outros, as construcdoes geométricas, sdo precisas e rigorosas, sendo que cada
passo € fundamentado em principios matemaéticos (ZUIN, 2001). Dessa forma, essa técnica ajuda a

explorar relacdes codificadas, validar teoremas e desenvolver uma compreensdo sélida da geometria.

Essas construgdes envolvem medicdes de comprimentos, angulos e propor¢cdes, o que
fornece ao aluno a possibilidade de desenvolver habilidades de medicdes. Através das construcdes
geométricas, o aluno pode explorar vérias abordagens para alcancar um mesmo resultado o que
faz com que o pensamento critico seja desenvolvido e as diversas possibilidades de se resolver um
determinado problema sejam pensadas (SALGADO, 2013).

As construcdes tém aplicacdes praticas em campos como arquitetura, engenharia, design
grafico e muito mais. Elas ajudam a desenvolver habilidades que podem ser aplicadas em situacdes
do dia a dia, como medir dreas, calcular distancias e desenvolver projetos. Envolvem atividade
pratica, o que promove a aprendizagem e a participacao ativa do aluno. Ao invés de apenas receber
informagdes, o aluno estd engajado em criar, explorar ¢ manipular figuras, o que pode tornar o

aprendizado mais envolvente e interativo.

Por fim, podemos observar que as constru¢des geométricas, de fato, executam um papel
fundamental no ensino e na compreensiao da Geometria. Além disso, representam uma ponte entre o
abstrato e o concreto, entre o teorema e a aplicagdo. Por meio dessa prética, os alunos aprimoraram
sua capacidade de enfrentar desafios matematicos e praticos com mais confianca (SALGADO,
2013).

Devido a grande importancia dessa técnica no ensino e aprendizagem da matemaética e, ao
avanco acelerado da tecnologia, faz-se necessdrio adaptar tais procedimentos para versdes virtuais,

justificando, assim, a importancia dessa dissertacao.

1.3 O uso de tecnologias digitais no ensino

Nesta secdo, baseados principalmente nas referéncias [7], [8], [12], [14], [20] e [23], expomos

um pouco sobre o uso de tecnologias digitais no ensino atual.

O cenério educacional tem passado por uma transformagdo profunda impulsionada pelo
avanco das tecnologias (SOUZA, 2011). A integracdo das tecnologias no ensino tem sido uma
resposta as demandas de um mundo cada vez mais digital e interconectado. Essa abordagem visa
melhorar a qualidade da educagdo, envolver os alunos de maneira mais eficaz e prepari-los para
enfrentar os desafios do século XXI (BITTENCOURT, 2019).
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Como destacado por Farias (2013), o uso de tecnologias no ensino traz consigo uma série de
beneficios que impactam positivamente a experiéncia educacional dos alunos e o processo de ensino
dos educadores. Além disso, para Vieira (2011), as tecnologias educacionais podem adaptar-se as
necessidades individuais dos alunos, oferecendo atividades e contetdos especificos para o nivel de

aprendizado de cada um.

Como descrito por Tarja (2011), os recursos multimidia, como videos, simulagdes e jogos
educativos, podem tornar o aprendizado mais envolvente, mantendo o interesse dos alunos por
periodos mais longos. J4, as plataformas online, permitem que estudantes interajam com colegas
de diferentes partes do mundo, enriquecendo a compreensao cultural e promovendo a colaboracdo

global.

Apesar de o uso de tecnologias digitais na educag¢do ndo ser uma pratica tao recente, apos a
pandemia de coronavirus (COVID-19), houve um aumento significativo desse uso, transformando,
assim, a forma de como o ensino e a aprendizagem sao realizados em todo o mundo. Com o
fechamento de escolas e institui¢des de ensino presenciais para conter a propagacao do virus, muitas
institui¢des tiveram que adotar abordagens de ensino remoto e online de maneira rdpida e abrangente.
Isso acelerou a incorporacio de novas tecnologias na educagdo e desencadeou mudangas duradouras

na forma como educadores e alunos interagem com o processo educacional (CORDEIRO, 2020).

E importante ressaltar que, conforme apontado por Correa (2021), apesar dos virios be-
neficios do uso de tecnologias virtuais no ensino, a sua implementacao esta associada a desafios
significativos que devem ser discutidos de forma a garantir uma implementacao eficaz, uma vez que,
nem todos os alunos t€m acesso igualitdrio as tecnologias, o que pode criar disparidades no acesso

ao conteudo educacional e materiais de ensino online, afetando a participagdo igualitaria dos alunos.

Além disso, o uso de tecnologias que pode melhorar o aprendizado também pode ser uma
fonte de distracdo, prejudicando a concentracio dos alunos, principalmente com redes sociais, jogos
e outras atividades online ndo ligadas aos assuntos das aulas. Sendo assim, a simples disponibiliza¢ao
de recursos online nio garante uma aprendizagem ativa e significativa. E necessario um cuidado no

desenvolvimento e utilizagdo de alguns softwares educacionais.

1.3.1 Uma breve apresentacao do GeoGebra

O GeoGebra € um software de matematica dindmica que foi criado em 2001 pelo professor
de matematica austriaco Markus Hohenwarter durante o seu doutorado na Universidade de Salzburgo,
na Austria. Sua motivacdo era criar uma ferramenta que ajudasse seus alunos a visualizar conceitos

matematicos abstratos de forma mais concreta € dinamica.

A primeira versao do GeoGebra foi langada em 2002 e, desde entdo, o software tem passado

por um desenvolvimento continuo e se tornando uma das ferramentas mais populares no ensino de
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matematica em todo o mundo. Markus Hohenwarter liderou o projeto por muitos anos, trabalhando
em estreita colaboracdo com outros desenvolvedores, professores e especialistas em matemaética e

educacdo.

Este software tem sido usado em escolas, universidades e instituicdes educacionais em todo
o mundo como uma ferramenta valiosa para o ensino e a aprendizagem da matemaética ajudando a
tornar conceitos matemadticos complexos mais acessiveis e interativos para os alunos. A combinagao
de recursos de dlgebra, geometria, cdlculo e estatisticas, em uma tnica plataforma o torna uma
ferramenta versatil para explorar uma ampla gama de topicos matemaéticos e oferece um ambiente de
aprendizado interativo, onde os usudrios podem criar e explorar constru¢des matematicas de forma
dindmica. Os usudrios podem criar e manipular figuras geométricas, como pontos, linhas, segmentos

de reta e formas.

Além da parte geométrica, esse software inclui uma calculadora simbdlica que permite
realizar célculos algébricos complexos, resolver equagdes e simplificar expressdes matematicas. E
possivel plotar fungdes e graficos de equagdes, explorando as relacdes entre varidveis e observando
como as mudangas nos valores das varidveis afetam os graficos. Os projetos criados podem ser
exportados e compartilhados em varios formatos, facilitando o compartilhamento de li¢cdes e ativida-
des. Além da versao para desktop, o0 GeoGebra oferece uma plataforma online e aplicativos méveis

para que os usudrios possam acessar e trabalhar em projetos a partir de diferentes dispositivos.

Apresentamos, a seguir, 0 GeoGebra Classic e Suas Principais Ferramentas. A Figura 1 nos

mostra o layout principal do GeoGebra Classic na sua versao 6.0.

<«
(K] A7 D> OO LN = Q =
+ N Hilacs : =
r %
Q

Figura 1 — Layout Inicial do GeoGebra Classic 6.0
Fonte: GeoGebra Cléssico 6.0



20 Capitulo 1. Um pouco de historia, constru¢bes geométricas e tecnologias no ensino

Nesta versdo do GeoGebra, no canto superior direito, temos a op¢ao de selecionar e trabalhar
simultaneamente outras janelas além da visualizacdo que seria do plano xy, como Calculadora CAS,

Janela de Visualizac¢do 3D, conforme Figura 2.

Q
LErcs

X Fechar

o i

Célculo Simbdlico (CAS)
Janela de Visualizacao 2
Janela de Visualizagao 3D
Planilha

Calculadora de Probabilidades

EPpTEeeT

Protocolo de Construgao

Figura 2 — Aplicativos disponiveis para utilizagao de janela

Fonte: GeoGebra Classico 6.0

A janela do GeoGebra Cléssico foi a que utilizamos nas constru¢gdes apresentadas nesta

dissertacdo, estando nesse ambiente, passamos a trabalhar com a seguinte barra de ferramentas:

(R]& < AP OO LN =
Figura 3 — Barra de ferramentas da janela de visualizacdo do GeoGebra Classico

Fonte: GeoGebra Classico 6.0

Essa barra de ferramentas é dividida em caixas de ferramentas, contendo uma ou mais
ferramentas relacionadas que nos permitem a introducao de novos objetos utilizando o seu dispositivo

apontador, a seguir, trazemos as op¢oes de trabalho dessas categorias de ferramentas:

\ Ferramentas de Movimento \

DB O NS IP NI

I Mover
/ Func&o a Mao Livre

/‘ Caneta

Figura 4 — Ferramentas de Movimento

Fonte: GeoGebra Classico 6.0
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As ferramentas de ponto sdo agrupadas por padrdo no segundo icone da esquerda na barra
de ferramentas.

] Ferramentas de Ponto \

¥ (A >0 04N 2w
.APonto

Ponto em Objeto
/ Vincular / Desvincular Ponto

X Intersecao de Dois Objetos

. * Ponto Médio ou Centro

.Z Numero Complexo

Figura 5 — Ferramentas de Ponto

Fonte: GeoGebra Classico 6.0

| Ferramentas de Linha |

E ALA D> OO LN = e
/Reta

" Segmento

< Segmento com Comprimento Fixo

/ Semirreta

=

. Caminho Poligonal
7 Vetor
-}. Vetor a Partir de um Ponto

Figura 6 — Ferramentas de Linha

Fonte: GeoGebra Classico 6.0



22 Capitulo 1. Um pouco de historia, constru¢bes geométricas e tecnologias no ensino

‘ Ferramentas de Linha Especial ‘

R BY SO S IF AN
’j( Reta Perpendicular

e
—*_ Reta Paralela

>< Mediatriz

4{( Bissetriz
/O Reta Tangente

.\Q Reta Polar ou Diametral
»/s Reta de Regressao Linear

/\\); Lugar Geométrico

Figura 7 — Ferramentas de Linha Especial

Fonte: GeoGebra Classico 6.0

Ferramentas de Poligono ‘

A AL 0 4N = e
I)-Poh’gorwo

[} Poligono Regular
'\'} Poligono Rigido

f}- Poligono Semideformavel

Figura 8 — Ferramentas de Poligono

Fonte: GeoGebra Classico 6.0
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’ Ferramentas Circulo e Arco \

RS S O S AP AN

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
@ Circulo: Centro & Raio
G} Compasso
e
O Circulo definido por Trés Pontos
P Semicirculo
.\ Arco Circular
(:) Arco Circuncircular
Q Setor Circular

‘CD Setor Circuncircular

Figura 9 — Ferramentas Circulo e Arco

Fonte: GeoGebra Classico 6.0

Ferramentas de Secao Conica ‘

PGS B SO () PANEIR
@Elipse

\\— Hipérbole
‘\, Parabola

O Conica por Cinco Pontos

Figura 10 — Ferramentas de Secdo Conica

Fonte: GeoGebra Classico 6.0
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‘ Ferramentas de Medicao

¥ AL OON e
éﬁngu\o

ﬂj" Angulo com Amplitude Fixa
;m/( Disténcia, Comprimento ou Perimetro
CB Area
/A Inclinagéo
{1,2} Lista
? =
a=p Relagédo

\E_/ Inspetor de Fungoes

Figura 11 — Ferramentas de Medicao

Fonte: GeoGebra Classico 6.0

‘ Ferramentas de Transformacao

B A 00 LN ¢
N Reflexdo em Relacao a uma Reta

.+ Reflexao em Relagdo a um Ponto

. -
,\ Inverséo

:). Rotacéo em Torno de um Ponto
~ 1 -
«» Translagao por um Vetor

_.“ Homotetia

Figura 12 — Ferramentas de Transformagado

Fonte: GeoGebra Classico 6.0
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’ Ferramentas de Objetos de Acao

oA 00 L N (=
222 Controle Deslizante

ABC Texto

m Inserir Imagem

Botao

/1® Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=[1 Campo de Entrada

Figura 13 — Ferramentas de Objetos de A¢do
Fonte: GeoGebra Classico 6.0

| Ferramentas Gerais \

MNP BE NN IPANIEI Y
«} Mover Janela de Visualizagao
@\ Ampliar
9‘ Reduzir
® _ Exibir / Esconder Objeto
AA Exibir / Esconder Rétulo
& Copiar Estilo Visual

& Aragar

Figura 14 — Ferramentas Gerais

Fonte: GeoGebra Classico 6.0

Podemos reordenar essas caixas de ferramentas, inserir ou remover outras ferramentas, atra-
vés da op¢ao de Configurar Barra de Ferramentas do menu Ferramentas e salvar as configuracgoes.

Por fim, tem a opc¢do de Restaurar Barra de Ferramentas Padrdo como podemos ver na Figura 15.
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1%}

< Q Configurar Barra de Ferramentas & T AlA 4

Barra de Ferramentas Ferramentas
% Mover \/ Funcéo a Mé&o Livre
.A Ponto

/ Reta

/b./ Reta Perpendicular

.€> Poligono

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
@ Elipse

é; Angulo

x Reflexado em Relacdo a uma Reta

222 Controle Deslizante

'%' Mover Janela de Visualizagdo

| Restaurar Barra de Ferramentas Padréo || Aplicar |

Figura 15 — Op¢do Configurar Barra de Ferramentas

Fonte: GeoGebra Classico 6.0

Ao selecionar uma Ferramenta, uma dica serd exibida explicando como usar essa Ferramenta,
quando selecionada a dica de ferramenta na versdo GeoGebra Web e Tablet Apps, uma péagina da
web fornecendo ajuda para a ferramenta selecionada € aberta no seu navegador, mas se estiver usando
GeoGebra Desktop, basta clicar no botao Ajuda no canto superior direito da janela do GeoGebra
para mostrar a caixa de didlogo de ajuda da ferramenta e obter mais informagdes sobre como usar
a ferramenta selecionada. Podemos também, exibir a Ajuda da Barra de Ferramentas a direita da
Barra de Ferramentas usando a op¢ao Layout no Menu Exibir e marcando Mostrar Ajuda da Barra
de Ferramentas. Além disso, podemos acessar a ajuda on-line clicando no botdo Mostrar ajuda

on-line fornecido na caixa de didlogo Ajuda da ferramenta.

O uso de softwares como o GeoGebra no ensino atual representa uma mudanga profunda na
forma como a educagdo € concebida e entregue. Os beneficios dessas abordagens sdo inegéaveis, mas
também requerem uma abordagem equilibrada para enfrentar os desafios associados. O futuro do
ensino estd inextricavelmente ligado ao aproveitamento inteligente das tecnologias, capacitando os

alunos a serem aprendizes autdnomos, criticos e adaptdveis em um mundo em constante evolugao.

Tecnologias adaptativas podem fornecer atividades e exercicios de acordo com o nivel de
aprendizado de cada aluno. Isso ajuda os alunos a progredirem de acordo com suas habilidades indi-

viduais, evitando a frustracdo de materiais muito avangados ou simplistas, permitindo a abordagem
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de problemas do mundo real com mais precisao. Os alunos podem analisar dados reais, modelar

situacoes e chegar a solucdes relevantes para situagdes do cotidiano.

Em suma, o ensino da matemadtica com o uso de tecnologias ndo substitui os métodos
tradicionais, mas complementa e enriquece o processo de aprendizado. As tecnologias proporcionam
oportunidades para explorar, aplicar e compreender conceitos matemdticos de maneiras inovadoras,

preparando os alunos para enfrentar os desafios e oportunidades do mundo moderno.
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CAPITULO

Conceitos Basicos

Neste capitulo, baseados nas referéncias [13], [16] e [18], apresentamos alguns resultados da
Geometria Plana que serdo fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho. Inicialmente, defi-
nimos o conceito de congruéncia entre tridngulos e apresentamos alguns resultados sobre esse tema.
Posteriormente, passamos ao conceito e aos casos de semelhanga. Feito isso, demonstramos como
se pode chegar as férmulas para os cdlculos das dreas de tridngulos e paralelogramos. Finalizamos

esse capitulo apresentando um critério para a verificar equivaléncias entre dreas de triangulos.

2.1 Congruéncia de Triangulos

No decorrer deste trabalho, denotamos por AB o segmento de reta que estd entre 0os pontos
A e B, enquanto a reta que passa por esses pontos € denotada por jzl? . Para as medidas do segmento
AB e do angulo AOB, onde O é um ponto qualquer do plano, utilizamos as nota¢des AB e por uma
abuso de notacdo, usamos AOB para o angulo e a sua medida, respectivamente. Para representar
a semirreta com origem em A e passa por B, utilizamos a notagdo Sp. Além do mais, a fim de

facilitar a leitura, quando ndo houver ambiguidade, o angulo de vértice A serd denotado apenas por

-~

A.

A seguir, apresentamos as definicdes de segmentos, angulos e tridngulos congruentes:

Definicao 2.1.1. Dois segmentos AB e C'D sdo congruentes quando AB = C'D e dois dngulos A
e B sdo congruentes se eles possuem a mesma medida. Denotamos as congruéncias supracitadas

por AB=CDe A= B, respectivamente.

Defini¢ao 2.1.2. Dizemos que os tridngulos ABC e A'B'C’ sdo congruentes se for possivel
estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e dngulos

correspondentes sejam congruentes. Denotamos esta congruéncia por ABC = A'B'C".
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Observacao 2.1.1. Se dois tridngulos ABC e A' B'C’ sdo congruentes, da Defini¢do 2.1.2, existe

uma correspondéncia entre os vértices desses triangulos, digamos,
A A B+ BeC <« C.

Neste caso, temos vdlidas as seguintes relagoes:

A = A

B = B

cC = C
AB = AB
BC = B'C'
AC = AC

Geometricamente, as relacdes descritas na Observacao 2.1.1 podem ser representadas como

na figura a seguir.

A 1L c w
ne m

Figura 16 — Tridngulos Congruentes

Fonte: Constru¢do Propria

E facil ver que a relacdo de congruéncia também € reflexiva e simétrica. A observagao a

seguir nos diz que a relacdo de congruéncia € transitiva.

Observacao 2.1.2. Se ABC' = A'B'C" e A/B'C' = DEF, segue da Observagdo 2.1.1 que existem

as correspondéncias biunivocas:

T:A« A B+ B eC <« (',

G: A« DB < FEeC & F.

Assim, a composi¢cdo G o T' é também biunivoca, satisfaz A <> D,B < Ee(C < F, ea
igualdade entre lados e dngulos correspondentes. Em outras palavras, os tridngulos ABC e DEF

também sdo congruentes. Portanto, a rela¢do de congruéncia é uma relagdo de equivaléncia.
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A seguir, enunciamos trés resultados que nos fornecem condicdes necessdrias e suficientes
para garantir a congruéncia de dois tridngulos. Esses resultados s@o conhecidos na literatura como
casos de congruéncias de triangulos. O resultado a seguir € chamado de primeiro caso de congruén-
cia ou caso lado-dangulo-lado (LAL) de congruéncia de tridngulos. Baseados na referéncia [18],

enunciamos esse primeiro caso como postulado e demonstramos os demais.

Postulado 2.1.1. Se dois lados de um tridngulo e o angulo formado entre eles forem, respectivamente,
congruentes a dois lados de um outro tridngulo e ao dngulo formado por eles, entdo esses tridngulos

sdo congruentes.

¥

Figura 17 — Congruéncia de Tridngulos: caso LAL

Fonte: Constru¢do Propria

O caso de congruéncia descrito acima nos diz que, dados dois tridngulos ABC e A'B'C’,

AB = AF
AC = A0y EE ABC = ABC,
A = A

com a correspondéncia de vértices A <> A’, B «+» B’ e C' +» C'. Em particular,

~ — ~

B=DB,C=C"eBC=DF0C".

O resultado a seguir, é conhecido como segundo caso de congruéncia de tridngulos ou caso

angulo-lado-dngulo (ALA) de congruéncia de tridngulos.

Proposicao 2.1.1. Se dois angulos de um tridangulo e o lado compreendido entre eles forem, respec-
tivamente, congruentes a dois angulos de um outro tridngulo e ao lado compreendido entre eles,

entdo esses tridngulos sdo congruentes.

Demonstragdo. Vamos demonstrar a implicacao
- AB
= A = ABC = A'B'C".

o ) :bj
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B @ S
A
C
*

Figura 18 — Congruéncia de Triangulos: caso ALA

Fonte: Constru¢ao Prépria

Conforme na Figura 19, tome o ponto D da semirreta S ¢ tal que AD = A’C".

C

A ," c

Figura 19 — Demonstra¢do da Congruéncia de Triangulos: caso ALA

Fonte: Constru¢ao Propria

Por construgéo, temos que os tridngulos ABD e A’ B'C’ satisfazem o caso LAL, conforme

a descri¢do abaixo:

AB = A'B
AD = A V2L ABp = A'B(C.
A = A

Segue da Observacdo 2.1.2 que ABD = A'B'C' = ABC. Logo as semirretas Sgp € Spo
coincidem. Isso implica que o ponto D coincide com o ponto C. Portanto, ABC' = ABD =
A'B'C. O

Por fim, apresentamos o ferceiro caso de congruéncia ou caso lado-lado-lado (LLL) de

congruéncia de tridngulos.

Proposicao 2.1.2. Se os trés lados de um triangulo sdo, em alguma ordem, congruentes aos trés

lados de outro triangulo, entdo esses tridngulos sdo congruentes.
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=

Figura 20 — Demonstracdo da Congruéncia de Triangulos: caso LLL

Fonte: Construgao Prépria

Demonstragdo. Vamos mostrar que, dados dois tridngulos ABC' e A’B'C"”, a implicagao abaixo é

verdadeira:

AB = A
BC = BC EL Ao =A'BC.
CA = CA

Para fazer tal construgdo, considere o ponto /' do semiplano gerado por S5 que ndo contém
C tal que BAF = B'A'/C’ e tome D € Sy de forma que AD = A'C".

Q=
w

Figura 21 — Demonstra¢do da Congruéncia de Triangulos: caso LLL

Fonte: Construgdo Propria

Segue que
AD = AC
AB = A3 X2 ABD=ABC.
BAD = BAC

Note que AD = A’'C" = AC. Assim, o triangulo AC'D é is6sceles de base C'D e entdo
ADC = ACD.
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Da mesma forma, concluimos que o tridngulo BC'D € is6sceles de base C'D com BDC =
BCD.

Além disso,

ADB = ADC +CDB

= ACD+ DCB
= ACB.
Assim,
BD = B(C'=BC
AD = AC LAL ABD = ABC.
ADB =  ACB
Portanto, da Observagao 2.1.2, obtemos ABC = A'B'C". O

2.2 Semelhanca de Triangulos

Nesta secdo, apresentamos a definicdo de tridngulos semelhantes, bem como, alguns re-
sultados uteis para o desenvolvimento deste trabalho, dentre eles, o Teorema de Tales. Sob certas
condi¢des, o Teorema de Tales nos fornece uma relagao de propogao entre segmentos de retas no
plano. Esse teorema serd de fundamental importancia para a dissertacao e, por isso, 0 enunciamos a

seguir. Sua demonstracdo serd omitida e pode ser encontrada na referéncia [2].

Teorema 2.2.1. Sejam r, s e t, retas paralelas no plano. Escolhemos pontos A, A’ € r, B, B’ € s
e C,C" €t,de modo que A, B,C e A’, B', C' sejam dois ternos de pontos colineares, conforme

Figura 22. Entdo

AB AP

BC BC"
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Figura 22 — Teorema de Tales

Fonte: Constru¢do Propria

A reciproca do Teorema de Tales, a qual € descrita no coroldrio a seguir, € tio importante
quanto o proprio teorema. Sua demonstracdo serd omitida e também pode ser encontrada na

referéncia [2].

Corolario 2.2.1. Sejam dadas, no plano, as retas r, s, t, u e v, e os pontos A, B e C, de intersecdo

de u com as retas r, s e t, respectivamente. Considere também os pontos A', B’ e C', de intersecdo
a5 _ AT
BC ~ B'C”

de v com as retas r, s e t, respectivamente, conforme Figura 22. Se entdor || s | t.

A seguir, trazemos uma defini¢dao de poligonos semelhantes.

Definicao 2.2.1. Dois poligonos com o mesmo niimero de lados sdo semelhantes quando existir uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que os dngulos em vértices correspondentes

sejam congruentes e a razdo entre os comprimentos de lados correspondentes seja constante.

Na sequéncia, definimos o que sdo tridngulos semelhantes e apresentamos alguns casos de

semelhanca de tridngulos.

Definicao 2.2.2. Dois triangulos sdo ditos semelhantes quando existir uma correspondéncia biuni-
voca entre seus vértices de modo que os dngulos em vértices correspondentes sejam congruentes e a

razdo entre os comprimentos de lados correspondentes seja constante.
Observacao 2.2.1. Para indicar que dois tridngulos, digamos ABC e A'B'C’, sdo semelhantes

utilizamos a notagdo ABC ~ A'B'C".

Se ABC e A’B’C’ sdo dois tridngulos semelhantes, com as correspondéncias de vértices

A+ A, B+ B, C + (', entdo valem simultaneamente as seguintes igualdades:
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A=A ,B=B,0=Cedl = AC - BC _ |

A'B’ — A'C’ T B'C’

Figura 23 — Triangulos Semelhantes

Fonte: Constru¢do Prépria

O quociente comum entre as medidas dos lados correspondentes é chamado de razdo de

semelhanga entre os tridngulos ABC e A'B'C".

Para demonstrar o primeiro caso de semelhanca de tridngulos desta se¢ao, precisamos da
defini¢do de paralelogramo, mas antes vamos definir quadrilatero, que € uma figura plana com

propriedades especiais em relagdo aos seus lados e angulos.
Definicao 2.2.3. Quadrildtero é um poligono que possui quatro lados.

Definicao 2.2.4. Um paralelogramo é um quadrildtero cujos lados opostos sdo paralelos.

A demonstra¢do do resultado a seguir pode ser encontrada referéncia [2].
Proposicao 2.2.1. Os lados opostos de um paralelogramo sdo congruentes.
As proposic¢des a seguir, conhecidas como casos de semelhanga de tridngulos, estabelecem

condigdes suficientes para que dois triangulos sejam semelhantes. Comecamos pelo primeiro caso

de semelhanga de tridngulos ou caso dngulo-angulo (AA).

Proposicao 2.2.2. Se dois dngulos de um triangulo sdo congruentes a dois dngulos de um outro

triangulo, entdo esses tridngulos sdo semelhantes.

Demonstracdo. Dados dois tridngulos ABC' e A’B'C’, vamos mostrar que

A

= A4 ABC ~ A'B'C',

T

com a correspondéncia A <+ A’, B <+ B, C <> (' e razdo de semelhanga jg, = szg' = ﬁg, =k

Se A’B’ = AB, os triangulos ABC e A’B'C’ sdo congruentes pela Proposi¢io 2.1.1 e,
portanto, ABC' ~ A’B’C" com razdo de semelhanga k = 1.
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Sem perda de generalidade, suponhamos que AB > A’B’ e tomemos D € AB tal que
AD = A’B’. Em seguida, tomamos o ponto F dado pela intersecdo do segmento AC' e a reta

paralela a % que passa por D, conforme a Figura 24:

>C

Figura 24 — Semelhanca de Triangulos: caso AA

Fonte: Constru¢do Propria

Segue da construcdo acima e do Teorema de Tales 2.2.1, que BAC = DAE, ABC = ADE,

BCA = DFEAe % = % = k. De maneira andloga a construc¢ao anterior, tomamos o ponto

dado pela intersecdo do segmento BC' e a tnica reta paralela a ﬁ que passa por F, conforme a
Figura 25. Como BDEF é um paralelogramo, temos que BF = DE. Pelo Teorema de Tales e a

igualdade BF' = DE, obtemos 45 = 8¢ — B¢ — | T.ogo, ABC ~ ADE.
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—e,.

Figura 25 — Semelhanga de Tridngulos: caso AA

Fonte: Constru¢do Propria

Pela Proposi¢ado 2.1.1, temos que ADE = A’B'C’. Portanto, ABC' ~ A'B'C". ]

A seguir, apresentamos o segundo caso de semelhanca de tridangulos, também conhecido
como caso lado-angulo-lado (LAL).

Proposicao 2.2.3. Dois tridngulos sdao semelhantes se possuem um dngulo congruente compreendido
entre lados proporcionais.

@

Figura 26 — Semelhanca de Triangulos: caso LAL

Fonte: Constru¢do Propria
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Em simbolos, dados dois tridngulos ABC e A’ B'C’, temos:

B = B LA
= mo } LA ABC ~ A'B'C'.
B’A’ B'C’

Demonstragdo. Considere os tridngulos ABC' e A/B'C". Se AB= A'B', BC = B C'e B =B,

entdo os dois tridngulos sdo congruentes pelo caso LAL e, portanto, ABC ~ A’B’C’ com razdo de
semelhanca £ = 1.

Sem perda de generalidade, suponhamos que AB > A’B’, que implicaem CB > (C'B'.

Em seguida, tomamos D € ABe E € BC taisque DB = A’B’e EB = (C"B’, conforme a figura
abaixo:

c'
Figura 27 — Semelhanca de Triangulos: caso LAL

Fonte: Constru¢do Propria
Segue da reciproca do Teorema de Tales 2.2.1, que as retas jﬁ e ﬁ sdo paralelas, impli-
cando em BDE = A. Logo, pela Proposicdo 2.2.2, temos que:

BDE
= DBE

} AA ABC ~ DBE.

T

Pelo caso de congruéncia LAL, temos que DBE = A’B’C’. Portanto, ABC ~ A’B'C’". [

A seguir, apresentamos o terceiro caso de semelhanca de tridngulos, também conhecido
como caso lado-lado-lado (LLL).

Proposicao 2.2.4. Se a razdo entre o comprimento dos lados correspondentes de dois triangulos é

constante entdo os triangulos sdo semelhantes.
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Figura 28 — Semelhanca de Tridngulos: caso LLL

Fonte: Constru¢do Propria

Em simbolos, dados dois tridngulos ABC e A'B'C’, temos:

—_— Y val FoYal LLL
k=42 = 42 = IC | 25 ABC ~ A'BC'.

Demonstracdo. Considere os tridngulos ABC e A’B'C’, tal que AB = A'B’, BC = B'C'" e
AC = A'C", entdo os dois tridngulos sdo congruentes pelo caso LLL e, portanto, ABC ~ A’B'C’
com razao de semelhanga k£ = 1.

Sem perda de generalidade, suponhamos que AB > A’B’, que implicaem CB > C'"B’. Em
seguida, tomamos D € ABe E € BC taisque DB = A’B'e EB = ("B’, conforme a Figura 29.

B B'

C'
Figura 29 — Semelhanga de Triangulos: caso LLL

Fonte: Constru¢do Propria

Segue que:
B = DEE LAL
15 _ B _ } = ABC ~ DBEFE
DB ~ BE

Dai % = k, como % = k, entdo DFE = A’C". Pelo caso de congruéncia 2.1.2, entdo

DBE = A'B'C'. Portanto, ABC ~ A’B'C". O
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2.3 Areas de algumas figuras planas

A drea é uma grandeza que representa a medida da superficie de uma figura plana. A seguir,

utilizaremos a notacao A(A; Ay As - -+ A,,) para representar a drea de um poligono plano de vértices
Aly AQ; A37 s 7An-

Para demonstrar os resultados desta se¢@o utilizamos uma importante relagdo entre as areas
de dois poligonos semelhantes a qual podemos encontrar uma demonstracdo na pagina 51 da

referéncia [1] e que € descrita na proposi¢cdo a seguir.

Proposicao 2.3.1. Em dois poligonos semelhantes, a razdo entre as dreas desses poligonos é igual

ao quadrado da razdo entre os comprimentos de quaisquer dois lados correspondentes.

Conforme a Defini¢do 2.2.1, dois poligonos semelhantes possuem lados correspondentes
proporcionais, em outras palavras, existe uma constante positiva £ de forma que a razdo entre
os comprimentos desses lados correspondentes € igual a k. Em particular, se £ = 1, temos dois
poligonos congruentes, veja referéncia [22]. Dessa forma, segue diretamente da Proposi¢do 2.3.1 o

seguinte resultado:

Postulado 2.3.1. Dois poligonos congruentes possuem dreas iguais.

Os quadrilateros sdo poligonos que podem variar muito em forma e tamanho e suas caracte-
risticas podem ser bastante diversas. Eles podem ser classificados em vdrias categorias com base nas

propriedades de seus lados e angulos.

Definicao 2.3.1. Dois quadrildteros sdo considerados congruentes se for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes sejam

congruentes.

Outros dois proximos resultados importantes que utilizamos estdo relacionados as dreas do
quadrado e do paralelogramo. Omitiremos as demonstra¢des desses resultados, porém, elas podem

ser encontradas, respectivamente, nas paginas 181 e 182 da referéncia [2].

Lembrando que quadrado € todo quadrildtero cujos dngulos internos s@o retos e os quatro

lados s@o congruentes, temos que

Proposicao 2.3.2. A drea de um quadrado de lado a é dada pelo produto da medida da base a pela

altura a, ou seja, a - a = a®.

Caso o quadrildtero possua todos os angulos internos medindo 90°, dizemos que esse

quadrilatero é um retangulo e temos véalido o seguinte resultado:

Proposicao 2.3.3. A drea de um retdngulo é dada pelo produto da medida dos lados ndo opostos.
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Na sequéncia traremos uma demonstracdo da drea de um paralelogramo, sendo que esse

quadrilatero foi definido na se¢do anterior, mais especificamente, na Defini¢io 2.2.4.

Proposicao 2.3.4. A drea de um paralelogramo de base a e altura h é igual a ah.

Demonstragcdo. Sejam ABC'D um paralelogramo de diagonais AC' e BD, com base AB medindo
a e altura h. Podemos tragar a partir do vértice D uma perpendicular a reta que contém A B e denotar
por E o pé da perpendicular, conforme a Figura 30. Do mesmo modo, tracamos um segmento de reta

que parte de C' e € perpendicular a reta que contém AB e denotamos por F' o pé da perpendicular.

D a C

=

Mé—————

B

Figura 30 — Area de um Paralelogramo

Fonte: Construgao Prépria

Temos que:
AD = BC
DAE = CBF } 2% ADE = BCF.
ADE = BCF

Segue que AF = BF e pelo Postulado 2.3.1 A(ADE) = A(BCF). Com isso,

A(ABCD) = A(ADE)+ A(BEDC)
A(BCF) + A(BEDC)
= A(CDEF).

Consequentemente, uma vez que o quadrildtero C'D E'F' tem seus lados paralelos congruentes
e seus angulos internos todos iguais a 90°, concluimos que C'D E'F' € um retangulo. Assim, podemos
notar que a drea do paralelogramo ABC'D € igual a drea do retdngulo £ F'C' D. Portanto a 4rea do

paralelogramo € também igual ao produto da base pela altura, ou seja,
A(ABCD) = A(CDEF) = ah.
]

A férmula cléssica para calcular a drea de um tridngulo envolve sua base e altura, conforme

demonstramos a seguir.
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Proposicao 2.3.5. Um tridngulo de base a e altura h,, relativa a base a, tem drea igual %aha.

Demonstracdo. Seja A(ABC) a drea do tridngulo ABC' e D a interse¢do da paralela a % por A

com a paralela a fﬁ passando por C', conforme Figura 31.

Figura 31 — Area de um Tridngulo

Fonte: Construg¢ao Prépria

Pela construcao detalhada acima, ABC' D € um paralelogramo. Logo, AD = CBe CD =

AB. Assim, como AC é comum aos tridngulos AC'D e C' AB, temos que

AD = CB
CD = AB ‘X2 AcD=cAB.
AC = CA

Agora, como ABC'D é um paralelogramo de base a e altura h,, segue do Postulado 2.3.1

juntamente com a Proposi¢do 2.3.4, que

2A(ABC) = A(ABC) + A(CDA) = A(ABCD) = ah,.

Portanto,

A(ABC) = ;aha.

Veremos agora um critério para equivaléncia entre areas de tridngulos.

Corolario 2.3.1. Sejam ABC e A'BC triangulos tais que HH% Entdo A(ABC) = A(A'BC).

o WY . (
Demonstracdo. Sendo d a distancia entre as retas % e AA’ (conforme a Figura 32), temos que d é

o comprimento das alturas de ABC' e A’ BC relativas ao lado BC'. Portanto,
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S

Figura 32 — Critério para Equivaléncia entre areas de Triangulos

Fonte: Constru¢do Propria

A(ABC) = 1BC.d = A(A'BO).

1
2
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CAPITULO 3

O Teorema de Pitagoras

Entender a demonstragdo de uma proposicdo matematica nos permite uma melhor aceitacio
e abstracao da mesma. Sendo assim, como descrito na introducio dessa dissertacao, neste capitulo,

apresentamos algumas demonstragdes e generalizagdes do seguinte resultado:
Teorema de Pitagoras. Em qualquer tridngulo retdngulo, a drea do quadrado cujo lado é a
hipotenusa é igual a soma das dreas dos quadrados que tém como lados cada um dos catetos.

Em outras palavras, se temos um tridngulo retangulo cuja hipotenusa mede a e os catetos

medem, respectivamente, b e ¢, o Teorema de Pitdgoras nos diz que é vdlida a seguinte relacio

a? = b+ A2

RS

Figura 33 — Interpretacdo Geométrica

Fonte: Constru¢do Propria
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Considerando a Figura 33, o Teorema de Pitdgoras afirma que a drea sombreada mais escura
€ igual a soma das dreas em tons mais claro, ou seja, a drea do quadradro de lado a € igual a soma

das dreas dos quadrados de lados b e c.

A seguir, apresentamos uma demonstragdo classica, a qual é baseada na comparacao de

areas.

3.0.1 Demonstragao classica

Dado um tridngulo retdngulo, que representaremos pela letra grega maitdscula A, com
catetos medindo b e ¢ e hipotenusa medindo a, considere o quadrado cujo o lado mede b 4+ ¢ como

apresentado na Figura 34.

Figura 34 — Demonstrac¢do Classica

Fonte: Constru¢do Propria

Analisando a Figura 34, no quadrado a esquerda retiramos quatro tridngulos congruentes ao
tridangulo A. Como a soma dos dngulos nio retos desse triangulo € igual a 90°, podemos concluir que
o angulo do quadrilatero de lado a mede também 90°, pois somado aos dois angulos ndo retos resulta
em 180°. Ou seja, resta um quadrado de lado a, apds a retirada dos quatro tridngulos retangulos
congruentes a A. No quadrado a direita, retiramos também quatro tridngulos congruentes ao tridngulo
retangulo A, restando dois quadrados de lados b e ¢, respectivamente. Com isso, podemos observar

que a area do quadrado de lado a, € igual a soma das dreas dos quadrados cujos lados medem b e c.

Lembrando que a drea de um quadrado é dada pela medida do seu lado ao quadrado, obtemos

a? =b*+ .
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Na préxima secao, apresentamos uma prova do Teorema de Pitdgoras via semelhanca de

triangulos.

3.0.2 Demonstragao através de semelhanca de triangulos

Dado um tridngulo ABC, retangulo em A e de hipotenusa BC/, seja h a medida da altura
de ABC' em relagdo a hipotenusa. Como a soma dos angulos internos de um triangulo € igual a
180° e BAC' = 90°, temos que ACB + ABC = 90°. Assim, se H € BC e é 0 pé da perpendicular
baixada de A, verificamos que H BA ~ HAC ~ ABC, pelo caso de semelhanga AA.

A

a

Figura 35 — Demonstracdo por Semelhang¢a de Tridngulos

Fonte: Construgao Prépria

Tomamos C'H = m e HB = n, temos entdo as seguintes igualdades:

c m b n
—=—e—-=—.
a c a b

Assim, > =a-meb®>=a-n,oquenoslevaa

b? +
m+n= .
a
Por fim, observando que m + n = a. Portanto a? = b + 2. O

Através do cdlculo de dreas também € possivel demonstrar o Teorema de Pitdgoras, como
podemos ver na se¢ao a seguir.

3.0.3 Demonstragao utilizando célculo de areas

Essa demonstracao é muito utilizada e frequente nos livros didaticos, pois com um Unico e

pequeno esfor¢o, além de demonstrar o Teorema de Pitdgoras, ela nos fornece importantes relacoes
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entre os elementos de um triangulo retangulo.

Seja ABC um triangulo retdngulo em A. Suponha que a hipotenusa de ABC tenha medida
a e que os catetos AC' e AB, mecam respectivamente, b e ¢. Sendo H o pé da altura relativa a
hipotenusa e considerando que C H = m, BH = n e AH = h, vamos provar mediante o calculo de

areas, as seguintes relagdes:

a

Figura 36 — Tridngulos Semelhantes

Fonte: Constru¢do Propria

(1) ah = be.
(it) ¢ = an e b* = am.
(id) a® = b* + 2.

Para provar a afirmacao (i), basta ver que ah e bc sdo iguais ao dobro da drea do tridngulo
ABC, a qual denotamos por A(ABC).

De fato, temos que

A(ABO) = [ BC.AH = “2h.
Mas,
1 b

Combinando essas duas udltimas igualdades, obtemos ah = bc.

Para provar o item (i), construa, exteriormente ao tridngulo ABC, os quadrados ABDFE,
BCFG e AKJC conforme Figura 37. Sendo I o ponto de interse¢do da semirreta zﬁ com o
segmento F'G, temos que 54—[} ||% Com isso, segue do Corolario 2.3.1 que

A(BGA) = A(BGH) = ;BG.BH = %
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e

K J

Figura 37 — O Teorema de Pitdgoras pelo Cilculo de Areas

Fonte: Constru¢do Propria

Por outro lado,

DB = AB
BC = BG Y2 pBC=ABG.
DBC = ABG

Portanto,

IMBCD):/MBGA%:%Z

Uma vez que fﬁ ||%, segue novamente do Coroldrio 2.3.1 que

2

XMBCD):/KABD):%a

Logo, ¢ = an. A prova de que b*> = am é andloga.

Por fim, observando que o argumento da prova de (77) nos garante que
¢® = A(ABDE) = 2A(ABD) = 2A(BGH) = A(BGIH)

e, como no Coroldrio 2.3.1 nos garante que A(ACJ) = A(BCJ).
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Entretanto, BCJ =90° + BCA = FCA‘A, assim

BC = FC
CJ] = CA YELpoy=rea,
BCJ = FCA

dai temos
b> = A(ACJK) = 2A(ACJ) = 2A(BCJ) = 2A(FCA) = 2A(FCH) = A(FCHI),
donde segue que
V2 +c* = A(BGIH) + A(FCHI) = A(BCFG) = a?,
o que demonstra o item (ii). O

Na préxima secdo, apresentamos uma prova elegante do Teorema de Pitdgoras devida ao

matematico britanico Henri Perigal.

3.0.4 Demonstragao de Perigal

A demonstracao de Henry Perigal, publicada em 1873 em Londres, baseia-se em mais uma
prova geométrica mostrando que a soma das dreas dos quadrados construidos sobre os catetos de
um tridngulo retangulo preenche a area do quadrado construido sobre a hipotenusa desse mesmo

triangulo.

Antes de iniciarmos a demonstracao de Perigal, enunciamos e demonstramos uma con-

sequéncia do caso de congruéncia ALA que serd utilizada no decorrer desta secao.

Corolério 3.0.1. Seja ABCD um quadrado ¢ O = AC N BD. Se E € DC ¢ F = EO N AB,
entao, FEO = OF.

A B

Figura 38 — Referéncia para a demonstracao do Coroléario 3.0.1

Fonte: Constru¢do Propria
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Demonstragdo ': Conforme a Figura 38, como O é dado pela intersec¢io das diagonais AC' e
BD. Como AB || DC, segue que OAB = OCD e OBA = ODC, assim

OAB = OCD
OBA = oDC ‘242 04AB=0CD,
AB = CD

dai temos BO = OD.

Como AB || DC' e ambas sio cortadas pela transversal BD, temos OBF = ODE e
BOF = DOE. Logo, pelo caso de congruéncia ALA, temos BOF = DOE. Portando, EO = OF.

[]
A seguir, descrevemos a prova do Teorema de Pitdgoras devida a Perigal.

Considere o tridngulo ABC, retingulo em A, com os lados medindo AB = ¢, AC = be

BC = a, como na Figura 39.

Figura 39 — Demonstragdo de Perigal

Fonte: Constru¢do Propria

Inicialmente, vamos construir os quadrados BHIC, CGF A e ADE B, respectivamente

sobre os lados de medidas a, b e ¢, do tridngulo ABC'.

' Nesta demonstracio, usamos alguns resultados relacionados a quadrados, retas paralelas e Angulos, que podem ser

vistos com mais detalhes em [2].
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Seja O o ponto obtido pela intersecdo das diagonais AE e BD do quadrado ADFE B, o qual
representa o ponto médio de AE e BD.

Considere o segmento VT que passa por O e é perpendicular ao lado BC. Considere
também, o segmento UW, paralelo ao lado BC' que passa por O. Como UW || BC e VT L BC,
temos que V'I' L UW e, pelo Coroldrio 3.0.1, segue que VO = OT e UO = OW.

Temos também que, VOD + DOU = 90°, assim VOD = 90° — DOU. Da mesma forma,
UOA = 90° — AOT. Com isso, VOD = UOA.

Assim,
UOA = VOD
OA4 = 0D 22 vuoA=voD,
OAU = ODV

o que nos fornece UO = VO e UA=VD.

Analogamente, O = OW eTB = WE.

Observe que

UA = VD
UAT = VDU SEL uAT =VvDU.
AT = DU

Analogamente, temos as congruéncias UAT = TBW = WEV =V DU.

Como O ¢ a interse¢a@o das diagonais AE e BD do quadrado ADE B e as diagonais de um

quadrado se cortam no ponto médio das mesmas, entdo UO = VO =TO = WO, com isso,

U0 = TO
vor = vou YL vor=vou.
VO = TO

Podemos destacar as congruéncias UOT = TOW = WOV = VOU. Assim, temos que 0s
quadrilateros UATO, TBWO, WEV O e V DUQO sao congruentes, conforme a Definicdo 2.3.1.

Sejam J, K, L e M, os pontos médios dos segmentos BC', C'I, [ H e H B, respectivamente.
Pelos pontos médios J e L, trage retas paralelas ao lado AC' do tridngulo ABC' e, pelos pontos

médios K e M, trage retas palalelas ao cateto AB.

Por construcdo, temos o paralelogramo BCUW, e como CAB = ABW = 90° temos
BW || CU.Como BW = CU, BC'= WU e, jaque O é ponto médio de WU e J ponto médio de
BC, segue que:

LAL

OU = BJ
Uo JBM 25 UOT = JBM,

T —
O = B
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ou seja, UT = JM.

Analogamente, como 70 | MB e OU || BJ entao UT || JM. Por termos os angulos
AUT = SJM e UTA = JM S formados pelas respectivas paralelas, segue:

AUT = SIM
UT = JM Y2 AuT=SJM.
UTA = JMS

Com isso, UA = JS, UT = JM e UAT = JSM = 90°. Logo, MBJS = TOUA,
conforme a Defini¢do 2.3.1. Analogamente, JCKP = WOTB, KILQ =VOWEe LHMR =
UOVD.

Por outro lado, como BW = CU, entio:

b+ AU =CA+ AU = BW = BE—WE = AD — AU = ¢ — AU,

b+ AU = ¢ — AU,

ou seja,

—_ ¢—b
U= ) 3.1
5 (3.1

Alem disso,

CA+ AU =BW =UD,
0 que implica em

b+ AU =UD.

Combinando essa ultima igualdade com (2.1), obtemos

D= 2te (3.2)
2
Assim, segue de (2.1) e (2.2), que
UD — AU =b.

Como, VDUO = TBWO = KPJC = MRLW, temos UD = PJ, AU = S.J, dai
PJ —SJ = PS = b. Verifica-se também que PS = SR = RQ = QP = b, ou seja, ACGF =
PQRS e, portanto,

A(ACGF) + A(ABED) = A(BCIH).

De onde concluimos que

b+ =a?
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3.0.5 Demonstracao de Airy

George Biddell Airy (1801-1892) foi um matematico, astronomo e geofisico britanico. Ficou
mais conhecido devido as suas contribui¢cdes na matemadtica e na astronomia durante o século XIX.
Suas contribui¢des foram reconhecidas com varias honrarias e prémios, incluindo a Medalha Real
da Royal Society em 1836 e a Medalha Copley em 1848. Ayri faleceu em 2 de janeiro de 1892,

deixando um legado significativo no campo da ci€ncia, em especial da Matemdtica.

Demonstragdo: Primeiramente, vamos construir um quadrado ABC' D de lado medindo b e

outro quadrado BE F'G de lado medindo ¢, conforme a Figura 40.

D b C
G F
b C
c
A b B c E

Figura 40 — Demonstracdo do Teorema de Pitdgoras

Fonte: Constru¢do Propria

Suponha b > ce tome H € AE de modo que AH = ce HE = b, conforme Figura 41.

D b c
b c c ¢
c
ul o [
A c H B b £

Figura 41 — Demonstracdo do Teorema de Pitdgoras

Fonte: Constru¢do Propria
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Assim,

HA = FFE
HAD = FEH 2% HAD=FEH,
AD = FEH

o que nos fornece DH = HF = a.
Os tridangulos HAD e F'EH sio retangulos e como AHE = 180°, temos que DHF = 90°,

conforme a Figura 42.

D b C
G F
b Cc
c
- o’ _E
A c H B b

Figura 42 — Demonstracdao do Teorema de Pitdgoras

Fonte: Construg¢ao Prépria

Com origem em F' e de tamanho a, tracamos um segmento paralelo ao segmento /1 D. Na
sequéncia, com origem em D e paralelo ao segmento [ ', tracamos um novo segmento também de
tamanho a, consequentemente, teremos um ponto que chamaremos de H' = FH' N DH'. Como
HD || FH', HF || DH' e DHF = 90°, temos FH'D = 90°, assim, podemos dizer que o
quadrilatero DH F'H' é um quadrado de lado a, conforme Figura 43.
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=

D b C
G F
b C
c
| ot e
A c H B b

Figura 43 — Demonstracdo do Teorema de Pitdgoras

Fonte: Constru¢ao Prépria

Tracamos o segmento H'C, onde teremos os tridngulos FGH' e H'C'D. Sabemos que
BCD = 90° e como

HD =a= FH
H'DC = FHE y=— HDC = FHE,
DC =b= HE

temos H'CD = FEH = 90°, entdo H'CB = HCD + DCB = 180°, H'CD = 90°, da mesma
forma, BGF = 90° e como H'GB = 180°, teremos H'GF = 90°. Temos também que, FH'G +
DH'C = 90°, ou seja, FH'G = 90° — DH'C e no tridngulo H'C'D, como H'CD = 90° os
angulos DH'C + H'DC = 90° e H'DC = 90° — DFI’C’, dai FH'G = H'DC. Consequentemente,
DH'C = H'FG. Assim, segue que:

GFH' = CH'D

FH = HOD 22 GFH =CH'D.

FH'G = H'DC

Comisso, GF =CH' =ceGH' =CD =b.

Por outro lado, rotacionando o tridngulo D A H no sentido anti-horario, 90° em relag¢do ao
vértice D e na sequéncia, no sentido horério, 90° relativo ao ponto F', rotaciona-se o triangulo F'F H.
Obtendo o ponto H’ como imagem do ponto H. A imagem do ponto A é C' e a imagem do ponto F

€ GG, conforme a Figura 44.
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L
(4
D b c
B b
G F
b C
[
A
A C H B b =

Figura 44 — Demonstracdo de Airy

Fonte: Constru¢do Propria

Assim, podemos afirmar que HAD = FEFH = FGH' = H'C D, logo:

A(DHFH') = A(ABCD) + A(BEFG),
a® = b+ A2

]

Na préxima secao, mostramos que a reciproca do Teorema de Pitdgoras também € vélida.

3.1 A Reciproca do Teorema de Pitagoras

Nesta secdo, verificaremos a reciproca do Teorema de Pitdgoras no plano, ou seja, mostrare-
mos a seguinte afirmacao:

se a,b e ¢, sdo niimeros reais positivos que satisfazem a igualdade a®> = b* + 2 entdo o

triangulo de lados medindo a, b e c, é retangulo de hipotenusa a.

Em outras palavras, o enunciado acima, que estd demonstrado a seguir, nos diz que para um

triangulo ndo retangulo, a relacdo entre as medidas dos seus lados é da forma
2 _ 12, 2 ~
a® = b" + ¢* =+ (um valor nao nulo).

Demonstragdo: Considere um tridngulo ABC' de lados medindo BC = a, AB = ce CA = b,

sendo a? = b? 4 2. Mostraremos que, sob a hipétese a> = b> + ¢2, o angulo A ndo pode assumir
valores diferentes de 90°.
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Inicialmente, suponhamos que o angulo A seja agudo, isto &, A < 90°. Suponhamos ainda
que b < ¢ e consideremos o ponto D como sendo a proje¢do de C sobre o lado AB, de forma que
AD = x e CD = h, como na Figura 45.

@]

O = m =S

Figura 45 — Reciproca do Teorema quando Aé agudo

Fonte: Construgao Prépria

Como os tridangulos ADC e BDC sio retangulos, segue, do Teorema de Pitagoras, que
v =h*+2’ea®=h’+(c—2)
Isolando h? na primeira igualdade e substituindo na segunda, obtemos
a? = b —a? + ¢ — 2cx + 2”.

Com isso, temos que a® = b + ¢ — 2cx. Observando que cx > 0, concluimos que se o
angulo A é agudo entdo a® < b? + 2.

Suponhamos agora que o angulo A seja obtuso, isto €, A > 90°. Neste caso, o vértice C' tem

sua projecdo, que chamaremos de F, fora do lado AB, como mostra a Figura 46.

Figura 46 — Reciproca do Teorema quando A ¢ obtuso

Fonte: Constru¢ao Prépria

Como os tridngulos AEC' e BEC' sdo retangulos, procedendo de forma andloga ao caso
A< 90°, teremos:
a> =0+ + 2cx,
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onde b = AC, c = AB e v = AE. Observando novamente que zc > 0, concluimos que se o angulo

A é obtuso entdo a2 > b% + 2.
Demonstramos entdo que em um tridngulo ABC, de lados medindo a, b e ¢, valem as
seguintes implicagdes

A<90° = a2 <b®+cted>90°=a2> b+ 2

Assim, a condi¢iio a? = b? + ¢ implica necessariamente em A = 90° e, portanto, o tridAngulo
ABC é retangulo em A. ]

Observacao 3.1.1. Uma outra demonstracdo do resultado apresentado nesta secdo, utilizando

congruéncia de triangulos, pode ser encontrada em [18].

3.1.1  Teorema de Pitagoras no Espaco

Nesta se¢@o, mostramos uma extensao, para o espago, do Teorema de Pitdgoras. Antes disso,

precisamos da seguinte defini¢do:

Definicao 3.1.1. Um tetraedro ABDC é dito trirretdngulo no vértice D se os dngulos ADB, ADC
e BDC, sdo retos.

Teorema 3.1.1. Em um tetraedro trirretangulo, o quadrado da drea da face oposta ao vértice cujos

angulos sdo de 90° é igual a soma dos quadrados das dreas das outras faces. >

Figura 47 — Tetraedro Trirretangulo

Fonte: Constru¢ao Propria

Antes da demonstracdo, podemos dizer que: o enunciado pode ser considerado uma extensiao

do Teorema de Pitdgoras para poliedros. As faces laterais do tetraedro fazem o papel dos catetos do

2 Para mais detalhes sobre esse resultado, veja a referéncia [21]. Uma demonstracio alternativa a essa pode ser vista

em [5].
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triangulo retangulo e a face oposta ao vértice cujos angulos sdo de 90° corresponde a hipotenusa do
tridngulo.

Demonstragdo: Sejam ABC' D um tetraedro trirretangulo e A(ABC'), A(ABD), A(ACD)
e A(BCD), as éareas dos tridngulos ABC, ABD, ACD e BCD, respectivamente. Como na Figura

47, sejam x,y, z, a, b e ¢, as medidas das arestas AB, BC, AC, AD, BD e C D, respectivamente.

Entao,

A(ABD) = % A(BOD) = % e A(ACD) = %,

j4 que os triangulos sdo retangulos.

Utilizando a férmula de Heron (veja referéncia [2], pagina 235), temos que

A(ABC) = \/p(p — 2)(p — y)(p — 2),

onde p = %

Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade anterior e substituindo o valor de p,

A () (1) () (1)

ficamos com

Desenvolvendo esse produto, obtemos
1
[A(ABC)]* = 1—6(—$4 + 227y — gt + 2227 4 22227 — ).
Observando que 22 = a® + b2, y* = b> + ¢® e 22 = a® + ¢?, pois os tridngulos ABD, BC'D

e ACD, sdo retangulos, segue que

IR PP 2 2 22_a2b2 a*c® e
[A(ABC)] —16(4ab +4a"c” +4b°c”) = 1 + 1 + I

Logo,
[A(ABC))? = [A(ABD)]* + [A(BCD)]* + [A(ACD)]?,

finalizando a demonstracao. [

Antes de finalizar este capitulo, apresentamos, na préxima se¢io, uma generalizacdo para o

Teorema de Pitdgoras.

3.2 Generalizacado do Teorema de Pitagoras

De acordo com o que foi demonstrado preliminarmente, em um tridngulo retangulo a drea do

quadrado construido sobre a hipotenusa € igual a soma dos quadrados construidos sobre os catetos.
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Todavia, a interpretacdo geométrica do Teorema de Pitdgoras ndo se limita apenas aos quadrados. Ela
€ vélida para quaisquer trés figuras semelhantes que também sejam construidas sobre seus catetos e
sua hipotenusa. Essas figuras ndo precisam ser necessariamente poligonos, basta apenas que sejam

semelhantes.

Definicao 3.2.1. A grosso modo, duas figuras sdo consideradas semelhantes quando possuem

exatamente a mesma forma sendo uma delas uma ampliacdo ou reducdo da outra.’

Sejam A, B e C, as medidas das dreas de trés figuras semelhantes construidas, respectiva-

mente, sobre a hipotenusa a e os catetos b e ¢ de um tridngulo retangulo, como ilustrado na Figura
48.

Figura 48 — Generalizacao do Teorema de Pitdgoras

Fonte: Referéncia [11]

Sob essas condigdes € possivel mostrar que A = B + C, como descrito no teorema a seguir.

Teorema 3.2.1. Dadas trés figuras semelhantes construidas, respectivamente, sobre a hipotenusa e
os catetos de um tridngulo retdngulo, temos que a drea da figura construida sobre a hipotenusa é

igual a soma das dreas das outras duas figuras.

Demonstragdo:*

Sejam a, b e ¢, as medidas da hipotenusa e dos catetos de um triangulo retangulo dado,
respectivamente. Como a razao entre as dreas de duas figuras semelhantes € igual ao quadrado da
razao de semelhancga, se A, B e C, sdo nimeros reais positivos que representam as areas das figuras

semelhantes construidas, respectivamente, sobre a hipotenusa e os catetos do tridngulo, temos

5= (5) ea=(8)
B \p) o7 \¢)

Para mais detalhes sobre figuras semelhantes veja referéncia [1].
Demonstrac@o devida ao matemadtico hiingaro George Polya (1887 — 1985). Para mais detalhes sobre o resultado de
Polya veja referéncia [1].

4
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donde segue que

Agora, observando que a? = b? + ¢2, segue das relagdes acima que
Aa® = Ab* + Ac® = Ba® + Cd?,

o que nos fornece
A=B+C.
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CAPITULO

Construcoes Geometricas no
GeoGebra

Neste capitulo, apresentamos as solugdes de trés problemas matematicos via constru¢des
geométricas em uma versao digital utilizando o software GeoGebra. Apesar de apresentarmos esses
problemas na forma virtual, pretendemos preservar a0 maximo as caracteristicas dessa técnica
(milenar) a qual utiliza somente uma régua ndo graduada e um compasso. Sendo assim, sugerimos
que as construcdes aqui apresentadas sejam feitas sem os eixos coordenados e sem a malha cartesiana
do GeoGebra.

Para retirar a malha, ao abrir o GeoGebra, clique com o botao direito do mouse sobre a malha
cartesiana e, posteriormente, clique com o botdo esquerdo do mouse sobre exibir eixos. Observe que

os eixos sumirdo. Na sequéncia, repita 0 mesmo processo para esconder a malha.

Em alguns casos serd interessante renomear ou mudar a cor de um objeto. Esse objeto pode
ser um ponto, um segmento de reta ou um circulo. Para renomear um objeto, clique sobre ele com
o botdo direito do mouse e, depois, clique com o botao esquerdo sobre o comando renomear e
substitua 0 nome que aparecerd pelo que vocé deseja. J4, para alterar a cor, na janela de dlgebras,
clique com o botao direito do mouse sobre o objeto que deseja alterar a cor e, na sequéncia, clique
no comando configuragoes. Feito isso, a janela de comandos se abrird. Clique em cor e escolha a

cor desejada.

Nas constru¢des geométricas que apresentamos neste capitulo, utilizamos os comandos
retas € segmentos, para simular uma régua nao graduada e o comando compasso, para simular um

compasso.

E importante ressaltar que existem indmeros problemas que podem ser resolvidos com a
técnica das constru¢des geométricas, porém, tendo em vista que esse trabalho € voltado para o tema

Teorema de Pitdgoras, os problemas apresentados a seguir envolvem esse assunto. Os mesmos
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podem ser encontrados nas referéncias [4] e [10] .
4.1 O Triangulo Retangulo

Nesta secao, mostramos como construir um triangulo retangulo sendo conhecidas as medidas

dos seus catetos. Posteriormente, justificamos que, de fato, o tridngulo construido € retangulo.

Inicialmente, utilizando o comando segmento, construimos dois segmentos de medidas
AB =be CD = ce para essa constru¢ao, considerando esses dois segmentos AB e C'D como os

catetos conhecidos, siga os passos descritos abaixo.

1°) Com o comando reta construa uma reta qualquer que serd a reta suporte de um dos
catetos do triangulo. Marque dois pontos distintos quaisquer, os quais 0 GeoGebra chamard de E' e

F. Automaticamente, aparecera uma reta, nomeada como f, passando por F ¢ F.
Os préximos passos nos fornecerd o angulo reto do triangulo que desejamos construir.

2°) Sobre a reta f, vamos transportar o cateto de medida c. Para isso, com o comando
compasso, para sabermos a abertura que deveoms considerar, clique sobre os ponto C' e D e na

sequéncia sobre a reta f, sendo criado o circulo d de raio medindo c e centro G.

3°) Com o comando ponto, marcamos as interseccdes do circulo d com a reta f que o
GeoGebra chamard de H e I. Observe que GH = GI = c.

Na sequéncia, contruiremos dois circulos com centros em H e I, com raios medindo c .

4°) Novamente, com o comando compasso, clique sobre o ponto H e duas vezes sobre o
ponto 7, sendo criado o circulo e de centro [ e raio / H, na sequéncia com o comando compasso,

clique sobre o ponto [ e duas vezes sobre o ponto [, sendo criado o circulo g de centro H e raio
HI.

5°) Com o comando reta, clique sobre as interseccdes dos circulos e e g, sendo criado uma
reta h . Veremos mais adiante que essa reta é perpendicular a reta f e passa pelo ponto médio G do

segmento H 1.

Tranportamos sobre a reta i, com origem em G o segundo cateto dado AB = b, para isso

seguimos o seguinte passo:

6°) Utilizando o comando compasso, clique sobre os extremos A e B do segmento AB e,
na sequéncia, sobre o ponto &, sendo criado o circulo k de raio medindo b. Com o comando ponto,
marcamos a interse¢ao do circulo k£ com a reta h, no semiplano superior a reta f, o qual o GeoGebra
chamara de L. Note que GL = b.

' Para essa construgio, podemos considerar quaisquer dois circulos de raios maiores do que 5. Porém, neste trabalho,

optamos por considerar a medida ¢ em ambos os circulos.
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Para uma melhor vizualizacdo, destacamos os circulos contruidos com linhas pontilhadas e
os catetos de medidas b e ¢ de vermelho. Por fim, tracamos o segmento / L, que destacaremos com a

cor azul. Logo, obtemos o tridAngulo G/ L, conforme a Figura 49 2.

C
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Figura 49 — Triangulo Retdngulo no GeoGebra

Fonte: Construgdo Propria

Por fim, destacamos na Figura 50, somente o triangulo retangulo construido, com as medidas

dadas dos catetos.

Figura 50 — Triangulo Retangulo no GeoGebra

Fonte: Constru¢do Propria

2 Todos os passos dessa atividade estdo disponiveis através do link https://www.geogebra.org/m/u9gqegzc
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Agora, vamos mostrar que, de fato, o tridngulo construido € retangulo.

Justificativa: Observe que GG € o ponto médio do segmento H /, ja que € o centro do circulo
d e diametro H 1. Como g e e, sdo circulos centrados, respectivamente, em [ e I, com raios iguais a
Hl,e, J € gNe,temos que H.J = I.J. Da mesma forma, temos que HK = I K, donde concluimos
que JK € a mediatriz do segmento H I, ja que a mediatriz € o lugar geométrico dos pontos, no
plano, que equidistam dos extremos do segmento. Como G equidista de H e de /, concluimos que
G € JK. Portanto, IGL = 90° ¢ 0 tridngulo /G L € retangulo em G.

4.2 A demonstracdo de Airy via construcbes geométricas

Nesta sec¢ao, conhecendo as medidas dos lados de dois quadrados, descrevemos, a seguir,
uma prova intuitiva do Teorema de Pitdgoras, a qual é baseada na demonstracdo de Airy apresentada
na Se¢ao3.0.5.

Sejam AB e C'D, dois segmentos de retas tais que AB =ae CD = b, com a > b.

Figura 51 — Segmentos de Reta

Fonte: Constru¢do Prépria

Para essa construcdo, vamos inicialmente construir dois quadrados de lados medindo a e b°.

Para isso, basta seguir 0s passos abaixo:

1°) Utilizando o comando reta construa uma reta através de dois pontos distintos quaisquer,
os quais o GeoGebra chamard de F e F'. Automaticamente, aparecerd uma reta, nomeada como f,
passando por E e F'.

2°) Transportamos sobre a reta f, o lado a de um dos quadrados. Para isso, com o comando

compasso, para sabermos a abertura que corresponde ao tamanho a, clique sobre os ponto A ¢ B do

3 No que segue, chamamos de quadrado X o quadrado de lado de tamanho X
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do segmento conhecido e, na sequéncia, sobre o ponto E da reta f, sendo criado o circulo ¢ de raio

igual a medida do lado a e centro E.

3°) Com o comando ponto, marcamos as intersec¢des do circulo ¢ com a reta f que o

GeoGebra chamaré de G e H, sendo que ja podemos destacar o segmento EG, o qual EG = a.

Seguindo os passos 4 e 5 da Secdo 4.1, crie a reta g, perpendicular a reta f e passando pelo
ponto .

4°) Marcamos a intersecao do circulo ¢ com a reta g utilizando o comando ponto. Sera criado
o ponto K e, como podemos observar, GEK = 90°, assim teremos mais um lado do quadrado,
sendo FK = EG = a.

Para uma melhor visualizacdo, antes de prosseguir, sugerimos ocultar a exibi¢do dos objetos,
deixando apenas os segmentos £ K e FG. Com 0s proximos passos, construiremos os outros dois

lados que faltam do quadrado de lado a.

5%) Com o comando compasso, clicamos sobre os pontos E e G para sabermos a abertura
que corresponde ao lado a e clicamos no ponto G, sendo criado um circulo de raio a centrado em G.

Na sequéncia, fazemos 0 mesmo para obter um outro circulo de raio a e centro K.

Observamos que F € uma das interseccoes entre esses circulos, no proximo passo, vamos

marcar a outra intersecdo e construir os lados que faltam do quadrado.

6°) Com o comando ponto marcamos a outra interse¢do, que o GeoGebra chamara de L.
Com o comando segmento construimos os lados GL e K L,obtendo, assim, o quadrado FGLK de

lado a.

Repetindo os passos descritos até aqui, construimos um quadrado GM ON de lado b. Tirando

a exibicdo de alguns objetos, teremos a Figura 52.
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=
—

Figura 52 — Constru¢cdo Geométrica no GeoGebra

Fonte: Constru¢do Propria

Como estamos supondo a > b, podemos transportar o lado do quadrado b sobre o lado do

quadrado a (partindo de E):

7°) Selecione o comando compasso e clique em dois pontos que representam um lado
do quadrado GMON para termos a abertura do compasso que corresponde ao tamanho b e, na

sequéncia, clique sobre o ponto £, criando assim um circulo de centro F e raio b.

8°) Com o comando ponto, marque a intersecao do ciruclo construido com o lado E'G do

quadrado EG LK, esse ponto serd chamado de P.

9°) Agora, com o comando segmento, trace os segmentos O P e K P que serdo congruentes

(justificaremos essa congruéncia, ainda nessa secdo) e chamaremos de c. Conforme a Figura 53.
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Figura 53 — Construcao Geométrica no GeoGebra

Fonte: Constru¢do Propria

Podemos observar que foram construidos dois tridngulos congruentes PEK e OM P e que
OPK = 90°, sendo entdo OP e PK dois lados de um quadrado. Jutificaremos, ainda nessa se¢do,

essas afirmacoes.

Andlogo ao que foi feito no 5° passo, construimos os dois lados que faltam do quadrado de

lado ¢, sendo criado o ponto () que representa o vértice que faltava do quadrado POQ K de lado c.

10°) Com o comando segmento, clique sobre os pontos () e L, sendo criado um segmento

que mostraremos ter medida b.

Por fim, tiramos a exibi¢ao dos circulos, sendo que teremos a constru¢do final conforme
Figura 54. 4.

Note que o quadrado de lado ¢ tem drea igual a soma das dreas dos quadrados de lados a e b.

4 Todos os passos dessa atividade estdo disponiveis através do link https://www.geogebra.org/m/mdkfx7h6
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x
p

Figura 54 — Construcdo Geométrica no GeoGebra

Fonte: Constru¢do Prépria

A seguir, justificamos todas as afirmagdes feitas no desenvolver desta construcao e conclui-
mos que a drea do quadrado de lado medindo c € igual a soma das dreas dos quadrados de lados

medindo a e b.

Seja P € EG, de modo que PE = be PM = a, conforme Figura 54.

Assim,
PE = OM
PEK = OMP %2 PEK =0OMP,
FK = MP

o que nos fornece KP = PO = c.

Como os tridngulos PEK e OM P sao congruentes e retingulos, respectivamente, em K e
M, e como MPE = 180°, temos que OPK = 90°.

Com o compasso, criamos dois circulos de raios medindo ¢ e de centros em O e K, respecti-
vamente, e escolhemos o ponto () de intersec¢do desses dois circulos para ser o quarto vértice do
quadrilatero de lado c e, posteriormente, construimos os segmentos O() e K (), obtendo, assim, o
quadrildtero K PO(Q) de lados medindo c.

Por outro lado, com origem em O e de tamanho c¢, tracamos um segmento paralelo ao
segmento P K. Na sequéncia, com origem em K e paralelo ao segmento PO, tragamos um novo
segmento também de tamanho c. Assim, obtivemos o ponto () dado pela intersecdo desses segmentos.
Como PK || OQ, PO || KQ e KPO = 90°, temos OQK = 90°, assim, podemos dizer que o
quadrilatero POQ K € um quadrado de lado ¢, conforme Figura 54.
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Como GLK = 90° e QEG = 180° temos que QEK = 90°. Da mesma forma, como
GNO = 90° e QJVG = 180°, temos Q]/V\O = 90°. Além disso, O@L + K@L = 90°, ou seja,
OQL = 90°—KQL. Analogamente, Qf(\L = 90°— KQL.Dai, OQL = Qf(\L. Consequentemente,
KQL = QON.

Logo,
NOQ = LQK
00 = 0K 22 NOQ = LQK,
OQN = QKL

comisso, NO = LQ =be NQ = LK = a.
Assim, podemos afirmar que PEK = OMP = ON(Q = QLK, logo:

A(KPOQ) = A(EGLK) + A(GMON),
ou seja,

A =a®+ 1%

[]
4.3 A Equacao do Segundo Grau
Nesta secdo, montramos uma forma de obter a solu¢do grafica para equacdes do tipo
22 4+ b* = ax, onde a,b > 0, 4.1)

através do software GeoGebra.

Primeiramente, veja que, da equagdo 22 + b* = ax, temos 2% — az + b* = ( e suas raizes

sdo dadas por:

a =+ +va?—4b?
T = .
2
Observe que se 7 = y/a? — (2b)?2 entdo o terno (r, 2b, a) é pitagorico, isto €, a? = (2b)? + 2.

Logo, da reciproca do Teorema de Pitdgoras, temos que r representa a medida de um dos catetos do
triangulo retdngulo que tem hipotenusa medindo a e, o outro cateto, medindo 2b. Conforme Figura
55.



72 Capitulo 4. Construgoes Geométricas no GeoGebra

2b

Figura 55 — Tridngulo Retangulo

Fonte: Constru¢ao Prépria

Sabemos ainda que a equacio (4.1) possui duas solucdes reais distintas desde que a? —
(2b)? > 0, ou seja, a > 2b. Dessa forma, assumindo que a > 2b, teremos as seguintes raizes para a

equacgdo (4.1):

a r a
r1==—= € $2:§+

>3 (4.2)

DO 3

Para obter geometricamente as solu¢des da equacgdo (4.1), dadas por (4.2), siga o roteiro a

seguir:

1°) Com o comando reta construa uma reta que servird de suporte a um dos lados do
triangulo retangulo. Marque dois pontos distintos quaisquer, os quais 0 GeoGebra chamard de £ e

F. Automaticamente, aparecera uma reta, que renomearemos como f, passando por F e F.

Seguindo os passos 4 e 5 da Secdo 4.1, criamos o ponto I que representa o ponto médio
de F'F e na sequéncia, criamos a reta g, perpendicular a reta f e passando pelo ponto /, por fim,

renomeamos esse ponto / como A.
Tranportamos sobre as retas f e g as medidas dos catetos r e 2b, para isso:

2°) escolha o comando compasso. Para definir a abertura do mesmo, clique sobre os pontos
que representam os extremos do segmento 7 e na sequéncia sobre o ponto A, fazendo o mesmo com

o segmento 2b, sendo criados dois circulos concéntricos de raios iguais aos catetos 7 e 20.

3°) com o comando ponto, no semiplano superior a reta f, marcamos a interse¢do do circulo
de raio r com a reta g, renomeamos esse ponto de intersecdo como C, na sequéncia, no semiplano a
direita da reta g, apontamos a intersec¢do do circulo de raio 2b com a reta f, enfim, renomeamos esse

ponto como B.
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4°) selecionando o comando segmento, clicamos sobre os pontos A e C, contruimos o
seguimento que renomeamos como 7 e clicando sobre os pontos A e B, construimos o segmento,
que agora renomeamos como 2b. Para destaca-los, mudamos para a cor vermelha, onde teremos os
catetos AC = r e AB = 20.

5°) novamente com o comando segmento, construimos o segmento BC'. Vamos renomear

esse segmento como a e destacd-lo na cor azul..

Seguindo os passos 4 e 5 da Secdo 4.1, criamos o ponto médio do segmento BC', sendo que

renomeameos esse ponto como pP.

Na sequéncia, contruiremos uma reta paralela a f passando por P, mas antes, vamos tirar a
exibi¢ao dos objetos construidos, deixando o tridngulo ABC, as retas f, g e o ponto P. Conforme a

Figura 56.

Inicialmente, criamos um ponto D, diferente de B e pertencente a reta f, sendo AD = 20,

para isso seguimos 0S proximos passos:

6°) com o comando compasso, clicamos sobre os pontos A e B para definirmos o tamanho
do raio e, na sequéncia, clicamos novamente sobre o ponto A. Criamos um circulo de raio 2b e

centro A.

7°) selecionando o comando ponto, marque o ponto de intersec¢do da reta f com o circulo,

porém, distinto de 5. Esse ponto renomearemos como D).

Para construirmos uma reta paralela a f e que passa pelo ponto P, fazemos os seguintes

passos:

8°) novamente com o comando compasso, clicamos sobre os pontos B e P para termos o
raio de abertura igua a § e, na sequéncia, clicamos sobre o ponto A, repetimos o passo para obter um
novo circulo de centro D. Observe que foram criados dois circulos de centro A e D, respectivamente,

sendo que o ponto P pertence ao circulo de centro A.

9°) com o comando ponto, marcamos as intersecdes dos dois circulos de raios % construidos,

sendo esses pontos chamados de N e O.

10°) selecionando o comando reta, clicamos sobre o ponto P e /N, sendo criado a reta m

paralela a f e que passa pelo ponto P.

11°) com o comando ponto, marcamos a intersecao dessa reta m com o cateto r do triangulo

retangulo ABC'. Esse ponto renomearemos como ().
Ainda nessa se¢do, justificaremos que () é o ponto médio do cateto 7.

Antes dos proximos passos, vamos tirar a exibi¢do de algumas construcoes, deixando o

exposto na Figura 56, porém com a reta m.
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2b B

Figura 56 — Construcao Geométrica

Fonte: Constru¢do Propria

12°) novamente com o comando compasso, clique sobre os pontos () e duas vezes sobre o
C, onde obtemos o circulo de raio C'Q) = 7, pois ) € ponto médio do cateto 7.

13°) com o comando reta, clicamos sobre os pontos B e C' do tridngulo, sendo criado a reta
n que passa por esse pontos.

14°) com o comando ponto, marcamos a interse¢do da reta n com o circulo de centro C,

renomeamos esses pontos como M e V.

Enfim, obtemos a Figura 57 5.

> Todos os passos dessa atividade estdo disponiveis através do link https://www.geogebra.org/m/vtbhm5Suq
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Figura 57 — Solucdo Geométrica da Equagdao do Segundo Grau

Fonte: Construgao Prépria

Afirmamos que os comprimentos dos segmentos PM e PN correspondem as raizes da

equacdo (4.1).
De fato, inicialmente, note que () é o ponto médio do cateto de medida r, pois, como m é

paralela areta f e, g e n, sdo transversais, e como P € ponto médio de BC'e C'P = PB, segue do

Teorema de Tales 2.2.1 que CQ = QA.
Observe que P é ponto médio de BC' e () € ponto médio de AC', dai

4.3)

E?:F@:%ﬂM:QC:CM:ON:%

Portanto, de (4.2) e (4.3), obtemos as solucdes da equacio (4.1), isto é,

N | 3

PM:PC—CM:g—

e
a T
PN =PC=CN=—-+—
2+2’
logo,
a v —— a r ——
=——-=PM =—+-=PN.
T 55 € Iy 2+2
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Consideracoes Finais

Ao longo desta pesquisa, nosso objetivo foi aprofundar os estudos sobre o Teorema de
Pitagoras e foi possivel perceber que este Teorema possui uma beleza vistosa que nos seduz. E,
possivelmente, o Teorema com mais demonstragdes da histéria da matematica e que continua
a estimular interesse pela busca de novas demonstracdes. As muitas aplicacdes deste Teorema
contribuiem de forma imensurdvel na construcao de outros conceitos matematicos e resolugao de
problemas diversos no cotidiano. Portanto, por ser um Teorema de fécil entendimento e com um
leque de demonstragdes, acreditamos que esse trabalho possa contemplar no aperfeicoamento dos

professores de ensino fundamental e médio.

Conjecturamos que este trabalho ird contribuir tanto para a formagao continuada dos profes-
sores quanto para o melhor aprendizado dos alunos sobre o Teorema de Pitdgoras, pois contribui com
professores na preparacdo de aulas diversificadas, como no uso das demonstragdes que, acreditamos
que deverdo ser mais trabalhadas em sala de aula, principalmente com aplicabilidade do software
matemdtico GeoGebra, pois 0 uso desse programa nas construgdes apresentadas possibilitou um

melhor conhecimento, compreensao das defini¢des e propriedades destacadas.

Sendo assim, indicamos aos professores o0 uso desse rico recurso para trabalhar atividades
préticas, ndo s6 do Teorema de Pitdgoras, mas sobre diversos contetdos, colocando o GeoGebra como
op¢ao didatica, utilizando essa excelente ferramenta tecnoldgica, somando ao uso dos instrumentos,

deixando o dinamismo visivel e mais atrativo para os alunos.
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